
ریاضی علوم دانشکده
کاربردی ریاضی گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت برای
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضی

عنوان

دیفرانسیل معادلات حل برای کسری گام روش
جبری

راهنما استاد

قوتمند مهدی دکتر

مشاور استاد

فروش مس علی دکتر
دانشجو

قൎ࣌ਁی ່یده
١٣٩۴



...ଘمقدৎ
৮دروماସభ୍م

آฬنوओودمগච໔دଢوओودشانඓࣂࡣت.
ৎقدمঙଘࢡඥرෙय़باৣم

ീज़࣌حوارباධ්رشభ৳ماਗیॺࡗظاترਮ࣪قراهরود.
وৎقدمঢଘلیฬزماඵෂرख़مدوෙاد

ඟ໊دم. ঈودਕیচࢡشدهامراෙघభهग़࠳ઍوज़شসیدا



චاری... ণپاس໋�
کلا়شان ुज़لउభندویباෙय़،ࡵࡲتورزدॲشিندگاଘหࡑുیدমیਪฬیوداਪฬواسانিاଘبانෙय़د৯داو೯وصઍ࡙ख़پاسণ
و ندوభاଌنخوصاষبازنඵ෬رد ग़عامه او با ، ग़قدمدارد ازراࣽتऒوীشبఴذردوآساীشকمৗوعانرا . یاریشان৶ماید

ऒوشبا॰دوردگارਾॶࣣعوඵবرا॥ت.
ازপنابآ༚یدනرय़ھدیलو৳േندభلૐॣهصدر،با૮ࣹنخقو່وਣی،ازঊمਔیభاଌنୀଏଷૼنభغষ࣒ࢤود৯دو

زॐ࢟تراঘ࣒ماਪیاଌنرساଔراୀ࠱ھدهඟ໋؛
وازপنابآ༚یدනرعਚیज़س່وشزॐ࢟تज़شاورهاଌنرساଔراࣞਵ࣫ل॰د৯د؛لพ়ࢁඟوदدردایرادارم.

با॰داଌنඟ໕دଌୃن،মࡑیاززॐماتآฬنراণپاسদوید.

قൎ࣌ਁی ່۱۳۹۴یده



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی قلیچی اینجانبفریده
جبری دیفرانسیل معادلات حل برای کسری گام روش عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمایی تحت ،

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

قൎ࣌ਁی ່۱۳۹۴یده

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
کردن حل برای که دارند مختلف علوم در فراوانی کاربردهای (DAE) جبری دیفرانسیل معادلات
شده ارایه روش�های از یکی رسید جواب به سریع�تر بتوان تا می�شود استفاده مختلف روش�های از آن�ها
می�پردازیم. روش این بررسی به پایان�نامه این در که است جبری دیفرانسیل معادلات برای کسری گام روش
جبری دیفرانسیل معادلات برکاربردهای گذرا مروری و نموده بیان را اولیه تعاریف و مفاهیم اول فصل در
و پرداخته ١ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات حل روش ارایه به ابتدا دوم فصل در داشت. خواهیم
تعمیم نیز ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای را روش این سپس کرده بررسی را آن�ها خطای
می بررسی پذیر تراکم و ناپذیر تراکم استوکس ناویه معادلات برای را روش این سوم فصل در می�دهیم.
لاگرانژی نیمه روش ابتدا آخر فصل در می�دهیم ارایه معادلات نوع این برای را روش این الگوریتم و کنیم
این در شده ارایه کسری گام روش که می�گیریم نتیجه سپس می�کنیم بررسی عمق کم آب معادلات برای را

می�رساند. عمق کم آب معادلات جواب به را ما کوتاهتری زمان در پایان�نامه،
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

اگر اما می�شوند. مدل�بندی دیفرانسیل معادلات وسیله به معمولا فیزیکی فرآیندهای دینامیکی رفتار
معادلات بر علاوه فرآیند ریاضی مدل آنگاه باشند، شده مقید مختلف طرق به فیزیکی سیستم حالت�های
معادلات شامل که سیستم�هایی بود. خواهد نیز قیود این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل
یا ضمنی دیفرانسیل معادلات یا جبری دیفرانسیل سیستم�های باشند، جبری معادلات و دیفرانسیل
دیفرانسیل معادلات گسترشوسیع و علم پیشرفت با اخیر دهه چهار در می�شوند. نامیده منفرد سیستم�های
حل�هایی راه ارایه و معادلات این ساختار شناخت و تحلیل مهندسی، و علوم مختلف های زمینه در جبری

است. بوده محققین از بسیاری توجه مورد موضوع صرفه، به مقرون اقتصادی نظر از و مناسب

(ODE) معمولی دیفرانسیل معادلات ٢.١

تعدای یا یک به توجه با آن مشتقات و متغیرها اثرگذاری برای ریاضی توصیفی دیفرانسیل، معادلات
متغیرهای که می�دهد نشان ما به آن�ها جواب . هستند هم روی بر دینامیکی روش یک در مستقل متغیر
مهندسی رشته�های و طبیعی علوم در فراوانی مسایل . کرد خواهند تغییر چگونه مستقل متغیر با وابسته
دیفرانسیل معادلات دستگاه که برداری، دیفرانسیل معادله یک یا عددی دیفرانسیل معادله یک صورت به

می�شوند. فرمول�بندی است،
است. معمولی دیفرانسیل معادله آنگاه باشد، متغیر یک حسب بر مجهول تابع دیفرانسیل معادله در اگر
بالاترین . نامند می جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله را آن باشد متغیر چند حسب بر مجهول تابع اگر
دیفرانسیل معادله مرتبه دیفرانسیل معادله در جزیی) مشتق چه و معمولی مشتق (چه شده ظاهر مشتق
دیفرانسیل معادله زیر روابط آنگاه باشد x متغیر حسب بر تابعی y(x) کنید فرض مثال عنوان به . است



٢ مقدمات و تعاریف .١

می�باشند. y برحسب معمولی

y′ = x ١ مرتبه - خطی
yy′′ + y′′′ = sinx ٣ مرتبه - غیرخطی

می�باشد. زیر به�صورت y تابع حسب بر n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله کلی فرم

F (x, y, y′, ..., y(n)) = ٠

باشد، خطی آن مشتقات و مجهول تابع حسب بر معادله ضابطه هرگاه گوییم خطی را دیفرانسیل معادله
می�نامیم. خطی غیر را معادله صورت این غیر در

است. زیر به�صورت خطی n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله کلی فرم

an(x)y
n + an−١(x)y

n−١ + ...+ a١(x)y
′ + a٠(x) = h(x)

نامیم. همگن را معادله آنگاه h(x) = ٠ اگر فوق معادله در
: مثال

y′′′ + xy′′ + ٢y(y′)٢ + xy = ٠

جبری دیفرانسیل معادلات ٣.١

و معمولی دیفرانسیل معادلات شامل هم که است سیستمی جبری١، دیفرانسیل معادلات از سیستم یک
به�صورت معادله�ای با جبری دیفرانسیل معادله یک کلی حالت در باشد. جبری معادلات شامل هم

F (y(t), y′(t), t) = ٠ , F ∈ C١(R٢m+١,RRm) , t ∈ [٠, T ] , (١.١)

است. منفرد Rm+١ روی ∂F
∂y′

آن در که می�شود بیان
درک و جبری دیفرانسیل معادلات حل در اندیس مفهوم دارد. اندیس یک جبری دیفرانسیل معادله هر
اندازه می�توان را اندیس٢ جزيیات، گرفتن نظر در بدون دارد. مهمی بسیار نقش آن�ها تحلیل و ساختار
را (١.١) جبری دیفرانسیل معادله اندیس می�توان دیگر بیان به گرفت. نظر در سیستم بودن منفرد

نمود. تعریف زیر به�صورت

از مشتق�گیری برای لازم مرتبه برابرکمترین ،(١.١) جبری دیفرانسیل معادله اندیس .١.٣.١ تعریف
کوچکترین (١.١) سیستم اندیس بنابراین است t و y حسب بر y′ فرد به منحصر تعیین منظور به معادله،

١Differential – algebraic system
٢Index



٣ جبری دیفرانسیل معادلات .٣.١

شده تشکیل سیستم در بتوان آن ازای به که است p منفی نا صحیح عدد

F (y, y′, t) = ٠
∂F
∂t
(y, y′, y′′, t) = ٠

∂٢F
∂t٢

(y, y′, y′′, y′′′, t) = ٠
.

.

.
∂pF
∂tp

(y, y′, y′′, ..., y(p+١), t) = ٠

(٢.١)

(١.١) معادله اندیس دیگر عبارت به کرد. تعیین t و y حسب بر فردی به منحصر صورت به را y′

شود. تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات سیستم یک به (٢.١) سیستم که است p مقدار کوچکترین

معادلات است. آن مشتقات حداقل تعداد µ که دارد µ اندیس (١.١) خطی غیر دیفرانسیل معادله
بگیرید. نظر در را زیر

f(t, u(t), u′(t)) = ٠

df(t,u(t),u′(t))
dt

= ٠
.

.

.
dmf(t,u(t),u′(t))

dmt
= ٠

(٣.١)

روش از استفاده با صریح معمولی دیفرانسیل معادله سیستم یک آوردن بدست برای معادلات این از
بگیرید. نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله مثال عنوان به می�شود. استفاده }جبری

u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

٠ = g(u١(t), u٢(t))
(۴.١)

که می�گیریم نتیجه (۴.١) معادله از

٠ =
dg(u١(t), u٢(t))

dt

= gu١(u١(t), u٢(t))u
′
١(t) + gu٢(u١(t), u٢(t))u

′
٢(t)

(۵.١)

داریم: نباشد فرد به منحصر gu٢(u١(t), u٢(t)) اگر

u′٢(t) = −[gu٢(u١(t), u٢(t))]
−١gu١(u١(t), u٢(t))u

′
١(t) (۶.١)

که می�گیریم نتیجه }لذا
u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

u′٢(t) = −[gu٢(u١(t), u٢(t))]
−١gu١(u١(t), u٢(t))u

′
١(t)

(٧.١)



۴ مقدمات و تعاریف .١

µ = ١ یعنی است، یک برابر فوق معادله اندیس بنابراین
بگیرید: نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله }حال

u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

٠ = g(u١(t))
(٨.١)

(١۶.١) معادله ابتدا کرد. معمولی دیفرانسیل معادله یک به تبدیل ساده روشی با می�توان را معادله این
می�گیریم: نظر در را

٠ = dg(u١(t))
dt

= gu١(u١(t))u
′(t)

= gu١(u١(t)f(u١(t), u٢(t))

= h(u١(t), u٢(t))

(٩.١)

لذا

٠ = hu١(u١(t), u٢(t))u
′
١(t) + hu٢(u١(t), u٢(t))u

′
٢(t)

=⇒ u′٢(t) = −[hu٢(u١(t), u٢(t))]
−١hu١(u١(t), u٢(t))u

′
١(t)

گرفت: نتیجه می�توان باشد فرد به منحصر hu٢(u١(t), u٢(t)) }اگر
u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

u′٢(t) = −[hu٢(u١(t), u٢(t))]
−١hu١(u١(t), u٢(t))u

′
١(t)

اندیس آیدلذا می بدست معمولی دیفرانسیل معادله فرم به معادله مشتق�گیری بار دو با اینکه به توجه با
است. ٢ برابر معادله این

جبری دیفرانسیل معادلات کاربردهای ١.٣.١

شبکه�های مدل�سازی بهینه، کنترل جمله از مهندسی و فیزیک مهم مسایل از بسیاری مدل�بندی در
معادلات شیمیایی، فرآیندهای سازی شبیه و قدرت سیستم�های مقید، مکانیکی سیستم�های الکتریکی،
نشان برای بخش این در است. برخوردار بیشتری اهمیت از معادلات دیگر بین در جبری دیفرانسیل
مثال�های ارایه به مهندسی و علوم مختلف زمینه�های در جبری دیفرانسیل معادلات اهمیت و کاربرد دادن

می�پردازیم. مختلفی

مقید پذیر تغییر مسایل

نمونه�های به قسمت این در که می�شوند ظاهر جبری دیفرانسیل معادلات مقید، تغییرپذیر مسایل بیشتر در
نمود. خواهیم اشاره آن�ها از مهمی
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بهینه کنترل مسایل

حساب از استفاده با بهینه کنترل مسایل حل در جبری دیفرانسیل معادلات کاربردهای مهم�ترین از یکی
معادله با بهینه کنترل مساله یک در موجود فرآیند . می�شود نمایان ، تغییرات

x′ = f(x, u, t) (١٠.١)

هزینه تابع و

J [x, u] =

∫ t١

t٠

g(x, u, s)ds (١١.١)

نمایش u(t) mتایی بردار و حالت متغیرهای نمایش x(t) nتایی بردار آن در که ، می�شود مشخص
هدف، باشند. مساله مرزی شرایط x(t١) = x١ و x(t٠) = x٠ که کنید فرض هستند. کنترل متغیرهای
شرط این با شود، مینیمم (١١.١) هزینه تابع که است گونه�ای به ،t٠ ⩽ t ⩽ t١ ازای به u(t) تابع تعیین
حساب از استفاده با بهینه کنترل مسایل از دسته این حل برای باشد. برقرار (١٠.١) حالت معادله که

می�شوند. بیان زیر جبری دیفرانسیل معادلات صورت به لاگرانژ ـ اویلر معادلات تغییرات،
x′ = f(x, u, t) ,

λ′ = − ∂g
∂x
(x, u, t)− (∂f

∂x
)Tλ ,

٠ = ∂g
∂u
(x, u, t) + (∂f

∂u
)Tλ .

(١٢.١)

می�شود. ظاهر مربعی کننده�های تنظیم مسایل در جبری دیفرانسیل خاصمعادلات حالت�های از دیگر یکی
خطی سیستم مطلب، این دادن نشان برای

x′ = A(t)x+B(t)u (١٣.١)

کنترل و حالت متغیرهای در مربعی هزینه تابع با

J [x, u] =

∫ t١

t٠

[xTQx+ uTRu]ds (١۴.١)

B(t) ∈ ، A(t) ∈ Rn×n ، u ∈ Rm کنترل بردار ،x ∈ Rn حالت بردار آن در که بگیرید، نظر در را
هستند. مثبت معین شبه ماتریس�های R(t) ∈ Rm×m و Q(t) ∈ Rn×n Rn×m

مربعی هزینه تابع که گونه�ای به ،t٠ ⩽ t ⩽ t١ ازای به u(t) کنترل تعیین برای لاگرانژ ـ اویلر معادلات
زمان با متغیر و خطی جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه باشد، برقرار (١٣.١) معادله و مینیمم (١۴.١)

می�کنند: تولید را زیر

x′ = A(t)x+B(t)u

λ′ = −Q(t)x+ A(t)Tλ (١۵.١)

٠ = R(t)u+B(t)Tλ

زمانی پایای سیستم یک (١۵.١) سیستم باشند، ثابتی ماتریس�های R و Q ،B ،A ماتریس�های اگر
بود. خواهد
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مقید مکانیکی سیستم�های

شامل مقید، مکانیکی سیستم�های مدل�سازی در جبری دیفرانسیل معادلات کاربردهای از دیگر یکی
سیستم�های حالت می�باشد. غیره و زیستی مکانیک رباتیک، ریلی، و جاده�ای نقلیه وسایل دینامیک
هستند وضیعت که متغیرهایی شامل P (t) ∈ Rn بردار توسط مقید مکانیکی سیستم�های یا جسمی چند
می�شود. تعیین v(t) = ṗ(t) متناظر سرعت�های و می�کنند مشخص را سیستم اجزای حرکت جهت و

داریم: می�آیند. دست به اول نوع لاگرانژ معادلات وسیله به سیستم�ها این استاندارد }فرمول�بندی
M(P, t)P̈ (t) = f(P, Ṗ , t)−GT (P, t)λ ,

٠ = g(P, t) ,
(١۶.١)

m، P̈ (t) = d٢P (t)
dt

شتاب متغیر n، Ṗ (t) = dP (t)
dt

سرعت متغیر n، P (t) وضعیت متغیر n با
خارجی نیروی n، g(P, t) مقید m،M(P, t) ∈ Rn×n جرم ماتریس ،m < n که λ(t) لاگرانژ ضریب

می�باشد. G(P, t) = (∂g
∂p
)(P, t) ∈ Rm×n مقید ژاکوبی ماتریس و f(P, Ṗ , t)

دو مرتبه جبری دیفرانسیل معادلات تولید به منجر مقید مکانیکی سیستم�های حرکت معادلات بنابراین
می�شوند.

پاندول حرکت معادلات

به�صورت پاندول پتانسیل انرژی بگیرید. نظر در را l طول به نخی و m جرم با پاندولی

U(x, y) = mgl −mgy (١٧.١)

می�باشد. جاذبه ثابت g و t زمان در شده جابه�جا جرم موقعیت دکارتی مختصات (x(t), y(t)) که است
به�صورت نیز پاندول جنبشی انرژی

T (ẋ, ẏ) =
١
٢m(ẋ٢ + ẏ٢) (١٨.١)

نیز سیستم بر حاکم شرط است. پاندول سرعت مجذور دهنده نشان ẋ٢ + ẏ٢ که است

G(x, y) = x٢ + y٢ − L٢ = ٠ (١٩.١)

لاگرانژ تابع ،(١٩.١) و (١٧.١) روابط از استفاده با می�باشد.

L(q, q̇) = T (ẋ, ẏ)− U(x, y) + λ G(x, y) (٢٠.١)

از استفاده با است. q = (x, y, λ) بردار به�صورت q و بوده لاگرانژ ضریب λ که می��دهیم تشکیل را
می�آیند: دست به زیر به�صورت سیستم این بر حاکم حرکت معادلات لاگرانژ، ـ اویلر معادلات

m+ ٢λx = ٠ ,
m−my + ٢λy = ٠ ,
G(x, y) = ٠ ,

(٢١.١)

است. جبری دیفرانسیل معادلات سیستم یک صورت به (؟؟) سیستم که



٧ جبری دیفرانسیل معادلات .٣.١

الکتریکی شبکه�های

معادلات خودکار تولید که است مدل�سازی از روش�هایی پایه بر الکتریکی، شبکه�های پیشرفته شبیه�سازی
در معمولا که است، شده اصلاح گره�ای آنالیز روش روش�ها، این مهم�ترین از یکی می�سازند. فراهم را مدل
قوانین می�شود. استفاده روش این از خودکار، طور به شبکه مدل معادلات تولید برای صنعتی کاربردهای
زیر جبری دیفرانسیل معادلات پایه، المان�های برای مشخص معادلات همراه به کریشف٣ ولتاژ و جریان

می�کنند: تولید را

A.ż = f(x) , ٠ = z − q(x) t ∈ [t٠, tend] , (٢٢.١)

المان�های توسط تولیدی جریان�های نمایش f(x) ∈ Rn و گره پتانسیل�های نمایش x ∈ Rn آن در که
وقوع ماتریس است. استاتیک

A ∈ {−١,٠,١}n×m (٢٣.١)

از ناشی ż = dq(x)
dt

شارژ جریان و می�کند توصیف را شارژ ذخیره المان�های به وابسته شبکه توپولوژی
می�سازد. مربوط گره، هر در f(x) استاتیک جریان�های به را المان�ها این

(نرم) .٢.٣.١ تعریف
که: گونه�ای به می�کنیم تعریف ∥ · ∥ : V → R+ تابع شکل به V خطی فضای در را نرم۴

.∥v∥ > ٠ , ∀v ∈ V, v ̸= ٠ .١

.∥λv∥ = |λ| ∥v∥, ∀λ ∈ R, v ∈ V .٢

مثلث). (نامساوی ∥v + w∥ ⩽ ∥v∥+ ∥w∥, ∀v, w ∈ V .٣

شرط در تفاوت با ، باشد برقرار بالا گانه سه شرایط هرگاه می�شود نامیده نرم نیم | · | : V → R تابع
.|v| ⩾ ٠,∀v ∈ V اول،

نرم انواع

: اقلیدسی نرم

∥P∥٢ =
√
P ٢
١ + P ٢

٢ + ...+ P ٢
n =

√
P · P

٣Kirchhoff
۴Norm
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می�شود. نامیده اقلیدسی Pبردار
: Lp نرم

∥f∥Lp =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) ١

p

, ١ < P <∞

: L∞ نرم

∥f∥L∞ = max |f(x)| x ∈ [a, b]

داخلی) ضرب (فضای .٣.٣.١ تعریف
می�شود. نامیده V روی داخلی ضرب باشد متقارن و مثبت معین V خطی فضای روی که خطی دو فرم

می�شود. نامیده داخلی۵ ضرب فضای داخلی، ضرب همراه به V خطی فضای
شکل به داخلی ضرب این با متناظر نرم باشد، V روی داخلی ضرب ⟨., .⟩ و داخلی ضرب فضای V اگر

می�شود: تعریف زیر
∥v∥ = ⟨v, v⟩

١
٢ , ∀v ∈ V (٢۴.١)

شوارتز) کوشی (نامساوی .۴.٣.١ لم
: است زیر صورت به شوارتز۶ کوشی نامساوی ،v, w ∈ V هر برای

|⟨w, v⟩| ⩽ ∥w∥ ∥v∥

کوشی) (دنباله .۵.٣.١ تعریف
هرگاه: می�دهیم نشان limi→∞ vi = v نماد با و می�گوییم همگرا را V در {vi}∞i=١ نامتناهی دنباله

∥vi − v∥ → ٠ , i→ ∞

هرگاه: می�شود نامیده کوشی دنباله این همچنین و
∥vi − vj∥ → ٠ , i, j → ∞

کامل) (فضای .۶.٣.١ تعریف
باشد. همگرا v در کوشی دنباله هر اگر می�شود نامیده کامل فضای ،V داخلی ضرب فضای

هیلبرت) (فضای .٧.٣.١ تعریف
مختلط عدد H در y ،x بردار دو هر هرگاه گوییم داخلی ضرب فضای یک را H مختلط برداری فضای

باشیم: داشته α ∈ C و x, y, z ∈ H هر ازای به طوری�که به شود داده نسبت (x, y)

.(x+ y, z) = (x, z) + (y, z) الف)

.(x, y) = ( ¯y, x) ب)
۵Inner product space
۶Cauchy –schwarz
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.(αx, y) = α(x, y) ج)

.(x, x) ⩾ ٠ د)

.x = ٠ اگر فقط و اگر (x, x) = ٠ ه)

مختلط داخلی فضای یک را (H, (٠,٠)) زوج Hباشد برداری فضای روی داخلی یکضرب (٠,٠) اگر
نامیم. y و x داخلی ضرب x, y ∈ H هر برای را (x, y) مختلط عدد و

است. مزدوج ـ خطی y متغیر به نسبت و خطی x متغیر به نسبت داخلی ضرب تابع .٨.٣.١ تذکر
داریم: α ∈ C هر و x, y, z ∈ H هر ازای به یعنی y به نسبت مزدوج ـ خطی

(x, y, z) = (x, y) + (x, z)

(x, αy) = ᾱ(x, y)

باناخ) (فضای .٩.٣.١ تعریف
می�شود. نامیده باناخ٧ فضای کامل، نرم�دار فضای

( (کران�داری .١٠.٣.١ تعریف
که: گونه�ای به باشد، موجود M ثابت مقدار گاه هر گوییم کران�دار را a(٠,٠) خطی دو فرم

|a(v, w)| ⩽ m∥w∥V ∥v∥V , ∀v, w ∈ V

لیپ�شیتس) و هولدر (شرایط .١١.٣.١ تعریف
K > ٠ ثابت اگر می�کند صدق [a, b] روی ٠ < α ⩽ ١ ،α مرتبه از ( پیوسته (هولدر هولدر٨ شرط در f

:x, y ∈ [a, b] هر برای طوری�که به باشد داشته وجود
|f(x)− f(y)| ⩽ K|x− y|α

α = ١ با است هولدر شرط شیتس٩، لیپ شرط
|f(x)− f(y)| ⩽ K|x− y|

است. توابع برای یکنواخت پیوستگی از قوی�تر حالت پیوسته شیتس لیپ

(گرادیان) .١٢.٣.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را u گرادیان باشد اسکالری تابع u اگر

∇nu = grad u = (
∂u

∂x١
,
∂u

∂x٢
, ...,

∂u

∂xn
)T

٧Banach space
٨Holder
٩Lipschitz
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سوبولوف: فضای .١٣.٣.١ تعریف
زیر صورت به و می�شود داده نمایش Hk(Ω) نماد با K ⩾ ١ برای Ω دامنه روی سوبولوف١٠ فضای

شود. می تعریف

Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω) : D
α v ∈ L٢(Ω), |α| ⩽ K}

می�شود: تعریف زیر به�صورت فضا این برای داخلی ضرب
⟨v, w⟩ = ⟨v, w⟩Hk =

∑
|x|⩽k

∫
Ω

Dα v Dα w dx

به�صورت سوبولوف فضای در نرم

∥v∥k = ∥v∥Hk =< v, v >
١
٢
k= (

∑
|α|⩽k

∥Dαv∥٢)
١
٢

فضا این در نرم نیم و
|v|k = |v|Hk = (

∑
|α|=k

∥Dαv∥٢)
١
٢ = ∥∇v∥

می�شود. تعریف
آنگاه k = ٠ اگر خاص حالت دو در

H٠ = H = L٢ , ∥v∥H+ = ∥v∥L٢

آنگاه k = ١ اگر و
H١ = {v ∈ L٢, D

αv ∈ L٢, |α| ⩽ ١}

ماخ١١: عدد .١۴.٣.١ تعریف
مقدار ساده صورت به ماخ عدد است. ماخ عدد بالا سرعت�های در پرواز بررسی در مهم متغیر یک
است ماخ دو سرعتش که هواپیمایی بنابراین است صوت سرعت نسبت به هوا سرعت یا هواپیما سرعت
است مهم بسیار پرواز برای صوت مقدار دانستن . می�کند پرواز صوت سرعت برابر دو سرعت با واقع در
است. آن اجزا دیگر و هوا جز یک بین دیگر طرف از و طرف یک هوا و هواپیما بین ارتباط سرعت چون
به می�کند. تغییر است ارتفاع از تابعی خود که هوا دمای با بلکه نیست ثابتی مقدار هوا در صوت سرعت
نرخ با نه اما می�یابد کاهش نیز صوت سرعت می�یابد کاهش ارتفاع، افزایش با هوا دمای اینکه محض
است ١٢٢٠km

h
سرعت بر مایل ٧۶٠ حدود ١ ماخ آزاد دریای سطح در ارتفاع افزایش به نسبت یکسان

٨٠٠٠٠ ارتفاع تا الزاما صوت سرعت سپس می�یابد کاهش پا ٣۵٠٠٠ حدود ارتفاع تا صوت سرعت
افزایش با سرعت این که می�باشد ثانیه بر متر ٣٣٢ دریا سطح در صوت سرعت می�ماند. ثابت پایی
صوت سرعت به هواپیما یا پرنده شی، سرعت نسبت به و یافته کاهش هوا تراکم و فشار کاهش و ارتفاع
کاهش یا افزایش هوا خصوصیات به بسته و است متغیر کمیتی عدد این که می�گویند ماخ عدد محیط
پدیده این گرچه باشد رسیده صوت سرعت به هواپیما سطوح از یکی حداقل آن در که سرعتی به و می�یابد

می�گویند. بحرانی ماخ عدد نباشد صادق هواپیما خود مورد در
١٠Sobolev space
١١Mach number



١١ رینولدز عدد .۴.١

:١٢ ویسکوزیته .١۵.٣.١ تعریف
حال (در جاری سیال یک در برشی تنشی اعمال برابر در مایع یک مقاومت از است عبارت ویسکوزیته
در سیال لایه�های مقاومت مقدار به می�شوند جا جابه یکدیگر به نسبت آن مختلف لایه�های که حرکت)
شکل تغییر ایجاد برای باشد بیشتر مایعی گرانروی چه هر می�گویند. سیال گرانروی هم روی لغزش برابر
بیشتر بسیار شیر گرانروی از عسل گرانروی مثال عنوان به است. نیاز بیشتر برشی تنش به یکسان،

است.
می�دهیم. نشان µ با را دینامیک) (ویسکوزیته پویا گرانروی

τ = µ
∂u

∂y

سینماتیک) ایستایی(ویسکوزیته گرانروی
v =

µ

ρ

: ١٣ گرون�وال نامعادله .١۶.٣.١ قضیه
پیوسته تابع و باشند حقیقی مقدار u و β گیرد قرار a < b که [a, b) یا [a, b] یا [a,∞) فاصله Iدر اگر
و ( است پذیر پایان b و a نقطه بدون I (فاصله I از داخلی I◦ در پذیر مشتق u و کنیم تعریف را I از

: باشیم داشته را زیر پذیر مشتق نامعادله
u′(t) ⩽ β(t) u(t) t ∈ I◦

y′(t) = β(t) y(t) و کراندار u

u(t) ⩽ u(a) exp(

∫ t

a

β(s) ds) t ∈ I

رینولدز عدد ۴.١

روی بر آرامی به سیال لایه هر می�کند، حرکت لایه لایه صورت به سیال آن در که است جریانی آرام جریان
ناپایدار به تمایلی هرگونه دارد. وجود ملکولی مومنتم تبادل فقط لایه�ها بین و می�لغزد خود مجاور لایه
سیال مجاور لایه�های نسبی حرکت مقابل در که لزجی، برشی تنش�های توسط جریان شدن درهم و شدن
در و است نامنظم بسیار سیال ذرات حرکات هم، در جریان در می�شود. مستهلک می�کنند، مقاومت
از آن بودن هم در یا آرام یعنی جریان نوع دارد. وجود آن�ها بین شدیدی مومنتم تبادل جریان، عرض
درهمی تعاملات نسبی اهمیت از شاخصی همچنین رینولدز١۴ عدد می�شود. مشخص رینولذر عدد روی

است. آن آرام تعاملات به جریان
دیفرانسیل معادلات اگر که دریافت آن�ها بررسی با و گرفت نظر در هندسی تشابه با جریان دو رینولدز
زمان و طول جرم، واحد وی داشت. خواهند دینامیکی تشابه جریان دو آن باشند، یکسان جریان دو مبین
یکسان اصلی معادلات با حاصل معادلات که آن برای برد پی و داد تغییر معادلات از دسته یک در را

١٢Viscosity
١٣Gron wall
١۴Reynolds



١٢ مقدمات و تعاریف .١

ρ مشخصه، طول l مشخصه، سرعت u باشد. یکسان حالت دو در ulρ
µ

بعد بی پارامتر بایستی باشند،
با و می�شناسیم رینولدز عدد نام به را بعد بی پارامتر این امروزه است. سیال لزجت µ و مخصوص جرم

می�دهیم. نشان R

R =
ulρ

µ

مربوط اینرسی رینولدز عدد صورت می�شود. مشخص آن رینولدز عدد با ناپذیر تراکم جریان هر ماهیت
عامل رینولدز عدد مخرج می�شود. ایجاد سیال منفی یا مثبت شتاب بواسطه که نیرویی یعنی می�شود.
داشت. لزجی نیروی به اینرسی، نیروی نسبت می�توان را رینولدز عدد لذا است. لزجی برشی نیروی ایجاد
عرصه یا یعنی بزرگند، مخرج با مقایسه در آنها همه یا کسر صورت کمیات از یکی R بزرگ مقادیر برای
آن لزجت یا است زیاد سیال مخصوص جرم یا است، بالا جریان سرعت یا دارد وجود سیال برای وسیعی
است. درهم شدیدا جریان که است این از حاکی رینولدز عدد بودن بزرگ آن�ها. از تلفیقی یا و کم بسیار
دارند، تماس مرز با که سیال از ذراتی است. جامد مرز حضور تاثیر تحت شدت به واقعی سیال حرکت
این می�باشد. بزرگ سرعت گرادیان آن در که می�آید بوجود ناحیه�ای مرز مجاورت در می�مانند. ساکن
را آن سرعت که می�شود وارد سیال به برشی تنش یک مرز روی .در می�شود نامیده مرزی لایه ناحیه،

دارند. اهمیت برشی تنش�های آن در که است ناحیه�ای مرزی لایه می�دهد. کاهش



٢ فصل

از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل
کسری گام روش

معادلات برای را کسری گام روش سپس کرده تعریف را استوکس - ناویه معادلات ابتدا فصل این در
. کنیم می بررسی پذیر تراکم و ناپذیر تراکم استوکس - ناویه

استوکس - ناویه معادلات ١.٠.٢

لزج اثر در که برشی، نیروهای جمله از آن به وارد نیروهای و بگیریم نظر در سیال از کوچکی المان اگر
بنویسیم المان برای را نیوتن دوم قانون و داده نمایش آن روی بر را می�شوند ایجاد آن حرکت و سیال بودن

می�شوند. نامیده استوکس١ ـ ناویه معادلات که آمد خواهد دست به واقعی سیال حرکت معادلات ،
می�کند. اثر پایین طرف به و قائم امتداد در همواره جاذبه و است جاذبه می�گیریم، نظر در که بدنی نیروی
h صورت این در بالاست. طرف به آن جهت که می�گیریم نظر در قائم امتداد در مختص عنوان به را h
است. x محور و h محور بین زاویه کسینوس ∂h

∂x
بود. خواهد سیال وزن واحد بر پتانسیل انرژی معرف

استوکس ـ ناویه معادلات .z محور برای مشابه طور به و است y محور و h محور بین زاویه کسینوس ∂h
∂y

از: عبارتند تراکم�ناپذیر سیال برای
−١
ρ

∂

∂x
(p+ γh) + v∇٢u =

du

dt

−١
ρ

∂

∂y
(p+ γh) + v∇٢v =

dv

dt

−١
ρ

∂

∂z
(p+ γh) + v∇٢w =

dw

dt

است: حرکت به نسبت مشتق d
dt
است، شده فرض ثابت سیماتیک بودن لزج فوق معادلات در

d

dt
= u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
+
∂

∂t

١Navier-stokes

١٣



١۴ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

می�شود: تعریف زیر به�صورت ∇٢ عملگر و

∇٢ =
∂٢

∂x٢
+

∂٢

∂y٢
+

∂٢

∂z٢

تبدیل بعدی سه حرکت برای اویلر معادلات به شده، ساده لزج غیر سیال برای استوکس ـ ناویه معادلات
می�شوند.

−١
ρ

∂

∂x
(p+ γh) = u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
+
∂u

∂t

−١
ρ

∂

∂y
(p+ γh) = u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
+
∂v

∂t

−١
ρ

∂

∂z
(p+ γh) = u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
+
∂w

∂t

شتاب معرف اول جمله سه است. سیال ذره شتاب مولفه�های معرف فوق معادلات راست سمت جملات
بستگی فضا در سرعت تغییرات به جابجایی شتاب می�باشد. محلی شتاب معرف آخر جمله و جابجایی

دارد. بستگی زمان طی در نقطه یک در سرعت تغییرات به محلی شتاب دارد.
نورباشد، سرعت به نسبت کمتر سرعت و ، باشد زنجیره یک به متراکم کافی اندازه به که مایعاتی برای
می�باشد خطی غیر مجموعه�ای که است استوکس ـ ناویه معادلات نیوتنی مایعات برای حرکت معادلات
می�کند. توصیف را فشار و سرعت ،ّ شیب و دارد بستگی سیال یک جریان به دیفرانسیل معادلات این که

ρ(
∂v

∂t
+ V.∇V ) = −∇P +∇.T + f

است. چگالی معرف ρ و فشار معرف P فوق استوکس ـ ناویه معادله در که

ناپذیر تراکم استوکس ـ ناویه معادلات

را زیر ناپذیر تراکم استوکس ـ ناویه معادلات صورت این در کنیم فرض R٢ در محدود ناحیه یک Ω اگر
می�گیریم: نظر در

ut − v∆u+ (u.∇)u+∇p = f, divu = ٠, (x, t) ∈ Ωx(٠, T ]

u(x, t) |∂Ω= ٠, (x, t) ∈ ∂Ωx(٠, T ], u(x,٠) = u٠(x) x ∈ Ω

(١.٢)

دهنده نشان P = P (x, t) و ناپذیر تراکم سیال یک سرعت بردار دهنده نشان u = u(x, t) آن در که
دهنده نشان v > ٠ و اولیه سرعت دهنده نشان u٠(x) بدن، نیروی دهنده نشان f = f(x, t) و فشار
چند دارای (١.٢) مساله عددی روش می�باشد. محدود زمان یک دهنده نشان T > ٠ و ویسکوزیته
مجهول یک u . است PDE دیفرانسیل معادله چندین شامل سیستم این می�باشد. مهم و عمده مشکل
به توجه با و است خطی غیر مساله برای divu = ٠ همراه ناپذیری تراکم شرایط طریق از که است
کارآمد های روش از استفاده با زمان به وابسته استوکس ـ ناویه معادلات برای متعددی اثرهای (u.∇)u

اولین است. عمده مشکل دو شامل عددی تقریب�های روش معمولا دارد. وجود شده، داده اختصاص
روش�های از بسیاری که است گسسته فضای در آن از ناشی مسایل سپس گسسته زمان در معادلات حل
گسترده طور به کسری گام روش آنها میان در داد. قرار استفاده مورد می�توان مجزا زمان در کلاسیک



١۵

. می�شود استفاده
زمان در و اول مرتبه در خطا برآورد و گسسته inf − sup شرط به محدود المانی زمان که کنید فرض
روش از گسسته کامل طور به زمان یک برای صورت این در باشد، مطلوب نظم و گام اندازه با شده ارایه

می�کنیم. استفاده کسری گام
می�پردازیم. زمان به وابسته استوکس ـ ناویه معادلات برای ضمنی کسری گام روش بررسی به بخش این در
خطی مساله یک عنوان به را مساله می�توان مرحله اولین در دارد. مرحله دو دنباله یک پیشرفت زمان

است. عمومی استوکس مساله ساختار دوم مرحله دیگر سوی از و دید بیضوی
افزایش و بزرگ زمان گام محاسبه برای مساله این که است مراحل تمام در −θ∆u انتشار زمان مدت

می�گیرد. صورت θ پارامتر مقادیر انتخاب با عددی ثبات

استوکس ـ ناویه معادلات تابعی تنظیم

داریم: می�کنیم معرفی را هیلبرت فضای ابتدا (١.٢) مساله تابعی تنظیم برای
X = H٠

١(Ω)٢ , Y = L٢(Ω)٢

M = L٠
٢(Ω) = {q ∈ L٢(Ω),

∫
Ω

q(x) dx = ٠}

است. ∥.∥٠ نرم L٢ که است (·, ·) حاصل و L٢ اسکالر با همراه m = ١,٢,۴ برای L٢(Ω)m فضاهای
توسط X دوگانه فضای است. ∥∇u ∥٠ نرم و (∇u,∇v) معمولی عددی ضرب حاصل با X فضای
سوبولوف فضاهای برای و می�آید بدست ⟨·, ·⟩ توسط فضاها این بین دوگانگی که است ∥.∥−١ نرم با X ′

برای ∥.∥m که wm,٢(Ω) برای Hm(Ω) می�دهیم قرار بنابراین m, p ⩾ ٠ که ∥.∥m,p نرم با wm,p(Ω)

یک H که می�دهیم قرار V = {v ∈ X,∇.v = ٠} به توجه با را X از V بسته مجموعه زیر ∥.∥m,٢

لذا است. y از بسته مجموعه زیر
H = {v ∈ Y,∇.v = ٠, v.n|∂Ω = ٠}

است. H روی بر y از متعامد L٢ روش یک P آن در که A = −P∆ بوسیله استوکس عامل است.
است. استوکس مساله در منظم فرض یک که دارد فرض یک به نیاز Ω کردیم ذکر بالا در که همانطور

مساله از لذا است فرد به منحصر (v, q) ∈ (X,M) طوری�که به است یکنواخت Ω که کنید فرض (A١)

داریم: استوکس
−∆v +∇r = u , ∇.v = ٠ v|∂Ω = ٠ (٢.٢)

داریم: لذا v = A−١u طوری�که به دارد وجود فرد به منحصر حل راه یک u ∈ H هر برای که
∥A−١u∥s ⩽ c∥u∥s−٢ s = ١,٢

f, v,Ω به که است عمومی مثبت ثابت یک را c بنابراین است. Ω به وابسته مثبت ثابت یک c آن در که
داریم: این بر علاوه دارد. بستگی θ و

(A−١u, u) = ∥∇A−١u∥٠



١۶ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

داریم: (٢.٢) قسمت برای صورت این در که

∥u∥٢v′ = (A−١u, u) ∀u ∈ H (٣.٢)

است. v از دوگان فضای یک v′ آن در که
بدست A٢ فرض از استفاده با باشد بعدی دو محدب ضلعی چند یک Ω اگر یا c٢ از استفاده با ∂Ω اگر

که می�آید

∥v∥٢ ⩽ c١∥Av∥٠ , ∥∇∥٠ ⩽ c٢∥Av∥٠ ∀v ∈ H٢(Ω)٢ ∩ V

∥v∥٠ ⩽ c٠∥∇∥٢ ∀v ∈ X

از استفاده با که می�کنیم تعریف X ×m و X ×X از d(·, ·) و a(·, ·) فرم به پیوسته و مستقیم خط دو
داریم: آن�ها

a(u, v) = v(∇u,∇v) ∀u, v ∈ X

d(v, q) = −(v,∇q) = (div v, q) ∀v ∈ X, q ∈ m

داریم: کنیم، تعریف X ×X ×X از b(·, ·, ·) به�صورت بخواهیم اگر و

b(u, v, w) = ((u.∇)v, w)+
١
٢((div u)v, w) =

١
٢((u.∇)v, w)−١

٢((u.∇)w, v) ∀u, v, w ∈ X

صورت: این در باشد. منظم کافی اندازه به و c١ کلاس از Ω هنگامی�که

|b(u, v, w)| ⩽ c ∥∇u∥٠ ∥∇v∥٠ ∥∇w∥٠ ∀u, v, w ∈ X

این�که: یا

|b(u, v, w)| ⩽ c ∥u∥s١ ∥v∥s٢ ∥w∥s٣ ∀u ∈ Hs١(Ω)٢

∀v ∈ Hs١+٢(Ω)٢

∀w ∈ Hs٣(Ω)٢

که si ̸= ١, i = ١,٢,٣ طوری�که به ٠ ⩽ s٣ ⩽ L و ٠ ⩽ s٢ ⩽ L − ١ , ٠ ⩽ s١ ⩽ L آن در که
.s١ + s٢ + s٣ > ١ صورت این در si = ١ اگر و است s١ + s٢ + s٣ ⩾ ١

داریم: (١.٢) مساله وردشی بندی فرمول از با و شد فرض بالا در که نمادهایی و تعاریف از استفاده با

∀t ∈ (٠, ١̄] , (v, q) ∈ (x,m) , (u, p) ∈ (x,m){
(ut, v) + a(u, v)− d(v, p) + d(u, q) + b(u;u, v) =< f, v >

u(٠) = u٠

u ∈ آن در که (١,٣) مساله حل راه از استفاده با و u٠ ∈ H, f ∈ L٠)٢, T,X ′) فرض با
فرضیات از p و uخاص طور به آید می وجود به فرد به منحصر نظم یک L∞(٠, T,Ω)∩L٠)٢, T, v)



١٧ کسری گام روش .١.٢

می�آید. بدست زیر

(A٢) u ∈ L∞(٠, T,H٢(Ω)٢) ∇p ∈ L∞(٠, T, y)

(A٣) ut ∈ L٠)٢, T, x)

(A۴)
√
tutt ∈ L٠)٢, T, y)

(A۵) utt ∈ L٠)٢, T, v′)

وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای زمان ادغام روش از استفاده با خطا تحلیل و تجزیه
حقیقی اعداد و u : [٠, ١̄] → w پیوسته تابع یک و ∥.∥w نرم با w باناخ فضای به توجه با است زمان به

که τ > ٠ گام اندازه هر برای β > ٠ و α > ٠

tn = nτ n = ٠, ..., N = [
T

τ
]

داریم: c مثبت ثابت یک و Lβ
(w) در u از تقریبی {un}n=١,...,N کلاس به توجه با و

(τ
N∑

n=١

∥u(tn)− un∥βw)
١
β < cτα ∀τ > ٠

داریم: ،L∞(w) در u از تقریبی و α مرتبه از {un}n=١,...,N برای این بر علاوه
∥u(tn)− un∥w < cτα ∀n = ١, ..., N

وابسته حل راه یک Ω و v ، T ، u٠ ، f داده�های روی بر است ممکن که است مثبت ثابت یک c که
است. τ زمان گام از مستقل که می�دهد نشان را u به

کسری گام روش ١.٢

می�کنیم. حل را مساله گسسته تقریبی زمان یک برای کسری گام روش از استفاده با بخش این در

متوسط سرعت تعیین شامل که است همرفتی و چسبناک اثرات شامل که روش این گام اولین ( اول گام
بطوری�که است un+ ١

٢
u
n+ ١

٢−un

τ
− (θ + v)∆un+

١
٢ + θ∆un + (un.∇)un = f(tn+١)

un+
١
٢ |Γ = ٠

(۴.٢)

نشان نویس بالا های n و محدود پارامتر یک θ > ٠ ، است زمان گام τ > ٠ رابطه این در
می�آید. بدست صریح روش از فقط که است خطی غیر معادله برای tn = nτ زمانی مرحله دهنده

از استفاده با می�توان [tn, tn+١] متوسط زمان در f بدن نیروی تقریب برای که همانطور
١
τ

∫ tn+١

tn

f(x, s) ds



١٨ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

معادله که گرفت نظر در بیضوی خطی مساله عنوان به می�توان روش این اول گام در که آورد بدست
است: زیر به�صورت تر ضعیف شکل در (۴.٢)

aθ(u
n+ ١

٢ , v) =< L, V > ∀v ∈ X

است X ×X در خطی دو فرم که aθ(u, v) = (u, v) + (θ + v)τ(∇u,∇v) رابطه این در که
همچنین است. متقارن و مورب که است b(u, v, w) به�صورت خطی سه فرم و

b(u, v, w) = −b(u, v, w) ∀u ∈ V v, w ∈ X

همچنین

L = un + τ(f(tn+١)− θ∆un − (un.∇)un) ∈ H−١(Ω)٢

بنابراین است. همرفتی زمان از تقریبی و متقارن و مورب اش نتیجه aθ خطی دو فرم است.

aθ(u, u) = (u, u) + (θ + v)τ(∇u,∇u) = ∥u∥٠٢ + (θ + v)τ∥∇U∥٠٢

هم می�آید بدست Lax −Milgram قضیه بوسیله آن اثبات که است فرد به منحصر un+ ١
٢ که

کوچک v (۴,٣) رابطه در هنگامیکه این بر علاوه دارد. بهتری ثبات aθ(u, v) خطی دو فرم چنین
کرد. نخواهد تغییر بگیرد را خود مقدار بزرگترین θ پارامتر و

بنابراین می�آوریم. بدست را pn+١ و un+١ و داده قرار (۴,٣) رابطه در را un+ ١
٢ دوم گام در دوم) گام

داریم:

un+١−u
n+ ١

٢
τ

− (θ + v)∆(un+١ − un+
١
٢ ) +∇pn+١ = ٠

div un+١ = ٠

un+١|Γ = ٠

(۵.٢)

در نفوذ زمان مدت شامل این و داد تعمیم استوکس مساله به می�توان را روش این دوم مرحله
برای حالیکه در آید می بدست سرعت برای را مرزی کامل شرایط که است ناپذیری تراکم مرحله
φn+١ = τ pn+١ ∈ m,un+١ ∈ X ،(۵,٣) معادله از لذا نسیت مرزی شرایط به احتیاج فشار

داریم: لذا می�آوریم. بدست را
aθ(u

n+١, v) + d(v, φn+١) =< L, v > ∀v ∈ X

d(un+١, q) = ٠ ∀q ∈ m

(۶.٢)

رابطه این در که

L = un+
١
٢ − τ(θ + v)un+

١
٢ ∈ H−١(Ω)٢



١٩ کسری گام روش .١.٢

داریم: inf − sup شرایط از استفاده با باشد d(٠,٠) اگر است.

inf Sup
d(v, q

∥∇v∥٠ ∥q∥٠
⩾ γ > ٠ (٧.٢)

q ∈ m v ∈ X (٨.٢)

دارد. بستگی pn+١ به un+١ و Ω به γ رابطه این در که

است. زیر شرح به آورد دست به می�توان روش این از استفاده با که مهمی نتایج

داریم: کنیم ادغام هم با را (۵.٢) و (۴.٢) معادلات اگر .١.١.٢ نتیجه
un+١ − un

τ
− v∆un+١ − θ∆(un+١ − un) + (un.∇)un +∇pn+١ = f(tn+١) (٩.٢)

سرعت در نه است un و un+١ در چسبندگی زمان مدت ضمنی روش در که می�دهد نشان رابطه این
. un+ ١

٢ آن متوسط
می�باشد. زیر صورت به تثبیت زمان مدت همچنین

θ∆(un+١ − un)

استفاده اصلی مزیت چنین هم شود. انجام محاسبات نیز بزرگ زمانهای گام در تا می�شود باعث این که
است. مرحله هر برای مناسبی تقریب و ناپذیریی تراکم همرفتی اثرات آوردن بدست روش این از

داریم: (۵.٢) رابطه واگرایی به توجه با .٢.١.٢ نتیجه
τ∆pn+١ = (I − (θ + v)τ∆) div(un+

١
٢ ) ∈ H−١(Ω) (١٠.٢)

بدست نمی�توان pn+١ فشار از مستقیم طور به pn+١ مرزی شرایط رابطه این از که بگیریم نظر در باید
(۵.٢) رابطه از استفاده با مرزی شرایط به نیاز بدون ناپیوسته فشار برای تقریب یک می�توان اما آورد.

آورد. بدست

زیر صورت به فشار برای ضمنی نیمه روش یک (۵.٢) و (۴.٢) های رابطه از استفاده با .٣.١.٢ نتیجه
. آید می بدست

un+
١
٢ − un

τ
− (θ + v)∆un+

١
٢ + θ∆un + (un.∇)un +∇pn = f(tn+١) (١١.٢)

un+١ − un+
١
٢

τ
− (θ + v)∆(un+١ − un+

١
٢ ) + η∇(pn+١ − pn) = ٠ (١٢.٢)

نشان را فشار برای ضمنی روش (١٢.٢) رابطه همچنین باشد. آزاد پارامتر یک ٠ < η ⩽ ١ اگر
می�دهد.



٢٠ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

همگرایی تحلیل و تجزیه

را زیر تعاریف و نمادها ابتدا کنیم. می بررسی را کسری گام روش اثبات و همگرایی نتایج بخش این در
دهیم: می ارایه

توابعی شامل L٠)٢, T, w) فضای ،w باناخ فضای و r ∈ [١,∞) و T > ٠ اینکه به توجه با :١ مرحله
زیر به�صورت نرم و معمولی اسکالر تولید با L٠)٢, T, w) فضای است. شده تعریف w به (٠, T ) در

است:

∥ . ∥Lr(٠,T,w) = (

∫ T

٠
∥ . ∥wr)

١
r

, (٠,٠) =
∫ T

٠
(٠,٠)w dt

داریم: لذا است. i = ١,٢,٣ برای uiτ تقریبی توابع معرفی :٢ مرحله

u١τ : [٠, T ] → y , u١τ = un+
١
٢ ∀t ∈ [nτ, (n+ ١)τ

)
u٢τ : [٠, T ] → y , u٢τ = un+

١
٢ ∀t ∈ [nτ, (n+ ١)τ

)
u٣τ : [٠, T ] → y , u٣τ = un+

١
٢ ∀t ∈ [nτ, (n+ ١)τ

)
است. n = ٠, ..., N برای uτ (nτ) = un که [nτ, (n + ١)τ ] بازه در خطی تابع uτ : [٠, T ] → Y

بدست زیر لم از استفاده با را τ → ٠ از uτ و uiτ تقریبی توابع رفتار فوق فرضیه�های اساس بر حال
آوریم: می

. ببینید [٢،١٢،٢٢،٢٣،٢٩،٣٠،٣٩،۴١] مراجع در را قضایا و ها لم اثبات

است: زیر به�صورت که کراندارند un+ ١
٢ و un .۴.١.٢ لم

∥uN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

(∥un+١ − un+
١
٠∥٢

٢
+ ∥un+

١
٢ − u

n+ ١
٢

٠
٢
) + τ(v + θ)

{ N∑
n=٠

∥∇un+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥∇(un+١ − un+
١
٢ )∥٠

٢}
⩽ C

داریم: n = ٠, ..., N هر برای ۴.١.٢ لم به توجه با .۵.١.٢ لم

(١) ∥un+
١
٢

٠
٢
⩽ C i = ١,٢

(٢) τ(v + θ) ∥∇un+
١
٠∥٢

٢
⩽ C

(٣)
N∑

n=٠
∥un+١ − un+

١
٠∥٢

٢
⩽ C

(۴)
N∑

n=٠
∥un+

١
٢ − un∥٠

٢
⩽ C

(۵) τ(v + θ)
N∑

n=٠
∥∇(un+١ − un+

١
٢ )∥٠

٢
⩽ C

(۶) τ(v + θ)
N∑

n=٠
∥∇un+٠∥١

٢ ⩽ C



٢١ کسری گام روش .١.٢

. هستند کراندار i = ١,٢,٣ برای L∞(٠, T, y) در uτ و uiτ - ١ .۶.١.٢ لم
. هستند کراندار i = ١,٢,٣ برای L٠)٢, T,X) در uτ و uiτ - ٢

. هستند کراندار L٠)٢, T,X) در (u٢τ − u٣τ ) و (u٢τ − u١τ ) - ٣

.٧.١.٢ لم

(١) ∥u٢τ − u١τ∥٢L∞
(٠,T,y)

⩽ Cτ

(٢) ∥u٢τ − u٣τ∥٢L٢
(٠,T,y)

⩽ Cτ

(٣) ∥uτ − u٢τ∥٢L٢
(٠,T,y)

⩽ Cτ

.٨.١.٢ لم
d

dt
(uτ (t), v) = −v(∇u٢τ (t),∇v)−b(u٣τ , u١τ , v)+(fτ (t), v) = ⟨Aτ (t), v⟩ ∀v ∈ V, t ∈ (٠, T )

. است کراندار L٠)٢, T, v) در Aτ آن در که

می�گیریم: نظر در را زیر قضیه شده گفته لم�های از استفاده با حال

١ رابطه از استفاده با که τ ′ → ٠ برخی دارد وجود u٠ ∈ v و f ∈ L٠)٢, T,H) برای .٩.١.٢ قضیه
: داریم u برای

. است u به همگرا قوی طور به i = ١,٢,٣ برای L٢(Ωx(٠, T )
)
در uiτ ′ و uτ ′ برای ( ١

. است u به همگرا ضعیف کمی i = ١,٢,٣ برای L∞(٠, T, Y ) در uiτ ′ و uτ ′ برای ( ٢
. است u به همگرا ضعیف طور به i = ١,٢,٣ برای L٠)٢, T,X) در uiτ ′ و uτ ′ برای ( ٣

دنباله یک از شده داده همگرایی ۶ قضیه از استفاده با u٠ ∈ v و f ∈ L٠)٢, T,H) .١٠.١.٢ نتیجه
همچنین دارد. بستگی θ و f, v,Ω به که عمومی مثبت ثابت یک c کردیم اشاره همانطور که است کلی
X در u(tn+١) به همگرا گام هر پایان در un+١ سرعت و un+ ١

٢ متوسط سرعت که گیریم می نتیجه
. است ضعیف

می�کنیم. استفاده بعد قسمت در آن از و کرده معرفی را وال گرون لم مرحله این در حال

داریم: نامنفی و متوالی dk و ck, bk, ak و نامنفی اعداد τ و c .١١.١.٢ لم

an + τ
n∑

k=٠
bk ⩽ τ

n−١∑
k=٠

dkak + τ
n−١∑
k=٠

ck + c , ∀n ⩾ ١,

an + τ
n∑

k=٠
bk ⩽ exp(τ

n−١∑
k=٠

dk)(τ
n−١∑
k=٠

ck + c) , ∀n ⩾ ١
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خطا تحلیل و تجزیه ١.١.٢

کنیم. می بررسی را کسری گام روش به عددی تحلیل و تجزیه قسمت این در

گسسته نیمه های سرعت برای خطا تخمین

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را گسسته نیمه های سرعت خطای ابتدا
en+١ = u(tn+١)− un+١ en+

١
٢ = u(tn+١)− un+

١
٢

. شود می تعریف زیر صورت به که است برشی خطای Rn

u(tn+١)− u(tn)

τ
−v∆u(tn+١)+(u(tn+١).∇)u(tn+١)+∇p(tn+١) = f(tn+١)+R (١٣.٢)

Rn = −١
τ

∫ tn+١

tn

(t− tn)utt(t) dt

که آوریم می بدست را ١
٢ مرتبه از u

n+ ١
٢ و un+١ سپس می�کنیم. برآورد را en+ ١

٢ و en+١ اول مرحله در
است. L٢(x) و L∞(y) در u از تقریبی

صورت این در باشد قرار بر را (A۴) و (A٣), (A٢) مفروضات اگر .١٢.١.٢ لم

∥eN+٠∥١
٢
+ ∥eN+ ١

٠∥٢
٢
+

N∑
k=٠

{∥en+١ − en+
١
٠∥٢

٢
+ ∥nn+ ١

٢ − en+٠∥١
٢
}+

(θ + v)τ
N∑

k=٠
{∥∇en+٠∥١

٢
+ ∥∇en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢
⩽ Cτ

∀N = ٠, ..., [T
τ
]− ١ (١۴.٢)

داریم: (١۴.٢) از (۴.٢) رابطه کردن کم با برهان.

en+
١
٢ − en

τ
− (θ + v)∆en+

١
٢ + θ∆(zn + en) =

(un.∇)un − (u(tn+١).∇)u(tn+١)−∇p(tn+١) +Rn (١۵.٢)

zn = u(tn+١)− u(tn) =

∫ tn+١

tn

ut dt

: زیر روابط از استفاده با
(a− b,٢a) = |a|٢ − |b|٢ + |a− b|٢

٢(a, b) = |a|٢ + |b|٢ − |a− b|٢



٢٣ کسری گام روش .١.٢

می�گیریم. نظر در را (١۵.٢) رابطه راست سمت در غیرخطی عبارت

(un.∇)un − (u(tn+١).∇)u(tn+١) =

− (en.∇)un − (zn.∇)un − (zn.∇)u(tn)− (u(tn).∇)en − (u(tn+١).∇)zn (١۶.٢)

می�آوریم: بدست سپس

∥en+
١
٠∥٢

٢
− ∥en∥٠٢ + ∥en+

١
٢ − en∥٠

٢
+ ٢τv∥∇en+ ١

٠∥٢
٢

+ θτ(∥∇en+
١
٠∥٢

٢
− ∥∇en∥٠٢ + ∥∇(en+

١
٢ − en)∥٠

٢
) =

٢τ < Rn, en+
١
٢ > −٢τ(∇p(tn+١), e

n+ ١
٢ )− ٢τb(en, un, en+ ١

٢ )

− ٢τb(zn, u(tn), en+
١
٢ )− ٢τb(u(tn), en, en+

١
٢ )− ٢τb(u(tn+١), z

n, en+
١
٢ )

− θτ(∆zn,٢en+ ١
٢ ) (١٧.٢)

. داشت خواهیم (۵.٢) رابطه از استفاده با
en+١ − en+

١
٢

τ
− (θ + v)∆(en+١ − en+

١
٢ )−∇pn+١ = ٠ (١٨.٢)

داریم: ∇.en+١ = ٠ و ٢τen+١ از استفاده با و (١٨.٢) رابطه به توجه با

∥en+٠∥١
٢ − ∥en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢

+ (θ + v)τ(∥∇en+٠∥١
٢ − ∥∇en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢
) = ٠ (١٩.٢)

می�آوریم: بدست (١٩.٢) و (١٧.٢) روابط از استفاده با

∥en+٠∥١
٢ − ∥en∥٠٢ + ∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥en+

١
٢ − en∥٠

٢

+ τv(∥∇en+
١
٠∥٢

٢
+ ∥∇en+٠∥١

٢
) + (θ + v)τ∥∇en+٠∥١

٢

+ θτ(∥∇en+
١
٠∥٢

٢
− ∥∇en∥٠٢ + ∥∇(en+

١
٢ − en)∥٠

٢
) =

٢τ < Rn, en+
١
٢ > −٢τ(∇p(tn+١), e

n+ ١
٢ )− ٢τb(en, un, en+ ١

٢ )

− ٢τb(zn, u(tn), en+
١
٢ )− ٢τb(u(tn), en, en+

١
٢ )

− ٢τb(u(tn+١), z
n, en+

١
٢ )− θτ(∆zn,٢en+ ١

٢ ) (٢٠.٢)

تیلور شرط ( ١

٢τ(Rn, en+
١
٢ ) ⩽ c

τ
∥
∫ tn+١

tn

(t− tn)utt dt∥٠
٢

+
τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
⩽

c

τ

∫ tn+١

tn

t∥utt dt∥٠٢ +
τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢



٢۴ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

فشار شرط ( ٢

− ٢τ(∇p(tn+١), e
n+ ١

٢ ) =

− ٢τ(∇p(tn+١), e
n+١ − en) ⩽

١
٢∥e

n+ ١
٢ − en∥٠

٢
+ ٢τ٢∥∇p(tn+١)∥٠٢

طوری�که: به
∇.en = ٠

خطی غیر شرایط ( ٣

− ٢τb(en, un, en+ ١
٢ ) =

٢τb(en, en, en+ ١
٢ )− ٢τb(en, u(tn), en+

١
٢ ) ⩽

τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
+ cτ∥en∥٠٢ − ٢τb(zn, u(tn), en+

١
٢ ) ⩽

cτ∥zn∥٠∥u(tn)∥٢∥∇en+
١
٠∥٢ ⩽

τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt− ٢τb(u(tn), en, en+
١
٢ ) =

cτ∥en∥٠∥u(tn)∥٢∥∇en+
١
٠∥٢ ⩽

τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
+ cτ∥en∥٠٢ − ٢τb(u(tn+١), z

n, en+
١
٢ ) ⩽

cτ∥zn∥٠∥u(tn+١)∥٢∥∇en+
١
٠∥٢ ⩽

τv

١٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt

آخر مرحله ( ۴

− θτ(∆zn,٢en+ ١
٢ ) = ٢θτ(∇zn,∇en+ ١

٢ ) ⩽

٢θτ∥∇zn∥٠∥∇en+
١
٠∥٢

٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥∇ut∥٠٢ dt

داریم: نامساوی�ها این از استفاده با

∥en+٠∥١
٢ − ∥en∥٠٢ + ∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
+
١
٢∥e

n+ ١
٢ − en∥٠

٢

+
τv

٢ ∥∇en+
١
٠∥٢

٢
+ τv∥∇en+٠∥١

٢
+ (θ + v)τ∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢

+ θτ(∥∇en+
١
٠∥٢

٢
− ∥∇en∥٠٢ + ∥∇(en+

١
٢ − en)∥٠

٢
) ⩽

cτ

∫ tn+١

tn

t∥utt∥٠٢ dt+ ٢τ٢∥∇p(tn+١)∥٠٢ + cτ∥∇en∥٠٢+

cτ٢
∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt+ cτ٢
∫ tn+١

tn

∥∇ut∥٠٢ dt (٢١.٢)



٢۵ کسری گام روش .١.٢

داریم: n = ٠, ..., N برای (٢١.٢) رابطه استفاده با

∥eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

{∥en+١ − en+
١
٠∥٢

٢
+
١
٢∥e

n+ ١
٢ − en∥٠

٢
}

+ τ

N∑
n=٠

{v٢∥∇e
n+ ١

٠∥٢
٢
+ v∥∇en+٠∥١

٢
+ (θ + v)∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢
}

+ θτ(∥∇eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥∇(en+
١
٢ − en)∥٠

٢
) ⩽

cτ

∫ T

٠
t∥utt∥٠٢ dt+ ٢τsup∥∇p(t)∥٠٢ + cτ{

N∑
n=٠

∥∇en∥٠٢+

τ٢
∫ T

٠
∥ut∥٠٢ dt+ τ٢

∫ T

٠
∥∇ut∥٠٢ dt} t ∈ [٠, T ] (٢٢.٢)

داریم: بالا نامساوی و ١٢.١.٢ لم ، وال گرون نامعادله از استفاده با لذا

∥eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

{∥en+١ − en+
١
٠∥٢

٢
+ ∥en+

١
٢ − en∥٠

٢
}

+ (θ + v)τ{∥∇eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥∇(en+١ − en+
١
٢ )∥٠

٢
)} ⩽ cτ (٢٣.٢)

می�شود. ثابت (٢٣.٢) رابطه به�صورت un+ ١
٢ برای کران یک لذا

فراهم x در یکنواخت و پایدار سرعت روش این که می�دهد نشان ۴.١.٢ لم خاص حالت .١٣.١.٢ نتیجه
. n = ٠, ..., N − ١ همه برای است، τ های گام زمان از مستقل یک c که دهد می نشان لذا می�کند.

∥∇un+٠∥١ ⩽ c ∥∇un+
١
٠∥٢ ⩽ c (٢۴.٢)

داریم: بنایراین u ∈ L∞(٠, T, x) ٠∥١+en∇∥و
٢ ⩽ c ،∥∇en+ ١

٠∥٢ ⩽ c این بر علاوه

∥en+
١
٠∥٢ ⩽ cτ

١
٢ ∥en+٠∥١ ⩽ cτ

١
٢ (٢۵.٢)

می�پردازیم. L٢(y) نرم در un+١ و un+ ١
٢ برای خطا برآورد بررسی به بحث این ادامه در حال

τ > ٠, N = همه برای (A۵) و (A۴) ، (A٣) ، (A٢) مفروضات که کنید فرض .١۴.١.٢ قضیه
صورت: این در باشد. برقرار ٠, ..., [T

τ
]

∥eN+١∥v′
٢
+ θτ∥eN+٠∥١

٢
+ τv

N∑
n=٠

(∥en+٠∥١
٢
+ ∥en+

١
٠∥٢

٢
) ⩽ cτ٢ (٢۶.٢)



٢۶ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

رابطه دو تفاضل همچنین و rn+١ = p(tn+١) − pn+١ فشار برای خطا رابطه از استفاده با برهان.
: داریم (١٣.٢) و (٩.٢)

en+١ − en

τ
− (θ + v)∆en+١ + θ∆(zn + en) +∇rn+١ =

(u.∇)un − (u(tn+١).∇)u(tn+١) +Rn (٢٧.٢)

داریم: A−١ از استفاده با و (٢٧.٢) رابطه حاصل به توجه با

(en+١, A−١en+١)− (en, A−١en) + (en+١ − en, A−١(en+١ − en))−

٢(θ + v)τ(∆en+١ + A−١en+١) + θτ(en + A−١en+١) =

٢τb(un, un, A−١en+١)− ٢τb(u(tn+١), u(tn+١), A
−١en+١)+

٢τ < Rn, A−١en+١ > −θτ(∆zn, A−١en+١) (٢٨.٢)

داریم: (٢.٢) رابطه در u = en+١ دادن قرار با حال

− ٢τv(∆en+١, A−١en+١) =

٢τv(en+١ −∆(A−١en+١)) =

٢τv(en+١, en+١ −∇r) =

٢τv∥en+٠∥١
٢ − ٢θτ(∆(en+١ − en), A−١en+١) =

٢θτ(en+١ − en, en+١ −∇r) =

٢θτ(en+١ − en, en+١) =

θ(∥en+٠∥١
٢ − ∥en∥٠٢ + ∥en+١ − en∥٠

٢
)

داریم: است کراندار (٢٨.٢) رابطه و ∇.en = ٠ و ∇.en+١ = ٠ این�که به توجه با
: مانده باقی زمان ( ١

٢τ⟨Rn, A−١en+١⟩ ⩽ ٢τ∥Rn∥v′∥A−١en+١∥v =

٢τ∥Rn∥v′∥en+١∥v′ ⩽

τ∥en+١∥v′
٢
+ cτ∥Rn∥v′٢ ⩽

τ∥en+١∥v′
٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥utt∥v′٢ dt

: خطی غیر شرایط ( ٢
را زیر نامساوی ،٣ مرتبه خطی�های برای تقارن ـ مورب خاصیت و (١٩.٢) و (١۶.٢) رابطه دو تقسیم

آورد: دست به می�توان

− ٢τb(u(tn), en, A−١en+١) ⩽

cτ∥u(tn)∥٢ ∥∇A−١en+٠∥١ ∥en∥٠ ⩽

cτ∥en+١∥v′
٢
+
τv

١٢∥e
n∥٠٢ ⩽ (٢٩.٢)



٢٧ کسری گام روش .١.٢

داریم: (A١) ـ (A۵) فرضیات و (٢۴.٢) رابطه از استفاده با

٢τb(zn, u(tn), A−١en+١) ⩽

cτ∥zn∥٠ ∥u(tn)∥١∥A−١en+٢∥١ ⩽

cτ∥
∫ tn+١

tn

ut dt∥٠∥en+٠∥١ ⩽

cτ٢
∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt+
τv

١٢∥e
n+٠∥١

٢ (٣٠.٢)

همچنین

− ٢τb(u(tn+١), z
n, A−١en+١) ⩽

cτ∥zn∥٠ ∥u(tn+١)∥١∥A−١en+٢∥١ ⩽

cτ∥
∫ tn+١

tn

ut dt∥٠∥en+٠∥١ ⩽

cτ٢
∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt+
τv

١٢∥e
n+٠∥١

٢ (٣١.٢)

نوشت: می�توان b(en, un, A−١en+١) خطی غیر شرایط از استفاده با همچنین
−b(en, un, A−١en+١) = b(en, A−١en+١, u(tn))− b(en, A−١en+١, en)

داریم: بنابراین

٢τb(en, A−١en+١, u(tn)) ⩽

cτ∥en∥٠ ∥A−١en+١∥١ ∥u(tn)∥٢ ⩽

cτ∥en∥٠ ∥en+١∥v′ ⩽

cτ(∥en+٠∥١ ∥en+١ − en+
١
٠∥٢ ∥en+

١
٢ − en∥٠)∥en+١∥v′ ⩽

τv

١٢∥e
n+١ − en∥٠

٢
+ cτ(∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥en+

١
٢ − en∥٠

٢
+ ∥en+١∥v′

٢
) (٣٢.٢)

نوشت: می�توان همچنین

− ٢τb(en, A−١en+١, en) ⩽

cτ∥en∥٠ ∥A−١en+٢∥١ ∥∇en)∥٠ ⩽

cτ∥en∥٠ ∥en+٠∥١∥∇en∥٠ ⩽

cτ
٣
٢∥en+٠∥١ ∥∇en∥٠ ⩽

τv

١٢∥e
n+٠∥١

٢
+ cτ٢∥∇en∥٠٢ (٣٣.٢)

: آخر مرحله ( ٣

− ٢θτ(∆zn, A−١en+١) = ٢θτ(zn,−∆(A−١en+١)) = ٢θτ(zn, en+١ −∇r) =

٢θτ(zn, en+١) ⩽ τv

١٢∥e
n+٠∥١

٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt (٣۴.٢)



٢٨ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

داریم: n = ٠, ..., N برای (٢٨.٢) رابطه از استفاده و فوق نتایج از استفاده با

(en, A−١en+١) +
N∑

n=٠
(en+١ − en, A−١(en+١ − en)) + τv

N∑
n=٠

∥en+٠∥١
٢
+

θτ

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥٠
٢
+ θτ∥eN+٠∥١

٢ ⩽

cτ
N∑

n=٠
∥en+١∥v′

٢
+ cτ٢

∫ T

٠
∥utt∥v′٢ dt+ cτ٢

∫ T

٠
∥ut∥٠٢ dt+

cτ٢
N∑

n=٠
{∥∇en+٠∥١

٢
+ ∥∇en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢
}+

cτ
N∑

n=٠
{∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
+ ∥en+

١
٢ − e٠∥٢

٢
} (٣۵.٢)

داریم: ۴.١.٢ لم از استفاده با حال

∥eN+١∥v′
٢
+

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥v′
٢
+ θτ∥eN+٠∥١

٢
+

τ
N∑

n=٠
(v∥en+٠∥١

٢
+ θ∥en+١ − en∥٠

٢
) ⩽

cτ٢ + cτ
N∑

n=٠
∥en+١∥v′

٢

داریم: فوق نامساوی و ١٢.١.٢ لم ، وال نامساویگرون از استفاده با همچنین

∥eN+١∥v′
٢
+

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥v′
٢
+ θτ∥eN+٠∥١

٢
+

τ

N∑
n=٠

(v∥en+٠∥١
٢
+ θ∥en+١ − en∥٠

٢
) ⩽ cτ٢ (٣۶.٢)

داریم: (٣۵.٢) رابطه از استفاده با و ۴.١.٢ لم به توجه با un+ ١
٢ برای و شد ثابت رابطه un+١ برای لذا

τv
N∑

n=٠
∥en+

١
٠∥٢

٢
⩽ ٢τv

N∑
n=٠

{∥en+
١
٠∥٢

٢
+ ∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
} ⩽ cτ٢

شد. ثابت (٢۶.٢) رابطه بنابراین

است. L∞(y) ∩ L٢(x) از تقریبی u که می�دهیم نشان بحث ادامه در حال

N = ٠, ..., [T
τ
]−١ همه برای باشد. برقرار (A۵) و (A٢) ، (A٣) ، (A۴) کنیم فرض .١۵.١.٢ قضیه

داریم:

∥eN+٠∥١
٢
+ θτ∥∇eN+٠∥١

٢
+ τv

N∑
n=٠

∥∇en+٠∥١
٢ ⩽ cτ٢ (٣٧.٢)



٢٩ کسری گام روش .١.٢

داریم: en+١ ∈ v همچنین و (٢٧.٢) رابطه به توجه با برهان.

∥en+٠∥١
٢ − ∥en∥٠٢ + ∥en+١ − en∥٠

٢
+ ٢τv∥∇en+٠∥١

٢

٢θτ{∥∇en+٠∥١
٢ − ∥∇en∥٠٢ − ∥∇(en+١ − en)∥٠

٢} =

٢τb(un, un, en+١)− ٢τb(u(tn+١), u(tn+١), e
n+١)+

٢τ < Rn, en+١ > −٢θτ(∇zn,∇en+١) (٣٨.٢)

داریم: لذا است کراندار (٣٧.٢) رابطه راست سمت اینکه به توجه با
مانده باقی زمان ( ١

٢τ < Rn, en+١ >⩽ ٢τ∥Rn∥v′ ∥∇en+٠∥١ ⩽
τv

٨ ∥∇en+٠∥١
٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥utt∥v′٢ dt

: خطی غیر شرایط ( ٢
داریم: (١۶.٢) رابطه از استفاده با

− ٢τb(u(tn), en, en+١) ⩽

cτ∥u(tn+١)∥٢ ∥en∥١ ∥en∥٠ ⩽
τv

١٢∥∇e
n+٠∥١

٢
+ cτ∥en∥٠٢ − ٢τb(zn, u(tn), en+١) ⩽

cτ∥∇zn∥٠ ∥∇u(tn)∥٠ ∥∇en+٠∥١ ⩽

cτ٢
∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt+
τv

٨ ∥∇en+٠∥١
٢

؛ همچنین

−b(en, un, en+١) = b(en, en, en+١)− b(en, u(tn), e
n+١)

لذا:

٢τb(en, en, en+١) ⩽ cτ∥∇en∥٠٢ +
τv

١٢∥e
n+٠∥١

٢

⩽ τv

٨ ∥∇en+٠∥١
٢
+ cτ∥en∥٠٢

: داریم نتیجه در

−٢τb(en, u(tn), en+١) ⩽ cτ∥en∥٠ ∥u(tn)∥٠ ∥∇en+٠∥١

: آخر مرحله ( ٣

−θτ(∇zn,∇en+١) ⩽ θτ∥∇zn∥٠ ∥∇en+٠∥١ ⩽
τv

٨ ∥∇en+٠∥١
٢
+ cτ٢

∫ tn+١

tn

∥∇ut∥ dt



٣٠ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

داریم: (٢۵.٢) و (١٩.٢) روابط گرفتن نظر در با و n = ٠, ..., N برای (٣٧.٢) رابطه کردن اضافه با

∥eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥٠
٢
+ τv

N∑
n=٠

∥∇en+٠∥١
٢
+

cτ٢v

N∑
n=٠

∥∇(en+
١
٢ )∥٠

٢
+ θτ{∥∇eN+٠∥١

٢
+

N∑
n=٠

∥∇(en+١ − en)∥٠
٢ ⩽

cτ٢{
∫ T

٠
∥utt∥v′٢ dt+

∫ T

٠
∥∇ut∥٠٢ dt}+

cτ

N∑
n=٠

{∥en+٠∥١
٢
+ ∥en+١ − en+

١
٠∥٢

٢
}+

cτ٢
N∑

n=٠
{∥∇en+٠∥١

٢
+ ∥∇(en+١ − en+

١
٢ )∥٠

٢
}

cτ
٣
٢ v

N∑
n=٠

{∥∇en∥٠٢ (٣٩.٢)

داریم: (A۵) و (A٣) فرضیات و ۴.١.٢ لم از استفاده با

∥eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥٠
٢
+ τv

N∑
n=٠

∥∇en+٠∥١
٢
+

cτ٢v
N∑

n=٠
∥∇(en+

١
٢ )∥٠

٢
+ θτ{∥∇eN+٠∥١

٢
+

N∑
n=٠

∥∇(en+١ − en)∥٠
٢} ⩽

cτ٢ + cτ
N∑

n=٠
∥en+٠∥١

٢
+ cτ

٣
٢v

N∑
n=٠

∥∇en∥٠٢ (۴٠.٢)

داریم: (٣٩.٢) رابطه و ١٢.١.٢ لم ، وال گرون نامعادله از استفاده با آخر در

∥eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥en+١ − en∥٠
٢
+ τv

N∑
n=٠

∥∇en+٠∥١
٢
+

θτ{∥∇eN+٠∥١
٢
+

N∑
n=٠

∥∇(en+١ − en)∥٠
٢} ⩽ cτ٢ (۴١.٢)

شد. ثابت (٣۴.٢) رابطه بنابراین
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فشار برای خطا تخمین

همچنین است. L٢(m) فضای در p تقریب برای ١
٢ مرتبه از pn+١ که دهد می نشان rn+١ خطا برآورد

شد. (١۵.١.٣)ثابت قضیه در
N∑

n=٠
∥en+١ − en)∥٠

٢} ⩽ cτ٢

می�کنیم. ثابت فشار برای را خطا برآورد (۴١.٢) رابطه از استفاده با حال

N = ٠, ..., [T
τ
]−١ همه برای باشد. برقرار (A۵) و (A٢) ، (A٣) ، (A۴) کنیم فرض .١۶.١.٢ قضیه

داریم: باشد برقرار

τ

N∑
n=٠

∥p(tn+١)− pn+٠∥(١
٢} ⩽ cτ (۴٢.٢)

می�کنیم. بازنویسی زیر صورت به را (٢٧.٢) رابطه برهان.

−∇rn+١ =
en+١ − en

τ
− (θ + v)∆en+١ + θ ∆(zn, en)−

(un.∇)un + (u(tn+١).∇)u(tn+١)−Rn (۴٣.٢)

داریم: sup-inf خاصیت از استفاده با حال

∥rn+٠∥١ ⩽ c sup
(∇rn+١, v)

∥∇v∥٠
v ∈ X (۴۴.٢)

داریم: و v ∈ X برای (٣٩.٢) رابطه به توجه با لذا

(
en+١ − en

τ
, v) ⩽ ١

τ
∥en+١ − en∥٠ ∥v∥٠ ⩽

c

τ
∥en+١ − en∥٠ ∥∇v∥٠,

− v(∆en+١, v) ⩽ v∥∇en+٠∥١ ∥∇v∥٠,

− θ(∆(en+١ − en), v) ⩽ θ∥∇(en+١ − en)∥٠ ∥∇v∥٠ ⩽ cτ∥∇v∥٠,

− (Rn, v) ⩽ ∥Rn∥٠ ∥v∥٠ ⩽ c(

∫ tn+١

tn

t∥utt∥٠٢)
١
٢ ∥∇v∥٠,

θ(∆zn, v) ⩽ cτ(

∫ tn+١

tn

∥∇ut∥٠٢)
١
٢ ∥∇v∥٠

داریم: می�آوریم، بدست را حاصل v ∈ x وقتی خطی غیر شرایط برای حال

((zn.∇)u(tn), v) ⩽ c∥zn∥٠ ∥u(tn)∥٢ ∥∇v∥٠ ⩽

cτ(

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt)
١
٢ ∥∇v∥٠ ,

((en.∇)un, v) ⩽ c∥∇en∥٠ ∥un∥١ ∥∇v∥٠ ⩽ c∥∇en∥٠ ∥∇v∥٠,

((u(tn).∇)en, v) ⩽ c∥(tn)∥١ ∥∇en∥٠ ∥∇v∥٠ ⩽ c∥∇en∥٠ ∥∇v∥٠,

((u(tn+١).∇)zn, v) ⩽ c∥u(tn)∥٢ ∥zn∥٠ ∥∇v∥٠ ⩽ cτ(

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt)
١
٢ ∥∇v∥٠
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داریم: بنابراین

∥rn+٠∥١ ⩽
c

τ
∥en+١ − en∥٠ + c{∥∇en+٠∥١ + ∥∇en∥٠ + ∥∇en+

١
٠∥٢+

(

∫ tn+١

tn

t∥utt∥٠٢ dt)
١
٢ + (τ

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt)
١
٢ + (τ

∫ tn+١

tn

t∥∇ut∥٠٢ dt)
١
٢}

است: زیر به�صورت آن بازه که

∥rn+٠∥١
٢ ⩽ c

τ٢
∥en+١ − en∥٠

٢
+ c{∥∇en+٠∥١

٢
+ ∥∇en∥٠٢ + ∥∇en+

١
٠∥٢

٢
+∫ tn+١

tn

t∥utt∥٠٢ dt+ τ

∫ tn+١

tn

∥ut∥٠٢ dt+ τ

∫ tn+١

tn

∥∇ut∥٠٢ dt} ⩽ cτ

شد. اثبات (۴٢.٢) رابطه بنابراین

استوکس ـ ناویه تراکم�پذیر معادلات حل برای کسری گام روش ٢.١.٢

استفاده اصلی ایده شد. معرفی استوکس ـ ناویه تراکم�ناپذیر معادلات برای کسری گام روش قبل بخش در
روش از استفاده با که هستند ماتریس�ها زیر از برخی فرد، به منحصر ماتریس جای به کسری گام روش از
در و بهتر ویژه مقادیر دارای زیرا هستند حل قابل راحتی به ماتریس�ها زیر این می�آید. بدست تجزیه
ـ ناویه ناپذیر تراکم معادلات برای کسری گام روش چون است. عددی سریعتر همگرایی به منجر نتیجه
می�بریم. کار به نیز استوکس ـ ناویه پذیر تراکم معادلات برای را روش این لذا بود، آمیز موفقیت استوکس

آن�ها عددی حل و معادلات ٣.١.٢

می�کنیم: معرفی را زیر صورت به شده نرمال متغییرهای بخش این در

xi =
xi

∗

Lref

, ui =
ui

∗

Uref

, t =
t∗

(
Lref

Uref
)

, p =
p∗

Pref

p =
p∗

Pref U٢
ref

, T =
T ∗

Tref
, e =

e∗

U٢
ref

, µ =
µ∗

µref

k =
k∗

Kref

, cv =
cv

∗

(
U٢

ref

Tref
)

, R =
R∗

(
U٢

ref

Tref
)

, cp =
cp

∗

(
U٢

ref

Tref
)

با است برابر ما مرجع ماخ عدد

Mref =
Uref√
γ R∗ Tref

بدون ضریب و شده معرفی P = ρRT معادله توسط آل ایده گاز یک برای شده فرض جریان همچنین
می�شوند. گرفته نظر در حرارتی هدایت cv و cp است. ٠٫ ٧١ برابر شده فرض s که است µ = T s آن بعد

داریم: را زیر معادلات لذا
∂u

∂t
+
∂(Puj)

∂xj
= ٠ (۴۵.٢)
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∂(Pui)

∂t
+
∂(Puiuj)

∂xj
+
∂P

∂xi
=
∂δij
∂xj

(۴۶.٢)

∂(PE)

∂t
+
∂((PE + P )uj)

∂xj
=
∂(uiδij)

∂xj
− ∂qj
∂xj

(۴٧.٢)

داریم: معادلات این در که

E = CvT +
١
٢uiuj

δij =
٢µ
Rer

(Sij −
١
٣Skkδij)

qj = − Cpµ

R eref Pr

∂T

∂xj
(۴٨.٢)

گام m و فیزیکی زمان گام دهنده نشان n آن در که شود می تعریف [·]n,mI,J,K عملگر توسط گسسته مقادیر
[Q]n,mI,J,K اگر مثال عنوان به است مربوط جهت و نرمال جریان، ترتیب به K و J ، I و است زمان شبه

است. m و n گشتاور و K و J، I محل در Q تابع مقدار یعنی بگیریم نظر در
یعنی می�کنند حفظ را ضرب و جمع قوانین [·]n,mI,J,K گسسته عملگر

[φ+ ψ]n,mI,J,K = φn,m
I,J,K + ψn,m

I,J,K = [φ]n,mI,J,K + [ψ]n,mI,J,K (۴٩.٢)

[φ · ψ]n,mI,J,K = φn,m
I,J,K · ψn,m

I,J,K = [φ]n,mI,J,K · [ψ]n,mI,J,K (۵٠.٢)

گسسته مقدار جمع با است برابر تابع دو گسسته مقدار مجموع که است آن دهنده (۴٩.٢)نشان رابطه که
ضرب گسسته مقادیر با برابر تابع دو گسسته مقدار ضرب دهنده نشان (۵٠.٢) رابطه چنین هم آن�ها

آن�هاست.
ضمنی نیمه یا و ضمنی کاملا روش مرکزی اختلاف روش و است پایین عددماخ آشفته ساختار در معمولا

می�شود. توصیه آن�ها از استفاده که هستند زمان در
می�شود: معرفی زیر به�صورت که می�گیریم نظر در [ δφ

δt
]n,mI,J,K به�صورت را ∂φ

∂t
گسسته مقدار سادگی برای

[
δφ

δt
]n,mI,J,K =

٣φn,m
I,J,K − ۴φn−١,m

I,J,K + φn−٢,m
I,J,K

٢∆t (۵١.٢)

: ترتیب همین به

[
δφ

δx
]n,mI,J,K =

ψn,m
I+١,J,K − ψn,m

I−١,J,K
٢∆ (۵٢.٢)

داریم: می�کنیم معرفی زیر به�صورت را آن که داریم عملگر یک تکرار به احتیاج زمان برای
[δmφ]

n,m
I,J,K = [φ]n,m+١

I,J,K − [φ]n,mI,J,K (۵٣.٢)

روابط تعاریف و (۵٠.٢) رابطه به توجه با همچنین است زمان جهت در φ دهنده نشان δmφ آن در که
داریم: (۵٣.٢) و (۵١.٢)

δm
δφ

δt
]n,mx,y,z = [

δ

δt
δmφ]

n,m
x,y,z (۵۴.٢)
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[δm
δφ

δxi
]n,mx,y,z = [

δ

δxi
δmφ]

n,m
x,y,z (۵۵.٢)

[ψ
δφ

δx
]n,mI,J,K = [ψ]n,mI,J,K [

δφ

δx
]n,mI,J,K (۵۶.٢)

: با است برابر (۴٧.٢) - (۴۵.٢) گسسته سیستم بنابراین

[
δρ

δt
]n,m+١
I,J,K + [

δ(ρuj)

δxj
]n,m+١
I,J,K = ٠ (۵٧.٢)

[
δ(ρui)

δt
]n,m+١
I,J,K + [

δ(ρuiuj)

δt
]n,m+١
I,J,K + [

δP

δxj
]n,m+١
I,J,K = [

δσij
δxj

]n,mI,J,K (۵٨.٢)

[
δ(ρE)

δt
]n,m+١
I,J,K + [

δ((ρE + P )uj)

δxj
]n,mI,J,K = [

δ(uiσij)

δxj
]n,mI,J,K − [

δqj
δxj

]n,mI,J,K (۵٩.٢)

برای تکرار زمان یک از لذا هستند ضمنی کامل طور به n فیزیکی زمان گام به توجه با فوق معادلات
تفاوت روش این در می�شود استفاده n,∞I,J,K[·]هستند به همگرا [·]n,mI,J,K و [·]n,m+١

I,J,K که وقتی متغیرها حل
است. همگرا که تکرار زمان و بزرگ کافی اندازه به m برای مگر است ناچیز [·]n,mI,J,K و [·]n,m+١

I,J,K بین
[·]n,∞I,J,K نوشتن ساده برای همچنین شد خواهد تکرار می�رسیم توقف آستانه به که ای لحظه در زمان شبه

داریم: (۵٩.٢) و (۵٧.٢) روابط و (۵٣.٢) رابطه از استفاده با حال می�کنیم. استفاده [·]nI,J,K از

[δm
∂P

∂t
]n,mI,J,K + [δm

δ(ρuj)

δxj
]n,mI,J,K = −[F١]

n,m
I,J,K (۶٠.٢)

[δm
δ(ρui)

δt
]n,mI,J,K + [δm

δ(ρuiuj)

δxj
]n,mI,J,K + [δm

δP

δxi
]n,mI,J,K = −[Fi+١]

n,m
I,J,K (۶١.٢)

[δm
δ(ρE)

δt
]n,mI,J,K + [δm

δ((ρE + P )uj)

δxj
]n,mI,J,K = −[F۵]

n,m
I,J,K (۶٢.٢)

. i, j = ١,٢,٣ برای
؛ همچنین

− [F١]
n,m
I,J,K = −[

δP

δt
]n,mI,J,K − [

δ(ρuj)

δxj
]n,mI,J,K (۶٣.٢)

− [Fi+١]
n,m
I,J,K = −[

δρui
δt

]n,mI,J,K − [
δ(ρuiuj)

δxj
]n,mI,J,K − [

δP

δxi
]n,mI,J,K + [

δσij
δxj

]n,mI,J,K (۶۴.٢)

−[F۵]
n,m
I,J,K = −[

δ(ρE)

δt
]n,mI,J,K−[

δ((ρE + P )uj)

δxj
]n,mI,J,K+[

δ(uiσij)

δxj
]n,mI,J,K−[

δσij
δxj

]n,mI,J,K−[
δqj
δxj

]n,mI,J,K

(۶۵.٢)
: دهیم می قرار حال

Q١ =
δ

δt
δmρ+

δ

δxj
δm(ρuj) (٢٢a٫ ٣)

Q٢ =
δ

δt
δm(ρui) +

δ

δxj
(ρuiuj) +

δ

δxi
δmP (٢٢b,٣)

Q۵ =
δ

δt
δm(ρE) +

δ

δxj
δm((ρE + P )uj) (٢٢c٫ ٣)
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داریم: (۶٢.٢)- (۶٠.٢) رابطه�های برای لذا
[Q]n,mI,J,K = −[F ]n,mI,J,K (۶۶.٢)

عددی حل

همگرایی که است نیوتن شبه روش ، خطی غیر معادلات برای روش ترین شده شناخته و روش بهترین
کنید توجه باشیم اولیه حدس با پیچیده استوکس ناویه- معادلات محاسبه به قادر که دهد می نشان را کلی
نشان Q = Jδm صورت به Q بردار و شده تعریف [δmP, δmui, δmu٢, δmu٣, δmT ]T بوسیله δmv

. است ژاکوبین ماتریس J که است شده داده

J =



١
RT

D̄
Dt

P
RT

δ
δx١

P
RT

δ
δx٢

P
RT

δ
δx٣

−P
RT ٢

D̄
Dt

U١
RT

D̄
Dt

+ δ
δx١

P
RT

(U١
δ

δx١
+ D̄

Dt
) PU١

RT
δ

δx٢

PU١
RT

δ
δx٣

−PU١
RT ٢

D̄
Dt

U٢
RT

D̄
Dt

+ δ
δx٢

PU٢
RT

δ
δx١

P
RT

(U٢
δ

δx٢
+ D̄

Dt
) PU٢

RT
δ

δx٣

−PU٢
RT ٢

D̄
Dt

U٣
RT

D̄
Dt

+ δ
δx٣

PU٣
RT

δ
δx١

PU٢
RT

δ
δx٢

P
RT

(U٣
δ

δx٣
+ D̄

Dt
) −PU٣

RT ٢
D̄
Dt

H
RT

D̄
Dt

− ∂
∂t

P
RT

(H δ
δx١

+ U١
D̄
Dt

P
RT

(H δ
δx٢

+ U٢
D̄
Dt

P
RT

(H δ
δx٣

+ U٣
D̄
Dt
) −P (H−CpT )

RT ٢
D̄
Dt


؛ آن در که

H = CpT +
١
٢(U

٢
١ + U٢

٢ + U٢
٣ ) = E +

P

ρ

R =
γ

m٢

D̄

Dt
=

δ

δt
+ U١

δ

δxi

بهبود و بهتر شرایط اما است فیزیکی زمانی، مراحل نظر از ضمنی شرایط چنین هم است شده تعریف
شرایط داشتن نگه اول مرحله دارد قرار بخشد می بهبود مرحله دو در را شرایط این است زمان تکرار در
شبیه برای دوم مرحله است. مساله ویژه مقادیر تحلیل و تجزیه که است ژاکوبین ماتریس در وابستگی
ارتباط در و عددی پایداری در وابستگی نظر از بزرگ ریندلوز عدد یک با معمولا که دارد قرار تلاطم سازی
پوشش قابل قبلی مراحل توسط خطاها می�شد همگرا زمان تکرار اگر قبلا است. ناچیز زمان شبه تکرار با
به که است شده تنظیم شرط پیش یک توسط و ژاکوبین ماتریس نیوتن، شبه روش از استفاده با که بود

است. زیر شرح

سازی شرطی پیش

کرد ساده زیر فرم به می�توان را معادلات می�کنیم استفاده نیوتن شبه روش یک از که هنگامی
[Jδmv]

n,m
I,J,K = −[F١]

n,m
I,J,K (۶٧.٢)

کرد: تجزیه زیر فرم به می�توان را (ژاکوبین) J ماتریس که است واضح

J = Γ
٣

٢∆t + A
δ

δx١
+B

δ

δx٢
+ C

δ

δx٣



٣۶ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

ماتریس ویژه مقادیر که است بهتر همگرایی تسریع برای و نیستند غالب قطری Cو B Aو ماتریس�های
به آورد بدست M در راست سمت از کردن ضرب Pو در چپ سمت از کردن ضرب از استفاده با Jرا

داریم: حل برای لذا شود حفظ آن بودن مثبت و مورب خاصیت طوری�که

[P ]n,mI,J,K [JMM−١δmv]
n,m
I,J,K = −[P ]n,mI,J,K [F ]

n,m
I,J,K (۶٨.٢)

که می�شود نتیجه (۵٠.٢) معادله از استفاده با و

[PJMM−١δmv]
n,m
I,J,K = −[PF ]n,mI,J,K (۶٩.٢)

عامل یک راست سمت Mدر ضریب حالی�که در است شرط پیش ماتریس یک چپ سمت Pدر ضریب
است. سازی فاکتور

P =



q
Cv

−U١
Cv

−U٢
Cv

−U٣
Cv

١
Cv

−RTu١
P

RT
P

٠ ٠ ٠
−RTu٢

P
٠ RT

P
٠ ٠

−RTu٣
P

٠ ٠ RT
P

٠
RT
P
( q
Cv

− T )
−RTu١
PCv

−RTu٢
PCv

−RTu٣
PCv

RT
PCv


(٧٠.٢)

است. q = (u٢١+u٢٢+u٢٣)

٢ که
داریم: بالا شرط پیش ماتریس از استفاده با و (۶٧.٢) معادله در چپ سمت ضریب به توجه با نتیجه در

PJδmV =



١
R

D̄
Dt

b δ
δx١

b δ
δx٢

b δ
δx٣

٠
e δ
δx١

D̄
Dt

٠ ٠ ٠
e δ
δx٢

٠ D̄
Dt

٠ ٠
e δ
δx٣

٠ ٠ D̄
Dt

٠
٠ TR

Cv

δ
δx١

TR
Cv

δ
δx٢

TR
Cv

δ
δx٣

D̄
Dt





δmP

δmU١

δmU٢

δmU٣

δmT


= −PF (٧١.٢)

: که

c =
TR

Cv

, e =
TR

P
, b =

P

R

ρ

Cv

مهم ماخ عدد کوچکی دهیم انتقال را بزرگ قطر اگر اول مرحله در دارد مزیت دو شرط پیش ماتریس این
ماتریس در سرعت واریانس و دما واریانس کردن جدا به قادر شرط پیش روش دوم مرحله در و نیست

دارد. را ژاکوبین
مقادیر اما است C =

√
γRT و Ui±C ، Ui صورت به شرط پیش بدون ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر

ویژه مقادیر این که است بدیهی می�شود [Ui(L+R)±
√

U٢
i (R−L)٢+۴RC٢]

(٢R)
به تبدیل شرط پیش با Ui ویژه

معمولا مثبت غیر ویژه مقادیر چنین که شود منفی یا صفر آنها از بعضی است ممکن اما است ١ به نزدیک
شونده تکرار روش در اختلاف باعث است ممکن حتی است نیوتن شبه روش حل برای عددی مشکل با

هستیم. مناسب فاکتور عامل یک به احتیاج بنابراین شود



٣٧ کسری گام روش .١.٢

کسری گام تجزیه

است. زیر فرم به (۶٩.٢) معادله در ١−Mرا ماتریس

M−١ =



١
R

D̄
Dt

− b δ
δxi

( D̄
Dt
)−١e δ

δxi
٠ ٠ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δx١
١ ٠ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δx٢
٠ ١ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δxi
٠ ٠ ١ ٠

−( D̄
Dt
)−١c δ

δxi
( D̄
Dt
)−١e δ

δxi
٠ ٠ ٠ ١


(٧٢.٢)

داریم: (٧١.٢) معادله به توجه با نتیجه در می�کنیم جایگزین (۶٩.٢) رابطه در را فوق ماتریس

[



١ b δ
δx١

b δ
δx٢

b δ
δx٣

٠
٠ D̄

Dt
٠ ٠ ٠

٠ ٠ D̄
Dt

٠ ٠
٠ ٠ ٠ D̄

Dt
٠

٠ c δ
δx١

c δ
δx٢

c δ
δx٣

D̄
Dt





١
R

D̄
Dt

− b δ
δxi

( D̄
Dt
)−١e δ

δxi
٠ ٠ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δx١
١ ٠ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δx٢
٠ ١ ٠ ٠

( D̄
Dt
)−١e δ

δx٣
٠ ٠ ١ ٠

−( D̄
Dt
)−١c δ

δxi
( D̄
Dt
)−١e δ

δxi
٠ ٠ ٠ ١


δmV ]n,mI,J,K = [PF ]n,mI,J,K

(٧٣.٢)
رابطه دوم ماتریس که باشید داشته توجه است C = TR

Cv
و e = TR

P
، b = P

R
+ P

Cv
بالا رابطه در که

انتخاب با و می�کند فراهم را δmT و δmUi، δmP تجزیه برای راهی عامل این است. M−١ (٧٣.٢)
این از گرفت نظر در می�توان یک مثبت به همگرا M−١ و PJM ویژه مقادیر ∆t گام و مناسب زمان

بود. خواهد جواب تکراری روش�های همگرایی رو

عددی روش

داریم: بنابراین کنیم t∆جایگزین با را ( D̄
Dt
)−١ که هستیم ایده این دنبال به بخش این در

[



١ b δ
δx١

b δ
δx٢

b δ
δx٣

٠
٠ D̄

Dt
٠ ٠ ٠

٠ ٠ D̄
Dt

٠ ٠
٠ ٠ ٠ D̄

Dt
٠

٠ c δ
δx١

c δ
δx٢

c δ
δx٣

D̄
Dt





١
R

D̄
Dt

−∆tb δ
δxi
e δ
δxi

٠ ٠ ٠ ٠
∆te δ

δx١
١ ٠ ٠ ٠

∆te δ
δx٢

٠ ١ ٠ ٠
∆te δ

δx٣
٠ ٠ ١ ٠

−(∆t)٢c δ
δxi
e δ
δxi

٠ ٠ ٠ ١


δmV ]n,mI,J,K = [PF ]n,mI,J,K

(٧۴.٢)



٣٨ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

هستند: زیر به�صورت شده حل معادلات خلاصه طور به بنابراین

[



١ b δ
δx١

b δ
δx٢

b δ
δx٣

٠
٠ D̄

Dt
٠ ٠ ٠

٠ ٠ D̄
Dt

٠ ٠
٠ ٠ ٠ D̄

Dt
٠

٠ c δ
δx١

c δ
δx٢

c δ
δx٣

D̄
Dt


δmWi]

n,m
I,J,K = [PF ]n,mI,J,K (٧۵.٢)

[



١
R

D̄
Dt

−∆tb δ
δxi
e δ
δxi

٠ ٠ ٠ ٠
∆te δ

δx١
١ ٠ ٠ ٠

∆te δ
δx٢

٠ ١ ٠ ٠
∆te δ

δx٣
٠ ٠ ١ ٠

−(∆t)٢c δ
δxi
e δ
δxi

٠ ٠ ٠ ١


δmV ]n,mI,J,K = [δmWi]

n,m
I,J,K (٧۶.٢)

است: زیر شرح به آن به مربوط عددی روش�های که است کسری گام روش یک اصل در تجزیه همچنین

کسری) گام ١(روش الگوریتم

. دهید قرار را n = ١ و m = ١ ، [T ]−١
I,J,K ، [Ui]

−١
I,J,K ، [P ]−١

I,J,K اولیه مقدار -١

[Ui]
n,m
I,J,K = [Ui]

٠
I,J,K = [Ui]

−١
I,J,K

[P ]n,mI,J,K = [P ]٠I,J,K = [P ]−١
I,J,K

[T ]n,mI,J,K = [T ]٠I,J,K = [T ]−١
I,J,K

است. i = ١,٢,٣ که

(٧٠.٢) رابطه از استفاده با سپس کرده محاسبه [F ]n,mI,J,K برای را (١٩,٣) − (٢١,٣) معادله -٢
داریم:

[PF ]n,mI,J,K = [P ]I,J,K [F ]
n,m
I,J,K

مرحله به که کنیم می تعیین [F ]n,mI,J,K به توجه با و (۵٠.٢) رابطه از استفاده با قسمت این در که
خیر یا برویم زمان گام بعدی

می�کنیم. تعیین را δmW۴ و δmW٣ ، δmW٢ ،(٧٧.٣) معادله حل با -٣



٣٩ کسری گام روش .١.٢

[
D̄
Dt

٠ ٠
٠ D̄

Dt
٠

٠ ٠ D̄
Dt



δmw٢

δmw٣

δmw۴

]n,mI,J,K
=
[

−PF٢

−PF٣

−PF۴

]n,mI,J,K
(٧٧.٢)

است. D̄
Dt

= δ
δt
+ U δ

δxi
که

. می�کنیم محاسبه را δmw٢ و δmw١ زیر رابطه بوسیله -۴

[δmw١]
n,m
I,J,K = [−PF − b

δ

δxi
δmwi]

n,m
I,J,K (٧٨.٢)

[
D̄

Dt
δmw۵]

n,m
I,J,K = [∆t(−PF۵ − c

δ

δxi
δmwi)]

n,m
I,J,K (i = ١,٢,٣) (٧٩.٢)

می�کنیم. تعیین را δmP معادله زیر معادله حل بوسیله -۵

[(
١
R

D̄

Dt
− b∆t

δ

δxi
e
δ

δxi
)δmP ]

n,m
I,J,K = [δmw١]

n,m
I,J,K (٨٠.٢)

زیر رابطه توسط δmui سرعت واریانس محاسبه -۶
[δmui]

n,m
I,J,K = [δmwi+١ −∆te

δ

δxi
δmP ]

n,m
I,J,K (i = ١,٢,٣) (٨١.٢)

می�کنیم. محاسبه را δmT دما واریانس زیر رابطه بوسیله -٧

[δmT ]
n,m
I,J,K = [δmw۵ +∆t٢c

δ

δxi
e
δ

δxi
δmP ]

n,m
I,J,K (i = ١,٢,٣) (٨٢.٢)

m = m+١ می�دهیم قرار لذا است مربوط T +δT و P +δP ، ui+δui با T و جدید P و ui -٨
می�گردیم. بر دوم مرحله و

تنها مراحل بقیه اما دارند شونده تکرار مناسب روش�های به نیاز ۵ و ۴ ، ٣ مراحل ، مرحله هشت این در
زمان گام یک که می�کنیم استفاده D̄

Dt
گسسته مشتقات از ۴ و ٣ مراحل برای کرد حل می�توان گام یک با

حل برای همچنین می�کند تضمین را همگرایی اصل که باشد می�تواند مورب قطری ∆t کوچک خیلی
ماتریس تعیین اینکه به توجه با همچنین می�کنیم استفاده LU تجزیه از (٧٩.٢) و (٧۶.٢) های رابطه
−→
PF ماتریس به و است محدود جریان پایین و بالا کران برای که می�آید بدست R۴T ۵

P ۴Cv
از P شرط پیش

در تکرار روش توقف برای −→PF و −→F از می�توان که است −→F همگرایی معادل نتیجه در می�شود همگرا
کنیم. استفاده دوم مرحله

مرزی شرایط مشخصه

پذیر تراکم استوکس ـ ناویه معادلات حل برای کسری گام جدید روش یک توصیف به قبل بخش در
از عددی ناپایداری کنترل روش در است مرتبط عددی روش این با مرزی شرایط مناسب بهبود پرداختیم.



۴٠ کسری گام روش از استفاده با استوکس - ناویه معادلات حل .٢

مشخصه مرز بهبود اما دارد محاسبات در ای ملاحظه قابل تاثیر مرز در ساختگی موج بازتاب بردن بین
بردارهای و ویژه مقادیر تغییر آن دلیل و شود اعمال شرط پیش عنوان به که شوند می داده تغییر زمانی تا
(۴۵.٢) و (۴٧.٢) معادلات ضرب با که می�باشد x١ = L واقع در ما مرز است شرط پیش ماتریس ویژه

داریم: می�گیریم نظر در (٧٠.٢) ماتریس از و
∂w

∂t
+ A

∂w

∂x١
+B

∂w

∂x٢
+ C

∂w

∂x٣
− V is = ٠

و است (چسبندگی) وابستگی مدت V is آن در که

w = [P,U١, U − ٢, U٣, T ]
T

A =



U١
R

P
R
+ P

Cv
٠ ٠ ٠

TR
P

U١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ U١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ U١ ٠
٠ TR

Cv
٠ ٠ U١


B =



U٢
R

٠ P
R
+ P

Cv
٠ ٠

٠ U٢ ٠ ٠ ٠
TR
P

٠ U٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ U٢ ٠
٠ ٠ TR

Cv
٠ U٢



C =



U٣
R

٠ ٠ P
R
+ P

Cv
٠

٠ U٣ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ U٣ ٠ ٠
TR
P

٠ ٠ U٣ ٠
٠ ٠ ٠ TR

Cv
U٣


است: زیر به�صورت Aماتریس ویژه مقادیر همچنین

λ١ =
[U١(١+R)−

√
U٢
١ (R− ٢(١ + ۴R٢T (١+ R

Cv
)]

٢R

λ٢ =
[U١(١+R) +

√
U٢
١ (R− ٢(١ + ۴R٢T (١+ R

Cv
)]

٢R
λ٣ = U١ , λ۴ = U١ , λ۵ = U١

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Λ قطری ماتریس همچنین
Λ = diag[λ١ λ٢ λ٣ λ۴ λ۵]

طوری�که به نوشت A = QΛR به�صورت می�توان را A که

Q =



q١١ q١٢ ٠ ٠ ٠
q٢١ q٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ٠ ١


, R = Q−١ =



p١١ p١٢ ٠ ٠ ٠
p٢١ p٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠
p۵١ p۵٢ ٠ ٠ ١





۴١ کسری گام روش .١.٢

داریم: لذا می�شود نتیجه Li بوسیله ΛR ∂w
∂x١

می�دهیم نشان همچنین

L١ = λ١(P١١
∂P

∂x١
+ P١٢

∂U١
∂x١

) (٨٣.٢)

L٢ = λ٢(P٢١
∂P

∂x١
+ P٢٢

∂U١
∂x١

) (٨۴.٢)

L٣ = λ٣
∂U٢
∂x١

) (٨۵.٢)

L۴ = λ۴
∂U٣
∂x١

) (٨۶.٢)

L۵ = λ۵(P۵١
∂P

∂x١
+ P۵٢

∂U١
∂x١

+
∂T

∂x١
) (٨٧.٢)

قدیمی مشخصه های سیستم خلاف بر که است λi مشخصه سرعت به مربوط امواج دامنه ویژگی Li

داریم: Li از استفاده با لذا بود خواهد صوتی ،امواج L٢ و L١ به مربوط انتشار امواج

A
∂w

∂x١
=



q١١L١ + q١٢L٢
q٢١L١ + q٢٢L٢

L٣

L۴

L٣ + L۴ + L۵


مقادیر با پایین یافته انتشار امواج و است منفی ویژه مقادیر با بالا امواج که می�کند مشخص رابطه این که
از بدون حال است عددی ثبات به رسیدن و بازتاب موج�های کنترل منظور به این که است مثبت ویژه

بنابراین λ٢ ⩾ و λ١ ⩽ ٠ می�کنیم فرض مساله کلیت دادن دست

L١ = λ١(P١١
PI+١,J,K − PI,J,K

∆x١
+ P١٢

u١I+١,J,K − U١I,J,K

∆x١
)

L٢ = λ٢(P٢١
PI,J,K − PI−١,J,K

∆x١
+ P٢٢

u١I,J,K − U١I−١,J,K

∆x١
)

صوت فوق ما جریان برای مرزی شرایط خروجی

λ٢, λ٣, λ۴, λ۵ که است واضح است، بحث صوتمورد مافوق جریان برای مرزی شرط بخشخروجی این در
پوین که شود مشخص باید L١ اما می�شود محاسبه اختلاف با L۴, L٣, L٢, L۵ رو این از هستند مثبت

می�دهد. L١ برای را زیر رابطه از استفاده پیشنهاد سوت
L١ = σ(١−m٢)(P − P∞)

C

L

ثابت σ و مشخصه دامنه اندازه L کوستیک، آ سرعت C ، جریان در ماخ عدد حداکثر M رابطه این در
اما است نشده انجام صوتی موج�های با روش این در عددی اطلاعات انتقال که است واضح است عددی
مستقیم طور به لذا می�یابد انتشار |λ١| < |U١ − C| طوریکه به λ١ ویژه مقادیر با بالا موج یک توسط
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آمد. خواهد بدست بالا امواج انتشار سرعت سوت پوین توسط شده ارایه L١ از استفاده با روش این در
بنابراین است R = γ

M٢
∞
> ١ صوت مافوق جریان برای بهینه انتخاب یک همچنین

λ١ =
[U١(١+R)−

√
U٢
١ (R− ٢(١ + ۴R٢T (١+ R

Cv
)]

٢R

=

U٢
١
R

− T (١+ R
Cv
)

U١(
١+R
٢R ) +

√
U٢
١ (

R−١
٢R )٢ + T (١+ R

Cv
)

= −
T (١+ R

Cv
)

U٢
١ (

R−١
٢R )٢

(
١− U٢

١Cv

TR(Cv+R)

١+

√
١+T (١+ R

Cv
)

(U١(
R−١
٢R )٢)

)

= −٢α T (Cv +R)R

U١(١+R)Cv

داریم: بنابراین α ∈ (٠,١) که

L١ =
σ(١−M٢)(P − P∞)

L
× T∞(Cv +R)R

U∞
١ (١+R)Cv

می�کنیم. پیشنهاد ٠٫ ٢۵ مقدار σ حالت این در و است آزاد جریان دمای T∞ و آزاد جریان سرعت U∞
١ که

عددی روشهای ۴.١.٢

باید که نیست حذف قابل می�باشد متغیر تراکم اثرات یا و تراکم آن در که پایین ماخ عدد برای جریان
این در که شود حل ناپذیر تراکم استوکس ـ ناویه معادلات جای به تراکم�پذیر استوکس ـ ناویه معادلات
پایین ماخ عدد برای چنین هم است همراه قوی حرارت انتقال با اغلب متغیر پذیری تراکم اثر صورت
کوچک فشار تغییر جریان�های در که پذیریی تراکم اثر جای به متغیر تراکم�پذیری اثرات آشفته، مرزی لایه

است. مهم یابد، بهبود خوبی به باید دما و چگالی بین اتصال که است قوی حرارت انتقال اما
یک از صوتی امواج که هنگامی حال این با هستند تراکم�ناپذیر جریانهای برای پایین ماخ عدد معمولا
اویلر بعدی یک معادله یک روش این در بنابراین است تراکم�پذیر جریان باشد پایین عدد با بزرگ دامنه
مرزی لایه و ٠٫ ٠۶ ماخ عدد آشفته مرزی لایه برای است ٠٫ ٠٢ ماخ عدد بزرگ دامنه صوتی امواج برای
همچنین می�شود محاسبه مستقیم روش این از استفاده با که است ٠٫ ٠۶ ماخ عدد گرم دیوار با آشفته
بزرگ، صوتی امواج دامنه به توجه با و است صفر جریان فشار آزاد شیب آشفته مرزی لایه دو هر برای

است. غالب تراکم�پذیری اثرات
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اویلر بعدی یک معادله

که است u سرعت از بزرگتر بسیار ، پایین عددماخ برای تراکم قابل صوت سرعت می�دانیم که همان�طور
داریم: اویلر بعدی یک معادله پایین ماخ عدد برای روش این در لذا است سخت همگرایی صورت این در

∂P

∂t
+ U

∂P

∂x
+ ρ

∂U

∂x
= ٠ (٨٨.٢)

∂(ρu)

∂t
+
∂(ρU٢)

∂x
= −∂P

∂x
(٨٩.٢)

∂(ρE)

∂t
+
∂((ρE + P )U)

∂x
= ٠ (٩٠.٢)

هذلولی سیستم یک (٩٠.٢)-(٨٨.٢) رابطه که است واضح ، می�شود انتخاب ٠٫ ٠٢ ماخ عدد M٠

اساس که است صوتی امواج یا و همرفتی طریق از انتقال و بالا یا پایین ناپایدار سازه�های است شکل
می�آید. بدست زیر معادلات در نتایج که است مشخصه خطوط ایده (٩٠.٢)-(٨٨.٢) رابطه

∂P

∂t
+ (U − C)

∂P

∂x
= ρC

∂U

∂t
+ ρC(U − C)

∂U

∂x
(٩١.٢)

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x
=

١
C٢

∂P

∂t
+

U

C٢
∂P

∂x
(٩٢.٢)

∂P

∂t
+ (U + C)

∂P

∂x
= −ρC ∂U

∂t
− ρ(U + C)

∂U

∂x
(٩٣.٢)

بعد و ١.٠ چگالی و اولیه سرعت می�آید. بدست C =
√
γRT توسط و است صوت سرعت C که

که است یک حدودا زمان در سرعت، x = ٠ در است P٠ = ١
γM٢

٠
که است P (x) = p٠ اولیه فشار

است ثابت چگالی حالی�که در می�شود مشخص دقیق�تر U(٠) = ١٫ ٠٫+٠ ٢ sin t سینوسی مقدار توسط
است: شده مشخص زیر سینوسی تابع بوسیله نیز فشار x = ٨٠٠ در همچنین

P (٨٠٠) = P٠ + ٠٫ ٠٨P٠ sin t

x = ٠ در سرعت نوسان دامنه با x = ٨٠٠ در فشار نوسان دامنه است. ٨٠٠−٠ بین عددی دامنه که

دامنه چنین که است همرفتی امواج از سریعتر بسیار صوتی امواج بنابراین است
٠٫٠٨
γM٢٠
٠٫٢ = ١۶٠V با برابر

طور به است. عددی همگرایی کندی آن نتایج که است همراه عددی ثباتی بی با معمولا بزرگ موج�های
عدد با صوتی امواج دامنه جریان برای که است هلمهولتز فشار معادله حل برای شده گفته روش خلاصه
دلیل که است سریع�تر فشار بر مبتنی روش به نسبت آن همگرایی این بر علاوه باشد بزرگ پایین، ماخ
بر مبتنی روش به نسبت را ویژه مقادیر از بهتر توزیع یک که است چگالی بر مبتنی روش از استفاده آن

می�کند. مشخص فشار
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آشفته مرزی لایه

است آشفته جنبشی انرژی (١،٣) شکل در است ضعیف بسیار همگرایی و ٠٫ ٠۶ ماخ عدد جریان این در
: است زیر به�صورت مغشوش جنبشی انرژی معادله و می�دهد نشان را دقیق اطلاعات متلاطم انرژی و

∂K

∂t
+ Uk

∂K

xk
= Pii + Tii +Dii +Πii − εii (۵٠,٣)

تانسور Dii ، آشفته نقل و حمل تانسور Tii ، حرکت تولید تانسور Pii و K = ⟨Ui,Ui⟩
٢ معادله این در

: داریم که است آشفته انتشار تانسور εii و سرعت فشار گرادیان تانسور Πii و چسبناک انتشار

Pii = −٢⟨UiUk⟩
∂Ui

∂xk

εii = ٢V ⟨∂Ui

∂xk

∂Ui

∂xk
⟩

Tii = −⟨∂UiUiUk

∂xk
⟩

Πii = −٢
ρ
⟨Ui

∂P

∂xi
⟩

Dii = V∆⟨UiUi⟩

حرارت انتقال با آشفته مرزی لایه

Twall دیوار حرارت درجه ، شده سازی شبیه گرم دیوار یک با حرکت حال در آشفته مرزی لایه مورد این در
شده اصلاح سرعت و است شده محاسبه ٠٫ ٠۶ ماخ عدد است محیط دمای Te که شد ثابت ١٫ ۴Te در

می�شود: محاسبه زیر به�صورت
Uc =

√
B[sin−١(

A+ U

D
)− sin−١(

A

D
)] (۵١,٣)

؛ رابطه این در که
A =

qw
τw

B =
٢Cp∞Tw
Prt

D =
√
A٢ +B

. است آزاد جریان برای ∞ اندیس و دیوار نشانگر w اندیس
ناپذیر تراکم آشفته مرزی لایه تجربی، نتایج که می�شود مقایسه U+ و Uc سرعت تغییر (٢،٣) شکل در
تغییر آن دلیل هستند شکل تغییر حال در سرعت شده گرم دیوار با مرزی لایه در همچنین می�کند تایید را
تغییر حالیکه در می�شود دیوار قانون ترک باعث U+ شکل تغییر لذا است مرزی لایه سراسر در چگالی
شده محاسبه دما میانگین همچنین است تراکم�ناپذیر جریان�های برای دیوار قانون حفظ باعث Uc سرعت
شکل مربع نمادهای است. شده ارایه (٣،٣) شکل توسط که Tw

T∞
= ١٫ ۴ با برابر آشفته مرزی لایه برای

داریم: همچنین می�دهد نشان را حرارت متوسط نیز ،

θ+ = Pry+exp(−Γ) + {٢٫ ١٢Ln[(١+ y+)
٢٫ ۵(٢− y

δ
)

١+ ۴(١− y
δ
)٢
]β(Pr)}exp(−Γ)

که
θ+ =

Tw − T

tf
tf =

qw
ρwCpUτ
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Γ =
٠٫ ٠١(Pry+)۴
١+ ۵Pr٣y+ β(Pr) = (٣٫ ٨۵(Pr)− ١

٣ − ١٫ ٢(٣ + ٢٫ ١٢ lnPr

از شان فاصله دما و چگالی که آن�جا از و هستند راستا یک در لگاریتمی لایه و چسبناک لایه نتیجه در
شده داده نشان (٣،٣) شکل در آن�ها سرعت و آشفته نوسانات بر دما نفوذ نتایج لذا است متفاوت دیوار

که است طبیعی حالت در دیوار خواص خال خال فاصله�های خط شکل این در که است
y+ = y

Uτ.w

Vw
U+
rms =

Urms

Uτ.w

مرزی لایه خارجی قسمت ناپذیر تراکم داده�های است فاصله خط صورت به که دیگر مقایسه در چنین هم
آن در که است شده بررسی آشفته

y+ = y
Uτ.∞

V∞
U+
rms =

Urms

Uτ.∞

؛ مقدار دقیق طور به شکل در پیوسته خطوط و
y+ = y

Uτ.local

Vlocal
U+
rms =

Urms

Uτ.local

و می�ریزد فرو حرارتی آشفته مرزی لایه U+
rms موضعی خواص از استفاده با چنین هم می�دهد نشان را

Tw

T∞
= ١٫ ۴ مرزی لایه آشفته جریان همان که می�شود وارد لایه در تراکم�ناپذیر آشفته مرزی لایه از U+

rms

می�شود. محاسبه برچگالی مبتنی روش از استفاده با که است
: گیری نتیجه

ـ ناویه معادله حل در فشار و سرعت دما، برای است شده پیشنهاد بخش این در که کسری گام روش در
افزایش پذیر تراکم جریان�های برای مرحله به مرحله الگوریتم آن در که می�شود استفاده پذیر تراکم استوکس
این می�گیرد قرار استفاده مورد گسترده طور به LU-SGS روش با مقابل در که است شده سازی شبیه یافته
برای ویژه به صوت، مافوق جریان برای مانده باقی خطا همگرایی سرعت افزایش باعث شده ارایه روش
مانده�های باقی در ژاکوبین خطاهای همگرایی، به بخشیدن سرعت برای که است پایین ماخ عدد جریان
با همراه که می�کند ویژه مقادیر توزیع سازی بهینه به کمک که می�شود ضرب شرط پیش ماتریس یک
نماید تضمین می�تواند مناسب انتخاب که می�شود تجزیه بخش دو به ژاکوبین ماتریس شده، ارایه فاکتور
مرزی شرط می�شود. بهتر محاسبات که است مثبت قطعی طور به ماتریس ماخ، عدد به توجه بدون که
آن برای ژاکوبین ماتریس از ویژه بردارهای و است شده داده توسعه ویژه مقادیر بازسازی با بهینه عددی
بزرگ، صوتی امواج دامنه با اویلر بعدی یک معادله عددی روش این در که می�گیریم نظر در شرط پیش
می�دهد نشان نتایج که می�شود استفاده حرارت انتقال قابلیت با آشفته مرزی لایه یک و آشفته مرزی لایه
آن دلیل که می�کند بهتر را همگرایی مسیر فشار بر مبتنی روش�های با مقایسه در کسری گام روش که

است. ویژه مقادیر بهتر توزیع
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جنبشی انرژی آشفتگی :١.٢ شکل

V + و V c سرعت تغییر :٢.٢ شکل
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Tw

T∞
= ١٫ ۴ آشفته مرزی لایه دما میانگین :٣.٢ شکل



٣ فصل

عددی حل برای کسری گام روش کاربرد
عمق کم آب معادلات

گام روش سپس پردازیم می عمق کم آب معادلات برای لاگرانژی نیمه روش بررسی به ابتدا بخش این در
آب معادلات برای کسری گام روش گیریم می نتیجه و می�کنیم بررسی معادلات نوع این برای را کسری

است. بهتر عمق کم

لاگرانژی نیمه روش ١.٣

نامشروط صورت به می�شود اعمال عمق کم آب معادلات به ضمنی نیمه به�صورت که لاگرانژی١ نیمه روش
کار به با باشد می زمانی گام بودن کوچک که اویلری روش�های مشکلات از یکی بنابراین است پایدار

می�شود. مرتفع روش این بردن
گیری انتگرال برای شدند نهاده بنا فرارفت معادله لاگرانژی نیمه رفتار پایه بر که گسسته�سازی روش�های
زمانی گام�های روش این در می�گیرند. قرار استفاده مورد هوا وضع عددی های بینی پیش در کارا زمانی
تغییری دقت لحاظ از که صورتی در باشد. می اویلر روش آن�ها اساس و پایه که است روش�هایی از بزرگتر

شود. نمی حاصل
برای هلمهولتز٢ معادله یک به ضمنی نیمه ـ لاگرانژی نیمه روش اعمال از بعد جریان بر حاکم معادلات
به مرزی شرایط اعمال در گرفته انجام کارهای در می�شوند. تبدیل تکانه معادلات و پتانسیل ژيو ارتفاع
های سازی شبیه در معمولا باشد. شده داده مرزها در پتانسیل ژيو ارتفاع مقادیر باید حتما هلمهولتز معادله
ولی نیستند دسترس در راحتی به پتانسیل ژيو ارتفاع مقادیر مقیاس میان حرکت�های در هوا وضع عددی
معادلات مناسب بسط چنین هم و مقادیر این از استفاده با است. آسان�تر باد میدان مقادیر به دسترسی

باشند. باد سرعت مولفه�های از تابعی که کرد پیدا دست مرزها در معادلاتی به می�توان حاکم

١Semi-lagragian
٢Helmholtz

۴٨
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داد. قرار بررسی مورد اویلری و لاگرانژی دیدگاه دو از می�توان را شاره�ها دینامیک اساسی معادلات
بیان شاره، از منفرد ذره یک حرکت کردن دنبال با را جریان تغییرات لاگرانژی شکل در معادلات
فضا در ثابت نقطه یک مشاهدات از جریان تغییرات کننده بیان اویلری شکل در معادلات ولی می�کنند.
آن حرکت که زمین همانند چرخان مختصات یک روی بر ثابت نقطه یک می�تواند نقطه (این می�باشند.
تغییرات معادلات باشد. t به وابسته اسکالر متغیر یک ψ اگر باشد.) نمی�گیرد، شاره حرکت از تاثیری

می�شود: نوشته زیر شکل به بعدی یک لاگرانژی دیدگاه در ψ زمانی
dψ

dt
= s (١.٣)

می�شود: نوشته زیر شکل به اویلری دیدگاه در معادله همین
∂ψ

∂t
+ u

∂ψ

∂x
= s (٢.٣)

می�گردد: بیان زیر شکل به کلی مشتق ریاضی منظر از دیدگاه دو این معادل�سازی برای
d

dt
=

∂

∂t
+
dx

dt

∂

∂x

داریم: سرعت بالا معادله در
dx

dt
= u (٣.٣)

زمانی ترازه سه لاگرانژی نیمه روش

جریان اولیه شرایط چون ابتدا در که است این می�رسد ذهن به لاگرانژی دیدگاه در که حلی روش اولین
(٣.٣) و (١.٣) معادله از و می�شوند گرفته نظر در منظم به�صورت شاره نقاط از تعدادی است معلوم

. می�کنیم انتگرال�گیری زمان به نسبت
معادله این و می�آید بدست (٣.٣) معادله از آن�ها از یک هر برای شاره ذرات مسیر اینکه به توجه با
می�کند. ایجاد شاره مختلف نقاط برای موازی غیر مسیرهای متفاوت سرعت�های با مختلف نقاط برای
موارد اکثر در ندارد. خاصی ترتیب هیچ و هستند غیر�یکنواخت کاملا آمده دست به جدید نقاط بنابراین
لاگرانژی نیمه روش می�رسند. نامنظمی نقاط به نهایت در و نیستند موازی یکدیگر با مشخصه خطوط
منظم نقاط سری یک لاگرانژی نیمه روش در می�کند. برطرف را مشکل این که است ایده�ای واقع در
می�گذرند، نقاط این از که مشخصه�ای خطوط زمانی گام هر در و می�شوند انتخاب شبکه نقاط عنوان به
انتهای تا ابتدا از معین مشخصه خطوط سری یک که قبل حالت برخلاف می�گیرند. قرار بررسی مورد
نقاط این از عبوری مشخصه خطوط لاگرانژی نیمه روش در می�گرفتند. قرار بررسی مورد محاسبه زمان
اکنون که ای مشخصه خطوط که است گونه این به حل روش واقع در می�شوند. عوض زمانی گام هر با
و بوده�اند دیگری نقاط در قبلی زمانی گام در که هستند نقاطی مشخصات دارای هستند شبکه نقاط در

ندارند. انطباق شبکه نقاط بر لزوما نقاط این
در ψ کمیت تعیین هدف که شده�اند مشخص tn + ∆t و tn ، tn − ∆t زمانی گام سه شکل این در
زمان در که مشخصه�ای خط می�باشد. u(x, t) شده داده تابع یک با قبل زمان داده�های از tn+∆t زمان
که است گذشته A نقطه از tn − ∆t زمان در می�گذرد. است شبکه نقطه یک که c نقطه از tn + ∆t

که داشت خواهد را مقداری همان tn + ∆t زمان در ψ کمیت پس نیست. شبکه نقاط روی بر لزوماً
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خط پس می�کند تغییر زمان و مکان uبا تابع که آن�جا از ولی است. داشته tn −∆t زمان در نقطه این
uدر مقدار از استفاده با مستقیم خط یک با منحنی این مساله حل برای می�باشد. منحنی یک مشخصه
A′ نقطه می�دهد. نشان را نقطه این درشکل B نقطه می�شود. زده تقریب مشخصه خط برروی tn زمان

است. آمده دست به شده ذکر تقریب با که می�باشد A تقریبی نقطه

فرارفت معادله حل برای زمانی ترازه سه ضمنی نیمه لاگرانژی نیمه روش

می�شود: نوشته زیر شکل به واداشته فرارفت معادله
dψ

dt
+G(x, t) = R(x, t) (۴.٣)

جمله�های و راسبی کند مدلهای به مربوط R و گرانی تند های موج به مربوط جمله�های G بالا دررابطه
صورت به که گرانی جمله�های آن در که است روشی ضمنی نیمه ـ لاگرانژی نیمه روش می�باشند. غیرخطی
راسبی و غیرخطی جمله�های و شوند گسسته�سازی ψ مقادیر با ضمنی صورت به شده�اند طراحی خطی

آیند. دست به صریح به�صورت
داشت: خواهیم توضیح این با

ψ+ − ψ−

٢∆t +
١
٢(G

+ +G−) = R◦ (۵.٣)

میانی نقطه و (xj, t+∆t) مقصد نقطه کننده بیان ترتیب به ” ◦ ” و ”− ” ، ”+ ” ؛ (۵,۴) معادله در
بنابراین می�باشند. (xj − ٢α, t − ∆t) یعنی مشخصه خط مبدا نقطه و (xj − αj, t) مشخصه خط
R◦ مقادیر می�توان نمود. میان�یابی xj − αj نقاط در t زمان در را آن� مقادیر باید R مقدار تعیین برای

. آورد دست به نیز مکان در گیری متوسط� با را
Rx =

١
٢ [R(xj − ٢αj, t) +R(xj, t)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را αj شکل، به توجه با می�باشد αj مقدار است نامشخص هنوز که آنچه
αj = ∆t u(xj − αj, tn) (۶.٣)

نقاط در که می�باشد (xj − ٢α, t−∆t) نقاط در ψ مقادیر تعیین دارد (۵,۴) معادله که دیگری مشکل
می�گردد. رفع نقاط این به شبکه نقاط از یابی میان یک با مشکل این نیستند. واقع شبکه

زمانی پالایش

زمانی پالاینده یک از وزوج فرد زمانی گام�های در شدگی جفت عدم آمدن وجود به از جلوگیری برای
بین جفت�شدگی ایجاد زمانی پالاینده کارگیری به از هدف که آن�جا از می�شود. استفاده زمانی گام هر در
t − ∆t زمانی گام روی بر باید مرحله هر در زمانی پالاینده این پس است فرد و زوج زمانی گام�های
می�آید. بدست t−∆t زمان در ψ متغیر یک برای زیر رابطه از استفاده با زمانی پالاینده شود. انجام

ψf (x, t−∆t) = ψ(x, t−∆t) + α[ψf (x, t− ٢∆t)− ٢ψ(x−∆t) + ψ(x, t) (٧,۴)

می�باشد. شدگی جفت کنترل برای پارامتری α باشند. شبکه نقطه در باید ψ مقادیر همه
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لاگرانژی نیمه روش از استفاده با بعدی یک عمق کم آب معادلات حل ١.١.٣
ضمنی نیمه

حالت معادلات، دسته یک به ضمنی نیمه ـ لاگرانژی نیمه روش اعمال چگونگی با آشنایی برای ابتدا در
ساکن مختصات یک بیشتر سازی ساده برای می�گیریم. نظر در را بعدی یک عمق کم آب معادلات ساده
پیوستگی معادله دیگری و xجهت در تکانه معادله یکی حاکم، معادلات پس می�شود. گرفته نظر در دکارتی

می�باشد.
می�شوند: نوشته زیر شکل به معادلات این

du

dt
= −∂φ

∂x
(٧.٣)

dφ

dt
= −φ∂u

∂x
(٨.٣)

که
d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x

مطالعه مورد لایه عمق h و زمین گرانی شتاب g که می�باشند. φ = gh و سرعت u بالا معادلات در
یک به x مقدار که است لازم شوند، جدا هم از خود اصلی صورت به معادلات این اینکه از قبل هستند.

شود. تقسیم x نام به متغیر مقدار یک و x نام به ثابت متوسط مقدار
φ = φ٠ + φ̂

ترازه سه ضمنی نیمه ـ لاگرانژی نیمه روش اعمال با و (٨.٣) و (٧.٣) معادلات به تغییر این اعمال با
می�کنیم: پیدا دست زیر معادلات به یکدیگر با معادله دو ترکیب و زمانی

φ̂+
xx −

١
∆t٢φ٠

φ̂+ =
١
∆t
Pux −

١
∆t٢φ٠

Pφ φ٠ +
٢

∆tφ٠
Rφ (٩.٣)

u+ +∆t φ̂+
x = Pu (١٠.٣)

می�شوند: تعریف زیر به�صورت Rφ و Pφ ، Pu بالا معادلات در که
Pu = u− −∆tφ−

x

Pφ = φ̂− −∆tφ٠u
−
x

Rφ = (φ̂ux)
٠

حل تکراری روش�های به مرزی شرط یک با باید که است هلمهولتز معادله یک آمده دست به معادله
شود.

عمق کم آب معادلات عددی حل برای کسری گام روش از استفاده ٢.١.٣

حل در روش این ویژگی می�شود استفاده نیز عمق کم آب عددی معادلات حل برای کسری گام روش
بدست شونده تکرار مراحل بدون بعدی چند یابی درون در که است صورت این به عمق کم آب معادلات
اندازه و کوچک زمانی گام�های برای حاضر حال در روش این در شونده تکرار مراحل وجود عدم می�آوریم

. است مناسب بسیار ای) منطقه وهوا آب سازی مدل در مثال عنوان (به نیاز مورد شبکه



۵٢ عمق کم آب معادلات عددی حل برای کسری گام روش کاربرد .٣

وهوا، آب سازی مدل منطقه�ای، وهوا آب بینی پیش مسایل در ویژه�ای اهمیت از عمق کم آب معادلات
دارد. سیالات دینامیک با مرتبط مسایل از بسیاری و شناسی اقیانوس

عمق کم آب عددی معادلات حل برای کسری گام روش ، معادلات نوع این عددی های روش بین از
به است مناسب بسیار روش این بنابراین است بعدی یک به بعدی چند ماتریس کاهش روش از بهتر
برای زمان گام دو در تنها متغیر به نیاز روش، این مزایای دیگر از باشد برقرار پایداری شرایط اینکه شرط

. است سطوح
دارددر فاز سرعت بینی پیش در ضعیفی عملکرد عمق کم آب ساده معادلات مورد در نیکلسون٣ روش
استفاده با مسایل، این برای حل راه ارایه کار این از ما هدف که می�کنیم استفاده کسری گام روش از نتیجه
پی انتگرال�گیری و معادلات این تقسیم شامل که است عمق کم آب معادلات برای کسری گام روش از

است. ریمان پایداری از استفاده و پی در
حالیکه در است یک مرتبه از دقت پایداری، قیدوشرط بدون آهسته حالت در فرکانس برای روش این در
آب�های معادلات عددی حل برای روش این همچنین است. دوم مرتبه از دقتش سریع حالت در فرکانس
این درستی مرتبه که است بهتر هلمهولتز۴ معادله حل با و بعدی چند شونده تکرار مراحل بدون عمق کم
زیادی حد تا آن سریع حل حال این با می�شود. کوچک نسبتا زمان گام به منجر که روش(t∆)◦است

می�کند. جبران را زمان گام محدودیت کوچکی

باروتروپیک هوا و آب بینی پیش مدل ٣.١.٣

شبکه تجزیه در عمق کم آب معادلات از استفاده با هوا۵ و آب بینی پیش مدل در کسری گام روش از
مختصات از استفاده با دوران، یک از بیش با عمق کم آب معادلات قوانین می�کنیم. استفاده یکنواخت

هستند: زیر به�صورت معادلات این که می�شود ریزی N◦۶٠طرح با قطبی روش یک در }دکارتی
du
dt

+ ∂φ
∂x

= fv − ١
٢(

∂s
∂x
(u٢ + v٢))

dv
dt
+ ∂φ

∂y
= fv − ١

٢(
∂s
∂y
(u٢ + v٢))

(١١.٣){
dφ
dt

+ φs(∂u
∂x

+ ∂v
∂y
) = ٠

d
dt
= ∂

∂t
+ s(u ∂

∂x
+ v ∂

∂y
)

(١٢.٣)

V = v
m
و U = u

m
که می�شود نامیده باد تصاویر V و U هستند، پروژه مختصات y و xمعادلات این در

مقیاس تابع m و s = m٢ . است مختصات سیستم از محورها امتداد در باد بردار مولفه�های v و u که
: می�گیریم نظر در زیر صورت به که است نقشه

m =
١+ sin(π٣ )

١+ sin(Lat)
(١٣.٣)

و (١١.٣) معادلات برای را کسری گام روش است کوریولیس۶ پارامتر f و آزاد سطح از ارتفاع φ
می�آوریم. بدست زمان گام یک در (١٢.٣)

٣Nicolosn
۴Helmholtz
۵Barotropic
۶Coriolis
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:x جهت و امتداد در ∆
٢ حل ( گام١

∂u

∂t
+ su

∂u

∂x
+
∂φ

∂x
= ٠

∂φ

∂t
+ su

∂φ

∂x
+ φs

∂u

∂x
= ٠ (١۴.٣)

∂v

∂t
+ su

∂v

∂x
= ٠ (١۵.٣)

: داریم می�نویسیم (t+ ∆t
٢ ) به�صورت را (١۴.٣) معادله در φ و u : حل روش

u(x, y, t+
∆t

٢ ) =
١
٢ [u(x−) + u(x+)−

φ(x−)

m
+
φ(x+)

m
] (١۶.٣)

u(x, y, t+
∆t

٢ ) =
١
٢ [φ(x−) + φ(x+)− wu(x−) + wu(x+)] (١٧.٣)

: معادلات این در که
x− = x− (su− w)

∆t

٢ x+ = x− (su+ w)
∆t

٢ w =
√
φs

داریم: (١۵.٣) معادله به توجه با همچنین شود. می تعریف

v(x, y, t+
∆t

٢ ) = v(x− su
∆t

٢ , y, t) (١٨.٣)

:y جهت و امتداد در ∆t
٢ حل :( ٢ گام

∂v

∂t
+ sv

∂v

∂y
+
∂φ

∂y
= ٠

∂φ

∂t
+ sv

∂φ

∂y
+ φs

∂v

∂y
= ٠ (١٩.٣)

∂u

∂t
+ sv

∂u

∂y
= ٠ (٢٠.٣)

داریم: لذا است. (١٧.٣) و (١۶.٣) در شده حل روابط شبیه (١٩.٣) رابطه

v(x, y, t+
∆t

٢ ) =
١
٢ [v(y−) + v(y+)−

φ(y−)

w
+
φ(y+)

w
] (٢١.٣)

φ(x, y, t+
∆t

٢ ) =
١
٢ [φ(y−) + φ(y+)− wv(y−) + wv(y+)] (٢٢.٣)

همچنین
y− = y − (sv − w)

∆t

٢ y+ = y − (sv + w)
∆t

٢
داریم: (٢٠.٣) رابطه در u برای لذا

v(x, y, t+
∆t

٢ ) = u(x, y − sv
∆t

٢ , t) (٢٣.٣)

داریم: را زیر معادلات ∆t
٢ آوردن بدست برای ( ٣ }گام

du
dt

= −١
٢(

∂s
∂x
(u٢ + v٢))

dv
dt

= −١
٢(

∂s
∂y
(u٢ + v٢))

(٢۴.٣)
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لذا می�کنیم. استفاده کوریولیس روش از ∆t برای سپس می�شود. حل کوتا ـ رانگ روش از استفاده با که
}داریم:

du
dt

= −fv
dv
dt

= −fu
(٢۵.٣)

داریم: بگیریم. نظر در را ∆t مقدار مرحله هر آغاز در و باشند v و u اولیه مقدارهای v٠ و u٠ }اگر
u(x, y, t+∆t) = u٠cos(f∆t) + v٠sin(f∆t)

v(x, y, t+∆t) = v٠cos(f∆t)− u٠sin(f∆t)
(٢۶.٣)

می�کنیم. تکرار ∆t
٢ برای را (٢۴.٣) رابطه حل راه همچنین

٢ گام تکرار ( ۴ گام
١ گام تکرار ( ۵ گام

می�پردازیم. لاگرانژی نیمه روش و کسری گام روش بررسی به (١) شکل به توجه با حال
می�دهد. نشان را مطالعه مورد مساله برای ساعت ۴٨ از پس شده بینی پیش ارتفاع زمینه (١) شکل در
محور ٢٠٠٠٠ km در هوا و آب بینی پیش مدل برای ساعت ۴٨ از پس شده بینی پیش ارتفاع زمینه
km) ٢٠١ × ٢٠١ یکنواخت روش یک با ترتیب به دامنه این است ۶٠◦N در درست و شمال قطب
و ( شبکه اندازه ٢۵ km) ٨٠١ × ٨٠١ ،( شبکه اندازه ۵٠ km) ۴٠١ × ۴٠١ ،( شبکه اندازه ١٠٠

است. شده داده پوشش ( شبکه اندازه ١٢.۵ km) ١۶٠١× ١۶٠١
ثانیه، ١۵ و دقیقه ٣ ترتیب به و است روز t = ٢ برای کسری گام روش عملکرد : ∆t = ١٠ برای
در SUN − ۴− ٨٠−R در تک پردازنده یک از استفاده با که است ساعت ۶ و ،٧۵دقیقه دقیقه ١۵

است. آمده یدست کاری ایستگاه
پی در پی کاری ایستگاه همان از استفاده با شونده تکرار حلقه یک برای تنها لاگرانژی نیمه روش عملکرد
روش دو بین تفاوت این که است ساعت ۴٠٠ از بیش و ساعت ۴٢ ، ساعت ۶ دقیقه، ٧٠ در ترتیب به
کاهش باعث شود، استفاده ∆t = ٣ زمان گام در لاگرانژی نیمه روش از استفاده با اگر همچنین است.
عملکرد هم باز ولی می�رسد ساعت ٢٣ به ساعت ۴٠٠ از که می�شود ١۶٠١ × ١۶٠١ برای cpu زمان

است. تر ضعیف کسری گام روش از آن
در که می�گیریم نظر در خاص موارد در مایع همگن عمق کم لایه یک از گرانش تحت تنظیم بخش این در
می فرض حاضر مساله برای دارد. سطح در پیوستگی نا یک اما بوده استراحت حال در ابتدا مایع آن
گرفته نظر در سطح یک به نسبت z = η سطح از ارتفاع و افقی z = −H است. عمودی محور z کنیم
: داریم لذا هستند. پیوسته حرکت معادلات بنابراین باشد کوچک می�تواند هیدرواستاتیک تقریب که شده

∂u
∂t

+ g ∂η
∂x

− fv = ٠
∂v
∂t

+ g ∂η
∂y

+ fu = ٠
∂η
∂t

+H(∂u
∂x

+ ∂v
∂y
) = ٠

(٢٧.٣)

(u, v)سرعت و zاز مستقل η . می�کند دوباره چرخش تولید که است کوریولیس شتاب (−fv, fu)
. است عمق از مستقل



۵۵ لاگرانژی نیمه روش .١.٣

با جغرافیایی تعادل به مربوط H = ٢٠٠٠m ارتفاع و g = ٩٫ ٨٠۶m
s٢
برای که است فرم این به مساله

داریم: لذا است v = ٠ و u = ٠ اولیه شرایط
φ∗ = gH f = ٢−١٠

φ = gη =

{
+١ x < ٠
−١ x > ٠

(٢٨.٣)

: داریم را زیر معادلات اولیه شرایط همین با همچنین
∂h
∂t

+ ∂u h
∂x

+ ∂v h
∂y

= ٠
∂u
∂t

+ u∂u
∂x

+ v ∂u
∂y

+ g ∂h
∂x

= fv
∂v
∂t

+ u ∂v
∂x

+ v ∂v
∂y

+ g ∂h
∂y

= −fu
(٢٩.٣)

(؟؟) و (؟؟) رابطه�های از استفاده با که φ = gh = φ + φ∗ و ( ثابت H ) h = η + H با
می�شود. اعمال زیر کسری مراحل

∆t
٢ گام در حل (١ گام

∂u
∂t

+ u∂u
∂x

+ ∂φ
∂x

= ٠
∂v
∂t

+ u ∂v
∂x

= ٠
∂φ
∂t

+ u∂φ
∂x

+ φ∂u
∂x

= ٠
(٣٠.٣)

: است زیر به�صورت روابط این بازنویسی

∂Rx±

∂t
+ (u±√

φ)
∂Rx±

∂x
= ٠ ∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
= ٠

: داریم t+ ∆t
٢ به توجه با و (٣٠.٣) معادله حل برای که است ثابت ریمان Rx± = u±٢√φ آن در که

Rx±(x, y, t+
∆t

٢ ) = Rx±(x±, y, t) (٣١.٣)

می�باشد. (١٨.٣) معادله محاسبه به شبیه v حل راه همچنین است x± = x− (u±√
φ)∆t

٢ که
. می�کنیم بازنویسی y جهت در را معادلات ∆

٢ حل برای ( ٢ }گام
∂Ry±

∂t
+ (v ±√

φ)
∂Ry±

∂y
= ٠

∂u
∂t

+ v ∂u
∂y

= ٠
(٣٢.٣)

داریم: (؟؟) معادله حل برای که است ثابت ریمان Ry± = v ± ٢√φ آن در که

Ry±(x, y, t+
∆t

٢ ) = Ry±(x, y±, t) (٣٣.٣)

است. (٣١.٣) معادله محاسبه شبیه آن حل راه و y± = y − (v ±√
φ)∆t

٢ که
∆tحل ( ٣ گام

∂u
∂t

− fv = ٠
∂v
∂t

+ fu = ٠
∂φ
∂t

= φ(∂u
∂x

+ ∂v
∂y
)

(٣۴.٣)



۵۶ عمق کم آب معادلات عددی حل برای کسری گام روش کاربرد .٣

داریم: (؟؟) معادله حل برای و است (٢۶.٣) معادله محاسبه همانند (؟؟) معادله حل راه
φ = φ٠e

( ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

)∆t

شکل در همچنین می�کند برطرف را مساله حل راه در موجود ناپیوستگی ∆t = ٢s زمان گام از استفاده با
معادلات نتایج (٢,۴) شکل در همچنین و دهد می نشان را v و u ، φ مقادیر t = ٨٠٠s در (١,۴)
می�دهد نشان را u سرعت برای [۴۵] در شده بینی پیش رفتار و است شده داده نشان t = ١٢٠٠s در
را x = ٠ در v سرعت حداکثر و می�دهد نشان را صفر به نزدیک نوسان و زمان رفتن بین از حال در که

داریم: لذا می�کند بینی پیش

v٠ =
−gη٠
fa

a =

√
gH

f

می�آید. بدست v٠ = −٠٫ ٠٠٧ مقدار و است H = ٢٠٠٠m و f = ٢−١٠ ، gη٠ = ١ که

نتیجه�گیری:
برای که است هوا و آب بینی پیش جوی مدل�های روش عددی گیری انتگرال در مشکلات، از یکی
نیمه روش در مثال عنوان به می�کنیم استفاده شبکه طول اندازه با مقایسه در زمان گام از آن از جلوگیری
روش این که است ذکر به لازم که است شبکه طول از بزرگتر مجاز زمان گام حداکثر شده ارایه لاگرانژی
گام یک برای معادلات پیشبرد برای لازم جایی جابه محاسبه در تکرار اولین است شده تکرار بار دو
محدودیتی می�تواند این که است هلمهولتز معادله یک حل و میانی مرحله طول دوم تکرار و است زمان
گام روش لذا آورد وجود به است کوچک شبکه که زمانی منطقه�ای هوا و آب سازی مدل روش در جدی
تکرار عدم و روش سادگی دارد تکرار بدون عمق کم آب معادلات حل در بزرگی مزیت شده ارایه کسری
اندازه با شبکه�هایی از هنگامی�که ویژه به کند می را کوچک گام اندازه محدودیت جبران زیادی حد تا
روش از استفاده با ( ٢۵km شبکه (اندازه ٨٠١ × ٨٠١ برای مثال عنوان به می�شود استفاده کوچک
روش با اما است لازم مساله این حل برای cpu زمان ساعت ١٢٠ در دقیقه ۵ زمان گام با لاگرانژی نیمه
گام روش که می�رسیم نتیجه این به نهایت در می�رسد دقیقه ٣۵ و ساعت ٢ به حل سرعت کسری گام

. کنیم حل می�توان را مساله کوتاهتری زمان در کسری



۵٧ لاگرانژی نیمه روش .١.٣

t = ٨٠٠ در v و u ، φ مقادیر :١.٣ شکل



۵٨ عمق کم آب معادلات عددی حل برای کسری گام روش کاربرد .٣

t = ١٢٠٠ در v و u ، φ مقادیر :٢.٣ شکل



۴ فصل

گام روش با جبری دیفرانسیل معادلات حل
کسری

مقدمه ١.۴

به توجه با آن�ها مشتقات و متغیرها اثرگذاری چگونگی برای ریاضی توصیفی ، دیفرانسیل معادلات
می�دهد نشان ما به آن�ها حل . است هم روی بر دینامیکی روش یک در مستقل متغییر تعدادی یا یک
طبیعی علوم در زیادی مسایل . کرد خواهد تغییر چگونه مستقل متغییرهای با وابسته متغیرهای که
یک که ، برداری دیفرانسیل معادله یک یا عددی دیفرانسیل معادلات صورت به مهندسی رشته�های و

. می�شوند بندی فرمول ، است دیفرانسیل معادلات دستگاه
: صورت این در f : R× Rm × Rn → Rm و y : R → Rmو بگیریم نظر در F (t, y, y′) = ٠ }اگر

x′ = f(t, x, z)

٠ = g(t, x, z)

. می�نامند جبری دیفرانسیل معادلات را معادلات گونه این

١ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای کسری گام روش ١.١.۴

برای که می�باشد بالا بازده با دقیق روشی ، کسری١ گام روش ، معمولی دیفرانسیل معادلات حل در
دیفرانسیل معادلات حل برای کسری گام روش است. مناسب آن اثرات و فیزیکی مسایل محاسبات
معادلات حل برای عددی یکپارچه�سازی روش یک عنوان به اغلب که است گام به گام روش جبری
سازی یکپارچه روش�های از ترکیبی کسری گام روش می�شود. استفاده اولیه مقدار با معمولی دیفرانسیل
جبری محدودیت�های ترکیب که جبری دیفرانسیل معادلات در . است کارآمد بسیار که است مسایل برای
دیفرانسیل معادلات از را جبری محدودیت�های کسری گام روش ، است معمولی دیفرانسیل معادلات با

١Fractional step

۵٩



۶٠ کسری گام روش با جبری دیفرانسیل معادلات حل .۴

. می�کند جدا معمولی
گام روش همواره باشند فیزیکی پدیده�های به مربوط محدودیت�ها و معادلات که زمانی مثال عنوان به

. می�شوند حل شده تنظیم کامپیوتری کدهای از استفاده با که می�شود استفاده کسری
. می�کنیم بررسی دیفرانسیل معادلات برای را گسری گام روش الگوریتم ابتدا

: بگیرید نظر در را زیر دیفرانسیل )معادله
ẋ

ẏ

)
=

(
f(x, y)

g(x, y)

)
. می�زنیم تقریب گام هر در زیر صورت به را معادله ابتدا روش این در

: داریم صورت این در

(
ẋ

ẏ

)
=

φ︷ ︸︸ ︷(
f(x, y)

٠

) (
ẋ

ẏ

)
=

Γ︷ ︸︸ ︷(
٠

g(x, y)

)
(١.۴)

به tn فرم از باید الگوریتم این حل برای می�گیریم نظر در مرحله�ای یک الگوریتم برای را Γh ◦ φh ابتدا
وسیله به tn+١ = tn + h

φ جهت در h گام با دیفرانسیل معادله حل .١

Γ جهت در دیفرانسیل معادله حل .٢

مرحله�ای یک الگوریتم را (Γh◦φh) الگوریتم فرم این می�شود. آغاز ١ از مساله حل شروع که دهیم انجام
است. زیر فرم به مرحله�ای دو الگوریتم و می�گویند

φh
٢
◦ Γh ◦ φh

٢
یا Γh

٢
◦ φh یا Γh

٢

می�آید. بدست مرحله�ای یک الگوریتم همان که می�کنیم مرحله نیم یک به تبدیل ابتدا آن�ها حل برای که
داریم: مثال عنوان به

φh
٢
◦ Γh ◦ φh

٢
= (φh

٢
◦ Γh

٢
) ◦ (Γh

٢
◦ φh

٢
)

گام هر برای که ◦(h٢) یعنی می�باشد ٢ مرتبه از مرحله�ای یک الگوریتم در خطا که باشید داشته توجه
ما هدف که . است ◦(h٢) مرحله�ای دو الگوریتم�های برای گام هر در خطا که صورتی در است. ١ مرتبه

. می�باشد ٢ مرتبه به رسیدن
از کدام هر همگرایی شیتس لیپ شرط از استفاده با می�توان پیوسته دیفرانسیل معادلات برای چنین هم
شرط نامتناهی بعد با دیفرانسیل معادلات برای لذا . گرفت نتیجه مرحله هر در را Γ و φ عملگرهای

. است لازم پایداری

جبری دیفرانسیل معادلات برای مساله حل روش ٢.١.۴

، می�کنیم تعریف ١ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای را کسری گام روش ابتدا بخش این در
می�گیریم نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله ابتدا می�پردازیم. آن�ها آنالیز و کلی خطای بررسی به سپس



۶١ مقدمه .١.۴

:(
٠
ẏ

)
=

(
f(x, y)

g(x, y)

)
= x (٢.۴)

تجزیه زیر به�صورت را معادله . دارد ١ اندیس جبری دیفرانسیل معادله که کنید فرض معادله این در
. می�کنیم
: داریم

(
٠
ẏ

)
=

︷φ−جبری ︸︸ ︷(
f(x, y)

٠

) (
ẋ

ẏ

)
=

ODE−Γ︷ ︸︸ ︷(
٠

g(x, y)

)
(٣.۴)

نوشت: می�توان لذا
x = φ+ Γ

مرحله�ای یک الگوریتم ٣.١.۴

f(x, y) = ٠ محدودیتجبری لذا می�آوریم. بدست را x = xn+١ جبری متغییر ابتدا Γh◦φh الگوریتم در
h هرگام بین از را y متغیرهای معمولی، دیفرانسیل معادله حل برای سپس گرفته نظر در را y = yn یا
گام با را y مشابه طور به φh ◦ Γh الگوریتم در طرفی از می�آوریم. دست به x = xn+١ گرفتن نظر در با

. می�آوریم بدست را x جبری، محدودیت�های انتخاب با سپس می�کنیم، تعریف h
بنابراین می�کنیم. نتیجه�گیری φ تابع از مفروضات از استفاده با را ١ اندیس جبری دیفرانسیل معادله

: داریم
f(x, y) = ٠ =⇒ x = φ(y)

: نوشت می�توان دیفرانسیل معادله به توجه با نتیجه در
ẏ = g(x, y) −→ ẏ = g(φ(y), y)

: داریم بنابراین می�آوریم. بدست را y(t) زنجیره�ای، قاعده و تیلور٢ بسط از استفاده با

y(tn+١) = y(tn) + hẏ(tn) +
h٢

٢! ÿ(tn) + ◦(h٣)

= y(tn) + hg(φ(y(tn)), y(tn)) +
h٢

٢! (gx(φ(y(tn)), y(tn)φ̇(y(tn))))

+ gy(φ(y(tn)), y(tn)ẏ(tn)) + ◦(h٣)

(۴.۴)

در می�توان همچنین می�دهد. نشان را x حسب بر g نسبی مشتقات ژاکوبین ماتریس gx بالا رابطه در
: گرفت نظر

x(tn+١) = φ(y(tn+١)) (۵.۴)

الگوریتم برای را v(tn)تقریب و می�گیریم نظر در ثابت را y(tn) مقدار اول گام در خطا، تحلیل برای حال
: داریم گرفته نظر در φh ◦ Γh مرحله�ای یک

v(t) ≃ y(tn) (۶.۴)
٢Taylor expansion
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: نوشت می�توان ẏ = g(x, y) رابطه طبق
v̇ = g(x(tn), v) = g(φ(y(tn)), v) tn ⩽ t ⩽ tn+١ (٧.۴)

: داریم تیلور بسط از استفاده با بنابراین

v(tn+١) = v(tn) + hv̇(tn) +
h٢

٢! v̈(tn) + ◦(h٣)

= y(tn) + hg(φ(y(tn)), y(tn)) +
h٢

٢! (gy(φ(y(tn)), y(tn))ẏ(tn)) + ◦(h٣)
(٨.۴)

داریم: بنابراین

v(tn+١)− y(tn+١)) = y(tn) + hg(φ(y(tn)), y(tn)) +
h٢

٢! gy(φ(y(tn)), y(tn))ẏ(tn)

− y(tn)− hg(φ(y(tn)), y(tn))−
h٢

٢! (gx(φ(y(tn)), y(tn)φ̇(y(tn))))

+ gy(φ(y(tn)), y(tn)ẏ(tn)) + ◦(h٣)

=
h٢

٢! (gy(φ(y(tn)), y(tn))φ̇(y(tn)) + ◦(h٣)

دادن قرار با که
e(tn+١) =

gx(φ(y(tn)), y(tn))φ̇(y(tn))

٢!
داریم:

v(tn+١)− y(tn+١) = h٢e(tn+١) + ◦(h٣) (٩.۴)

است. هموار تابع یک ،e تابع که
داریم: گرفته، نظر در x برای را u عددی مقدار φh از استفاده با حال

u(tn+١) ≃ x(tn+١)

x(tn+١) = φ(y(tn+١))

y(tn+١) ≃ v(tn+١)

داریم: بالا روابط به توجه با نتیجه در
u(tn+١) = φ(v(tn+١))

نوشت: می�توان (٩.۴) رابطه از استفاده با

u(tn+١) = φ(v(tn+١)) =φ(y(tn+١) + h٢en+١ + ◦(h٣))

= φ(y(tn+١)) + h٢φy(y(tn+١)en+١ + ◦(h٣)

= x(tn+١) + h٢φy(y(tn+١))en+١ + ◦(h٣) (١٠.۴)

گرفت: نتیجه می�توان (١٠.۴) و (٩.۴) روابط از استفاده با لذا
∥x(tn+١)− u(tn+١)∥= ◦(h٢)



۶٣ مقدمه .١.۴

∥y(tn+١)− v(tn+١)∥= ◦(h٢)

است. خطا نرم ∥ . که∥ باشید داشته توجه
نظر در جبری دیفرانسیل معادلات ارز هم دیفرانسیل معادلات برای را مرحله�ای یک الگوریتم روش اگر
رابطه به توجه با نتیجه در باشد، v(tn+١) از تقریبی y(tn) که x(tn) = φ(y(tn))مقدار همچنین بگیریم
بگیریم: نظر در زیر به�صورت می�توان را کلی خطای ∥gy(φ(y), y)∥⩽ Lشیستی لیپ شرط و (۴.۴)

E = y(t)− v(t)

که
∥E∥⩽ h

C

L
exp[L(t− t٠)] (١١.۴)

است. h مستقل ضریب C و اولیه زمان t٠
u(tn+١)تقریب با و می�گیریم نظر در ثابت را x(tn) مقدار Γh ◦φh کسری گام روش خطای تحلیل برای

داریم: x(tn) برای
u(tn+١) ≃ x(tn+١)

v̇ = g(u(tn+١), v) = g(x(tn+١), v) (١٢.۴)

نوشت: می�توان لذا
∥u(tn+١)− x(tn+١)∥= ◦(h)

∥v(tn+١)− y(tn+١)∥= ◦(h٢) (١٣.۴)

مرتبه از نیز φh ◦ Γh روش در نیز خطا مرتبه لذا است. ◦(h) برابر گام هر در موضعی خطای بنابراین
u = φ(v) قراردادن با و است ساده�تر φh به نسبت ریشه�یابی که می�دهد نشان موضوع این است. یک

دنباله
...(Γh ◦ φh) ◦ (Γh ◦ φh) ◦ (Γh ◦ φh)

می�باشد. f(u(t٠), v(t٠)) = ٠ اولیه شرط که باشید داشته توجه می�شود. همگرا

مرحله�ای دو الگوریتم ۴.١.۴

برای حالی�که در می�باشد، یک مرتبه از جبری دیفرانسیل معادلات برای مرحله�ای دو الگوریتم روش
در φh

٢
◦ Γh ◦ φh

٢
فرم به می�توان را مرحله�ای دو الگوریتم است. نیز دو مرتبه از دیفرانسیل معادلات

است. x(tn) = φ(y(tn)) و y(tn) موضعی برشی خطای محاسبه برای آن اولیه مقادیر که گرفت نظر
می�دهیم: قرار φh

٢
کسر گام در ابتدا

u(tn+ ١
٢
) = φ(y(tn)) = x(tn) (١۴.۴)

نوشت: می�توان Γh گام در سپس
v̇ = g(u(tn+ ١

٢
), v) = g(x(tn), v) t ∈ [tn, tn+١] (١۵.۴)
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می�باشد. زیر به�صورت دوم مرحله برای φh
٢
کسر گام نهایت در

u(tn+١) = φ(v(tn+١))

Γh ◦ φh با متناظر روابط این دقیقا که می�آوریم بدست فوق روابط به توجه با را φh
٢
کسری گام ابتدا

می�آوریم. بدست را Γh
٢
ابتدا می�پردازیم Γh

٢
◦ φh ◦ Γh

٢
برای خطا آنالیز بررسی به حال است.

. نوشت می�توان لذا v(tn) = y(tn) این�که به توجه با : Γh
٢
گام (١

v̇ = g(φ(y(tn)), v) t ∈ [tn, tn+١] (١۶.۴)

داریم: شده گفته آنالیز به توجه با

v(tn+ ١
٢
) =v(tn

٢
) + hv̇(tn

٢
) +

h٢

۴× ٢! v̈(t
n
٢
) + ◦(h٣)

= y(tn
٢
) + hg(φ(y(tn

٢
)), y(tn

٢
))+

+
h٢

۴× ٢!gy(φ(y(t
n
٢
)), y(tn

٢
)ẏ(tn

٢
)) + ◦(h٣) (١٧.۴)

y(tn+ ١
٢
) =y(tn

٢
) + hg(φ(y(tn

٢
)), y(tn

٢
))+

+
h٢

۴× ٢! (gx(φ(y(t
n
٢
)), y(tn

٢
))

+ gy(φ(y(tn٢ )), y(t
n
٢
)ẏ(tn

٢
)) + ◦(h٣) (١٨.۴)

: می�آوریم بدست (١٨.٢) و (١٧.٢) روابط به توجه با
v(tn+ ١

٢
)− y(tn+ ١

٢
) = h٢en+ ١

٢
+ ◦(h٣) (١٩.۴)

؛ زیر روابط به توجه با : φh گام ( ١
u(tn+١) = φ(v(tn+ ١

٢
)) (٢٠.۴)

داریم: لذا می�کنیم، محاسبه را خطا گام

u(tn+١) = φ(y(tn+ ١
٢
)) + h٢en+ ١

٢
+ ◦(h٣)

= φ(y(tn+١))−
h

٢ ẏ(tn+١) + ◦(h٢)

= φ(y(tn+١)) + ◦(h)

= x(tn+١) + ◦(h) (٢١.۴)

داریم: نتیجه در
∥u(tn+١)− x(tn+١)∥= ◦(h)

: Γh
٢
گام ( ٣

v̇ = g(φ(v(tn+ ١
٢
)), v) t ∈ [tn+ ١

٢
, tn+١] (٢٢.۴)



۶۵ مقدمه .١.۴

داریم: لذا می�آید، بدست (tn+ ١
٢
) حول دادن بسط با v(tn+١) در خطا گام�های لذا

y(tn+١) = y(tn+ ١
٢
) +

h

٢ ẏ(tn+ ١
٢
) +

h٢

٨ ÿ(tn+ ١
٢
) + ◦(h٣)

= y(tn+ ١
٢
) +

h

٢g(φ(y(tn+ ١
٢
)), y(tn+ ١

٢
)) + ◦(h٢) (٢٣.۴)

داریم: v(tn+١) ≃ y(tn+١) تقریب از استفاده با سادگی به همچنین

v(tn+١) = v(tn+ ١
٢
) +

h

٢ v̇(tn+ ١
٢
) +

h٢

٨ v̈(tn+ ١
٢
) + ◦(h٣)

v̇(tn+ ١
٢
) = g(φ(y(tn+ ١

٢
)), y(tn+ ١

٢
))

داریم: فوق روابط از استفاده با

v(tn+١) = y(tn+ ١
٢
) +

h

٢g(φ(y(tn+ ١
٢
)), y(tn+ ١

٢
)) + ◦(h٢) (٢۴.۴)

این�که به توجه با
y(tn+ ١

٢
) = v(tn+ ١

٢
) + h٢en+ ١

٢
+ ◦(h٣)

داریم: خطا برای (٢۴.۴) و (٢٣.۴) روابط از استفاده با لذا
∥v(tn+١)− y(tn+١)∥= ◦(h٢)

که کنید ملاحظه می�آید. بدست کلی همگرایی مرتبه ترتیب بدین
...(Γh

٢
◦ φh ◦ Γh

٢
) ◦ (Γh

٢
◦ φh ◦ Γh

٢
) ◦ (Γh

٢
◦ φh ◦ Γh

٢
) (٢۵.۴)

Γh ◦ φh ◦ Γh ◦ φh ◦ Γh ◦ φh ◦ Γh
٢
) (٢۶.۴)

دنباله برای و است ◦(h٢) آن درستی مرتبه و می�آید بدست گام اولین در Γh
٢
ترتیب بدین

است. مرحله�ای یک الگوریتم تحلیل فرم همان این که است برقرار ...(Γh ◦ φh ◦ Γh ◦ φh ◦ Γh ◦ φh)

نکته
معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات بوسیله ای مرحله دو الگوریتم روش در مرتبه کاهش برای

می�باشد: زیر به�صورت جبری دیفرانسیل
f(x, y) = ٠ =⇒ fxẋ+ fyẏ = ٠(

ẋ

ẏ

)
=

(
(−fx)−١(fy)g

g

)
(٢٧.۴)

مرتبه از دیفرانسیل معادلات برای مرحله�ای دو الگوریتم و مرحله�ای یک الگوریتم که باشید داشته توجه
است. مشکل نسبتا بالاتر مشتقات برای روش این و می�شود استفاده دو و یک

نهایی تصحیح وسیله به مرتبه افزایش ۵.١.۴

اگر می�گیریم. نتیجه دو مرتبه از ها گام برای جدید روش یک نهایی تصحیح به�کاربردن با قسمت این در
داریم: خطا معادله از استفاده با بگیریم، نظر در مساله دقیق جواب را y و تقریبی جواب را v

e = v − y
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نوشت: می�توان ε تقریب از استفاده با
V = v − ε

v اصلی حل از استفاده با که آورد بدست نیز بالاتر مرتبه با روش�هایی از استفاده با می�توان را v درستی
می�شویم. نزدیک ε خطا به

نهایی تصحیح ۶.١.۴

بگیرید: نظر در را زیر جبری دیفرانسیل )معادله
٠
ẏ

)
=

(
f(t, x, y)

g(t, x, y)

)
داریم: شده گفته مطالب به توجه با لذا است، اول مرتبه از Γh ◦ φh همانند معادله این پایه و اساس

v̇ = g(t, φ(t, vn), v) tn ⩽ t < tn+١ (٢٨.۴)

f(t, φ(t, y), y) = ٠ vn = v(tn)

. آوریم بدست زیر صورت به را معادله دقیق خطای توانیم می e = v − y رابطه به توجه با بنابراین
ė = g(t, φ(t, vn), v(t))− g(t, φ(t, v(t)− e(t)), v(t)− e(t))

لذا: e(t) = v(t)− y(t)، فوق رابطه در که باشید داشته توجه
y(t) = v(t)− e(t)

را ای مرحله دو گام حاصل همچنین می�کنیم. جایگزین en با را e(t) مرحله�ای یک کسری گام روش در
آوریم. بدست می�توانیم مرحله�ای یک گام�های کردن ترکیب با

v̇ = g(t, φ(t, vn), v(t)) v(tn) = vn tn ⩽ t < tn+١

داریم: گام درستی برای حال
ε̇ = g(t, φ(t, vn), v(t))− g(t, φ(t, v(t)), v(t)− ε(t)) (٢٩.۴)

tn ⩽ t < tn+١ و ε(tn) = ٠

اگر می�آید. بدست ترتیب بدین گام هر همگرایی و V (t) = v(t)− ε(t) شده تصحیح حل راه بنابراین
می�آید. بدست نیز (٢٧,٢) رابطه درستی آن حذف با بگیریم نظر در اولیه مقدار را εn = ٠

دیفرانسیل معادله زیرا می�آید، بدست سادگی به مساله حل روش اساس گام هر ماندن باقی ثابت با
می�شود. استفاده نهایی تصحیح برای معمولی

همگرایی آنالیز ٧.١.۴

است. مرحله�ای یک الگوریتم همانند مرحله�ای دو الگوریتم در همگرایی اثبات و ایده که باشید داشته توجه
گرفته، نظر در را زیر دیفرانسیل معادله ابتدا می�آید. بدست نهایی تصحیح تعریف به توجه با همچنین

داریم:
ẏ = g(t, φ(t, y), y)
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v̇ = g(t, φ(t, vn), v(t))

داریم: لذا است. e = v − y طرفی از

ė = v̇ − ẏ = g(t, φ(t, vn), v(t))− g(t, φ(t, y), y)

= ¯gxφy(vn − y) + ¯gxφt(xn − t) + ḡy(v − y)

= −ḡx ¯f−١
x fy(vn − y) + ¯gxφt(tn − t) + ḡye

می�آید. بدست متفاوت مقادیر بردار، یا ماتریس ضرایب محاسبه و مشتق�گیری که است این مهم نکته
می�گیریم: نظر در را زیر مقادیر فوق رابطه سادگی برای حال

vn − y = vn − yn + yn − y

b = ¯gxφt A = −ḡx ¯f−١
x fy c = ḡy

داریم: روابط این جایگذاری با
ė = Aen + A(yn − y) + b(tn − t) + ce

داریم: شده داده مقادیر برای کران گرفتن نظر در با حال
∥A∥⩽ α ∥b∥⩽ β ∥c∥⩽ γ

∥et∥= ∥en +
∫ t

tn

Aen ds+

∫ t

tn

A(yn − y) ds+

∫ t

tn

ce(s) ds∥

⩽ ∥en∥+α(tn − t)(∥en∥+∥yn − y∥) + β

٢ (t− tn)
٢ + γ

∫ t

tn

∥es∥ ds

می�کنیم تعریف

a = ∥en∥+α(t− tn)(∥en∥+∥yn − y∥) + β

٢ (t− tn)
٢ b = γ

داریم: ول گران نامعادله از استفاده با

٠ ⩽ u(t) ⩽ a+ b

∫ t

٠
u(s) ds

می�گیریم: نتیجه لذا
u(t) ⩽ a.exp(bt)

است. زیر به�صورت وال گرون نامعادله طبق فوق روابط اثبات
٠ ⩽ u′(t) ⩽ bu(t)

u(t) ⩽ u(a).exp

∫ t

٠
b ds = u(a).exp(bt−a)

= u(a).exp(bt).exp(−ba)

داریم: ٠ ⩽ u(٠) ⩽ a این�که به توجه با
u(t) ⩽ u(٠).exp(bt) ⩽ a.exp(bt)
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داریم: y روی تیلور بسط به توجه با حال
∥en+١∥⩽ exp[(α + γ)h]∥en∥+δh٢

می�باشد. زیر رابطه برای کران یک δ این�جا در
(α∥ẏ∥+β٢ )exp[γh] ⩽ δ

داریم: نامعادله این تکرار با

∥en∥⩽
exp[(α+ γ)tn]

−١

(α + γ)
δh

می�شود. ثابت رابطه همگرایی که
δ(t) = رابطه از استفاده و تیلور بسط بوسیله ابتدا است. ساده اثبات مرحله�ای دو الگوریتم روش در

داریم: V (t)− y(t)

δ̇(t) = V̇ (t)− ẏ(t)

= g(t, φ(t, v(t)), v(t)− ϵ(t))

− g(t, φ(t, v(t)− δ(t), v(t)− δ(t))

= ¯gxφyϵ(t) + ¯gxφyδ(t) + ḡyδ(t)

زیر روابط از استفاده با حال
A = ¯gxφy B = ḡy

داریم:

= Aϵ(t) + Aδ(t) +Bδ(t)

= Aϵ(t) + (A+B)δ(t)

زیر روابط به توجه با همچنین
ϵ̇(t) = A(vn − v(t)) + Bϵ(t)

∥A∥⩽ α , ∥B∥⩽ β

داریم:

∥v(t)− vn∥⩽
∫ t

tn

∥g(s, φ(s, vn), v(s)∥ ds ⩽ hG

نتیجه در است ∥g∥ برای کران ماکزیمم G فوق رابطه در که

∥ϵ(t)∥⩽ Gαh٢ + β

∫ t

tn

∥ϵ(s)∥ ds

داریم: وال گرون نامعادله طبق

ϵ(t) ⩽ ϵ(a)exp

∫ t

a

β ds

= ϵ(a)exp(β(t− a))

= ϵ(a)exp(βt)exp(−βa)
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داریم: ٠ ⩽ ϵ(a) ⩽ Gαh٢ این�که، به توجه با
∥ϵ(t)∥⩽ Gαh٢exp(βt)

رابطه به توجه با همچنین

δ(t) ⩽ ∥δ(t)∥+exp(
∫ t=h

a

α∥ϵ(t)∥ ds+ (α + β)

∫ t=h

a

∥δ(t)∥ ds)

طرفی از
∥ϵ(s)∥⩽ Gαh٢exp(βt)

داریم: فوق رابطه و Gronwall نامعادله به توجه با لذا
∥δ(t)∥⩽ ∥δ(n)∥+Gαh٣exp[βh]exp(α + β)[(α + β)h]

می�شود. نتیجه ∥δn∥⩽ ◦(h٢) همگرایی ترتیب بدین

٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات حل برای کسری گام روش ٨.١.۴

٢ اندیس دیفرانسیل معادلات کلی فرم می�کنیم، تعریف را ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات ابتدا
؛ صورت }به

u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

٠ = g(u١(t))

زیرا دارد ٢ اندیس فوق جبری دیفرانسیل معادله

٠ =
dg(u١(t))

dt

= gu١(u١(t))u
′
١(t)

داریم: فوق رابطه در جایگذاری و u′١(t) = f(u١(t), u٢(t)) از استفاده با

٠ = gu١(u١(t))f(u١(t), u٢(t))

= h(u١(t), u٢(t))

داریم: فوق رابطه از گرفتن مشتق با
٠ = hu١(u١(t), u٢(t))u

′(t) + hu٢(u١(t), u٢(t))u
′
٢(t)

می�گیریم نتیجه
u′٢(t) = −[hu٢(u١(t), u٢(t))]

−١hu١(u١(t), u٢(t))u
′(t)

داریم: حال نیست، فرد به منحصر hu٢(u١(t), u٢(t)) که باشید داشته توجه
u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

u′٢(t) = −[hu٢(u١(t), u٢(t))]
−١hu١(u١(t), u٢(t))u

′
١(t)
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معادله آن به لذا شد. معمولی دیفرانسیل معادله سیستم یک به تبدیل گرفتن، مشتق دوبار با نتیجه در
می�گویند. دو اندیس جبری دیفرانسیل

بگیرید نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله مثال

y′٢(t) = y١(t) + r١(t)

٠ = −y٢(t) + r٢(t)

داریم: اول گیری مشتق با

y′′٢(t) = y′١(t) + r′١(t)

٠ = −y′٢(t) + r′٢(t)

سپس

y′٢(t) = r′٢(t)

r′٢(t) = −y′١(t) + r١(t)

داریم: دوم گیری مشتق با

y′′٢(t) = r′′٢(t)

y′١(t) = r′′١(t)− r′١(t)

دارد. دو اندیس مساله لذا
معادله ابتدا می�پردازیم. ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای کسری گام روش بررسی به حال

بگیرید. نظر در را زیر )دیفرانسیل
ẋ

٠

)
=

(
g(x, y)

f(x)

)
= X

داریم: لذا می�زنیم، تقریب گام هر در زیر به�صورت سپس
φ︷ ︸︸ ︷(

ẋ

٠

)
=

(
٠

f(x)

) Γ︷ ︸︸ ︷(
ẋ

ẏ

)
=

(
g(x, y)

٠

)
نوشت: می�توان لذا

X = φ+ Γ

این در می�گیریم. نظر در ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای را مرحله�ای یک الگوریتم حال
داریم: بنابراین می�کنیم. نتیجه�گیری φ تابع از مفروضات از استفاده با ٢ اندیس جبری دیفرانسیل معادله

f(x) = ٠ =⇒ fx.ẋ = ٠

=⇒ fx.g(x, y) = ٠

=⇒ h(x, y) = ٠

=⇒ φ(x) = y



٧١ مقدمه .١.۴

لذا
ẋ = g(x, y) = g(x, φ(x))

داریم: بنابراین می�آوریم. بدست را x(t) ای زنجیره قاعده و تیلور بسط از استفاده با حال

x(tn+١) = x(tn) + hẋ(tn) +
h٢

٢! ẍ(tn) + ◦(h٣)

= x(tn) + hg(x(tn), φx(tn)) +
h٢

٢! (gx(x(tn))ẋ(tn), φ(x(tn)))

+ gy(x(tn)φ̇(x(tn)), φ(x(tn))) + ◦(h٣)

گرفت: نظر در می�توان همچنین
y(tn+١) = φ(x(tn+١))

الگوریتم برای را v(t) تقریب و می�گیریم نظر در ثابت را x(tn) مقدار اول گام در خطا، تحلیل برای حال
داریم: گرفته نظر در مرحله�ای یک

v(t) ≃ x(tn)

نوشت: می�توان ẋ = g(x, y) رابطه طبق
v̇ = g(v, y(tn)) = g(v, φ(x(tn))) tn ⩽ t < tn+١

داریم: تیلور بسط از استفاده با بنابراین

v(tn+١) = v(tn) + hv̇(tn) +
h٢

٢! v̈(tn) + ◦(h٣)

= x(tn) + hg(x(tn) + φ(x(tn))) +
h٢

٢! (gx(x(tn), φ(x(tn))ẋ(tn))) + ◦(h٣)

داریم: بنابراین

v(tn+١)− x(tn+١) = x(tn) + hg(x(tn) + φ(x(tn)))

+
h٢

٢! (gx(x(tn), φ(x(tn))ẋ(tn)))− x(tn)

− hg(x(tn), φx(tn))−
h٢

٢! (gx(x(tn))ẋ(tn), φ(x(tn)))

− h٢

٢! gy(x(tn)φ̇(x(tn)), φ(x(tn)))

=
h٢gy(x(tn)φ̇(x(tn)), φ(x(tn)))

٢! + ◦(h٣)

دادن قرار با که
e(tn+١) =

gy(x(tn)φ̇(x(tn)), φ(x(tn)))

٢!
: داریم

v(tn+١)− x(tn+١) = h٢e(tn+١) + ◦(h٣)



٧٢ کسری گام روش با جبری دیفرانسیل معادلات حل .۴

داریم: گرفته، نظر در y برای را u عددی مقدار φh از استفاده با حال است. هموار تابع یک ، e که

u(tn+١) ≃ y(tn+١)

y(tn+١) = φ(x(tn+١))

x(tn+١) ≃ v(tn+١)

داریم: فوق روابط به توجه با نتیجه در

u(tn+١) = φ(x(tn+١))

بنابراین

u(tn+١) = φ(v(tn+١)) = φ(x(tn+١) + h٢e(tn+١) + ◦(h٣)

= φ(x(tn+١) + h٢φx(x(tn+١))en+١ + ◦(h٣)

= x(tn+١) + h٢φ(x(tn+١)en+١) + ◦(h٣)

گرفت: نتیجه می�توان فوق روابط از استفاده با لذا

∥y(tn+١)− u(tn+١)∥= ◦(h٢)

∥x(tn+١)− v(tn+١)∥= ◦(h٢)

mاندیس با جبری دیفرانسیل معادلات حل برای کسری گام روش ٩.١.۴

معادلات فرم ابتدا دهیم، تعمیم m اندیس با جبری دیفرانسیل معادلات برای را روش این بخواهیم اگر
. می�گیریم نظر در را mاندیس با جبری دیفرانسیل

u′١(t) = f(u١(t), u٢(t))

u′٢(t) = g(u١(t), u٢(t), u٣(t))r

u′٣(t) = h(u١(t), u٢(t), u٣(t), u۴(t))

.

.

.

u′(m)(t) = k(u١(t), u٢(t), ..., um(t))

٠ = h(u١(t))

این برای روش این دارد وجود m اندیس با جبری دیفرانسیل معادله در که مشتقاتی تعداد به توجه با
است. مشکل معادلات گونه

می�پردازیم. شده گفته روش به توجه با مثال چند بررسی به قسمت این در



٧٣ مقدمه .١.۴

اولیه مقادیر با
(
٠
y′

)
=

(
x٣ − y٢

x

)
به�صورت ١ اندیس با جبری دیفرانسیل معادله .١.١.۴ مثال

داریم: لذا می�گیریم. نظر در را y٠ = ١ و x٠ = ١
x٣٠ − y٢٠ = ٠

داریم: صورت این در می�کنیم تجزیه (ODE)− Γ و جبری ـ Q معادله فرم به را معادله ابتدا
−φ︷ ︸︸ ︷(

٠
y′

)
=

(
x٣ − y٢

٠

) ODE−Γ︷ ︸︸ ︷(
x′

y′

)
=

(
٠
x

)

x٣ − y٢ = ٠ ⇒ ٣x٢x′ − ٢yy′ = ٠ ⇒ x′ =
٢yy′
٣x٢

داریم: Γ معادله به توجه با

x′ =
٢yy′
٣x٢ =

٢yx
٣x٢ =

٢y
٣x

نوشت. می�توان )لذا
x′

y′

)
=

(
٢y
٣x

x

)

داریم: مرحله�ای یک الگوریتم به توجه با حال

DAE ODE

yn+١ = yn + xnh yn+١ = yn + xnh

xn+١ = y
٢
٣
n+١ xn+١ = (x٢n +

۴h
٣ yn+١)

١
٢

داریم: DAE گام برای صورت این در بگیریم نظر در را n = ٠ اگر
n = ٠ y٠ = ١, x٠ = ١ y١ = y٠ + x٠h⇒ y١ = ١+ h

x١ = y
٢
٣
١ ⇒ x١ = (١+ h)

٢
٣

داریم: ODE گام برای همچنین

y١ = ١+ h⇒x١ = (x٢٠ +
۴h
٣ y١)

١
٢

x١ = (١+
۴h
٣ (١+ h))

١
٢

x١ = (١+
۴h
٣ +

۴h٢
٣ )

١
٢

می�دهیم. انجام را دوم مرحله آمده، بدست x١ و y١ مقادیر به توجه با حال

n = ١
{

y٢ = y١ + x١h = (١+ h) + (١+ h)
٢
٣h

x٢ = y
٢
٣
٢ ⇒ x٢ = ((١+ h) + (١+ h)

٢
٣h)

٢
٣



٧۴ کسری گام روش با جبری دیفرانسیل معادلات حل .۴

داریم: ODE گام برای همچنین

n = ٢
{

y٢ = y١ + x١h

y٢ = (١+ h) + (١+ ۴h
٣ + ۴

٣h
٢)

١
٢h{

x٢ = (x٢١ +
۴h
٣ y٢)

١
٢

x٢ = ((١+ ۴h
٣ + ۴

٣h
٢)

١
٢ + ۴h

٣ ((١+ h) + ((١+ ۴h
٣ + ۴

٣h
٢)

١
٢h))

١
٢

می�دهیم. ادامه را مساله ترتیب همین به
داریم: صورت این در می�کنیم. حل ای مرحله دو الگوریتم به توجه با را مساله حال

DAE ODE

yn+ ١
٢
= yn + xn

h
٢ yn+ ١

٢
= yn + xn

h
٢

xn+١ = y
٢
٣
n+ ١

٢
xn+١ = (x٢n +

۴h
٣ yn+ ١

٢
)
١
٢

yn+١ = yn+ ١
٢
+ xn+١

h
٢ yn+١ = yn+ ١

٢
+ xn+١

h
٢

داریم: n = ٠ برای لذا y ١
٢
= y٠ + x٠

h
٢

y ١
٢
= ١+ h

٢
,

 x١ = y
٢
٣
١
٢

x١ = (١+ h
٢)

٢
٣{

y١ = y ١
٢
+ x١

h
٢

y١ = (١+ h
٢) + (١+ h

٢)
٢
٣ h
٢

ODE گام برای همچنین y ١
٢
= y٠ + x٠

h
٢

y ١
٢
= ١+ h

٢
,

{
x١ = (x٢٠ +

۴h
٣ y ١

٢
)
١
٢

x١ = (١+ ۴h
٣ (١+ h

٢))
١
٢{

y١ = y ١
٢
+ x١

h
٢

y١ = (١+ h
٢) + (١+ ۴h

٣ (١+ h
٢))

١
٢ h
٢

می�آوریم. بدست را y و x مختلف مقادیر و دارد ادامه ترتیب بدین روند این که
. دهد می نشان فوق مثال برای را y و x مختلف مقادیر زیر های جدول

؛ ای مرحله یک الگوریتم
DAE معادله گام برای . ۴ .١ جدول

h y١ x١ y٢ x٢

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ١.١۶٠٣٩٧ ١.۵۴٠٠٩٩ ١.٣٣٣۶٢٠
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ١.٣١٠٣٧٠ ٢.١۵۵١٨۵ ١.۶۶٨۴٨٧
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ١.۴۵٢١٩۶ ٢.٨٣٩١۴٧ ٢.٠٠۵٠۵٠



٧۵ مقدمه .١.۴

ODE معادله گام برای .۴.٢ جدول
h y١ x١ y٢ x٢

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ٢.١٧٩۴۴٩ ١.٧٩۴٨۶٢ ٢.٣١٢۶٣۵
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ٢.۴۴٩۴٨٩ ٢.٧٢۴٧۴۴ ٢.٧٩۵٧٩٨
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ٢.٧٢٣٣۵۵ ٣.٧٩٢۵١۶ ٣.٣۴٨٠١١

؛ ای مرحله دو الگوریتم

DAE معادله گام برای . ۴ .٣ جدول
h y ١

٢
x١ y١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.١٢۵٠٠٠ ١.٠٨١۶٨٧ ١.٢۶٠٢١٠
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ١.١۶٠٣٩٧ ١.۵۴٠٠٩٩
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٣٧۵٠٠٠ ١.٢٣۶۵٢١ ١.٨٣٨۶٩۵

ODE معادله گام برای . ۴ .۴ جدول
h y ١

٢
x١ y١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.١٢۵٠٠٠ ١.١٧٢۶٠٣ ١.٢٧١۵٧۵
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ١.٣۵۴٠٠۶ ١.۵٨٨۵٠١
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٣٧۵٠٠٠ ١.۵۴١١٠٣ ١.٩۵٢٩١٣

می�گیریم: نظر در را زیر فرم به ، ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادله .٢.١.۴ }مثال
y′ = x

٠ = t− y٢

. می�کنیم تجزیه را معادله ابتدا

(
٠
y′

)
=

(
t− y٢

x

)
⇒

−φ︷ ︸︸ ︷(
٠
y′

)
=

(
t− y٢

٠

)
,

ODE−Γ︷ ︸︸ ︷(
x′

y′

)
=

(
٠
x

)



٧۶ کسری گام روش با جبری دیفرانسیل معادلات حل .۴

داریم: لذا می�کنیم. معمولی دیفرانسیل معادله به تبدیل را ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادله سپس

t− y٢ = ٠ ⇒ ٠ = ١− ٢yy′ ⇒ ٠ = ١− ٢yx

٠ = ١− ٢y′x− ٢yx′

٠ = ١− ٢x٢ − ٢yx′ ⇒ x′ =
١− ٢x٢

٢y

داریم: }لذا
y′ = x

x′ = ٢−١x٢
٢y

همچنین

t− y٢ = ٠ ⇒ y =
√
t⇒ yy′ =

١
٢
√
t
⇒ x = y٢

√
t

داریم: مرحله�ای یک الگوریتم به توجه با حال

DAE ODE

yn+١ = yn + hyn = yn + hxn yn+١ = yn + hxn

xn+١ =
yn+١
yn
h xn+١ = xn + h(٢−١x٢n

٢yn+١
)

داریم: y٠ = ١ و x٠ = ١ اولیه مقادیر و n = ٠ به توجه با حال

y١ = y٠ + hx٠ = ١+ h

x١ =
y١
y٠
h⇒ x١ = (١+ h)h

داریم: ODE مرحله برای همچنین

y١ = ١+ h

x١ = x٠ + h(
١− ٢x٢٠
٢y١

)

⇒ x١ = ١+ h(
−١

١)٢+ h)
) = ١− h

١)٢+ h)

داریم: مرحله�ای دو الگوریتم به توجه با همچنین

DAE ODE

yn+ ١
٢
= yn + xn

h
٢ yn+ ١

٢
= yn + xn

h
٢

xn+١ =
y
n+ ١

٢
yn

h xn+١ = xn + h(٢−١x٢n
٢y

n+ ١
٢

)

yn+١ = yn+ ١
٢
+ xn+١

h
٢ yn+١ = yn+ ١

٢
+ xn+١

h
٢

می�آوریم. بدست را y و x مختلف مقادیر ترتیب بدین



٧٧ مقدمه .١.۴

؛ ای مرحله یک الگوریتم
DAE معادله گام برای . ۴ .۵ جدول
h y١ x١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ٠.٣١٢۵٠٠
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ٠.٧۵٠٠٠٠
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ١.٣١٢۵٠٠

ODE معادله گام برای . ۴ .۶ جدول
h y١ x١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ٠.٩٠٠٠٠٠
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ٠.٨٣٣٣٣۴
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ٠.٧٨۵٧١۵

؛ ای مرحله دو الگوریتم

DAE معادله گام برای . ۴ جدول٧.
h y ١

٢
x١ y١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ٠.٣١٢۵٠٠ ١.٢٨٩٠۶٢
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ٠.٧۵٠٠٠٠ ١.۶٨٧۵٠٠
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ١.٣١٢۵٠٠ ٢.٢۴٢١٨٧

ODE معادله گام برای . ۴ جدول٨.
h y ١

٢
x١ y١

٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠ ١.٠٠٠٠٠٠
٠.٢۵٠٠٠٠ ١.٢۵٠٠٠٠ ٠.٩٠٠٠٠٠ ١.٣۶٢۵٠٠
٠.۵٠٠٠٠٠ ١.۵٠٠٠٠٠ ٠.٨٣٣٣٣۴ ١.٧٠٨٣٣٣
٠.٧۵٠٠٠٠ ١.٧۵٠٠٠٠ ٠.٧٨۵٧١۵ ٢.٠۴۴۶۴٣



آ� پیوست

ضمائم

سوم فصل ضمیمه
Aماتریس کنید فرض

A =



b c ٠ ٠ ٠
d a ٠ ٠ ٠
٠ ٠ a ٠ ٠
٠ ٠ ٠ a ٠
٠ e ٠ ٠ a


می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Aماتریس ویژه مقادیر سپس

λ١ =
a+ b− f

٢
λ٢ =

a+ b+ f

٢
λ٣ = λ۴ = λ۵ = a

f =
√

(a− b)٢ + ۴cd

طوری�که به می�گیریم، نظر در را Q پذیر وارون ماتریس و Λ = [λ١, λ٢, λ٣, λ۴, λ۵] قطری ماتریس
که A = QΛQ−١

Q =



q١١ q١٢ ٠ ٠ ٠
q٢١ q٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ٠ ١


Q−١ =



P١١ P١٢ ٠ ٠ ٠
P٢١ P٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠
P۵١ P۵٢ ٠ ٠ ١


٧٨



٧٩

q١١ =
٢cd+ (a− b)(a− b+ f)

٢de q١٢ =
٢cd+ (a− b)(a− b− f)

٢de
q٢١ =

b− a− f

٢e q٢٢ =
b− a+ f

٢e
P١١ =

e(b− a+ f)

٢cf P١٢ =
((a− b)(f − a+ b)− ٢cd)e

٢cdf

P٢١ =
e(a− b+ f)

٢cf P٢٢ =
((a− b)(f + a− b) + ٢cd)e

٢cdf

P۵١ =
−e
c

P۵٢ =
(b− a)e

cd
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Aabstract

Deferential Algebraic Equations (DAE) has numerous applications in various sciences
which different methods and approaches are applied to get to a faster answer for their
solutions. One of the presented methods is the Fractional step method for deferential
algebraic equations with indices 1 which is studied in this research. In chapter 1, the
concepts and definitions are explained and we have a short review of the applications of
deferential algebraic equations. In chapter 2, at the beginning, the solution of deferential
algebraic equations with indices 1 is presented, their errors are surveyed, and, afterwards,
this method is generalized for deferential algebraic equations for indices 2. In chapter 3,
this method is studied for compressible and incompressible Navier-Stockes equations and
its algorithm is presented for this method. In the final chapter, first , semi-Lagrangian
method for the Shallow Water equations is investigated. Next, we conclude that the pre-
sented Subtracting Fractional method in this research leads us to a faster answer to the
Shallow Water Equations.
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