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اری... پاس
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

، هاشمی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که حجازی رضا سید دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده
این که خلیقی، وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از می�دانم لازم همچنین
پاسخ�گویی خاطر به ربیعی محمدرضا دکتر آقای از نیز و است شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

باشم. داشته را قدردانی کمال ،LATEX مورد در سوالاتم به
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم فرزند و همسر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای
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یده چ
نیومن فون عناصر پایان�نامه این در باشد. صفر غیر همانی عضو با جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض
بررسی را R تمیز عناصر و موضعی نیومن فون عناصر منظم، -π عناصر خود�توان، عناصر ،R منظم
می�شوند القا بالا عناصر توسط که ،Γ(R) صفر، علیه�های مقسوم گراف زیر�گراف�های مورد در و می�کنیم

می�کنیم. تحقیق
می�دهیم نشان Γ(R) نماد با را R حلقه گراف و Z(R) با Rرا حلقه�ی صفر علیه�های مقسوم مجموعه�ی
در .xy = ٠ اگر فقط و اگر نامیم می مجاور را y و x متمایزی رئوس است. Γ(R) = Z(R)−{٠} که
قسمتی خارج حلقه�ی T (R) که یکریختند گراف�هایی Γ(R) و Γ(T (R)) می�دهیم نشان پایان�نامه این
اگر فقط و اگر است مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) که می�دهیم نشان همچنین است. R تام

باشد. ستاره�ای گراف یک Γ(R) یا منظم نیومن فون T (R)

است. [١١] و [۶] مقالات از برگرفته پایان�نامه این در شده ارائه مطالب

تمیز، حلقه�ی منظم، -π حلقه�ی موضعی، نیومن فون حلقه�ی منظم، نیومن فون حلقه�ی کلیدی: کلمات
مکمل. گراف صفر، علیه مقسوم گراف



تار
و [۶] ١ اندرسون جمله از کرده�اند بررسی را آن عناصر و منظم نیومن فون حلقه�های زیادی افراد
نشان و هستند منظم نیومن فون عناصر دارای که کرده�اند بررسی را حلقه�هایی [٢ ،١] ٢ هنریکسون
نوشت. یکه و خودتوان عنصری حاصلضرب صورت به توان می را منظم نیومن فون عنصر هر داده�اند
مورد در [١٧] ۵ نیکلسون و R ▷◁ I حلقه مورد در [١٢] ۴ آنا و R(+)M حلقه مورد [١١]در ٣ ویندرز
در کرده�اند. بررسی را منظم نیومن فون حلقه�های گراف [١١] ۶ لوی و اندرسون و تمیز حلقه های توسیع

است. یکدار و جابه�جایی حلقه یک نمایانگر R پایان�نامه این سراسر
می�دهیم نشان فصل این در است. شده جمع�آوری منظم نیومن فون عناصر از مقدماتی نتایجی ٢ فصل در
مانند حلقه یک و باشد �موضعی یا صفر بعد با R اگر فقط و اگر است منظم نیومن فون ،R عنصر هر که
فون آن صفر علیه�های مقسوم تمام اگر فقط و اگر است (بولی) منظم نیومن فون صفر غیر بعد با R

. باشند (خود�توان) منظم نیومن
. ٢ ∈ U(R) �که اینست باشد R از زیر�حلقه�ای vnr(R) آن�که برای کافی و لازم شرط می�دهیم نشان

،vnr(R[[x]]) ،vnr(R[x])به�خصوص می�کنیم. Rبررسی از T محتلف توسیع�های برای را vnr(T سپس(
می�کنیم. مشخص را vnr(R ▷◁ I) و vnr(R(+)M)

قابل که π-�منظم عناصر برای مختلفی نتایج و می�کنیم مطالعه را π-�منظم عناصر دوم فصل پایان در
که: می�دهیم نشان خاص طور به و می�کنیم ارائه هستند منظم نیومن فون عناصر با قیاس
اگر فقط و اگر π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) و π − r(R) = vnr(R) + nil(R)

-π حلقه�ی یک R آنگاه nil(R) ⊊ Z(R) اگر همچنین .nil(R) = {٠} یا vnr(R) = U(R)∪{٠}
توسیع�های بودن π-�منظم نیز و باشند π-�منظم آن صفر علیه�های مقسوم تمام اگر فقط و اگر است �منظم

می�کنیم. بررسی را R از T مختلف
عناصر برای نتایجی و می�کنیم بررسی را تمیز عناصر و موضعی نیومن فون عناصر ٣ فصل در
π-�منظم و منظم نیومن فون عناصر با قیاس قابل که می�دهیم ارائه تمیز عناصر و موضعی نیومن فون

می�کنیم. بررسی R از T مختلف توسیع�های برای را cnl(T ) و vnl(T ) همچنین می�باشند.
و Γ(vnl(R)) ،Γ(π − r(R)) ،Γ(vnr(R)) ،Γ(Idem(R)) شده القا گراف�های ۴زیر فصل در
فون عناصر خود�توان�ها، به�وسیله که می�دهیم ارائه را R از Γ(R) صفر علیه مقسوم گراف از Γ(cln(R))

می�شوند. تولید Z(R)∗ تمیز عناصر و موضعی نیومن فون عناصر و π-�منظم منظم، نیومن
همبند ٣ از بیشتر قطر با Γ(π− r(R)) و Γ(vnr(R)) ،Γ(Idem(R)) می�دهیم نشان خاص حالت در

١Anderson
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٣Winders
۴Anna
۵Nicholson
۶Levy



چ

Γ(Idem(R)) و دارند ۴ از بیشتر کمر آنگاه باشد دور یک شامل فوق گرافهای از کدام هر اگر و هستند
می�باشند. مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(vnr(R)) و
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١



٢ مقدماتی مفاهیم و نیاز�ها پیش .١

مقدمه ١.١

است. تام خارج�قسمتی حلقه T (R) و صفر غیر همانی عنصر با جا�به�جایی حلقه�ای R پایان�نامه سراسر در

می�دهیم. نشان char(R) با را R حلقه مشخصه .A∗ = A\{٠} آنگاه باشد R از مجموعه�ای زیر A اگر
و Q ،Z .f(١) = ١ می�کنیم فرض S و R جا�به�جایی حلقه�های از f : R → S همومورفیسم یک برای
کار به n طبیعی عدد پیمانه به صحیح اعداد حلقه و گویا اعداد صحیح، اعداد نمایش برای ترتیب به Zn

می�کنیم: استفاده نیز زیر نماد�های از همچنین می�روند.

.R حلقه�ی یکه�های مجموعه�ی :U(R) •

.R حلقه�ی صفر علیه�های مقسوم مجموعه�ی :Z(R) •

.R اول ایده�آل�های تمام مجموعه�ی :Spec(R) •

مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢.١

.ab = ٠ که باشد داشته وجود b ناصفر عنصر هرگاه می�نامیم صفر علیه مقسوم را a عنصر .١.٢.١ تعریف

باشد. نداشته غیربدیهی پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه می�نامیم یافته تقلیل را R حلقه�ی .٢.٢.١ تعریف

همه�ی اشتراک برابر که می�دهیم نشان J(R) با را R حلقه�ی جیکبسون رادیکال .٣.٢.١ تعریف
است. R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های

ایده�آل�های همه�ی اشتراک برابر که می�دهیم نشان rad(R) با را R حلقه�ی اول رادیکال .۴.٢.١ تعریف
است. R حلقه اول

که: طوری به باشد R از ناتهی زیرمجموعه�ای R′ و باشد حلقه یک R اگر .۵.٢.١ تعریف

،ab ∈ R′ و a+ b ∈ R′ ،a, b ∈ R′ هر برای .١

،١R ∈ R′ .٢

است. R از زیرحلقه�ی R′ گوییم صورت این در

و m ∈ M هر برای و باشد یکدار حلقه�ی یک R و آبلی گروه یک (M,+) کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف
و rm ∈ R ،r ∈ R

.١
∀r ∈ R, ∀m١,m٢ ∈ M ; r(m١ +m٢) = rm١ + rm٢,



٣ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .٢.١

.٢
∀r١, r٢ ∈ R, ∀m ∈ M ; (r١ + r٢)m = r١m+ r٢m,

.٣
∀r١, r٢ ∈ R,∀m ∈ M ; r١(r٢m) = (r١r٢)m,

.۴
∀m ∈ M ; ١Rm = m,

است. مدول -R یک M گوییم صورت این در

این�صورت: در باشد. R-مدول یک M و حلقه یک R کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف
R(+)M = {(r,m) s.t r ∈ R, m ∈ M}

است. یکدار و جابجایی حلقه�ی یک زیر عمل دو با همراه
∀(r,m), (s, t) ∈ R(+)M

(r,m) + (s, t) = (r + s,m+ t)

(r,m)(s, t) = (rs, rt+ sm)

می�نامیم. M توسط R حلقه�ی توسیع را آن که

حلقه�ها از همریختی یک f : R → R′ تابع باشند. یکدار حلقه�ی دو R′ و R کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف
هرگاه: است

.١
∀x, y ∈ R; f(x+ y) = f(x) + f(y),

.٢
∀x, y ∈ R; f(xy) = f(x)f(y),

.٣
f(١R) = ١R′ .

عدد کوچکترین n هرگاه است n مشخصه دارای R گوییم باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف
.na = ٠ ،a ∈ R هر برای که باشد مثبتی

char(R) با را R حلقه مشخصه است. صفر مشخصه دارای R گوییم باشد نداشته وجود nای چنین اگر
می�دهیم. نشان

رابطه�ی یک ≤ گوییم باشد. I بر رابطه یک ≤ و ناتهی مجموعه�ی یک I کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف
هرگاه: است I بر جزئی ترتیب



۴ مقدماتی مفاهیم و نیاز�ها پیش .١

یعنی باشد انعکاسی .١
∀x ∈ I; x ≤ x,

یعنی باشد پادمتقارن .٢
x ≤ y & y ≤ x ⇒ x = y,

یعنی باشد متعدی .٣
x ≤ y & y ≤ z ⇒ x ≤ z.

نداشته دیگری صفر علیه مقسوم صفر جز به هرگاه می�نامیم صحیح حوزه�ی را R حلقه�ی .١١.٢.١ تعریف
باشد.

با و می�نامیم R در اول ایده�آل�های دنباله�ی طول sup را R جابه�جایی حلقه�ی بعد .١٢.٢.١ تعریف
.dim(R) = ٠ آنگاه باشند ماکسیمال R حلقه اول های ایده�آل همه�ی اگر می�دهیم. نشان dim(R)

r ∈ R برای اگر می�نامیم راست منظم را x ∈ R عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف
منظم را x ∈ R عنصر می�کنیم. تعریف مشابه به�طور را چپ منظم عنصر .r = ٠ آنگاه ،xr = ٠ که

باشد. چپ منظم و راست منظم ،x هرگاه می�نامیم

R و m بین ایده�آلی هیچ هرگاه می�نامیم ماکسیمال را R حلقه�ی از m سره�ی ایده�آل .١۴.٢.١ تعریف
. m١ = R یا m = m١ آنگاه ،m ⊆ m١ ⊆ R و m١ ⊴R اگر یعنی باشد نداشته قرار

R
m
اگر تنها و اگر است ماکسیمال m آن�گاه باشد R حلقه�ی از سره ایده�آل یک m اگر .١۵.٢.١ قضیه

باشد. میدان

که باشد داشته وجود n ∈ N هرگاه می�نامیم پوچ�توان را x عنصر .x ∈ R کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف
.xn = ٠

است. صفر علیه مقسوم یک پوچ�توان عنصر هر .١٧.٢.١ گزاره

.xn = ٠ که دارد وجود ای n لذا باشد، پوچ�توان x ∈ R کنیم فرض برهان.
است. حاصل نتیجه و x = ٠ لذا .n = ١ کنیم فرض

بنابراین .xn = ٠ که است مثبتی صحیح عدد کوچکترین n کرد فرض می�توان .n > ١ کنیم فرض حال
است. صفر علیه مقسوم x لذا . x · xn−١ = xn = ٠

باشد، داشته m مانند ماکسیمال ایده�آل یک فقط که را R یکدار و جا�به�جایی حلقه�ی .١٨.٢.١ تعریف
می�نامیم. موضعی حلقه�ی

صورت: به را M پوچ�ساز باشد. چپ مدول -R یک M کنیم فرض .١٩.٢.١ تعریف
ann(M) = {r ∈ R|rM = ٠}

می�کنیم. تعریف
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می�نامیم بسته ضربی را R از S ناتهی مجموعه زیر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٢٠.٢.١ تعریف
هرگاه:

،١ ∈ S .١

.ab ∈ S ،a, b ∈ S هر برای .٢

را ∼ رابطه�ی باشد. آن از بسته ضربی مجموعه زیر یک S و حلقه یک R کنیم فرض .٢١.٢.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به R× S روی

(a, s) ∼ (b, t) ⇔ ∃u ∈ S; u(at− bs) = ٠,

است. ارزی هم رابطه�ی یک بالا رابطه�ی وضوح به
: که می�دهیم نمایش a

s
با را (a, s) شامل ارزی هم کلاس

a

s
= [(a, s)] = {(b, t)|(b, t) ∼ (a, s)}.

بنابراین: می�دهیم نشان RS یا S−١R با را R× S ارزی هم کلاس�های همه�ی مجموعه�ی
S−١R = {a

s
|a ∈ R, s ∈ S}

T (R) = RS باشد. آن از بسته ضربی زیر�مجموعه S و جابه�جایی Rحلقه�ای فرضکنیم تعریف٢٢.٢.١.
می�باشد. S = R− Z(R) که می�نامیم R تام قسمتی خارج حلقه�ی را

R منظم نیومن فون عنصر یک را a ∈ R باشد. جابه�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .٢٣.٢.١ تعریف
. a٢x = a که باشد داشته وجود x ∈ R هرگاه می�نامیم

نیومن فون را R حلقه باشد. صفر غیر همانی با جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف
.a٢x = a که طوری به باشد داشته وجود x ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم منظم

هرگاه می�نامیم πـ�منظم را a ∈ R عنصر باشد. جابه�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف
.a٢nx = an که طوری به باشند موجود n ≥ ١ صحیح عدد و x ∈ R

n ≥ ١ صحیح عدد و x ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم π-�منظم ، را R حلقه .٢۶.٢.١ تعریف
.a٢nx = an که طوری به باشند موجود

.a٢ = a ،a ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم بولی را R حلقه .٢٧.٢.١ تعریف

است. πـ�منظم منظم، نیومن فون حلقه هر و منظم نیومن فون بولی، حلقه هر .٢٨.٢.١ تذکر

نماد: با را R خودتوان عناصر باشد.مجموعه جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٢٩.٢.١ تعریف

Idem(R) = {a ∈ R | a٢ = a}

نماد: با را R منظم نیومن فون عناصر مجموعه و
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vnr(R) = {a ∈ R | باشد منظم نیومن فون a}

نماد: با R πـ�منظم عناصر مجموعه و

π − r(R) = {a ∈ R | است π-�منظم ،a}

بنابراین، می�دهیم. نشان

Idem(R) ⊆ vnr(R) ⊆ π − r(R)

π-�منظم) منظم، نیومن فون ) بولی حلقه R باشد. جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣٠.٢.١ تذکر
.(π − r(R) = R ، vnr(R) = R) Idem(R) = R هرگاه است

موضعی نیومن فون را a عنصر . a ∈ R و باشد جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣١.٢.١ تعریف
.١− a ∈ vnr(R) یا a ∈ vnr(R)هرگاه می�نامیم

می�نامیم موضعی نیومن فون حلقه یک را R باشد. جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣٢.٢.١ تعریف
.١− a ∈ vnr(R) یا a ∈ vnr(R) ، a ∈ R هر برای هرگاه

a هرگاه می�نامیم تمیز را a عنصر .a ∈ R و باشد جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣٣.٢.١ تعریف
باشد. R از خود�توان عنصر یک و یکه عنصر یک مجموع صورت به

عنصر هر هرگاه می�نامیم تمیز حلقه یک را R باشد. جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣۴.٢.١ تعریف
شود. نوشته R از خود�توان عنصر یک و یکه عنصر یک مجموع صورت به R حلقه

نماد: با را Rتمیز عناصر مجموعه

cln(R) = {a ∈ R | باشد تمیز a}

نماد: با را R موضعی نیومن فون عناصر مجموعه و

vnl(R) = {a ∈ R | باشد موضعی نیومن فون a}

می�دهیم. نشان

هرگاه است (تمیز) موضعی نیومن فون R حلقه باشد. جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣۵.٢.١ تذکر
.(cln(R) = R) vnl(R) = R

می�کنیم. مطرح را است شده استفاده پایان�نامه این در که قضیه چند اثبات ادامه در

x ∈ J(R) صورت این در باشد، x ∈ R و یکدار و جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .٣۶.٢.١ قضیه
باشد. یکه ١− rx عنصر ،r ∈ R هر برای اگر فقط و اگر
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است. یکه ١− rx ،r ∈ R هر برای می�دهیم نشان .x ∈ J(R) کنیم فرض برهان.
که دارد وجود m٠ ماکسیمال ایده�آل لذا نیست. یکه ١ − rx که باشد داشته وجود r ∈ R کنیم فرض

.١− rx ∈ m٠

x ∈ J(R) =
∩

m∈max(R)

m ⇒ x ∈ m٠, ١− rx ∈ m٠.

است. تناقض که m٠ = R و ١ ∈ m٠ لذا
.x ∈ J(R) می�دهیم نشان باشد یکه ١− rx عنصر ،r ∈ R هر برای کنیم فرض حال

.x /∈ m که دارد وجود m ماکسیمال ایده�آل لذا .x /∈ J(R) کنیم فرض

.١ ∈ m + ⟨x⟩ لذا و m + ⟨x⟩ = R ،m بودن ماکسیمال به توجه با .m ⊊ m + ⟨x⟩ بنابراین
.١ = m+ rx که طوری به دارد وجود r ∈ R و m ∈ m پس

.x ∈ J(R) پس است. تناقض که .m = R لذا است یکه ١− rx آن�که به توجه با

عنصری پوچ�توان، عنصر یک و یکه عنصر یک مجموع ،R جا�به�جایی حلقه�ی هر در .٣٧.٢.١ قضیه
است. یکه

وارون با یکه عنصری ١− x صورت این در باشد. R حلقه�ی از پوچ�توانی عنصر x کنیم فرض برهان.
یکه v = ١ − (−u−١x) آن�گاه باشد پوچ�توان عنصری x و یکه عنصری u اگر پس است.

∑∞
i=٠ x

i

: بنابراین است. پوچ�توان −u−١x زیرا است

uv = u+ x

است. یکه عنصری

صورت: این در باشد. جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣٨.٢.١ قضیه
پوچ�توان عناصری an ،... ،a٠ اگر فقط و اگر است پوچ�توان f = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ R[x]

باشند.

f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n بنابراین باشند. پوچ�توان عناصری an ،... ،a٠ کنیم فرض ⇒ برهان.

است. پوچ�توان نیز
نشان که ،(anxn)m = ٠ لذا .fm = ٠ که دارد وجود m ∈ N پس . باشد پوچ�توان f کنیم فرض ⇐

است. پوچ�توان an می�دهد
، ... ، a٠ لذا و است ٠)�پوچ�توان ≤ k < n) akxk استقراء با است. پوچ�توان f − anx

n بنابراین
می�باشند. پوچ�توان anعناصری

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٣٩.٢.١ قضیه

است. منظم حلقه یک R .١
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می�شود. تولید خود�توان عنصر یک توسط اصلی چپ ایده�آل هر .٢

است. RR مستقیم جمعوند یک اصلی چپ ایده�آل هر .٣

می�شود. تولید خود�توان عنصر یک توسط متناهی تولید با چپ ایده�آل هر .۴

است. RR مستقیم جمعوند یک متناهی تولید با چپ ایده�آل هر .۵

. a = a٢x طوریکه به دارد وجود x ∈ R می�گیریم. نظر در را Ra اصلی چپ آل ایده ١ → ٢ برهان.
داریم: e = xa کنیم فرض

e = xa = xaxa = e٢

بنابراین: و e ∈ Ra پس

Re ⊆ Ra

. Ra = Re بنابراین . Ra ⊆ Re و a ∈ Re لذا و ، a = axa = aeهمچنین

می�شود. تولید e مانند توان خود عنصر یک توسط Ra فرض .طبق a ∈ R کنیم فرض ٢ → ١
داریم: . Ra = Re پس

e ∈ Ra =⇒ ∃x ∈ R, e = xa

a ∈ Re =⇒ ∃y ∈ R, a = ye

پس:

axa = yee = ye٢ = ye = a

دارد وجود e ∈ R خودتوان عنصر ٢ بنابرگزاره باشد. R اصلی چپ آل ایده I کنیم فرض ٢ → ٣
.R = Re

⊕
R(١− e) دهیم می نشان . I = Re که

همچنین و ،x = αe که دارد وجود α ∈ R لذا .x ∈ Re پس x ∈ Re ∩ R(١ − e) کنیم فرض
.x = β(١− e) که دازد وجود β ∈ R پس . x ∈ R(١− e)

داریم:
. x = ٠ و xe = β(١− e)e = β(e− e٢) = ٠ همچنین x = α ولذا xe = αe٢ = αe

است. R = Re
⊕

R(١− e) پس . x = xe+ x(١− e) آنگاه x ∈ R اگر

وجود R از S آل ایده ٣ گزاره طبق .I = Ra و باشد R از اصلی چپ آل ایده I کنیم فرض ٣ → ٢
.R = S

⊕
I که دارد

.x− x٢ = xy و x = x٢ + xy پس . ١ = x+ y که دارند وجود y ∈ S و x ∈ I بنابراین و ١ ∈ R
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است. x = x٢ و x− x٢ ∈ I ∩ S = پس٠ . xy ∈ IS و x− x٢ ∈ I طرفی از
.Re ⊆ I لذا .x = e کنیم می فرض

نتیجه در باشد ١ = e + y که دارد وجود y ∈ S و e ∈ I عناصر .α ∈ I کنیم فرض حال
I ⊆ Re و α = αeپس . α−αe ∈ I ∩S = ٠ و α−αe = αy ولذا α = α(e+y) = αe+αy

است. I = Re و

دارند وجود fو e خودتوان عناصر پس . I = Ra+Rb کنیم فرض . کنیم می ثابت استقرا با ٢ → ۴
شود. می تولید خودتوان عنصر یک توسط I دهیم می نشان .Rb = Rf و Ra = Re که

است: برقرار زیر رابطه x ∈ I هر برای و می�باشد f = fe+ f(١− e)و ١ = e+ (١− e) حال

xf = xfe+ xf(١− e)

.Rf ⊆ Re+Rf(١− e) پس
.I ⊆ Re+Rf(١− e) لذا و I = Re+Rf اما

: آنگاه r ∈ R اگر

rf(١− e) = rf − rfe ∈ I

Rf(١−e) چون و است برقرار I = Rf(١−e)+Re تساوی لذا و Re+Rf(١−e) ⊆ I بنابراین
پس . Re

′
= Rf(١− e) که دارد وجود e

′ خودتوان عنصر ٢ به توجه با است اصلی چپ آل ایده
باشد. می e′

e ∈ Rf(١− e)e = ٠ و e′ ∈ Re
′
= Rf(١− e)

: لذا و e′
(e

′
+ e) = e

′٢ + e
′
e = e

′ همچنین

I = Re+Rf(١− e) = Re+Re
′

: زیرا است Re+Re
′
= R(e+ e

′
) همچنین باشد. می

است. Re ⊆ R(e+ e
′
) و e = (e

′
+ e)− e

′ و e′
= e

′
(e+ e

′
) ∈ R(e+ e

′
)

تساوی نتیجه در و باشد R(e+eمی
′
) ⊆ Re+Re

′ همچنین است. Re+Re
′ ⊆ R(e+ e

′
) بنابراین

است. برقرار
. e′′٢ = e

′′ و I = Re
′′ دهیم می نشان e′′

= e+ e
′ − ee

′ بافرض حال

e
′′٢ = (e+ e

′ − ee
′
)(e+ e

′ − ee
′
) = e

′′

و

e
′′
= e+ e

′ − ee
′
= e+ (١− e)e

′
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.Re
′′ ⊆ Re+Re

′
= I پس

e
′ ∈ Re

′′ و e
′
e
′′
= e

′ همچنین . است Re ⊆ Re
′′ لذا و باشد می e ∈ Re

′′ و ee
′′
= e طرفی از

باشد. می Re
′ ⊆ Re

′′ لذا و است
.I = Re

′′ که می�گیریم نتیجه I ⊆ Re
′′ و Re+Re

′ ⊆ Re
′′ اینکه به توجه با

زیر گزاره�های صورت این در باشد. یافته تقلیل جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۴٠.٢.١ قضیه
معادلند:

است. منظم نیومن فون حلقه R .١

دارد. صفر بعد R .٢

می�شود. تولید R خودتوان عنصر یک توسط و است اصلی ایده�آل ،R متناهی ایده�آل هر .٣

کنید. مراجعه [١٨] مرجع به برهان.

.x, y ∈ R و باشد جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .۴١.٢.١ قضیه

و اگر است R از منظمی عنصر x + y آن�گاه باشد، صحیحی عدد n ≥ ١ و xy ∈ nil(R) اگر .١
باشد. R از منظمی عنصر xn + yn اگر فقط

منظمی عنصر نیز x + y آن�گاه (a, b ∈ R) باشد R از منظمی عنصر ax + by و xy = ٠ اگر .٢
است. R از

.z ∈ nil(R) که ،(x+ y)n = xn + yn + z و xy ∈ nil(R) کنیم فرض (١ برهان.
عنصر x + y لذا باشد. R در یکه�ای xn + yn اگر فقط و اگر است R در یکه�ای (x + y)n نتیجه در

باشد. R از منظمی عنصر xn + yn اگر فقط و اگر است R از منظمی
.(x+ y)d = ٠ و باشد R از منظمی عنصر ax+ by و xy = ٠ کنیم فرض (٢
است. تناقض که ،(ax+ by)d = ٠ لذا و xd = ٠ آن�گاه yd = ٠ و d ̸= ٠ اگر

(ax+by)yd پس= .y٢d = پس٠ ،xy = ٠ چون .(x+y)yd = ٠ لذا ،yd ̸= ٠ فرضمی�کنیم حال
است. R از منظمی عنصر x+ y و d = ٠ بنابراین است. تناقض که ٠

معادلند: زیر گزاره�های R جا�به�جایی حلقه�ی در .۴٢.٢.١ قضیه

است. صفر بعد دارای T (R) .١

منظمی عنصر xn+ y و xny = ٠ که دارد وجود n ≥ ١ صحیح عدد و y ∈ R ،x ∈ R هر برای .٢
است. R از

است. R از منظمی عنصر x+ y و xy ∈ nil(R) که دارد وجود y ∈ R ،x ∈ R هر برای .٣
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پس ، است منظم -π ،T (R) چون .x ∈ R و باشد صفر بعد با T (R) کنیم فرض .٢ ⇐ ١ برهان.
.xn(s− xnz) = ٠ و x٢n( z

s
) = xn که دارد وجود n ≥ ١ صحیح عدد و z

s
∈ T (R)

توجه با بنابراین است. R از منظمی عنصر zxn + y = s و xny = ٠ پس ،y = s− xnz کنیم فرض
. است R از منظمی عنصر xn + y بالا قضیه�ی به

عنصر xn + y و xny = ٠ که دارد وجود n ≥ ١ و y ∈ R ،x ∈ R هر برای کنیم ٣.فرض ⇐ ٢
عنصر (xn)n + yn = (xn٢−n)xn + yn و xny = ٠ زیرا ،xy ∈ nil(R) پس است. R از منظمی

. است R از منظمی
می�باشد. R از منظمی عنصر نیز x+ y پس است، R از منظمی عنصر xn + yn بالا قضیه�ی به توجه با
غیر اول ایده�آل هر دهیم نشان است کافی است صفر T (R) بعد دهیم نشان که آن برای .١ ⇐ ٣

است. R از منظمی عنصر شامل R از Q مینیمال
y ∈ R فرض به توجه با .x ∈ Q − P و باشند R از متمایزی اول های ایده�آل P ⊂ Q کنیم فرض

است. R از منظمی عنصر x+ y و xy ∈ nil(R) که دارد وجود
است. R از منظمی عنصر شامل Q و x+ y ∈ Q لذا و y ∈ P ⊂ Q بنابراین

معادلند: زیر گزاره�های جا�به�جایی حلقه�ی هر در .۴٣.٢.١ قضیه

است. منظم نیومن فون T (R) .١

است. R از منظمی عنصر x+ y و xy = ٠ که دارد وجود y ∈ R ،x ∈ R هر برای .٢

به توجه با و یافته�اند تقلیل R و T (R) لذا باشد منظم نیومن فون T (R) کنیم فرض .٢ ⇐ ١ برهان.
دارد. صفر بعد یافته تقلیل حلقه�ی زیرا می�شود. حاصل نتیجه بالا قضیه�ی

توجه با .(n ≥ ١) xn = ٠ و x ∈ nil(R) کنیم فرض است. یافته تقلیل R می�دهیم نشان .١ ⇐ ٢
است. R از منظمی عنصر x+ y و xy = ٠ که دارد وجود y ∈ R فرض به

.x = ٠ پس است، R از منظمی عنصر نیز y بنابراین است R از منظمی عنصر yn = xn+yn همچنین
نیومن فون بنابراین و دارد صفر بعد T (R) ، بالا قضیه�ی به توجه با و یافته�اند تقلیل T (R) و R لذا

می�باشد. منظم

صورت، این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .۴۴.٢.١ قضیه
Z(R(+)M) = {(r,m)| r ∈ Z(R) ∪ Z(M),m ∈ M}.

که طوری به دارد وجود ٠ ̸= s ∈ R آنگاه r ∈ Z(R) اگر .r ∈ Z(R) ∪ Z(M) کنیم فرض برهان.
.(r,٠) ∈ Z(R(+)M) نتیجه در و (r,٠)(s,٠) = (٠,٠) لذا .rs = ٠

و نتیجه در (r,٠)(٠, n) = (٠,٠) لذا .rn = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= n ∈ M آن�گاه r ∈ Z(M) اگر
.(r,٠) ∈ Z(R(+)M)

بنابراین، .(٠,m) ∈ nil(R) ،m ∈ M هر برای همچنین

(r,m) = (r,٠) + (٠,m) ∈ Z(R(+)M)



١٢ مقدماتی مفاهیم و نیاز�ها پیش .١

که: دارد وجود R(+)M در (s, n) ناصفر عنصر آن�گاه (r,m) ∈ Z(R(+)M) اگر حال
(٠,٠) = (r,m)(s, n) = (rs, rn+ sm).

لذا و rn = ٠ و n ̸= ٠ آن�گاه s = ٠ اگر .r ∈ Z(R) نتیجه در و rs = ٠ آن�گاه s ̸= ٠ اگر
.r ∈ Z(R) ∪ Z(M) پس .r ∈ Z(M)

صورت: این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .۴۵.٢.١ قضیه

.U(R(+)M) = U(R)(+)M (a

.Idem(R(+)M) = Idem(R)(+){٠} (b

دارد وجود (s, n) ∈ R(+)M باشد.پس R(+)M از یکه عنصری (r,m) کنیم a)فرض برهان.
.(r,m)(s, n) = که(١,٠)

.(r,m) ∈ U(R)(+)M بنابراین .r ∈ U(R) یعنی ،rs = ١ پس
(r,٠) بنابراین .(r,٠)(s,٠) = پس(١,٠) .rs = ١ که دارد وجود s ∈ R آنگاه r ∈ U(R) اگر حال

است. R(+)M از یکه عنصری
همچنین، .(٠,m) ∈ nil(R(+)M) وضوح به .m ∈ M کنیم فرض

(r,m) = (r,٠) + (٠,m)

است. حاصل نتیجه لذا است. R(+)M یکه عنصر (r,m) یعنی
است. R(+)M از توان خود عنصر (e,٠) وضوح به پس باشد. R از خودتوانی عنصر e کنیم فرض (b

: آنگاه باشد R(+)M از خودتوانی عنصر (r,m) اگر حال

(r,m)٢ = (r,m) = (r٢,٢rm)

لذا: و است m = ٢rm = ٠ و r = r٢ بنابراین

(r,m) = (r,٠) ∈ Idem(R)(+){٠}

این u(x).در =
∑∞

i=٠ uix
i ∈ R[[x]] و باشد جابه�جایی حلقه Rیک کنیم فرض .۴۶.٢.١ قضیه

صورت:

باشد. یکه R در u٠ اگر فقط و اگر است یکه R[[x]] در u(x)

کنید. رجوع [٢٠] مرجع به برهان.



٢ فصل

منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون

١٣



١۴ منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون .٢

مقدمه ١.٢

،٢ ∈ U(R) اگر می�دهیم نشان و می�دهیم ارائه را منظم نیومن فون حلقه�های از �هایی گزاره فصل این در
R از حلقه�ای زیر vnr(R) صورت این در و می�باشد R از یکه دو جمع صورت به آن عنصر هر آنگاه
-π ،R حلقه�ی آنگاه باشند، منظم -π ،R حلقه�ی صفر علیه�های مقسوم تمام اگر که می�کنیم ثابت است.

است. منظم

منظم نیومن فون عناصر ٢.٢

x ∈ U(R) ،a ∈ R هر برای آن�گاه باشد منظم نیومن فون Rیکحلقه اگر که می�دهیم نشان بخش این در
.e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) برای a = ue علاوه به .a٢x = a که طوری به� دارد وجود

جا�به�جایی حلقه�های از خانواده�ای {Rα}α∈Ω و جا�به�جایی حلقه�های S و R کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه
برقرارند: زیر گزاره�های صورت این در باشد.

.ax ∈ Idem(R) آن�گاه a٢x = a ،x ∈ R برای اگر باشد. a ∈ R کنیم فرض .١

است. بسته ضربی vnr(R) .٢

.vnr(R) ∩ nil(R) = {٠} .٣

.U(R) ∪ Idem(R) ⊆ vnr(R) ⊆ U(R) ∪ Z(R) .۴

یک R اگر ، خاص حالت در .Idem(R) = {٠,١} اگر فقط و اگر vnr(R) = U(R) ∪ {٠} .۵
.vnr(R) = U(R) ∪ {٠} آن�گاه باشد موضعی یا صحیح حوزه

.{٠,١} ⊊ Idem(R) اگر فقط و اگر است نا�صفر یکه غیر عنصر یک شامل vnr(R) .۶

هر اگر فقط و اگر است منظم نیومن فون
∏
α∈Ω

Rα به�خصوص، .vnr(
∏
α∈Ω

Rα) =
∏
α∈Ω

vnr(Rα) .٧

باشد. منظم نیومن فون Rα

به�خصوص، .f(vnr(R)) ⊆ vnr(S) آن�گاه باشد حلقه�ها از همریختی یک f : R → S اگر .٨
نیومن فون حلقه یک همریخت تصویر و باشد S از زیر�حلقه�ای R وقتی vnr(R) ⊆ vnr(S)

است. منظم نیومن فون منظم،

.

a ∈ R هر برای زیر گزاره�های صورت این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٢.٢.٢ قضیه
معادلند:

.a ∈ vnr(R) .١



١۵ منظم نیومن فون عناصر .٢.٢

.a٢u = a طوریکه به دارد وجود R در u یکه عنصر .٢

.a = ue طوریکه، به دارند Rوجود در e خودتوان عنصر و R در u یکه عنصر .٣

.ab = ٠ و a+ b ∈ U(R)،طوریکه به دارد وجود b ∈ vnr(R) \ {a} عنصر .۴

.ab = ٠ و a+ b ∈ U(R) طوریکه، به دارد وجود b ∈ R عنصر .۵

.x ∈ R برای a٢x = a پس . a ∈ vnr(R) کنیم فرض :٢ ⇐ ١ برهان.
زیرا: است ١− e ∈ Idem(R) بنابراین .e = ax ∈ Idem(R) همچنین

(١− e)٢ = ١٢ + e٢ − ٢e = ١− e

و

.a(١− e) = a(١− ax) = a− a٢x = ٠

زیرا: u ∈ U(R) پس u = ex+ ١− e می�دهیم قرار

u(a+ ١− e) = (ex+ ١− e)(a+ ١− e)

= aex+ a(١− e) + (١− e)ex+ (١− e)٢

= e٢ + ٠+ ex− e٢x+ ١− e = ١.

همچنین

a٢u = a٢(ex+ ١− e)

= a٢ex+ a١)٢− e)

= aax = a٢x = a.

است. حاصل نتیجه لذا
آن�گاه u = v−١ ∈ U(R) و e = av ∈ Idem(R) اگر .a٢v = a و v ∈ U(R) کنیم فرض :٣ ⇐ ٢

.ue = v−١(av) = a

پس .b = u(١ − e) می�دهیم قرار .e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) ،a = ue کنیم فرض :۴ ⇐ ٣
.b٢u−١ = u١)٢− e)٢u−١ = u(١− e) = b و b ̸= a

پس است. b ∈ vnr(R) بنابراین
ab = (ue)(u(١− e)) = u٢e(١− e) = ٠

و
a+ b = ue+ u(١− e) = u ∈ U(R).



١۶ منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون .٢

است. واضح :۵ ⇐ ۴
پس .a+ b = u ∈ U(R) و ab = ٠ که دارد وجود b ∈ R کنیم فرض :١ ⇐ ۵

au = a(a+ b) = a٢ + ab = a٢

لذا،
a٢u−١ = (au)u−١ = a ∈ vnr(R).

منحصر�به�فرد x لزوما .a٢x = a که دارد وجود x ∈ R پس .a ∈ vnr(R) کنیم فرض .٣.٢.٢ توجه
کنیم. جایگزین می�توانیم �y ∈ x+ ann(a٢) با را x زیرا نیست.،

y ∈ R صورت این در .x ∈ vnr(R) و باشد جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۴.٢.٢ تذکر
.x٢y = x و y٢x = y که دارد وجود منحصر�به�فرد

.x = x٢z که دارد وجود z ∈ R لذا باشد. R از منظمی عنصر x ∈ R و حلقه یک R کنیم فرض برهان.
صورت: این در .y = z٢x کنیم فرض

y٢x = y و x٢y = x

است. بفرد yمنحصر می�دهیم نشان دارد. وجود yای چنین لذا است.
که: باشد داشته وجود y١ ∈ R کنیم فرض

x = x٢y١, y١ = y٢١x

داریم: است.
y١ = y٢١x = y١x

٢yy١ = y١yxy١x = y١yx = y١yxyx = (xy١x)yy = xy٢ = y.

است. بفرد منحصر y لذا و y = y١ بنابراین

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۵.٢.٢ قضیه

ماکسیمال ایده�آل با موضعی یا منظم نیومن فون R اگر فقط و اگر R = vnr(R) ∪ nil(R) .١
موضعی، π-�منظم، حلقه ،R آنگاه ،R = vnr(R) ∪ nil(R) اگر �خصوص به باشد. nil(R)

است. تمیز و نیومن فون

.T (R) = R اگر فقط و اگر R = vnr(R) ∪ Z(R) .٢

nil(R) آنگاه vnr(R) = U(R) ∪ {٠} اگر .R = vnr(R) ∪ nil(R) کنیم فرض (١) برهان.
است. R ماکسیمال ایده�آل nil(R) مورد این در است. R از یکه غیر مجموعه�ی

،(۶) قسمت ١.٢.٢ قضیه�ی به توجه با بنابراین . باشد نا�صفر یکه غیر شامل vnr(R) کنیم فرض حال
.nil(R) = {٠} می�دهیم نشان دارد. وجود e ∈ Idem(R) \ {٠,١}

بنابراین، .e+ x ∈ vnr(R) پس .x ∈ nil(R) کنیم فرض
x− ex = (١− e)x = (١− e)(e+ x) ∈ vnr(R),



١٧ منظم نیومن فون عناصر .٢.٢

با . x − ex = ٠ ،٣ قسمت ١.٢.٢ قضیه طبق پس .x − ex = (١ − e)x ∈ nil(R) همچنین
بنابراین .x = ٠ پس .ex = ٠ مشابه عمل و ١− e با e کردن جایگزین

R = vnr(R) ∪ nil(R) = vnr(R)

است. منظم نیومن Rفون لذا و
فون R اگر باشد. nil(R) ماکسیمال ایده�آل با موضعی یا منظم نیومن فون R کنیم فرض برعکس:

.R = vnr(R) ∪ nil(R) بنابراین .vnr(R) = R آنگاه باشد منظم نیومن
آنگاه: باشد nil(R) ماکسیمال ایده�آل با موضعی R اگر

لذا و vnr(R) = U(R) ∪ {٠} = (R \ nil(R)) ∪ {٠} ،(۵) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه با
R = vnr(R) ∪ nil(R).

.R = vnr(R) ∪ nil(R) کنیم فرض خصوص” ”به قسمت برای
حلقه یک R بنابراین .((۴) قسمت ٢.۴.٢ قضیه طبق ) vnr(R)∪nil(R) ⊆ π− r(R) که است واضح

است. π-�منظم
و (١) قسمت�های ١.٣.٣ قضیه طبق .١− a ∈ U(R) ⊆ vnr(R) آنگاه a ∈ nil(R) اگر کنید، توجه

است. نیز تمیز حلقه یک π-�منظم) حلقه (یا موضعی نیومن فون حلقه یک (٢)

زیرا: .R = U(R) ∪ Z(R) اگر فقط و اگر R = vnr(R) ∪ Z(R) ١.٢.٢ به توجه با (٢)

.U(R) ⊆ vnr(R) ⊆ U(R) ∪ Z(R)

.T (R) = R اگر فقط و اگر R = vnr(R) ∪ Z(R) لذا

صورت: این در باشد. {٠} ⊊ Z(R) و جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .۶.٢.٢ قضیه
باشد. منظم نیومن فون R اگر فقط و اگر Z(R) ⊆ vnr(R)

ناصفر یکه عنصر یک شامل vnr(R) بنابراین باشد، {٠} ⊊ Z(R) ⊆ vnr(R) کنیم فرض برهان.
کنیم فرض دارد. وجود e ∈ Idem(R) \ {٠,١} ،(۶) قسمت ١.٢.٢ قضیه�ی به توجه با است.

پس باشد، x ∈ R \ Z(R)

ex ∈ Z(R) ⊆ vnr(R)

.(ex)٢s = ex که دارد وجود s ∈ R بنابراین .(١− e)ex = ٠ زیرا
،t ∈ R برای مشابه، طور به .exs = e پس نیست صفر علیه مقسوم x و پوچ�توان e چون

لذا، .(١− e)xt = ١− e

(es+ (١− e)t)x = exs+ (١− e)xt = e+ (١− e) = ١



١٨ منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون .٢

است. منظم نیومن فون R و R = vnr(R) پس .x ∈ U(R) ⊆ vnr(R) بنابراین
است. منظم نیومن فون R عنصر هر لذا .R = vnr(R) آنگاه باشد منظم نیومن فون R اگر برعکس:

.Z(R) ⊆ vnr(R) پس

است بولی حلقه یک منظم نیومن فون حلقه یک و است منظم نیومن فون بولی حلقه هر .٧.٢.٢ نتیجه
U(R) = {١} اگر فقط و اگر

می�آید. بدست ٢.٢.٢ قضیه�ی از استفاده با برهان.

آنگاه: باشند، R از خودتوان عناصری a, b اگر زیرا است. بسته ضربی Idem(R) .٨.٢.٢ توجه
a, b ∈ Idem(R) =⇒ (ab)٢ = a٢b٢ = ab =⇒ ab ∈ Idem(R).

همومورفیسم هر برای و Idem(
∏
α∈Ω

Rα) =
∏
α∈Ω

IdemRα ،Idem(R) ∩ nil(R) = {٠} همچنین

، داریم جا�به�جایی حلقه�های از f : R → S

f(Idem(R)) ⊆ Idem(S)

اگر R = Idem(R)∪nil(R) صورت این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه
باشد. بولی R اگر فقط و

U(R) ⊆ Idem(R) زیرا ،U(R) = {١} بنابراین .R = Idem(R) ∪ nil(R) کنیم فرض برهان.
.U(R) + nil(R) = U(R) زیرا است، nil(R) = {٠} است.

است. بولی حلقه R و R = Idem(R) بنابراین
.nil(R) ⊆ Idem(R) لذا و ،R = Idem(R) آنگاه باشد بولی R اگر برعکس:

. R = Idem(R) ∪ nil(R) = Idem(R) پس

صورت، این در باشد، {٠} ⊊ Z(R) و جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .١٠.٢.٢ قضیه
باشد. بولی R اگر فقط و اگر Z(R) ⊆ Idem(R)

s ∈ Z(R)∗ ⊆ Idem(R) چون .s ∈ Z(R)∗ و {٠} ⊊ Z(R) ⊆ Idem(R) کنیم فرض برهان.
داریم:

s,١− s ∈ Idem(R)

.١− s ∈ Z(R)∗ بنابراین و
x �و خود�توان s چون .sx, (١− s)x ∈ Z(R)∗ ⊆ Idem(R) لذا باشد. x ∈ R \ Z(R) کنیم فرض

است. صفر غیر علیه مقسوم
بنابراین .(١− s)x = ١− s مشابه طور به .sx = s و (sx)٢ = sx پس
x = sx+ (١− s)x = s+ (١− s) = ١

است. بولی R پس .R = Idem(R) و x ∈ Idem(R) پس
.Z(R) ⊆ Idem(R) و R = Idem(R) آنگاه باشد بولی R اگر برعکس:



١٩ منظم نیومن فون عناصر .٢.٢

صورت: این باشد.در جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١١.٢.٢ قضیه

،char(R) = ٢ ،nil(R) = {٠} ،U(R) = {١} آن�گاه R = Idem(R) ∪ Z(R) اگر .١
.T (R) = R و J(R) = {٠}

باشد. بولی حلقه R اگر فقط و اگر R = Idem(R) ∪ Z(R) و dim(R) = ٠ .٢

بنابراین U(R) ⊆ Idem(R) صورت این در R = Idem(R) ∪ Z(R) کنیم فرض .(١) برهان.
.char(R) = ٢ بنابراین .−١ = ١ داریم U(R) = {١} چون .U(R) = {١}

مشابه، طور به .nil(R) = {٠} پس ،U(R) = {١} و U(R) + nil(R) = U(R) چون

U(R) + J(R) = U(R)

.J(R) = {٠} لذا و
.R = U(R) ∪ Z(R) چون T (R) = R آخر در

،(١) به توجه با صورت این در باشد، R = Idem(R) ∪ Z(R) و dim(R) = ٠ کنیم فرض .(٢)
با R لذا است. U(R) = {١} و منظم نیومن فون R بنابراین است. یافته تقلیل R و nil(R) = {٠}

است. بولی حلقه ٢.٢.٢ قضیه به توجه
پس .Z(R) ⊆ Idem(R) ،R = Idem(R) آنگاه باشد بولی حلقه یک R اگر برعکس:

.R = Idem(R) ∪ Z(R)

باشد. بولی حلقه یک R اگر فقط و اگر R = Idem(R) ∪ Z(R) .١٢.٢.٢ نتیجه

R آن�گاه باشد، R از �حلقه�ای زیر vnr(R) اگر باشد. جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .١٣.٢.٢ قضیه
است. یافته تقلیل

پس .xn = ٠ که دارد وجود n مانند مثبتی صحیح عدد لذا باشد. x ∈ nil(R) کنیم فرض برهان.
: زیرا .١+ x ∈ U(R) ⊆ vnr(R)

١ = ١+ xn = (١+ x)(١+ x+ x٢ + · · ·+ xn−١)

و

x = −١+ (١+ x) ∈ vnr(R)

قضیه به توجه (با x = ٠ لذا و x ∈ nil(R)∩ vnr(R) = {٠} بنابراین است. بسته جمع تحت vnr(R) چون
است. یافته تقلیل R پس .((٣) قسمت ،١.٢.٢

a ∈ vnr(R) هر صورت این در .٢ ∈ U(R) و باشد جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .١۴.٢.٢ قضیه
است. R از یکه عضو دو جمع صورت به
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به توجه (با e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) ،a = ue پس باشد. a ∈ vnr(R) کنیم فرض برهان.
که، داریم توجه .(٢.٢.٢ قضیه

(٢e− ٢(١ = ۴e٢ − ۴e+ ١ = ١

و e = ١−٢v + ١−٢ نتیجه در است. v٢ = ١ و v = ٢e− ١ ∈ U(R) بنابراین

a = ue = u(١−٢v + ١−٢) = ١−٢uv + ١−٢u

است. R از یکه دو جمع صورت به a پس

زیر گزاره�های صورت این در .٢ ∈ U(R) و باشد جا�به�جایی ای حلقه R کنیم فرض .١۵.٢.٢ قضیه
معادلند:

است. R از حلقه�ای زیر vnr(R) .١

است. منظم نیومن فون عنصر یک R از یکه ۴ هر مجموع .٢

u(١+k)+v(١+m) ∈ vnr(R)پس .k٢ = m٢ = ١ و u, v, k,m ∈ U(R) که کنیم فرض .٣
.

.((۴) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه (با U(R) ⊆ vnr(R) زیرا است، واضح ٢ ⇐ ١ برهان.
لذا .k٢ = m٢ = ١ و u, v, k,m ∈ U(R)کنیم فرض ٣ ⇐ ٢

u(١+ k) + v(١+m) = u+ uk + v + vm

بنابراین است، R از یکه ۴ جمع

u(١+ k) + v(١+m) ∈ vnr(R).

پس است. x + y ∈ vnr(R) آن�گاه باشد، x, y ∈ vnr(R) اگر دهیم نشان است کافی ١ ⇐ ٣
. است e, f ∈ Idem(R) و u, v ∈ U(R) ،y = vf و x = ue

٢e = k+١ بنابراین ،k٢ = m٢ = ١ که دارند وجود k,m ∈ U(R) ،١۴.٢.٢ قضیه اثبات به توجه با
پس ،٢f = m+ ١ و

٢(x+ y) = ٢ue+ ٢vf = u(١+ k) + v(١+m) ∈ vnr(R),

. x+ y ∈ vnr(R) داریم ،٢ ∈ U(R) چون

.S(R) = {x ∈ R | x٢ = ١} ⊆ U(R) و باشد جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١۶.٢.٢ تذکر
φ(e) = ٢e−١ ضابطه با φ : Idem(R) → S(R)نگاشت یک که می�دهد نشان ١۴.٢.٢ قضیه اثبات

زیرا: دارد، وجود

(٢e− ٢(١ = ۴e٢ − ۴e+ ١ = ١



٢١ R حلقه مختلف توسیع�های منظم عناصر محاسبه .٣.٢

R حلقه مختلف توسیع�های منظم عناصر محاسبه ٣.٢

و vnr(R[x]) ابتدا می�کنیم. مشخص R حلقه از T مختلف توسیع�های برای را vnr(T ) بخش این در
می�کنیم. تعیین را vnr(R[[x]])

زیرا ،vnr(R[x]) ⊊ vnr(R[[[x]]) همواره و است vnr(R) ⊊ vnr(R[x]) آن�گاه U(R) ⊊ U(R[x]) اگر
.U(R[x]) ⊊ U(R[[x]])

صورت: این باشد،در جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .١.٣.٢ لم

.U(R[x]) = {
∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ ∈ U(R), an ∈ nil(R);n ≥ ١} .١

.U(R[[x]]) = {
∑

anx
n ∈ R[[x]] | a٠ ∈ U(R)} .٢

.Idem(R[[x]]) = Idem(R[x]) = Idem(R) .٣

است. واضح (٢) و (١) برهان.
دهیم نشان است کافی بنابراین ،Idem(R) ⊆ Idem(R[x]) ⊆ Idem(R[[x]]) وضوح به .(٣)

دارد. قرار Idem(R) در f(x) =
∑

anx
n ∈ Idem(R[[x]])

.a٠ ∈ Idem(R) پس ،a٢٠ = a٠ داریم: f(x)٢ = f(x) در ضرایب مقایسه وسیله به
.٢a٠a١ = a٠a١ ،a٢٠ = a٠ و a٠ در رابطه طرف دو ضرب با است. ٢a٠a١ = a١ ،n = ١ برای و

.a١ = ٢a٠a١ = ٠ لذا و a٠a١ = ٠ بنابراین
بنابراین .(n ≥ ١) an = ٠ آنگاه a١ = · · · an−٠=١ و a٢٠ = a٠ اگر که داد نشان می�توان مشابه طور به

.f(x) ∈ Idem(R)

صورت: این در باشد، جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٢.٣.٢ قضیه

.١

vnr(R[x]) = {
∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ = ue, an ∈ e(nil(R));n ≥ ١, u ∈ U(R),

e ∈ Idem(R)}.

.٢

vnr(R[[x]]) = {
∑

anx
n ∈ R[[x]] | a٠ = ue, an ∈ eR;n ≥ ١, u ∈ U(R),

e ∈ Idem(R)}.

می�آیند. دست به ١.٣.٢ لم و ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با (٢) و (١) برهان.
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قبل: قضیه به توجه با
vnr(R[x]) = {

∑
anx

n ∈ R[x] | a٠ ∈ vnr(R), an ∈ nil(R);n ≥ ١}

نمی�افتد. اتفاق مورد این حلقه�ای هر در می�دهیم نشان بعد مثال در

.f(x) = (١,٠) + (٠,٢)x و R = Z٢ × Z۴ کنیم فرض .٣.٣.٢ مثال
که کرد بررسی می�توان آسانی به .a١ = (٠,٢) ∈ nil(R) و a٠ = (١,٠) ∈ vnr(R) وضوح به

.f(x) /∈ vnr(R[x]) بنابراین .f(x) = ue که ندارد وجود u ∈ U(R[x]) و e ∈ Idem(R)

صورت: این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۴.٣.٢ لم

.U(R(+)M) = U(R)(+)M .١

.nil(R(+)M) = nil(R)(+)M .٢

.Z(R(+)M) = {(r,m) | r ∈ Z(R) ∪ Z(M),m ∈ M} .٣

.Idem(R(+)M) = Idem(R)(+){٠} .۴

.R(+)M/{٠}(+)M ∼= R .۵

کرده�ایم. بیان ۴۴.٢.١ قضیه در ٣ اثبات و ۴۵.٢.١ قضیه در را ۴ و ١ اثبات برهان.
که: دارد وجود nای لذا .(r,m) ∈ nil(R(+)M) کنیم فرض (٢

(r,m)n = (٠,٠)

.(r,m) ∈ nil(R)(+)M پس .r ∈ nil(R) لذا و rn = ٠ پس .(rn,m′) = (٠,٠) بنابراین
که: دارد وجود nای لذا .r ∈ nil(R) کنیم فرض حال

rn = ٠

پس .(٠,m) ∈ nil(R(+)M) ،m ∈ M هر برای .(r,٠) ∈ nil(R(+)M) بنابراین

.(r,m) = (r,٠) + (٠,m) ∈ nil(R(+)M)

می�گیریم، نظر در را E(r,m) = r ضابطه�ی با E : R(+)M → R نگاشت (۵
ker(E) = {(r,m) ∈ R(+)M |E(r,m) = ٠} = {(r,m) ∈ R(+)M | r = ٠} = {٠}(+)M,

یکریختی، اول قضیه�ی به توجه با و است همومورفیسم E نگاشت
R(+)M/{٠}(+)M ∼= R.

صورت: این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۵.٣.٢ قضیه
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.vnr(R(+)M) = {(r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M} .١

.M = {٠} و باشد منظم نیومن فون R اگر فقط و اگر است منظم نیومن فون R(+)M .٢

که، دارد وجود (s, b) ∈ R(+)M بنابراین .(r, n) ∈ vnr(R(+)M) که کنیم فرض .(١) برهان.
پس .(r, n)٢(s, b) = (r, n)

(r, n) = (r٢,٢rn)(s, b) = (r٢s, r٢b+ ٢rsn).

داریم: رابطه درطرفین rs ضرب با .n = r٢b+ ٢rsn و r = r٢s لذا و
rsn = r٣sb+ r٢s٢n = r٢b+ rsn,

لذا .m = sn ∈ M, r ∈ vnr(R), (r, n) = (r, rm) بنابراین .rsn = n و r٢b = ٠ پس
vnr(R(+)M) ⊆ (r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M}

و ،r٢s = r که دارد وجود s ∈ R لذا .r ∈ vnr(R) کنیم فرض شمول رابطه عکس برای حال
همچنین ،(r, rm) ∈ R(+)M

(r, rm)٢(s,−sm) = (r٢,٢r٢m)(s,−sm) = (r٢s,−r٢sm+ ٢r٢ms)

= (r,−rm+ ٢rm) = (r, rm).

.(r, rm) ∈ vnr(R(+)M) بنابراین
می�شود. ثابت (١) قسمت به توجه با .(٢)

این در باشد. مدول -R یک M و منظم نیومن فون جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۶.٣.٢ نتیجه
صورت:

vnr(R(+)M) = {(r, rm) | r ∈ R,m ∈ M}.

باشد. مدول -R یک M و موضعی جا�به�جایی حلقه یا صحیح حوزه یک R کنیم فرض .٧.٣.٢ نتیجه
صورت: این در

vnr(R(+)M) = U(R)(+)M ∪ {(٠,٠)} = U(R(+)M) ∪ {(٠,٠)}.

صورت: این در باشد. نا�صفر مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٨.٣.٢ نتیجه
R(+)M = vnr(R(+)M) ∪ nil(R(+)M)

باشد. nil(R) ماکسیمال ایده�آل با موضعی R اگر فقط و اگر

می�شود. ثابت ۵.٢.٢ و ۵.٣.٢ قضیه�های از استفاده با برهان.

امتداد در R حلقه آمیخته تضعیف باشد. R جا�به�جایی حلقه از ایده�آل یک I کنیم فرض .٩.٣.٢ تعریف
: است زیر صورت به R×R از زیر�حلقه�ای I ایده�آل

R ▷◁ I = {(r, r + i) | r ∈ R, i ∈ I}.

یافت. می�توان [١٣] و [١٢] در را R ▷◁ I حلقه از ویژگیهایی
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صورت: این باشد،در R از نا�صفری ایده�آل I کنیم فرض .١٠.٣.٢ گزاره

است. یافته تقلیل R ▷◁ I آن�گاه باشد صحیح حوزه�ي R اگر .١

باشد. یافته تقلیل R ▷◁ I اگر فقط و اگر است یافته تقلیل R .٢

.dim(R ▷◁ I) = dim(R) .٣

باشد. نوتری R ▷◁ I اگر فقط و اگر است نوتری R .۴

R ▷◁ I صورت این در باشد. آن از ایده�آلی I و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١١.٣.٢ قضیه
باشد. (بولی) منظم نیومن فون حلقه R اگر فقط و اگر است (بولی) منظم نیومن فون حلقه

همچنین باشد. یافته تقلیل R اگر فقط و اگر است یافته تقلیل R ▷◁ I بالا، گزاره به توجه با برهان.
نیومن فون R اگر فقط و اگر است منظم نیومن فون R ▷◁ I بنابراین .dim(R ▷◁ I) = dim(R)

باشد. منظم
: زیرا است واضح گزاره دوم قسمت

Idem(R ▷◁ I) = (R ▷◁ I) ∩ (Idem(R)× Idem(R)).

باشد. بولی حلقه R اگر فقط و اگر است بولی حلقه R ▷◁ I پس

منظم -π عناصر ۴.٢

.R = π − r(R) هرگاه می�نامیم منظم -π را R جا�به�جایی حلقه .١.۴.٢ تعریف

صورت: این در باشند. جا�به�جایی حلقه�هایی S و Rn, · · · , R١, R کنیم فرض .٢.۴.٢ قضیه

است. منظم -π حلقه منظم، نیومن فون حلقه یک بخصوص .vnr(R) ⊆ π − r(R) .١

.anx ∈ Idem(R) آن�گاه ،n ≥ ١ و x ∈ R ،a٢nx = an اگر .a ∈ R کنیم فرض .٢

است. بسته ضربی π − r(R) .٣

.vnr(R) ∪ nil(R) ⊆ π − r(R) ⊆ U(R) ∪ Z(R) .۴

.Idem(R) = {٠,١} اگر فقط و اگر ،π − r(R) = U(R) ∪ nil(R) .۵
باشد. موضعی یا صحیح حوزه R اگر π − r(R) = U(R) ∪ nil(R) بخصوص

.{٠,١} ⊊ Idem(R) اگر فقط و اگر است پوچ�توان غیر یکه غیر عنصر یک شامل π − r(R) .۶

،R١ × · · · × Rn بخصوص ،π − r(R١ × · · · × Rn) = π − r(R١)× · · · × π − r(Rn) .٧
باشد. منظم -π ،Ri هر اگر فقط و اگر است منظم -π



٢۵ منظم -π عناصر .۴.٢

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه�های از همریختی f : R → S کنیم فرض .٨

.f(π − r(R)) ⊆ π − r(S)

از همریخت تصویر و است S از زیر�حلقه�ای R که هنگامی π − r(R) ⊆ π − r(S) بخصوص
است. منظم -π منظم، -π حلقه یک

a ∈ R برای زیر گزاره�های صورت این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣.۴.٢ قضیه
معادلند:

.a ∈ π − r(R) .١

.an ∈ vnr(R); n ≥ ١ برای .٢

.an = ue که، دارند وجود , n ≥ و١ u یکه و e خودتوان عناصر .٣

.a = b+ w که، دارند وجود R از b منظم نیومن فون و w توان پوچ عناصر .۴

.a = ue+ w که، دارند وجود R از w توان پوچ و u یکه و e خودتوان عناصر .۵

.a+ nil(R) ∈ vnr(R/nil(R)) .۶

.an + b ∈ U(R) و anb = ٠ که، دارند وجود n ≥ ١ و b مانند R از عضوی .٧

.a+ b ∈ U(R) و ab ∈ nil(R) که، دارد وجود b مانند R از عضوی .٨

است. واضح (٢) ⇔ (١) برهان.
می�شود. داده نشان ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با (۵) ⇔ (۴) و (٣) ⇔ (٢)
می�شود. داده نشان (٨) قسمت ١.٢.٢ قضیه از استفاده با (۶) ⇐ (۴)

داریم ،a+ nil(R) ∈ vnr(R/nil(R)) چون (٣) ⇐ (۶)
a+ nil(R) = uf + nil(R)

.f + nil(R) ∈ Idem(R/nil(R)) و u ∈ U(R) که
a = ue+wصورت این در .([٢١] ص٧٣، (نتیجه h ∈ nil(R) که e = f+h ∈ Idem(R) طرفی از

.w ∈ nil(R) و u ∈ U(R) ،e ∈ Idem(R) که
پس: .wn = ٠ که، دارد وجود nای لذا است. R توان پوچ عنصر w

an = (ue+ w)n = une+ nun−١ew + · · ·+ nuewn−١

= (un + un−١w + · · ·+ nuwn−١)e

داریم:



٢۶ منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون .٢

un + nun−١w + · · ·+ nuwn−١ ∈ U(R) + nil(R) ⊆ U(R)

و e ∈ Idem(R) که an = ve بنابراین .v = un + nun−١w + · · · + nuwn−١ می�دهیم قرار
.v ∈ U(R)

،b = u(١ − e) اگر .n ≥ ١ و e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) که an = ue کنیم فرض (٧) ⇐ (٣)
آن�گاه

anb = (ue)(u(١− e)) = ٠

و

.an + b = ue+ u(١− e) = u ∈ U(R)

پس .an + b ∈ U(R) و anb = ٠ که، دارد وجود R از b عنصر و n ≥ ١ کنیم فرض (١) ⇐ (٧)
داریم: u = an + b گرفتن نطر در با زیرا .a٢nu−١ = an

anu = an(an + b) = a٢n + anb = a٢n,

a٢nu−١ = (anu)u−١ = an

.a ∈ π − r(R) بنابراین
کنیم فرض .w ∈ nil(R) و e ∈ Idem(R) ،u ∈ U(R) که a = ue + w کنیم فرض (٨) ⇐ (۵)

صورت: این در .b = u(١− e)

ab = u(١− e)w ∈ nil(R)

و
a+ b = (ue+w)+u(١− e) = (ue+u(١− e))+w = u+w ∈ U(R)+nil(R) ⊆ U(R).

n ≥ ١ نتیجه در .a+ c ∈ U(R) و ac ∈ nil(R) که دارد وجود c ∈ R عنصر کنیم فرض (٧) ⇐ (٨)
و (ac)n = ٠ که دارد وجود

an + cn = (a+ c)n + d(ac) ∈ U(R) + nil(R) ⊆ U(R), d ∈ R.

و anb = ancn = (ac)n = ٠ صورت این در b = cn کنیم فرض
an + b = an + cn ∈ U(R).

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .۴.۴.٢ نتیجه

.π − r(R) = vnr(R) + nil(R) .١

.π − r(R)/nil(R) = vnr(R/nil(R)) .٢

باشد. یافته تقلیل R اگر فقط و اگر π − r(R) = vnr(R) .٣



٢٧ منظم -π عناصر .۴.٢

می�باشد. R از یکه دو جمع صورت به a ∈ π − r(R) آن�گاه ٢ ∈ U(R) اگر .۴

می�شود. داده نشان ٣.۴.٢ قضیه در (۴) و (١) بودن معادل به توجه با .(١) برهان.
می�شود. داده نشان ٣.۴.٢ قضیه در (۶) و (١) بودن معادل به توجه با .(٢)

داشت، خواهیم (٣) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه با چون می�شود، داده نشان (١) به توجه با .(٣)
.nil(R) = {٠} یافته تقلیل حلقه در و vnr(R) ∩ nil(R) = {٠}

و x = u + v طرفی از .x ∈ vnr(R) ،w ∈ nil(R) که a = x + w ،(١) به توجه با .(۴)
پس .(١۴.٢.٢ قضیه به توجه (با u, v ∈ U(R)

a = u+ (v + w)

می�باشد. R از یکه دو جمع صورت به a پس .u, v + w ∈ U(R) که

داریم: (١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه و (۴) قسمت ٢.۴.٢ قضیه به توجه با .۵.۴.٢ نتیجه
vnr(R) ∪ nil(R) ⊆ π − r(R) = vnr(R) + nil(R).

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۶.۴.٢ قضیه

.nil(R) = {٠} یا Idem(R) = {٠,١} اگر فقط و اگر π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) .١

.T (R) = R اگر فقط و اگر R = π − r(R) ∪ Z(R) .٢

.e ∈ Idem(R)\{٠,١} و π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) کنیم فرض برهان.
(١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه به توجه با پس .x ∈ nil(R) کنیم فرض .nil(R) = {٠} که می�دهیم نشان

داریم: فرض و
e+ x ∈ vnr(R) + nil(R) = π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R).

،(٢) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه با لذا .e+ x ∈ vnr(R) لزوما بنابراین
x− ex = (١− e)x = (١− e)(e+ x) ∈ vnr(R),

.x− ex = ٠ پس .vnr(R) ∩ nil(R) = {٠} و x− ex = (١− e)x ∈ nil(R) طرفی از
.nil(R) = {٠} بنابراین .x = ٠ لذا و ex = ٠ داریم (١− e) با e کردن جایگزین با

(١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه به توجه با .nil(R) = {٠} یا Idem(R) = {٠,١} کنیم فرض برعکس:
.U(R) + nil(R) = U(R) و π − r(R) = vnr(R) + nil(R)

.π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) می�دهد، نتیجه فوق شرط دو از هریک
به توجه با زیرا ،R = U(R) ∪ Z(R) اگر فقط و اگر R = π − r(R) ∪ Z(R) که کنیم توجه .(٢)

۴داریم: قسمت ٢.۴.٢ قضیه
U(R) ⊆ π − r(R) ⊆ U(R) ∪ Z(R)

.T (R) = R اگر فقط و اگر R = π − r(R) ∪ Z(R) بنابراین

صورت: این در .nil(R) ⊊ Z(R) و باشد جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٧.۴.٢ قضیه
باشد. منظم -π ،R اگر فقط و اگر Z(R) ⊆ π − r(R)



٢٨ منظم -π و�حلقه�های منظم نیومن �حلقه�های�فون .٢

توجه با و nil(R) ⊊ Z(R) ⊆ π − r(R) اینکه به توجه با .Z(R) ⊆ π − r(R) کنیم فرض برهان.
همچنین، دارد. وجود e ∈ Idem(R)\{٠,١} ،(۶) قسمت ٢.۴.٢ قضیه به

vnr(R/nil(R)) = {a+ nil(R) | a ∈ π − r(R)},

.∅ ̸= Z(R/nil(R))∗ ⊆ vnr(R/nil(R)) لذا و e+ nil(R) ∈ vnr(R/nil(R)) پس
-π ،R حلقه ،٣.۴.٢ قضیه به توجه با بنابراین است. منظم نیومن فون R/nil(R) ۶.٢.٢ قضیه طبق

. است منظم
.Z(R) ⊆ π − r(R) بنابراین .R = π − r(R) آنگاه باشد، منظم -π ،R اگر برعکس:

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٨.۴.٢ قضیه

.π − r(R[x]) = {
∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ ∈ π − r(R), an ∈ nil(R), n ≥ ١} .١

π − r(R[[x]] =
{∑

anx
n ∈R[[x]] | a٠ = ue+ w, u ∈ U(R), e ∈ Idem(R), .٢

w ∈ nil(R),
∑
n≥١

anx
n ∈ eR[[x]] + nil(R[[x]])

}
.

داریم: (١) قسمت ٢.٣.٢ قضیه و (١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه به توجه با .(١) برهان.

π − r(R[x]) = vnr(R[x]) + nil(R[x]) =
{∑

bnx
n +

∑
wmx

m ∈ R[x] |b٠ = ue,

bn ∈ e(nil(R)), n ≥ ١, wm ∈ nil(R),m ≥ ٠, u ∈ U(R), e ∈ Idem(R)
}

=
{∑

anx
n ∈ R[x]| a٠ = ue+ w, u ∈ U(R), e ∈ Idem(R), w ∈ nil(R);

an ∈ nil(R), n ≥ ١
}

=
{∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ ∈ π − r(R), an ∈ nil(R), n ≥ ١

}
.

می�آید. بدست (٢) قسمت ٢.٣.٢ قضیه و (١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه از .(٢)

صورت: این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٩.۴.٢ قضیه

.π − r(R(+)M) = {(r,m) | r ∈ π − r(R),m ∈ M} = π − r(R)(+)M .١

باشد. منظم -π حلقه R اگر فقط و اگر است منظم -π حلقه R(+)M .٢

(٢) قسمت ۴.٣.٢ لم و (١) قسمت ۵.٣.٢ قضیه و (١) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه به توجه با .(١) برهان.
داریم:

π − r(R(+)M) = vnr(R(+)M) + nil(R(+)M)

= {(r, rm) + (w, n) | r ∈ vnr(R), w ∈ nil(R),m, n ∈ M}

= {(r,m) | r ∈ π − r(R),m ∈ M} = π − r(R)(+)M.

می�آید. بدست (١) قسمت از .(٢)



٢٩ منظم -π عناصر .۴.٢

اگر می�نامیم، nil(R) کراندار شاخص را n باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١٠.۴.٢ تعریف
.wn = ٠ که باشد مثبت مقدار کمترین n ،w ∈ nil(R) هر برای

وجود n مثبت مقدار کمترین اگر گوییم n کراندار شاخص با را R جا�به�جایی حلقه .١١.۴.٢ تعریف
نیومن فون حلقه هر که کنیم توجه .an ∈ vnr(R) ،a ∈ π − r(R) هر برای که طوری به باشد داشته

است. ١ شاخص دارای منظم

n کراندار شاخص با R باشد. مثبت مقداری n و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١٢.۴.٢ قضیه
باشد. n کراندار شاخص با nil(R) اگر فقط و اگر است

.wn ∈ vnr(R) لذا .w ∈ nil(R) ⊆ π − r(R) و باشد n کراندار شاخص با R کنیم فرض برهان.
،(٣) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه با

wn ∈ vnr(R) ∩ nil(R) = {٠}

است. n کراندار شاخص با nil(R) بنابراین
قضیه به توجه با آن�گاه ،a ∈ π − r(R) اگر باشد. n کراندار شاخص با nil(R) کنیم فرض برعکس:

.w ∈ nil(R) و e ∈ Idem(R) ،u ∈ U(R) که a = ue+ w ،٣.۴.٢
،٢.٢.٢ قضیه به توجه با بنابراین .v ∈ U(R) که an = ve ،٣.۴.٢ قضیه از (٣) ⇐ (۶) اثبات در

است. n کراندار شاخص با R بنابراین .an ∈ vnr(R)

مدول -R یک M و n کراندار شاخص با منظم -π جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١٣.۴.٢ نتیجه
است. n+ ١ از بیشتر کراندار شاخص با منظم -π جا�به�جایی حلقه یک R(+)M صورت این در باشد.
کراندار شاخص با منظم -π حلقه یک R(+)M آن�گاه باشد، منظم نیومن فون حلقه یک R اگر بخصوص

است. ٢ از بیشتر

و اگر است منظم -π ،T ، (٢) قسمت ٩.۴.٢ قضیه به توجه با .T = R(+)M می�دهیم قرار برهان.
.nil(T ) = nil(R)(+)M که شد داده نشان (٢) قسمت ۴.٣.٢ لم در باشد، منظم -π ،R اگر فقط

فرض است. n+ ١ از بیشتر کراندار شاخص با nil(T ) دهیم نشان کافیست ١٢.۴.٢ قضیه به توجه با
.m ∈ M و w ∈ nil(R) که x = (w,m) ∈ nil(T ) کنیم

پس است، n کراندار شاخص با nil(R) چون
xn+١ = (w,m)n+١ = (wn+١, (n+ ١)wnm) = (٠,٠)

بخصوص” قسمت” است. n+١ از بیشتر کراندار شاخص با منظم) -π) جا�به�جایی حلقه یک T بنابراین
است. واضح

R ▷◁ I صورت این در باشد. آن از ایده�ال یک I و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١۴.۴.٢ قضیه
باشد. منظم -π حلقه ،R اگر فقط و اگر است منظم -π حلقه یک

،١٠ ص ،١.٣ (قضیه باشد صفر آن بعد اگر فقط و اگر است منظم -π جا�به�جایی حلقه یک برهان.
است. حاصل نتیجه dim(R ▷◁ I) = dim(R) رابطه به توجه با حال .([١٨]





٣ فصل

موضعی نیومن فون حلقه�های

٣١



٣٢ موضعی نیومن فون حلقه�های .٣

مقدمه ١.٣

عناصر برای را مختلفی نتایج و می�کنیم بررسی را تمیز عناصر و موضعی نیومن فون عناصر فصل این در
منظم -π و منظم نیومن فون عناصر برای قیاس قابل که می�دهیم ارائه تمیز عناصر و موضعی نیومن فون

می�باشند.

موضعی نیومن فون حلقه ویژگی�های برخی ٢.٣

جا�به�جایی حلقه�های از خانواده�ای {Rα}α∈Ω و باشند جا�به�جایی حلقه�های S,R فرضکنیم .١.٢.٣ قضیه
صورت: این در باشد.

بخصوص، .vnl(R) = vnr(R) ∪ (١+ vnr(R)) = {٠,١}+ vnr(R) .١
{٠,١}+ U(R) = U(R) ∪ (١+ U(R)) ⊆ vnl(R).

e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) اگر فقط و اگر a ∈ vnl(R) صورت این در .a ∈ R کنیم فرض .٢
.a = ١+ ue یا a = ue که طوری به باشد داشته وجود

.U(R) ∪ J(R) ⊆ vnl(R) ویژه به .nil(R) ⊆ J(R) ⊆ vnl(R) .٣

.Idem(R) = {٠,١} اگر فقط و اگر vnl(R) = U(R) ∪ (١+ U(R)) .۴
vnl(R) = U(R) ∪ (١+ U(R)) آنگاه باشد موضعی یا صحیح حوزه R اگر بخصوص

همچنین، .π − r(R) = vnr(R) و است یافته تقلیل R آن�گاه ،vnl(R) = vnr(R) اگر .۵
Z١+ vnr(R) = vnr(R).

آن�گاه، باشد، بسته ضربی vnl(
∏
α∈Ω

Rα) اگر .vnl(
∏
α∈Ω

Rα) ⊆
∏
α∈Ω

vnl(Rα) .۶

vnl(
∏
α∈Ω

Rα) =
∏
α∈Ω

vnl(Rα).

یکی بجز مگر α هر برای vnl(Rα) = vnr(Rα) اگر فقط و اگر vnl(
∏
α∈Ω

Rα) =
∏
α∈Ω

vnl(Rα) .٧

آنها. از

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه�های از همریختی f : R → S کنیم فرض .٨
f(vnl(R)) ⊆ vnl(S).

یک از همریختی تصویر هر و باشد S از زیر�حلقه�ای R که هنگامی vnl(R) ⊆ vnl(S) بخصوص
باشد. موضعی نیومن فون حلقه یک موضعی نیومن فون حلقه

می�باشد. R از یکه سه جمع صورت به a ∈ vnl(R) آن�گاه ،٢ ∈ U(R) اگر .٩



٣٣ موضعی نیومن فون حلقه ویژگی�های برخی .٢.٣

بنابراین، . ١− a ∈ vnr(R) یا a ∈ vnr(R) پس .a ∈ vnl(R) کنیم فرض .(١) برهان.

١− a ∈ vnr(R) ⇐⇒ a− ١ ∈ vnr(R) ⇐⇒ a ∈ ١+ vnr(R)

.vnl(R) = vnr(R) ∪ (١+ vnr(R)) پس
.U(R) ⊆ vnr(R) زیرا است واضح گزاره ”بخصوص” قسمت

می�شود. داده نشان ٢.٢.٢ قضیه و (١) از استفاده با .(٢)
لذا و ١ − a ∈ U(R) پس ،a ∈ J(R) کنیم فرض .nil(R) ⊆ J(R) که است واضح .(٣)

(١) قسمت به توجه با و a ∈ ١+ U(R) پس .a− ١ ∈ U(R)

nil(R) ⊆ J(R) ⊆ ١+ U(R) ⊆ vnl(R).

.U(R) ∪ J(R) ⊆ vnl(R) پس ،U(R) ⊆ vnl(R) همچنین
.e ∈ Idem(R) و vnl(R) = U(R) ∪ (١+ U(R)) کنیم فرض ” ⇐= ” .(۴)

و ١− e = ١ بنابراین .١− e ∈ U(R) آن�گاه ،e ∈ ١+ U(R) اگر و e = ١ آن�گاه ،e ∈ U(R) اگر
بنابراین: .e = ٠ لذا

Idem(R) = {٠,١}

،(۵) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه با .Idem(R) = {٠,١} کنیم فرض .” =⇒ ”

vnr(R) = U(R) ∪ {٠}

،(١) قسمت به توجه با پس

vnl(R) = vnr(R) ∪ (١+ vnr(R)) = U(R) ∪ (١+ U(R))

گزاره ”بخصوص” قسمت لذا باشد. موضعی یا صحیح حوزه R اگر ،Idem(R) = {٠,١} طرفی از
شد. خواهد داده نشان

با و nil(R) ⊆ vnl(R) ⊆ vnr(R) ،(٣) قسمت به توجه با .vnl(R) = vnr(R) کنیم فرض .(۵)
.vnr(R) ∩ nil(R) = {٠} ،(٣) قسمت ١.٢.٢ قضیه به توجه

،(٣) قسمت ۴.۴.٢ نتیجه به توجه با پس است. یافته تقلیل R لذا و ،nil(R) = {٠} بنابراین
.π − r(R) = vnr(R)

.١+ vnr(R) ⊆ vnr(R) ،(١) قسمت به توجه با آن�گاه ،vnl(R) = vnr(R) اگر حال
پس، −vnr(R) = vnr(R) چون .n١+ vnr(R) ⊆ vnr(R) ،n ≥ ٠ هر برای بنابراین

.vnr(R) = Z١+ vnr(R) بنابراین .Z١+ vnr(R) ⊆ vnr(R)



٣۴ موضعی نیومن فون حلقه�های .٣

داریم: (٧) قسمت ١.٢.٢ قضیه و (١) قسمت به توجه با .(۶)

vnl(
∏
α∈Ω

Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα) ∪ (١+ vnr(
∏
α∈Ω

Rα)

=
∏
α∈Ω

vnr(Rα) ∪ (١+
∏
α∈Ω

vnr(Rα))

=
∏
α∈Ω

vnr(Rα) ∪
∏
α∈Ω

(١+ vnr(Rα))

⊆
∏
α∈Ω

vnl(Rα) ∪
∏
α∈Ω

vnl(Rα) =
∏
α∈Ω

vnl(Rα).

می�دهیم: قرار .(rα) ∈
∏
α∈Ω

vnl(Rα) و باشد بسته ضربی vnl(
∏
α∈Ω

Rα) کنیم فرض حال

X = {α ∈ Ω | rα ∈ vnr(Rα)},

.rα = ١+ sα ∈ ١+ vnr(Rα) آنگاه باشد α ∈ Ω\X اگر بنابراین
بنابراین می�کنیم. تعریف aα = ١ با α ∈ Ω\X برای و aα = rα با α ∈ X برای را (aα) عنصر

.(aα) ∈
∏
α∈Ω

vnr(Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα)

در می�کنیم. تعریف bα = rα = ١ + sα با α ∈ Ω\X برای و bα = ١ با α ∈ X برای را bα عنصر
صورت: این

(bα) ∈
∏
α∈Ω

(١+ vnr(Rα)) = ١+
∏
α∈Ω

vnr(Rα) = ١+ vnr(
∏
α∈Ω

Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα).

بنابراین،
(rα) = (aα)(bα) ∈ vnl(

∏
α∈Ω

Rα)vnl(
∏
α∈Ω

Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα),

است. حاصل نتیجه و .
∏
α∈Ω

vnl(Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα) بنابراین است. بسته ضربی vnl(
∏
α∈Ω

Rα) زیرا

لذا .β, γ ∈ Ω آن در که vnr(Rγ) ⊊ vnl(Rγ) و vnr(Rβ) ⊊ vnl(Rβ) کنیم فرض .” ⇐= ” (٧)
صورت: این در دارند. وجود ،bγ ∈ vnl(Rγ)\vnr(Rγ) و aβ ∈ vnl(Rβ)\vnr(Rβ)

aγ = ١− bγ ∈ vnr(Rγ) ⊆ vnl(Rγ).

اما .(aα) ∈
∏
α∈Ω

vnl(Rα) بنابراین .aα = ١ ،α ∈ Ω\{β, γ} هر برای کنیم فرض

(aα) /∈
∏
α∈Ω

vnr(Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα)

زیرا ،(١− aα) /∈
∏
α∈Ω

vnr(Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα) علاوه به .aβ /∈ vnr(Rβ) زیرا

.١− aγ = bγ /∈ vnr(Rγ)

.vnl(
∏
α∈Ω

Rα) ⊊
∏
α∈Ω

vnl(Rα) پس .(aα) /∈ vnl(
∏
α∈Ω

Rα) بنابراین

.
∏
α∈Ω

vnl(Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα) دهیم نشان کافیست (۶) به توجه با .” =⇒ ”

آن�گاه: ،vnl(Rα) = vnr(Rα) ،α ∈ Ω هر برای اگر .(aα) ∈
∏
α∈Ω

vnl(Rα) کنیم فرض

.(aα) ∈
∏
α∈Ω

vnr(Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα)



٣۵ موضعی نیومن فون حلقه ویژگی�های برخی .٢.٣

.aβ ∈ vnl(Rβ)\vnr(Rβ) لذا .vnr(Rβ) ⊊ vnl(Rβ) که دارد وجود β ∈ Ω که کنیم فرض حال
،١ − aα ∈ vnr(Rα) ،(۵) قسمت به توجه با α ∈ Ω\{β} هر برای .١ − aβ ∈ vnr(Rβ) پس

بنابراین،
١− aα ∈

∏
α∈Ω

vnr(Rα) = vnr(
∏
α∈Ω

Rα).

.
∏
α∈Ω

vnl(Rα) ⊆ vnl(
∏
α∈Ω

Rα) و aα ∈ vnl(
∏
α∈Ω

Rα) لذا

داریم: (٨) قسمت ١.٢.٢ قضیه و (١) قسمت به توجه با و است همریختی f فرض به توجه با .(٨)

f(vnl(R)) = f(vnr(R) ∪ (١+ vnr(R))) ⊆ f(vnr(R)) ∪ f(١+ vnr(R))

⊆ vnr(S) ∪ (١+ vnr(S)) = vnl(S).

است. واضح گزاره ”بخصوص” قسمت
می�شود. داده نشان (١) قسمت و ١۴.٢.٢ قضیه از استفاده با .(٩)

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه

vnl(R[x]) = {
∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ = ue یا a٠ = ١− ue, an ∈ e(nil(R));n ≥ ١, (١

u ∈ U(R), e ∈ Idem(R)}.

vnl(R[[x]]) = {
∑

anx
n ∈ R[[x]] | a٠ = ue یا a٠ = ١− ue, an ∈ eR;n ≥ ١, (٢

u ∈ U(R), e ∈ Idem(R)}.

می�شود. داده نشان (٢) قسمت ١.٢.٣ قضیه و (١) قسمت ٢.٣.٢ قضیه به توجه با .(١) برهان.

می�شود. داده نشان (٢) قسمت ١.٢.٣ قضیه و (٢) قسمت ٢.٣.٢ قضیه به توجه با .(٢)

١.٣.٣ (قضیه ،vnl(R) = cln(R) آن�گاه ،Idem(R) = {٠,١} اگر می�دهیم، نشان ادامه در
و اگر است موضعی نیومن فون حلقه یک R آن�گاه ،Idem(R) = {٠,١} اگر بنابراین .((۴) قسمت

باشد. تمیز حلقه یک R اگر فقط

صورت: این در باشد. مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه

vnl(R(+)M) = {(r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M} ∪ {(١+ r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M} (١

. است موضعی نیومن فون حلقه یک R آنگاه باشد موضعی نیومن فون حلقه یک R(+)M اگر (٢

صورت این در .annR(m) = {٠} که طوری به باشد داشته وجود m ∈ M کنیم فرض (٣
و باشد موضعی نیومن فون حلقه R اگر فقط و اگر است موضعی نیومن فون حلقه R(+)M

.Idem(R) = {٠,١}



٣۶ موضعی نیومن فون حلقه�های .٣

فقط و اگر است موضعی نیومن فون حلقه یک R(+)M آن�گاه باشد R حلقه توسیع یک M اگر (۴
باشد. Idem(R) = {٠,١} با موضعی نیومن فون حلقه یک R اگر

و (١) قسمت ١.٢.٣ قضیه به توجه با لذا است، R(+)M همانی عضو (١,٠) چون .(١) برهان.
داریم: ۵.٣.٢ قضیه

vnl(R(+)M) = vnr(R(+)M) ∪ ((١,٠) + vnr(R(+)M)

= {(r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M} ∪ {(١+ r, rm) | r ∈ vnr(R),m ∈ M}.

می�شود. داده نشان (۵) قسمت ۴.٣.٢ لم و (٨) قسمت ١.٢.٣ قضیه به توجه با .(٢)
با صورت این در .Idem(R) = {٠,١} و باشد موضعی نیومن فون حلقه یک R کنیم فرض .(٣)

است. تمیز حلقه یک R ،(۴) قسمت ١.٣.٣ قضیه به توجه
،(۴) قسمت ۴.٣.٢ لم و (۴) قسمت ١.٣.٣ قضیه به توجه با است. تمیز حلقه یک R(+)M بنابراین
نیومن فون حلقه یک R(+)M ،(۴) قسمت ١.٣.٣ قضیه به توجه با لذا .Idem(R(+)M) = {٠,١}

است. موضعی
که باشد داشته وجود m ∈ M و باشد موضعی نیومن فون حلقه یک R(+)M کنیم فرض حال

است. موضعی نیومن فون حلقه یک R ،(٢) قسمت به توجه با .annR(m) = {٠}
،١.٢.٣ قضیه�ی به توجه با و لذا (e,m) ∈ vnl(R(+)M) چون .e ∈ Idem(R)\{٠,١} کنیم فرض

داریم: ۴.٣.٢ لم و (٢) قسمت
(e,m) = (f١,٠)(u, t); f١ ∈ Idem(R)\{٠,١}, u ∈ U(R), t ∈ M,

یا
(e,m) = (١,٠) + (f٢,٠)(v, k); f٢ ∈ Idem(R)\{٠,١}, v ∈ U(R), k ∈ M.

.f٢ /∈ {٠,١} که داریم توجه
داریم: (١− f١) در طرفین ضرب با است. m = f١t اول مورد در

(١− f١)m = (١− f١)f١t = ٠,

است. annR(m) = {٠} با متناقض که ،(١− f٢)m = ٠ دوم مورد در و
.Idem(R) = {٠,١} بنابراین

به توجه با ادعا این annR(١) = {٠} و ١ ∈ M چون باشد. R حلقه توسیع یک M کنیم فرض .(۴)
می�شود. داده نشان (٣) قسمت

تمیز عناصر ٣.٣

.vnl(R) = cln(R) که می�کنیم بررسی را شرایطی بخش این در

جا�به�جایی حلقه�های از خانواده یک {Rα}α∈Ω و جا�به�جایی حلقه�ی دو S و R کنیم فرض .١.٣.٣ قضیه
صورت: این در باشد.



٣٧ تمیز عناصر .٣.٣

منظم، نیومن فون بولی، حلقه�ی هر خصوص به ،Idem(R) ⊆ vnr(R) ⊆ vnl(R) ⊆ cln(R) .١
است. تمیز و موضعی نیومن فون

است. تمیز منظم، -π حلقه هر خصوص به ،vnr(R) ⊆ π − r(R) ⊆ cln(R) .٢

.U(R) ∪ J(R) ⊆ U(R) ∪ (١+ U(R)) ⊆ cln(R) .٣

هنگامی cln(R) = vnl(R)خصوص به ،cln(R) = vnl(R) آن�گاه ،Idem(R) = {٠,١} اگر .۴
باشد. موضعی شبه یا صحیح حوزه R که

باشد. تمیز حلقه یک Rα هر اگر فقط و اگر است تمیز حلقه یک
∏
α∈Ω

Rα .۵

صورت: این در باشد، جا�به�جایی حلقه�های از همریختی یک f : R → S کنیم فرض .۶
f(cln(R)) ⊆ cln(S).

یک همریخت تصویر هر و باشد S از زیر�حلقه�ای R که هنگامی cln(R) ⊆ cln(S) خصوص به
است. تمیز حلقه یک تمیز، حلقه

است. R از یکه سه مجموع صورت به a ∈ cln(R) هر آن�گاه ،٢ ∈ U(R) اگر .٧

.cln(R) = vnl(R) آن�گاه باشد، بسته ضربی vnl(R) اگر .٨

به توجه با پس ،a ∈ vnr(R) کنیم فرض .vnr(R) ⊆ cln(R) می�دهیم نشان ابتدا .(١) برهان.
بنابراین .e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) که a = ue ،٢.٢.٢ قضیه�ی
a = (ue+ e− ١) + (١− e)

چون .ue+ e− ١ ∈ U(R) و
(ue+ e− ١)(u−١e+ e− ١) = ١

.a ∈ cln(R) بنابراین ،١− e ∈ Idem(R) و
لذا، .a = ue کنیم فرض بالا مانند .١+ vnr(R) ⊆ cln(R) می�دهیم نشان سپس

١+ a = ١+ ue = (ue+ ١− e) + e

چون، .ue+ ١− e ∈ U(R) همچنین

(ue+ ١− e)(u−١e+ ١− e) = ١

پس، .١+ vnr(R) ⊆ cln(R) بنابراین .١+ a ∈ cln(R) لذا ،e ∈ Idem(R)

.vnl(R) = vnr(R) ∪ (١+ vnr(R)) ⊆ cln(R)



٣٨ موضعی نیومن فون حلقه�های .٣

است. واضح گزاره خصوص” ”به قسمت
و a ∈ vnr(R) که x = a + w ،٣.۴.٢ قضیه�ی به توجه با .x ∈ π − r(R) کنیم فرض .(٢)

.vnr(R) ⊆ vnl(R) ⊆ cln(R) ،(١) قسمت به توجه با .w ∈ nil(R)

بنابراین، .e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) که a = u+ e طرفی از
x = a+ w = u+ e+ w = (u+ w) + e ∈ U(R) + Idem(R) = cln(R).

است. واضح گزاره خصوص” ”به قسمت
است. برقرار نتیجه (٣) و (١) قسمت�های ١.٢.٣ قضیه�ی و (١) قسمت به توجه با .(٣)

صورت: این در ،Idem(R) = {٠,١} کنیم فرض .(۴)
cln(R) = {٠,١}+ U(R) = U(R) ∪ (١+ U(R)) ⊆ vnl(R).

Idem(R) = {٠,١} چون است، واضح گزاره خصوص” به ” قسمت .cln(R) = vnl(R) بنابراین
باشد. موضعی یا صحیح حوزه R وقتی

است. واضح .(۵)
است: همریختی f و f(U(R)) ⊆ U(S) ،f(Idem(R)) ⊆ Idem(S) چون .(۶)

f(cln(R)) = f(U(R) + Idem(R)) = f(U(R)) + f(Idem(R))

⊆ U(S) + Idem(S) = cln(S).

است. واضح گزاره خصوص” ”به قسمت
می�شود. داده نشان Idem(R) ⊆ vnr(R) و ١۴.٢.٢ قضیه�ی به توجه با .(٧)

و باشد بسته ضربی vnl(R) کنیم فرض .vnl(R) ⊆ cln(R) ،(١) قسمت به توجه با .(٨)

x = e+ u ∈ cln(R)

،u ∈ U(R) ⊆ vnl(R) ،(٣) قسمت ١.٢.٣ قضیه�ی به توجه با .u ∈ U(R) و e ∈ Idem(R) که
x = e+ u = u(u−١e+ ١)

،(١) قسمت ١.٢.٣ قضیه�ی و ٢.٢.٢ قضیه�ي به توجه وبا
u−١e+ ١ ∈ ١+ vnr(R) ⊆ vnl(R),

.cln(R) = vnl(R)پس .cln(R) ⊆ vnl(R) و x ∈ vnl(R)پس است. بسته ضربی vnl(R)

صورت: این در باشد. جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه

.cln(R[x]) = {
∑

anx
n ∈ R[x] | a٠ ∈ cln(R), an ∈ nil(R);n ≥ ١} .١

.cln(R[[x]]) = {
∑

anx
n ∈ R[[x]] | a٠ ∈ cln(R)} .٢

باشد. تمیز حلقه�ی یک R اگر فقط و اگر است تمیز حلقه R[[x]] .٣



٣٩ تمیز عناصر .٣.٣

داریم .(١) برهان.

cln(R[x]) = U(R[x]) + Idem(R[x])

=
{∑

anx
n ∈ R[x]|a٠ = u+ e;u ∈ U(R), e ∈ Idem(R), an ∈ nil(R)

}
=

{∑
anx

n ∈ R[x] | a٠ ∈ cln(R), an ∈ nil(R);n ≥ ١
}
.

قبل، قضایای به توجه با زیرا
U(R[x]) =

{∑
anx

n ∈ R[x] | a٠ ∈ U(R), an ∈ nil(R)
}
,

.Idem(R[x]) = Idem(R) ،١.٣.٢ لم به توجه با و

با و U(R[[x]]) = {
∑

anx
n ∈ R[[x]] | a٠ ∈ U(R), an ∈ nil(R)} اینکه به توجه با .(٢)
است. برقرار گزاره ،Idem(R[[x]]) = Idem(R) ،١.٣.٢ لم به توجه

می�شود. داده نشان (٢) قسمت به توجه با .(٣)

صورت: این در باشد، مدول -R یک M و جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٣.٣.٣ قضیه

.cln(R(+)M) = {(r,m) | r ∈ cln(R),m ∈ M} = cln(R)(+)M .١

باشد. تمیز حلقه R اگر فقط و اگر است تمیز حلقه R(+)M .٢

،۴.٣.٢ لم به توجه با .(١) برهان.

cln(R(+)M) = U(R(+)M) + Idem(R(+)M)

= {(u,m) + (e,٠)|u ∈ U(R), e ∈ Idem(R),m ∈ M}

= {(u+ e,m)|u ∈ U(R), e ∈ Idem(R),m ∈ M}

= {(r,m)|r ∈ cln(R),m ∈ M} = cln(R)(+)M.

می�شود. داده نشان (١) قسمت به توجه با .(٢)

اگر فقط و اگر π − (R) = U(R) ∪ nil(R) ،(۵) قسمت ٢.۴.٢ قضیه در توجه:
یا Idem(R) = {٠,١} اگر فقط و اگر π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) و Idem(R) = {٠,١}

.((١) قسمت ۶.۴.٢ قضیه به توجه (با nil(R) = {٠}

بگیرید: نظر در را زیر گزاره�های باشد. جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .۴.٣.٣ قضیه

.vnl(R) = U(R) ∪ nil(R) (a

.cln(R) = U(R) ∪ nil(R) (b

.vnl(R) = vnr(R) ∪ nil(R) (c



۴٠ موضعی نیومن فون حلقه�های .٣

.cln(R) = vnr(R) ∪ nil(R) (d

صورت: این در

.(a) =⇒ (c) و (c) ⇐⇒ (d) ،(a) ⇐⇒ (b) .١

.π − r(R) = vnl(R) = cln(R) آن�گاه، باشد برقرار بالا گزاره چهار از یکی اگر .٢

.Idem(R) = {٠,١} آن�گاه باشد برقرار (b) یا (a) اگر .٣

.nil(R) = {٠} یا Idem(R) = {٠,١} آن�گاه باشد برقرار (d) یا (c) اگر .۴

،(١) قسمت ١.٣.٣ قضیه به توجه با زیرا است واضح .(a) =⇒ (c) .(١) برهان.
U(R) ⊆ vnr(R) ⊆ vnl(R).

می�دهیم. نشان را (a) ⇐⇒ (b) ابتدا
با بنابراین است. بسته ضربی vnl(R) پس ،vnl(R) = U(R) ∪ nil(R) کنیم فرض .(a) =⇒ (b)

است. برقرار (b) لذا .cln(R) = vnl(R) ،(٨) قسمت ١.٣.٣ قضیه�ی به توجه
(٣) قسمت ١.٢.٣ قضیه�ی به توجه با چون .cln(R) = U(R) ∪ nil(R) کنیم فرض .(b) =⇒ (a)

،(١) قسمت ١.٣.٣ قضیه�ی و
U(R) ∪ nil(R) ⊆ vnl(R) ⊆ cln(R)

است. مشابه (c) ⇐⇒ (d) اثبات است. برقرار (a) پس .cln(R) = vnl(R) لذا
با و vnl(R) = cln(R) ،(١) قسمت به توجه با باشد. برقرار بالا گزاره چهار از یکی کنیم فرض .(٢)

،(٢) قسمت ١.٣.٣ قضیه�ی و (۴) قسمت ٢.۴.٢ قضیه�ی به توجه
U(R) ∪ nil(R) ⊆ vnr(R) ∪ nil(R) ⊆ π − r(R) ⊆ cln(R).

.π − r(R) = vnl(R) = cln(R) بنابراین
.π− r(R) = U(R)∪nil(R) ،(٢) قسمت به توجه با آن�گاه باشد، برقرار (b) یا (a) کنیم فرض .(٣)

.nil(R) = {٠} یا Idem(R) = {٠,١} ،(۵) قسمت ٢.۴.٢ قضیه�ی به توجه با بنابراین
است. (٣) قسمت مشابه اثبات (۴)
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مقدمه ١.۴

مقسوم مجموعه�ی Z(R) کنیم فرض و باشد ١ همانی عضو با جا�به�جایی حلقه��ی یک R کنیم فرض
غیر گراف که می�کنیم علامت�گذاری Γ(R) با را R صفر علیه مقسوم گراف باشد. آن صفر علیه�های

.(R صفر غیر صفر علیه مقسوم مجموعه ) است Z(R)∗ = Z(R)− {٠} رئوس با جهت�دار
.xy = ٠ اگر فقط و اگر مجاورند y و x رئوس آنگاه باشند متمایز x, y ∈ Z(R)∗ اگر

R اگر فقط و اگر می�نامیم تهی گراف را Γ(R) باشد. جابه�جایی حلقه�ای R کنیم فرض .١.١.۴ تذکر
باشد. صحیح حوزه�ی

دیگر راس هر به که باشد داشته وجود راسی اگر می�نامیم ستاره�ای گراف را G گراف .٢.١.۴ تعریف
. باشد مجاور گراف

مقسوم گراف است. شده مطرح بک١ توسط جا�به�جایی حلقه�ی یک صفر علیه مقسوم گراف مفهوم
است. شده بررسی [٢٣ ،٢٢ ،١۴ ،٩ ،٧] در جا�به�جایی حلقه�ي یک صفر علیه

ارائه را R جا�به�جایی منظم نیومن فون حلقه�ی یک Γ(R) صفر علیه مقسوم گراف فصل این در
علیه مقسوم گراف�های T (R) تام قسمتی خارج حلقه�ی و R حلقه�ی که می�دهیم نشان سپس می�دهیم.

دارند. یکریخت صفر
گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) ناصفر، توان پوچ عناصر با R حلقه�ی یک در می�دهیم نشان همچنین

باشد. ستاره�ای گراف یک Γ(R) اگر فقط و اگر است مکمل
پوچ عناصر ایده�آل nil(R) و R یکه گروه U(R) و ١ ̸= ٠ با جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض
مقسوم مجموعه�ی Z(R)∗ = Z(R) − {٠} و R صفر علیه�های مقسوم مجموعه�ی Z(R) ، R توان

باشند. R ناصفر صفر علیه�های

صفر علیه مقسوم گراف�های ٢.۴

رئوس با جهت�دار غیر گراف که می�دهیم نشان Γ(R) با را R جا�به�جایی حلقه صفر علیه مقسوم گراف
. است Z(R)∗

Γ(vnl(R)) ،Γ(π − r(R)) ،Γ(vnr(R)) ،Γ(Idem(R)) شده القا زیر�گراف�های بخش این در
،π − r(R) ∩ Z(R)∗ ،vnr(R) ∩ Z(R)∗ ،Idem(R) ∩ Z(R)∗ رئوس با Γ(R) از Γ(cln(R)) و

می�کنیم. بررسی را cln(R) ∩ Z(R)∗ و vnl(R) ∩ Z(R)∗

فقط و اگر (Γ(vnr(R)) = Γ(R)) Γ(Idem(R)) = Γ(R) می�دهیم نشان Z(R)∗ ̸= ∅ برای
باشد. منظم) نیومن (فون بولی حلقه یک R اگر

١Beck
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حلقه�ی یک R اگر فقط و اگر Γ(π − r(R)) = Γ(R) می�دهیم نشان .nil(R) ⊊ Z(R) کنیم فرض
باشد. منظم -π

،R جا�به�جایی حلقه�ی هر در
Γ(Idem(R)) ⊆ Γ(vnr(R)) ⊆ Γ(π − r(R)) ⊆ Γ(cln(R)) ⊆ Γ(R),

و
Γ(vnr(R)) ⊆ Γ(vnl(R)) ⊆ Γ(cln(R)).

پس، است، منظم -π (متناهی)، صفر بعد با حلقه یک .١.٢.۴ توجه
Γ(π − r(R)) = Γ(vnl(R)) = Γ(cln(R)) = Γ(R).

راس دو هر بین مسیر یک اگر می�نامیم همبند را G باشد. گراف یک G کنیم فرض .٢.٢.۴ تعریف
باشد. داشته وجود G متمایزی

و x بین فاصله�ی ،G از y و x متمایزی راس دو برای باشد. گراف یک G کنیم فرض .٣.٢.۴ تعریف
d(x, x) = ٠ که، کنیم توجه است. y و x بین مسیر کوتاهترین طول که می�دهیم نمایش d(x, y) با را y

نباشد. y و x بین مسیری اگر d(x, y) = ∞ و

که: می�دهیم نشان diam(G) با را G قطر باشد. گراف یک G کنیم فرض .۴.٢.۴ تعریف
diam(G) = sup{d(x, y)|باشند G از رئوسی y و x}

کوتاهترین طول و می�دهیم نشان gr(G) با را G کمر باشد. گراف یک G کنیم فرض .۵.٢.۴ تعریف
.gr(G) = ∞ صورت این غیر در باشد. دور یک شامل G اگر است، G در دور

صورت: این در .x ∈ R و باشد جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .۶.٢.۴ لم

که طوری به دارد وجود y ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗\{x} آن�گاه، x ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗ اگر .١
.xy = ٠

.xy = ٠ که طوری به دارد وجود y ∈ π−r(R)∩Z(R)∗ آن�گاه، x ∈ π−r(R)∩Z(R)∗ اگر .٢

و xz ∈ Idem(R)\{٠,١} پس .x٢z = x که دارد وجود z ∈ R کنیم فرض .(١) برهان.
.y = ١− xz ∈ Idem(R)\{٠,١}

.xy = x(١− xz) = x− x٢z = ٠ و y ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗ بنابراین
نیست. �توان پوچ x ،(٣) قسمت ١.٢.٢ قضیه�ی به توجه با زیرا ،x ̸= y

،٣.۴.٢ قضیه�ی به توجه با پس نباشد، توان پوچ x کنیم فرض لذا است. واضح x ∈ nil(R) اگر .(٢)
z ∈ vnr(R)∩Z(R)∗ ،(١) قسمت به توجه با لذا .xn ∈ vnr(R)∩Z(R)∗ که، دارد وجود n ≥ ١

.xnz = ٠ که دارد وجود
y = xn−١z ∈ π−r(R)∩Z(R)∗ ،(٣) قسمت ٢.۴.٢ قضیه�ی به توجه پسبا .xn−١z ̸= ٠ فرضکنیم

و
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.xy = x(xn−١z) = xnz = ٠

صورت: این در باشد، جا�به�جایی حلقه یک R کنیم فرض .٧.٢.۴ قضیه

.diam(Γ(vnr(R))) ≤ ٣ و است همبند Γ(vnr(R)) .١

باشد. دور یک شامل Γ(vnr(R)) اگر gr(Γ(vnr(R))) ≤ ۴ .٢

لم به توجه با .xy ̸= ٠ و باشند vnr(R) ∩ Z(R)∗ در متمایزی عناصر y و x کنیم (١)فرض برهان.
.xa = yb = ٠ که دارند وجود a, b ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗ ،۶.٢.۴

بنابراین و ab ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗ ،(٢) قسمت ١.٢.٢ قضیه�ی به توجه با آن�گاه ،ab ̸= ٠ اگر
است. Γ(vnr(R)) در y به x از ٢ طول با مسیر یک x− ab− y

بنابراین است. Γ(vnr(R)) در y به x از ٣ طول با مسیر یک x − a − b − y آن�گاه ،ab = ٠ اگر
.diam(Γ(vnr(R))) ≤ ٣ و است همبند Γ(vnr(R))

باشد. Γ(vnr(R)) در دور یک a− b− c١ − · · · − cn − a کنیم فرض .(٢)
است. vnr(R) در ۴ طول به دور یک a− b− c١ − cn − a آن�گاه ،c١cn = ٠ اگر

قضیه�ی به توجه با .b ̸= c١cn و a ̸= c١cn پس a(c١cn) = b(c١cn) = ٠ .c١cn ̸= ٠ کنیم فرض
Γ(vnr(R)) در ٣ طول به دور یک a−b−c١cn−a و c١cn ∈ vnr(R)∩Z(R)∗ ،(٣) قسمت ١.٢.٢

.gr(Γ(vnr(R))) ≤ ۴ بنابراین است.

صورت: این در باشد، جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.٢.۴ قضیه

.diam(Γ(Idem(R))) ≤ ٣ و است همبند Γ(Idem(R)) .١

.gr(Γ(Idem(R))) ≤ ۴ آنگاه باشد دور یک شامل Γ(Idem(R)) اگر .٢

است. (١) قسمت ٧.٢.۴ قضیه�ی مشابه .(١) برهان.
.b = ١− f و a = ١− e کنیم فرض ،e, f ∈ Idem(R) ∩ Z(R)∗ ،y = f و x = e برای

و است بسته ضربی Idem(R) ∩ Z(R) چون است، (٢) قسمت ٧.٢.۴ قضیه�ی مشابه اثبات .(٢)
نیست. نا�صفر توان پوچ عناصر شامل

در .{٠,١} ⊊ Idem(R) و ٢ /∈ Z(R) و باشد جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٩.٢.۴ قضیه
است. vnr(R) در رئوسی با ۴ طول به دور یک شامل Γ(R) صورت این

دارند. ۴ از بیشتر کمر Γ(cln(R)) و Γ(vnl(R)) ،Γ(π − r(R)) ،Γ(vnr(R)) خصوص به

لذا ،٢ /∈ Z(R) .e,١− e ∈ vnr(R) ∩ Z(R)∗ آن�گاه ،e ∈ Idem(R)\{٠,١} کنیم فرض برهان.
می�باشند. vnr(R) ∩ Z(R)∗ در متمایزی عناصر e− ١ = −(١− e) و ١− e ،−e ،e

e− (١− e)− (−e)− (e− ١)− e
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است. واضح گزاره خصوص” ”به قسمت است. ۴ طول به دور یک

.y /∈ nil(R) و xy = ٠ و باشند متمایز x, y ∈ Z(R)∗ کنیم فرض .١٠.٢.۴ توجه
٩.٢.۴ قضیه�ی است. Γ(R) در ۴ طول به دور یک x−y− (−x)− (−y)−x آن�گاه ،٢ /∈ Z(R) اگر

است. e ∈ Idem(R)\{٠,١} برای y = (١− e) و x = e با خاص حالت

صورت این در .y ∈ Z(R)∗ و x ∈ nil(R)∗ باشد، جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١١.٢.۴ قضیه
. d(x, y) ≤ ٢ ،Γ(R) در

که دارد وجود z ∈ Z(R)∗\{x} ،xy ̸= ٠ و y ∈ Z(R)∗ که آنجا از .x ̸= y کنیم فرض برهان.
مسیری x− xn−١z − y بنابراین .xnz = ٠ که باشد مثبتی مقدار کوچکترین n کنیم فرض .yz = ٠

است. y به x از ٢ طول به

و باشند متمایز عناصری x, y ∈ nil(R)∗ و باشد جابه�جایی حلقه یک R کنیم فرض .١٢.٢.۴ قضیه
دارد. وجود Γ(R) در y به x از ٢ طول به مسیری صورت این در . xy ̸= ٠

باشد مثبتی مقدار کمترین n ≥ ٢ کنیم فرض لذا .x ∈ nil(R)∗ و xy ̸= ٠ فرض به توجه با برهان.
.y ∈ nil(R)∗ و xn−١y ̸= ٠ پس . xny = ٠ که

.٠ ̸= xn−١ym−١ ∈ nil(R) بنابراین ،xn−١ym = ٠ که باشد مثبتی مقدار کمترین m ≥ ٢ کنیم فرض
است. Γ(R) در y به x از ٢ طول به مسیری x− xn−١ym−١ − y

یک nil(R) که باشد طوری S ⊆ R باشد. جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١٣.٢.۴ قضیه
و diam(Γ(S)) ≤ ٣ و است همبند Γ(S) صورت این در .nil(R)∗ ⊆ S و باشد R اول ایده�آل

باشد. دور یک شامل Γ(S) اگر gr(Γ(S)) ≤ ۴

که دارد وجود w ∈ nil(R)∗ لذا .a ∈ nil(R)∗ و ab ̸= ٠ و a, b ∈ S ∩ Z(R)∗ کنیم فرض برهان.
است. Γ(S) در b به a از مسیر یک a− w − b

c, d ∈ nil(R)∗ لذا a, b ∈ Z(R)∗ و R اول ایده�آل یک nil(R) .a, b /∈ nil(R) کنیم فرض حال
.ac = bd = ٠ که طوری به دارند وجود

است. Γ(S) در b به a از مسیر یک a− c− b آن�گاه c = d اگر
آن�گاه ،c ̸= d و cd = ٠ اگر است. Γ(S) در b به a از مسیر یک a − cd − b آن�گاه cd ̸= ٠ اگر

.diam(Γ(S)) ≤ ٣ بنابراین است. Γ(S) در مسیر یک a− c− d− b

کنیم فرض .ci ∈ nil(R)∗ و Γ(S) در دور یک c١ − c٢ − · · · − cn − c١ که کنیم فرض حال
در مسیر یک c٢ − w − cn که طوری به دارد وجود w ∈ nil(R)∗ صورت، این در c٢, cn ∈ nil(R)∗

است. Γ(S) در ۴ طول به دور یک c١ − c٢ − w − cn − c١ بنابراین است. Γ(S)
اول ایده�آل یک nil(R) چون .c١ /∈ nil(R)∗ مثلا نباشند، توان پوچ �ciها از تعدادی کنیم فرض حال
در مسیر یک c٢ − h − cn که طوری به دارد وجود h ∈ nil(R)∗ لذا ،c٢, cn ∈ nil(R)∗ و است R

است. Γ(S)
.gr(Γ(S)) ≤ ۴ پس است. Γ(S) در ۴ طول به دور یک c١ − c٢ − h− cn − c١ بنابراین
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صورت: این باشد،در R اول ایده�آل یک nil(R) و جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١۴.٢.۴ نتیجه

باشد دور یک شامل Γ(vnl(R)) اگر .diam(Γ(vnl(R))) ≤ ٣ و است همبند Γ(vnl(R)) .١
.gr(Γ(vnl(R))) ≤ ۴ آنگاه

باشد دور یک شامل Γ(cln(R)) اگر .diam(Γ(cln(R))) ≤ ٣ و است همبند Γ(cln(R)) .٢
.gr(Γ(cln(R))) ≤ ۴ آنگاه

و (١) قسمت ١.٣.٣ قضیه�ی ،(٣) قسمت ١.٢.٣ قضیه�ی به توجه با برهان.
nil(R) ⊆ vnl(R) ⊆ cln(R),

می�شود. داده نشان ٢ در S = cln(R) و ١ در S = vnl(R) دادن قرار با

می�باشند. یکریخت Γ(T (R)) و Γ(R) ٣.۴

نشان G ∼= G′ با و هستند یکریخت G′ و G باشند. گراف دو G′ و G کنیم فرض .١.٣.۴ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود رئوس از E : G → G′ سویی دو نگاشت یک که صورتی در می�دهیم،

باشند. مجاور G′ در E(y) و E(x) اگر وفقط اگر مجاورند G در y و x رئوس

کنیم فرض و باشند صحیح حوزه�های از خانواده دو {Bj}j∈J و {Ai}i∈I کنیم فرض .٢.٣.۴ قضیه
دو نگاشت یک اگر فقط و اگر Γ(A) ∼= Γ(B) صورت این در .B =

∏
j∈J Bj و A =

∏
i∈I Ai

.|Ai| = |BE(i)| ،i ∈ I هر برای که طوری به باشد داشته وجود E : I → J سویی

کنید. رجوع ٢.١ قضیه [١١] مرجع به برهان.

یک ∼ وضوح به .ann(x) = ann(y) اگر فقط و اگر x ∼ y ،x, y ∈ R هر برای .٣.٣.۴ تعریف
است. R روی ارزی هم رابطه�ی

این در باشد، T (R) تام قسمتی خارج حلقه�ی با جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .۴.٣.۴ قضیه
هستند. یکریخت Γ(R) و Γ(T (R)) گراف�های صورت

با را Z(T )∗ و Z(R)∗ روی ارزی هم رابطه�ی .T = T (R) و S = R − Z(R) کنیم فرض برهان.
که، کنیم توجه می�دهیم. نشان [a]T و [a]R با را مربوط ارزی هم کلاس�های و ∼T و ∼R

annT (x/s) = annR(x)S

و

.annT (x/s) ∩R = annR(x)



۴٧ می�باشند. یکریخت Γ(T (R)) و Γ(R) .٣.۴

بنابراین

x/s ∼T x/t, x ∼R y ⇔ x/s ∼T y/s,

s, t ∈ S و x, y ∈ Z(R)∗ هر برای و

([x]R)S = [x/١]T , [x/s]T ∩R = [x]R.

و Z(T )∗ = ∪α∈A[aα/١]T و Z(R)∗ = ∪α∈A[aα]R داریم، ،Z(T ) = Z(R)S که آنجا از و
.{aα}α∈A ⊂ R

آن�گاه باشد متناهی [a]R اگر .a ∈ Z(R)∗ که |[a]R| = |[a/١]|T می�دهیم نشان حال

[a]R ⊂ [a/١]T ,

.[a/١]T ⊆ [a]R دهیم نشان است کافی است، واضح ”⊆” رابطه�ی
.s ∈ S و b ∈ [a]R و x = b/s صورت این در ،x ∈ [a/١]T می�کنیم فرض

پس، است. i > ١ صحیح مقدار برای b = sib است، متناهی {snb|n ≥ ١} ⊂ [a]R چون

b/s = sib/s = si−١b ∈ [a]R

است. برقرار تساوی لذا و
روی ≈ ارزی هم رابطه�ي یک .|[a]R| ≤ |[a/١]T | وضوح به باشد. نامتناهی [a]R کنیم فرض حال

.sa = ta اگر فقط و اگر s ≈ t که طوری به می�کنیم تعریف S
که [a]R × S/ ≈→ [a/١]T نگاشت .b ∈ [a]R هر برای sb = tb اگر فقط و اگر s ≈ t پس

.|[a/١]T | ≤ |[a]R||S/ ≈ | لذا است سورژکتیو و ,b)خوش�تعریف [s]) → b/s

و |S/ ≈ | ≤ [a]R لذا است انژکتیو و خوش�تعریف s → sa که S/ ≈→ [a]R نگاشت همچنین
است. نامتناهی |[a]R| زیرا ،|[a/١]T | ≤ |[a]R|٢ = |[a]R| بنابراین

دارد. وجود α ∈ A هر برای Eα : [aα]R → [aα/١]T سویی دو نگاشت یک و |[a]R| = |[a/١]T | لذا

.x ∈ [aα]R که می�کنیم تعریف E(x) = Eα(x) ضابطه با را E : Z(R)∗ → Z(T )∗ حال
اگر فقط و اگر هستند مجاور Γ(R) در y و x که دهیم نشان است کافی لذا است. دوسویی E نگاشت
x ∈ [a]R کنیم فرض .E(x)E(y) = ٠ اگر فقط و اگر xy = ٠ یا باشند مجاور Γ(T ) در E(y) و E(x)

.w ∈ [a/١]T و z ∈ [b/١]T و y ∈ [b]R و
که، کنیم توجه .wz = ٠ اگر فقط و اگر xy = ٠ دهیم نشان است کافی

annT (x) = annT (a) = annT (w)

و

annT (y) = annT (b) = annT (z)



۴٨ منظم نیومن فون عناصر و صفر علیه مقسوم گراف�های .۴

لذا

xy = ٠ ⇒ y ∈ annT (x) = annT (w)

⇔ yw = ٠

⇔ w ∈ annT (y) = annT (z)

⇔ wz = ٠.

هستند. یکریخت گراف�هایی Γ(T (R)) و Γ(R) پس

باشند. یکریخت تام قسمتی خارج حلقه�های با و جا�به�جایی حلقه�هایی B و A کنیم فرض .۵.٣.۴ نتیجه
دارای اگر Γ(A) ∼= Γ(B) خصوص به هستند. یکریخت گراف�هایی Γ(B) و Γ(A) صورت این در

باشند. یکریخت تام قسمتی خارج حلقه�های

که، طوری به باشد یافته تقلیل جا�به�جایی نوتری حلقه�ی یک R کنیم فرض .۶.٣.۴ نتیجه
Minspec(R) = {P١, · · · , Pn}

است. میدان Ki = T (R/Pi) هر که Γ(R) ∼= Γ(K١ × · · · ×Kn) صورت این در

کنید. رجوع ٢.۵ قضیه [١١] مرجع به برهان.

نباشند. صحیح حوزه�ی که باشند یافته تقلیل جا�به�جایی نوتری حلقه�های B و A فرضکنیم .٧.٣.۴ نتیجه
صورت: این در

وجود E : Minspec(A) → Minspec(B) سویی دو نگاشت یک اگر فقط و اگر Γ(A) ∼= Γ(B)

.(P ∈ Minspec(A) هر (برای |A/P | = |B/E(P )| که طوری به باشد داشته

قرار .Minspec(B) = {Q١, · · · , Qn} و Minspec(A) = {P١, · · · , Pm} کنیم فرض برهان.
.T (B/Qj) = Lj و T (A/Pi) = Ki می�دهیم،

.Γ(B) ∼= Γ(L١ × · · · × Ln) و Γ(A) ∼= Γ(K١ × · · · ×Km) ،۶.٣.۴ نتیجه�ی به توجه با بنابراین

از P جایگشت یک و m = n ،٢.٣.۴ قضیه�ی به توجه با ،Γ(A) ∼= Γ(B) کنیم فرض .⇐
به .١ ≤ i ≤ n و |A/Pi| = |Ki| = |LP (i)| = |B/QP (i)| که طوری به دارد وجود {١, · · · , n}

می�کند. القا را E بودن سویی دو لزوم ،P وضوح
،٢.٣.۴ قضیه�ی طبق پس باشد. داشته وجود E سویی دو نگاشت یک که کنیم فرض .⇒

Γ(K١ × · · · ×Km) ∼= Γ(L١ × · · · × Lm),

.Γ(A) ∼= Γ(B) بنابراین و
صورت: این در باشند، صحیح حوزه�ی دو هر B و A اگر که کنیم توجه

Γ(A) = ∅ = Γ(B).



۴٩ مکمل گراف�های .۴.۴

مکمل گراف�های ۴.۴

مجاور b و a اگر a ≤ b ،G در b و a راس دو برای باشد، گراف یک G کنیم فرض .١.۴.۴ تعریف
باشد. مجاور نیز a به است مجاور b به که G راس هر و نباشند

.b ≤ a و a ≤ b اگر a ∼ b ،G در b و a راس دو برای باشد، گراف یک G کنیم فرض .٢.۴.۴ تعریف

.ann(a)− {a} = ann(b)− {b} اگر فقط و اگر a ∼ b ،Γ(R) در بنابراین

هیچ و باشند مجاور b و a هرگاه می�دهیم نشان a ⊥ b با و می�نامیم متعامد را b و a .٣.۴.۴ تعریف
نباشد. G در مثلث از بخشی a− b یال یعنی باشد. نداشته وجود باشد مجاور دو هر به که G از c راس

و ab = ٠ اگر فقط و اگر a ⊥ b ،Γ(R) در a, b ∈ Z(R)∗ مجزای مقدار دو برای لذا

ann(a) ∩ ann(b) ⊂ {٠, a, b}

وجود G در b راس ،G در a راس هر برای هرگاه می�گوییم مکمل گراف را G گراف .۴.۴.۴ تعریف
.a ⊥ b که باشد داشته

و باشد مکمل گراف G هر�گاه می�گوییم مکمل گراف فرد به منحصر طور رابه G گراف .۵.۴.۴ تعریف
.b ∼ c آن�گاه a ⊥ c و a ⊥ b اگر

بگیریم: نظر در ،a, b ∈ Z(R)∗ و R جا�به�جایی حلقه�ی یک برای را زیر گزاره�های .۶.۴.۴ لم

.a ∼ b .١

.aR = bR .٢

.ann(a) = ann(b) .٣

صورت: این در

معادلند. (٣) و (١) گزاره�های آنگاه باشد یافته تقلیل R اگر (a

معادلند. بالا گزاره�ی سه آن�گاه، باشد منظم نیومن فون R اگر (b

آنگاه باشد یافته تقلیل R اگر .ann(a)− {a} = ann(b)− {b} اگر فقط و اگر a ∼ b (a). برهان.
معادلند. (٣) و (١)

است کافی است یافته تقلیل منظم نیومن فون حلقه�ی چون باشد، منظم نیومن فون R کنیم فرض (b).
.(٢) ⇔ (٣) کنیم ثابت

است. واضح جا�به�جایی حلقه�ی هر برای .(٢) ⇒ (٣)
طرفی، از .a = a٢c که دارد وجود c ∈ R کنیم فرض .(٣) ⇒ (٢)



۵٠ منظم نیومن فون عناصر و صفر علیه مقسوم گراف�های .۴

١− ac ∈ ann(a) = ann(b)

زیرا:

a(١− ac) = a− a٢c = a− a = ٠

.aR ⊂ bR � مشابه طور و��به bR ⊂ aR بنابراین .b ∈ aR لذا .b = bacپس ،b(١−ac) = ٠ چون

اگر فقط و اگر aR ⊂ bR اگر فقط و اگر a ≤ b منظم نیومن فون حلقه�ی هر در .٧.۴.۴ توجه
.ann(b) ⊂ ann(a)

زیر گزاره�های صورت این در .a, b ∈ Z(R)∗ و باشد جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.۴.۴ لم
معادلند:

.b٢ ̸= ٠ و a٢ ̸= ٠ و a ⊥ b .١

است. R از منظم عنصر یک a+ b و ab = ٠ .٢

وجود c ∈ R کنیم فرض است. a ⊥ b زیرا ab = ٠ آن�گاه باشد�، برقرار (١) اگر .(١) ⇒ (٢) برهان.
زیرا y ∈ {٠, a, b} لذا ،ya = yb = ٠ آن�گاه ،y = ac = −bc اگر حال . (a + b)c = ٠ که دارد

.a ⊥ b

پس .y = ٠ لذا است. تناقض که ،b٢ = ٠ ،y = b اگر و a٢ = ay = ٠ آن�گاه y = a اگر
.a ⊥ b زیرا c ∈ {٠, a, b} و ac = bc = ٠

یک a + b لذا و c = ٠ پس .c = b اگر b٢ = ٠ مشابه طور به و a٢ = ac = ٠ آن�گاه، c = a اگر
است. R از منظم عنصر

آن�گاه، a٢ = ٠ اگر است، R از منظم عنصر یک a+ b چون می�گیریم. نظر در را a ̸= b .(٢) ⇒ (١)
مشابه طور به و a٢ ̸= ٠ بنابراین است. تناقض یک که a = ٠ و باشد a(a + b) = a٢ + ab = ٠

.b٢ ̸= ٠
عنصر a+ b زیرا c = ٠ لذا .c(a+ b) = ٠ پس .ca = cb = ٠ که دارد وجود c ∈ R کنیم فرض

.a ⊥ b لذا ab = ٠ چون و است R از منظم

و a ⊥ b اگر .a, b, c ∈ Z(R)∗ و باشد یافته تقلیل جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٩.۴.۴ لم
باشد). مکمل Γ(R) اگر فقط و اگر است مکمل فرد به منحصر Γ(R) (بنابراین b ∼ c آن�گاه a ⊥ c

مجاور c و b بنابراین bc ̸= ٠ می�دهیم نشان ابتدا .ab = ac = ٠ لذا ،a ⊥ c و a ⊥ b چون برهان.
تقلیل R که است این با متناقض و a ⊥ c و a ⊥ b زیرا ،b = a یا c = a آن�گاه ،bc = ٠ اگر نیستند.

.bc ̸= ٠ بنابراین است. یافته
صورت این در ، db = ٠ که دارد وجود d ∈ Z(R)∗ کنیم فرض حال



۵١ مکمل گراف�های .۴.۴

(dc)b = (db)c = ٠ و (dc)a = d(ac) = ٠

لذا است، یافته تقلیل R) است. b و a به مجاور dc راس که می�کند ایجاب آنگاه ،dc ̸= ٠ اگر
.a ⊥ b آن�که با دارد تناقض این و (dc ̸= aیاb

.b ∼ c لذا و b ≤ c مشابه طور به .c ≤ b بنابراین و dc = ٠ لذا

a = ue ،a ∈ Z(R)∗ هر برای صورت این در باشد. منظم نیومن فون R کنیم فرض .١٠.۴.۴ توجه
نیومن فون حلقه�ی یک بنابراین .ue ⊥ (١− e) وضوح به .e ∈ Idem(R) و u ∈ U(R) که طوری به

دارد. مکمل Γ(R) ،R منظم
گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) لذا است، یافته تقلیل R منظم نیومن فون حلقه�ی یک که آن�جا از
به باشد منظم نیومن فون T (R) اگر و Γ(R) ∼= Γ(T (R)) ،۴.٣.۴ قضیه�ی به توجه با است. مکمل

است. مکمل گراف فرد به منحصر طور

داشته وجود y ∈ R ،x ∈ R هر برای اگر فقط و اگر است منظم نیومن فون T (R) .١١.۴.۴ تعریف
باشد. R منظم عنصر یک x+ y و xy = ٠ که طوری به باشد

معادلند: R یافته�ی تقلیل جا�به�جایی حلقه�ی یک برای زیر گزاره�های .١٢.۴.۴ قضیه

است. منظم نیومن فون T (R) .١

است. مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) .٢

است. مکمل گراف ،Γ(R) .٣

دارد وجود b ∈ T (R) باشد. a ∈ Z(R)∗ و منظم نیومن فون T (R) کنیم فرض .(١) ⇒ (٢) برهان.
است. Γ(T (R)) در a ⊥ b که طوری به نا�صفر) (لزوما

گراف Γ(R) بنابراین .a ⊥ sb ،Γ(R) در و sb ∈ R که طوری به می�گیریم نظر در را s ∈ R− Z(R)

است. مکمل گراف فرد به منحصر طور به است یافته تقلیل R حلقه�ی چون و است مکمل
است. برقرار گراف هر برای .(٢) ⇒ (٣)

به توجه با .x ⊥ y که طوری به دارد وجود y ∈ Z(R)∗ پس ،x ∈ Z(R)∗ کنیم فرض .(٣) ⇒ (١)
،[۴]) است منظم نیومن فون T (R) بنابراین است، R از منظم عنصری x + y و xy = ٠ ،٨.۴.۴ لم

.(٢.٣ قضیه�ی

باشد. داشته مجاور راس یک فقط هرگاه می�نامیم پایان را R گراف راس .١٣.۴.۴ تعریف

صورت: این باشد،در صفر غیر nil(R) با جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١۴.۴.۴ لم

،nil(R) = {٠, x} و |R| > ٩ یا و |R| = ٩ |R|یا = ٨ آن�گاه باشد، مکمل گراف ،Γ(R) اگر (a
.٠ ̸= x ∈ R

توان پوچ عنصر مکمل هر آن�گاه |R| > ٩ و باشد مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) اگر (b
است. پایان یک ،R ناصفر



۵٢ منظم نیومن فون عناصر و صفر علیه مقسوم گراف�های .۴

باشد. n ≥ ٣ توان پوچ شاخص با a ∈ nil(R) و باشد مکمل گراف Γ(R) کنیم فرض .(a) برهان.
و a ⊥ y زیرا ،y = an−١ لذا .an = ٠ = an−١a باشد.پس a مکمل y ∈ Z(R)∗ کنیم فرض

است. ann(a) = {٠, an−١}
،an−٢ + an−١ صورت این در ،n > ٣ کنیم فرض حال .١ ≤ i ≤ n− ٢ ،ai ⊥ an−١ مشابه طور به
.an−٢+an−١ /∈ {٠, an−٢, an−١} و an−٢ ⊥ an−١ زیرا دارد، تناقض که می�کند صفر را an−١ و an−٢

است. n = ٣ آن�گاه، باشیم داشته n ≥ ٣ شاخص با توان پوچ عنصر یک اگر بنابراین
اگر زیرا ، ann(a٢) = {٠, a, a٢, a + a٢} و a ⊥ a٢ طرفی از .Ra٢ = {٠, a٢} مورد این در

.za = a٢ یا za = ٠ لذا .za ∈ ann(a) = {٠, a٢} ان�گاه، za٢ = ٠
.z = a+a٢ یا z = a ولذا (z−a)a = ٠ آن�گاه، za = a٢ اگر و z = a٢ یا z = ٠ آن�گاه za = ٠ اگر
Γ(R) و است ماکسیمال ایده�آل ann(a٢) = nil(R) = Z(R) و |R| = ٨ و موضعی حلقه R بنابراین

است. یال دو و a٢ مرکز با ستاره�ای گراف یک
٠و ̸= y ∈ nil(R) و باشد داشته ٢ پوچ شاخص R ناصفر توان پوچ عنصر هر کنیم فرض حال

.(ry)y = ٠ = (ry)z ،r ∈ R هر برای باشد. آن مکمل z ∈ Z(R)∗

و z = ٢y لزوما است ٢y ∈ Ry چون .٢y ̸= ٠ کنید فرض حال .Ry ⊂ {٠, y, z} بنابراین
موضعی حلقه R و |R| = ٩ لذا .Ry = {٠, y,٢y} بنابراین .y ⊥ ٢y زیرا ،ann(y) = {٠, y,٢y}

ماکسیمال ایده�آل با
Z(R) = nil(R) = ann(y),

است. یال یک با ستاره�ای گراف Γ(R) و است
می�دهیم نشان .|R| ≠ ٩ و ٢ پوچ شاخص دارای R ناصفر توان پوچ عنصر هر کنیم فرض حال

.nil(R) = {٠, y}
از توان پوچ y + z پس .z٢ = ٠ بنابراین باشد، R از دیگری ناصفر توان پوچ عنصر z کنیم فرض
z و y مکمل z′ و y′ که Rz ⊂ {٠, z, z′} و Ry ⊂ {٠, y, y′} بالا به توجه با است. ٢ شاخص

.yz = y′ = z′ آن�گاه yz ̸= ٠ اگر زیرا ،yz = ٠ می�باشند.
با توان پوچ عنصر y + z پس است. تناقض که |R| = ٩ و Ry = ann(y) = {٠, y, yz} بنابراین

است. ٢ شاخص
غیر در زیرا ،wy = y′ یا wy = y است. z یا y ،w بنابراین باشد. y + z مکمل w کنیم فرض حال

می�کند. صفر را y + z و w ،y صورت این
.wz = z مشابه طور به و wy = y بنابراین است. تناقض و |R| = ٩ بنابراین باشد y از مضربی y′ اگر

اما،

w(y + z) = wy + wz = y + z

دارد. فرد به منحصر ناصفر توان پوچ عنصر یک R بنابراین .w ⊥ (y + z) که آن� با دارد تناقض که
ناصفر توان پوچ عنصر x و |R| > ٩ و باشد مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) کنیم فرض .(b)
نیز x+ y می�دهیم نشان ابتدا باشد. x مکمل y کنیم فرض ((a) قسمت به توجه (با باشد. R در یکتا

است. x مکمل
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کنیم فرض حال .x + y ∈ Z(R)∗ لذا .x ⊥ y و x٢ = ٠ زیرا ،x(x + y) = ٠ وضوح به
زیرا w = x یا w = y لذا .wy = ٠ پس wx = ٠ = w(x + y) که، دارد وجود ای w ∈ Z(R)∗

.x ⊥ y

یکتایی به توجه با .x ⊥ (x + y) بنابراین و w = x لذا است. تناقض ،y٢ = ٠ آن�گاه w = y اگر
است. پایان y می�دهیم نشان حال .x+ y ∼ y مکمل

.x+y ∼ y زیرا z(x+y) = ٠ و y٢ ̸= ٠ زیرا z ̸= y .z ∈ Z(R)∗−{x} و zy = ٠ کنیم فرض
پایان y و ندارد وجود �zای چنین بنابراین دارد. تناقض x ⊥ y با که zy = ٠ زیرا zx = ٠ بنابراین

است.

یا (|nil(R)| = ۴) |R| = ٨ آن�گاه |nil(R)| > ٢ و باشد مکمل گراف ،Γ(R) اگر .١۵.۴.۴ نتیجه
.(|nil(R)| = ٣) |R| = ٩

منحصر طور به Γ(R) اگر باشد. ناصفر nil(R) با جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١۶.۴.۴ قضیه
گراف یک Γ(R) یا است یال دو یا یک با ستاره�ای گراف یک Γ(R) آن�گاه باشد مکمل گراف فرد به

.nil(R) = {٠, x} که است x مرکز با نامتناهی ستاره�ای

|R| ≤ ٩ اگر باشد. ناصفر nil(R) و مکمل گراف فرد به منحصر طور به Γ(R) کنیم فرض برهان.
.|R| = ٩ یا |R| = ٨ ،(a) قسمت ١۴.۴.۴ لم به توجه با آن�گاه

|R| > ٩ که می�کنیم فرض بنابراین است. یال دو یا یک با ستاره�ای گراف یک Γ(R) مورد این در
.٠ ̸= x ∈ R و nil(R) = {٠, x} ،١۴.۴.۴ لم به توجه با بنابراین باشد،

به توجه با باشد، x مکمل یک c ∈ Z(R)∗ کنیم فرض است. نامتناهی Γ(R) می�دهیم نشان ابتدا
صورت این غیر در زیرا است x مکمل نیز c٢ .ann(c) = {٠, x} ،١۴.۴.۴ لم

لذا ،(cy)٢ = c٢y٢ = ٠ بنابراین .xy = ٠ = c٢y که طوری به دارد وجود y ∈ Z(R)∗ − {c٢, x}
.cy = x یا cy = ٠

،cy٢ = xy = ٠ اما .cy = x بنابراین است. تناقض که y ∈ ann(c) = {٠, x} آن�گاه cy = ٠ اگر
است. تناقض که y ∈ nil(R) = {٠, x} و y٢ ∈ ann(c) = nil(R) لذا

ann(cn) = {٠, x} لذا . c٢n ⊥ x ،n ≥ ١ مقادیر برای بنابراین .ann(c٢) = {٠, x} و c٢ ⊥ xپس
است. پایان یک cn هر پس .n ≥ ١ صحیح مقادیر برای

لذا، .١ ≤ i < j برای ci = cj کنیم فرض هستند. متمایز �cnها می�دهیم نشان حال

.ci(cj−i − ١) = ٠

تناقض یک که c ∈ U(R) لذا x ∈ nil(R) چون . ann(ci) = ann(c) زیرا . cj−i−١ = x بنابراین
است. نامتناهی Γ(R) بنابراین است.

باشد، x مکمل c کنیم فرض است. x مرکز با نامتناهی ستاره�ای گراف Γ(R) می�دهیم نشان ادامه در
است. پایان c زیرا ann(c) = {٠, x} لذا

a ∈ Z(R)∗ − {c, x} ،(b) قسمت ١۴.۴.۴ لم به توجه با نباشد، ستاره�ای گراف Γ(R) کنیم فرض
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ann(a) مشمول کامل طور به {٠, x} بنابراین نباشد. x مکمل a که طوری به ax = ٠ که دارد وجود
است.

هستند، متمایز a و x ،y ،c که کنیم توجه و .a ⊥ y که دارد وجود y ∈ Z(R)∗ فرض، به توجه با
فرض، به توجه با .cy ∈ Z(R)− {٠, a, x, y, c} که دهیم نشان می�توانیم آسانی به

.x(cy) = (xc)y = ٠ و a(cy) = (ay)c = ٠

.z /∈ {٠, a, c, x, y, cy} و z ⊥ cy که طوری به دارد وجود z ∈ Z(R)∗ لذا
است. تناقض و نیستند متعامد cy و z لذا و zx = ٠ = (cy)x آن�گاه zx = ٠ اگر

.zx ∈ nil(R) = {٠, x} زیرا ،zx = x صورت این در zx ̸= ٠ می�کنیم فرض بنابراین
. zy = x یا zy = ٠ پس ann(c) = {٠, x} طرفی از .z ⊥ cy زیرا (zy)c = z(cy) = ٠ همچنین

آن�گاه، zy = ٠ اگر

xy = (zx)y = (zy)x = ٠

آنگاه، zy = x اگر مشابه طور به دارد. تناقض a ⊥ y و ax = ٠ با و

(zx)y = (zy)x = x٢ = ٠

x مرکز با نامتناهی ستاره�ای گراف Γ(R) بنابراین دارد. تناقض a ⊥ y با که xy = (zx)y = ٠ لذا و
است.

به منحصر طور به Γ(R) � صورت این در باشد. جا�به�جایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١٧.۴.۴ نتیجه
باشد. ستاره�ای گراف Γ(R) یا باشد منظم نیومن فون T (R) اگر فقط و اگر است مکمل گراف فرد

توان پوچ عناصر برای ١۶.۴.۴ قضیه�ی و یافته تقلیل حلقه�های برای ١٢.۴.۴ قضیه���������ی به توجه با برهان.
می�شود. داده نشان ناصفر
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Aabstract

Let R be a commutative ring with nonzero identity. In this thesis, we study the
von Neumann regular elements of R. We also study the idempotent elements, π- regular
elements, the von Neumann local elements, and the clean elements of R. We investi-
gate the subgraphs of the zero-divisor graph Γ(R) of R induced by the above elements.
For a commutative ring R with set of zero-divisors Z(R), the zero-divisor graph of R is
Γ(R) = Z(R)−{0}, with distinct vertices x and y adjacent if and only if xy = 0. We show
that Γ(T (R)) and Γ(R) are isomorphic as graphs, where T (R) is the total quotient ring
of R, and that Γ(R) is uniquely complemented if and only if either T (R) is von Neumann
regular or Γ(R) is a star graph.

Keywords: von Neumann regular ring, von Neumann local ring, π- regular ring, clean
ring, zero-divisor graph.
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