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චاری... ণپاس໋�
رهروان همنشينی به و ساخت رهنمون دانش و علم طريق به مرا كه را بی�همتا پروردگار بيكران سپاس
خدای ستايش و شكر از پس ساخت. روزيم را علم خرمن از چيني خوشه و نمود مفتخر دانش و علم
مهرداد دكتر آقاي جناب ارجمندم راهنمای استاد به نسبت را خود قلبی امتنان و سپاسگزاری متعال،
خانم گراميم مشاور استاد از ميدارم. ابراز بودند من راهنمای راه اين در كه اخلاق، و علم الگوی غزنوی،
هادی محمد دكتر و فتحعلی جعفر دكتر آقايان محترم، داور اساتيد از دارم. را تشكر كمال قرآنی مریم دكتر
آقاي از همچنين ميكنم. تشكر دفاعيه جلسه در شركت و نامه پايان دقيق مطالعه دليل به اسکندری نوری
تشكر داشتند حضور اينجانب دفاع جلسه در تكميلی تحصيلات نماينده عنوان به كه قوتمند مهدی دكتر
تشويق�هايشان و محبت و لطف خاطر به� خانواده اعضاي ساير و مادر و پدر از نهايت در و می�نمايم.

دارم. را تشكر كمال
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چൊیده
چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل برای کارایی و ضعیف کارایی مفاهیم ابتدا پایان�نامه، این در
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از می�کنیم. بیان را آن�ها بین روابط و کرده تعریف کارا جواب نوع چهار و کرده استفاده فازی عدد دو
پیشنهاد روش در می�کنیم. استفاده فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای تیلور سری
می�شود داده نسبت عضویت تابع یک فازی، چندهدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله هدف هر به شده
مسئله بنابراین می�آیند. در خطی فرم به و می�دهند شکل تغییر تیلور سری� کمک با عضویت توابع و
را شده پیشنهاد روش کارایی عددی مثال�های و کاربردی مثال�های می�شود. تبدیل تک�هدفه مسئله به
ارائه ضعیف کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش یک هندسی، تعبیر کمک با می�دهند. نشان
روش نهایتاً، داریم. خطی ریزی برنامه� روش یک شدنی جواب یک کارایی تست برای همچنین، می�شود.
روش، این در می�دهیم. توضیح را چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای فازی مجموعه
و می�آید به�دست فازی غیر چندهدفه مسئله با معادل فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله یک
خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل بین رابطه روش این می�شود. حل آن معادل تک�هدفه ریزی برنامه� مسئله

می�دهد. نشان را فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل و چندهدفه

تیلور. سری روش عضویت. تابع فازی. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� کلیدی: کلمات
کارا. جواب
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١ فصل

فازی اعداد نظری مبانی

مقدمه ١.١

مختلف معیارهای با برخورد در تصمیم�گیرنده که است مدل�هایی مهمترین از یکی چندهدفه، سازی بهینه
از مختلف زمینه�های در فراوانی عملی کاربردهای چندهدفه، بهینه�سازی مسائل می�کند. استفاده آن از
که دارد کارا جواب چند معمولا چندهدفه سازی بهینه مسئله یک دارند. اقتصاد و صنعت مهندسی، جمله
چندهدفه، بهینه�سازی مسئله از کارا جواب یک باشند. بی�نهایت یا متناهی می�توانند جواب�ها این تعداد
خواهد دیگر هدف یک در وضعیت شدن بدتر به منجر حداقل هدف، یک در بهبود که است شدنی جواب

شد.
شده تبدیل چندهدفه مسئله با متناظر تک�هدفه مسئله به روش�هایی کمک با چندهدفه بهینه�سازی مسائل
تک�هدفه مسئله برای بهینه جواب�های و می�شوند حل تک�هدفه بهینه�سازی تکنیک�های از استفاده با و
بهینه�سازی مسئله کارای جواب�های و تک�هدفه مسئله بهینه جواب�های بین رابطه می�آیند. دست به
مسائل کارای جواب�های کردن پیدا هدف نامه پایان این در است. برخوردار زیادی اهمیت از چندهدفه

است. فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی

می�شود، استفاده آن�ها از پایان�نامه طول در که قضایایی و تعاریف نمادها، بیان به ابتدا اول، فصل در
بازه�ای حساب مورد در را خود ادعای مثال�هایی، با و می�دهیم شرح تفصیل به را فازی اعداد و پرداخته
مجموعه و پایه�ای تعاریف یعنی، می�شود تقسیم اصلی بخش ۶ به فصل این می�کنیم. بررسی فازی اعداد
مثلثی نرم�های محدب، فازی مجموعه�های فازی، روابط آن�ها، خاصیت و α−برش�ها نظری، عملیات

است. شده استخراج [۴٩ ،۴٧ ،۴۶ ،٨] مراجع از فصل این مطالب اکثر نرمها). −t)

تعبیر یک کمک با سپس پرداخته، چندهدفه سازی بهینه مسائل معرفی به ابتدا دوم، فصل در
ارائه را چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسائل کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش هندسی،
مسائل کارای جواب�های یافتن جهت روش، این با متناسب الگوریتم به فصل ادامه در می�دهیم.
می�کنیم. بیان را الگوریتم این گام�های اجرای نحوه و می�کنیم اشاره چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه�



٢ فازی اعداد نظری مبانی .١

مراجع از فصل این مطالب ارائه برای می�رسد. پایان به فصل این مثال یک روی الگوریتم اجرای با
است. شده استفاده [٢٣ ،٣٧ ،۴١ ،٢]

کسرهای مخرج و ضرایبصورت که فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل به سوم، فصل در
چهار از استفاده با می�پردازیم. هستند، فازی پارامترهای محدودیت�ها مجموعه در ضرایب نیز و هدف
فصل ادامه در و کرده تعریف را γ−کارا و α−شدنی جواب�های فازی، عدد دو رتبه�بندی برای شاخص
به می�توان چندهدفه، خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل کارای جواب�های از استفاده با که می�دهیم نشان
مراجع از فصل این مطالب اکثر رسید. فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل کارای نقاط

شده�اند. اتخاذ [٢۴ ،۴ ،٣٠ ،٣١]

سری روش ارائه به و بوده بحث مورد فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسائل چهارم، فصل در
یک چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله هدف هر برای می�پردازیم. مسائل این�گونه حل برای تیلور
عضویت تابع یک چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله هدف هر به و گرفته نظر در ایده�ال سطح
در خطی فرم به و می�دهند شکل تغییر تیلور سری از استفاده با عضویت توابع این و می�دهیم نسبت
از می�شود. تبدیل تک�هدفه مسئله به فازی چندهدفه مسئله وزین مجموع روش از استفاده با می�آیند.
آن، با متناسب الگوریتم و خطی ریزی برنامه� روش یک کمک با کرده شروع تک��هدفه مسئله بهینه جواب
این پایان در مثال�هایی آوردن با می�رسیم. فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارای جواب به
ریزی برنامه� مسائل حل برای تیلور سری روش کارایی به خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم اجرای و فصل

است. شده تهیه [٢۶ ،۴٧ ،۴٠] مراجع از فصل این مطالب می�رسیم. فازی چندهدفه خطی�کسری

پیشنهاد چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای فازی مجموعه روش پنجم، فصل در
کمک با و می�دهیم نسبت عضویت تابع هدف توابع کسرهای مخرج و صورت به روش این در که می�شود
بهینه جواب که می�دهیم نشان قضیه�ای از استفاده با می�رسیم. تک�هدفه مسئله یک به وزین مجموع روش
می�دهد. نشان را سوم و دوم فصل رابطه روش این است. چند�هدفه مسئله کارای جواب تک�هدفه، مسئله
فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارای جواب یک چندهدفه مسئله کارای جواب هر یعنی
فصل این مطالب ارائه برای می��رسد. پایان به فصل این مثال یک روی شده ذکر روش اجرای با است.

است. شده استفاده [۴۵ ،۴۴ ،١٢ ،٢١] مراجع از

فازی مجموعه اولیه تعاریف و مفاهیم ٢.١

است قادر و می�گیرد قرار استفاده مورد قطعیت عدم شرایط در تصمیم�گیری برای فازی مجموعه نظریه
کند. مدل�سازی ریاضی صورت به را هستند مبهم و نادقیق که سیستم�هایی و متغیرها مفاهیم، از بسیاری

پرداخت. خواهیم فازی مجموعه�های اولیه تعاریف و مفاهیم از برخی تشریح به بخش این در



٣ آن خاصیت�های و α−برش .٣.١

عضویت تابع توسط ،X مرجع مجموعه از Ã فازی مجموعه زیر یک فازی) (مجموعه .١.٢.١ تعریف
در x عضویت میزان µÃ(x) مقدار X از x هر برای آن در که می�شود مشخص µÃ : X −→ [٠,١]

می�دهد. نشان را Ã فازی مجموعه

عضویت تابع Xبا در فازی مجموعه یک عنوان Xبه از A معمولی یا قطعی مجموعه زیر یک نکته:
است: زیر مشخصه تابع صورت به

µA(x) = χA(x) =

٠ x /∈ A

١ x ∈ A.

که می�شود، داده نشان (x, µÃ(x)) مرتب جفت�های لیست بوسیله X در Ã فازی مجموعه اوقات گاهی
زیر صورت به همچنین X در Ã فازی مجموعه بنابراین نمی�شوند. لیست معمولا صفر درجه با عناصر

می�شود: تعریف
Ã = {(x, µÃ(x)) : x ∈ X,µÃ : X −→ [٠,١]}

(h(Ã)) Ã فازی مجموعه ارتفاع باشد X در فازی مجموعه�ای Ã کنید فرض (ارتفاع) .٢.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به

h(Ã) = sup
x∈X

µÃ(x).

حداقل عضویت درجه اگر تنها و اگر است نرمال Ã فازی مجموعه یک بودن) (نرمال .٣.٢.١ تعریف
واحد آن ارتفاع اگر تنها و اگر است نرمال ،Ã فازی مجموعه دیگر عبارت به باشد. یک آن عضو یک

می�شود. گفته نرمال، غیر فازی مجموعه باشد، یک از کمتر آن ارتفاع که فازی مجموعه به باشد.

نشان S(Ã) با را آن که است قطعی مجموعه�ای ،Ã فازی مجموعه تکیه�گاه (تکیه�گاه) .۴.٢.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم

S(Ã) = {x ∈ X|µÃ(x) > ٠}.

آن خاصیت�های و α−برش ٣.١

می�شوند. معرفی شده�اند، داده X در Ã فازی مجموعه برای که α−برش قطعی مجموعه�های ادامه در
Ã فازی مجموعه هر زیرا دارند، فازی مجموعه�های تئوری مطالعه در مهمی نقش قطعی مجموعه�های این
مفهوم شود. داده نشان مجموعه�هایی چنان از خانواده یک بوسیله می�تواند فرد به منحصر طور به X در

دارد. فراوان کاربرد فازی حساب مطالعه در α−برش�ها

آن�ها عضویت درجه که X از عناصری تمام از متشکل ،Aα قطعی مجموعه (α−برش) .١.٣.١ تعریف
می�شود. نامیده Ã برش −α مجموعه ،α ∈ (٠,١] که باشد ،α بزرگی به حداقل Ã فازی مجموعه در

Aα = {x ∈ X : µÃ(x) ≥ α}.
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هر ازای به که است بدیهی Ã فازی مجموعه هر برای برش −α تعریف به توجه با نکته:
.Aα٢ ⊆ Aα١ آنگاه α١ ≤ α٢ اگر α١, α٢ ∈ (٠,١]

کنید فرض همچنین است. µÃ(x) ،X در Ã فازی مجموعه عضویت تابع کنید فرض .٢.٣.١ قضیه
آنگاه باشد α ∈ (٠,١] هر ازای به Aα قطعی مجموعه از مشخصه تابع χAα(x) و Ã از α−برش ،Aα

µÃ(x) = Supα∈(٠,١](α ∧ χAα(x)), x ∈ X.

و می�گیرد ١ مقدار باشد x ∈ Aα اگر است، Aα قطعی مجموعه مشخصه تابع χAα(x) چون برهان.
داریم: می�کنیم، ترکیب α−برش تعریف با را آن�ها بنابراین می�گیرد. صفر مقدار x /∈ Aα اگر

x ∈ Aα ⇒ µÃ(x) ≥ α⇒ χAα(x) = ١

و
x /∈ Aα ⇒ µÃ(x) < α⇒ χAα(x) = ٠

داریم: اکنون هم
sup(α ∧ χAα(x)) = [supα∈(٠,µÃ(x)](α ∧ χAα(x))] ∨ [supα∈(µÃ(x),١](α ∧ χAα(x))]

= [supα∈(٠,µÃ(x)](α ∧ ١)] ∨ [supα∈(µÃ(x),١](α ∧ ٠)]
= supα∈(٠,µÃ(x)] α

= µÃ(x).

می�نامیم فازی عدد را X ⊆ R مرجع مجموعه روی بر Ã فازی مجموعه فازی) (عدد .٣.٣.١ تعریف
نمایند: صدق زیر شرایط در هرگاه

.µA(x) = ١ به�طوری�که دارد وجود xای ∈ X یعنی باشد نرمال Ãمجموعه�ای -١
باشد. بسته بازه�ی Aα ،α ∈ (٠,١] هر ازای به -٢

باشد. فشرده مجموعه�ای Ã تکیه�گاه -٣
باشد. پیوسته نیمه بالا از µA(.) -۴

باشد. محدب Ã -۵

باشد صفر Ã فازی مجموعه عضویت تابع x ∈ X هر ازای به اگر تهی) فازی (مجموعه .۴.٣.١ تعریف
است. تهی Ã فازی مجموعه آنگاه

فقط و اگر Ã ⊆ B̃ گوییم آنگاه باشند. فازی مجموعه دو B̃ و Ã کنید فرض (شمول١) .۵.٣.١ تعریف
.(١.١ (شکل x ∈ X هر برای µÃ(x) ≤ µB̃(x) اگر

١Inclusion
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Ã ⊂ B̃ مجموعه زیر :١.١ شکل

،x ∈ X هر ازای به اگر فقط و اگر گویند برابر را B̃ و Ã فازی مجموعه دو (تساوی) .۶.٣.١ تعریف
µÃ(x) = µB̃(x)

عضویت تابع که است فازی مجموعه Ãc نماد با ،Ã فازی مجموعه متمم ( گیری (متمم .٧.٣.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به آن

µÃc(x) = ١− µÃ(x)

فازی مجموعه یک متمم عضویت تابع نمودار :٢.١ شکل

است C̃ فازی مجموعه B̃ و Ã فازی مجموعه دو استاندارد اجتماع استاندارد) (اجتماع .٨.٣.١ تعریف
است. زیر صورت به آن عضویت تابع �که �طوری به

µC̃(x) = max(µÃ(x), µB̃(x))

D̃ فازی مجموعه B̃ و Ã فازی مجموعه دو استاندارد اشتراک استاندارد) (اشتراک .٩.٣.١ تعریف
است: زیر صورت به آن عضویت تابع که طوری به است

µD̃(x) = min(µÃ(x), µB̃(x))

برای می�توانند اشتراک و اجتماع تعاریف max و min عملگرهای پذیری شرکت علت به نکته:
روی قطعی خصوصیات و یابند گسترش واضح روش یک در فازی مجموعه�های از متناهی تعداد هر

داریم: زیر صورت به را فازی مجموعه�های
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Ã ∪ B̃ = B̃ ∪ Ã (١

(Ã ∪ B̃) ∪ C̃ = Ã ∪ (B̃ ∪ C̃) (٢

(Ã ∩ B̃) ∩ C̃ = Ã ∩ (B̃ ∩ C̃) (٣

(Ã ∪ B̃)′ = Ã′ ∩ B̃′ (۴

(Ã ∩ B̃)′ = Ã′ ∪ B̃′ (۵

Ã ∪ (B̃ ∩ C̃) = (Ã ∪ B̃) ∩ (Ã ∪ C̃) (۶

.Ã ∩ (B̃ ∪ C̃) = (Ã ∩ B̃) ∪ (Ã ∩ C̃) (٧

نیست. برقرار فازی مجموعه�های برای قطعی های مجموعه از زیر خاصیت دو

Ã ∩ Ã′ = ϕ (١

Ã ∪ Ã′ = X (٢

محدب فازی مجموعه�های ۴.١

اینجا می�کند. بازی قطعی ریاضی ریزی برنامه� در مهمی نقش Rn در قطعی مجموعه�های تحدب مفهوم
می�دهیم. گسترش Rn در فازی مجموعه�های به را تحدب مفهوم

،α ∈ [٠,١] هر ازای به هرگاه گوییم محدب را Rn در Ã فازی مجموعه� بودن) (�محدب .١.۴.١ تعریف
� باشد. محدب مجموعه�ای آن α−برش� مجموعه

داریم: محدب فازی مجموعه برای معادل تعریف عنوان به را زیر قضیه

و x١, x٢ ∈ Rn هر ازای به اگر فقط و اگر است محدب Rn در Ã فازی مجموعه .٢.۴.١ قضیه
باشیم: داشته λ ∈ [٠,١]

µA(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min(µA(x١), µA(x٢)) (١.١)

مسئله کلیت از شدن کم بدون باشد. ١.۴.١ تعریف با محدب فازی مجموعه Ã کنید فرض برهان.
بودن محدب بواسطه�ی همچنین و x٢ ∈ Aα و x١ ∈ Aα آنگاه .α = µÃ(x١) ≤ µÃ(x٢) کنید فرض

بنابراین λx١ + (١− λ)x٢ ∈ Aα ،Aα

µÃ(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ α = min(µÃ(x١), µÃ(x٢)).

می�دهیم قرار آن�گاه کند صدق (١.١) نابرابری در Ã فازی مجموعه از µÃ عضویت تابع اگر برعکس،
که طوری به می�شود گرفته نظر در x٢ نقاط همه مجموعه صورت به Aα،α = µÃ(x١)

،x١, x٢ ∈ Aα هر برای بنابراین .µÃ(x٢) ≥ α = µÃ(x١)

µÃ(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min(µÃ(x١), µÃ(x٢)) = µÃ(x١) = α,



٧ محدب فازی مجموعه�های .۴.١

محدب مجموعه�ای ،α ∈ (٠,١] هر برای Aα بنابراین .λx١ + (١ − λ)x٢ ∈ Aα می�دهد نتیجه که
است.

نشان را محدب غیر فازی مجموعه همچنین و محدب فازی مجموعه ترتیب به ۴.١ و ٣.١ شکل�های
می�دهند.

محدب فازی مجموعه :٣.١ شکل

محدب غیر فازی مجموعه :۴.١ شکل
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اما است. محدب نیز آنها اشتراک آن�گاه باشند Rn در محدب فازی مجموعه دو B̃ و Ã اگر نکته:
می�دهیم. شرح ۵.١ شکل در را مطلب این و نیست محدب ضرورتاً B̃و Ã اجتماع

نیست. محدب فازی مجموعه Ã ∪ B̃ اما است محدب فازی مجموعه Ã ∩ B̃ :۵.١ شکل

می�شود نامیده کراندار محدب فازی مجموعه Rn در Ã فازی مجموعه بودن) (کراندار .٣.۴.١ تعریف
باشند. قطعی کراندار مجموعه�های ،α ∈ (٠,١] هر ازای به Aαها یعنی، آن α−برش�های اگر

بازه�ای حساب ۵.١

بازه دو دیگر عبارت به است. نیازمند بازه�ای حساب در روابط آموختن به بازه�ای حساب اساس فهمیدن
می��شوند. تقسیم و ضرب و تفریق و جمع چگونه R در بسته

داریم: را زیر تعاریف باشند، R در بسته بازه�ی دو B̃ = [b١, b٢] و Ã = [a١, a٢] کنید فرض

x+ y ∈ [a١ + b١, a٢ + b٢] آن�گاه y ∈ [b١, b٢] و x ∈ [a١, a٢] اگر تفریق) و (جمع .١.۵.١ تعریف
می�شود: داده نشان Ã(+)B̃ بوسیله B̃ Ãو جمع بنابراین .x− y ∈ [a١ − b٢, a٢ − b١] و

Ã(+)B̃ = [a١, a٢](+)[b١, b٢] = [a١ + b١, a٢ + b٢].

می�شود: تعریف زیر صورت به و می�شود داده نشان Ã(−)B̃ بوسیله B̃ و Ã تفریق آن، به شبیه
Ã(−)B̃ = [a١, a٢](−)[b١, b٢] = [a١ − b٢, a٢ − b١].

−x ∈ [−a٢,−a١] صورت به آن تصویر آن�گاه x ∈ [a١, a٢] اگر بازه) یک (تصویر .٢.۵.١ تعریف
می�باشد: زیر صورت به و می�شود داده نشان Ã بوسیله Ã تصویر بنابراین است.

Ã = [a١, a٢] = [−a٢,−a١].

Ã(.)B̃ بوسیله R از B̃ = [b١, b٢] و Ã = [a١, a٢] بسته بازه دو ضرب (ضرب(.)) .٣.۵.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به و می�شود داده نشان

Ã(.)B̃ = [a١, a٢](.)[b١, b٢]

= [min(a١b١, a١b٢, a٢b١, a٢b٢),max(a١b١, a١b٢, a٢b١, a٢b٢)].

دارد: را زیر ساده شکل ضرب فرمول باشند، نامنفی) حقیقی اعداد (خط R+ در بازه�ها اگر
Ã(.)B̃ = [a١b١, a٢b٢].
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و باشد R+ در بسته بازه�ی Ã = [a١, a٢] کنید فرض معکوس) و اسکالر (ضرب .۴.۵.١ تعریف
زیر صورت به k.Ã اسکالر ضرب می�گیریم. نظر در [k, k] بسته بازه�ی صورت به را k اسکالر .k ∈ R+

می�شود: تعریف
k.Ã = [k, k](.)[a١, a٢] = [ka١, ka٢].

بنابراین .(١
x
) ∈ [ ١

a٢
, ١
a١
] آن�گاه ٠ /∈ [a١, a٢] و x ∈ [a١, a٢] اگر R+ در Ã = [a١, a٢] برای همچنین،
می�شود: تعریف زیر صورت به و می�شود داده نشان Ã−١ بوسیله Ã معکوس

Ã−١ = [a١, a٢]
−١ = [

١
a٢

,
١
a١

]

.٠ /∈ [a١, a٢] �که صورتی در

Ã(:)B̃ بوسیله R از B̃ = [b١, b٢] و Ã = [a١, a٢] بسته بازه دو تقسیم (تقسیم(:)) .۵.۵.١ تعریف
.٠ /∈ [b١, b٢] �که صورتی در می�شود تعریف [ ١

b٢
, ١
b١
] در [a١, a٢] ضرب صورت به و می�شود داده نشان

بنابراین
Ã(:)B̃ = [a١, a٢](:)[b١, b٢] = [a١, a٢](.)[

١
b٢
.
١
b١
]

= [min(
a١
b٢
,
a١
b١
,
a٢
b٢
,
a٢
b١
),max(

a١
b٢
,
a١
b١
,
a٢
b٢
,
a٢
b١
)].

است: زیر ساده صورت به تقسیم برای فرمول این ٠ /∈ [b١, b٢] و هستند R+ در بازه�ها �که حالتی در

Ã(:)B̃ = [
a١
b٢
,
a٢
b١
].

می�شود: تعریف زیر صورت به همچنین k > ٠ اسکالر بر تقسیم

Ã(:)k = [a١, a٢](.)[
١
k
,
١
k
] = [

a١
k
,
a٢
k
].

بازه دو B̃ = [b١, b٢] و Ã = [a١, a٢] کنید فرض (min(∧) و max(∨) (عملگرهای .۶.۵.١ تعریف
می�شوند: تعریف زیر صورت به B̃ Ãو روی min(∧) و max(∨) عملگرهای آنگاه باشند. R در بسته

Ã(∨)B̃ = [a١, a٢](∨)[b١, b٢] = [a١ ∨ b١, a٢ ∨ b٢],

Ã(∧)B̃ = [a١, a٢](∧)[b١, b٢] = [a١ ∧ b١, a٢ ∧ b٢].

�که صورتی در .Ã(+)Ã = [a١, a٢](+)[−a٢,−a١] ̸= [٠,٠] ≡ ٠ .٧.۵.١ ملاحظه
٠ /∈ [a١, a٢] و است R+ در Ã = [a١, a٢]

Ã(.)Ã−١ = Ã−١(.)Ã ̸= [١,١] ≡ ١.
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تعریف زیر صورت به B̃و Ã فازی اعداد برای ریاضی عملیات ،∀z ∈ X ازای به .٨.۵.١ تعریف
می�شوند:

µÃ(+)B̃(z) = supz=x+y min(µÃ(x), µB̃(y)),

µÃ(−)B̃(z) = supz=x−y min(µÃ(x), µB̃(y)),

µÃ(.)B̃(z) = supz=xy min(µÃ(x), µB̃(y)),

µÃ(:)B̃(z) = supz=x
y
min(µÃ(x), µB̃(y)), y ̸= ٠.

است: زیر فرم به آن�ها عضویت توابع که باشند فازی عدد دو B و A کنید فرض .٩.۵.١ مثال
µÃ(x) = e−(x−m)٢ , µB̃(x) = e−(x−n)٢ .

می�آید: دست به زیر صورت به z هر ازای به Ã(+)B̃ عضویت تابع آن�گاه

µÃ(+)B̃(z) = supz=x+y min(e−(x−m)٢ , e−(y−n)٢)

= supx∈R١ min(e−(x−m)٢ , e−(z−x−n)٢)

= e−(z−m−n)٢

Ã = صورت به R روی شده تعریف ،Ã مثلثی فازی عدد مثلثی) فازی (عدد .١٠.۵.١ تعریف
(۶.١ (شکل می�شود تعریف زیر صورت به آن عضویت تابع و می�شود داده نمایش (al, a, au)

µA(x) =


٠ x < al, x > au,
x−al
a−al

al ≤ x ≤ a,
au−x
au−a

a < x ≤ au.

Ã = (al, a, au) مثلثی فازی عدد :۶.١ شکل

است. زیر بسته�ی بازه�ی ،Ã = [al, a, au] مثلثی فازی عدد α−برش علاوه به

Aα = [aLα, a
R
α ] = [(a− al)α + al,−(au − a)α + au], α ∈ (٠,١].



١١ بازه�ای حساب .۵.١

Bα و Aα α−برش�های از باشند. مثلثی فازی عدد دو B̃ = (bl, b, bu) و Ã = (al, a, au) کنید فرض
∨ و (:) و (.) و (−) و (+) عملگرهای از یکی ∗ که را Ã ∗ B̃ تا می�کنیم استفاده α ∈ (٠,١] هر برای

می�شوند: خلاصه زیر صورت به محاسبات که کنیم محاسبه را است ∧ و
Ã(+)B̃ = (al + bl, a+ b, au + bu),

−Ã = (−au,−a,−al),
kÃ = (kal, ka, kau), k > ٠,

Ã− B̃ = (al − bu, a− b, au − bl).

با باشند. مثلثی فازی عدد دو B̃ = (−١,٠,۵) و Ã = (−٣,٢,۴) کنید فرض .١١.۵.١ مثال
داریم: فازی اعداد تفریق و جمع برای فرمول از استفاده

Ã(+)B̃ = (−٣,٢,۴)(+)(−١,٠,۵) = (−۴,٢,٩),

و
Ã(−)B̃ = (−٣,٢,۴)(−)(−١,٠,۵) = (−٨,٢,۵).

همین به است. مثلثی فازی عدد Ã(+)B̃ که می�دهیم نشان و کرده استفاده Bα و Aα α−برش�های از
داریم: می�کنیم، ارزیابی B̃ و Ã فازی اعداد برای را Bα و Aα منظور

Aα = [aLα, a
R
α ] = [(a− al)α+ al,−(au − a)α + au], α ∈ (٠,١]

= [(٢+ ٣)α− ٣,−(٢α) + ۴]
= [۵α− ٢−,٣α + ۴],

Bα = [bLα, b
R
α ] = [(b− bl)α + bl,−(bu − b)α+ bu], α ∈ (٠,١]

= [α− ١,−۵α + ۵].

بنابراین،
Aα(+)Bα = [۵α− ٢−,٣α+ ۴](+)[α− ١,−۵α + ۵]

= [۶α− ۴,−٧α+ ٩] = [cLα, c
R
α ]

α−برش مجموعه�های که x ∈ R حدود باید ،Ã(+)B̃ از µÃ(+)B̃(x) عضویت تابع کردن مشخص برای
،cLα از ترتیب این به کنیم. پیدا را است معتبر آن در

x = ۶α− ۴ =⇒ α =
(x+ ۴)

۶ ,

،cRα از و
x = −٧α + ٩ =⇒ α =

(٩− x)

٧ .

است: زیر صورت به Ã(+)B̃ عضویت تابع بنابراین می�شود. یک برابر x = ٢ برای α این بر علاوه

µÃ(+)B̃(x) =


٠ x < −۴ یا x > ٩,
(x+۴)
۶ −۴ ≤ x ≤ ٢,

(−x+٩)
٧ ٢ < x ≤ ٩.

است. شده داده نشان ٧.١ شکل در Ã(+)B̃ = (−۴,٢,٩) مثلثی فازی عدد



١٢ فازی اعداد نظری مبانی .١

Ã(+)B̃ مثلثی فازی عدد :٧.١ شکل

و Ã(:)B̃ و Ã(.)B̃ و Ã−١ اما مثلثی�اند، فازی اعداد Ã(−)B̃ و kÃ و −Ã و Ã(+)B̃ تذکر:
نباشند. مثلثی فازی عدد است ممکن Ã(∧)B̃ و Ã(∨)B̃

همان باشند. R+ در مثلثی فازی عدد دو B̃ = (١,۴,٨) و Ã = (٢,٣,۵) کنید فرض .١٢.۵.١ مثال
یک است ممکن Ã(.)B̃ حاصل کلی طور به می��شود، دیده مثال این در همچنین و شد اشاره قبلا که طور

داریم: می�کنیم، محاسبه را Ã(.)B̃ ،Bα و Aα α−برش�های از استفاده با نباشد. مثلثی فازی عدد
Aα = [α + ٢−,٢α + ۵], Bα = [٣α + ١,−۴α + ٨].

Aα(.)Bα = [(α + ٣)(٢α + ١), (−٢α + ۵)(−۴α + ٨)]
= [٣α٢ + ٧α + ٢,٨α٢ − ٣۶α + ۴٠] = [cLα, c

R
α ].

تابع بنابراین .A١(.)B١ = [١٢,١٢] = ١٢ ،α = ١ برای و A٠(.)B٠ = [٢,۴٠] ،α = ٠ برای
صفر برابر x > ۴٠ برای همچنین و x < ٢ برای و می�گیرد یک مقدار x = ١٢ برای Ã(.)B̃ عضویت
سهمی نیست، مستقیم خط عضویت تابع قطعه�های ،۴٠ و ١٢ بین همچنین و ،١٢ و ٢ بین است.
سهموی قطعه�های این برای دقیق عبارت می�توان ،Aα(.)Bα در دوم درجه عبارت این وجود با است.
کنیم پیدا را x ∈ R+ حدود است نیاز سهموی قطعه�های معادله آوردن دست به برای آورد. دست به
و کرده استفاده cLα از x ∈ R+ حدود کردن پیدا برای است. معتبر آن در α−برش مجموعه�های که
داریم ،٣α٢ + ٧α + (٢ − x) = ٠ می�دهیم قرار و می�کنیم حل را x = ٣α٢ + ٧α + ٢ معادله
نمی�تواند α و است α = ١ ،x = ١٢ در زیرا می�گیریم نظر در را + علامت تنها .α = −٧+

√
٢۵+١٢x
۶

می�دهیم قرار و کرده حل را ٨α٢ − ٣۶α + ۴٠ = x معادله ،cRα برای مشابه طور به باشد. منفی
زیر صورت به Ã(.)B̃ عضویت تابع بنابراین .α = ٩−

√
٢+١x
۴ داریم و ٨α٢ − ٣۶α+ (۴٠− x) = ٠

می�باشد:

µÃ(.)B̃(x) =


٠ x < ٢ یا x > ۴٠,
(−٧+
√

٢۵+١٢x)
۶ ٢ ≤ x ≤ ١٢,

٩−
√
٢+١x
۴ ١٢ < x ≤ ۴٠.



١٣ بازه�ای حساب .۵.١

می�شود. مشاهده زیر نمودار در مطلب این نیست. مثلثی فازی عدد یک عضویت تابع که است واضح
نیستند، مثلثی فازی عدد لزوماً که Ã ∧ B̃ و Ã ∨ B̃ و Ã−١ و Ã(:)B̃ و Ã(.)B̃ فازی اعداد گاهی،

نیست. مثلثی فازی عدد Ã(.)B̃ :٨.١ شکل

از مثلثی تقریب آمده دست به مثلثی فازی عدد می�شوند. زده تقریب مناسب مثلثی فازی عدد توسط
(٢,١٢,۴٠) مثلثی فازی عدد مثال این در Ã(.)B̃ از مثلثی تقریب می�شود. نامیده شده داده فازی عدد

است.

صورت به R روی شده تعریف Ã ذوزنقه�ای فازی عدد ذوزنقه�ای) فازی (عدد .١٣.۵.١ تعریف
(٩.١ (شکل می�شود تعریف زیر صورت به آن عضویت تابع و می�شود داده نمایش Ã = (al, a, a, au)

µÃ(x) =



٠ x < al, x > au

x−al
a−al

al ≤ x < a

١ a ≤ x ≤ a

au−x
au−a

a ≤ x ≤ au.

است. زیر بسته�ی بازه Ã = (al, a, a, au) ذوزنقه�ای فازی عدد α−برش این بر علاوه
Aα = [aLα, a

R
α ] = [(a− al)α + al,−(au − a)α + au], α ∈ (٠,١].

از α−برش مجموعه ،١.٣.١ تعریف طبق می�آید. دست به Aα بسته بازه�ی چگونه که می�دهیم نشان
می�شود: تعریف زیر صورت به که است Aα قطعی مجموعه Ã فازی مجموعه

Aα = {x ∈ X : µA(x) ≥ α}.

بزرگتر باید α−برش تعریف طبق al ≤ x < a برای ذوزنقه�ای فازی عدد عضویت تابع مقدار بنابراین
x ≥ (a−al)α+al لذا می�کنیم، محاسبه را x حدود و x−al

a−al
≥ α می�دهیم قرار بنابراین باشد α مساوی



١۴ فازی اعداد نظری مبانی .١

Ã = (al, a, a, au) ذوزنقه�ای فازی عدد :٩.١ شکل

همچنین و می�آید دست به ذوزنقه�ای فازی عدد از α−برش بسته�ی بازه�ی چپ راسی نقطه ترتیب این به
را x حدود .au−x

au−a
≥ α دیگر عبارت به باشد. α مساوی بزرگتر باید عضویت تابع a ≤ x ≤ au برای

فازی عدد از α−برش بسته�ی بازه�ی راست راسی نقطه و x ≤ −(au− a)α+ au لذا می�کنیم، محاسبه
داریم: بنابراین می�آید. دست به ذوزنقه�ای

Aα = [aLα, a
R
α ] = [(a− al)α + al,−(au − a)α + au], α ∈ (٠,١].

از آن�گاه باشند. ذوزنقه�ای فازی عدد دو B̃ = (bl, b, b, bu) و Ã = (al, a, a, au) کنید فرض
(.) و (−) و (+) عملگرهای از یکی ∗ که را Ã ∗ B̃ تا می�کنیم� استفاده Bαو Aα برش�های α−برش�ها

می�شوند: خلاصه زیر صورت به محاسبات �کنیم. محاسبه را است ∧ و ∨ و (:) و

Ã(+)B̃ = (al + bl, a+ b, a+ b, au + bu),

−Ã = (−au,−a,−a,−al),
Ã(−)B̃ = (al − bu, a− b, a− b, au − bl),

kÃ = (kal, ka, ka, kau), k > ٠

و Ã(.)B̃ و Ã−١ اما هستند، ذوزنقه�ای فازی اعداد kÃ و Ã(−)B̃ و −Ã و Ã(+)B̃ که شود توجه
نیستند. ذوزنقه�ای فازی اعداد لزوماً Ã ∧ B̃ و Ã ∨ B̃ و Ã(:)B̃

توسط ١۴.۵.١ تعریف مثال عنوان به است. شده ارائه مختلفی تعاریف فازی اعداد برای که شود توجه
است. ذوزنقه�ای فازی عدد تعریف همان معادل که است، شده آورده ٢ پراد و دبایز

٢Dubios and Prade



١۵ تحدب .۶.١

به است، R حقیقی اعداد خط روی فازی مجموعه�ای زیر ã ذوزنقه�ای فازی عدد [٨] .١۴.۵.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به µã(a) عضویت تابع که طوری

است. R١ −→ [٠,١] از پیوسته نگاشتی (١)
.µã(a) = ٠ داریم ،a ∈ (−∞, a١] هر برای (٢)

است. اکید صعودی و پیوسته (a١, a٢) بازه�ی در (٣)
.µã(a) = ١ ،a ∈ [a٢, a٣] هر (۴)برای

است. اکید نزولی و پیوسته (a٣, a۴) بازه�ی در (۵)
.µã(a) = ٠ ،a ∈ [a۴,+∞) هر برای (۶)

تحدب ۶.١

دوگان، قضیه�ها، مثال عنوان به دارد. چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسائل تئوری در مهمی نقش تحدب
می�شود: تعریف زیر صورت به تحدب تعمیم مختلف انواع الگوریتم�ها. همگرایی و بهینه شرایط

آنگاه .f : X → R و باشد محدب مجموعه�ای X ⊆ Rn کنید فرض محدب) (تابع .١.۶.١ تعریف
،٠ ≤ δ ≤ ١ هر ازای به و x, u ∈ X هر ازای به اگر است محدب f تابع

f(δx+ (١− δ)u) ≤ δf(x) + (١− δ)f(u).

.f : X → R و باشد محدب مجموعه�ای X ⊆ Rn کنید فرض محدب) شبه (تابع .٢.۶.١ تعریف
،٠ ≤ δ ≤ ١ هر ازای به و x, u ∈ X هر ازای به اگر است محدب شبه تابع ،X روی f تابع آنگاه

f(δx+ (١− δ)u) ≤ max{f(x), f(u)}.

و باشد محدب مجموعه�ای X ⊆ Rn کنید فرض اکید) محدب شبه (تابع .٣.۶.١ تعریف
و x ̸= u با x, u ∈ X هر ازای به اگر است اکید محدب شبه تابع ،X روی f تابع آنگاه .f : X → R

،٠ ≤ δ ≤ ١ هر ازای به
f(δx+ (١− δ)u) ≤ f(u).

و باشد محدب مجموعه�ای X ⊆ Rn کنید فرض نما) محدب (تابع .۴.۶.١ تعریف
هر ازای به و باشد پذیر مشتق f تابع اگر است نما محدب تابع ،X روی f تابع آنگاه .f : X → R

باشیم: داشته x, u ∈ X

▽f(u)T (x− u) ≥ ٠⇒ f(x) ≥ f(u).

.f : X → R و باشد محدب مجموعه�ای X ⊆ Rn کنید فرض اکید) نما محدب (تابع .۵.۶.١ تعریف
x, u ∈ X هر ازای به و باشد پذیر مشتق f تابع اگر است اکید نما محدب تابع ،X روی f تابع آنگاه

▽f(u)T (x− u) ≥ ٠⇒ f(x) > f(u).





٢ فصل

چندهدفه کسری برنامه�ریزی

مقدمه ١.٢

هزینه/سود و هزینه/زمان و هزینه/حجم مانند اقتصادی (یا) و فیزیکی توابع بین نسبت کسری ریزی برنامه
متناقض هدف تابع چندین �که هنگامی شود. ماکزیمم سیستم یک کارایی �که �طوری به می�کند، بررسی را
تسلطی غیر جواب بنابراین نیست، بهینه دیگر توابع برای ضرورتاً تابع، یک برای بهینه جواب دارد، وجود
اینکه مگر یابند، بهبود نمی�توانند مولفه�هایش از یک هیچ که جوابی یعنی می�آوریم. دست به را کارا و

شود. بدتر مولفه�هایش از یکی حداقل
خطی�کسری مسائل به آنها بنابراین است زیاد چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل محاسبات

است. [٣۴ ،۴٠ ،٢٠] مراجع از فصل این مطالب عمده می�شوند. تبدیل تک�هدفه
می�شود: تعریف زیر �صورت به چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه مسئله

max

(
f١(x)

g١(x)
,
f٢(x)

g٢(x)
, · · · , fp(x)

gp(x)

)
(١.٢)

s.t. x ∈ X.

آن در که

محدودیت�ها ماتریس A است، کراندار و محدب X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ ٠} مجموعه (١
است. b ∈ Rmو است بعدی n بردار تصمیم، متغیر x است، m× n

p ≥ ٢ (٢

fi(x) = (ci)
Tx+ ci.n+١, gi(x) = (di)

Tx+ di.n+١ ∀i = ١, . . . , p (٣

ci, di ∈ Rn, ci.n+١, di.n+١ ∈ R, ∀i = ١, . . . , p (۴

(di)
Tx+ di.n+١ > ٠, ∀x ∈ X ∀i = ١, . . . , p (۵

می�باشد. سره کارای و ضعیف کارای کارا، جواب�های کردن پیدا (١.٢) سازی max مسئله هدف

١٧



١٨ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

xای ∈ X هیچ اگر فقط و اگر است، (١.٢) مسئله برای ضعیف کارای x∗ ∈ X نقطه .١.١.٢ تعریف
که طوری به باشد نداشته وجود

fi(x)

gi(x)
>

fi(x
∗)

gi(x∗)
∀i = ١, . . . , p

وجود xای ∈ X هیچ اگر فقط و اگر است، (١.٢) مسئله برای کارا x∗ ∈ X نقطه .٢.١.٢ تعریف
که طوری به باشد نداشته

fi(x)

gi(x)
≥ fi(x

∗)

gi(x∗)
∀i = ١, . . . , p

.
fj(x)

gj(x)
>

fj(x
∗)

gj(x∗)
یعنی باشد اکید بزرگتر j یک حداقل برای و

چند�هدفه مسئله (١.٢) مسئله با متناظر بگیرید. نظر در را (١.٢) چند�هدفه کسری ریزی برنامه� مسئله
می�کنیم: تعریف را زیر خطی

max F (x) = (F١(x), . . . , Fp(x)) (٢.٢)

x ∈ X ⊆ Rn,

هستند. ثابت پارامترهای i = ١, . . . , p هر ازای به vi ≥ ٠ و Fi(x) = fi(x)− vigi(x) آن در که

برای و باشد کارا x∗ اگر است (١.٢) مسئله برای سره کارای x∗ ∈ X نقطه (جفرن)١ .٣.١.٢ تعریف
fj(x)

gj(x)
<

fj(x
∗)

gj(x∗)
با jای ̸= iاندیس Mو مثبت عدد ،fi(x∗)

gi(x∗)
< fi(x)

gi(x)
با x حقیقی عدد هر و iاندیس هر

�که طوری به باشد داشته وجود
fi(x)

gi(x)
− fi(x

∗)

gi(x∗)
≤M(

fj(x
∗)

gj(x∗)
− fj(x)

gj(x)
).

می�شوند نامیده محدب (٢.٢) چند�هدفه و (١.٢) چند�هدفه کسری ریزی برنامه� مسائل .۴.١.٢ تعریف
هر ازای به gi(x) و مقعر توابعی i = ١, . . . , p هر ازای به fi(x) و باشد محدب مجموعه�ای X هرگاه

باشند. محدب توابعی i = ١, . . . , p
.gi(x) > ٠ ∀ i = ١, . . . , p, ∀x ∈ X می�کنیم فرض ادامه، در

با (٢.٢) کارای جواب اگر فقط و اگر است (١.٢) کارای جواب x∗ ∈ X نقطه .۵.١.٢ قضیه
باشد. (i = ١, . . . , p) vi = fi(x

∗)
gi(x∗)

و F (x∗) = ٠

�که طوری به x ∈ X ندارد وجود آن�گاه باشد. (١.٢) کارای جواب x∗ ∈ X کنید فرض برهان.

fi(x
∗)

gi(x∗)
≤ fi(x)

gi(x)
∀i = ١, . . . , p.

طوری به ندارد وجود x ∈ X می�گیریم نتیجه بالا نابرابری از .vi = fi(x
∗)

gi(x∗)
∀i = ١, . . . , p کنید فرض

که
٠ ≤ fi(x)− vigi(x) = Fi(x) ∀i = ١, . . . , p.

١Geoffrion



١٩ مقدمه .١.٢

که این از
٠ = fi(x

∗)− vigi(x
∗) = Fi(x

∗), i = ١, . . . , p

کارا جواب x∗ بنابراین .Fi(x
∗) ≤ Fi(x) ∀i = ١, . . . , p �که طوری به x ∈ X ندارد وجود که می�بینیم

است. F (x∗) = ٠ با (٢.٢) برای
نباشد (١.٢) کارای جواب x∗ اگر باشد. F (x∗) = ٠ با (٢.٢) کارا جواب x∗ کنید فرض برعکس

که طوری به دارد وجود x ∈ X

vi =
fi(x

∗)

gi(x∗)
≤ fi(x)

gi(x)
, i = ١, . . . , p

اکید. نامساوی یک با
،j یک حداقل برای و i = ١, . . . , p برای Fi(x) = fi(x)− vigi(x) ≥ ٠ بنابراین

(٢.٢) کارای جواب ،F (x∗) = ٠ که این� با است متناقض این و Fj(x) = fj(x) − vjgj(x) > ٠
است. کامل اثبات بنابراین، است.

برای k < gi(x) < K که باشند چنان K > ٠ و k > حقیقی٠ اعداد کنید فرض گسترش، برای
کارای جواب که داریم توجه و می�گیریم نظر در را (١.٢) مسئله برای سره کارای جواب تعریف .i هر
عدد ،fi(x∗)

gi(x∗)
< fi(x)

gi(x)
با x حقیقی عدد هر و i اندیس هر برای اگر است سره کارای (١.٢) مسئله از x∗

�که طوری به باشد داشته وجود fj(x
∗)

gj(x∗)
>

fj(x)

gj(x)
با jای اندیس و M مثبت

fi(x)

gi(x)
− fi(x

∗)

gi(x∗)
≤M(

fj(x
∗)

gj(x∗)
− fj(x)

gj(x)
).

می�کنیم. نویسی باز را نامساوی�ها این دوباره
با x حقیقی عدد هر و i اندیس هر برای اگر است، (١.٢) سره�ی کارای x∗ ∈ X کارای جواب

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x) > ٠ (٣.٢)

با jای اندیس و M̃ مثبت عدد
fj(x)gj(x

∗)− fj(x
∗)gj(x) < ٠ (۴.٢)

�که طوری به باشد داشته وجود

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x)

gi(x∗)
≤ M̃

fj(x
∗)gj(x)− fj(x)gj(x

∗)

gj(x∗)
. (۵.٢)

.M̃ = M K
k
و

می�کنیم. ثابت را زیر قضیه سره کارای جواب با ارتباط در

سره کارای جواب اگر فقط و اگر است (١.٢) مسئله برای سره کارای جواب x∗ نقطه .۶.١.٢ قضیه
باشد. (i = ١, . . . , p) vi = fi(x

∗)
gi(x∗)

و F (x∗) = ٠ با (٢.٢) مسئله



٢٠ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

کارای جواب x∗ ،۵.١.٢ قضیه طبق باشد. (١.٢) مسئله برای سره کارای جواب x∗کنید فرض برهان.
هر برای اگر فقط و اگر است (٢.٢) مسئله سره کارای جواب x∗ حال است. F (x∗) = ٠ با (٢.٢)

با x حقیقی عدد هر و i اندیس
Fi(x)− Fi(x

∗) > ٠ (۶.٢)

با jای اندیس و M مثبت عدد
Fj(x)− Fj(x

∗) < ٠ (٧.٢)

�که طوری به باشد داشته وجود
Fi(x)− Fi(x

∗) ≤M(Fj(x
∗)− Fj(x)). (٨.٢)

،i = ١, . . . , p برای vi = fi(x
∗)

gi(x∗)
با Fi(x) = fi(x) − vigi(x) و Fi(x

∗) = ٠ دهیم قرار اگر حال
با x حقیقی عدد هر و i اندیس هر برای اگر فقط و اگر است (٢.٢) سره کارای x∗ می�گیریم نتیجه

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x) > ٠ (٩.٢)

با jای اندیس و M مثبت عدد
fj(x)gj(x

∗)− fj(x
∗)gj(x) < ٠ (١٠.٢)

که طوری به باشد داشته وجود

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x)

gi(x∗)
≤M

fj(x
∗)gj(x)− fj(x)gj(x

∗)

gj(x∗)
. (١١.٢)

ضمانت را فرضیه که است (٣.٢)-(۵.٢) روابط همان (٩.٢)-(١١.٢) روابط ،M̃ = M فرض با
است. (٢.٢) سره کارای x∗ نتیجه در می�کند.

روابط تعریف، به بنا آنگاه است. F (x∗) = ٠ با (٢.٢) سره کارای جواب x∗ کنید فرض برعکس،
روابط که می�گیریم نتیجه را (٩.٢)-(١١.٢) روابط این از داریم. را (۶.٢)-(٨.٢)

است. (١.٢) سره کارای x∗ نتیجه در هستند. M̃ = M با (٣.٢)-(۵.٢)

برنامه�ریزی مسائل در تستکارایی برای روشبرنامه�ریزیخطی ٢.٢
چندهدفه و تک�هدفه خطی�کسری

بگیرید: نظر در را زیر تک�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله
max f(x)

g(x)
=

cx+cn+١
dx+dn+١

s.t. x ∈ X = {x|Ax ≤ b, x ≥ ٠}
(١٢.٢)

در ضعیف کارایی و کارایی تست برای فصل این در است. ناتهی و کراندار مجموعه یک X آن در که
استفاده خطی ریزی برنامه� روش و ساده هندسی تعبیر یک از چند�هدفه خطی��کسری ریزی برنامه� مسائل

می�کنیم.



٢١ چندهدفه و تک�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل در کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش .٢.٢

خطی برنامه�ریزی مسائل در بهینگی تست برای خطی برنامه�ریزی روش ١.٢.٢
تک�هدفه کسری

یک y = n
m
x که کنید فرض همچنین، شده�اند. داده n > ٠ و m > ٠ و (m,n) ∈ R٢

+ کنید فرض
بالای n′ > ٠ و m′ > ٠ با (m′, n′) ∈ R٢ نقطه می�گذرد. مبدا و (m,n) نقطه از که باشد راست خط
واقع در باشد. n

m
از بزرگتر مبدا و (m′, n′) از عبوری خط شیب اگر فقط و اگر است y = n

m
x خط

است. شده داده نشان ١.٢ شکل در مطلب این . n′

m′ >
n
m
باید

است. یک خط بالای (m′, n′) لذا و است یک خط از بزرگتر دو خط شیب :١.٢ شکل

آن�گاه باشند، مثبت و حقیقی اعداد n′ و m′ ،n ،m اگر .١.٢.٢ قضیه

n′

m′ >
n

m
⇐⇒ ∃θ, ∃d−, ∃d+ s.t.

(θ ∈ R≥٠, d−, d+ ∈ R≥٠, n′ − d+ = nθ, m′ + d− = mθ, d− + d+ > ٠).

برهان.
n′

m′ >
n

m
⇐⇒ n′

n
>

m′

m
⇐⇒ ∃θ(θ ∈ R≥٠,

n′

n
> θ >

m′

m
)

⇐⇒ ∃θ(θ ∈ R≥٠, n′ > nθ,m′ < mθ)

⇐⇒ ∃θ, ∃d−, ∃d+,

(θ ∈ R≥٠, d−, d+ ∈ R≥٠, n′ − d+ = nθ,m′ + d− = mθ, d− + d+ > ٠).

و کرده حرکت θ ≥ ٠ گام طول اندازه�ی به (m,n)جهت در که این� با است معادل n′

m′ >
n
m
بنابراین

(mθ− d−, nθ) به تا کرده حرکت d− گام طول اندازه به (−١,٠) جهت در سپس برسیم، (mθ, nθ) به
به تا کرده حرکت d+ گام طول اندازه به (٠،١) جهت در نقطه آن از همچنین و برسیم

است. شده داده نشان ٢.٢ شکل در مطلب این برسیم. (mθ − d−, nθ + d+) = (m′, n′)

جواب هر برای می�بریم. کار به خطی�کسری بهینه�سازی در بهینگی تست برای را بالا هندسی تعبیر
است بهینه جواب یک x بنابراین می�کنیم. تعریف را (dx + dn+١, cx + cn+١) ∈ R٢ ،x شدنی



٢٢ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

. n
′

m′ >
n
m
با (m′, n′) به (m,n) از حرکت تحلیل و تجزیه :٢.٢ شکل

و مبدا از که بگیرد قرار راستی خط بالای که باشد نداشته وجود دیگری شدنی جواب اگر فقط و اگر
،x ∈ X هر برای که است درست زمانی فقط این اما می�کند. dx)عبور + dn+١, cx + cn+١) ∈ R٢

x ∈ X � هر برای خطی�کسری بهینه�سازی فرض از .dx + dn+١ > ٠ و cx + cn+١ > ٠ باشیم داشته
برای باشد. منفی شدنی جواب�های بعضی برای است ممکن کسر صورت اما ،dx + dn+١ > ٠ داریم

می�کنیم. عمل زیر صورت به مشکل این کردن برطرف
داریم: معادل طور به را زیر مسئله بگیرید. نظر در را (١٢.٢) خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

max
cx+cn+١
dx+dn+١

+M

s.t. x ∈ X
(١٣.٢)

شود: نوشته زیر صورت به می�تواند (١٣.٢) مسئله است. ثابت عدد یک M آن در که
max

cx+cn+١+M(dx+dn+١)
dx+dn+١

s.t. x ∈ X.
(١۴.٢)

M > M هر برای که طوری به� دارد وجود Mای > ٠ بنابراین .dx+dn+١ > ٠ داریم x ∈ X هر برای
که کنیم، حل را (١۴.٢) می�توانیم (١٢.٢) حل برای بنابراین .cx + cn+١ + M(dx + dn+١) > ٠
دست از بدون اکنون � است. مثبت X شدنی ناحیه در M > M همه برای هدف تابع در کسر صورت
بهینه جواب x ∈ X می�دانیم .cx + cn+١ > ٠ داریم x ∈ X � هر برای کنید فرض مسئله، کلیت دادن
که، �طوری به باشد داشته وجود x̂ ∈ X اگر فقط و اگر نیست (١٢.٢) خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

با ا�ست معادل این ١.٢.٢ قضیه به بنا . cx̂+cn+١
dx̂+dn+١

>
cx+cn+١
dx+dn+١

∃θ ∃d− ∃d+, θ ∈ R≥٠, d−, d+ ∈ R≥٠,

cx̂+ cn+١ − d+ = (cx+ cn+١)θ, dx̂+ dn+١ + d− = (dx+ dn+١)θ, d
− + d+ > ٠).

مسئله بهینگی �که �طوری به می�کنیم پیشنهاد را خطی ریزی برنامه� روش یک و می�کنیم استفاده بالا بحث از
می�کنیم. تست ٢.٢.٢ قضیه توسط را خطی�کسری ریزی برنامه�



٢٣ چندهدفه و تک�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل در کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش .٢.٢

مقدار اگر فقط و اگر است (١٢.٢) خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله بهینه جواب x∗ ∈ X .٢.٢.٢ قضیه
باشد: صفر زیر مسئله هدف تابع بهینه

f ∗
t٠ = max (d− + d+)

s.t.



cx+ cn+١ − d+ = f(x∗)θ

dx+ dn+١ + d− = g(x∗)θ

f(x∗) = cx∗ + cn+١

g(x∗) = dx∗ + dn+١

Ax ≤ b, x ≥ ٠
θ ≥ ٠, d− ≥ ٠, d+ ≥ ٠.

(١۵.٢)

کنید فرض ابتدا هدف. تابع بهینه مقدار f ∗
t٠ و باشد (١۵.٢) مسئله شدنی ناحیه S کنید فرض برهان.

بنابراین نیست. (١٢.٢) خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله بهینه جواب x∗ ∈ X که

∃x ∈ X,
cx+ cn+١
dx+ dn+١

>
cx∗ + cn+١
dx∗ + dn+١

=
f(x∗)

g(x∗)
⇒ ∃x(x ∈ X,

cx+ cn+١
f(x∗)

>
dx+ dn+١
g(x∗)

)

١.٢.٢ قضیه از
−−−−−−−−−→

∃θ ∃d−∃d+, x ∈ S, θ ∈ R≥٠, d−, d+ ∈ R≥٠,

cx+ cn+١ − d+ = f(x∗)θ, dx+ dn+١ + d− = g(x∗)θ, d− + d+ > ٠

⇒ (x, θ, d−, d+) ∈ S, d− + d+ > ٠⇒ f ∗
t٠ > ٠.

(x, θ, d
−
, d

+
) فرضکنید همچنین است. صفر غیر (١۵.٢) مسئله بهینه مقدار فرضکنید برعکس،

و cx+ cn+١− d
+
= f(x∗)θ بنابراین باشد. f ∗

t٠ = (d
−
+ d

+
) > ٠ با (١۵.٢) مسئله بهینه جواب

مسئله، کلیت دادن دست از بدون است. مثبت d−و d+ از یکی حداقل و dx+ dn+١+ d
−
= g(x∗)θ

.dx+ dn+١ ≤ g(x∗)θ و cx+ cn+١ > f(x∗)θ بنابراین .d+ > ٠ کنید فرض
و θ > ٠ بنابراین است. تناقض در فرض با این و x ∈ X و dx+ dn+١ ≤ ٠ آن�گاه θ = ٠ اگر

cx+ cn+١ > f(x∗)θ > ٠, ١
dx+ dn+١

≥ ١
g(x∗)θ

> ٠

⇒ cx+ cn+١
dx+ dn+١

>
f(x∗)

g(x∗)
=

cx∗ + cn+١
dx∗ + dn+١

, x ∈ X

است. کامل اثبات و نیست (١٢.٢) خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله بهینه جواب x∗ بنابراین

خطی برنامه�ریزی مسائل در کارایی تست برای خطی برنامه�ریزی روش ٢.٢.٢
چند�هدفه کسری

دادن دست از بدون می�دهیم. توسعه چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای را فوق بحث اکنون
می�توانیم .cix + ci.n+١ > ٠ داریم i = ١, . . . , p و x ∈ X هر برای می�کنیم فرض مسئله، کلیت
ریزی برنامه� مسئله در هدف تابع هر برای را خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله در بهینگی از هندسی تعبیر



٢۴ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

نیست ضعیف کارای جواب x ∈ X ضعیف، کارایی تعریف کمک با ببریم. کار به چند�هدفه خطی�کسری
�که �طوری به باشد داشته وجود x̂ ∈ X اگر فقط و اگر

cix̂+ ci.n+١
dix̂+ di.n+١

>
cix+ ci.n+١
dix+ di.n+١

, i = ١, . . . , p,

از که دارد قرار راستی خط بالای (dix̂+ di.n+١, cix̂+ ci.n+١) نقطه که این با است معادل این و
شد، گفته بالا در که آنچه طبق می�گذرد. (dix + di.n+١, cix + ci.n+١), i = ١, . . . , p نقطه�ی و مبدا

داریم: را زیر قضیه

و اگر است چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ ∈ X .٣.٢.٢ قضیه
باشد. صفر زیر مسئله بهینه مقدار اگر فقط

f ∗
twe = Maxi=١,...,pmin{d−i + d+i }

s.t.



cix+ ci.n+١ − d+i = fi(x
∗)θi, i = ١, . . . , p

dix+ di.n+١ + d−i = gi(x
∗)θi, i = ١, . . . , p

cix
∗ + ci.n+١ = fi(x

∗), i = ١, . . . , p
dix

∗ + di.n+١ = gi(x
∗) i = ١, . . . , p

d−i ≥ ٠, d+i ≥ ٠, θi ≥ ٠, i = ١, . . . , p
x ∈ X.

(١۶.٢)

است. ٢.٢.٢ قضیه شبیه اثبات برهان.

نداشته وجود x ∈ X اگر فقط و اگر است ضعیف کارای جواب x∗ ∈ X که می�کند بیان قضیه این
y = fi(x

∗)
gi(x∗)

x, i = ١, . . . , p خط بالای (dix+di.n+١, cix+ci.n+١), i = ١, . . . , p �که �طوری به باشد
بگیرد. قرار

فرم به مسئله صورت این در ،t = mini=١,...,p{d−i + d+i } ≥ ٠ دهیم قرار (١۶.٢) مسئله در اگر
می�شود. تبدیل زیر خطی ریزی برنامه�

f ∗
twe = max t

s.t.



٠ ≤ t ≤ d−i + d+i i = ١, . . . , p
cix+ ci.n+١ − d+i = fi(x

∗)θi, i = ١, . . . , p
dix+ di.n+١ + d−i = gi(x

∗)θi, i = ١, . . . , p
cix

∗ + ci.n+١ = fi(x
∗), i = ١, . . . , p

dix
∗ + di.n+١ = gi(x

∗) i = ١, . . . , p
d−i ≥ ٠, d+i ≥ ٠, θi ≥ ٠, i = ١, . . . , p
x ∈ X.

(١٧.٢)

هنگامی است. ضعیف کارا جواب�های مجموعه از مجموعه�ای زیر کارا جواب�های مجموعه که می�دانیم
زیر قضیه خیر. یا است کارا جواب آن آیا که کنیم بررسی می�خواهیم است ضعیف کارای جواب، یک �که

کنیم. بررسی را نقطه یک کارایی تا می�کند کمک ما به



٢۵ چندهدفه و تک�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل در کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش .٢.٢

چند�هدفه� خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله در ضعیف کارای یکجواب x∗ ∈ X فرضکنید .۴.٢.٢ قضیه
باشد. صفر زیر مسئله بهینه مقدار اگر فقط و اگر است کارا جواب یک x∗ آن�گاه باشد. (١.٢)

f ∗
tse = max

∑p
i=١ d

−
i + d+i

s.t.


cix+ ci.n+١ − d+i = fi(x

∗)θi, i = ١, . . . , p
dix+ di.n+١ + d−i = gi(x

∗)θi, i = ١, . . . , p
d−i ≥ ٠, d+i ≥ ٠, θi ≥ ٠, i = ١, . . . , p
x ∈ X.

(١٨.٢)

�که �طوری به دارد وجود x ∈ X بنابراین نباشد کارا جواب یک x∗ کنید فرض برهان.
است. برقرار اکید نابرابری i یک برای حداقل و cix+ci.n+١

dix+di.n+١
≥ fi(x

∗)
gi(x∗)

=
cix

∗+ci.n+١
dix∗+di.n+١

, i = ١, . . . , p
برای کنید فرض است. برقرار تساوی i یک حداقل برای است ضعیف کارای x∗ چون

برقرار تساوی i = i١ + ١, . . . , p برای و باشد برقرار اکید نامساوی i = ١, . . . , i١, ١ ≤ i١ ≤ p

داریم: باشد.
cix+ ci.n+١
dix+ di.n+١

>
fi(x

∗)

gi(x∗)
i = ١, . . . , i١,

(١.٢.٢) قضیه از
−−−−−−−−−−−→

∃x ∃θi ∃d−i ∃d+i , θi ∈ R≥٠, d−i , d
+
i ∈ R≥٠,

(cix+ci.n+١−d+i = fi(x
∗)θi, dix+di.n+١+d−i = gi(x

∗)θi, d
−
i +d+i > ٠), i = ١, . . . , i١,

(١٩.٢)
همچنین،

cix+ ci.n+١
dix+ di.n+١

=
fi(x

∗)

gi(x∗)
, i = i١ + ١, . . . , p

⇒ θi =
cix+ ci.n+١

fi(x∗)
=

dix+ di.n+١
gi(x∗)

, i = i١ + ١, . . . , p

⇒

cix+ ci.n+١ = fi(x
∗)θi

dix+ di.n+١ = gi(x
∗)θi

i = i١, . . . , p (٢٠.٢)

که می�گیریم نتیجه (٢٠.٢) و (١٩.٢) از
(x, θ١, . . . , θi١ , θi١+١, . . . , θi, d

−
١ , d

+
١ , . . . , d

−
i١
, d+i١ , d

−
i١+١, d

+
i١+١, . . . , d

−
p , d

+
p )

.f ∗
tse > ٠ بنابراین است. (١٨.٢) مسئله برای شدنی جواب یک

کنید، فرض همچنین نباشد. صفر (١٨.٢) مسئله بهینه مقدار که کنید فرض برعکس
(x, θ١, . . . , θp, d١

−
, d١

+
, . . . , dp

−
, dp

+
)

و باشد (١٨.٢) مسئله بهینه جواب

f ∗
tse =

p∑
i=١

d
−
i + d

+

i > ٠

باشیم داشته i = ℓ برای کنید فرض .d−i + d
+

i > ٠ �که �طوری به دارد وجود i ∈ {١, . . . , p} بنابراین
این از یکی و cℓx + cℓ.n+١ ≥ fℓ(x

∗)θℓ و dℓx + dℓ.n+١ ≤ gℓ(x
∗)θℓ بنابراین .d

−
ℓ + d

+

ℓ > ٠



٢۶ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

x∗ نتیجه در . cix+ci.n+١
dix+di.n+١

≥ fi(x
∗)

gi(x∗)
دیگر iهای برای و cℓx+cℓ.n+١

dℓx+dℓ.n+١
> fℓ(x

∗)
gℓ(x∗)

لذا است. اکید نابرابری�ها
است. کامل اثبات و نیست کارا جواب

�که �طوری به باشد نداشته وجود x ∈ X اگر فقط و اگر است کارا x∗ ∈ X که می�کند بیان ۴.٢.٢ قضیه
y = fi(x

∗)
gi(x∗)

x, i = ١, . . . , p خط روی یا بالا (dix+di.n+١, cix+ci.n+١), i = ١, . . . , p ،i هر برای
خط بالای (dix+ di.n+١, cix+ ci.n+١), i = ١, . . . , p ،i یک حداقل برای و گیرد قرار

گیرد. قرار y = fi(x
∗)

gi(x∗)
x, i = ١, . . . , p

کارا نقاط کردن پیدا برای الگوریتمی ٣.٢

شروع شدنی نقطه یک از خطی ریزی برنامه� روش کمک با که می�کنیم بیان را الگوریتمی بخش این در
می�کنیم استفاده ٣.٢.٢ قضیه از می�یابد. را چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارای نقطه و کرده

کنیم. فرمول�بندی (١.٢) مسئله ضعیف کارای جواب کردن پیدا برای را زیر الگوریتم تا

:١ الگوریتم

دهید قرار و کنید انتخاب چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله از x٠ شدنی جواب یک :١ گام
.k = ١ و x∗ = x٠

باشد. بهینه جواب (xk, tk, θk, dk+, dk−) کنید فرض کنید. حل را (١٧.٢) مسئله :٢ گام
چند��هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله ضعیف کارای جواب xk کنید. توقف آن�گاه tk = ٠ اگر :٣ گام

بروید. ٢ مرحله به و x∗ = xk و k = k + ١ دهید قرار اینصورت غیر در است.

ضعیف کارای جواب به می�شود تولید ١ الگوریتم توسط که x١, x٢, . . . , xk, . . . دنباله .١.٣.٢ قضیه
است. همگرا چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

است واضح باشد. (١.٢) مسئله در maxx∈X
fi(x)
gi(x)

i = ١, . . . , p بهینه جواب xi کنید فرض برهان.
است. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله شدنی جواب می�آید دست به ٢ مرحله در که xk هر که
آمده دست به مقادیر با مقایسه در ،i = ١, . . . , p برای dk−i و dk+i بودن مثبت علت به این، بر علاوه
هدف توابع کسرهای مخرج همه�ی مقادیر و می�دهد افزایش را کسرها صورت مقادیر xk ،xk−١ برای

دیگر عبارت به می�دهد. کاهش را چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله
cix

١ + ci.n+١ ≤ cix
٢ + ci.n+١ ≤ . . . ≤ cix

k + ci.n+١ ≤ . . . , i = ١, . . . , p, (٢١.٢)

و
dix

١ + di.n+١ ≥ dix
٢ + di.n+١ ≥ . . . ≥ dix

k + di.n+١ ≥ . . . i = ١, . . . , p. (٢٢.٢)

بنابراین
fi(x

١)

gi(x١)
≤ fi(x

٢)

gi(x٢)
≤ . . . ≤ fi(x

k)

gi(xk)
≤ . . . ≤ fi(xi)

gi(xi)
i = ١, . . . , p. (٢٣.٢)



٢٧ کارا نقاط کردن پیدا برای الگوریتمی .٣.٢

طور به دارد. وجود (٢٣.٢) در شده داده نشان نابرابری�ها دنباله در برابری یک حداقل که کنید فرض ابتدا
می�گیریم نتیجه x∗ = xk١−٠ با (١٧.٢) حل با نتیجه در .fi٠ (x

k١−٠)
gi٠ (x

k١−٠) = fi٠ (x
k٠ )

gi٠ (x
k٠ ) می�کنیم فرض دلخواه

مسئله ضعیف کارای جواب xk٠ که می�گیریم نتیجه ٣.٢.٢ قضیه طبق لذا .dk٠+i٠ = dk٠−i٠ = ٠, tk٠ = ٠
است. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه�

درجه با تقریبی وسیله�ی به را اثبات هستند. اکید (٢٣.٢) در نابرابری�ها همه�ی که کنید فرض حال
(fi(x

k))k=١,...,∞ دنباله�های (٢١.٢) - (٢٣.٢) نامساوی�های علت به می�کنیم. کامل شده، داده دقت
دنباله�ها، این همچنین هستند. یکنوا i = ١, . . . , p هر برای (fi(xk)

gi(xk)
)k=١,...,∞ و (gi(xk))k=١,...,∞ و

همه�ی و هستند کراندار چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله از X شدنی مجموعه کرانداری بواسطه�ی
هستند. همگرا دنباله سه هر نتیجه در هستند. اکید مثبت X شدنی مجموعه روی مخرج�ها و صورت�ها

داریم: نتیجه در

∀ i = ١, . . . , p, ∀ ε > ٠, ∃ ni(ε) ∈ N : |fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k)

gi(xk)
| < ε, ∀ k > ni(ε)

می�دهیم: قرار
N(ε) = max{n١(ε), n٢(ε), . . . , np(ε)}

داریم:

∀ i = ١, . . . , p, ∀ ε > ٠ ∀ k > N(ε) |fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k)

gi(xk)
| < ε.

جواب عنوان به (xk+١, tk+١, θk+١, d(k+١)+, d(k+١)−) می�کنیم. حل x∗ = xk با را (١٧.٢) مسئله
از tk+١ = d

(k+١)+
i٠ + d

(k+١)−
i٠ که باشد چنان i٠ اندیس کنیم فرض می�آوریم. دست به بهینه

fi٠(x
k+١)

gi٠(x
k+١)

− fi٠(x
k)

gi٠(x
k)

=
fi٠(x

k+١)

gi٠(x
k+١)

−
fi٠(x

k+١)− d
(k+١)+
i٠

gi٠(x
k+١) + d

(k+١)−
i٠

=
fi٠(x

k+١)d
(k+١)−
i٠ + gi٠(x

k+١)d
(k+١)+
i٠

gi٠(x
k+١)(gi٠(x

k+١) + d
(k+١)−
i٠ )

داریم:

∀ ε > ٠ ∀ k > N(ε)

∣∣∣∣∣fi٠(xk+١)d
(k+١)−
i٠ + gi٠(x

k+١)d
(k+١)+
i٠

gi٠(x
k+١)(gi٠(x

k+١) + d
(k+١)−
i٠ )

∣∣∣∣∣ < ε.

مجموعه روی gi٠(xk+١) و fi٠(x
k+١) دنباله�های است، کراندار X شدنی مجموعه چون �علاوه، به

دادن دست از بدون و باشد اکید مثبت gi٠(xk+١) دنباله� کردیم، فرض همچنین هستند. کراندار X شدنی
حل برای باشد منفی fi٠(xk+١) دنباله (اگر باشد. اکید مثبت fi٠(xk+١) دنباله فرضمی�کنیم کلیتمسئله

fi٠ (x
k+١)d(k+١)−

i٠
gi٠ (x

k+١)(gi٠ (x
k+١)+d

(k+١)−
i٠ )

بزرگ، کافی اندازه به k برای می�کنیم). استفاده (١٣.٢) مسئله از مشکل این

هستند. صفر به نزدیک (tk دنباله (و dk+i٠ و dk−i٠ بنابراین هستند. صفر به نزدیک d
(k+١)+
i٠

gi٠ (x
k+١)+d

(k+١)−
i٠

و
دلخواه دقت درجه با (١.٢) چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله ضعیف کارای جواب xk نتیجه در

است.



٢٨ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

داریم. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارا جواب آوردن دست به برای مشابه ساختار یک
نیست. لازم ۴.٢.٢ قضیه در x∗ ∈ X بودن ضعیف کارای شرط که می�دهیم نشان زیر، قضیه در

(١.٢) چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله دلخواه شدنی جواب x∗ ∈ X کنید فرض .٢.٣.٢ قضیه
باشد. صفر (١٨.٢) مسئله بهینه مقدار اگر فقط و اگر است کارا جواب x∗ آن�گاه باشد.

فرض خلف، برهان است. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارا جواب x∗ کنید فرض برهان.
مسئله بهینه جواب که (x̃, θ̃, d̃+, d̃−) دارد وجود لذا نباشد. صفر (١٨.٢) مسئله بهینه مقدار کنید
و fi٠ (x̃)

gi٠ (x̃)
> fi٠ (x

∗)
gi٠ (x

∗)
داریم بنابراین .d̃+i٠ + d̃−i٠ > ٠ �که �طوری به i٠ اندیس یک حداقل با است (١٨.٢)

است. تناقض در x∗ بودن کارا با این و i = ١, . . . , p هر برای fi(x̃)
gi(x̃)
≥ fi(x

∗)
gi(x∗)

کارای جواب x∗ کنید فرض خلف، برهان باشد. صفر (١٨.٢) مسئله بهینه مقدار کنید فرض عکس، بر
برای fi(x̃)

gi(x̃)
≥ fi(x

∗)
gi(x∗)

�که �طوری به دارد وجود x̃ ∈ X لذا نباشد. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله
(x̃, θ̃, d̃+, d̃−) دارد وجود یعنی این .fi(x̃)

gi(x̃)
> fi(x

∗)
gi(x∗)

،i٠ اندیس یک حداقل برای و i = ١, . . . , p هر
ادعا این با است متناقض این .

∑
(d̃+i + d̃−i ) > ٠ �که �طوری به است (١٨.٢) مسئله شدنی جواب که

است. صفر (١٨.٢) مسئله بهینه مقدار که

٢.٣.٢ قضیه از باشد. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله دلخواه شدنی جواب x٠ کنید فرض
فرمول�بندی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارا جواب برای را ٢ الگوریتم تا می�کنیم استفاده

کنیم.

٢ الگوریتم

k = ١ و x∗ = x٠ می�دهیم قرار :١ گام
دهید قرار باشد. بهینه جواب (xk, θK , dk+, dk−) کنید فرض و کنید حل را (١٨.٢) مسئله :٢ گام

.tk =
∑p

i=١(d
k−
i + dk+i )

در است. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارا جواب xk کنید. توقف آنگاه tk = ٠ اگر :٣ گام
بروید. ٢ مرحله به و k = k + ١ و x∗ = xk دهید قرار �صورت این غیر

مسئله کارا جواب به می�شود تولید ٢ الگوریتم بوسیله که x١, x٢, . . . , xk, . . . دنباله .٣.٣.٢ قضیه
است. همگرا چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه�

داریم: و می�دهیم ادامه را ١.٣.٢ قضیه اثبات مراحل همان است. ١.٣.٢ قضیه شبیه اثبات برهان.

٠ <
fi(x

١)

gi(x١)
≤ fi(x

٢)

gi(x٢)
≤ . . . ≤ fi(x

k)

gi(xk)
≤ . . . ≤ fi(xi)

gi(xi)
, i = ١, . . . , p,

کراندار و یکنوا (fi(xk)
gi(xk)

)k→∞ دنباله است. maxx∈X
fi(x)
gi(x)

, i = ١, . . . , p بهینه جواب xi �که� �طوری به
نتیجه: در همگراست. بنابراین است،

∀ i = ١, . . . , p, ∀ ε > ٠, ∃ ni(ε) ∈ N : |fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k)

gi(xk)
| < ε, ∀ k > ni(ε).



٢٩ کارا نقاط کردن پیدا برای الگوریتمی .٣.٢

می�دهیم، قرار
N(ε) = max{n١(ε), n٢(ε), . . . , np(ε)}

داریم:

∀ ε > ٠, ∀ i = ١, . . . , p, |fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k)

gi(xk)
| < ε, ∀ k > N(ε).

بهینه جواب عنوان به را (xk+١, θk+١, d(k+١)+, d(k+١)−) و می�کنیم حل x∗ = xk با را (١٨.٢) مسئله
از می�آوریم. دست به

fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k)

gi(xk)
=

fi(x
k+١)

gi(xk+١)
− fi(x

k+١)− d
(k+١)+
i

gi(xk+١) + d(k+١)−

=
fi(x

k+١)d
(k+١)−
i + gi(x

k+١)d
(k+١)+
i

gi(xk+١)(gi(xk+١) + d
(k+١)−
i )

داریم:

∀ ε > ٠ ∀ i = ١, . . . , p, |fi(x
k+١)d

(k+١)−
i + gi(x

k+١)d
(k+١)+
i

gi(xk+١)(gi(xk+١) + d
(k+١)−
i )

| < ε ∀ k > N(ε).

X شدنی مجموعه روی i = ١, . . . , p هر برای gi(xk+١) و fi(xk+١) دنباله�های� �که این از �علاوه، به
fi(x

k+١)d(k+١)−
i

gi(xk+١)(gi(xk+١)+d
(k+١)−
i )

بزرگ کافی اندازه به k برای می�گیریم نتیجه می�باشند، کراندار و اکید p∑مثبت
i=١ d

k+
i + dk−i نتیجه در و dk+i و dk−i همه�ی بنابراین، هستند. صفر به نزدیک d

(k+١)+
i

gi(xk+١)+d
(k+١)−
i

و
ریزی برنامه� مسئله برای کارا جواب xk ٢.٣.٢ قضیه به بنا نتیجه در و می�گیرند قرار صفر نزدیک

است. دلخواه دقت درجه با چند�هدفه خطی�کسری

ریزی برنامه� روش کمک با بگیرید، نظر در را زیر هدفه دو کسری خطی ریزی برنامه� مسئله .۴.٣.٢ مثال
می�آوریم: دست به را زیر مسئله کارا جواب (الگوریتم٢) خطی

max( x١−۴
−x٣+٢ ,

−x١+۴
x١+٢ )

s.t.− x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

است: زیر صورت به ٢ الگوریتم اجرای نحوه
k = ١ و (x∗

١, x
∗
٢) = (۶,٠) = x٠ می�دهیم قرار :١ مرحله

می�کنیم: حل را زیر تک�هدفه مسئله :٢ مرحله



٣٠ چندهدفه کسری ریزی برنامه� .٢

max

٢∑
i=١

d−i + d+i

s.t.



x١ − ۴− d+١ = (x∗
١ − ۴)θ١,

−x٢ + ٣+ d−١ = (−x∗
٢ + ٣)θ١,

−x١ + ۴− d+٢ = (−x∗
١ + ۴)θ٢,

x٢ + ١+ d−٢ = (x∗
٢ + ١)θ٢,

−x١ + ٣x٢ ≤ ٠,

x١ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠,

d−١ , d
+
١ , d

−
٢ , d

+
٢ ≥ ٠, θ١, θ٢ ≥ ٠.

است. صفر تک�هدفه مسئله بهینه مقدار آن ازای به که می�آوریم دست به را (۶ و ٢) جواب و
است. دوهدفه مسئله کارای جواب یک x∗ = (۶,٢) می�کنیم، توقف پس مرحله٣:



٣ فصل

چندهدفه خطی�کسری برنامه�ریزی مسائل
فازی

مقدمه ١.٣

بگیرید: نظر در را زیر فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

max
(f١(x)
g١(x)

,
f٢(x)

g٢(x)
, . . . ,

fp(x)

gp(x)

)
(١.٣)

s.t. x ∈ X(A, b̃) = {x ∈ Rn|Ax ≤ b̃, x ≥ ٠},

در b̃ فازی پارامترهای بردار است. فازی پارامترهای از بعدی m بردار b̃ و m× n ماتریس A آن در که
است. µb̃(b) آن عضویت تابع که است، فازی اعداد بردار (١.٣) مسئله

این مطالب عمده داریم. را b̃ = [b̃١, b̃٢, . . . , b̃m] فازی بردار از α−برش مجموعه تعریف ادامه، در
است. [٢٩ ،٣١] مراجع از فصل

می�شود: تعریف زیر صورت به (١.٣) مسئله در b̃ فازی پارامتر بردار از α−برش مجموعه .١.١.٣ تعریف

Lα(b̃) = {b ∈ Rm|µb̃(b) ≥ α}.

نوشت. زیر فازی غیر فرم به می�توان را (١.٣) فازی چند�هدفه مسئله α−برش، تعریف کمک با

max
(f١(x)
g١(x)

,
f٢(x)

g٢(x)
, . . . ,

fp(x)

gp(x)

)
(٢.٣)

s.t. x ∈ X(A, b) = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ ٠, b ∈ Lα(b̃)}.

شود. فرموله زیر شکل به می�تواند (٢.٣) مسئله
max F (x) = (F١(x), F٢(x), . . . , Fp(x)) (٣.٣)

s.t. x ∈ X(A, b)

٣١



٣٢ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

�که طوری به
Fi(x) = fi(x)− vigi(x), i = ١, . . . , p

مسئله از α−کارا جواب مفهوم ١.١.٣ تعریف براساس هستند. ثابت پارامترهای vi > ٠ آن در که
می�کنیم. بیان زیر صورت به را (٣.٣)

برای کارا −αجواب یک را x∗ ∈ X(A, b) نقطه ((٢.٣) مسئله برای (جوابα−کارا .٢.١.٣ تعریف
هر ازای به Fi(x) ≥ Fi(x

∗) که طوری به باشد نداشته وجود x ∈ X(A, b) هرگاه گوییم (٣.٣) مسئله
.i یک برای حداقل اکید نابرابری با i = ١, . . . , p

برای همچنین دهد. نشان را (٣.٣) و (٢.٣) مسئله شدنی جواب�های مجموعه X(A, b) کنید فرض
است واضح نتیجه در باشد. محدب مجموعه X(A, b) و باشند مقعر −gi و fi توابع ،x ∈ X(A, b) هر

است. محدب Fi که

جواب x∗ اگر فقط و اگر است (٢.٣) مسئله برای جوابα−کارا x∗ ∈ X(A, b) نقطه�ی .٣.١.٣ قضیه
باشد. vi = fi(x

∗)
gi(x∗)

و F (x∗) = ٠ با (٣.٣) مسئله برای α−کارا

x ∈ X(A, b) آن�گاه باشد (٢.٣) مسئله برای α−کارا جواب یک x∗ ∈ X(A, b) کنید فرض برهان.
�که طوری به ندارد وجود

fi(x)

gi(x)
≥ fi(x

∗)

gi(x∗)
∀i = ١, . . . , p.

ندارد وجود x ∈ X(A, b) می�گیریم نتیجه بالا نابرابری از vi = fi(x
∗)

gi(x∗)
i = ١, . . . , p کنید فرض

�که طوری به
٠ ≤ fi(x)− vigi(x) = Fi(x) ∀i = ١, . . . , p.

که این از
٠ = fi(x

∗)− vigi(x
∗) = Fi(x

∗), i = ١, . . . , p

x∗ بنابراین .Fi(x
∗) ≤ Fi(x) i = ١, . . . , p که طوری به ندارد وجود x ∈ X(A, b) که می�بینیم

است. F (x∗) = ٠ با (٣.٣) مسئله برای α−کارا جواب
و Fi(x

∗) = ٠ = fi(x
∗) − vigi(x

∗) با (٣.٣) مسئله α−کارا جواب x∗ کنید فرض برعکس،
که طوری به ندارد وجود x ∈ X(A, b) یعنی این و باشد. vi = fi(x

∗

gi(x∗)

٠ = Fi(x
∗) ≤ Fi(x) = fi(x)− vigi(x), ∀i = ١, . . . , p.

که طوری به ندارد وجود x ∈ X لذا
fi(x

∗)

gi(x∗)
= vi ≤

fi(x)

gi(x)
, ∀i = ١, . . . , p

است. (٢.٣) مسئله برای α−کارا جواب x∗ بنابراین

تعریف بردن کار به با .i هر برای k < gi(x) < K که باشند چنان K > و٠ k > ٠ کنید فرض
اندیس هر برای اگر است سره جوابα−کارای x∗ که داریم توجه (٢.٣) مسئله برای سره کارایی از جفرن



٣٣ مقدمه .١.٣

داشته وجود fj(x
∗)

gj(x∗)
>

fj(x)

gj(x)
با jای اندیس و M مثبت عدد ،fi(x∗)

gi(x∗)
< fi(x)

gi(x)
با x حقیقی عدد هر و i

که طوری به باشد
fi(x)

gi(x)
− fi(x

∗)

gi(x∗)
≤M [

fj(x
∗)

gj(x∗)
− fj(x)

gj(x)
].

هر برای اگر است سره α−کارای جواب (٢.٣) مسئله برای x∗ α−کارای جواب دیگر، عبارت به یا
با jای اندیس و M̃ مثبت عدد ،fi(x)gi(x∗)− fi(x

∗)gi(x) > ٠ با x حقیقی عدد هر و i اندیس
که طوری به باشد داشته وجود fj(x)gj(x∗)− fj(x

∗)gj(x) < ٠

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x)

gi(x∗)
≤ M̃

fj(x
∗)gj(x)− fj(x)gj(x

∗)

gj(x∗)
.

می�کنیم. ثابت را زیر قضیه (٣.٣) و (٢.٣) مسائل برای سره α−کارایی با ارتباط در .M̃ = M K
k
و

جواب x∗ اگر فقط و اگر است (٢.٣) برای سره α−کارای جواب x∗ ∈ X(A, b) نقطه .۴.١.٣ قضیه
باشد. i = ١, . . . , p هر ازای به vi = fi(x

∗

gi(x∗)
و Fi(x

∗) = ٠ با (٣.٣) برای سره α−کارای

x∗ که می�گیریم نتیجه ٣.١.٣ قضیه از است. (٢.٣) برای سره α−کارای جواب x∗ کنید فرض برهان.
هر برای اگر است (٣.٣) برای سره α−کارای جواب x∗ .F (x∗) = ٠ با است (٣.٣) برای α−کارا

با x حقیقی عدد هر و i اندیس
Fi(x)− Fi(x

∗) > ٠ (۴.٣)

با jای اندیس و M مثبت عدد
Fj(x)− Fj(x

∗) < ٠ (۵.٣)

�که طوری به باشد داشته وجود
Fi(x)− Fi(x

∗) ≤M(Fj(x
∗)− Fj(x)). (۶.٣)

vi =
fi(x

∗)
gi(x∗)

i = ١, . . . , p با Fi(x) = fi(x) − vigi(x) و Fi(x
∗) = ٠ دهیم قرار اگر حال

با x حقیقی عدد هر و i اندیس هر برای اگر فقط و اگر است (٣.٣) سره کارای x∗ می�گیریم نتیجه

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x) > ٠ (٧.٣)

با jای اندیس و M مثبت عدد
fj(x)gj(x

∗)− fj(x
∗)gj(x) < ٠ (٨.٣)

که طوری به باشد داشته وجود

fi(x)gi(x
∗)− fi(x

∗)gi(x)

gi(x∗)
≤M

fi(x
∗)gi(x)− fj(x)gj(x

∗)

gj(x∗)
. (٩.٣)

می�کند. ضمانت را فرضیه که است (٣.٢)-(۵.٢) روابط همان (٧.٣)-(٩.٣) روابط ،M̃ = M فرض با
است. (٣.٣) سره کارای x∗ نتیجه در

(۴.٣)-(۶.٣) روابط آن�گاه باشد. F (x∗) = ٠ با (٣.٣) سره جوابα−کارای x∗ کنید فرض برعکس،



٣۴ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

بگیریم نتیجه را (٧.٣)-(٩.٣) روابط می�توانیم نتیجه در است. برقرار x ∈ X(A, b) هر و i هر برای
هستند. M̃ = M با (٣.٢)-(۵.٢) روابط همان که

چند�هدفه برنامه�ریزیخطی�کسری مسائل برای کارا جواب�های ٢.٣
فازی پارامترهای با

دقیق چند�هدفه کسری مسئله یک کسرهای در شده استفاده ضرائب واقعی، سازی بهینه مسائل در چون
نقطه�ی نوع چهار می�کنیم. استفاده فازی پارامترهای با چند�هدفه خطی�کسری مسئله از نیستند قطعی و
غیرفازی چند�هدفه خطی�کسری مسائل کارای نقاط با را آن�ها رابطه و کرده تعریف فازی مسائل برای کارا

می�کنیم. بررسی
بگیرید: نظر در را زیر فازی پارامترهای با چندهدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله�ی

max
(

c̃١x+c̃١.n+١
d̃١x+d̃١.n+١

, . . . ,
c̃px+c̃p.n+١
d̃px+d̃p.n+١

)
s.t.

x ∈ X̃ = {x ∈ Rn|ãjx ≤ b̃j, j = ١, . . . ,m;x ≥ ٠}.

(١٠.٣)

آن در که
c̃i = [c̃i١, . . . , c̃in], i = ١, . . . , p,

d̃i = [d̃i١, . . . , d̃in], i = ١, . . . , p,

ãj = [ãj١, . . . , ãjn], j = ١, . . . ,m.

پارامترهای که می�شود فرض هستند. فازی پارامترهای d̃il و c̃il ، b̃j ،ãjl ∀ i, j, l که شود توجه
داده نشان µãjl(ajl), µb̃j

(bj), µc̃il(cil), µd̃il
(dil) با آنها عضویت تابع که هستند فازی اعداد فازی،

می�شود.
مثبت کسرها مخرج شدنی، جواب هر برای که می�شود فرض معمولی چندهدفه خطی�کسری مسائل در
α ∈ [٠,١] هر برای فازی چندهدفه کسری خطی مسائل در که می�کنیم فرض ما نیز فصل این در است.

است. مثبت (d̃ix+ d̃i.n+١, i = ١, . . . , p) هدف توابع مخرج α−برش مجموعه
کاملا یافته تعمیم معمولی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عنوان به مسائل این بررسی هنگام

شود: مطرح زیر سوال که است طبیعی
اعداد شامل X̃ = {x ∈ Rn|ãjx ≤ b̃j, j = ١, . . . ,m;x ≥ mمحدودیت{٠ برای بودن شدنی ،اولا

کنیم؟ تعریف چگونه را فازی
چگونه را فازی اعداد شامل

(
c̃١x+c̃١.n+١
d̃١x+d̃١.n+١

, . . . ,
c̃px+c̃p.n+١
d̃px+d̃p.n+١

)
هدف تابع p برای کارایی مفهوم دوماً،

کنیم؟ تعریف
m̃ فازی عدد دو مقایسه برای شاخص چهار پراد و دبایز فوق سوال دو به پاسخ منظور به صورت این در

کرده�اند. معرفی ñ و



٣۵ فازی عدد دو مقایسه .٣.٣

فازی عدد دو مقایسه ٣.٣

است. شده پیشنهاد [٩] پراد٢ و دبایز و [١٠] دبایز١ توسط فازی عدد دو رتبه�بندی برای شاخص چهار

فازی عدد دو مقایسه برای شاخص٣ چهار باشند. فازی عدد دو ñ و m̃ کنید فرض .١.٣.٣ تعریف
می�کنیم: تعریف

الف.
Pos(m̃ ⩾ ñ) = sup {min(µm̃(u), µñ(v))|u ≥ v} ,

ب.
Pos(m̃ > ñ) = supu {infv {min(µm̃(u),١− µñ(v))|u ≤ v}} ,

ج.
Nes(m̃ ≥ ñ) = infu {supv {max(١− µm̃(u), µñ(v))|u ≥ v}} ,

د.
Nes(m̃ > ñ) = inf {max(١− µm̃(u),١− µñ(v))|u ≤ v} ,

است. ñ عضویت تابع µñ(v) و m̃ عضویت تابع ،µm̃(u) که

کمک با می�توانند شرایط این باشد، α مساوی یا بزرگتر شاخص چهار این عضویت درجه حالتی�که در
بیان معمولی قیدهای عنوان به ñ و m̃ فازی اعداد از [nL

α, n
R
α ] و [mL

α,m
R
α ] α−برش مجموعه�های

و راست راسی نقاط ترتیب به nL
α و nR

α ،mL
α و mR

α ،[nL
α, n

R
α ] و [mL

α,m
R
α ] در که شود توجه شوند.

داریم: را زیر قضیه بنابراین هستند. ñ و m̃ α−برش مجموعه�های چپ

[٣١] .٢.٣.٣ قضیه
Pos(m̃ ≥ ñ) ≥ α ←→ mR

α ≥ nL
α,

Pos(m̃ > ñ) ≥ α ←→ mR
α ≥ nR

١−α,

Nes(m̃ ≥ ñ) ≥ α ←→ mL
١−α ≥ nL

α,

Nes(m̃ > ñ) ≥ α ←→ mL
١−α ≥ nR

١−α.

است. آمده ١۴.۵.١ تعریف در که است ویژگی�هایی دارای ã فازی عدد هر برای µã(a)عضویت تابع

تعریف (۶) تا (١) شرایط در ñ و m̃ فازی عدد دو عضویت توابع کنید فرض [٣١] .٣.٣.٣ نتیجه
،α ∈ [٠,١] هر برای آن�گاه باشد. پیوسته f : R١ × R١ −→ R١ و کنند صدق ١۴.۵.١

[f(m̃, ñ)]α = f(mα, nα),

١Dubois
٢Dubois and Prade
٣indices



٣۶ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

یعنی: هستند ñ و m̃ فازی اعداد از α−برش مجموعه�های nα و mα آن در که
nα = [nL

α, n
R
α ],mα = [mL

α,m
R
α ].

برای را کارا جواب و شدنی جواب مفاهیم فازی، اعداد مقایسه شاخص چهار از استفاده با ادامه، در
می�کنیم. تعریف چندهدفه خطی�کسری مسائل

شدنی جواب تعریف انواع ١.٣.٣

محدودیت�ها، مجموعه ضرایب فقط که داریم را چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله� کنید فرض
یعنی: هستند فازی پارامترهای

max (
f(x)

g(x)
) =

(f١(x)
g١(x)

,
f٢(x)

g٢(x)
, . . . ,

fp(x)

gp(x)

)
X̃ =

{
x ∈ Rn| ãjx ≤ b̃j, j = ١, . . . ,m; x ≥ ٠

}
(١١.٣)

پارامترهای با محدودیت�های مجموعه برای (α−شدنی) شدنی جواب نوع چهار [٣٠] یانو۵ و ساکاوا۴
می�کنند. تعریف فازی

(α-شدنی) .۴.٣.٣ تعریف
اگر فقط و اگر است، (١١.٣) برای (α− VWF ) ضعیف بسیار α-شدنی ،x ∈ Rn الف:

x ∈ XVWF (α) =
{
x ≥ ٠| Pos(ãjx ≤ b̃j) ≥ α, j = ١, . . . ,m

}
. (١٢.٣)

اگر فقط و اگر است، (١١.٣) برای (α−MWF ) ضعیف نیمه α-شدنی ،x ∈ Rn ب:
x ∈ XMWF (α) =

{
x ≥ ٠| Pos(ãjx < b̃j) ≥ α, j = ١, . . . ,m

}
. (١٣.٣)

اگر فقط و اگر است، (١١.٣) برای (α−MSF ) قوی شدنی α-نیمه ،x ∈ Rn ج:
x ∈ XMSF (α) =

{
x ≥ ٠| Nes(ãjx ≤ b̃j) ≥ α, j = ١, . . . ,m

}
. (١۴.٣)

اگر فقط و اگر است، (١١.٣) برای (α− V SF ) قوی α-شدنی ،x ∈ Rn د:
x ∈ XV SF (α) =

{
x ≥ ٠| Nes(ãjx < b̃j) ≥ α, j = ١, . . . ,m

}
. (١۵.٣)

گرفت. نتیجه را ۵.٣.٣ قضیه می�توان آسانی به ،٢.٣.٣ قضیه از استفاده با

۴Sakawa
۵Yano



٣٧ فازی عدد دو مقایسه .٣.٣

:[٣١] .۵.٣.٣ قضیه
الف.

XVWF (α) = {x ≥ ٠| aLjαx ≤ bRjα, j = ١, . . . ,m},

ب.
XMWF (α) = {x ≥ ٠| aRj(١−α)x ≤ bRjα, j = ١, . . . ,m},

ج.
XMSF (α) = {x ≥ ٠| aLjαx ≤ bLj(١−α), j = ١, . . . ,m},

د.
XV SF (α) = {x ≥ ٠| aRj(١−α)x ≤ bLj(١−α), j = ١, . . . ,m},

آن در که
aLjα = [aLj١α, . . . , a

L
jnα], j = ١, . . . ,m

و
aRjα = [aRj١α, . . . , a

R
jnα], j = ١, . . . ,m

هستند. b̃j و ãjl فازی اعداد از α−برش مجموعه�های بالای و پایین کران�های bRjα ،bLjα و aRjlα ،aLjlα و

XV SF (α) XMSFو (α) ،XMWF (α) ،XVWF (α) بین را زیر (.)Nesروابط و Pos(.)خواص از
می�گیریم: نتیجه

XMWF (α) ∪XMSF (α) ⊂ XVWF (α) (١۶.٣)

و
XV SF (α) ⊂ XMWF (α) ∩XMSF (α) (١٧.٣)

می�شوند: نتیجه زیر خواص از (١٧.٣) و (١۶.٣) رابطه دو

Pos(ãjx ≤ b̃j) ≥ max
{
Pos(ãjx < b̃j), Nes(ãjx ≤ b̃j)

}
Nes(ãjx < b̃j) ≤ min

{
Pos(ãjx < b̃j), Nes(ãjx ≤ b̃j)

}
اگر و است ضعیف بسیار αشدنی باشد، ضعیف نیمه α−شدنی xای اگر می�کند بیان (١۶.٣) رابطه

است. ضعیف بسیار αشدنی باشد، قوی شدنی α−نیمه xای

γ-کارا جواب ٢.٣.٣

معمولی کارای جواب مفهوم فازی، پارامترهای با چندهدفه کسری خطی ریزی برنامه مسائل بررسی برای
مخرج و صورت پارامترهای فقط که را چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسائل می�دهیم. گسترش را

یعنی: می�گیریم نظر در را هستند، فازی اعداد هدف توابع



٣٨ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

max

(
c̃١x+ c̃١.n+١

d̃١x+ d̃١.n+١
, . . . ,

c̃px+ c̃p.n+١

d̃px+ d̃p.n+١

)
(١٨.٣)

s.t.
x ∈ X = {x ∈ Rn|ajx ≤ bj, j = ١, . . . ,m; x ≥ ٠} .

داشت: خواهیم γ−کارایی برای را زیر تعریف ،١.٣.٣ تعریف روابط کمک با

γ-کارا جواب .۶.٣.٣ تعریف
�طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند ضعیف بسیار γ-کارا را x∗ ∈ X نقطه (١)

که
Pos

{
c̃ix+ c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
≤ c̃ix

∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١

}
≤ γ, i = ١, . . . , p,

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل برای و
طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند ضعیف نیمه γ−کارا را x∗ ∈ X نقطه (٢)

که
Pos

{
c̃ix+ c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
<

c̃ix
∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١

}
≤ γ, i = ١, . . . , p,

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل وبرای
که �طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند کارا γ-نیمه را x∗ ∈ X نقطه (٣)

Nes

{
c̃i + c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
≤ c̃ix

∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١

}
≤ γ, i = ١, . . . , p,

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل وبرای
که �طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند کارا γ-بسیار را x∗ ∈ X نقطه (۴)

Nes

{
c̃ix+ c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
<

c̃ix
∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١

}
≤ γ, i = ١, . . . , p,

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل برای و
به γ−کارا جواب صریح فرم ٣.٣.٣ نتیجه و (

c̃ix+c̃i.n+١
d̃ix+d̃i.n+١

) هدف تابع γ−برش مجموعه کمک با
داریم: را زیر قضیه بنابراین می�آید، دست

:[٣١] γ-کارا جواب .٧.٣.٣ قضیه
کنید فرض

cLiγ = [cLi١γ, . . . , c
L
inγ], i = ١, . . . , p,

cRiγ = [cRi١γ, . . . , c
R
inγ], i = ١, . . . , p,

dLiγ = [dLi١γ, . . . , d
L
inγ], i = ١, . . . , p,

dRiγ = [dRi١γ, . . . , d
R
inγ], i = ١, . . . , p,



٣٩ فازی عدد دو مقایسه .٣.٣

آن�گاه، است. d̃il و c̃il فازی اعداد از γ−برش مجموعه بالای و پایین کران�های dRilγ،dLilγ ،cRilγ ،cLilγو
به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند ضعیف بسیار γ-کارای را x∗ ∈ X نقطه (الف).

که طوری
cLiγx+ cLi.n+١,γ
dRiγx+ dRi.n+١,γ

≥
cRiγx

∗ + cRi.n+١,γ
dLiγx

∗ + dLi.n+١.γ
, i = ١, . . . , p, (١٩.٣)

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل وبرای
به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند ضعیف نیمه γ-کارای را x∗ ∈ X نقطه (ب).

که طوری
cRi,١−γx+ cRi.n+١,١−γ

dLi,١−γx+ dLi.n+١,١−γ

≥
cRiγx

∗ + cRi.n+١,γ
dLiγx

∗ + dLi.n+١,γ
i = ١, . . . , p, (٢٠.٣)

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل برای و
که طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند کارا γ-نیمه را x∗ ∈ X نقطه (ج).

cLiγx+ cLi.n+١,γ
dRiγx+ dRi.n+١,γ

≥
cLi,١−γx

∗ + cLi.n+١,١−γ

dRi,١−γx
∗ + dRi.n+١,١−γ

i = ١, . . . , p, (٢١.٣)

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل وبرای
که طوری به باشد نداشته وجود xای ∈ X اگر فقط و اگر گویند کارا γ-بسیار را x∗ ∈ X نقطه (د).

cRi,١−γx+ cRi,n+١,١−γ

dLi,١−γx+ dLi,n+١,١−γ

≥
cLi,١−γx

∗ + cLi.n+١,١−γ

dRi,١−γx
∗ + dRi.n+١,١−γ

i = ١, . . . , p, (٢٢.٣)

باشد. اکید بزرگتر i یک حداقل وبرای

(الف). برهان.
به�طوری�که ندارد وجود xای ∈ X (١) قسمت ۶.٣.٣ تعریف از

Pos{
c̃ix+ c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
≤ c̃ix

∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١
} ≤ γ i = ١, . . . , p, ⇐⇒

sup{min(µ (c̃ix+c̃i.n+١)
(d̃ix+d̃i.n+١)

(ui), µ (c̃ix
∗+c̃i.n+١)

(d̃ix
∗+d̃i.n+١)

(vi))|ui ≥ vi} ≤ γ, ⇐⇒

supui∈R١{min(µ (c̃ix+c̃i.n+١)
(d̃ix+d̃i,n+١)

(ui), µ (c̃ix
∗+c̃i.n+١)

(d̃ix
∗+d̃i.n+١)

(ui))} ≤ γ, ⇐⇒

µ (c̃ix+c̃i.n+١)
(d̃ix+d̃i.n+١)

(ui) ≤ γ یا µ c̃ix
∗+c̃i.n+١)

d̃ix
∗+d̃i.n+١)

(ui) ≤ γ ui ∈ Rn هر برای ⇐⇒

(−∞,
cLiγx

∗ + cLi.n+١.γ
dRiγx+ dRi.n+١.γ

]∪ [
cRiγx

∗ + cRi.n+١.γ
dLiγx+ dLi.n+١.γ

,+∞)∪ (−∞,
cLiγx+ cLi.n+١.γ
dRiγx+ dRi.n+١.γ

] = R١ ⇐⇒

(١٩.٣)



۴٠ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

است. (١) قسمت مشابه نیز دیگر قسمت�های اثبات
Nes(.) و Pos(.) خواص از استفاده با α−شدنی، جواب برای (١٧.٣) و (١۶.٣) روابط مشابه
را XV SP (γ) و XMSP (γ) و XMWP (γ) و XVWP (γ) γ−کارا جواب مجموعه�های مابین روابط
مجموعه�های ترتیب به XV SP (γ) و XMSP (γ) و XMWP (γ) و XVWP (γ) که داریم، زیر صورت به

می�باشند. کارا γ−بسیار و کارا γ−نیمه و ضعیف نیمه γ−کارا و ضعیف بسیار γ−کارا جواب
XMWP (γ) ∪XMSP (γ) ⊂ XVWP (γ), (٢٣.٣)

XV SP (γ) ⊂ XMWP (γ) ∩XMSP (γ). (٢۴.٣)

اگر و است ضعیف بسیار γ−کارای باشد، ضعیف نیمه γ−کارای xای اگر می�کند بیان (٢٣.٣) رابطه
است. ضعیف بسیار γ−کارای باشد، کارا γ−نیمه xای

کارا جواب و γ-کارا جواب ۴.٣

مقایسه برای شاخص چهار از استفاده با γ و α فازی آستانه�های تنظیم با را γ−کارایی و α−شدنی مفهوم
کارایی و شدنی عضویت درجه عنوان به می�توانند γ و α آستانه�های این کردیم. معرفی فازی عدد دو
α فازی آستانه به وابسته خطی قیدهای مجموعه عنوان به بودن α−شدنی تعریف چهار شوند. تفسیر
است، مشکل�تر مستقیم طور به γ−کارایی مفاهیم درک می�رسد نظر به دیگر، طرف از می�شوند. تفسیر
روابط بخش این در بنابراین، هستند. متفاوت چپ و راست ضرایب (١٩.٣)-(٢٢.٣) قید�های در زیرا

می�کنیم. بیان را معمولی کارای جواب مفهوم و γ−کارایی مفاهیم نوع چهار بین

عنصر ,i)امین j) که باشند p× (n+١) بعد با ماتریس�های Q و Q ،P ،P کنید فرض .١.۴.٣ نتیجه
رابطه در qij qijو ،pij ،pij

p
ij
≤ pij, i = ١, . . . , p, j = ١, . . . , n+ ١, (٢۵.٣)

q
ij
≤ qij, i = ١, . . . , p, j = ١, . . . , n+ ١, (٢۶.٣)

کنند. صدق
می�کنیم: تعریف را X ⊆ Rn محدودیت�های مجموعه از مجموعه زیر دو ماتریس�ها این برای

X١ =

{
x∗ ∈ X|∄x ∈ X s.t.

Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗

}
,

و

X٢ =

{
x∗ ∈ X|∄x ∈ X s.t.

Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗

}
ترتیب به آن�ها، عنصر iامین که هستند بعدی p ستونی بردارهای Px

Qx
و Px

Qx
n∑که

j=١ pijxj + pi.n+١∑n
j=١ qijxj + q

i.n+١
,



۴١ کارا جواب و γ-کارا جواب .۴.٣

n∑و
j=١ pijxj + p

i.n+١∑n
j=١ qijxj + qi.n+١

می�باشد.
روابط در آن�ها عنصر ,i)امین j) که باشد p × (n + ١) بعد با ماتریس دو Q,P کنید فرض همچنین

کنند: صدق زیر
pij ∈ [p

ij
, pij], i = ١, . . . , p, j = ١, . . . , n+ ١,

و
qij ∈ [q

ij
, qij], i = ١, . . . , p, j = ١, . . . , n+ ١.

تعریف زیر صورت به Xرا ⊆ Rn محدودیت�های مجموعه از مجموعه�ای زیر P و Q ماتریس�های برای
می�کنیم:

X٣(
P

Q
) =

{
x∗ ∈ X|∄x ∈ X s.t.

Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗

}
زیر روابط آن�گاه .Qx > ٠ باشیم داشته x ∈ X هر و Q ∈ [Q,Q] هر برای کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه

برقرارند:
X١ ⊃ ∪p∈[P ,P ] ∪Q∈[Q,Q] X٣(

P
Q
) (الف)

.X٢ ⊂ ∩P∈[P ,P ] ∩Q∈[Q,Q] X٣(
P
Q
) (ب)

از ،x∗ /∈ X١ اگر .x∗ ∈ ∪P ∪Q X٣(
P
Q
) کنید فرض می�کنیم. اثبات خلف برهان با (الف). برهان.

،x ≥ ٠ �که این از همچنین .Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗ �که �طوری به دارد وجود xای ∈ X می�گیریم نتیجه X١ تعریف
داریم، Q ∈ [Q,Q] و P ∈ [P , P ] هر برای (٢۶.٣) و (٢۵.٣) روابط از و Qx > ٠ ،x∗ ≥ ٠

Px

Qx
≥ Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗ ≥
Px∗

Qx∗ .

است. تناقض یک این و x∗ /∈ X٣(
P
Q
) می�شود نتیجه که

،x∗ /∈ ∩P ∩QX٣(
P
Q
) ∗x.اگر ∈ X٢ کنید فرض می�کنیم. اثبات را (ب) خلف برهان با همچنین (ب).

�که این از همچنین .Px
Qx
≥ Px∗

Qx∗ که �طوری� به دارد وجود xای ∈ X می�گیریم نتیجه X٣(
P
Q
) تعریف از

Q ∈ [Q,Q] و P ∈ [P , P ] هر برای ،(٢۶.٣) و (٢۵.٣) روابط از و Qx > ٠ ،x∗ ≥ ٠ ،x ≥ ٠
داریم،

Px

Qx
≥ Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗ ≥
Px∗

Qx∗
.

است. تناقض یک این و x∗ /∈ X٢ می�شود نتیجه که



۴٢ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

است: برقرار همواره زیر روابط که شود توجه
cLiγ ≤ cRiγ dLiγ ≤ dRiγ (٠ ≤ γ ≤ ١), (٢٧.٣)

cRi(١−γ) ≤ cRiγ, dLi(١−γ) ≥ dLiγ (٠ ≤ γ ≤ ٠.۵), (٢٨.٣)

cRi(١−γ) ≥ cRiγ, dLi(١−γ) ≤ dLiγ (٠.۵ ≤ γ ≤ ١), (٢٩.٣)

cLiγ ≤ cLi(١−γ), dRiγ ≥ dRi(١−γ) (٠ ≤ γ ≤ ٠.۵), (٣٠.٣)

cLiγ ≥ cLi(١−γ), dRiγ ≤ dRi(١−γ) (٠.۵ ≤ γ ≤ ١), (٣١.٣)

cLi(١−γ) ≤ cRi(١−γ), dLi(١−γ) ≤ dRi(١−γ) (٠ ≤ γ ≤ ١). (٣٢.٣)

شده تعریف γ−کارا نوع ۴ بین رابطه که داریم را زیر قضیه ،١.۴.٣ نتیجه و (٢٧.٣)-(٣٢.٣) روابط از
می�کند. بررسی را کارا جواب و

.٣.۴.٣ قضیه
XVWP (γ) ⊃ ∪P∈P١(γ) ∪Q∈Q١(γ) X

P (
P

Q
) (٠ ≤ γ ≤ ١), (٣٣.٣)

XMWP (γ) ⊃ ∪P∈P٢(γ) ∪Q∈Q٢(γ) X
P (

P

Q
) (٠ ≤ γ ≤ ٠.۵), (٣۴.٣)

XMWP (γ) ⊂ ∩P∈P٢(γ) ∩Q∈Q٢(γ) X
P (

P

Q
) (٠.۵ ≤ γ ≤ ١), (٣۵.٣)

XMSP (γ) ⊃ ∪P∈P٣(γ) ∪Q∈Q٣(γ) X
P (

P

Q
) (٠ ≤ γ ≤ ٠.۵), (٣۶.٣)

XMSP (γ) ⊂ ∩P∈P٣(γ) ∩Q∈Q٣(γ) X
P (

P

Q
) (٠.۵ ≤ γ ≤ ١), (٣٧.٣)

XV SP (γ) ⊂ ∩P∈P۴(γ) ∩Q∈Q۴(γ) X
P (

P

Q
) (٠ ≤ γ ≤ ١), (٣٨.٣)

ماتریس�های از Q۴(γ)مجموعه�ای (γ)Q٣و ،Q٢(γ) ،Q١(γ) ،P۴(γ) ،P٣(γ) ،P٢(γ) ،P١(γ) آن در که
می�باشد: زیر صورت به آنها عنصر ,i)امین j) که هستند Q و P

ترتیب به Q ∈ Q١(γ) و P ∈ P١(γ) ماتریس�های از عنصر ,i)امین j) ،(٣٣.٣) در (١)
می�باشند. qij ∈ [dLijγ, d

R
ijγ ] و Pij ∈ [cLijγ , c

R
ijγ ]

Q ∈ Q٢(γ) و P ∈ P٢(γ) ماتریس�های از عنصر امین (i, j) ،(٣۵.٣) و (٣۴.٣) در (٢)

.٠ ≤ γ ≤ ٠.۵ آن در که می�باشند qij ∈ [dLijγ , d
L
ij(١−γ)] و pij ∈ [cRij(١−γ), c

R
ijγ ] ترتیب به

و
.٠.۵ ≤ γ ≤ ١ آن در که می�باشند qij ∈ [dLij(١−γ), d

L
ijγ ] و pij ∈ [cRijγ , c

R
ij(١−γ)] ترتیب به

Q ∈ Q٣(γ) و P ∈ P٣(γ) ماتریس�های از عنصر ,i)امین j) ،(٣٧.٣) و (٣۶.٣) در (٣)

.٠ ≤ γ ≤ ٠.۵ آن در که می�باشند qij ∈ [dRij(١−γ), d
R
ijγ ] و pij ∈ [cLijγ , c

L
ij(١−γ)] ترتیب به



۴٣ کارا جواب و γ-کارا جواب .۴.٣

و
.٠.۵ ≤ γ ≤ ١ آن در که می�باشند qij ∈ [dRijγ, d

R
ij(١−γ)] و pij ∈ [cLij(١−γ), c

L
ijγ] ترتیب به

ترتیب به Q ∈ Q۴(γ) و P ∈ P۴(γ) ماتریس�های عنصراز ,i)امین j) در(٣٨.٣)، (۴)

می�باشند. qij ∈ [dLij(١−γ), d
R
ij(١−γ)] و pij ∈ [cLij(١−γ), c

R
ij(١−γ)]

است: زیر معمولی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارای جواب�های مجموعه XP (P
Q
) �علاوه، به

max Px
Qx

s.t. x ∈ X

:٣.۴.٣ قضیه در (٣٣.٣) اثبات برهان.
داریم: ٧.٣.٣ قضیه در (١٩.٣) رابطه از

XVWP (γ) =

{
x∗ ∈ X|∄x ∈ X s.t.

cLiγx+ cLi.n+١.γ
dRiγx+ dRi.n+١.γ

≥
cRiγx

∗ + cRi.n+١.γ
dLiγx

∗ + dLi.n+١.γ
, i = ١, . . . , p

}

داریم XP (P
Q
) تعریف به توجه با همچنین

XP (
P

Q
) = {x∗ ∈ X|∄x ∈ X s.t.

Px

Qx
≥ Px∗

Qx∗}

٢.۴.٣ قضیه (الف) رابطه در ترتیب، به X٣(
P
Q
) و X١ جای به XP (P

Q
) و XVWP (γ) جایگزاری با

می�شود. ثابت مستقیما(٣٣.٣)

است. فوق قسمت مشابه نیز روابط بقیه اثبات
XVWP (γ) زیرا می�آید، دست به آسانی به XVWP (γ) مجموعه�ی زیر γ−کارا، جواب انواع بین از
(P,Q) ∈ (P١(γ), Q١(γ))ماتریس هر برای XP (P

Q
) معمولی کارا جواب مجموعه�های اجتماع شامل

است ممکن XV SP (γ) و XMSP (γ) ،XMWP (γ) مجموعه�های ،γ مقدار به بسته عکس، بر است.
است ممکن این، بر علاوه نباشند. یا باشند XP (P

Q
) معمولی کارا جواب مجموعه�های اشتراک در

عناصر که دارد وجود احتمال این بنابراین، باشد. تهی XP (P
Q
) معمولی کارا جواب�های مجموعه� اشتراک

دلیل، این به آوریم. �د�ست به عددی صورت به سختی به را XV SP (γ) و XMSP (γ) ،XMWP (γ)

برای کارا جواب�های از کلی تعمیمی عنوان به ،(XVWP (γ)) ضعیف بسیار γ−کارا بهینه جواب�های
فازی اعداد هدف توابع مخرج و صورت پارامترهای فقط که چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل

می�شود. توصیه هستند،



۴۴ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

,α)-کارا γ) جواب�های ۵.٣

مسائل برای جدید جواب مفهوم است، شده پیشنهاد تاکنون که کارا جواب و شدنی جواب ترکیب با اکنون
می�کنیم. معرفی را فازی پارامترهای با چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه�

در دارد، γ−کارا جواب مفاهیم دیگر به نسبت بهتری خواص ضعیف بسیار γ−کارا �که �این به توجه با
می�کنیم. تمرکز ضعیف بسیار ,α)−کارای γ) مفهوم روی ادامه

و اگر است ضعیف بسیار α)−کارای − γ) جواب ،x∗ ضعیف بسیار α−شدنی نقطه .١.۵.٣ تعریف
که طوری به باشد نداشته وجود x ضعیف بسیار α−شدنی نقطه هیچ اگر فقط

Pos

{
c̃ix+ c̃i.n+١

d̃ix+ d̃i.n+١
≤ c̃ix

∗ + c̃i.n+١

d̃ix∗ + d̃i.n+١

}
≤ γ i = ١, . . . , p

نگاشت کمک با هدف فضای به XVW (α, γ) تصمیم فضای تصویر سایه قسمت ١.٣ شکل در

است. cRiγx+cRi.n+١γ
dLiγx+dL

i.n+١γ

ریزی برنامه� مسئله نوع دو با XPمتناظر
α (

CL
γ

DR
γ
) XPو

α (
CR

γ

DL
γ
کارای( جواب مجموعه�های XVWشامل (α, γ)

است: زیر چندهدفه خطی�کسری

.XVW (α, γ) ضعیف بسیار ,α)−کارا γ) بهینه جواب مجموعه :١.٣ شکل

max
( cR١γx+ cR١n+١γ
dL١γx+ dL١n+١γ

, . . . ,
cRpγx+ cRp.n+١γ
dLpγx+ dLp.n+١γ

)
(٣٩.٣)

s.t. x ∈ XVWF (α).

max
( cL١γx+ cL١n+١γ
dR١γx+ dR١n+١γ

, . . . ,
cLpγx+ cLp.n+١γ
dRpγx+ dRp.n+١γ

)
(۴٠.٣)

s.t. x ∈ XVWF (α)



۴۵ ,α)-کارا γ) جواب�های .۵.٣

بدبینانه و جواب �ترین خوش�بینانه مجموعه�های عنوان به ترتیب XPبه
α (

CL
γ

DR
γ
) XPو

α (
CR

γ

DL
γ
) ،١.٣ شکل در

می�شود. تعبیر XVW (α, γ) از جواب �ترین

پارامترهای با دوهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله مختلفγ−کارایی، مفاهیم درک برای .٢.۵.٣ مثال
بگیرید، نظر در را زیر فازی

max
(

−x١+c̃١
−x٢+d̃١

, x١+c̃٢
−x٢+d̃٢

)
s.t. x١ + ٢x٢ = ١١

٣ ≤ x١ ≤ ٩
١ ≤ x٢ ≤ ۴

می�باشند: زیر عضویت� توابع با فازی پارامترهای d̃٢ و d̃١ ،c̃٢ ،c̃١ آن در که

µc̃١ = max(١− |x−١٣.۵|
٣ ,٠)

µc̃٢ = max(١− |x+٣|
٢ ,٠)

µd̃١
= max(١− |x−۶|

٢ ,٠)
µd̃٢

= max(١− |x− ٩.۵|,٠).

بگیریم نتیجه می�توانیم γ = ٠.۵ برای فوق عضویت توابع از استفاده با حل:

cL١,٠.۵ = ١٢, cR١,٠.۵ = ١۵, cL٢,٠.۵ = −۴, cR٢,٠.۵ = −٢,
dL١,٠.۵ = ۵, dR١,٠.۵ = ٧, dL٢,٠.۵ = ٩, dR٢,٠.۵ = ١٠.

بسیار -کارای γ جواب یک x∗ = (x∗
١, x

∗
٢) = (۵,٣) که است واضح .γ = ٠.۵ کنید فرض

�که، �طوری به ندارد وجود xای ∈ X زیرا است ضعیف

−x١ + cL١,٠.۵
−x٢ + dR١,٠.۵

≥
−x∗

١ + cR١,٠.۵
−x∗

٢ + dL١,٠.۵
= ۵,

x١ + cL٢,٠.۵
−x٢ + dR٢,٠.۵

≥
x∗
١ + cR٢,٠.۵
−x∗

٢ + dL٢,٠.۵
=

١
٢ ,

،i یک حداقل برای اکید بزرگتری با
مجموعه به نقطه نگاشت ،γ = ٠.۵ برای

(
f ∗
١
g∗١

,
f ∗
٢
g∗٢

) = (
−x∗

١ + c١,٠.۵

−x∗
٢ + d١,٠.۵

,
x∗
١ + c٢,٠.۵

−x∗
٢ + d٢,٠.۵

).

γ−کارای جواب�های مجموعه به را تصمیم فضای در x∗ = (۵,٣) ضعیف بسیار γ−کارای جواب
است. شده داده نشان ٢.٣ شکل در مطلب این می�کند. تصویر هدف فضای در ضعیف بسیار

٠.۵ از γ مقدار اگر یعنی دارد. بستگی γ فازی پارامتر درجه به مجموعه به نقطه نگاشت که کنید توجه
داریم، را زیر مجموعه به نقطه نگاشت آن�گاه کند، تغییر ٠.٧۵ به



۴۶ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل .٣

.γ = ٠.۵ برای x∗ = (۵,٣) تصویر :٢.٣ شکل

(
f ∗
١
g∗١

,
f ∗
٢
g∗٢

) =

(
−x∗

١ + c١,٠.٧۵

−x∗
٢ + d١,٠.٧۵

,
x∗
١ + c٢,٠.٧۵

−x∗
٢ + d٢,٠.٧۵

)
,

آن در که
c١,٠.٧۵ ∈ [١٢.٧۵,١۴.٢۵], c٢,٠.٧۵ ∈ [−٣.۵,−٢.۵],
d١,٠.٧۵ ∈ [۵.۵,۶.۵], d٢,٠.٧۵ ∈ [٩.٢۵,٩.٧۵].

بسیار γ−کارا جواب�های مجموعه ،γ درجه افزایش با که می�بینیم ٣.٣ شکل از ببینید را ٣.٣ شکل
ضعیف بسیار γ−کارا جواب γ = ٠.۵ برای این، بر علاوه� می�شود. باریک�تر هدف فضای در ضعیف

.γ = ٠.٧۵ برای x∗ = (۵,٣) تصویر :٣.٣ شکل

از هدف فضای در بلکه تصمیم فضای در فقط نه x∗ = (۵,٣) با همراه x = (x١, x٢) = (٧,٢) دیگر
است. شده داده نشان ۴.٣ شکل در مجموعه به نقطه نگاشت طریق



۴٧ ,α)-کارا γ) جواب�های .۵.٣

.x∗ = (۵,٣) با γ = ٠.۵ برای x = (٧,٢) تصویر :۴.٣ شکل





۴ فصل

برنامه�ریزی برای تیلور سری روش
فازی چند�هدفه خطی�کسری

مقدمه ١.۴

می�شود داده نسبت عضویتی تابع فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله هدف هر به فصل این در
با درمی�آیند. خطی فرم به و می�دهند شکل تغییر اول مرتبه تیلور سری از استفاده با عضویت توابع و
کارایی می�شود. تبدیل تک�هدفه مسئله یک به چندهدفه مسئله وزین، مجموع اسکالرسازی روش کمک
مطالب عمده می�شود. تصدیق مثال�هایی و کاربردی مسئله دو بوسیله�ی تجربی طور به شده پیشنهاد روش

است. [۴٢] مرجع از فصل این
چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

max

(
f١(x)

g١(x)
,
f٢(x)

g٢(x)
, · · · , fp(x)

gp(x)

)
(١.۴)

x ∈ X.

آن�گاه شود داده نسبت چند�هدفه کسری ریزی برنامه� هدف هر به آل ایده سطح یک اگر بگیرید، نظر در را
به فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� می�شوند. نامیده ایده�آل فازی هدف�های فازی، هدف�های این

می�شود: نوشته زیر صورت
Find x

s.t.


fi(x)
gi(x)
≥̃wi, i = ١, . . . , p

Ax ≤ b

x ≥ ٠, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm

(٢.۴)

نشان را ایده�آل سطح بودن فازی ≥̃ و می�باشد fi(x)
gi(x)

هدف تابع iامین ایده�آل سطح wi �که �طوری به
شود. ماکزیمم باید fi(x)

gi(x)
یعنی ≥̃ علامت .[۴٧] می�شود تعریف از” ”بیشتر عنوان به اساسا ≥̃ می�دهد.

شود. تعریف فازی هدف هر برای باید عضویت تابع یک

۴٩



۵٠ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

می�شود: تعریف زیر صورت به fi(x)
gi(x)
≥̃wi, i = ١, . . . , p فازی محدودیت هر برای عضویت تابع

آن�گاه fi(x)
gi(x)
≥̃wi

µ
(fi(x)
gi(x)

)
= µi(x) =


١ fi(x)

gi(x)
≥ wi,

fi(x)

gi(x)
−ti

wi−ti
ti ≤ fi(x)

gi(x)
≤ wi,

٠ fi(x)
gi(x)
≤ ti

است. fi(x)
gi(x)

تغییرات دامنه پایین حد فازی هدف iامین برای ti �که �طوری به
می�شود: تبدیل زیر قطعی چندهدفه مسئله به (٢.۴) مسئله

max (µ١(x), . . . , µp(x))

s.t. Ax ≤ b, x ≥ ٠
(٣.۴)

تیلور سری روش با عضویت تابع خطی�سازی ٢.۴

با هدف هر به مربوط عضویت توابع ابتدا در ،(٢.۴) فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله در
حل بواسطه ادامه، در می�آیند. در خطی چندجمله�ای فرم به و می�دهند شکل تغییر تیلور سری از استفاده

می�آید. دست به مدل متغیرهای برای دلخواه مقادیر دارد، هدف تابع یک فقط که فازی مدل
می�شود: بیان مرحله سه در شده پیشنهاد روش

هدف iامین به مربوط µi(x) عضویت تابع iامین که را x∗
i = (x∗

i١, x
∗
i٢, . . . , x

∗
in) مقدار مرحله١:

کنید. تعیین را می�کند ماکزیمم را ،fi(x)
gi(x)

i = ١,٢, . . . , p
دهید. شکل تغییر را عضویت توابع اول، مرتبه تیلور سری از استفاده با :٢ مرحله

µi(x) ∼= µi(x) = µi(x
∗
i )+[(x١−x∗

i١)
∂µi(x

∗
i )

∂x١
+(x٢−x∗

i٢)
∂µi(x

∗
i )

∂x٢
+. . .+(xn−x∗

in)
∂µi(x

∗
i )

∂xn

],

µi(x) ∼= µi(x) = µi(x
∗
i ) +

n∑
j=١

(xi − x∗
ij)

∂µi(x
∗
i )

∂xj

i = ١, . . . , p. (۴.۴)

بهینه جواب آن حل و تک�هدفه ریزی برنامه� مسئله به ریزی برنامه� مسئله تبدیل با :٣ �مرحله
برابر هدف�ها وزن �که این فرض با مسئله که داریم توجه می�آوریم. دست به را x∗ = (x∗

١, x
∗
٢, . . . , x

∗
n)

. [١٧] می�شود حل است
می�دهیم: قرار

P (x) =

p∑
i=١

µi(x
∗
i ) +

n∑
j=١

(xi − x∗
ij)

∂µi(x
∗
i )

∂xj

 (۵.۴)

تبدیل قطعی خطی ریزی برنامه� مسئله یک به (٣.۴) فازی چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله
است: زیر صورت به مدل این که می�شود
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max
∑p

i=١

[
µi(x

∗
i ) +

∑n
j=١(xi − x∗

ij)
∂µi(x

∗
i )

∂xj

]
s.t.

{
Ax ≤ b

x ≥ ٠, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm
(۶.۴)

آن در �که

µi(x) =


١ fi(x)

gi(x)
≥ wi,

fi(x)

gi(x)
−ti

wi−ti
ti ≤ fi(x)

gi(x)
≤ wi,

٠ fi(x)
gi(x)
≤ ti

آوردیم. دست� به را است معادل فازی چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� با که جدید مدلی بنابراین

عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های ٣.۴

پیشنهاد روش ابتدا، می�دهیم. نشان عددی مثال�های حل با را شده پیشنهاد روش کارایی بخش این در
مسئله می�گیرد. قرار استفاده مورد ١ عددی مثال و تولید) ریزی برنامه� (مسئله ١ کاربردی مسئله در شده
دارد. بیشتری هدف توابع و متغیرها ١ عددی مثال �که حالی در دارد هدف دو فقط تولید ریزی برنامه�
شد. خواهد آزمایش می�یابند افزایش متغیرها و هدف توابع تعداد وقتی�که شده ذکر روش کارایی بنابراین
ساختار نمی�تواند غیره و ذوزنقه�ای و مثلثی و ساده قطعه�ای مانند ساده خطی عضویت توابع از استفاده
چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله حل برای تیلور سری از بخش این در دهد. تغییر را مسئله کسری
در کنند. پیدا شکل تغییر اول مرتبه تیلور سری بوسیله�ی می�توانند عضویت توابع می�کنیم. استفاده فازی
انواع تاثیر و می�شوند تعریف مثلثی و ساده قطعه�ای خطی صورت به عضویت توابع ١ کاربردی مسئله

می�شود. تحلیل و تجزیه آمده دست به جواب روی عضویت توابع مجزای

تولید) برنامه�ریزی (مسئله ١ کاربردی مسئله ١.٣.۴

تقاضای و قیمت افزایش می�کنیم فرض می�کند. تولید p٢ و p١ محصول دو شرکت یک کنید فرض
تعیین تولید ریزی برنامه� مسئله به توجه بدون علاوه به مجزاست. فعالیت�ها با متناسب نیاز، مورد سرمایه
بیشتر موجودی که می�گیرد تصمیم شرکت دارد. وجود دلار ۴٠٠٠ مبلغ به ثابت سرمایه تقاضای شده،
تقاضا میزان چون بررسی هنگام در باشد. داشته اطمینان ایجاد جهت در را محصول کل درصد ١٠ از
داشته وجود ایمنی جهت موجودی باید نتیجه در باشد بیشتر تولید از تقاضا است ممکن است قطعی غیر
که می�کند. تعیین را موجودی محدودیت�ها بوسیله شرکت مدیریت باشد، بیشتر تقاضا واقعا اگر باشد.
ثابت هزینه دلار ٢ می�باشد. محصول هر مقدار کل درصد ۵ و درصد ١٠ محصول هر برای ترتیب به
هستند ثابت که را محصول هر برای داده�ها ١.۴ جدول دارد. وجود p٢ و p١ محصول دو موجودی برای

می�دهد. نشان را
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تولید برای داده�ها :١.۴ جدول
موجود ظرفیت محصول از واحد هر تقاضای

p١ p٢

٢۵٠ کیفیت): (واحد خام ماده ٢ ١
۵٠٠ (ساعت): ماشین ۵ ۴
١۶٠٠٠ (دلار): سرمایه ۴٠ ۵۵
(دلار) واحد هر سود ١٢ ١٣

(دلار) موجودی واحد هر هزینه ١.۵ ١.۶

را موجودی مالی گردش نسبت و رفته کار به سرمایه سودآوری همزمان طور به دارد نظر در شرکت
y١ ترتیب به موجودی مقادیر و هستند x٢ و x١ ترتیب به p٢ و p١ تولید مقادیر هنگامی�که کند. ماکزیمم

است: زیر صورت به بالا مسئله چند�هدفه کسری ریزی برنامه� آنگاه هستند، y٢ و

max ١٢x١٣+١x٢
۴٠x١+۵۵x٢+۴٠٠٠

max ١٢x١٣+١x٢
١.۵y١+١.۶y٢+٢

s.t. ٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠

(٧.۴)

گردش نسبت و باشد ٠.١ از بیشتر شده�اش گرفته کار به سرمایه سودآوری که دارد انتظار شرکت مدیریت
(٠.١,٧٠) ترتیب به هدف تابع دو فازی ایده�آل سطح دیگر عبارت به باشد. ٧٠ از بیشتر مالی�اش
دوباره بنابراین است. (−٠.١,٢٠) ترتیب به ایده�آل فازی هدف تابع دو تغییرات دامنه حدود می�باشد.
صدق زیر فازی هدف توابع در که می�یابیم طوری را x بهینه جواب بنابراین می�کنیم. نویسی باز را مسئله
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کند:
max f١(x)

g١(x)
= ١٢x١٣+١x٢

۴٠x١+۵۵x٢+۴٠.١̃≤٠٠٠
max f٢(x)

g٢(x)
= ١٢x١٣+١x٢

١.۵y١+١.۶y٧٠̃≤٢+٢
s.t. ٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠

۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠

(٨.۴)

ببینید). را ١.۴ (شکل می�شوند تعریف ساده قطعه�ای خطی صورت به عضویت توابع ابتدا

ساده قطعه�ای خطی صورت به شده تعریف عضویت تابع :١.۴ شکل

می�آیند: دست به زیر صورت به هدف�ها عضویت توابع

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ w١,

f١(x)
g١(x)

−t١

w١−t١
t١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ w١,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ t١

=


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٠.١,

١٢x١٣+١x٢
۴٠x١+۵۵x(٠.١−)−١٠٠٠+٢

(٠.١−)−٠.١ −٠.١ ≤ f١(x)
g١(x)
≤ ٠.١

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٠.١,

=


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٠.١

١۶x١٨+١.۵x٢+۴٠٠
٨x١١+١x٨٠٠+٢ −٠.١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ ٠.١

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٠.١,

(٩.۴)

است: زیر صورت به f٢(x)
g٢(x)

برای عضویت تابع ترتیب همین به

µ٢(x) =


١ f٢(x)

g٢(x)
≥ ٧٠,

١٢x١٣+١x٣٠−٢y٣٢−١y٢−۴٠
٧۵y٨٠+١y١٠٠+٢ ٢٠ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ٧٠,

٠ f٢(x)
g٢(x)
≤ ٢٠.

(١٠.۴)



۵۴ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

و µ∗
١(٠,۵٠) بهینه مقادیر شود حل جداگانه طور به عضویت تابع هر برای مسئله اگر

تولید p٢ محصول فقط که می�دهد نشان µ∗
١ می�آیند. دست به µ∗

٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
می�دهند: شکل تغییر زیر صورت به اول مرتبه تیلور سری از استفاده با عضویت توابع می�شود.

دست به µ١(٠,۵٠) مقدار (٩.۴) رابطه عضویت تابع در (x∗
١, x

∗
٢) = (٠,۵٠) بهینه مقدار دادن قرار با

می�آید.
داریم: بنابراین می�گیریم، جزئی مشتق x١ به نسبت (٩.۴) رابطه از

∂µ١(x
∗
١, x

∗
٢)

∂x١
=

١۶× [٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٨٠٠]− ١]٨۶x∗
١ + ١٨.۵x∗

٢ + ۴٠٠]
(٨x∗

١ + ١١x∗
٢ + ٢(٨٠٠ = ٠.٠٠۶

داریم: بنابراین می�گیریم، جزئی مشتق x٢ به نسبت (٩.۴) رابطه از و

∂µ١(x
∗
١, x

∗
٢)

∂x٢
=

١٨.۵× [٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٨٠٠]− ١]١١۶x∗
١ + ١٨.۵x∗

٢ + ۴٠٠]
(٨x∗

١ + ١١x∗
٢ + ٢(٨٠٠ = ٠.٠٠۵

لذا و

µ١(x) ∼= µ١(x) = µ١(٠,۵٠) +
[
(x١ − ٠)∂µ١(٠,۵٠)

∂x١
+ (x٢ − ۵٠)∂µ١(٠,۵٠)

∂x٢

]

=⇒ µ١(x) ∼= µ١(x) = ٠.٠٠۶x١ + ٠.٠٠۵x٢ + ٠.٧٣, (١١.۴)

و

µ٢(x) ∼= µ٢(x) = µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)+
[(x١ − ٢.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)

∂x١
+ (x٢ − ۴۶.١۵٣)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)

∂x٢
+

(y١ − ٢.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂y١

+ (y٢ − ٢.٣٠٧)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂y٢

]

=⇒ µ٢(x) ∼= µ٢(x) = ٠.٠٢۵x١ + ٠.٠٢٧x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ + ٠.۶۵٣. (١٢.۴)

می�آید. دست به (١٢.۴) به (١١.۴) افزودن با فازی چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله هدف
داریم: یعنی

p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٣١x١ + ٠.٠٣٢x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ + ١.٣٨٣. (١٣.۴)

می�آوریم. دست به را فازی چند�هدفه کسری خطی ریزی �برنامه� مسئله معادل فرم بنابراین
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max p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٣١x١ + ٠.٠٣٢x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ + ١.٣٨٣

s.t.



٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠.

(١۴.۴)

داریم: زیر صورت به را جواب مسئله حل از بعد
x١ = ۶.۴٩٣, x٢ = ١١۶.٨٨٣, y١ = ۶.۴٩٣, y٢ = ۵.٨۴۴,

f١(x)

g١(x)
= ٠.١۴, f٢(x)

g٢(x)
= ٧۵.٧۴

مسئله هدف هر به که عضویت توابع وقتی�که می�باشد. µ٢ = ١ و µ١ = ١ جواب عضویت توابع مقدار و
آمده دست به نتایج می�رسد. خود ایده�آل هدف به شرکت مدیریت می�شود، یک با معادل است وابسته

است. پایدار و ساده و کارا بسیار شده ذکر روش که می�دهند نشان
مثلثی عضویت توابع ببینید). (شکل٢.۴را شوند گرفته نظر در مثلثی صورت به عضویت توابع کنید فرض

عددی پارامتر سه به وابسته f١
g١
که می�کنیم فرض هستند. وابسته (a, b, c) عددی پارامتر سه به

پارامتر سه به وابسته f٢
g٢
و می�شود نوشته f١

g١
(x١, x٠,٠.٢,٠;٢.۶) صورت به و است (٠ ،٠.٢ ،٠.۶)

می�شود. نوشته f٢
g٢
(x١, x٢, y١, y٢;۴٠,٨٠,١٠٠) صورت به و است (۴٠ ،٨٠ ،١٠٠) عددی

می�آیند: دست به زیر صورت به هدف�ها عضویت توابع

مثلثی به�صورت شده تعریف عضویت تابع :٢.۴ شکل

µ١(x) =



٠ f١(x)
g١(x)
≥ c١

c١−
f١(x)
g١(x)

c١−b١
b١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ c١

f١(x)
g١(x)

−a١

b١−a١
a١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ b١

٠ f١(x)
g١(x)
≤ a١

=


٠ f١(x)

g١(x)
≥ ٠.۶,

١٢x٢٠+١x٢+٢۴٠٠
١۶x٢٢+١x١+٢۶٠٠ ٠.٢ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ ٠.۶,

١٢x١٣+١x٢
٨x١١+١x٨٠٠+٢ ٠ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ ٠.٢,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ ٠.

(١۵.۴)
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است: زیر صورت به دیگر عضویت تابع ترتیب همین به

µ٢(x) =


٠ f٢(x)

g٢(x)
≥ ١٠٠,

١۵٠y١+١۶٠y١٢−٢x١٣−١x٢٠٠+٢
٣٠y٣٢+١y٢+۴٠ ٨٠ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ١٠٠,

١٢x١٣+١x٢−۶٠y١−۶۴y٨٠−٢
۶٠y١+۶۴y٨٠+٢ ۴٠ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ٨٠,

٠ f٢(x)
g٢(x)
≤ ۴٠.

(١۶.۴)

اگر

µ١(x) = max(min(
١٢x١ + ٢٠x٢ + ٢۴٠٠
۶x١ + ٢٢x٢ + ١۶٠٠ ,

١٢x١ + ١٣x٢
٨x١ + ١١x٢ + ٠,(٨٠٠) (١٧.۴)

و

µ٢(x) = max(min(
١۵٠y١ + ١۶٠y٢ − ١٢x١ − ١٣x٢ + ٢٠٠

٣٠y١ + ٣٢y٢ + ۴٠ ,

١٢x١ + ١٣x٢ − ۶٠y١ − ۶۴y٢ − ٨٠
۶٠y١ + ۶۴y٢ + ٨٠ ),٠)

می�آیند. دست به µ∗
٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧) و µ∗

١(٠,۵٠) آن�گاه
می�دهند. شکل تغییر اول مرتبه تیلور سری از استفاده بواسطه�ی عضویت توابع

نسبت (١۵.۴) رابطه�ی عضویت تابع سوم ضابطه از و است µ١(٠,۵٠) = ٠.۴٨ ،(١٧.۴) رابطه در
داریم: لذا است، (x∗

١, x
∗
٢) = (٠,۵٠) آن در که می�گیریم، جزئی مشتق x١ به

∂µ١(x
∗
١, x

∗
٢)

∂x١
=

١٢× [٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٨٠٠]− ١٢]٨x∗
١ + ١٣x∗

٢]

(٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٢(٨٠٠ = ٠.٠٠۶

آن در که می�گیریم جزئی مشتق x٢ به نسبت (١۵.۴) رابطه�ی عضویت تابع سوم ضابطه از و
داریم: بنابراین است، (x∗

١, x
∗
٢) = (٠,۵٠)

∂µ١(x
∗
١, x

∗
٢)

∂x٢
=

١٣× [٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٨٠٠]− ١٢]١١x∗
١ + ١٣x∗

٢]

(٨x∗
١ + ١١x∗

٢ + ٢(٨٠٠ = ٠.٠٠۵

لذا
µ١(x) ∼= µ١(x) = µ١(٠,۵٠) + [(x١ − ٠)∂µ١(٠,۵٠)

∂x١
+ (x٢ − ۵٠)∂µ١(٠,۵٠)

∂x٢
] =⇒

µ١(x) ∼= µ١(x) = ٠.٠٠۶x١ + ٠.٠٠۵x٢ + ٠.٢٣, (١٨.۴)

و

µ٢(x) ∼= µ٢(x) = µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)+
[(x١ − ٢.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)

∂x١
+ (x٢ − ۴۶.١۵٣)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)

∂x٢
+

(y١ − ٢.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂y١

+ (y٢ − ٢.٣٠٧)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂y٢

]



۵٧ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

µ٢(x) ∼= µ٢(x) = ٠.٠٣١x١ + ٠.٠٣۴x٢ − ٠.٢۶y١ − ٠.٢٧٧y٢ + ٠.٣١. (١٩.۴)

می�آید. دست به (١٩.۴) به (١٨.۴) افزودن با فازی چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله هدف

p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٣٧x١ + ٠.٠٣٩x٢ − ٠.٢۶y١ − ٠.٢٧٧y٢ + ٠.۵۴. (٢٠.۴)

می�آید: دست به زیر صورت به چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله معادل تک�هدفه مسئله بنابراین
max p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٣٧x١ + ٠.٠٣٩x٢ − ٠.٢۶y١ − ٠.٢٧٧y٢ + ٠.۵۴

s.t.



٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠.

(٢١.۴)

می�آید: دست به زیر صورت به جواب مسئله حل از بعد

x١ = ۶.۴٩٣, x٢ = ١١۶.٨٨٣, y١ = ۶.۴٩٣, y٢ = ۵.٨۴۴,

f١(x)

g١(x)
= ٠.١۴, f٢(x)

g٢(x)
= ٧۵.٧۴

هستند مثلثی عضویت توابع چند هر .µ٢ = ٠.٨٩ و µ١ = ٠.٧۵ با است برابر عضویت توابع مقدار و
است. پایدار و ساده کارا، شده ذکر روش هم باز اما

کنیم فرض ببینید). ٣.۴را (شکل شوند گرفته نظر در ذوزنقه�ای �صورت به عضویت توابع کنید فرض
عددی پارامتر ۴ به وابسته f١

g١
هستند. وابسته (a, b, c, d) عددی پارامتر ۴ به ذوزنقه�ای عضویت توابع

وابسته f٢
g٢
و می�شود نوشته f١

g١
(x١, x٢,٠.١,٠.٢,٠.۴,٠.٧) �صورت به و است (٠.١,٠.٢,٠.۴,٠.٧)

f٢
g٢
(x١, x٢, y١, y٢,٢٠,۵٠,٨٠,١٢٠) �صورت به و است (٢٠,۵٠,٨٠,١٢٠) عددی پارامتر چهار به

می�شود. نوشته

µ١(x) =



٠ f١
g١
≥ d١

d١−
f١
g١

d١−c١
c١ ≤ f١

g١
≤ d١

١ b١ ≤ f١
g١
≤ c١

f١
g١

−a١

b١−a١
a١ ≤ f١

g١
≤ b١

٠ f١
g١
≤ a١

=



٠ f١
g١
≥ ٠.٧

١۶x٢+١۵.۵x٢٨٠٠+٢
١٢x١+١۶.۵x١٢٠٠+٢ ٠.۴ ≤ f١

g١
≤ ٠.٧

١ ٠.٢ ≤ f١
g١
≤ ٠.۴

١٢x١٣+١x٢
٨x١١+١x٨٠٠+٢ ٠.١ ≤ f١

g١
≤ ٠.٢

٠ f١
g١
≤ ٠.١



۵٨ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

ذوزنقه�ای �صورت به شده تعریف عضویت توابع :٣.۴ شکل

است: زیر شکل به دیگر عضویت تابع ترتیب همین به

µ٢(x) =



٠ f٢
g٢
≥ ١٢٠

١٨٠y١٩٢+١y١٢−٢x١٣−١x٢+٢۴٠
۶٠y١+۶۴y٨٠+٢ ٨٠ ≤ f٢

g٢
≤ ١٢٠

١ ۵٠ ≤ f٢
g٢
≤ ٨٠

١٢x١٣+١x٣٠−٢y٣٢−١y٢−۴٠
٧۵y٨٠+١y١٠٠+٢ ٢٠ ≤ f٢

g٢
≤ ۵٠,

٠ f٢
g٢
≤ ٢٠

اگر
µ١(x) = max(min(

١۶x١ + ٢۵.۵x٢ + ٢٨٠٠
١٢x١ + ١۶.۵x٢ + ١٢٠٠ ,١,

١٢x١ + ١٣x٢
٨x١ + ١١x٢ + ٠,(٨٠٠)

و

µ٢(x) = max(min(
١٨٠y١ + ١٩٢y٢ − ١٢x١ − ١٣x٢ + ٢۴٠

۶٠y١ + ۶۴y٢ + ٨٠ ,١,

١٢x١ + ١٣x٢ − ٣٠y١ − ٣٢y٢ − ۴٠
٧۵y١ + ٨٠y٢ + ١٠٠ ),٠)

می�آیند. دست به µ∗
٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧) و µ∗

١(٠,۵٠) آن�گاه
می�دهند. شکل تغییر اول مرتبه تیلور سری از استفاده بواسطه�ی عضویت توابع

µ١(x) ∼= µ١(x) = µ١(٠,۵٠) + [(x١ − ٠)∂µ١(٠,۵٠)
∂x١

+ (x٢ − ۵٠)∂µ١(٠,۵٠)
∂x٢

]

=⇒ µ١(x) ∼= µ١(x) = ٠.٠٠۶x١ + ٠.٠٠۵x٢ + ٠.٢٣, (٢٢.۴)

و
µ٢(x) ∼= µ٢(x) = µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)+[(x٢−١.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂x١

+

(x٢ − ۴۶.١۵٣)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂x٢

+

(y٢−١.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂y١
+(y٢.٣٠٧−٢)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂y٢

]

=⇒ µ٢(x) ∼= µ٢(x) = ٠.٠٢۵x١ + ٠.٠٢٧x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ − ٠.۴١. (٢٣.۴)

می�آید. دست به (٢٣.۴) به (٢٢.۴) افزودن با فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله هدف
داریم: بنابراین



۵٩ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.۵٠۵x١ + ٠.٠٣٢x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ − ٠.١٨.

دست به زیر صورت به چند�هدفه کسری خطی ریزی برنامه� مسئله معادل تک�هدفه مسئله بنابراین
می�آید:

max p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.۵٠۵x١ + ٠.٠٣٢x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ − ٠.١٨

s.t.



٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠.

(٢۴.۴)

می�آید: دست به زیر �صو�رت به بهینه جواب مسئله حل از بعد
x١ = ١٠٠, x٢ = ٠, y١ = ١٠, y٢ = ٠,

f١(x)

g١(x)
= ٠.١۵, f٢(x)

g٢(x)
= ٧٠.۵٨

صورت به�� عضویت توابع این�که وجود با .µ٢ = ١ و µ١ = ٠.٧۵ با است برابر عضویت توابع مقادیر و
است. کارا شده پیشنهاد جواب روش هنوز می�شوند، تعریف ذوزنقه�ای

می�دهد. نشان را ١ کاربردی مسئله در عضویت توابع تعریف دو برای آمده بدست نتایج ٢.۴ جدول
پیشنهاد روش می��شوند تعریف مجزا، انواع در عضویت توابع که حقیقت این وجود با می�دهد نشان جدول

است. کارا بسیار شده
عضویت توابع برای ابتدا، می�کنیم. امتحان جواب نمایش روی را پارامترها در تغییرات اثر اکنون
شد فرض ١ کاربردی مسئله در فازی هدف دو تغییرات حدود و فازی ایده�آل سطح ساده، قطعه�ای خطی
دو تغییرات حدود و فازی ایده�آل سطح می�کنیم فرض اکنون باشد. (−٠.١,٢٠) و (٠.١,٧٠) ترتیب به

ببینید). (شکل۴.۴را باشد (−٠.٢,٣٠) و (٠.٢,۶٠) ترتیب، به ١ کاربردی مسئله در فازی هدف
می�آوریم: دست به زیر صورت به را هدف�ها عضویت توابع

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٠.٢,

١٢x١٣+١x٢
۴٠x١+۵۵x(٠.٢−)−١٠٠٠+٢

(٠.٢−)−٠.٢ −٠.٢ ≤ f١(x)
g١(x)
≤ ٠.٢,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٠.٢,

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٠.٢,

٢٠x٢+١۴x٨٠٠+٢
١۶x٢٢+١x١+٢۶٠٠ −٠.٢ ≤

f١(x)
g١(x)
≤ ٠.٢,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٠.٢.



۶٠ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

شده تعریف عضویت تابع دو برای آمده دست به نتیجه :٢.۴ جدول
نتیجه عضویت توابع تعریف

ساده قطعه�ای مثلثی ذوزنقه�ای
f١(x)
g١(x)

٠.١۴ ٠.١۴ ٠.١۵
f٢(x)
g٢(x)

٧۵.٧۴ ٧۵.٧۴ ٧٠.۵٨
µ١ ١.٠ ٠.٧۵ ٠.٧۵
µ٢ ١.٠ ٠.٨٩ ١.٠

است: زیر شکل به دیگر عضویت تابع ترتیب همین به

µ٢(x) =


١ f٢(x)

g٢(x)
≥ ۶٠,

١٢x١٣+١x٢−۴۵y١−۴٨y٢−۶٠
۴۵y١+۴٨y١٠٠+٢ ٣٠ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ۶٠,

٠ f٢(x)
g٢(x)
≤ ٣٠.

µ∗
٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧) و µ∗

١(٠,۵٠) شود حل جداگانه عضویت تابع هر برای مسئله اگر
شکل تغییر زیر صورت به اول مرتبه تیلور سری از استفاده بواسطه�ی عضویت توابع می�آید. دست به

می�دهد.

µ١(x) ∼= µ١(x) = µ١(٠,۵٠) + [(x١ − ٠)∂µ١(٠,۵٠)
∂x١

+ (x٢ − ۵٠)∂µ١(٠,۵٠)
∂x٢

]

=⇒ µ١(x) ∼= µ١(x) = ٠.٠٠٣x١ + ٠.٠٠٢x٢ + ٠.۶۴, (٢۵.۴)

و
µ٢(x) ∼= µ٢(x) = µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)+[(x٢−١.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂x١

+

(x٢ − ۴۶.١۵٣)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)
∂x٢

+

(y٢−١.۵۶۴)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂y١
+(y٢.٣٠٧−٢)∂µ٢(٢.۵۶۴,۴۶.١۵٣,٢.۵۶۴,٢.٣٠٧)∂y٢

]

=⇒ µ٢(x) ∼= µ٢(x) = ٠.٠٢۵x١ + ٠.٠٢٧x٢ − ٠.٢٠٨y١ + ٠.٢٢١y٢ − ٠.۵۵. (٢۶.۴)

ساده قطعه�ای خطی صورت به شده تعریف عضویت توابع :۴.۴ شکل



۶١ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

می�آید. دست به (٢۶.۴) به (٢۵.۴) افزودن از فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله هدف

p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٢٨x١ + ٠.٠٢٩x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ + ٠.٠٩. (٢٧.۴)

می�آید: دست به زیر صورت به چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله معادل تک�هدفه مسئله بنابراین
max p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.٠٢٨x١ + ٠.٠٢٩x٢ − ٠.٢٠٨y١ − ٠.٢٢١y٢ + ٠.٠٩

s.t.



٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠.

(٢٨.۴)

می�آید: دست به زیر صورت به بهینه جواب مسئله حل بعداز
x١ = ۶.۴٩٣, x٢ = ١١۶.٨٨٣, y١ = ۶.۴٩٣, y٢ = ۵.٨۴۴,

f١(x)

g١(x)
= ٠.١۴, f٢(x)

g٢(x)
= ٧۵.٧۴

نشان آمده دست به نتایج می�آیند. دست به µ٢ = ١ و µ١ = ٠.٨٧ صورت به عضویت مقادیر آن�گاه
اثر ٣.۴ جدول است. کارا هنوز شده پیشنهاد روش می�کنند تغییر پارامترها اینکه وجود با که می�دهند

می�دهد. نشان جواب نمایش روی را پارامترها تغییر

جواب نمایش روی پارامترها تغییر تاثیر :٣.۴ جدول
هدف ایده�آل سطح تغییرات حداکثر عضویت تابع مقدار
f١(x)
g١(x)

−١.٠ ١.٠ ١.٠
−٢.٠ ٢.٠ ١.٠

f٢(x)
g٢(x)

٢٠ ٧٠ ٠.٨٧
٣٠ ٨٠ ١.٠



۶٢ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

١ عددی مثال ٢.٣.۴

بگیرید: نظر در زیر صورت به را متناقض کسری هدف سه با بهینه�سازی مسئله

تغییرات دامنه و آرمانی سطوح :۴.۴ جدول
هدف توابع آرمانی سطح تغییرات حداکثر
اول هدف −١.٠ ١.٠
دوم هدف −١.٠ ٢.٠
سوم هدف −٠.۵ ١.٢

min −(x١١+x١٢)
x٢١+x٢٢+x٢٣+x٢۴

≤̃ − ١
min −(x٢١+x٢٢)

x٢٣+x٢۴
≤̃ − ١

min −۵٠
x١١+x١٢

≤̃ − ٠.۵

s.t.



x١١ + x١٢ = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴

x١١ + x١٢ ≥ ٣٠٠
٢٠٠ ≥ x١١ ≥ ١٠٠
x١٢ ≤ ٢۵٠
x٢١ + x٢٢ ≥ ٢٠٠
x٢١ ≥ ۵٠
١٠٠ ≥ x٢٣ ≥ ۵٠
١٢٠ ≥ x٢۴ ≥ ٧۵
x١١, x١٢, x٢١, x٢٢, x٢٣, x٢۴ ≥ ٠.

علامت .[۴٧] می�شود تعریف از کمتر عنوان به اساساً ≤̃ می�دهد. نشان را ایده�آل سطح بودن فازی ≤̃
می�شود: تعریف زیر صورت به فازی هدف هر برای عضویت تابع شود. مینیمم باید fi(x)

gi(x)
یعنی ≤̃

آن�گاه fi(x)
gi(x)
≤̃wi

µi(x) =


١ fi(x)

gi(x)
≤ wi,

ti−
fi(x)

gi(x)

ti−wi
wi ≤ fi(x)

gi(x)
≤ ti,

٠ fi(x)
gi(x)
≥ ti

(٢٩.۴)

است. تغییرات دامنه بالا حدود فازی هدف iامین برای ti که طوری به
می�آیند: در زیر صورت به اول، مرتبه تیلور سری از استفاده بواسطه�ی عضویت توابع

µ١(x) = ٠.٠٠٣x٠.٠٠٣+١١x٠.٠٠٣−١٢x٠.٠٠٣−٢١x٢٢−x٠.٠٠٣−x٠.٠٠٣−٢٣x٢۴+١
(٣٠.۴)

µ٢(x) = ٠.٠٠١۵x٢١ + ٠.٠٠١۵x٢٢ − ٠.٠٠١٢x٢٣ − ٠.٠٠١٢x٢۴ + ٠.٧١۴ (٣١.۴)

µ٣(x) = −٠.٠٠٠١x١١ − ٠.٠٠٠١x١٢ + ٠.٨١۵. (٣٢.۴)



۶٣ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

می�کنیم: عمل زیر ترتیب به µ٣(x) محاسبه برای نمونه عنوان به
داریم: بنابراین می�آوریم، دست به شدنی مجموعه روی را ١ عددی مثال سوم هدف بهینه مقدار

x∗ = (x∗
١١, x

∗
١٢, x

∗
٢١, x

∗
٢٢, x

∗
٢٣, x

∗
٢۴) = (٢٠٠,٢۵٠,٣٢۵,٠,۵٠,٧۵)

داریم: لذا می�کنیم محاسبه را µ٣(x) عضویت تابع ضابطه حال

µ٣(x) =


١ f٣(x)

g٣(x)
≤ −٠.۵

۵١.٢+٠x١.٢+١١x١٢
١.٧x١.٧+١١x١٢ −٠.۵ ≤ f٣(x)

g٣(x)
≤ ١.٢

٠ f٣(x)
g٣(x)
≥ ١.٢

(٣٣.۴)

داریم: می�گیریم، جزئی مشتق x١١ به نسبت (٣٣.۴) رابطه دوم ضابطه از

∂µ٣(x
∗)

∂x١١
=

١.٧]١.٢x∗
١١ + ١.٧x∗

١٢]− ١.٧[۵٠+ ١.٢x∗
١١ + ١.٢x∗

١٢]

(١.٧x∗
١١ + ١.٧x∗

١٢)
٢ = −٠.٠٠٠١

داریم: بنابراین می�گیریم، جزئی مشتق x١٢ به نسبت (٣٣.۴) رابطه دوم ضابطه از

∂µ٣(x
∗)

∂x١٢
=

١.٧]١.٢x∗
١١ + ١.٧x∗

١٢]− ١.٧[۵٠+ ١.٢x∗
١١ + ١.٢x∗

١٢]

(١.٧x∗
١١ + ١.٧x∗

١٢)
٢ = −٠.٠٠٠١

و
µ٣(x

∗) =
۵٠+ ١.٢× ٢٠٠+ ١.٢× ٢۵٠

١.٧× ٢٠٠+ ١.٧× ٢۵٠ = ٠.٧٧١

بنابراین،
µ٣(x) = ٠.٧٧١+ (x١١ − [٠.٠٠٠١−](٢٠٠ + (x١٢ − ٢۵[٠.٠٠٠١−](٠

= −٠.٠٠٠١x١١ − ٠.٠٠٠١x١٢ + ٠.٨١۵

می�آید: دست به زیر صورت به چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله با معادل تک�هدفه مسئله بنابراین
min p(x) = µ١(x) + µ٢(x) + µ٣(x) = ٠.٠٠٢٩(x١١ + x١٢)−

٠.٠٠١۵(x٢١ + x٢٢)− ٠.٠٠۴٢(x٢٣ + x٢۴) + ٢.۵٢٩

s.t.



x١١ + x١٢ = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴

x١١ + x١٢ ≥ ٣٠٠
٢٠٠ ≥ x١١ ≥ ١٠٠
x١٢ ≤ ٢۵٠
x٢١ + x٢٢ ≥ ٢٠٠
x٢١ ≥ ۵٠
١٠٠ ≥ x٢٣ ≥ ۵٠
١٢٠ ≥ x٢۴ ≥ ٧۵
x١١, x١٢, x٢١, x٢٢, x٢٣, x٢۴ ≥ ٠.

(٣۴.۴)

است. زیر صورت به بهینه جواب مسئله حل از بعد
x١١ = ٢٠٠, x١٢ = ٢۵٠, x٢١ = ١٧۵,



۶۴ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

x٢٢ = ١۵٠, x٢٣ = ۵٠, x٢۴ = ٧۵,
f١(x)

g١(x)
= −١, f٢(x)

g٢(x)
= −١٣۵ ,

f٣(x)

g٣(x)
= −١٩

می�باشند. زیر صورت به عضویت ومقادیر
µ١ = ١, µ٢ = ١, µ٣ = ٠.٧٧

می�شوند برآورده درصد ١٠٠ ترتیب به که می�دهد نشان f٢(x)
g٢(x)

و f١(x)
g١(x)

هدف دو هر عضویت توابع مقادیر
می�شود. برآورده درصد ٧٧ ،f٣(x)

g٣(x)
هدف اما

نشان جدول این می�دهد. نشان را ١ عددی مثال و ١ کاربردی مسئله نتایج خلاصه ۵.۴ جدول
است. کارا هنوز شده ذکر روش اما می�کند پیدا افزایش متغیرها و هدف توابع تعداد چند هر که می�دهد

کاربردی مثال�های نتایج :۵.۴ جدول
مسئله متغیرها تعداد هدف�ها تعداد هدف هدف�ها عضویت تابع مقدار

١ کاربردی مثال ۴ ٢ ١ ١.٠٠
٢ ١.٠

١ عددی مثال ۶ ٣ ١ ١.٠٠
٢ ١.٠٠
٣ ٠.٧٧

می�بریم. کار به عددی مثال دو در را شده پیشنهاد جواب روش اکنون،

عددی٢ مثال ٣.٣.۴

بگیرید: نظر در را زیر خطی�کسری دوهدفه مسئله

max
f١(x)

g١(x)
=

x١ − ۴
−x٢ + ٣

max
f٢(x)

g٢(x)
=
−x١ + ۴
x٢ + ١

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

فازی اهداف در �که حالتی در را x بهینه جواب باشد (٢ و ۴) ترتیب به هدف�ها فازی ایده�آل سطح اگر
می�آوریم. دست به می�کند صدق زیر



۶۵ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

f١(x)

g١(x)
=

x١ − ۴
−x٢ + ٢̃≤٣

f٢(x)

g٢(x)
=
−x١ + ۴
x٢ + ١ ≥̃۴

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

عضویت توابع است. (-١ و -٢) ترتیب به ایده�آل فازی هدف دو تغییرات دامنه حدود می�کنیم فرض
می�باشد. زیر بصورت هدف�ها

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ w١,

f١(x)
g١(x)

−t١

w١−t١
t١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ w١,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ t١

=


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٢,

x١−۴
−x(١−)−٣+٢

(١−)−٢ −١ ≤ f١(x)
g١(x)
≤ ٢

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −١,

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٢,

x١−x١−٢
−٣x٩+٢ −١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ ٢

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −١,

(٣۵.۴)

و

µ٢(x) =


١ f٢(x)

g٢(x)
≥ ۴,

−x٢+١x٢+۶
۶(x١+٢) −٢ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ۴

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٢.

(٣۶.۴)

خواهیم دست به را (٠,٠) و (۶,٢) ترتیب به شود حل جداگانه صورت به هدف هر برای مسئله اگر
می�دهند. شکل تغییر زیر صورت به اول مرتبه تیلور سری بسط از استفاده بواسطه�ی عضویت توابع آورد.

µ١(x) ∼= µ١(x) = µ١(۶,٠) + [(x١ − ۶)∂µ١(۶,٢)
∂x١

+ (x٢ − ٢)∂µ١(۶,٢)
∂x٢

],

µ١(x) ∼= µ١(x) = ٠.٣٣x١ + ٠.۶٧x٢ − ٢.٣٣, (٣٧.۴)

و
µ٢(x) ∼= µ٢(x) = µ(٠,٠)٢ + [(x١ − ٠)∂µ(٠,٠)٢

∂x١
+ (x٢ − ٠)∂µ(٠,٠)٢

∂x٢
],

µ٢(x) ∼= µ٢(x) = −٠.١۴x١ − ٠.۵٧x٢ + ١. (٣٨.۴)

داریم: بنابراین است. قطعی تک�هدفه خطی� ریزی برنامه� مسئله هدف تابع (٣٨.۴) و (٣٧.۴) مجموع
p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.١٩x١ + ٠.١٠x٢ − ١.٣٣



۶۶ فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� برای تیلور سری روش .۴

صورت به فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله معادل تک�هدفه مسئله نهایی شکل نتیجه در
می�آید. دست به زیر

p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = ٠.١٩x١ + ٠.١٠x٢ − ١.٣٣

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

است: زیر صورت به بهینه جواب بالا مسئله حل از بعد
x١ = ۶, x٢ = ٢

f١(x)

g١(x)
= ٢, f٢(x)

g٢(x)
= −٢٣

است: زیر صورت به عضویت توابع و
µ١ = ١, µ٢ = ٠.٢٢

x٢ = ٢ و x١ = ۶ بهینه جواب �آوردن دست به برای f٢(x)
g٢(x)

و f١(x)
g١(x)

هدف�های عضویت توابع مقادیر
می�شوند. برآورده درصد ٢٢ و درصد ١٠٠ ترتیب به f٢(x)

g٢(x)
و f١(x)

g١(x)
هدف�های که می�دهد نشان

٣ عددی مثال ۴.٣.۴

تغییر مسئله هدف�های اما است قبلی مثال محدودیت�های همان محدودیت�ها مجموعه مثال این در
یافته�اند.

Max
f١(x)

g١(x)
=

x١ − ۴
−x٢ + ٣ , Min

f٢(x)

g٢(x)
=
−x١ + ۴
x٢ + ١

است. شده طراحی دوباره مسئله بنابراین هستند. (٢ و ١) ترتیب به هدف�ها فازی ایده�آل سطح
می�باشند. زیر صورت به مسئله فازی هدف�های

f١(x)

g١(x)
=

x١ − ۴
−x٢ + ٢̃<٣ ,

f٢(x)

g٢(x)
=
−x١ + ۴
x٢ + ١ <̃١

خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله بنابراین هستند. (٠ و ٢) ترتیب به فازی هدف�های تغییرات دامنه حدود
می�دهند. شکل تغییر زیر تک�هدفه مسئله صورت به چند�هدفه

max p(x) = µ١(x) + µ٢(x) = −٠.۵x١ + ٣x٢ + ۶

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

می�آید. دست به زیر صورت به بهینه جواب مسئله حل از بعد
x١ = ۶, x٢ = ٢



۶٧ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٣.۴

f١(x)

g١(x)
= ٢, f٢(x)

g٢(x)
= −٢٣

است: زیر صورت به عضویت توابع و
µ١ = ١, µ٢ = ١

و x١ = ۶ جواب برای درصد ١٠٠ f٢(x)
g٢(x)

و f١(x)
g١(x)

هدف دو هر که می�دهند نشان عضویت تابع مقادیر
می�شوند. برآورده x٢ = ٢

است. شده خلاصه ٣ و ٢ عددی مثال�های نتایج ۶.۴ جدول در

٣ و ٢ عددی مثال�های نتایج :۶.۴ جدول
مسئله هدف تعداد هدف شماره هدف هدف عضویت تابع مقدار

٢ عددی مثال ٢ ١ ماکزیمم ١.٠٠
٢ ماکزیمم ٠.٢٢

٣ عددی مثال ٢ ١ ماکزیمم ١.٠٠
٢ مینیمم ١.٠٠





۵ فصل

برنامه�ریزی مسائل عضویت تابع خطی�سازی
فازی چندهدفه خطی�کسری

در دادیم. ارائه چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله یک حل برای را تیلور سری روش قبل فصل در
مطالب عمده داریم. آن��ها بهبود در سعی و کرده معرفی را تیلور سری روش مشکلات از تعدادی فصل این

است. [٣٢ ،٣٣ ،٣٩] مراجع از فصل این

تیلور سری روش بر بهبودی ١.۵

فازی چندهدفه خطی�کسری برنامه�ریزی مسئله یک حل برای تیلور سری روش مشکلات

اما می�دهد. خوبی تقریب kام مرتبه پذیر مشتق تابع یک از معمولا kام مرتبه تیلور چندجمله�ای یک (١
تابع µi تابع i = ١,٢, . . . , p هر برای بنابراین، . دامنه تمام روی نه شده، داده نقطه یک اطراف فقط
اطراف را µi نمی�تواند (۵.۴) در P (x) تک�هدفه مسئله اما می�زند. تقریب بهینه�اش جواب اطراف را µi

بزند. تقریب درستی به بهینه�اش جواب
راه یک نیست. [٠ و ١] بازه در لزوماً مقدارشان زیرا شوند نامیده عضویت تابع نمی�توانند µi توابع (٢
X شدنی مجموعه روی که طوری به کرده نرمال را µi توابع که است این قبلی، روش بخشیدن بهبود
حفظ را خود ماکزیمم نقطه موقعیت و بودن خطی حال عین در و شوند یک مساوی یا کوچکتر و مثبت

کنند.
استفاده µi عضویت توابع از که فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله ،اولا ریاضی نظر از (٣
(مسئله نیست. معادل می�آید، دست به µi توابع مجموع بوسیله که تک�هدفه قطعی مسئله با می�کند
چند�هدفه خطی ریزی برنامه� مسئله جای به تک�هدفه مسئله حل ثانیاً، ببینید). را ١.۵ شکل و (١.۵)
مدل جای به تا می�کند، پیشنهاد معادل مدل یک که روشی یک نه است، توافقی روش یک تنها فازی
آیا شود امتحان تک�هدفه مسئله بهینه جواب که است این مرحله دراین اساسی نیاز یک شود. حل اولیه

۶٩



٧٠ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

خیر. یا است چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله کارای جواب
مسئله حل برای یافته بهبود روش یک شد، ارائه بالا در که تیلور سری تقریب ضعف نقاط از آگاهی با

می�کنیم. بیان چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه�
تعیین را چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله حداکثری جواب�های ببینید) را [؟] نمونه (برای :١ گام

.
fi(x

∗
i )

gi(x∗
i )

= maxx∈X
fi(x)
gi(x)

, i = ١, . . . , p که بیابید �گونه�ای به را x∗
i یعنی کنید.

هدف�های کنید. مشخص را ti, i = ١, . . . , p تغییرات دامنه حدود و wi, i = ١, . . . , p ال ایده سطح
کنید. تعریف µi, i = ١, . . . , p عضویت توابع با را فازی

تقریب µi, i = ١, . . . , p خطی توابع بوسیله را µi, i = ١, . . . , p کسری خطی عضویت توابع :٢ گام
بزنید.

دهید: قرار و کنید نرمال i = ١, . . . , p برای را µi توابع :٣ گام

µ̂i =
µi(x)− ai
bi − ai

, x ∈ X, i = ١, . . . , p

است. X شدنی مجموعه روی µi(x), i = ١, . . . , p مقدار ماکزیمم و مینیمم ترتیب به bi و ai که
و می�کنیم استفاده وزین مجموع روش از و گرفته نظر در را µ̂i, i = ١, . . . , p توابع مجموع :۴ گام

کنید. حل را maxx∈X
∑p

i=١ µ̂i(x) تک�هدفه قطعی مسئله
جواب می�آید، بدست ۴ مرحله در که بهینه جواب آیا کنید آزمایش ٢ فصل از ٢ الگوریتم کمک با :۵ گام

خیر. یا است چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای کارا

عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های ٢.۵

در که یافته بهبود روش که دهیم نشان تا می�آوریم عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های بخش این در
است. موثر کردیم پیشنهاد قبلی بخش

زیر صورت به را چهارم فصل به مربوط تولید، ریزی برنامه� زمینه در ١ کاربردی مسئله .١.٢.۵ مثال



٧١ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٢.۵

داریم:
max ١٢x١٣+١x٢

۴٠x١+۵۵x٢+۴٠٠٠

max ١٢x١٣+١x٢
١.۵y١+١.۶y٢+٢

s.t. ٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠
۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠
۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠
٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢

٠.١x١ ≤ y١

٠.٠۵x٢ ≤ y٢

x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠

می�باشند. (-٠.١ و ٢٠) تغییرات دامنه و هستند (٠.١ و ٧٠) هدف توابع برای آرمانی سطح�های
چون، آوردیم. دست به را (۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) جواب چهارم فصل در

و f١
g١
(۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) = ٠.١۴

که این وجود با می�شوند. برآورده آرمان دو هر ،f٢
g٢
(۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) = ٧۵.٧۴

هدف دو هر برای عضویت تابع مقدار و می�سازد برآورده را آرمان دو هر تک�هدفه، مسئله بهینه جواب
حل زیرا نیست. چندهدفه مسئله برای کارا جواب یک تک�هدفه مسئله بهینه جواب می�شود، یک برابر
بلکه شود حل اولیه مدل جای به که نیست معادل روش یک چندهدفه مسئله جای به تک�هدفه مسئله
ریزی برنامه� روش الگوریتم از لذا است. تیلور سری روش مشکلات از این و است توافقی روش یک
چندهدفه مسئله کارای جواب به و می�کنیم شروع تک�هدفه مسئله بهینه جواب از و کرده استفاده خطی
برابر هدف دو هر برای آن ازای به عضویت توابع مقدار و می�سازد برآورده را آرمان دو هر که می�رسیم

می�شود. یک
(۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) بهینه جواب کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم

است: زیر صورت به
k = ١ و x∗ = (۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) می�دهیم قرار :١ گام

می�آوریم دست به را (xk, dk+, dk−) بهینه جواب و می�کنیم حل را زیر خطی ریزی برنامه� مسئله :٢ گام
tk =

∑p
i=١ d

k+
i + dk−i می�دهیم قرار و



٧٢ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

max

٢∑
i=١

d−i + d+i

s.t.



١٢x١ + ١٣x٢ − d+١ = (١٢x∗
١ + ١٣x∗

٢)θ١,

۴٠x١ + ۵۵x٢ + ۴٠٠٠+ d−١ = (۴٠x∗
١ + ۵۵x∗

٢ + ۴٠٠٠)θ١,

١٢x١ + ١٣x٢ − d+٢ = (١٢x∗
١ + ١٣x∗

٢)θ٢,

١.۵y١ + ١.۶y٢ + ٢+ d−٢ = (١.۵y∗١ + ١.۶y∗٢ + ٢)θ٢,

٢x١ + x٢ ≤ ٢۵٠,

۵x١ + ۴x٢ ≤ ۵٠٠,

۴۵x١ + ٣٠x٢ ≤ ١٢٠٠٠,

٠.١(x١ + x٢) ≤ y١ + y٢,

٠.١x١ ≤ y١,

٠.٠۵x٢ ≤ y٢,

x١ ≥ y١,

x٢ ≥ y٢,

x١, x٢, y١, y٢ ≥ ٠, d−١ , d+١ , d−٢ , d+٢ ≥ ٠, θ١, θ٢ ≥ ٠.

از بعد می�رویم. ٢ گام به و k = k+١ و x∗ = xk می�دهیم قرار نشده صفر برابر tk که زمانی تا :٣ گام
دست به x١ = (۶.۴٩٣,١١۶.٨٨٣,۶.۴٩٣,۵.٨۴۴) و می�شود t١ = ٠ تکراری روش اجرای بار یک
جواب x١ گفتیم دوم فصل خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم در که آنچه طبق می�کنیم. توقف پس می�آید.

است. کارا



٧٣ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٢.۵

داریم: زیر صورت به را چهارم فصل به مربوط ،١ عددی مثال .٢.٢.۵ مثال

min

(
−(x١١ + x١٢)

x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴
,
−(x٢١ + x٢٢)

x٢٣ + x٢۴
,
−۵٠

x١١ + x١٢

)

s.t.



x١١ + x١٢ = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴

x١١ + x١٢ ≥ ٣٠٠
٢٠٠ ≥ x١١ ≥ ١٠٠
x١٢ ≤ ٢۵٠
x٢١ + x٢٢ ≥ ٢٠٠
x٢١ ≥ ۵٠
١٠٠ ≥ x٢٣ ≥ ۵٠
١٢٠ ≥ x٢۴ ≥ ٧۵
x١١, x١٢, x٢١, x٢٢, x٢٣, x٢۴ ≥ ٠.

(١ و ٢ و ١.٢) تغییرات دامنه حدود و هستند (-١ و -١ و -٠.۵) هدف توابع برای آرمانی سطح�های
می�باشند.

آوردیم. دست به را x∗ = (٢٠٠,٢۵٠,١٧۵,١۵٠,۵٠,٧۵) بهینه جواب چهارم فصل در
درصد ١٠٠ را اول هدف دو جواب، f٣(x

∗)
g٣(x∗)

= −٠.١١١ و f٢(x
∗)

g٢(x∗)
= −٢.۶ و f١(x

∗)
g١(x∗)

= −١ چون
تک�هدفه، مسئله بهینه جواب که این وجود با می�کند. برآورده درصد ٧٧ را سوم هدف و می�کند برآورده
بهینه جواب می�کند، برآورده درصد ٧٧ را سوم هدف و می�سازد برآورده صد در ١٠٠ را اول هدف دو
مسئله جای به تک�هدفه مسئله حل زیرا نیست. چندهدفه مسئله برای کارا جواب یک تک�هدفه مسئله
از این و است توافقی روش یک بلکه شود حل اولیه مدل جای به که نیست معادل روش یک چندهدفه
بهینه جواب از و کرده استفاده خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم از لذا است. تیلور سری روش مشکلات
تابع سه هر مقدار که طوری به می�رسیم چندهدفه مسئله کارای جواب به و می�کنیم شروع تک�هدفه مسئله

می�یابد. بهبود هدف
به (٢٠٠,٢۵٠,١٧۵,١۵٠,۵٠,٧۵) بهینه جواب کارایی تست برای خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم

است: زیر صورت
k = ١ و x∗ = (٢٠٠,٢۵٠,١٧۵,١۵٠,۵٠,٧۵) می�دهیم قرار :١ گام

می�آوریم دست به را (xk, dk+, dk−) بهینه جواب و می�کنیم حل را زیر خطی ریزی برنامه� مسئله :٢ گام
tk =

∑p
i=١ d

k+
i + dk−i می�دهیم قرار و



٧۴ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

max

٢∑
i=١

d−i + d+i

s.t.



−(x١١ + x١٢)− d+١ = −(x∗
١١ + x∗

١٢)θ١,

x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴ + d−١ = (x∗
٢١ + x∗

٢٢ + x∗
٢٣ + x∗

٢۴)θ١,

−(x٢١ + x٢٢)− d+٢ = −(x∗
٢١ + x∗

٢٢)θ٢,

x٢٣ + x٢۴ + d−٢ = (x∗
٢٣ + x∗

٢۴)θ٢,

−۵٠− d+٣ = −۵٠θ٣,

x١١ + x١٢ + d−٣ = (x∗
١١ + x∗

١٢)θ٣,

x١١ + x١٢ = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴,

x١١ + x١٢ ≥ ٣٠٠,

٢٠٠ ≥ x١١ ≥ ١٠٠,

x١٢ ≤ ٢۵٠,

x٢١ + x٢٢ ≥ ٢٠٠,

x٢١ ≥ ۵٠,

١٠٠ ≥ x٢٣ ≥ ۵٠,

١٢٠ ≥ x٢۴ ≥ ٧۵,

x١١, x١٢, x٢١, x٢٢, x٢٣, x٢۴ ≥ ٠.

بعد می�رویم. ٢ گام به و k = k + ١ و x∗ = xk می�دهیم قرار نشده صفر برابر tk که زمانی تا :٣ گام
پس می�آید. دست به xk = (٢٠٠,١٢۵,٢٠٠,٠,۵٠,٧۵) و می�شود tk = ٠ تکراری روش اجرای از
است. کارا جواب xk گفتیم دوم فصل خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم در که آنچه طبق می�کنیم. توقف

−(١٢+٢٠٠۵)
٠+٢٠٠+۵٧+٠۵ = −١ داریم لذا می�دهیم قرار اول هدف در را xk

−(٠+٢٠٠)
۵٧+٠۵ = −١.۶ داریم بنابراین می�دهیم قرار دوم هدف در را xk و

−۵٠
١٢+٢٠٠۵ = −٠.١۵٣٨ داریم بنابراین می�دهیم قرار سوم هدف در را xk و

یافته�اند. بهبود هدف سه هر مقادیر که می�شود مشاهده صورت این در
می�دهیم قرار (٣٣.۴) عضویت تابع ضابطه در را xk = (٢٠٠,١٢۵,٢٠٠,٠,۵٠,٧۵) کارای جواب

داریم: لذا

µ٣(x) =
۵٠+ ١.٢× ٢٠٠+ ١.٢× ١٢۵

١.٧× ٢٠٠+ ١.٧× ١٢۵ = ٠.٨٠

است. یافته افزایش درصد ٨٠ تا سوم هدف از رضایت�مندی بنابراین



٧۵ عددی مثال�های و کاربردی مسئله�های .٢.۵

کنیم. توصیف را جدید روش تا می�آوریم �را چهارم فصل از ٢ عددی مثال .٣.٢.۵ مثال

max
f١(x)

g١(x)
=

x١ − ۴
−x٢ + ٣

max
f٢(x)

g٢(x)
=
−x١ + ۴
x٢ + ١ (١.۵)

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

مجموعه است. (-١ و -٢) تغییرات دامنه حدود و است (٢ و ۴) هدف توابع برای آرمانی سطح�های

(۵.۵)-(١.۵) مسائل کارا جواب�های مجموعه�های و شدنی مجموعه�های :١.۵ شکل

خط و [OBD] مثلث بوسیله�ی ترتیب به ١.۵ شکل در (١.۵) مسئله کارا جواب�های مجموعه و شدنی
می�آیند: دست به زیر صورت به هدف هر به مربوط عضویت توابع می�شوند. توصیف ،[OHGD]

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ ٢,

x١−x١−٢
−٣x٩+٢ −١ ≤ f١(x)

g١(x)
≤ ٢

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −١,

(٢.۵)

و

µ٢(x) =


١ f٢(x)

g٢(x)
≥ ۴,

−x٢+١x٢+۶
۶(x١+٢) −٢ ≤ f٢(x)

g٢(x)
≤ ۴

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٢.

(٣.۵)

است: زیر صورت به متناظر فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله بنابراین
max µ١(x) =

x١−x١−٢
٣(−x٣+٢)

max µ٢(x) =
−x٢+١x٢+۶
۶(x١+٢)

s.t.

−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠

(۴.۵)



٧۶ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

کارای جواب�های مجموعه همان (۴.۵) مسئله کارا جواب�های مجموعه می�گیریم نتیجه ١.٣.۵ قضیه از
شود: ساخته باید زیر چند�هدفه خطی ریزی برنامه� مسئله قبل روش با مطابق است. (١.۵) مسئله

max µ̂١(x) =
١
٣x١ +

٢
٣x٢ −

٧
٣

max µ̂٢(x) = −١
۶x١ −

٢
٣x٢ + ١

s.t. x ∈ X.

(۵.۵)

و (۴.۵) مسائل بنابراین، است. [OBD] خط (۵.۵) مسئله کارا جواب�های مجموعه ،١.۵ شکل در
شوند. گرفته نظر در معادل نمی�توانند (۵.۵)

µ̂٢ و µ̂١ شده نرمال ترتیب به µ٢(x) = ١
١۴(−x١−۴x١+٢۴) و µ١(x) = ١

١٠(x٢+١x٢) علاوه، به
تک�هدفه خطی ریزی برنامه� مسئله می�کنیم. استفاده برابر وزن�های با وزن�دار مجموع روش از هستند.

می�شود: تولید زیر

max P (x) =
١
٣۵(x١ − ٣x٢ + ٣۵)

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠
x١ ≤ ۶
x١, x٢ ≥ ٠.

خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای کارا جواب یک جواب این است. (۶ و ٠) مسئله این بهینه جواب
تست برای خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم است. نیاز کارایی ضمانت مرحله بنابراین، نیست. چند�هدفه

است: زیر صورت به (۶,٠) بهینه جواب کارایی
k = ١ و x∗ = (۶,٠) می�دهیم قرار :١ گام

می�آوریم دست به را (xk, dk+, dk−) بهینه جواب و می�کنیم حل را زیر خطی ریزی برنامه� مسئله :٢ گام
tk =

∑p
i=١ d

k+
i + dk−i می�دهیم قرار و

max
٢∑

i=١
d−i + d+i

s.t.



x١ − ۴− d+١ = (x∗
١ − ۴)θ١,

−x٢ + ٣+ d−١ = (−x∗
٢ + ٣)θ١,

−x١ + ۴− d+٢ = (−x∗
١ + ۴)θ٢,

x٢ + ١+ d−٢ = (x∗
٢ + ١)θ٢,

−x١ + ٣x٢ ≤ ٠,

x١ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠, d+١ , d−١ , d+٢ , d−٢ , θ١, θ٢ ≥ ٠.

بعد می�رویم. ٢ گام به و k = k + ١ و x∗ = xk می�دهیم قرار نشده صفر برابر tk که زمانی تا :٣ گام
آنچه طبق می�کنیم. توقف پس می�آید. دست به xk = (۶,٢) و می�شود tk = ٠ تکراری روش اجرای از

است. کارا جواب xk = (۶,٢) گفتیم دوم فصل خطی ریزی برنامه� روش الگوریتم در که
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چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله

max

(
f١(x)

g١(x)
,
f٢(x)

g٢(x)
, · · · , fp(x)

gp(x)

)
(۶.۵)

x ∈ X.

آن�گاه شود داده نسبت چند�هدفه کسری ریزی برنامه� هدف هر به آل ایده سطح یک اگر بگیرید، نظر در را
به فازی چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� می�شوند. نامیده ایده�آل فازی هدف�های فازی، هدف�های این

می�شود. نوشته زیر صورت

Find x

s.t.


fi(x)
gi(x)
≥̃wi, i = ١, . . . , p

Ax ≤ b

x ≥ ٠, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm

(٧.۵)

می�شود: تعریف زیر صورت به فازی هدف برای عضویت تابع
آن�گاه fi(x)

gi(x)
≥̃wi اگر

µi(x) =


١ fi(x)

gi(x)
≥ wi,

fi(x)

gi(x)
−ti

wi−ti
ti ≤ fi(x)

gi(x)
≤ wi,

٠ fi(x)
gi(x)
≤ ti

است: زیر مسئله با معادل (٧.۵) فازی چندهدفه خطی�کسری سازی بهینه مسئله همچنین
max (µ١(x), µ٢(x), . . . , µp(x))

s.t. x ∈ X.
(٨.۵)

ضعیف کارایی شرایط ٣.۵

چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله از فازی کارای جواب برای کافی و لازم شرایط بخش، این در
می�دهیم. ارائه را (٨.۵) فازی

و اگر است (۶.۵) قطعی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله برای کارا جواب x∗ .١.٣.۵ قضیه
باشد. (٨.۵) فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله برای فازی کارای جواب x∗ اگر فقط

i ∈ {١, . . . , p} برای که طوری به دارد وجود x ∈ X شدنی نقطه کنید فرض برهان.
µi(x) > µi(x

∗)

=⇒
fi(x)

gi(x)
−ti

wi−ti
>

fi(x
∗)

gi(x
∗)−ti

wi−ti

=⇒ fi(x)
gi(x)
− ti >

fi(x
∗)

gi(x∗)
− ti

=⇒ fi(x)
gi(x)

> fi(x
∗)

gi(x∗)
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است. متناقض (۶.۵) چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله برای x∗ کارایی با این و
که طوری به دارد وجود (wi, ti) i = ١, . . . , p آرمانی سطوح و x ∈ X کنید فرض برعکس،

fi(x)
gi(x)

> fi(x
∗)

gi(x∗)
= wi

=⇒ fi(x)
gi(x)
− ti >

fi(x
∗)

gi(x∗)
− ti = wi − ti

=⇒
fi(x)

gi(x)
−ti

wi−ti
>

fi(x
∗)

gi(x
∗)−ti

wi−ti

=⇒ µi(x) > µi(x
∗)

است. تناقض این که

خطی�کسری بهینه�سازی مسائل خصوصیاتجواب�های می�توان [١۴] جفرن اسکالرسازی ایده کمک با
چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله با متناظر وزین اسکالرسازی مسئله کرد. بررسی را چندهدفه

بگیرید: نظر در زیر صورت به را (٨.۵) فازی
max

∑p
i=١wiµi(x)

s.t. x ∈ X∑p
i=١wi = ١.

(٩.۵)

کارای جواب x∗ آن�گاه باشد، (٩.۵) وزین اسکالرسازی مسئله برای بهینه جواب x∗ اگر .٢.٣.۵ قضیه
است. (٨.۵) فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله برای فازی

بهینه�سازی مسئله برای فازی کارای جواب x∗ کنید فرض می�کنیم. ثابت خلف برهان با برهان.
که طوری به دارد وجود xای ∈ X صورت این در نباشد (٨.۵) فازی چندهدفه خطی�کسری

µi(x) ≥ µi(x
∗) i = ١, . . . , p

که طوری به w ∈ W دارد وجود لذا است. اکید بزرگتر j یک حداقل برای و
wiµi(x) ≥ wiµi(x

∗) i = ١, . . . , p

بنابراین است اکید بزرگتر j یک حداقل برای و
p∑

i=١
wiµi(x) >

p∑
i=١

wiµi(x
∗) i = ١, . . . , p

است. تناقض در وزین اسکالرسازی مسئله برای x∗ بهینگی با این و

i = ١, . . . , p برای hi : Rn → R و باشد محدب مجموعه�ای X کنید فرض [١٣] .٣.٣.۵ قضیه
جواب x ∈ X و i = ١, . . . , p برای hi(x) < ٠ سیستم اگر صورت این در باشند. محدب توابعی
x ∈ X هر برای که طوری به

∑p
i=١wi = ١ با wi ≥ ٠(i = ١, . . . , p) دارد وجود آن�گاه باشد نداشته

داریم:
p∑

i=١
wihi(x) ≥ ٠

(٨.۵) فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله برای فازی کارای جواب x∗ اگر .۴.٣.۵ قضیه
(٩.۵) وزین سازی اسکالر مسئله برای بهینه جواب x∗ که طوری به دارد، وجود w ∈ W آن�گاه باشد،

است.
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پس باشد. (٨.۵) چندهدفه کسری خطی بهینه�سازی مسئله برای کارا جواب یک x∗ کنید فرض برهان.
جواب i = ١, . . . , p برای hi(x) = µi(x

∗)− µi(x) < ٠ معادل طور به یا µi(x) > µi(x
∗) سیستم

فارکاس لم طبق لذا ندارد.

∃wi ≥ ٠
p∑

i=١
wi = ١ s.t. ∀x ∈ X

p∑
i=١

wihi(x) ≥ ٠

داریم: پس
p∑

i=١
wiµi(x

∗)−
p∑

i=١
wiµi(x) ≥ ٠⇒

p∑
i=١

wiµi(x
∗) ≥

p∑
i=١

wiµi(x)

است. وزین مجموع مسئله برای بهینه جواب x∗ یعنی

باشد. (۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله ضعیف کارای جواب x∗ ∈ X اگر .۵.٣.۵ قضیه
با (λi, vj) ∈ Rp+m آنگاه باشد. Rp+m روی بعدی (p +m) برداری (µ١, . . . , µp, hj) کنید فرض
برقرار زیر روابط x ∈ X هر ازای به و ηj ≥ ٠ که، طوری به دارد وجود

∑p
i=١ λi = ١ و (λi, vj) ≥ ٠

p∑است.
i=١ λiµi(x) + vj

Thj(x) ≥ vj
Thj(x

∗)

ηj
Thj(x

∗) ≥ vj
Thj(x)

(١٠.۵)

علاوه به
vjhj(x

∗) = ٠, i = ١, . . . , p, j = ١, . . . ,m.

قضیه از آنگاه باشد (۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ اگر برهان.
بنابراین است، (٨.۵) فازی چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ ،١.٣.۵

سیستم

µi(x) > ١, i = ١, . . . , p
hj(x) ≥ ٠, j = ١, . . . ,m

زیر سیستم بنابراین ندارد، جواب X در

µi(x) > ١, i = ١, . . . , p
hj(x) > ٠, j = ١, . . . ,m

با (λi, vj) ∈ RP+m یافته، تعمیم مینکوفسکی-فارکاس قضیه بواسطه بنابراین، ندارد. جواب X در
داریم: x ∈ X هر ازای به که، طوری به دارد وجود

∑p
i=١ λi = ١ و λi, vj ≥ ٠

p∑
i=١

λiµi(x) + vj
Thj(x) ≤ ١ (١١.۵)

از اما .
∑p

i=١ λiµi(x) ≤ ١ زیرا، vjThj(x
∗) ≤ ٠ داریم x = x∗ دهیم قرار اگر ،(١١.۵) رابطه در

بنابراین، .vjThj(x
∗) ≥ ٠ داریم است شدنی جواب x∗ که این

vj
Thj(x

∗) = ٠ (١٢.۵)
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است، درست زیر نامساوی x ∈ X هر ازای به ،(١٢.۵) و (١١.۵) رابطه�ی گرفتن نظر در با

vj
Thj(x

∗) = ٠ ≤
p∑

i=١
λiµi(x) + vj

Thj(x) ≤ ١ (١٣.۵)

داریم (١٣.۵) رابطه به توجه با بنابراین
p∑

i=١
λiµi(x) + vj

Thj(x) ≥ vj
Thj(x

∗) (١۴.۵)

داریم (١٢.۵) رابطه به توجه با ،ηjhj(x
∗) ≥ ٠ ،ηj ≥ ٠ هر ازای به چون

ηTj hj(x
∗) ≥ vj

Thj(x).

و vj ≥ ٠ می�کند، صدق (١٠.۵) رابطه در x∗ شدنی جواب کنید فرض کافی). (شرط ۶.٣.۵ قضیه
است. چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ آنگاه .λi ≥ ٠

داریم x ∈ X هر ازای به (١٠.۵) رابطه به توجه با برهان.
p∑

i=١
λiµi(x) + vj

Thj(x) ≤
p∑

i=١
λiµi(x

∗) (١۵.۵)

داریم x ∈ X هر ازای به بنابراین ،vjThj(x) ≥ ٠ همچنین
p∑

i=١
λiµi(x) ≤

p∑
i=١

λiµi(x
∗)

جواب x∗ ،٢.٣.۵ قضیه بواسطه بنابراین، است. λi ∈ W با وزن�دار مسئله برای بهینه جواب x∗ آنگاه
به توجه با همچنین و است (٨.۵) فازی چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف فازی کارای

است. (۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ ،١.٣.۵ قضیه

اثبات مشتق�پذیری فرض تحت بهینه جواب�های برای بعدی متفاوت کافی و لازم شرایط اکنون
و µi(x) : X ⊆ Rn → [٠,١], i = ١, . . . , p کنید فرض می�شوند.

کنید فرض همچنین باشند. پذیر مشتق توابعی X روی hj : X ⊆ Rn → Rm, j = ١, . . . ,m
هر گرادیان بردار آن سطرهای که است ماتریسی ▽hj(x

∗) ∈Mm×n و گرادیان بردار ▽µi(x
∗) ∈ Rn

باشند. hj اجزای از یک

(۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ اگر لازم). (شرط ٧.٣.۵ قضیه
که، طوری به دارد وجود (λi, vj) ≥ ٠ با

∑p
i=١ λi = ١ و (λi, vj) ∈ Rp+m آنگاه باشد،

p∑
i=١

λi▽µi(x
∗) + vj▽hj(x

∗) ≤ ١ (١۶.۵)

ηjhj(x
∗) = ٠. (١٧.۵)
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vj ≥ ٠ و λi ≥ ٠, i = ١, . . . , p می�کنیم ثابت برسیم (١٧.۵) و (١۶.۵) روابط به که این برای برهان.
که، طوری به دارد وجود j ∈ J(x∗) = {١, . . . ,m|hj(x

∗) = ٠} هر ازای به

p∑
i=١

λi▽µi(x
∗) +

∑
j∈J(x∗)

vj▽hj(x
∗) ≤ ١. (١٨.۵)

سیستم آنگاه کنند، صدق (١٨.۵) رابطه در که ندارد وجود vj و λi کنید فرض

(▽µi(x
∗))Tu > ١,▽hj(x

∗)Tu ≥ ٠, j ∈ J(x∗),

که طوری به دارد وجود u ∈ Rn بنابراین، دارد. جواب u ∈ Rn در

▽µi(x
∗)Tu > ١, i = ١, . . . , p

lim
hj→٠

µi(x
∗ + hju)− µi(x

∗)

hj

> ١, j = ١, . . . ,m

که طوری به دارد وجود hj٠ , i = ١, . . . , p هر ازای به آنگاه
µi(x

∗ + hju)− µi(x
∗) > ١

داریم i = ١, . . . , p هر ازای به hj٠ = min{hi
j٠ : i = ١, . . . , p} کنید فرض

µi(x
∗ + hj٠u)− µi(x

∗) > ١.

J١ داریم قبلی بحث از استفاده با .J١ = {j ∈ J(x∗)|▽hj(x
∗)Tu > ٠} کنید فرض دیگر، طرف از

،j١ ∈ J١ هر ازای به که طوری به دارد وجود
hj(x

∗ + hj١u)− hj(x
∗)

= hj(x
∗ + hj١u) > ٠. (١٩.۵)

که طوری به دارد وجود hj٢ ،ϵ ≥ ٠ هر ازای به .J٢ = {j ∈ J(x∗)|▽hj(x
∗)Tu = ٠} کنید فرض

hj(x
∗ + hj٢u)− hj(x

∗) ≥ ϵ (٢٠.۵)

⇒ hj(x
∗ + hj٢u) ≥ ϵ

⇒ hj(x
∗ + hj٢u) ≥ ٠.

بنابراین و hj(x
∗) > ٠ آنگاه ،j /∈ J(x∗) اگر

lim
h→٠

hj(x
∗ + hju) > ٠,

داریم ،j /∈ J(x∗) هر ازای به مناسب hj٣ برای h = hj٠ , hj١ , hj٢ , hj٣ , . . . آن در که
hj(x

∗ + hj٣u) ≥ ٠ (٢١.۵)

،١٩.۵ روابط به توجه با و hj = min{hj٠ , hj١ , hj٢ , hj٣} آن در که ،s = x∗ + hju می�دهیم قرار
است. (۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای شدنی جواب s داریم، ٢١.۵ و ٢٠.۵
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(۶.۵) چندهدفه کسری ریزی برنامه� مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗ اگر کافی). (شرط ٨.٣.۵ p∑قضیه
i=١ λi = ١ و λi, vj ≥ ٠ آنگاه باشد. برقرار کان-تاکر١ شرطی محدودیت شرایط x∗ در و باشد

که طوری به دارد وجود
p∑

i=١
λi▽µi(x

∗) + vj▽hj(x
∗) ≤ ١, (٢٢.۵)

ηTj hj(x
∗) = ٠ i = . . . , p, j = ١, . . . ,m

ندارد: جواب زیر سیستم کنید فرض برهان.
p∑

i=١
λi▽µi(x

∗) +
∑

j∈J(x∗)

vj▽hj(x
∗) ≤ ١,

که طوری به دارد وجود u ∈ Rn بنابراین .vj ≥ ٠ ،j ∈ J(x∗) هر ازای به و λi ∈ Rk ،λi ≥ ٠ با
▽µi(x

∗)Tu > ١, i = . . . , p

▽hj(x
∗)Tu > ٠, j ∈ J(x∗). (٢٣.۵)

تعریف [٠,١] روی (e) n−بعدی برداری تابع x∗ در کان-تاکر شرطی محدودیت به توجه با بنابراین
پذیر مشتق τ = ٠ در e تابع و e(٠) = x∗ و e(τ) ∈ X,٠ ≤ τ ≤ ١ هر ازای به که طوری به می�شود

بنابراین .ϵ > ٠ بعضی برای [de(٠)]
dτ

= ϵu و است
ϵ(▽µi(x

∗))Tu > ٠, i = ١, . . . , p

⇒ ϵ(▽µi(e(٠)))u > ١, i = ١, . . . , p

بنابراین

lim
τ→٠

µi(e(τ))− µi(x
∗)

τ
> ١,

داریم τ٠ ≤ τ هر ازای به که طوری به دارد وجود τ٠ بنابراین،
µi(e(τ)) > µi(x

∗),

فازی ضعیف کارای جواب با بالا نامساوی بنابراین است. شدنی جواب τ ∈ [٠,١] هر ازای به e(τ) و
است. متناقض x∗ بودن ضعیف کارای جواب همچنین و x∗ بودن

µi(x) ≤ ١ واقعیت از استفاده با عضویت تابع سازی خطی ۴.۵

کنیم. استفاده µi(x) ≤ ١ واقعیت از که است این µi(x) عضویت تابع هر خطی�سازی برای دیگر روش
مسئله توسط فازی کارای جواب بگیرید. نظر در را (۶.۵) چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله
ضعیف کارای جواب شرایط در که طوری به می�شود محاسبه زیر گام�های در (٩.۵) وزین اسکالرسازی

می�کند. صدق فازی

١Kuhn-Tucker constraint qualification



٨٣ µI(X) ≤ ١ واقعیت از استفاده با عضویت تابع سازی خطی .۴.۵

کارا: جواب�های کردن پیدا برای الگوریتمی
بگیرید. نظر در (٧.۵) فرم به را مسئله :١ گام

کنید. تعیین fi(x)
gi(x)

هدف هر برای را ti تغییرات دامنه حدود و wi آرمانی سطوح :٢ گام
آورید. دست به فازی هدف هر برای را µi(x) عضویت تابع :٣ گام

کنید. تبدیل خطی فرم به است µi(x) ≤ ١ که واقعیت این از استفاده با را عضویت تابع هر :۴ گام
آورید. دست به مناسب wi از استفاده با را (٩.۵) وزین سازی اسکالر مسئله :۵ گام

جواب (٩.۵) وزین اسکالرسازی مسئله جواب کنید. حل را (٩.۵) وزین اسکالرسازی مسئله :۶ گام
می�کند. صدق فازی ضعیف کارای جواب شرایط در که است فازی کارای

کنید. توقف :٧ گام

نظر در m = ٣ و n = ٢ ،i = ٢ برای زیر چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله .١.۴.۵ مثال
بگیرید:

max (−٣x٢+١x٢
x١+x٣+٢ ,

٧x١+x٢
۵x٢+١x١+٢)

s.t. x١ − x٢ ≥ ١
٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۵
x١ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٢۴.۵)

،max f١(x)
g١(x)

= −٠.۶١ .f٢(x)
g٢(x)

≥ ٠ و f١(x)
g١(x)

< ٠ شدنی ناحیه در x هر برای که می�کنیم مشاهده
برای فازی آرمانی سطوح اگر .min f٢(x)

g٢(x)
= ١.١۵ و min f١(x)

g١(x)
= −٢.١۴ ،max f٢(x)

g٢(x)
= ١.٣۶

که x آن�گاه باشد، (−٢.١۴,١.١۵) آن�ها برای تغییرات دامنه حدود و باشد (−٠.۶١,١.٣۶) هدف دو
ایده�ال هدف�های در

f١(x)

g١(x)
⪆ −٠.۶١ ,

f٢(x)

g٢(x)
⪆ ١.٣۶

می�یابیم. را می�کند صدق

µ١(x) =


١ f١(x)

g١(x)
≥ −٠٫ ۶١,

−٣x٢+١x٢
x١+x٣+٢ +٢.١۴

١.۵٣ −٢.١۴ ≤ f١(x)
g١(x)
≤ −٠.۶١,

٠ f١(x)
g١(x)
≤ −٢.١۴.

(٢۵.۵)

µ٢(x) =


١ f٢(x)

g٢(x)
≥ ١.٣۶,

٧x١+x٢
۵x٢+١x١.١−١+٢۵

٠.٢١ ١.١۵ ≤ f٢(x)
g٢(x)
≤ ١.٣۶,

٠ f٢(x)
g٢(x)
≤ ١.١۵.

(٢۶.۵)

µi(x)استفاده ≤ ١ که واقعیت این از (٢۶.۵) و (٢۵.۵) در شده تعریف عضویت توابع خطی�سازی برای
می�کنیم.

−٣x٢+١x٢
x١+x٣+٢ + ٢.١۴

١.۵٣ ≤ ١,



٨۴ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

٧x١+x٢
۵x٢+١x١+٢ − ١.١۵

٠.٢١ ≤ ١

(٢٧.۵) فازی چندهدفه خطی بهینه�سازی مسئله به فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله آن�گاه
می�شود: تبدیل

max (−٢.٣٩x١ + ٢.۶١x٢ + ١.٨٣,٠.٢٠x١ − ١.٧٢x٢ − ١.٣۶)
s.t. x١ − x٢ ≥ ١

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۵
x١ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٢٧.۵)

بهینه�سازی مسئله به مسئله و کرده استفاده w٢ = ٠.۵ ، w١ = ٠.۵ برای را وزین اسکالرسازی مسئله
می�شود. تبدیل (٢٨.۵) تک�هدفه خطی

max − ١.٠٩۵x١ + ٠.۴۴۵x٢ + ٠.٢٣۵
s.t. x١ − x٢ ≥ ١

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۵
x١ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٢٨.۵)

با .µ٢ = ٠ و µ١ = ٠.٩٩ ،f٢(x∗)
g٢(x∗)

= ١.١۵ ،f١(x∗)
g١(x∗)

= −٠.۶٢۵ ،(x∗
١, x

∗
٢) = (٣,٢) بهینه جواب

مسئله برای کارا جواب (x∗
١, x

∗
٢) = (٣,٢) می�دهیم نشان دوم فصل خطی ریزی برنامه� روش از استفاده

است: زیر صورت به خطی ریزی برنامه� روش است. چندهدفه

max
٢∑

i=١
d−i + d+i

s.t.



−٣x١ + ٢x٢ − d+١ = (−٣x∗
١ + ٢x∗

٢)θ١

x١ + x٢ + ٣+ d−١ = (x∗
١ + x∗

٢ + ٣)θ١
٧x١ + x٢ − d+٢ = (٧x∗

١ + x∗
٢)θ٢

۵x١ + ٢x٢ + ١+ d−٢ = (۵x∗
١ + ٢x∗

٢ + ١)θ٢
x١ − x٢ ≥ ١

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۵

x١ ≥ ٣

x١, x٢ ≥ ٠, d+١ , d−١ , d+٢ , d−٢ ≥ ٠, θ١, θ٢ > ٠.

طبق بنابراین می�شود. صفر خطی ریزی برنامه� مسئله بهینه مقدار (x∗
١, x

∗
٢) = (٣,٢) ازای به بنابراین

خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای کارا جواب (x∗
١, x

∗
٢) = (٣,٢) شد گفته دوم فصل در که آنچه

ریزی برنامه� مسئله برای فازی کارای جواب (x∗
١, x

∗
٢) = (٣,٢) ،١.٣.۵ قضیه براساس است. چندهدفه

تصدیق را ضعیف فازی کارایی شرایط همه�ی جواب این علاوه به است. فازی چندهدفه خطی�کسری
می�کند.



٨۵ فازی سطحی دو چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای کان-تاکر شرایط و تیلور سری .۵.۵

دست به اهداف برای (٧.۵,٠) و (٣.۶,٢.۶) نقاط کنیم، حل تیلور سری روش با را ١.۴.۵ مثال اگر
سپس، می�آیند.

µ١(x) = ٠.١٧٠x١ + ٠.١٨۵x٢ − ٠.٠٩٢,

µ٢(x) = ٠.٠٢٢x١ − ٠.٢١۴x٢ + ٠.٨۵٢.

است: زیر صورت به تیلور سری روش در حاصل تک�هدفه مسئله و
max p(x) = ٠.١٩٢x١ − ٠.٠٢٩x٢ + ٠.٧۶
s.t. x١ − x٢ ≥ ١

٢x١ + ٣x٢ ≤ ١۵
x١ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٢٩.۵)

وقتی بنابراین .µ٢ = ١ و µ١ = ٠ ،f٢(x∗)
g٢(x∗)

= ١.٣۶۴ ، f١(x
∗)

g١(x∗)
= −٢.١۴٣ ، (x∗

١, x
∗
٢) = (٧.۵,٠) با

شدن بهتر برای که می�کنیم مشاهده کرده، مقایسه هم با را ١.۴.۵ مثال حل برای رفته کار به روش دو
از تصمیم�گیرنده خواسته با متناسب می�شود. بدتر دیگر هدف عضویت درجه هدف، یک عضویت درجه

می�کنیم. انتخاب را مناسب روش روش، دو بین

برنامه�ریزی مسائل حل برای کان-تاکر شرایط و تیلور سری ۵.۵
فازی سطحی دو چندهدفه خطی�کسری

.n = n١+n٢ ،x٢ ∈ Rn٢ ،x١ ∈ Rn١ آن در که باشد. x = (x١, x٢) تصمیم متغیرهای بردار فرضکنید
کنید فرض این، بر علاوه

Fi(x١, x٢)

Gi(x١, x٢)
: Rn١ × Rn٢ −→ Rmi , i = ١,٢

می�شود: فرموله زیر صورت به چندهدفه خطی�کسری ماکزیمم�سازی مسئله بنابراین هستند. هدف توابع

maxx١
F١(x١,x٢)
G١(x١,x٢)

maxx٢
F٢(x١,x٢)
G٢(x١,x٢)

s.t. x ∈ X = {x ∈ Rn| A١x١ + A٢x٢ ≤ b, x ≥ ٠, b ∈ Rm} ̸= ϕ

(٣٠.۵)

آن در که
F١(x١, x٢)

G١(x١, x٢)
=
(f١١(x١, x٢)
g١١(x١, x٢)

, . . . ,
f١m١(x١, x٢)

g١m١(x١, x٢)

)
و

F٢(x١, x٢)

G٢(x١, x٢)
=
(f٢١(x١, x٢)
g٢١(x١, x٢)

, . . . ,
f٢m٢(x١, x٢)

g٢m٢(x١, x٢)

)
و

fij(x١, x٢)

gij(x١, x٢)
=

cijx+ ci.j.n+١
dijx+ di.j.n+١



٨۶ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

آن در و j = ١, . . . ,m٢ داریم i = ٢ برای و j = ١, . . . ,m١ داریم i = ١ برای است.
x٢ ∈ Rn٢ و x١ ∈ Rn١ (١)

است. محدب مجموعه�ای X (٢)
است. سطح اولین توابع تعداد m١ (٣)
است. سطح دومین توابع تعداد m٢ (۴)

است. محدودیت�ها تعداد m (۵)
است. i = ١,٢ برای m× ni ماتریس Ai (۶)

.∀ x ∈ X برای dijx+ di.j.n+١ > ٠ و cij, dij ∈ Rn (٧)
هستند. ثابت اعداد ci.j.n+١, di.j.n+١ (٨)

فازی چندهدفه خطی�کسری برنامه�ریزی مسئله ١.۵.۵

ایده�ال هدف یک مسئله فازی هدف هر آن�گاه شود، داده نسبت مسئله هدف هر به آرمانی سطح یک اگر
است: زیر صورت به سطحی دو فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله می�شود. نامیده

Find x١

s.t.
f١j(x١,x٢)
g١j(x١,x٢)

≲ w١j

(
f١j(x١,x٢)
g١j(x١,x٢)

≳ w١j

)
, j = ١, . . . ,m١

f٢j(x١,x٢)
g٢j(x١,x٢)

≲ w٢j

(
f٢j(x١,x٢)
g٢j(x١,x٢)

≳ w٢j

)
, j = ١, . . . ,m٢

A١x١ + A٢x٢ ≤ b

x١, x٢ ≥ ٠, x١ ∈ Rn١ , x٢ ∈ Rn٢ , A١ ∈ Rm×n١ , A٢ ∈ Rm×n٢ , b ∈ Rm.

(٣١.۵)
دومین آرمانی سطح w٢j و هدف سطح اولین آرمانی سطح w١j و می�کند حل را دوم سطح x٢ آن در که
و از کوچکتر عنوان به اساساً ≲ می�دهند. نشان را آرمانی سطوح بودن فازی ≳ و ≲ است. هدف سطح
شود. ماکزیمم fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
یعنی ≳ و شود مینیمم fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
یعنی ≲ می�شوند. تعریف از بزرگتر عنوان به ≳

j = ١, . . . ,mi و i = ١,٢ برای عضویت تابع می�شود. تعریف عضویت تابع یک فازی هدف هر برای
است: زیر صورت به

آن�گاه fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

≳ wij اگر

µ fij
gij

(fij(x)
gij(x)

)
=


١ fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
≥ wij

fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

−tij

wij−tij
tij ≤ fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
≤ wij

٠ fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

≤ tij

(٣٢.۵)

آن�گاه fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

≲ wij اگر

µ fij
gij

(fij(x)
gij(x)

)
=


١ fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
≤ wij

tij−
fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

tij−wij
wij ≤ fij(x١,x٢)

gij(x١,x٢)
≤ tij

٠ fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

≥ tij

(٣٣.۵)



٨٧ فازی سطحی دو چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای کان-تاکر شرایط و تیلور سری .۵.۵

روش حال هستند. فازی هدف هر برای پایینی و بالایی تغییرات حدود ترتیب، به tij و tij آن در که
می�دهیم. توضیح را کان-تاکر شرایط از استفاده با تیلور سری

سپس می�شود. داده نسبت هدف هر به عضویت توابع فازی، چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسائل در
تبدیل خطی چندجمله�ای یک به و می�دهند شکل تغییر تیلور سری بوسیله خطی�کسری عضویت توابع
به می�تواند کان-تاکر شرایط از استفاده با فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله سپس می�شوند.

می�شود. داده توضیح مرحله چهار در شده پیشنهاد روش شود. تبدیل تک�هدفه مسئله
هر ماکزیمم مقدار که کنید تعیین را j = ١, . . . ,mi و i = ١,٢ برای x∗

ij = (x١∗ij , x
٢∗
ij ) .١ مرحله

است. fij(x١,x٢)
gij(x١,x٢)

i = ١,٢, j = ١, . . . ,mi هدف
کنید: تبدیل اول مرتبه تیلور چندجمله�ای سری از استفاده با را عضویت توابع مرحله٢.

µ fij
gij

(fij(x)
gij(x)

)
∼= µ fij

gij

(fij(x)
gij(x)

)
= µ fij

gij

(fij(x∗
ij)

gij(x∗
ij)

)

+ (x١ − x١∗ij )

∂µ fij
gij

(
fij(x

∗
ij)

gij(x∗
ij)

)
∂x١

+ (x٢ − x٢∗ij )

∂µ fij
gij

(
fij(x

∗
ij)

gij(x∗
ij)

)
∂x٢

(٣۴.۵)

µ fij
gij

(fij(x)
gij(x)

)
∼= µ fij

gij

(fij(x)
gij(x)

)
= µ fij

gij

(fij(x∗
ij)

gij(x∗
ij)

)
+

٢∑
k=١

(xk − xk∗
ij )

∂µ fij
gij

(
fij(x

∗
ij)

gij(x∗
ij)

)
∂xk

برابر وزن�های فرض با مسئله که کنید توجه کنید. اضافه هم به را سطح اولین عضویت توابع مرحله٣.
دهید قرار می�شود. حل سطح اولین برای

p(x) =

m١∑
j=١

(
µ f١j

g١j

(f١j(x∗
١j)

g١j(x∗
١j)

)
+

٢∑
k=١

(xk − xk∗
١j)

∂µ f١j
g١j

(
f١j(x

∗
١j)

g١j(x∗
١j)

)
∂xk

)
(٣۵.۵)

است: زیر صورت به مسئله دوم سطح برای کان-تاکر شرایط سپس مرحله۴.

wA٢ − v =
∑m٢

j=١

∂µ f٢j
g٢j

(
f٢j(x

∗
٢j)

g٢j(x
∗
٢j)

)
∂x٢

wu = ٠, x٢v = ٠.

آورید.� دست به تک�هدفه مسئله حل با را x∗ = (x∗
١, x

∗
٢)

صورت به مدل این می�شود. تبدیل جدید ریاضی مدل به فازی چندهدفه خطی�کسری بهینه�سازی مسئله
است. (٣۶.۵) بهینه�سازی مسئله

max p(x)

s.t. A١x١ + A٢x٢ + u = b

wA٢ − v =
∑m٢

j=١

∂µ f٢j
g٢j

(
f٢j(x

∗
٢j)

g٢j(x∗٢j)

)
∂x٢

wu = ٠, x٢v = ٠
x١, x٢, w, u, v ≥ ٠.

(٣۶.۵)



٨٨ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

x٢v = ٠ و wu = ٠ محدودیت هر برای ترتیب به را ،ξ و η یک، و صفر متغیر یک مدل، این در
M و ξ ،η شامل خطی نامساوی دو بوسیله محدودیت�ها این از یک هر این، بر علاوه می�کنیم. اضافه
تک�هدفه مسئله بنابراین است. بزرگ کافی اندازه به مثبت ثابت عدد M که می�شوند. جاگزین ترتیب به

می�شود. تبدیل (٣٧.۵) مسئله به کان-تاکر شرایط از استفاده با
max p(x)

s.t. A١x١ + A٢x٢ + u = b

wA٢ − v =
∑m٢

j=١

∂µ f٢j
g٢j

(
f٢j(x

∗
٢j)

g٢j(x
∗
٢j)

)
∂x٢

w ≤Mη, u ≤M(١− η)

x٢ ≤Mξ, v ≤M(١− ξ)

η, ξ ∈ {٠,١}
x١, x٢, w, u, v ≥ ٠.

(٣٧.۵)

بگیرید: نظر در را زیر عددی مثال .١.۵.۵ مثال
maxx١ (٢x١+x٢+٢

٢x١+٢ , x١
x١+x١+٢)

maxx٢ (٣x٢+١x١−٢−x١+x٢+۴ ,
−x١+x٣+٢

x١+۵ )

s.t. x١ + x٢ ≤ ۴
x١ − ٢x٢ ≤ ١
٣x١ + x٢ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٣٨.۵)

آن در که
F١(x١, x٢)

G١(x١, x٢)
=
(٢x١ + x٢ + ٢

٢x٢ + ١ ,
x١

x١ + x٢ + ١
)

F٢(x١, x٢)

G٢(x١, x٢)
=
(٣x١ + ٢x٢ − ١
−x١ + x٢ + ۴ ,

−x١ + x٢ + ٣
x١ + ۵

)
داریم: بنابراین باشد، (٣,٠,١,١) هدف�ها برای ترتیب به فازی آرمانی سطوح کنید فرض

Find x١

s.t.
f١١
g١١

= ٢x١+x٢+٢
٢x١+٢ ≳ ٣, f١٢

g١٢
= x١

x١+x١+٢ ≳ ٠
f٢١
g٢١

= ٣x٢+١x١−٢
−x١+x٢+۴ ≳ ١, f٢٢

g٢٢
= −x١+x٣+٢

x١+۵ ≳ ١
x١ + x٢ ≤ ۴
x١ − ٢x٢ ≤ ١
٣x١ + x٢ ≥ ٣
x١, x٢ ≥ ٠.

(٣٩.۵)

هدف�ها برای ترتیب، به تغییرات دامنه حدود کنید، فرض می�کند. حل را هدف دوم سطح x٢ آن در که
٢.۵ (شکل می�شوند تعریف ساده قطعه�ای خطی صورت به عضویت توابع ابتدا، باشند. (١,٠,٠−,٢)



٨٩ فازی سطحی دو چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای کان-تاکر شرایط و تیلور سری .۵.۵

می�آیند: دست به زیر صورت به مسئله هدف�های برای عضویت توابع ببینید). را

µ f١١
g١١

(f١١(x)
g١١(x)

)
=


١ f١١(x١,x٢)

g١١(x١,x٢)
≥ w١١

f١١(x١,x٢)
g١١(x١,x٢)

−t١١

w١١−t١١
t١١ ≤ f١١(x١,x٢)

g١١(x١,x٢)
≤ w١١

٠ f١١(x١,x٢)
g١١(x١,x٢)

≤ t١١

=


١ f١١(x١,x٢)

g١١(x١,x٢)
≥ ٣

٢x٣−١x٢
٢x١+٢ ٢ ≤ f١١(x١,x٢)

g١١(x١,x٢)
≤ ٣

٠ f١١(x١,x٢)
g١١(x١,x٢)

≤ ٢
(۴٠.۵)

ساده قطعه�ای خطی عضویت توابع :٢.۵ شکل

می�شوند: فرموله زیر صورت به دیگر عضویت توابع ترتیب، همین به

µ f١٢
g١٢

(f١٢(x)
g١٢(x)

)
=


١ f١٢(x١,x٢)

g١٢(x١,x٢)
≥ ٠

٢x١+x١+٢
x١+x١+٢ −١ ≤ f١٢(x١,x٢)

g١٢(x١,x٢)
≤ ٠

٠ f١٢(x١,x٢)
g١٢(x١,x٢)

≤ −١

(۴١.۵)

�

µ f٢١
g٢١

(f٢١(x)
g٢١(x)

)
=


١ f٢١(x١,x٢)

g٢١(x١,x٢)
≥ ١

٣x٢+١x١−٢
−x١+x٢+۴ ٠ ≤ f٢١(x١,x٢)

g٢١(x١,x٢)
≤ ١

٠ f٢١(x١,x٢)
g٢١(x١,x٢)

≤ ٠

(۴٢.۵)

µ f٢٢
g٢٢

(f٢٢(x)
g٢٢(x)

)
=


١ f٢٢(x١,x٢)

g٢٢(x١,x٢)
≥ ١

−x١+x٣+٢
x١+۵ ٠ ≤ f٢٢(x١,x٢)

g٢٢(x١,x٢)
≤ ١

٠ f٢٢(x١,x٢)
g٢٢(x١,x٢)

≤ ٠

(۴٣.۵)

،µ∗
f١٢
g١٢

(
f(٣,١)١٢
g(٣,١)١٢

)
،µ∗

f١١
g١١

(
f(١,٠)١١
g(١,٠)١١

)
آن�گاه شود، حل جداگانه طور به عضویت تابع هر برای مسئله اگر

چندجمله�ای سری از استفاده با عضویت توابع اکنون می�آیند. دست به ،µ∗
f٢٢
g٢٢

(
f٢٢(٠,۴)
g٢٢(٠,۴)

)
،µ∗

f٢١
g٢١

(
f(٣,١)٢١
g(٣,١)٢١

)



٩٠ فازی چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل عضویت تابع خطی�سازی .۵

می�شوند: تبدیل زیر صورت به اول مرتبه تیلور

µ f١١
g١١

(
f١١(x)
g١١(x)

)
∼= µ f١١

g١١

(
f١١(x)
g١١(x)

)
= µ f١١

g١١

(
f(١,٠)١١
g(١,٠)١١

)
+ (x١ − ١)×

∂µ f١١
g١١

(
f(١,٠)١١
g(١,٠)١١

)
∂x١

+(x٢ − ٠)×
∂µ f١١

g١١

(
f(١,٠)١١
g(١,٠)١١

)
∂x٢

= ٢x١ − ۵x٢.
(۴۴.۵)

تبدیل زیر صورت به اول مرتبه تیلور چندجمله�ای سری از استفاده با دیگر عضویت توابع ترتیب، همین به
می�شود:

µ f١٢
g١٢

(f١٢(x)
g١٢(x)

)
= ١.۵٢+ ٠.٠٨x١ − ٠.١٢x٢ (۴۵.۵)

µ f٢١
g٢١

(f٢١(x)
g٢١(x)

)
= ۵.۵+ ۴x١ − ١.۵x٢ (۴۶.۵)

µ f٢٢
g٢٢

(f٢٢(x)
g٢٢(x)

)
= ٠.۶− ٠.۴٨x١ + ٠.٢x٢ (۴٧.۵)

می�آید. دست به (۴۵.۵) به (۴۴.۵) کردن اضافه با p(x)

p(x) = µ f١١
g١١

(f١١(x)
g١١(x)

)
+ µ f١٢

g١٢

(f١٢(x)
g١٢(x)

)
= ١.۵٢+ ٢.٠٨x١ − ۵.١٢x٢ (۴٨.۵)

دوم سطح برای را کان-تاکر شرایط شود، تبدیل تک�هدفه مسئله یک به سطحی دو مسئله که این برای
شرایط از استفاده با بنابراین می�کنیم. اضافه مسئله قیدهای به را کان-تاکر شرایط و می�بریم کار به

داریم: مسئله دوم سطح برای کان-تاکر
max p(x) = ١.۵٢+ ٢.٠٨x١ − ۵.١٢x٢
s.t. x١ + x٢ + u١ = ۴

x١ − ٢x٢ + u٢ = ١
٣x١ + x٢ − u٣ = ٣
w١ − ٢w٢ + w٣ − v = −١.۵+ ٠.٢
w ≤Mη, u ≤M(١− η)

x٢ ≤Mξ, v ≤M(١− ξ)

η, ξ ∈ {٠,١}
x١, x٢, wi, ui, v ≥ ٠ i = ١, . . . ,٣.

(۴٩.۵)

داریم بنابراین می�آید دست به (x∗
١, x

∗
٢) = (١,٠) جواب و می�کنیم حل M = ١٠٠٠ برای را مسئله

به عضویت مقادیر و f٢٢(x١,x٢)
g٢٢(x١,x٢)

= ٠.٣٣ ،f٢١(x١,x٢)
g٢١(x١,x٢)

= ٠.۶٧ ،f١٢(x١,x٢)
g١٢(x١,x٢)

= ٠.۵ ،f١١(x١,x٢)
g١١(x١,x٢)

= ۴
است: زیر صورت

µ f١١
g١١

(f١١
g١١

)
= ١, µ f١٢

g١٢

(f١٢
g١٢

)
= ١, µ f٢١

g٢١

(f٢١
g٢١

)
= ٠.۶٧, µ f٢٢

g٢٢

(f٢٢
g٢٢

)
= ٠.٣٣.

برآورده صد در صد f١٢
g١٢

و f١١
g١١

،(x∗
١, x

∗
٢) = (١,٠) جواب برای که می�دهند نشان عضویت توابع مقادیر

می�شود. برآورده درصد ٣٣ ،f٢٢
g٢٢

و می�شود برآورده درصد ۶٧ ،f٢١
g٢١

اما می�شوند



۶ فصل

مسائل حل برای فازی مجموعه روش
چند�هدفه خطی�کسری برنامه�ریزی

لوهاندجولا روش ١.۶

تابع یک و می�گیریم نظر در را کسرها مخرج و صورت به مربوط عضویت توابع لوهاندجولا١ روش در
مسائل کارای جواب�های بین رابطه آن کمک با و کرده معرفی را آن�ها از حاصل وزن�دار عضویت
مسئله حل برای فازی مجموعه روش می�کنیم. بررسی را غیرفازی و فازی چندهدفه خطی�کسری
دارد. برتری چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله حل به نسبت چندهدفه خطی�کسری ریزی برنامه��
است. [٣٨] مرجع از فصل این مطالب عمده می�شود. حل چندهدفه مسئله به�جای تک�هدفه مسئله زیرا

چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه�� مسئله

max

(
f١(x)

g١(x)
,
f٢(x)

g٢(x)
, · · · , fp(x)

gp(x)

)
(١.۶)

x ∈ X.

مسئله کسرهای مخرج و صورت به مربوط عضویت توابع [٢١] در لوهاندجولا بگیرید، نظر در را
می�کند: فرموله زیر صورت به را هدفه چند خطی�کسری ریزی برنامه�

µfi
i (x) =


٠ if fi(x) < qi,

fi(x)−qi
f٠i −qi

if qi ≤ fi(x) ≤ f٠i , ∀i = ١, . . . , p,

٠ if fi(x) > f٠i .

(٢.۶)

µgi
i (x) =


٠ if gi(x) > si,

si−gi(x)
si−g٠i

if g٠i ≤ gi(x) ≤ si, ∀i = ١, . . . , p,

٠ if gi(x) < g٠i ,

(٣.۶)

١Luhandjula

٩١



٩٢ چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای فازی مجموعه روش .۶

کمترین و fi(x) کسر صورت مقدار بیشترین ترتیب، به i = ١, . . . , p هر برای g٠i و f٠i که طوری به
gi(x) و fi(x) برای قبول قابل آستانه si و qi و است X مجموعه روی gi(x) کسر مخرج مقدار

می�باشند.
وزن�دار عضویت تابع یک و می�گیریم نظر در را کسرها مخرج و صورت به مربوط عضویت توابع ادامه، در
چند�هدفه خطی�کسری مسائل کارای جواب�های بین رابطه آن کمک با و کرده معرفی �را آن از حاصل

می�کنیم: تعریف می�کنیم. بررسی را فازی غیر و فازی

µi(x) = wiµ
fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x), ∀ i = ١, . . . , p (۴.۶)

بر گیرنده تصمیم توسط و می�دهند نشان را توابع نسبی اهمیت که هستند وزن�هایی w′
i و wi آن در که

می�کنند. صدق
∑p

i=١(wi + w′
i) = ١ شرط در و می�شوند تعیین معیارهایی و ملاک اساس

می�کنیم: فرض ادامه در نکته:

∀x١, x٢ ∈ X, if
fi(x

١)

gi(x١)
>

fi(x
٢)

gi(x٢)
then µi(x

١) > µi(x
٢) ∀ i = ١, . . . , p.

(۵.۶)
(١.۶) مسئله برای زیر اسکالرسازی مسئله بهینه جواب�های که می�دهیم نشان ،(۵.۶) فرض کمک با

می�باشد کارا
max

∑p
i=١(wiλi + w′

iηi)

s.t.



λi = µfi
i (x)

ηi = µgi
i (x)

٠ ≤ λi ≤ ١ i = ١, . . . , p
٠ ≤ ηi ≤ ١ i = ١, . . . , p
Ax ≤ b, x ≥ ٠∑p

i=١(wi + w′
i) = ١, wi, w

′
i ≥ ٠

(۶.۶)

در µi(x) ∀ i = ١, . . . , p می�شوند باعث که می�دهیم ارائه w′
i و wi وزن�های برای شرایطی درادامه

کنند. صدق (۵.۶) فرض
کنیم: فرض

∀ x١, x٢ ∈ X,
fi(x

١)

gi(x١)
<

fi(x
٢)

gi(x٢)
=⇒ µi(x

١) < µi(x
٢)

بنابراین:

µi(x
١) < µi(x

٢)

⇐⇒ wiµ
fi
i (x

١) + w′
iµ

gi
i (x

١) < wiµ
fi
i (x

٢) + w′
iµ

gi
i (x

٢)

⇐⇒ wi[µ
fi
i (x

١)− µfi
i (x

٢)] < w′
i[µ

gi
i (x

٢)− µgi
i (x

١)]

⇐⇒ wi[
fi(x

١)−qi
f٠i −qi

− fi(x
٢)−qi

f٠i −qi
] < w′

i[
si−gi(x

٢)
si−g٠i

− si−gi(x
١)

si−g٠i
]

⇐⇒ wi[
fi(x

١)−fi(x
٢)

f٠i −pi
] < w′

i[
gi(x

١)−gi(x
٢)

si−g٠i
].



٩٣ لوهاندجولا روش .١.۶

دهیم: قرار اگر

ki =
si − g٠i
f٠i − qi

داریم:
w′

i

wi

> ki[
fi(x

١)− fi(x
٢)

gi(x١)− gi(x٢)
] iff gi(x

١) > gi(x
٢)

و
w′

i

wi

< ki[
fi(x

١)− fi(x
٢)

gi(x١)− gi(x٢)
] iff gi(x

١) < gi(x
٢)

آن در که w′
i

wi
> kiAi و w′

i

wi
< kiAi می�گیریم نتیجه

Ai = min{fi(x
١)− fi(x

٢)

gi(x١)− gi(x٢)
|gi(x١) < gi(x

٢),
fi(x

١)

gi(x١)
<

fi(x
٢)

gi(x٢)
, x١, x٢ ∈ X}

و

Ai = max{fi(x
١)− fi(x

٢)

gi(x١)− gi(x٢)
|gi(x١) > gi(x

٢),
fi(x

١)

gi(x١)
<

fi(x
٢)

gi(x٢)
, x١, x٢ ∈ X}.

است. برقرار (۵.۶) فرضیه آنگاه kiAi <
w′

i

wi
< kiAi اگر بنابراین

آن�گاه باشد (۶.۶) مسئله برای بهینه جواب x∗ اگر باشد. برقرار (۵.۶) رابطه کنید فرض .١.١.۶ گزاره
است. (١.۶) مسئله برای ضعیف کارای جواب x∗

باشد (۶.۶) مسئله برای بهینه جواب x∗ کنید فرض می�کنیم. ثابت خلف برهان به را فوق گزاره برهان.
�که �طوری به دارد وجود xای ∈ X �صورت این در نباشد. (١.۶) مسئله برای ضعیف کارای جواب اما

fi(x)

gi(x)
>

fi(x
∗)

gi(x∗)
∀ i = ١, . . . , p

داریم: بنابراین .i = ١, . . . , p هر برای µi(x) > µi(x
∗) می�گیریم نتیجه (۵.۶) فرضیه از

wiµ
fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x) > wiµ

fi
i (x

∗) + w′
iµ

gi
i (x

∗) ∀ i = ١, . . . , p

لذا
p∑

i=١
wiµ

fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x) >

p∑
i=١

wiµ
fi
i (x

∗) + w′
iµ

gi
i (x

∗)

است. کامل اثبات و است متناقض (۶.۶) مسئله برای x∗ بهینگی فرض با که

برای فرد به منحصر جواب x∗ اگر حتی کنیم ثابت می�توانیم سادگی به بیشتر، فرضیات به نیاز بدون
است. (١.۶) مسئله برای کارا جواب x∗ آن�گاه نباشد، (۶.۶) مسئله

آن�گاه باشد (۶.۶) مسئله برای بهینه جواب x∗اگر باشد. برقرار (۵.۶) رابطه کنید فرض .٢.١.۶ گزاره
است. (١.۶) مسئله برای کارا جواب x∗



٩۴ چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسائل حل برای فازی مجموعه روش .۶

نباشد. (١.۶) مسئله برای کارا جواب اما باشد (۶.۶) مسئله برای بهینه جواب x∗ کنید فرض برهان.
�که �طوری به دارد وجود xای ∈ X بنابراین

fi(x)

gi(x)
≥ fi(x

∗)

gi(x∗)
∀ i = ١, . . . , p

داریم: j یک حداقل برای و
fj(x)

gj(x)
>

fj(x
∗)

gj(x∗)

که می�گیریم نتیجه (۵.۶) فرض از
µi(x) ≥ µi(x

∗), ∀ i = ١, . . . , p

،j اندیس یک برای
µj(x) > µj(x

∗).

داریم: بنابراین
wiµ

fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x) ≥ wiµ

fi
i (x

∗) + w′
iµ

gi
i (x

∗)

و
wjµ

fj
j (x) + w′

jµ
gj
j (x) > wjµ

fj
j (x∗) + w′

jµ
gj
j (x

∗)

لذا:
p∑

i=١
wiµ

fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x) >

p∑
i=١

wiµ
fi
i (x

∗) + w′
iµ

gi
i (x

∗)

است. کامل اثبات لذا و است متناقض (۶.۶) مسئله برای x∗ بهینگی با این که

آورده فصل این در که نتایجی کمک با را زیر دوهدفه خطی�کسری سازی بهینه مسئله اکنون .٣.١.۶ مثال
می�کنیم: حل است شده

max(
x١ + x٢ − ١
−x١ + ٢x٢ + ٧ ,

٢x١ + x٢ − ٢
x٢ + ۴ )

s.t.


−x١ + ٣x٢ ≤ ٠,

x١ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

حل را (۶.۶) بهینه�سازی مسئله فوق بهینه�سازی مسئله حل جای به فازی مجموعه روش از استفاده با
و (f٠١ , g

٠
١) = (٧,١) داریم است. (٣.۶) و (٢.۶) روابط همان µgi

i (x) و µfi
i (x) آن در که کرده

(٢.۶) در جایگزاری با .(q٢, s٢) = (١٠,۶) و (q١, s١) = (۶,٢) کنید فرض .(f٠٢ , g٠٢) = (١٢,۴)
داریم: (٣.۶) و

µ
f١
١ (x) =


٠ x١ + x٢ − ١ < ۶,

−x١ − x٢ + ٧ ۶ ≤ x١ + x٢ − ١ ≤ ٧,

٠ x١ + x٢ − ١ > ٧.



٩۵ لوهاندجولا روش .١.۶

µ
f٢
٢ (x) =


٠ ٢x١ + x٢ − ٢ < ١٠,
٢x١+x١٢−٢

٢ ١٠ ≤ ٢x١ + x٢ − ٢ ≤ ١٢,

٠ ٢x١ + x٢ − ٢ > ١٢.

µ
g١
١ (x) =


٠ − x١ + ٢x٢ + ٧ > ٢,

x١ − ٢x٢ − ۵ ١ ≤ −x١ + ٢x٢ + ٧ ≤ ٢,

٠ − x١ + ٢x٢ + ٧ < ١.

µ
g٢
٢ (x) =


٠ x٢ + ۴ > ۶,
−x٢+٢

٢ ۴ ≤ x٢ + ۴ ≤ ۶,

٠ x٢ + ۴ < ۴.

وزن ضرایب با (۶ و ١) بهینه جواب هدفه تک مسئله حل با و (۶.۶) مسئله در جایگزاری با و
می��آید. دست به (٠ و ٠ و ٠ و ١)

µgi
i و µfi

i هر برای (۵.۶) رابطه که است واقعیت این پایه بر [١٢] در شده داده اثبات .۴.١.۶ ملاحظه
می�دهد. نتیجه را زیر نامساوی که می�کند صدق جداگانه طور به

p∑
i=١

µfi
i (x) + µgi

i (x) >

p∑
i=١

µfi
i (x

∗) + µgi
i (x

∗) (٧.۶)

می�دهد. نتیجه را (٨.۶) رابطه� (٧.۶) رابطه که نوشت [١٢] در داتا٢ اما
p∑

i=١
wiµ

fi
i (x) + w′

iµ
gi
i (x) >

p∑
i=١

wiµ
fi
i (x

∗) + w′
iµ

gi
i (x

∗) (٨.۶)

می�دهیم: نشان ساده عددی مثال یک با را آن نادرستی است. نادرست نتیجه�گیری این که
٠.١۵+ ٠.٢۵ > ٠.٠٣+ ٠.٣۵

�که حالی در
٠.٢× ٠.١۵+ ٠.٨× ٠.٢۵ = ٠.٢٣ < ٠.٣ = ٠.٢× ٠.٠٣+ ٠.٨× ٠.٣.

wiµ
fi
i (x)+w′

iµ
gi
i (x)ترکیب تابع در باید (۵.۶) فرضیه اساساً که کنیم توجه است اهمیت حائز بنابراین

جواب که می�شود باعث این و نکند. صدق گانه جدا طور به µgi
i (x) و µ

fi
i (x) تابع هر برای و کند صدق

باشد. چند�هدفه خطی�کسری ریزی برنامه� مسئله برای کارا جواب (۶.۶) خطی مسئله بهینه

٢Dutta
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Aabstract

In this thesis, we first explain weak efficiency and efficiency concepts for multiobjec-
tive linear fractional programming problems and a linear programming approach to test
efficiency is proposed. Then, we focuse on multiobjective linear fractional programming
problems whit fuzzy parameters and based on the concepts of possibility and necessity fo
fuzzy numbers extend the ordinary pareto optimality concept. We Using four indices for
ranking two fuzzy numbers, four types of efficient solutions are defined and the relation-
ships among them are examined. Then, we use of Taylor series method for solving fuzzy
multiobjective linear fractional programming problems. In the proposed approach, for each
objective of the fuzzy multiobjective linear fractional programming problem a membership
function is assosiated, and using Taylor series the membership functions are converted to
linear form. the problem is reduced to a single objective. The practical applications and
numerical exampels are used in order to show the efficiency of the proposed approach. By
applying a geometrical interpretation, a linear programming approach is achived to test
weak efficiency. Also, in order to test efficiency of a given feasible solution, a linear pro-
gramming approach is proposed. finally, a fuzzy set approach to solve a multiple objective
linear fractional programming problem is explained. In this method, a moltiobjective linear
fuzzy fractional problem equivalent to the non fuzzy moltiobjective problem is obtained and
the equivalent single objective programming problem is solved. This approach is shown the
relation between multiobjective linear fractional programming problems and fuzzy multiob-
jective linear fractional programming problems.

Keywords: Fuzzy multiobjective linear fractional programming problem. Membership
function. Taylor series approach. Efficient solution.
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