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دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، ان تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنی و نخورم

می�داری. دوست تو که
تنها تو به�پای بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن، شکنجه می�دانند همه و می�دانی تو
در امید برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی لذت
می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان
پنهان افتاده و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف خوب نمی�توانم

دریاب. دریاب، ام کرده
از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

فداکاری پاداش، بی کار سلاح، بی جهاد همراه، بی رفتن نومیدی، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی�نمود، خویی بی�ریا، ایمان نان، بی خدمت بی�نام، عظمت عوام، بی مذهب دنیا، بی دین سکوت، در
بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی

١ کن. روزی بداند، دوست

شریعتی علی دکتر از ١مناجاتی



ث

اری... پاس
ستایشگر او از پس راه این در گردم. موفق نهادم قدم راهی در تا داد یاری مرا که را خدای بیکران سپاس
با که قوتمند مهدی دکتر آقای جناب گرانقدر راهنمای استاد جمله آن از شدند، رهنما مرا که هستم کسانی
بوده�اند. نامه پایان اتمام و انجام در اینجانب راهگشای همواره خود عالمانه و ارزنده دریغ، بی کمک�های
آقای جناب و مشاور استاد عنوان به طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب ارجمند استاد زحمات از
را تشکر کمال نیز داشته�اند عهده به را نامه پایان این داوری زحمت که ناظمی دکتر و مس�فروش دکتر
با تا نمودند فراهم فکری آسایش و روحی آرامش که برادرم و خواهر عزیز، مادر و پدر از همچنین دارم.
به احسن نحو به را درسی نامه پایان نیز و تحصیلی مطلوب،مراتب محیطی در جانبه همه حمایت�های
محبت به نسبت من بی�پایان سپاس نمایانگر جملات این که باشد می�نمایم. سپاسگزاری برسانم اتمام
مدت این در که عزیزانی و دوستان همه�ی از فراوان تشکر با پایان در و آید. شمار به آنان بی�دریغ

بود. امیدم سرمایه�ی وجودشان
صادقی. خدیجه و مرتضایی مرضیه سوخت�سرایی، سمیرا آشوری، الهام افتخاری، خانم�ها:مرضیه

از پس که بنویسیم و بخوانیم چیز�هایی و بنویسیم اینها از بیش بدانیم، اینها از بیشتر روزی تا باشد
شده�ایم! انسان�تر که شود بیدار ما در حس این آن�ها نوشتن و خواندن

ویا ۱۳۹۳ن



ھد
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی پویا سیمین اینجانب
روش�های با تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات حل عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمایی تحت ، تحلیلی نیمه و عددی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ویا ۱۳۹۳ن

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
معرض در سیستم�ها این زمانی�که شیمیایی، و مکانیکی قدرت، الکتریکی، سیستم�های مدل�بندی
دیفرانسیل-جبری معادلات به�نام دیفرانسیل-جبری معادلات از خاصی دسته توسط بگیرند، قرار تاخیر
داخلی اتصالات واسطه�ی به قدرت و الکتریکی سیستم�های در مثال، عنوان به می�شوند. توصیف تاخیری
این لوله�ای، جریان بندی مدل هنگام شیمیایی، فرآیندهای شبیه�سازی در یا انتقال خطوط یا و مدارها

شود. می ظاهر تاخیر
برای مناسب راه�حل�های ارائه و بررسی تاخیری، دیفرانسیل-جبری معادلات فراوان کاربرد�های به توجه با
معادلات این ساختار روی تاکنون متاسفانه ولی است، برخوردار ویژه�ای اهمیت از معادلات از دسته این
دیفرانسیل معادلات معرفی به ابتدا نامه پایان این در است. گرفته صورت کمی مطالعات آن�ها حل و
جبری و دیفرانسیل-جبری معادلات مجانبی پایداری مطالعه به آن�گاه پرداخته، تاخیری جبری و جبری
رانگ چندگامی، جمله از عددی روش�های برای را مجانبی پایداری و پرداخته خطی غیر و خطی تاخیری
آدومیان تجزیه روش و وردشی تکرار تحلیلی نیمه روش نهایت در و می�کنیم. بررسی و... θ روش کوتا،

می�بریم. به�کار معادلات نوع این حل برای را

روش مجانبی، پایداری تاخیری، جبری دیفرانسیل معادله جبری، دیفرانسیل معادله کلیدی: کلمات
آدومیان تجزیه روش وردشی، تکرار
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١ فصل

اساسی مفاهیم و مقدمات

مقدمه ١.١

معینی مسئله بیان برای که می�کند پیدا ضرورت و... اقتصاد مهندسی، پزشکی، علوم، رشته�های در گاهی
تابع مشتقات و مجهول تابع یک شامل معادلاتی ریاضی مدل�های این اغلب شود. ساخته ریاضی مدل
یک کلی شکل می�نامند. دیفرانسیل معادلات را معادلاتی چنین هستند. مستقل متغیرهای به نسبت

است: زیر به�صورت n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = ٠,

اگر حال است. y′, y′′, . . . , y(n) آن اول مشتق n و y(x) تابع و x مستقل متغیر بین رابطه�ای که
علاوه آن�ها ریاضی مدل آ�ن�گاه باشند، مقید مختلف طرق به یا باشند شرایطی دارای معادلات همین
معادلات، دسته این به است. قید�ها این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل، معادلات بر

است: زیر به�صورت معادلات این کلی حالت می�گویند. جبری دیفرانسیل معادلات

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = ٠

g(x, y, . . . , y(n), z) = ٠

می�شود. ساخته تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات شود اضافه هم تاخیر قید معادلات نوع این به اگر و
و جبری قیود شامل هم که هستند دیفرانسیلی معادلات DDAE ١ تاخیری دیفرانسیل-جبری معادلات
می�شوند.[٢۶] دسته�بندی ٣ خنثی و دیرکرد٢ نوع دو به معادلات این می�باشند. تاخیری قیود شامل هم
می�کنیم: بررسی DDAEرا صریح نیمه تاخیری دیفرانسیل-جبری معادله مختلف بخششکل�های این در

x′(t) = F (t, x(α١(t)), . . . , x(αnα(t)), y(β١(t)), . . . , y(βnβ
(t))),

G(t, x(π١(t)), . . . , x(πnπ(t)), y(ω١(t)), . . . , y(ωnω(t))) = ٠.
(١.١)

١Delay differential-algebraic equation
٢Retarded
٣Neutral



٢ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

مقادیر همه برای که تاخیری توابع و y(t) ∈ Rs ،x(t) ∈ Rr و nα, nβ, nπ, nω ∈ N که ،t ⩾ t٠ برای
هستند. اولیه شرایط می�کند، صدق ωi(t) ⩽ t و πi(t) ⩽ t ،βi(t) ⩽ t ،αi(t) ⩽ t در i

می�شود. ساده ملاحظه�ای قابل به�طور (١.١) معادله ،ω١(t) = t و π١(t) = t ،β١(t) = t هنگا�می�که
جواب مشتقات از یکی یا و جواب مولفه در جهشی یا پرش (که می�دهد رخ جواب در ناپیوستگی جاییکه
باشند. داشته وجود شرطی�����������������که به می�شوند تفسیر راستی سمت مشتقات به�عنوان مشتقات است)، داده رخ
خاصی اولیه توابع که بوده t ⩾ t٠ برای جوابی کردن پیدا شامل (١.١) معادله برای مسئله، تکاملی روند
کند. تعریف به�ترتیب ،[t∗y, t٠] و [t∗x, t٠] بازه�های از برخی برای را y(t) و x(t) مقادیر که باشد داشته
همچنین دارند، βi(t), ωi(t) و αi(t), πi(t) به بستگی به�ترتیب واضح به�طور t∗y و t∗x مقادیر اگرچه

داد. انجام نیز پیچیده�تر طریقی به را آن�ها می�توان
را DDE معادلات و DAE معادلات فنی اصطلاحات و ایده�ها از بسیاری DDAE معادلات بحث
،DDE ، ODE معادلات برای را عددی روش�های با آشنایی�ها برخی همچنین و گرفت خواهد بر در
با جبری محدودیت�های متقابل اثر DDAE معادلات برای نمود. فرض می�توان NDDE و DAE
نشده دیده DDE و DAE معادلات از یک هر در که شد خواهد رفتاری موجب تاخیری، جواب جملات
که بوده جداگانه تحقیقی شایسته DDAE معادلات رو این از است. عددی روش�های روی آن تاثیر و

باشد. خود خور در
حالت در نیستند)، ODE ، DAE معادلات که ) داده توضیح DAE معادلات برای ۴ پتزولد هم�چنان�که
است ممکن DDAE معادلات از برخی هرچند . DDE نه و است DAE نه DDAE معادلات کلی
(تحت است ممکن DDAE معادلات کلی طور به یابد. کاهش DDE معادلات به تحلیلی صورت به

یابد. کاهش ۵NDDE معادلات به مناسب) شرایط

تاریخچه ٢.١

ضمنی کوتای رانگ و ۶ پسرو تفاضلات فرمول�های یعنی عددی، روش دو پتزولد و آشر ،١٩٩۵ سال در
.[٢۶] کردند ارائه ٢ و ١ اندیس با هسنبرگ تاخیری دیفرانسل-جبری معادلات حل برای را تصویر�شده
نوع از تاخیری دیفرانسیل-جبری معادلات حل برای ٨ محلی هم روش�های از ٧ هابر ١٩٩٧ سال در
معادلات مجانبی پایداری پتزولد و ٩ زو ١٩٩٨ سال در .[٢۵] نمود استفاده ،٢ و ١ اندیس با دیرکرد
روش دو باکر١٠ ٢٠٠٢ سال در .[٢٨] دادند قرار بررسی مورد را هسنبرگ تاخیری -جبری دیفرانسیل
جایگذاری اول، روش .[۵] کرد ارائه تاخیری دیفرانسیل-جبری معادلات حل و اندیس کاهش برای را

۴Petzold
۵Neutral delay differential equation
۶Backward difference
٧Hauber
٨Collection methods
٩Zhu

١٠Baker



٣ تعاریف .٣.١

این به می�آید. به��دست قید معادلات از که است عباراتی با دیفرانسیل معادلات در جبری متغیر�های
همان که صفر اندیس با سیستمی به تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات سیستم مناسب، شرایط در ترتیب
می�باشد قید معادلات از مشتق�گیری دیگر روش می�شوند. تبدیل می�باشد، تاخیری دیفرانسیل معادلات

می�شود. تبدیل تاخیری دیفرانسیل سیستم به تاخیری دیفرانسیل-جبری سیستم ترتیب این به که

تعاریف ٣.١

زیر به�صورت ثابت ضرایب با اول مرتبه�ی خطی جبری دیفرانسیل معادلات کلی شکل .١.٣.١ تعریف
می�باشد:

AX ′(t) + BX(t) = q(t).

می�باشد. منفرد A و هستند (n× n) مربعی ماتریس�های B و A که
می�کنیم. معرفی را پوچ�توان ماتریس�های و ماتریس�ها خانواده ابتدا

خانواده این�صورت در باشند، صفر مخالف و n× n مختلط ماتریس�های B و A هر�گاه .٢.٣.١ تعریف
می�دهیم: نشان زیر به�صورت را (A,B) ماتریس

A+ λB, λ ∈ C(R).

١١ منتظم ماتریس .٣.٣.١ تعریف
که به�طوری باشد موجود λیک حداقل هر�گاه

det(A+ λB) ̸= ٠,

می�نامیم. منتظم را (A,B) ماتریس خانواده آنگاه

یکانی١٢ ماتریس .۴.٣.١ تعریف
.A−١ = A∗ هرگاه می�نامند یکانی را مختلط درایه�های با A مربع ماتریس

پوچ�توان١٣ ماتریس .۵.٣.١ تعریف
.Nk = ٠ که باشد موجود k مثبت صحیح عدد یک حداقل هرگاه می�نامند، پوچ�توان N مربعی ماتریس

.M ٢ = ٠ زیرا است، پوچ�توان ماتریس یک M =

(
٠ ١
٠ ٠

)
ماتریس .۶.٣.١ مثال

است. توان پوچ باشند، صفر همگی اصلی قطر درایه�های که مثلثی ماتریس

١١Regular matrix
١٢Unitary matrice
١٣Nilpotent matrix



۴ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

داریم: زیرا است پوچ�توان N =


٠ ٢ ١ ۶
٠ ٠ ١ ٢
٠ ٠ ٠ ٣
٠ ٠ ٠ ٠

ماتریس .٧.٣.١ مثال

N ٢ =


٠ ٠ ٢ ٧
٠ ٠ ٠ ٣
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ; N ٣ =


٠ ٠ ٠ ۶
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ; N ۴ =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠


شور١۴ چندجمله�ای .٨.٣.١ تعریف

مختلط باضرایب kام درجه جمله�ای چند
ϕ(r) = ckr

k + ck−١r
k−١ + . . .+ c١r + c٠,

در ،ri آن، ریشه�های اگر است، شور جمله�ای چند می�شود، گرفته نظر در ck ̸= ٠ ،c٠ ̸= ٠ که
کند. صدق |ri| < ١ i = ١, . . . , k نامساوی

نرم١۵ .٩.٣.١ تعریف
کند: صدق ذیل شرایط در هرگاه می�نامند نرم را ∥.∥ : Rn → R تابع

X = ٠ اگر فقط و اگر ∥X∥ = ٠ و ∥X∥ ⩾ ٠ (١
X حقیقی بردار هر و α حقیقی عدد هر برای (٢

∥αX∥ = |α|∥X∥

Y و X بردار دو هر برای (٣
∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥

کوشی١۶ دنباله .١٠.٣.١ تعریف
هرگاه می�نامیم V نرم�دار برداری فضای در کوشی دنباله یک را {vi}∞i=١ دنباله

∥vi − vj∥ → ٠ as i, j → ∞

١٧ فرشه مشتق .١١.٣.١ تعریف
هرگاه است، Df(x٠) = A فرشه مشتق دارای و است پذیر مشتق x٠ ∈ Rn نقطه در f تابع �گوییم

که: باشد موجود چنان A ،n× nماتریس

lim
x→x٠

∥f(x)− f(x٠)− A(x− x٠)∥
∥x− x٠∥

= ٠

است. یکی Df(x٠) ژاکوبی ماتریس با A فرشه، مشتق وجود صورت در
١۴Schur polynomial
١۵Norm
١۶Cushy sequence
١٧Ferechet differentiable



۵ تعاریف .٣.١

Df(x٠) =


∂f١
∂x١

. . . ∂f١
∂xn

... . . . ...
∂fn
∂x١

. . . ∂fn
∂xn


x=x٠

پایدار١٨ -A .١٢.٣.١ تعریف
یعنی باشد. C− شامل پایداری ناحیه هرگاه می�نامند پایدار -Aروش یک

C− = {z; Rez ⩽ ٠} ⊂ SR

باناخ١٩ فضای .١٣.٣.١ تعریف
می�شود. گفته باناخ فضای کامل نرم�دار برداری فضای هر به

محدب٢٠ مجموعه .١۴.٣.١ تعریف
ازای به عبارتی به گیرد. قرار C درون C در دلخواه هردونقطه بین خط پاره اگر است محدب C مجموعه

: باشیم داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ شرط با ثابت، θ هر ازای به و C عضو x١, x٢ هر
θx١ + (١ − θ)x٢ ∈ C.

مجموعه٢١ درونی نقطه .١۵.٣.١ تعریف
بازی گوی که صورتی در می�نامیم X مجموعه درونی نقطه یک را θ ∈ X نقطه ،X ⊆ Rp کنید فرض

دیگر عبارت به گیرد. قرار X درون طوری�که به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند

∀θ ∈ X ∃Bθ,ρ ⊆ X.

کوشی-شوارتز٢٢ نامساوی .١۶.٣.١ تعریف
داریم: داخلی ضرب فضای در x, y دلخواه بردار دو هر برای که می�کند بیان کوشی-شوارتز نابرابری

|⟨x, y⟩|٢ ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

به نامساوی بردارها، نرم به توجه با و دوم ریشه گرفتن با همچنین است. داخلی ضرب ⟨·, ·⟩ آن در که
می�شود: نوشته زیر شکل

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

باز٢٣ مجموعه .١٧.٣.١ تعریف
باشد. درونی آن نقطه هر که صورتی در می�نامیم باز را X ⊆ Rp مجموعه

١٨A-stable
١٩Banach spaces
٢٠Convex set
٢١Interior point of a set
٢٢ Cauchy–Schwarz inequalit
٢٣Open set



۶ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

طیفی٢۴ شعاع .١٨.٣.١ تعریف
صورت به و داده نشان ρ(A) با را Aماتریس طیفی شعاع باشند، A ویژه مقادیر λ١, . . . , λn کنید فرض

می�کنیم: تعریف زیر
ρ(A) = max |λi|.

مثلثی٢۵ اکیدا ماتریس .١٩.٣.١ تعریف
می�گویند. مثلثی اکیدا ماتریس را باشد صفر آن اصلی قطر روی درایه�های که مثلثی ماتریس

جایگشت٢۶ ماتریس .٢٠.٣.١ تعریف
دارد. نام جایگشت می�شود،ماتریس حاصل همانی ماتریس سطرهای مکان تغییر از که ماتریسی

کرونکر٢٧ حاصل�ضرب .٢١.٣.١ تعریف
بلوکی ماتریس ،A⊗B کرونکر حاصل�ضرب آنگاه باشد، p× q ماتریس B و m×nماتریس A هرگاه

می�شود: تعریف زیر به�صورت mp× nq

A⊗B =


a١١B . . . a١nB
... ...

am١B . . . amnB


داریم: مثال برای

A =

[
١ ٢
٣ ۴

]
B =

[
٠ ۵
۶ ٧

]

A⊗B =


٠ ۵ ٠ ١٠
۶ ٧ ١٢ ١۴
٠ ١۵ ٠ ٢٠

١٠ ٢١ ٢۴ ٢٨


برقرارند: زیر روابط همچنین

A⊗ (B + C) = A⊗B + A⊗ C,

(A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C

(kA)⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B)

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C),

٢۴Spectral radius
٢۵Strictly triangular
٢۶Permutation matrix
٢٧Kronecker Product



٧ لم�ها و قضایا .۴.١

که: دارند وجود Q و P جایگشت ماتریس�های ولی ،A⊗B ̸= B ⊗ A کلی، حالت در

A⊗B = P (B ⊗ A)Q.

داریم: و باشند پذیر معکوس B و A اگر تنها و اگر است، پذیر معکوس A⊗B همچنین

(A⊗B)−١ = A−١ ⊗B−١, (A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗.

داریم و است مزدوج ترانهاده معنی به ∗ که
A∗ = ĀT = ĀT

�

: بگیرید نظر در را ثابت ضریب با خطی جبری دیفرانسیل معادله .٢٢.٣.١ تعریف
Ax′ +Bx = ٠

ماتریس λA + B آن�گاه باشد مختلط پارامتر یک λ اگر هستند، n× n مربعی ماتریس�های A,B که
می�شود. ٢٨نامیده مدادی

لم�ها و قضایا ۴.١

به�طوری دارند وجود F و E نامنفرد ماتریس�های ،(A,B) منتظم ماتریس خانواده برای .١.۴.١ قضیه
که

EAF =

(
I ٠
٠ J

)
, EBF =

(
W ٠
٠ I

)
,

موجود µ ∈ N دیگر به�عبارت می�باشد. پوچ�توان جردن بلوکی ماتریس J و مربعی ماتریس W که
به�طوری�که است

Jµ−١ ̸= ٠, Jµ = ٠

می�شود. نامیده ٣٠DAE و (A,B) ماتریس خانواده ٢٩ اندیس µ

٣١ شور تجزیه .٢.۴.١ قضیه
به�طوری�که: دارد وجود زیر خاصیت با U یکانی ماتریس A مانند مربعی n× nماتریس برای

٢٨Pencil matrix
٢٩index
٣٠Differential algebraic equation
٣١Shur decomposition



٨ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

U∗AU =


λ١ ∗ ∗ . . . ∗
٠ λ٢ ∗ . . . ∗
... ... . . . ∗
٠ ٠ . . . λn


نباشند. متمایز می�توانند که می�باشند Aماتریس ویژه مقادیر λi اینجا در

[١١]٣٢ میانگین مقدار .٣.۴.١ قضیه
F (x) و Ω باز محدب مجموعه روی عملگر یک F : Ω ⊆ X → Y باشند، باناخ فضای X, Y اگر

داریم: x, x٠ ∈ Ω برای آنگاه باشد، Ω در فرشه مشتق

∥ F (x)− F (x٠) ∥⩽ sup
٠⩽t⩽١

∥ F ′(x٠ + t(x− x٠)) ∥ . ∥ x− x٠ ∥,

∥ F ′(x٠) ∥ است، x٠ در F (x) فرشه مشتق F ′(x) و هستند X,Y روی نرم ∥ x ∥, ∥ F (x) ∥ که
است. L(X,Y ) عملگر فضای در نرم

ضمنی٣٣[١١] تابع .۴.۴.١ لم
F : Ω ⊆ X×Y → Z و باز Fمجموعه ⊆ X×Y هستند، حقیقی باناخ ,Xفضاهای Y, Z فرضکنید

می�کند. صدق زیر شرایط در که پیوسته نگاشت
است پیوسته (x٠, y٠) همسایگی در F ′

x(x, y) و است x, y به نسبت فرشه مشتق F (x, y) (١
است کراندار (x٠, y٠) همسایگی در F ′

x(x, y) معکوس (٢
،F (x٠, y٠=(٠ (٣

پیوسته جواب Fیک (x, y) = ٠ آنگاه ،∥ y − y٠∥ < δ اگر که دارند وجود δ, r > ٠ این�صورت در
y = y٠ در فرشه مشتق G(y) که دارد B(x٠, r) = {x : ∥x − x٠∥ < r} همسایگی در x = G(y)

داشت خواهیم و است

G′(y٠) = −(F ′
x(x٠, y٠))

−١(F ′
y(x٠, y٠)).

٣٢Mean value theorem
٣٣Implicit function theorem



٢ فصل

جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری
خطی تاخیری

جبری دیفرانسیل معادله مجانبی پایداری ١.٢

می�گیریم: نظر در زیر فرم به را خطی ثابت ضریب با DAE خطی جبری دیفرانسیل معادله

Ax′ +Bx = ٠ (١.٢)

معادله نوع ساده�ترین معادله فرم این . است منفرد A و هستند ضرایب ماتریس A,B ∈ Rn×n که
می�شود. بیان زیر قضیه از استفاده با جواب وجود و یکتایی که است،

باشد. منتظم λA+B مدادی ماتریس اگر فقط و اگر است حل�پذیر (١.٢) معادله [١۴] .١.١.٢ قضیه

به باشد داشته وجود b ثابت اگر گویند ١ مجانبی پایدار (١.٢) معادله از x(t) جواب .٢.١.٢ تعریف
کند: صدق زیر رابطه در y(t) دیگر جواب هر برای طوری�که

|x(t٠)− y(t٠)| < b =⇒ lim
t→∞

|x(t)− y(t)| = ٠.

به�طوری�که هستند λ مختلط اعداد ،(A,B) مدادی ماتریس تکین مقادیر .٣.١.٢ تعریف
در چون باشد نامنفرد B که است نیاز (١.٢) معادله مجانبی پایداری برای است. det[λA + B] = ٠

بود. خواهد (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار λ = ٠ صورت این غیر

مقادیر تمامی اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (١.٢)DAE دستگاه بدیهی جواب [٨] .۴.١.٢ قضیه
باشند. منفی حقیقی قسمت دارای (A,B) مدادی ماتریس ٢ تکین

١Asymptotic stability
٢Singular value



١٠ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

طوری را B و A ماتریس�های است کافی جبری، دیفرانسیل معادله یک مجانبی پایداری بررسی برای
شوند. تبدیل مثلثی ماتریس�های به دو هر که بگیریم نظر در

می�کنیم بیان را زیر قضیه منظور این برای

وجود Q و P نامنفرد ماتریس�های آن�گاه است منتظم مداد λA+B که کنید فرض [١۴] .۵.١.٢ قضیه
به�طوری�که دارند

PAQ =

(
I ٠
٠ N

)
PBQ =

(
C ٠
٠ I

)
است. پوچ�توان ماتریس یک N که

به�طوری�که دارند وجود Q١ و P١ یکانی ماتریس�های شور تجزیه قضیه از استفاده با حال

PH
١ CP١ = C̄ QH

١ NQ١ = N̄

است. ٣ مثلثی اکیدا N̄ است توان پوچ N چون هستند مثلثی ماتریس�های N̄ و C̄ آن در که

مثلثی فرم به را B و A ماتریس�های
(
P١ ٠
٠ Q١

)H

P و Q
(
P١ ٠
٠ Q١

)
نامنفرد ماتریس�های آن�گاه

می�کنند: )تبدیل
P١ ٠
٠ Q١

)H

PAQ

(
P١ ٠
٠ Q١

)
=

(
PH

١ ٠
٠ QH

١

)(
I ٠
٠ N

)(
P١ ٠
٠ Q١

)

=

(
PH

١ IP١ ٠
٠ QH

١ NQ١

)
=

(
I ٠
٠ N̄

)

خطی گامی چند روش�های مجانبی پایداری ١.١.٢

جواب جای به فقط می�شوند. تعریف مشابه طور به (١.٢) معادله برای عددی روش�های مجانبی پایداری
می�شوند. مطرح عددی گسسته جواب�های معادله، دقیق

بگیرید: نظر در را چندگامی روش
s∑

j=٠

αjxn+j = h
s∑

j=٠

βjfn+j (٢.٢)

داریم: می�شود برده به�کار خطی جبری دیفرانسیل معادله روی (٢.٢) معادله که هنگامی

s∑
j=٠

(αjAxn+j + hBβjxn+j) = ٠ (٣.٢)

βs ̸= ٠ و αsβs ⩾ ٠ باید کار این برای است. حل�پذیر (٣.٢) باشد نامنفرد αsA + hβsB اگر
باشد.

٣Strictly triangular



١١ جبری دیفرانسیل معادله مجانبی پایداری .١.٢

است مجانبی پایدار مجانبی، پایدار جبری دیفرانسیل معادله برای (٢.٢) چندگامی روش .۶.١.٢ قضیه
SR و (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار σ که hσ ∈ SR و باشد شور جمله�ای چند

∑s
j=٠ βjz

j اگر
است. (٢.٢) پایداری ناحیه

بگیرید نظر در را مشخصه جمله�ای چند ابتدا عددی های روش مجانبی پایداری بررسی برای برهان.
داریم: پس

p(z) = det

[
s∑

j=٠

(αjA+ hβjB)zj

]
(۴.٢)

که ندارد، |z| ⩾ ١ با zای ریشه هیچ مشخصه جمله�ای چند شرایطی چه تحت بدانیم می�خواهیم
آمد. خواهد به�دست عددی روش مجانبی پایداری

داریم: بنابراین می�شوند تبدیل مثلثی ماتریس�های به B و A ماتریس�های فرض به بنا

PAQ =


a١ . . . ∗

. . . ∗
an

 =⇒ A = P−١ ·


a١ . . . ∗

. . . ∗
an

 ·Q−١

PBQ =


b١ . . . ∗

. . . ∗
bn

 =⇒ B = P−١ ·


b١ . . . ∗

. . . ∗
bn

 ·Q−١

می�شود: باز�نویسی زیر صورت به بالا جایگذاری�های به توجه با مشخصه جمله�ای چند آن�گاه

p(z) = detP−١. det

 s∑
j=٠



αja١ + hβjb١ . . . ∗

. . . ∗
αjan + hβjbn


 zj

 . detQ−١

است: زیر عبارت با معادل p(z) = ٠ هستند نامنفرد Q و P چون

n∏
i=١

(
s∑

j=٠

(αjai + hβjbi)z
j

)
= ٠, (۵.٢)

می�شود. ساده (۵.٢) ریشه�های به مسئله
: داریم دوحالت ai مقدار به باتوجه

داریم: (۵.٢) در جمله امین i برای آن�گاه ai ̸= ٠ اول: حالت

s∑
j=٠

(αjai + hβjbi)z
j = ai

s∑
j=٠

(αj + hβj
bi
ai
)zj (۶.٢)



١٢ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

معادله آن�گاه برده به�کار y′ = λy استاندارد آزمون مسئله روی را (٢.٢) روش مشخصه جمله�ای چند
می�آید: بدست زیر

s∑
j=٠

(αj − hλβj)z
j (٧.٢)

دایره خارج یا روی ریشه�ای هیچ (٧.٢) معادله است. (٢.٢) پایداری ناحیه SR که hλ ∈ SR اگر
چپ هموار نیم که است (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار فقط σ = − bi

ai
مسئله در ندارد. واحد

خارج یا روی ریشه�ای هیچ (۶.٢) معادله ،hσ ∈ SR اگر دارد). منفی حقیقی قسمت (یعنی است،
ندارد. واحد دایره

نوشته زیر به�صورت (۵.٢) عبارت و bi ̸= ٠ حالت این در بگیرید. نظر در را ai = ٠ دوم: حالت
می�شود:

s∑
j=٠

hβjbiz
j = ٠ (٨.٢)

که داریم نیاز منظور این برای باشند واحد دایره داخل باید فقط ریشه�ها (٨.٢) معادله برای
باشد. شور جمله�ای چند یک

∑s
j=٠ βjz

j

کوتا رانگ روش پایداری ٢.١.٢

بگیرید: نظر در زیر فرم به را -گامی s ۴ رانگ-کوتای روش

Ki = f(x٠ + cih, y٠ + h

s∑
j=١

aijKj)

y١ = y٠ + h
s∑

i=١

biKi

می�باشد: زیر صورت به (١.٢) جبری دیفرانسیل معادله برای رانگ-کوتا روش

AKm,i + hB(xm +
s∑

j=١

âijKm,j) = ٠ i = ١, . . . , s

xm+١ = xm +
s∑

i=١

b̂iKm,i

(٩.٢)

شده�اند. ضرب h در که هستند مرحله هر مشتقات i = ١ . . . , s Km,i = [K١
m,i, . . . , K

n
m,i] که

به�صورت مرحله�ای مشتقات عناصر مجدد بازنویسی با

Km = [K١
m,١, . . . , K

١
m,s, K

٢
m,١, . . . , K

٢
m,s, K

n
m,١, . . . , K

n
m,s]

T

۴Runge-kutta method



١٣ جبری دیفرانسیل معادله مجانبی پایداری .١.٢

فرم به (٩.٢) معادله )می�باشد.
A⊗ Is + hB ⊗A ٠

−In ⊗ b̂T In

)(
Km

xm+١

)
+

(
٠ hB ⊗ e

٠ −In

)(
Km−١

xm

)
= ٠ (١٠.٢)

و می�شود تعریف کوتا رانگ روش در b̂ = [b̂١, . . . , b̂s] و A = (âij) که می�شود. بازنویسی
است. e = [١, ١, . . . , ١]

مجانبی، پایدار جبری دیفرانسیل معادله برای نامنفرد A با (٩.٢) کوتا رانگ- روش .٧.١.٢ قضیه
hσi ∈ SR ، i هر برای و کند صدق |١− b̂TA−١e| < ١ اکید پایداری شرط در اگر است مجانبی پایدار

است. جبری دیفرانسیل معادله تکین مقدار σi و پایداری ناحیه SR که

صورت به را کوتا رانگ روش جمله�ای چند برهان.

p(z) = det

[(
(A⊗ Is + hB ⊗A)z hB ⊗ e

−In ⊗ b̂T z Inz − In

)]
= det

[
T١١ T١٢

T٢١ T٢٢

]
(١١.٢)

دارند. قرار واحد دایره درون مشخصه جمله�ای چند ریشه�های کنیم ثابت باید می�نویسیم
کنیم بررسی معادل طور به هستند، واحد دایره داخل ریشه�ها همه شرایط کدام تحت بدانیم داریم نیاز

می�دهد. نتیجه p(z) ̸= ٠ |z| ⩾ ١ شرایطی چه تحت
به می�توان را B و A ماتریس�های پذیر، حل جبری دیفرانسیل معادله یک برای اینکه به توجه با
معادله در که است کافی کرد تبدیل Q و P نامنفرد ماتریس�های از استفاده با مثلثی پایین ماتریس�های

بگیریم. نظر در مثلثی را B و A های ماتریس (١.٢)
می�گیریم: نظر در نامنفرد A با را -کوتا رانگ روش اینجا در

باشد. کوچک h هنگامی�که است نامنفرد T١١ = (A⊗ Is + hBA)z شد ذکر که شرایطی تحت
منتظم (A,B) مدادی ماتریس که می�کند ایجاب (١.٢) حل�پذیری و است نامنفرد A فرض طبق چون

داشت: خواهیم آن�گاه باشد

det(AB) = det(A) det(B)[
T١١ ٠
T٢١ I

][
I T−١

١١ T١٢

٠ T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢

]
=

[
T١١ T١٢

T٢١ T٢٢

]

p(z) = det

[
T١١ ٠
T٢١ I

]
det

[
I T−١

١١ T١٢

٠ T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢

]
= det[T١١] det[T٢٢ − T٢١T

−١
١١ T١٢]

= det[T١١]q(z)

که

q(z) = det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢] = det[Inz −M ] (١٢.٢)



١۴ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

M = In − h(In ⊗ b̂T )(A⊗ Is + hB ⊗A)−١(B ⊗ e)

هستند. M ويژه مقادیر q(z) صفر�های که است واضح و نیست وابسته z به M ماتریس است.
زیر وارون ماتریس تعریف از بااستفاده هستند واحد دایره داخل M ویژه مقادیر کنیم ثابت باید بنابراین

(A⊗ Is + hB ⊗A)−١ =


(a١I + hb١A)−١ ٠ . . . ٠

∗ (a٢I + hb٢A)−١ . . . ٠
... ... . . . ...
∗ ∗ . . . (anI + hbnA)−١


را M ماتریس کرونکر ضرب باتعریف و هستند B و A قطری عناصر (i = ١, . . . , n) bi و ai که

می�آوریم: به�دست زیر به�صورت

M =


١ − b̂T (a١I + hb١A)−١hb١e . . . ٠

∗ . . . ٠
... . . . ...
∗ . . . ١ − b̂T (anI + hbnA)−١hbne


داریم: حالت دو ai مقادیر برحسب شد ذکر قبلا که همان�طور

که همان�طور و است (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار σi = − bi
ai
آن�گاه ، ai ̸= ٠ اگر اول: حالت

دارد. منفی حقیقی قسمت با صفر غیر تکین مقدار باشد، مجانبی پایدار DAE اگر شد بیان قبلا
می�شود: تعریف زیر به�صورت b̂T و A از استفاده با کوتا رانگ روش پایداری تابع که آنجایی از

R(ẑ) = ١ + ẑb̂T (I − ẑA)−١e

داریم: hσi ∈ SR اگر حالت این در آن�گاه

|R(hσi)| = |١ + b̂T (I − (−h bi
ai
)A)−١(−h bi

ai
)| < ١

داریم: ،ai = ٠ اگر (٢

١ − b̂(aiI + hbiA)−١hbie = ١ − b̂T b−١
i A−١bie = ١ − b̂TA−١e⇒ |١ − b̂TA−١e| < ١

است. برقرار رانگ-کوتا روش اکید پایداری شرط که

روزنبرگ روش پایداری ٣.١.٢

روزنبرگ روش معرفی به ابتدا در می�کنیم. بررسی DAE برای را ۵ روزنبرگ روش پایداری بخش این در
می�پردازیم.

۵Rosenbrock method



١۵ جبری دیفرانسیل معادله مجانبی پایداری .١.٢

بگیرید نظر در را زیر معادله
x′(t) = f(t, x(t))

می�آيد: به�دست زیر فرم به s-مرحله�ای روزنبرگ روش هستند d-بعدی بردارهای f و x که

(I − hγiiJ)Kn,i = hf
(
tn + αih, xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j

)
+ h٢γift(tn, xn) + hJ

i−١∑
j=١

γijKn,j

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i (١٣.٢)

،αi =
∑i−١

j=١ αij و هستند حقیقی ضرایب γi ، αi، γij ، αij و گام طول h و tn = nh که
،fx(tn, xn) ٧ ژاکوبی ماتریس J و ۶ همانی ماتریس I است، i = ١, ٢, . . . , s برای γi =

∑i
j=١ γij

است. مرحله هر در تقریب مقدار Kn,i و x(tn) تقریب xn
فرض و (i < j) γij = ٠ و (i ⩽ j) αij = ٠ با F = (fij)s×s = (αij + γij)s×s کنید توجه

است. z حقیقی قسمت R(z) کنید
می�پردازیم: زیر تعریف چند به ادامه در

تعریف R(hλ) = ١+λhbT (Is−hλF )−١eبه�صورت روزنبرگ روش ٨ پایداری تابع .٨.١.٢ تعریف
می�شود.

تعریف {hλ : |R(hλ)| < ١, λ ∈ C} به�صورت روزنبرگ روش ٩ پایداری ناحیه .٩.١.٢ تعریف
می�شود.

Is − hλF ماتریس اگر فقط و اگر می�نامند A-پایدار (١٣.٢) روزنبرگ روش .١٠.١.٢ تعریف
باشد. R(hλ) < ٠ وقتی�که |R(hλ)| < ١ و معکوس�پذیر

|١−bTF−١e| < اگر فقط و اگر می�نامند پایدار اکیدا را (١٣.٢) معادله روشروزنبرگ تعریف١١.١.٢.
.١

بگیریم نظر در x′(t) = f(x(t))به�صورت را (١.٢) خطی جبری دیفرانسیل معادله اگر .١٢.١.٢ گزاره
است. fx(x(t)) ژاکوبی ماتریس J که ،AJ +B = ٠ آن�گاه

چون برهان.

J = fx(x(t)) =


∂f١
∂x١

∂f١
∂x٢

. . . ∂f١
∂xd

∂f٢
∂x١

∂f٢
∂x٢

. . . ∂f٢
∂xd

. . . . . . . . .
∂fd
∂x١

∂fd
∂x٢

. . . ∂fd
∂xd


۶Identity
٧Jocobi
٨Stability function
٩Stability region



١۶ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

طرف دو در جزیی مشتق محاسبه با است. x = [x١, x٢, . . . , xd]
T و f = [f١, f٢, . . . , fd]

T که
داریم: x١, x٢, . . . , xd به نسبت به�ترتیب (١.٢) معادله در اتحاد

(ai١, ai٢, . . . , aid)J + (bi١, bi٢, . . . , bid) = ٠ i = ١, . . . , d

.AJ +B = ٠ داریم ماتریسی به�صورت یا

بگیرید: نظر در را s-مرحله�ای روزنبرگ روش

(I − hγiiJ)Kn,i = hf(xn +
i−١∑
j=١

αijKn,j) + hJ
i−١∑
j=١

γijKn,j

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i.

(١۴.٢)

می�کنیم: بازنویسی زیر فرم به را (١۴.٢) معادله اولین

(I − hγiiJ)K̃n,i − J

i−١∑
j=١

γijKn,j = f(xn +
i−١∑
j=١

αijKn,j) i = ١, ٢, . . . , s (١۵.٢)

(١٢.١.٢) گزاره طبق تفاضلی، معادله و دیفرانسیل معادله بین سازگاری برای است. K̃n,i =
١
h
Kn,i که

: باشد برقرار زیر معادله باید

A

[
(I − hγiiJ)K̃n,i − J

i−١∑
j=١

γijKn,j

]
+B

[
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j

]
= ٠.

داریم: ،h در بالا معادله دوطرف ضرب با

AKn,i + hB

[
xn +

s∑
j=١

fijKn,j

]
= ٠, i = ١, ٢, . . . , s

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i.

(١۶.٢)

دادن قرار و کرونکر ضرب تعریف با
Kn = [K١

n,١, K
١
n,٢, . . . , K

١
n,s, K

٢
n,١, K

٢
n,٢, . . . , K

٢
n,s, . . . , K

d
n,١, K

d
n,٢, . . . , K

d
n,s]

T

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت (١۶.٢) آن�گاه ،b = [b١, b٢, . . . , bs] و e = [١, ١, . . . , ١] با و

(
A⊗ Is + hB ⊗ F ٠

−Id ⊗ bT Id

)(
Kn

xn+١

)
+

(
٠ hB ⊗ es

٠ −Id

)(
Kn−١

xn

)
= ٠.

معادله برای (١۶.٢) روزنبرگ روش آن�گاه باشد، مجانبی پایدار (١.٢) معادله اگر .١٣.١.٢ قضیه
باشند: برقرار زیر شرایط اگر است مجانبی پایدار (١.٢)



١٧ جبری دیفرانسیل معادله مجانبی پایداری .١.٢

است. نامنفرد F ضرایب ماتریس (١
است. پایدار اکیدا (١۶.٢) روزنبرگ روش (٢

روش پایداری ناحیه SR و hσ ∈ SR که می�باشد، (A,B) مدادی ماتریس دلخواه تکین مقدار σ (٣
است. روزنبرگ

است: زیر صورت به روزنبرگ معادله مشخصه جمله�ای چند برهان.

p(z) = det

[
(A⊗ Is + hB ⊗ F )z hB ⊗ F

(−Id ⊗ bT )z Idz − Id

]
= det

[
T١١ T١٢

T٢١ T٢٢

]
,

T١١ = (A⊗ Is + hB ⊗ F )z, T١٢ = hB ⊗ F,

T٢١ = (−Id ⊗ bT )z T٢٢ = Idz − Id.

است شور جمله�ای چند p(z) کنیم ثابت باید است مجانبی پایدار روزنبرگ روش اینکه اثبات برای
می�کنیم: بیان را زیر لم ابتدا منظور این برای هستند. یک از کوچکتر قدرمطلق p(z) ریشه�های یعنی

روزنبرگ روش ضرایب ماتریس و باشد حل�پذیر (١.٢) جبری دیفرانسیل معادله اگر [١۴] .١۴.١.٢ لم
A⊗Is+hB⊗F آن�گاه باشد، کوچک کافی به�قدر h اگر و باشد نامنفرد ( F (یعنی (١.٢)DAE برای

است. نامنفرد

درنظر بالامثلثی را ضرایب ماتریس است کافی باشد حل�پذیر DAE اگر شد ذکر قبلا که همان�طور
یعنی F قطری عناصر است، مثلثی پایین F چون است. نامنفرد F قضیه فرض طبق و بگیریم
کوچک کافی قدر به h و z ̸= ٠ اگر (١۴.١.٢) لم طبق طرفی از هستند. صفر غیر γii i = ١, . . . , s

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت مشخصه جمله�ای چند آن�گاه ،det[T١١] ̸= ٠ باشد
p(z) = det[T١١]. det[T٢٢ − T٢١T

−١
١١ T١٢] = det[T١١].q(z)

q(z) = det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢]

= det[Idz − Id + [(hB ⊗ es)(A⊗ Is + hB ⊗ F ))−١(Id ⊗ bT )z] = det[Idz −M ]

واضح است، z از Mمستقل و Mمی�باشد = Id − h(Id ⊗ bT )(A⊗ Is + hB⊗F )−١(B⊗ e) که
کنید توجه حال هستند. M ویژه مقادیر q(z) صفر�های که است

(A⊗ Is + hB ⊗ F )−١ =
(a١ ⊗ Is + hb١ ⊗ F )−١ ∗ . . . ∗

(a٢ ⊗ Is + hb٢ ⊗ F )−١ . . . ...
. . . ∗

(ad ⊗ Is + hbd ⊗ F )−١





١٨ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

١ − hbT (aiIs + hbiF )
−١bie عناصر با قطری ماتریس M و B ،A قطری عناصر bi و ai که

است.
می�کنیم بررسی حالت دو در را M � قطری عناصر

(١.٢) اگر می�باشد. (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار σi = − bi
ai
است واضح ،ai ̸= ٠ ١)اگر :

طبق hσi ∈ SR اگر پس دارد. منفی حقیقی قسمت σi ،(۴.١.٢) قضیه طبق باشد مجانبی پایدار
R(λ̄) = ١ + λ̄bT (Is − λ̄F )−١e روزنبرگ روش پایداری تابع اینکه به باتوجه و پایداری ناحیه تعریف

داشت: خواهیم است،

|١ − hbT (aiIs + hbiF )
−١bie| = |R(hσi)|

= |١ + bT (Is − (−h bi
ai
)F )−١(−h bi

ai
)e)| < ١

می�شود: ساده زیر صورت به M قطری عناصر ،ai = ٠ اگر (٢

١ − hbT (aiIs + hbiF )
−١bie = ١ − bTF−١e

|١ − bTF−١e| < ١. داریم باشد، پایدار اکیدا (١۶.٢) روش اگر

تاخیری جبری دیفرانسیل معادله ٢.٢

می�کنیم: بیان را زیر فرم به خطی DDAE تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات بخش، این در

Ax′ +Bx+ Cx′(t− τ) +Dx(t− τ) = ٠ (١٧.٢)

تابع تعیین هدف است. منفرد A و هستند ضرایب ماتریس A,B,C,D ∈ Rn×n و تاخیر متغیر τ که
می�باشد. (١٧.٢) معادله برای یکتایی جواب که است (−τ, ٠) بازه روی ϕ(t)

مقدار که می�گیریم نظر در طوری را ϕ(t) می�شود، مطرح بدیهی جواب مجانبی پایداری فقط چون اینجا
باشد. t ∈ (−τ, ٠) برای بدیهی جواب همسایگی یک در آن

DDAE مجانبی پایداری ١.٢.٢

ذکر قبل بخش در که خطی جبری دیفرانسیل معادله مشابه می�توان را (١٧.٢) معادله مجانبی پایداری
دهیم. قرار بدیهی جواب همسایگی یک در را ϕ(t) اولیه تابع که داریم نیاز کرد. بیان شد،

اگرچه می�شود. بررسی آن اصلی سیستم مشخصه معادله با خطی دیفرانسیل معادله یک جواب می�دانیم
که پیوسته جواب یکتایی و وجود فرض با را (١٧.٢) معادله نمایی جواب پایداری مستقیما اینجا در ما

می�کنیم. بیان را می�کند، صدق معادله در
به�دست زیر به�صورت مشخصه معادله می�گیریم نظر در ce−τs فرم به را (١٧.٢) معادله نمایی جواب



١٩ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

می�آید:
P = det[(sA+B) + (sC +D)exp(−τs)] = ٠. (١٨.٢)

قسمت با همه بالا معادله از s ریشه�های دهیم نشان که داریم نیاز جواب مجانبی پایداری اثبات برای
هستند. صفر اطراف منفی حقیقی

صدق زیر شرایط در s, z مختلط متغیر�های با P (s, z) جمله�ای چند کنید فرض [١۵ ،٨] .١.٢.٢ لم
می�کنند:

Re(s) ⩾ ٠ طوری�که به s برای P (s, ٠) ̸= ١)٠
|z| ⩽ ١ و Re(s) = ٠ طوری�که ,s)به z) برای P (s, z) ̸= ٢)٠

.|z| ⩽ ١ و Re(s) ⩾ ٠ طوری�که به (s, z) برای P (s, z) ̸= ٠ دراین�صورت

کنید فرض
P (s, z) = det[(sA+B) + (sC +D)z].

یک نمی�تواند (A,B) مدادی ماتریس که می�کند بیان لم یک شرط .P (s, ٠) = det[sA + B] داریم
برای sA + B ماتریس بنابراین باشد. داشته صفر مساوی یا بزرگتر حقیقی قسمت با تکین مقدار

نوشت: زیر به�صورت می�توان را P (s, z) و است نامنفرد Re(s) ⩾ ٠

P (s, z) = det[(sA+B)] det[I + (sA+B)−١(sC +D)z]

باید حالت این در
sup

Re(s)⩾٠
ρ[(sA+B)−١(sC +D)] < ١

.|z| = |e−sτ | ⩽ ١ که می�شود نتیجه Re(s) ⩾ ٠ چون دوم شرط از است. طیفی شعاع ρ که باشد،
دارند. منفی حقیقی قسمت (١٧.٢) مشخصه معادله ریشه�های تمام و است برقرار لم پس

کوچک عدد دهیم نشان باید یعنی هستند کراندار صفر اطراف P (s, z) ریشه�های اینکه اثبات برای
فرضیات بعضی به منظور این برای ،Re(s) > −δ وقتی�که P (s, z) ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود δ > ٠

است[١۴][١٣]. زیر صورت به ها شرط این از یکی داریم. نیاز اضافه

|uTAu| ⩾ |uTCu| ∀u ∈ Rn

کرد. بیان را زیر قضیه می�توان شده ذکر مطالب به توجه با

شرایط در (١٧.٢) تاخیری جبری دیفرانسیل معادله ضرایب ماتریس�های اگر [٢٧ ،٨] .٢.٢.٢ قضیه
کند: صدق زیر

دارد منفی حقیقی قسمت با تکین مقدار فقط (A,B) مدادی ماتریس (١
sup

Re(s)⩾٠
ρ[(sA+B)−١(sC +D)] < ١ (٢

|uTAu| ⩾ |uTCu| ∀u ∈ Rn(٣
است. مجانبی پایدار معادله آنگاه



٢٠ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

است: مجانبی پایدار زیر شرایط تحت (١٧.٢) معادله [٢٧ ،٨] .٣.٢.٢ نتیجه
دارد. منفی حقیقی قسمت با تکین مقدار فقط (A,B) مدادی ماتریس (١

sup
Re(s)=٠

ρ[(sA+B)−١(sC +D)] < ١ (٢

|⟨u,Au⟩| ⩾ |⟨u,Cu⟩| ∀u ∈ Rn(٣

می�کنیم. بررسی را عددی روش چند مجانبی پایداری بحث ادامه در

θ روش ٢.٢.٢

است مجانبی پایدار ،(١٧.٢) مجانبی پایدار معادله یک برای عددی روش xn جواب .۴.٢.٢ تعریف
باشد. xn → ٠ آنگاه n→ ∞ وقتی�که |x٠| < b اگر به�طوری�که ،b ثابت برای اگر فقط و اگر

می�آید: به�دست DDAE معادله برای زیر جایگذاری با که است پارامتری تک روش θ روش

x′(t) −→ x(t+ h)− x(t)

h

x′(t− τ) −→ x(t+ h− τ)− x(t− τ)

h

x(t) −→ θx(t+ h) + (١ − θ)x(t)

x(t− τ) −→ θx(t+ h− τ) + (١ − θ)x(t− τ)

زیر فرم به خنثی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله برای

x′(t) = Ax′(t− τ) +Bx(t) + Cx(t− τ) t > ٠

x(t) = ϕ(t) − τ ⩽ t ⩽ ٠

می�بریم: به�کار زیر به�صورت را θ روش

xn+١ = xn + Axh((n+ ١)h− τ)− Axh(nh− τ) + hB[θxn+١ + (١ − θ)xn]

+ hC[θxh((n+ ١)h− τ) + (١ − θ)xh(nh− τ)] n = ٠, ١, ٢, . . .

(−τ ⩽ t ⩽ ٠) برای xh(t) = ϕ(t) و x٠ = ϕ(٠) ،٠ ⩽ θ ⩽ ١ پارامتر θ اینجا در
می�شود: مشخص خطی قطعه�ای درونیابی با xh(t) و

xh(t) =
t− kh

h
xk+١ +

(k + ١)h− t

h
xk

k = ٠, ١, . . . ،kh ≤ t ⩽ (k + ١)h که
می�نویسیم: (١٧.٢) معادله برای را θ روش حال



٢١ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

A
xn+١ − xn

h
+ θBxn+١ + C

xh((n+ ١)h− τ)− xh(nh− τ)

h
+ (١٩.٢)

θDxh((n+ ١)h− τ) + (١ − θ)Bxn + (١ − θ)Dxh(nh− τ) = ٠

می�آید. به�دست درونیابی از شد گفته که همان�طور xh که
τh−١ ⩽ m که است صحیح عدد mکوچکترین که بگیریم نظر در را ٠ ⩽ δ = m−τh−١ < ١ اگر حال

نوشت: زیر به�صورت را xh می�توان باشد.

xh((n+ ١)h− τ) = δxn+٢−m + (١ − δ)xn+١−m

xh(nh− τ) = δxn+١−m + (١ − δ)xn−m

(٢٠.٢)

داریم: (٢٠.٢) معادله از استفاده با و (١٩.٢) معادله بسط با

A
xn+١ − xn

h
+ θBxn+١ + C

δxn+٢−m + (١ − δ)xn+١−m − (δxn+١−m + (١ − δ)xn−m)

h

θD(δxn+٢−m + (١ − δ)xn+١−m) + (١ − θ)Bxn + (١ − θ)D(δxn+١−m + (١ − δ)xn−m)

داشت: خواهیم نتیجه در

(A+ θhB)xn+١ = (A+ (θ − ١)hB)xn − δ(θhD + C)xn+٢−m (٢١.٢)

− [(θhD + C)(١ − δ) + ((١ − θ)hD − C)δ]xn+١−m

− [(١ − θ)hD − C](١ − δ)xn−m

شرط این که باشد. نامنفرد θh > ٠ برای A+ θhB باید باشد حل�پذیر (٢١.٢) معادله اینکه برای
مشخصه چند�جمله�ای ابتدا باید (٢١.٢) تفاضلی معادله پایداری بررسی برای است. (٢.٢.٢) قضیه اول

آوریم: به�دست را

det[((A+ θhB)zm+١ − (A− (١ − θ)hB))zm + δ(θhD + C)z٢ (٢٢.٢)

+ ((θhD + C)(١ − δ) + ((١ − θ)hD − C)δ)z + ((١ − θ)hD − C)(١ − δ)] = ٠

باتعریف

P (z) = (A+ θhB)z − (A− (١ − θ)hB)

Q(z, δ) = (δz + (١ − δ))((z − ١)C + (θz + (١ − θ))hD).

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت (٢٢.٢) مشخصه جمله�ای چند آن�گاه

det[zmP (z) +Q(z, δ)] = ٠. (٢٣.٢)



٢٢ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

است مجانبی پایدار θ روش می�کند، صدق (٢.٢.٢) قضیه در که (١٧.٢) معادله برای .۵.٢.٢ قضیه
θ ∈ (١

٢ , ١] اگر

از کمتر قدرمطلق (٢٣.٢) مشخصه معادله ریشه�های کنیم ثابت باید (٢.٢.٢) قضیه شرایط تحت
می�کنیم. بیان را زیر لم منظور این برای دارند، یک

برقرار (٢.٢.٢) قضیه اول شرط و |z| ⩾ ١، θ ∈ (١
٢ , ١] اگر فقط و اگر است نامنفرد P (z) .۶.٢.٢ لم

باشد.

(٢.٢.٢) قضیه اول شرط از می�دهیم قرار (A,B) مدادی ماتریس تکین مقدار را λ(A,B) برهان.
Reλ(A,B) < ٠ داریم
می�گیریم: نظر در دوحالت

بنابراین ،|z| ⩾ ١ داریم فرض طبق لذا ،z ̸= ١ اول: حالت

P (z) = (A+ θhB)z − (A− (١ − θ)hB) = Az + θhBz − A+ hB + θhB

= (z − ١)A+ θhBz + hB + θhB = [(z − ١)I]
[
A+ (

θzh+ (١ − θ)h

z − ١
)B

]
داریم: مستقیم محاسبه یک با det[(z − ١)I] ̸= ٠ ،z ̸= ١ اگر

Re

(
θzh+ (١ − θ)h

z − ١

)
> ٠ ⇐⇒ θ >

١
٢
.

با است معادل که
Re

(
z − ١

θzh+ (١ − θ)h

)
> ٠ ⇐⇒ θ >

١
٢

و det

[
z − ١

θzh+ (١ − θ)h
A+B

]
̸= ٠

بنابراین

det

[
A+ (

θzh+ (١ − θ)h

z − ١
)B

]
̸= ٠

P (z) ̸= ٠ است، نامنفرد B و h ̸= ٠ چون ،p(z) = hB حالت این در z = ١ زمانی�که دوم: حالت
است. نامنفرد P (z) و نیست (A,B) تکین مقدار صفر یعنی

می�پردازیم: (۵.٢.٢) قضیه اثبات به حال و

det[zmP (z) + Q(z, δ)] کنیم ثابت باید است، مجانبی پایدار θ روش این�که اثبات برای برهان.
|z| = ١ برای و است وارون�پذیر P (z) کنیم ثابت که است این کافی شرط است. شور جمله�ای چند

. ρ[P−١(z)Q(z, δ)] < ١

P (z)

θz + ١ − θ
=

(A+ θhB)z − (A− (١ − θ)hB)

θz + ١ − θ
=

z − ١
θz + ١ − θ

A+ hB

Q(z, δ)

θz + ١ − θ
= (δz + ١ − δ)

(
hD +

z − ١
θz + ١ − θ

C

)



٢٣ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

θz + ١ − θ ̸= ٠ داریم |z| ⩾ ١ و θ > ١
٢ چون

داریم: |z| = ١ برای بنابراین است. نامنفرد P (z) شد، ذکر قبل در که لمی طبق

ρ[P−١(z)Q(z, δ)] = |δz + ١ − δ|ρ

[(
z − ١

θz + ١ − θ
A+ hB

)−١(
hD +

z − ١
θz + ١ − θ

C

)]
,

|δz + ١ − δ| ⩽ ١ − δ + δ|z| = ١ داریم |z| = ١ و ٠ ⩽ δ ≤ ١ برای

ρ[P−١(z)Q(z, δ)] ⩽ ρ

[(
z − ١

θz + ١ − θ
A+ hB

)−١(
hD +

z − ١
θz + ١ − θ

C

)]
. (٢۴.٢)

کنید فرض
ξ =

z − ١
θz + ١ − θ

, γ =
١ − θ

θ

می�کند. صدق ٠ ⩽ γ < ١ رابطه در γ ،θ ∈ (١
٢ , ١] وقتی

داشت خواهیم ٠ ⩽ δ < ١ و |z| = ١ برای و

Reξ = Re
١
θ

z − ١
z + γ

=
١
θ
Re

z − ١
z + γ

⩾ ٠.

(٢۴.٢) بنابراین شد. خواهد تبدیل {ξ : Reξ ⩾ ٠} به {z : |z| ⩽ ١} از واحد دایره ترتیب این به
با است معادل

ρ[P−١(z)Q(z, δ)] ⩽ ρ[(ξA+ hB)−١(ξC + hD)]; Reξ ⩾ ٠. (٢۵.٢)

داریم: (٢.٢.٢) قضیه دوم شرط از
sup
Reξ⩾٠

ρ[(ξA+ hB)−١(ξC + hD)] < ١.

می�آید: بدست (٢۵.٢) از بنابراین
ρ[P−١(z)Q(z, δ)] < ١ |z| = ١,

می�شود. کامل اثبات که

پسرو تفاضلی فرمول ٣.٢.٢

دیفرانسیل معادله عددی حل برای ضمنی روش�های خانواده از BDF ١٠ پسرو تفاضلی فرمول روش
است: زیر به�صورت BDF کلی فرمول است. معمولی

s∑
k=٠

αkyn+k = hBf(tn+s, yn+s)

ρxn−m

h
=

١
h

s∑
j=٠

αjxn−m−j.

١٠Backward difference formula



٢۴ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

[١۴] می�بریم: به�کار را (١٧.٢) معادله روی را BDF روش حال
A
ρxn
h

+Bxn + C
ρxn−m

h
+Dxn−m = ٠ (٢۶.٢)

ρxn

h
= ١

h

∑s
j=٠ αjxn−j که

می�آید: به�دست زیر به�صورت مشخصه جمله�ای چند آن�گاه .m = τ
h
می�کنیم فرض سادگی برای

P (z) = det

[
s∑

j=٠

αjAz
−j + hBz٠ +

s∑
j=٠

αjCz
−m−j + hDz−m

]
(٢٧.٢)

det

[(
s∑

j=٠

αjz
−j

)
A+ hB + z−m

[(
s∑

j=٠

αjz
−j

)
C + hD

]]
.

شرایط در اگر است مجانبی پایدار ،(١٧.٢) معادله برای -پایدار A پسرو تفاضلی روش .٧.٢.٢ قضیه
کند. صدق (٢.٢.٢) قضیه

است، A-پایدار ،BDF روش وقتی�که است مجانبی پایدار (٢۶.٢) معادله این�که اثبات برای برهان.
یعنی ندارد، |z| ⩾ ١ با ریشه معادله، مشخصه جمله�ای چند فرضیات این تحت کنیم ثابت است کافی

.|z| ⩾ ١ هنگامی�که P (z) ̸= ٠

کنیم: می ثابت ابتدا

Re

(
s∑

j=٠

αjz
−j

)
⩾ ٠ , |z| ⩾ ١.

جمله�ای چند می�بریم، به�کار Re(λ) < ٠ با y′ = λy استاندارد آزمون معادله روی BDFرا روش
می�آید: بدست زیر به�صورت مشخصه

p(z) =
s∑

j=٠

αjz
−j − hλ

p(z) ̸= ٠ داریم |z| ⩾ ١ برای است، A-پایدار Reξ ⩽ ٠ با ξ = hλ هر برای BDF روش چون
می�کنیم: ثابت نتیجه در و

Re

(
s∑

j=٠

αjz
−j

)
⩾ ٠.

: دارد وجود |z| ⩾ ١ شرط با zای کنید فرض
s∑

j=٠

αjz
−j = a+ ib ; a < ٠

روش پایداری ناحیه در را ξ = hλ = a+ ib, a < ٠ می�توان همواره روش، A-پایداری از بنابراین
کرد: پیدا

p(z) =
s∑

j=٠

αjz
−j − ξ = ٠ , |z| ⩾ ١,



٢۵ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

پس است تناقض )که
s∑

j=٠

αjz
−j

)
⩾ ٠ , |z| ⩾ ١,

، (٣.٢.٢) نتیجه اول شرط )از
s∑

j=٠

αjz
−j

)
A+ hB

داشت: خواهیم بنابراین است نامنفرد

P (z) =det

[(
s∑

j=٠

αjz
−j

)
A+ hB

]

. det

I + z−m

((
s∑

j=٠

αjz
−j

)
A+ hB

)−١(( s∑
j=٠

αjz
−j

)
C + hD

) .
می�شود: نتیجه بنابراین |z−m| ⩽ ١ ،|z| ⩾ ١ وقتی�که چون و (٣.٢.٢) نتیجه دوم شرط از استفاده با

det

I + z−m

((
s∑

j=٠

αjz
−j

)
A+ hB

)−١(( s∑
j=٠

αjz
−j

)
C + hD

) ̸= ٠.

DDAEبرای چندگامی روش مجانبی پایداری ۴.٢.٢

بخش در که همان�طور می�کنیم. بررسی (١٧.٢) معادله برای را ١١ چندگامی روش پایداری بخش، این در
منتظم مدادی ماتریس باید باشد حل�پذیر خطی ثابت ضریب DAE دستگاه اینکه برای شد بیان قبل
از استفاده با B و A ماتریس که است این معادل لذا می�شود. داده نشان کانونی فرم به سپس و باشد
C ماتریس که می�کنیم فرض اینجا در شوند. تبدیل مثلثی های ماتریس به ،Q و P نامنفرد ماتریس�های

کرد. تبدیل مثلثی فرم به ماتریس دو این از استفاده با می�توان هم را D و
می�گیریم. نظر در مثلثی بالا را ضرایب ماتریس�های بحث، ادامه در

نوشت: می�توان زیر به�صورت را (١٧.٢) مشخصه چندجمله�ای بخش، این فرضیات تحت

P (s, z) = det[(sA+B) + (sC +D)z] =
d∏

i=١

[s(ai + ciz) + (bi + diz)]

z = exp(−τs) و بعد d متناظر، ماتریس�های قطری عناصر ai, bi, ci, di i = ١, . . . , d که
است.

١١Multistep method



٢۶ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

کند: صدق زیر شرایط در اگر است مجانبی پایدار (١٧.٢) معادله .٨.٢.٢ گزاره
ci = ٠ آن�گاه ai = ٠ اگر (١

وقتی�که |z| ⩽ ١ برای و |bi| > |di| ،ai = ٠ �که i هر برای ،|ai| > |ci| ،ai ̸= ٠ �که i هر برای (٢
. Re

(
bi+diz
ai+ciz

)
> ٠ ،ai ̸= ٠

|uTAu| ⩾ |uTCu| ،u ∈ Rn هر برای (٣

P (s, z) ̸= ٠ بالا شرایط تحت کنیم ثابت باید است. |z| ⩽ ١ ،Re(s) ⩾ ٠ هنگامی�که برهان.
است. Re(s) ⩾ ٠ هنگامی�که

.bi + diz ̸= ٠ داریم |z| ⩽ ١ و |bi| > |di| از صورت این در ،ai = ci = ٠ اگر
Re(ai+ciz)

−١(bi+diz) > ٠ چون بنابراین ai+ciz ̸= ٠ داریم |ai| > |ci| از ai ̸= ٠ صورتی�که در
|z| ⩽ ١ برای

s(ai + ciz) + (bi + diz) = (ai + ciz)

(
s+

bi + diz

ai + ciz

)
̸= ٠,

است. تمام اثبات و

است زیر صورت به کلی چندگامی روش یک
s∑

j=٠

αjxn+j = h
s∑

j=٠

βjfn+j. (٢٨.٢)

داریم رود به�کار (١٧.٢) معادله روی (٢٨.٢) روش زمانی�که

s∑
j=٠

(αjAxn+j + hβjBxn+j + αjCxn+j−m + hβjDxn+j−m) = ٠, (٢٩.٢)

است. قبل تعریف مشابه m که

کند صدق زیر شرط و (٨.٢.٢) گزاره شرایط در (١٧.٢) DDAE معادله کنید فرض .٩.٢.٢ قضیه

−hbi + diz

ai + ciz
∈ SR; |z| ⩽ ١

روش جواب این�صورت در باشد، شور جمله�ای چند
∑s

j=٠ βjz
j مذکور چندگامی روش در همچنین و

است. مجانبی پایدار چندگامی

است. صفر مخالف |z| ⩾ ١ برای مشخصه چندجمله�ای کنیم ثابت باید برهان.
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را مشخصه جمله�ای چند

p(z) = det

[
s∑

j=٠

αjAz
j + hβjBz

j + αjCz
j−m + hβjDz

j−m

]
(٣٠.٢)

=
d∏

i=١

s∑
j=٠

((ai + ciz
−m)αj + h(bi + diz

−m)βj)z
j.



٢٧ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

می�گیریم نظر در را (٣٠.٢) در iام جمله
: ai ̸= ٠ اگر اول: حالت

نتیجه: در ai + ciz
−m ̸= ٠ داریم (٨.٢.٢) شرط از |z| ⩾ ١ وقتی�که

s∑
j=٠

((ai+ ciz
−m)αj +h(bi+diz

−m)βi)z
j = (ai+ ciz

−m)
s∑

j=٠

(
αj + h

bi + diz
−m

ai + ciz−m
βi

)
zj,

چون

Re

(
−bi + diz

−m

ai + ciz−m

)
⩽ ٠,

داریم: فرض بر بنا و

−hbi + diz
−m

ai + ciz−m
∈ SR,

آن�گاه
s∑

k=٠

((ai + ciz
−m)αj + h(bi + diz

−m)βi)z
j ̸= ٠.

می�شود: ساده زیر به�صورت مشخصه معادله ai = ٠ دوم:اگر حالت

(
s∑

k=٠

βjz
j

)
h(bi + diz

−m)

.bi + diz
−m ̸= ٠ بنابراین |bi| > |di| داریم (٨.٢.٢) گزاره از ai = ٠ حالت در

آن�گاه باشد شور جمله�ای چند
∑s

k=٠ βjz
j اگر )و

s∑
k=٠

βjz
j

)
h(bi + diz

−m) ̸= ٠.

رانگ-کوتا روش مجانبی پایداری ۵.٢.٢

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت (١٧.٢) معادله برای را رانگ-کوتا روش

AKn,i + hB

(
xn +

s∑
j=١

âijKn,j

)
+ CKn−m,j + hD

(
xn−m +

s∑
j=١

âijKn−m,j

)
= ٠

i = ١, . . . , s

xn+١ = xn +
s∑

i=١

b̂iKn,i,

(٣١.٢)

و شده�اند ضرب h در که هستند مرحله�ای مشتقات ،i = ١, . . . , s Kn,i = [K١
n,i, . . . , K

d
n,i] که



٢٨ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

b̂T = [b̂١, b̂٢, . . . , b̂s], A = (âij).

دارند. مثبت حقیقی قسمت A ویژه مقادیر همه اینکه فرض با
صورت به مرحله�ای مشتقات مجدد بازنویسی با

Kn = [K١
n,١, . . . , K

١
n,s, K

٢
n,١, . . . , K

٢
n,s, . . . , K

d
n,١, . . . , K

d
n,s]

T .

می�شود: نویسی باز زیر صورت به (٣١.٢) )معادله
A⊗ Is + hB ⊗A ٠

−Id ⊗ b̂T Id

)(
Kn

xn+١

)
+

(
٠ hB ⊗ e

٠ −Id

)(
Kn−١

xn

)

+

(
C ⊗ Is + hD ⊗A ٠

٠ ٠

)(
Kn−m

xn+١−m

)
+

(
٠ hD ⊗ e

٠ ٠

)(
Kn−١−m

xn−m

)
= ٠, (٣٢.٢)

.e = [١, ١, . . . , ١]T که

�کند: صدق زیر شرط و (٨.٢.٢) گزاره شرایط در که (١٧.٢) خطی معادله .١٠.٢.٢ قضیه

−hbi + diz
−m

ai + ciz−m
∈ SR |z| ⩾ ١

مثبت حقیقی قسمت A ضریب ماتریس ويژه مقادیر همه که پایدار اکیدا RK روش برای همچنین و
است. مجانبی پایدار عددی جواب دارند،

است: زیر به�صورت رانگ-کوتا روش مشخصه جمله�ای چند برهان.

p(z) =det

[
zm+١

(
A⊗ Is + hB ⊗A ٠

−Id ⊗ b̂T Id

)
+ zm

(
٠ hB ⊗ e

٠ −Id

)

+ z

(
C ⊗ Is + hD ⊗A ٠

٠ ٠

)
+

(
٠ hD ⊗ e

٠ ٠

)]
=

[
T١١ T١٢

T٢١ T٢٢

]
,

T١١ = zm+١(A⊗ Is + hB ⊗A) + z(C ⊗ Is + hD ⊗A)

T١٢ = zmhB ⊗ e+ hD ⊗ e

T٢١ = −zm+١Id ⊗ b̂T

T٢٢ = zm+١Id − zmId.



٢٩ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٢.٢

که حقیقت این از بااستفاده است نامنفرد T١١، (٨.٢.٢) گزاره شرایط تحت می�کنیم ثابت ابتدا
داریم: هستند بالامثلثی ضرایب ماتریس�های

det[T١١] =
d∏

i=١

det[zm+١(aiI + hbiA) + z(ciI + hdiA)]

=
d∏

i=١

det[zm+١aiI + zm+١hbiA+ zciI + zhdiA]

=
d∏

i=١

det[zm+١(ai + ciz
−m)I + zm+١h(bi + z−mdi)A],

ai ̸= ٠ اگر ،det[T١١] در جمله هر برای حال

q(z) = det

[
zm+١(ai + ciz

−m)

(
I + h

bi + diz
−m

ai + ciz−m
A
)]

,

داریم: (٨.٢.٢) گزاره دوم شرط از و |z−m| ⩽ ١ آن�گاه |z| ⩾ ١ وقتی

ai + ciz
−m ̸= ٠ Re

bi + diz
−m

ai + ciz−m
> ٠

.q(z) ̸= ٠ آنگاه دارند مثبت حقیقی قسمت A ویژه مقادیر همه چون و
: داریم ai = ci = ٠ حالتی�که در

q(z) = det[zm+١h(bi + diz
−m)A] ̸= ٠

زیر به�صورت p(z) و است نامنفرد T١١ بنابراین است. صفر مخالف bi + diz
−m ،|z| ⩾ ١ برای چون

می�شود: نویسی باز
p(z) = det[T١١] det[T٢٢ − T٢١T

−١
١١ T١٢]

det[T١١] det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢]

= zm+١Id − zmId + [zm+١Id ⊗ b̂T z−m+١((ai + ciz
−m)I

+ zm+١h(bi + diz
−m)A)−١zmhB ⊗ e+ hD ⊗ e

=
d∏

i=١

zm[z − (١ − b̂T ((ai + ciz
−m)I + h(bi + diz

−m)A)−١h(bi + diz
−m)e)].

می�گیریم: نظر در حالت دو
ai ̸= ٠ اول:اگر حالت

١ − b̂T ((ai + ciz
−m)I + h(bi + z−mdi)A)−١h(bi + diz

−m)e

= ١ − b̂T
(
I + h

bi + diz
−m

ai + ciz−m
A
)−١

h
bi + diz

−m

ai + ciz−m
e = R

(
−hbi + diz

−m

ai + ciz−m

)



٣٠ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

است: زیر به�صورت RK روش پایداری تابع که

R(ẑ) = ١ − ẑbT (I − ẑA)−١e.

چون

Re

(
−bi + diz

−m

ai + ciz−m

)
⩽ ٠,

،|z| ⩾ ١ برای فرض طبق همچنین )و
−hbi + diz

−m

ai + ciz−m

)
∈ SR

زیر به�صورت پایداری ناحیه تعریف طبق بنابراین است.

SR = {ĥ ∈ C; |R(ĥ)| < ١}; ĥ = hλ, Reλ < ٠

می�دهد: نتیجه

١ − b̂T ((ai + ciz
−m)I + h(bi + z−mdi)A)−١h(bi + diz

−m)e < ١

.p(z) ̸= ٠ نتیجه در
ai = ci = ٠ دوم: حالت

١ − b̂T ((ai + ciz
−m)I + h(bi + z−mdi)A)−١h(bi + diz

−m)e = ١ − b̂TA−١e

|١ − b̂TA−١e| < ١ آن�گاه است، پایدار اکیدا فرض طبق رانگ-کوتا روش چون و
است. تمام اثبات و p(z) ̸= ٠ ،|z| ⩾ ١ برای کردیم ثابت یعنی

جبری دیفرانسیل معادله روزنبرگ روش مجانبی پایداری ٣.٢
خنثی تاخیری

روش ساختار داریم قصد و می�گیریم درنظر را NDDAE خنثی تاخیری جبری معادله بخش این در
بپردازیم. عددی روش این مجانبی پایداری تحلیل به و کنیم بررسی (١٧.٢) معادله برای را روزنبرگ

Ax′(t) + Bx(t) + Cx′(t− τ) +Dx(t− τ) = ٠ (٣٣.٢)

NDDAE تحلیلی جواب مجانبی پایداری ١.٣.٢

بالامثلثی D و C ،B ،A ماتریس�های که بگیرید نظر در را حالتی مسئله، کلیت دادن دست از بدون
مدادی ماتریس تکین مقادیر تمامی کنید فرض هستند. قطری عناصر ترتیب به di و ci ،bi ،ai که هستند

دارند. منفی حقیقی قسمت (A,B)



٣١ خنثی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله روزنبرگ روش مجانبی پایداری .٣.٢

است: آمده زیر در (٣٣.٢) NDDAE مشخصه جمله�ای چند

p(s, z) = det[(sA+B) + (sC +D)e−sτ ] = det[(sA+B) + (sC +D)z]

=
d∏

i=١

[(sai + bi) + (sci + di)z] =
d∏

i=١

[s(ai + ciz) + (bi + diz)]. (٣۴.٢)

چند ریشه�های اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (٣٣.٢) NDDAE تحلیلی جواب است واضح
باشد. داشته منفی حقیقی قسمت (٣۴.٢) مشخصه جمله�ای

روزنبرگ روش ساختار ٢.٣.٢

بگیرید: نظر در کلی حالت در را خنثی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله

x′(t) = f(x(t), x(t− τ), x′(t− τ)), t ⩾ ٠,

x(t) = ϕ(t), t < ٠, (٣۵.٢)

(٣۵.٢) معادله اینکه فرض با و است مجهول تابع x(t) و تأخیر زمان τ معلوم، توابع f(t) و ϕ(t) که
است. حل�پذیر همواره

داشت. خواهیم را زیر نتیجه ،(٨.٢.٢) گزاره طبق

x(t− τ) ،x(t) که کنیم فرض و بگیریم نظر در صورت(٢.٣۵) به را (٣٣.٢) معادله اگر .١.٣.٢ گزاره
آن�گاه: باشند یکدیگر از مستقل x′(t− τ) و

Afx(t)(x, x(t− τ), x′(t− τ)) +B = ٠,

Afx(t−τ)(x, x(t− τ), x′(t− τ)) +D = ٠.

صورت به (٣۵.٢) معادله برای خنثی صریح نیم رانگ-کوتا روش

Kn,i = hf

(
xn +

i∑
j=١

αijKn,j, xn−١ +
i∑

j=١

αijKn−١,j, K̃n−١,i

)
,

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i. (٣۶.٢)

تقریب Kn,i و K̃n−١,i = Kn−١,i\h است. مثبت صحیح عدد l که τ = lh و گام، طول h است.
است. i = ١, ٢, . . . , s برای مرحله هر مقدار

می�بریم. بکار (٣۶.٢) از (٣٣.٢) برای را روزنبرگ روش
: می�دهیم قرار

(x̃n,i, x̃n−١,i) =

(
xn +

i∑
j=١

αijKn,j, xn−١ +
i∑

j=١

αijKn−١,j

)
.



٣٢ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

می�دهیم: بسط (٣۶.٢) معادله در را f آن�گاه

(x̂n,i, x̂n−١,i) =

(
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j, xn−١ +
i−١∑
j=١

αijKn−١,j

)
.

و fx(t)(x̃n,i, x̃n−١,i, K̃n−١,i) جایگذاری و
∑i

j=١ γijKn,j با αiiKn,i جایگذاری با
fx(t−τ)(x̂n,i, x̂n−١,i, K̃n−١,i) ,fx(t)(x̂n,iو x̂n−١,i, K̃n−١,i) با به�ترتیب fx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−١,i, K̃n−١,i)

می�آوریم: به�دست

Kn,i = hf

(
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j, xn−١ +
i−١∑
j=١

αijKn−١,j, K̃n−١,i

)

+ hfx(t)(x̃n,i, x̃n−١,i, K̃n−١,j)
i∑

j=١

γijKn,j

+ hfx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−١,i, K̃n−١,j)
i∑

j=١

γijKn,j

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i (٣٧.٢)

Kn−k+δ,j و xn−k+δ درنقطه درونیابی از بااستفاده می�باشد. αii =
∑i

j=١ γij i = ١, ٢, . . . , s. که
می�دهیم: بسط زیر به�صورت را (٣٧.٢) معادله

Kn,i = hf

(
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j, xn−k+δ +
i−١∑
j=١

αijKn−k+δ,j, K̃n−k+δ,i

)

+ hfx(t)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)
i∑

j=١

γijKn,j

+ hfx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)
i∑

j=١

γijKn−k+δ,j

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i, (٣٨.٢)

که

xn−k+δ =
ν∑

q=−r

Lq(δ)xn−k+q,

Kn−k+δ,j =
ν∑

q=−r

Lq(δ)Kn−k+q,j, j = ١, ٢, . . . , s

τ = (k − δ)h و q = −r,−r + ١, . . . , ν برای Lq(δ) =
∏ν

m=−r,m̸=q(
δ−m
q−m

) با می�شود. تعریف
است. k ⩾ ν + ١ و صحیح عدد k که δ ∈ [٠, ١) برای



٣٣ خنثی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله روزنبرگ روش مجانبی پایداری .٣.٢

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت (٣٨.٢) معادله

K̃n,i − fx(t)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)×
i∑

j=١

γijKn,j

− fx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)×
i∑

j=١

γijKn−k+δ,j

= f

(
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j, xn−k+δ +
i−١∑
j=١

αijKn−k+δ,j, K̃n−k+δ,i

)
(i = ١, ٢, . . . , s),

داریم: بنابراین

A

(
K̃n,i − fx(t)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)×

i∑
j=١

γijKn,j − fx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−k+δ,i, K̃n−k+δ,i)

×
i∑

j=١

γijKn−k+δ,j

)
+B

(
xn +

i−١∑
j=١

αijKn,j

)
+ CK̃n−k+δ,i

D

(
xn−k+δ +

i−١∑
j=١

αijKn−k+δ,j

)
= ٠ (i = ١, ٢, . . . , s).

داریم: (١.٣.٢) قضیه طبق تفاضلی معادله و دیفرانسیل معادله بین سازگاری برای

Afx(t)(x̃n,i, x̃n−k+δ, K̃n−k+δ,i) = −B

Afx(t−τ)(x̃n,i, x̃n−k+δ, K̃n−k+δ,i) = −D.

می�شود. حاصل زیر به�صورت (٣٣.٢) معادله برای روزنبرگ روش بنابراین

AKn,i + hB

(
xn +

s∑
j=١

fijKn,j

)
+ CKn−k+δ,i

+ hD

(
xn−k+δ +

s∑
j=١

fijKn−k+δ,j

)
= ٠, (i = ١, ٢, . . . , s), (٣٩.٢)

xn+١ = xn +
s∑

i=١

biKn,i.

روزنبرگ روش مجانبی پایداری ٣.٣.٢

h > ٠ هر برای اگر نامند P-پایدار مجانبی، پایدار NDDAE برای روزنبرگ روش .٢.٣.٢ تعریف
نقطه در (٣٩.٢) معادله از xn عددی جواب آن�گاه است، مثبت صحیح عدد l و τ = lh به�طوری�که

tn → ∞ وقتی�که xn → ٠ ،tn = nh



٣۴ خطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری .٢

هر برای اگر می�نامند GP-پایدار مجانبی، پایدار NDDAE برای روزنبرگ روش .٣.٣.٢ تعریف
زمانی�که xn → ٠ که می�کند صدق tn = nh نقطه در (٣٩.٢) معادله xn عددی جواب h > ٠

tn → ∞

می�گیریم نظر در را زیر مفروضات بحث ادامه در
می�کنند صدق گزاره(١.٣.٢) شرایط در قطری عناصر و هستند مثلثی NDDAE ضرایب ماتریس (١
یعنی هستند صفر از بزرگتر روزنبرگ روش در F = (fij) ضرایب ماتریس از γii قطری عناصر (٢

.(i = ١, . . . , s) γii > ٠

.k ⩾ ν+١ و ٠ ⩽ r ⩽ ν ⩽ r+٢ یعنی می�کند صدق (۶.٣.٢) لم شرط در (٣٩.٢) روش درونیابی (٣

معادله از D و C ،B ،A ضرایب ماتریس�های اگر مذکور، سه تا یک فرضیات تحت .۴.٣.٢ قضیه
روزنبرگ روش همچنین و است برقرار −h bi+diξ

ai+ciξ
∈ SR ،ai ̸= ٠ و |ξ| ⩽ ١ هر برای که (٣٣.٢)

است. GP-پایدار روزنبرگ روش آن�گاه باشد SR پایداری ناحیه با پایدار اکیدا (٣٩.٢)

می�پردازیم. قضیه اثبات به و می�کنیم بیان را لم دو قضیه اثبات از قبل

است: زیر خواص دارای α(z, δ) =
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q+r جمله�ای چند [١۵] .۵.٣.٢ لم

r ⩽ ν ⩽ r + ٢ اگر فقط و اگر (|z| ⩽ ١ ٠ ⩽ δ < ١) |α(z, δ)| ⩽ ١ (١
اگر �فقط� �و اگر |α(z, δ)| = ١ آن�گاه ،٠ ⩽ δ < ١ ،|z| = ١ ،r ⩽ ν ⩽ r + ٢ ،r + ν > ٠ اگر (٢

.z = ١

اگر این�صورت در می�گیریم، درنظر را Q(z, δ) =
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−k جمله�ای چند [٢٩] .۶.٣.٢ لم

. |Q(z, δ)| ⩽ ١ آن�گاه |z| ⩾ ١ و δ ∈ [٠, ١) هر برای k ⩾ ν + ١ و ٠ ⩽ r ⩽ ν ⩽ r + ٢

می�کنیم: بازنویسی بلوکی به�صورت را (٣٩.٢) معادله )برهان.
A⊗ Is + hB ⊗ F ٠

−Id ⊗ bT Id

)(
Kn

xn+١

)
+

(
٠ hB ⊗ e

٠ −Id

)(
Kn−١

xn

)

+
ν∑

q=−r

Lq(δ)

[(
C ⊗ Is + hD ⊗ F ٠

٠ ٠

)(
Kn−k+q

xn−k+q+١

)
(۴٠.٢)(

٠ hD ⊗ e

٠ ٠

)(
Kn−k+q−١

xn−k+q

)]
= ٠.

است: زیر به�صورت (۴٠.٢) معادله مشخصه جمله�ای چند

p(z) =det

[(
A⊗ Is + hB ⊗ F ٠

−Id ⊗ bT Id

)
zk+r+١ +

(
٠ hB ⊗ e

٠ −Id

)
zk+r

+
ν∑

q=−r

Lq(δ)

((
C ⊗ Is + hD ⊗ F ٠

٠ ٠

)
zq+r+١ +

(
٠ hD ⊗ e

٠ ٠

)
zq+r

)]

=det

[(
T١١ T١٢

T٢١ T٢٢

)]
, (۴١.٢)
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که

T١١ = (A⊗ Is + hB ⊗ F )zk+r+١ +
ν∑

q=−r

Lq(δ)z
q+r+١(C ⊗ Is + hD ⊗ F ),

T١٢ = (hB ⊗ e)zk+r +
ν∑

q=−r

Lq(δ)z
q+rhD ⊗ e,

T٢١ = (−Id ⊗ bT )zk+r+١,

T٢٢ = Idz
k+r+١ − Idz

k+r

است. نامنفرد |z| ⩾ ١ با z هر برای T١١ می�کنیم ثابت حال است.

det[T١١] =
d∏

i=١

det

[
zk+r+١

((
ai +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kci

)
Is

+ h

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
F

)]
.

(۴٢.٢)

می�کنیم: بررسی حالت دو در را (۴٢.٢) عبارت حال
و ai +

∑ν
q=−r Lq(δ)z

q−kci ̸= می�شود٠ دیده آسانی به و(٨.٢.٢) (۶.٣.٢) لم مطابق ai ̸= ١)٠
می�شود: بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.٢) عبارت دراین�صورت .Re

(
bi+

∑ν
q=−r Lq(δ)zq−kdi

ai+
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci

)
> ٠

q(z) =

[
zk+r+١

(
ai +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kci

)(
Is +

bi +
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−kdi

ai +
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci
hF

)]
.

q(z) ̸= ٠ درنتیجه i = ١, ٢, . . . , s برای γii > ٠ فرض طبق ،F برای بالا عبارت در
متناظر جمله و bi+

∑ν
q=−r Lq(δ)z

q−kdi ̸= ٠ داریم (٨.٢.٢) و (۶.٣.٢) لم مطابق آن�گاه ai = ٠ (٢
می�شود ساده زیر :به�صورت (۴٢.٢)

q(z) = det

[
zk+r+١

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
hF

]
.

.q(z) ̸= ٠ بنابراین است معکوس�پذیر F که داریم توجه
می�شود: بازنویسی زیر به�صورت (۴١.٢) مشخصه جمله�ای چند اکنون

p(z) = det[T١١]. det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢].

است: زیر قطری عناصر با مثلثی بالا T−١
١١

z−(k+r+١)

[(
ai +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kci

)
Is +

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
hF

]−١

, i = ١, ٢, . . . , d.
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داریم: ساده محاسبه یک با

det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢] =
d∏

i=١

zk+r

[
z −

(
١ − bT

((
ai +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kci

)
Is

+

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
hF

)−١

×

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
e

)]
.

(۴٣.٢)

می�کنیم: بررسی دوحالت در را (۴٣.٢) از جمله هر |z| ⩾ ١ وقتی�که ،٣-١ فرضیات تحت
آن�گاه ai +

∑ν
q=−r Lq(δ)z

q−kci ̸= ٠ برای ،ai ̸= ١)٠

١ − bT

((
ai +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kci

)
Is +

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
hF

)−١

× h

(
bi +

ν∑
q=−r

Lq(δ)z
q−kdi

)
e

= ١ + bT

(
Is −

(
−h

bi +
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−kdi

ai +
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci

)
F

)−١

×

(
−h

bi +
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−kdi

ai +
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci

)
e

= R

(
−h

bi +
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−kdi

ai +
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci

)
,

است. روزنبرگ روش پایداری تابع R(ẑ) = ١ + ẑbT (Is − ẑF )−١es که
فرض طبق چون و Re( bi+diξ

ai+ciξ
) > ٠ ،|ξ| ⩽ ١ که ξ هر برای می�دانیم (٨.٢.٢) لم مطابق آن�گاه

آن�گاه −h bi+diξ
ai+ciξ

∈ SR∣∣∣∣∣R
(
−h

bi +
∑ν

q=−r Lq(δ)z
q−kdi

ai +
∑ν

q=−r Lq(δ)zq−kci

)∣∣∣∣∣ < ١ ⇒ det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢] ̸= ٠,

. p(z) ̸= ٠ نتیجه در و
می�شود ساده زیر به�صورت (۴٣.٢) عبارت این�صورت در ci = ٠ (٨.٢.٢) لم طبق ،ai = ٠ (٢

det[T٢٢ − T٢١T
−١

١١ T١٢] = z − (١ − bTF−١e)

و |١ − bTF−١e| < ١ آن�گاه است پایدار اکیدا روزنبرگ روش فرض طبق چون
z − (١ − bTF−١e) ̸= ٠,

است. تمام اثبات و p(z) ̸= ٠ ،|z| ⩾ ١ برای کردیم ثابت



٣ فصل

جبری دیفرانسیل معادله پایداری رفتار
غیرخطی تاخیری

غیرخطی DDAE کلاس پایداری رفتار ١.٣

می�کنیم. بیان جبری دیفرانسیل معادلات در را اندیس تعریف ابتدا

ODE به DAEرا معادله یک که نیاز مورد مشتق�گیری گام�های تعداد کمترین [٢۶] .١.١.٣ تعریف
دارد. نام DAE اندیس می�کند تبدیل

کنیم: می تعریف را ١ یک اندیس غیرخطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله دستگاه اکنون

u′(t) = f(t, u(t), u(t− τ), ν(t), ν(t− τ)), t > ٠, (τ > ٠), (١.٣)

٠ = g(u(t), ν(t)), t > ٠, (٢.٣)

u(t) = ϕ(t), ν(t) = ψ(t), −τ ≤ t ≤ ٠ (٣.٣)

: ٢ هستند زیر بصورت آن�ها یافته اختلال معادلات و

ũ′(t) = f(t, ũ(t), ũ(t− τ), ν̃(t), ν̃(t− τ)), t > ٠, (τ > ٠), (۴.٣)

٠ = g(ũ(t), ν̃(t)), t > ٠, (۵.٣)

ũ(t) = ϕ̃(t), ν̃(t) = ψ̃(t), −τ ≤ t ≤ ٠ (۶.٣)

کند: صدق زیر رابطه در ν(t)− ν̃(t) و u(t)− ũ(t) تقریب می�رود انتظار که
∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, ∀t ≥ ٠,

١Index one
٢Perturbed equations



٣٨ غیرخطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله پایداری رفتار .٣

∥ν(t)− ν̃(t)∥ ⩽ max
−τ⩽t⩽٠

∥ψ(t)− ψ̃(t)∥, ∀t ≥ ٠.

می�شود. معرفی بالا فرضیات به�جای زیر تعریف ادامه، در

باشند: برقرار زیر نامعادلات اگر شود می نامیده پایدار (٣.٣) - (١.٣) دستگاه .٢.١.٣ تعریف

∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, (٧.٣)

∥ν(t)− ν̃(t)∥ ⩽ L max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥ (٨.٣)

است. ثابت یک L > ٠ که
می�کنیم. بیان را زیر لم (٣.٣) - (١.٣) پایداری بررسی برای

بگیرید: نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله .٣.١.٣ لم
χ′(t) = a(t)χ(t) + η(t), χ(٠) = χ٠, t > ٠, (٩.٣)

جواب این�صورت در Re(a(t))است. < ٠، t ≥ ٠ وقتی�که t روی پیوسته توابع η(t) و a(t) که
می�کند: صدق زیر رابطه در اولیه مقدار مسئله

| χ(t) |⩽ max

{
| χ(٠) |,max

٠⩽s⩽t

| η(s) |
−Re(a(s))

}
t ≥ ٠. (١٠.٣)

Re(A(t)) < ٠. ،t > ٠ برای که کنید توجه ،A(t) =
∫ t

٠ a(s)ds می�کنیم تعریف برهان.
است: زیر به�صورت (٩.٣) معادله جواب

χ(t) = eA(t)χ٠ + eA(t)

∫ t

٠
e−A(s)η(s)ds.

که داریم طرفی از

|
∫ t

٠
e−Re(A(s))η(s)ds|

= |
∫ t

٠

−Re(a(s))e−Re(A(s))η(s)

−Re(a(s))
ds|

⩽ max
٠⩽s⩽t

{| η(s)

−Re(a(s))
|}|
∫ t

٠
−Re(a(s))e−Re(A(s))ds|,

نتیجه ∫در t

٠
−Re(a(s))e−Re(A(s))ds = e−Re(A(t)) − ١,

بنابراین

|
∫ t

٠
e−Re(A(s))η(s)ds| ⩽ max

٠⩽s⩽t
{| η(s)

−Re(a(s))
|}|e−Re(A(t)) − ١|,

آن�گاه
|χ(t)| ⩽ eRe(A(t))|χ٠|+ (١ − eRe(A(t)))max

٠⩽s⩽t

∣∣∣∣ η(s)

−Re(a(s)

∣∣∣∣



٣٩ غیرخطی DDAE کلاس پایداری رفتار .١.٣

t ⩾ ٠ هر برای بنابراین و
|χ(t)| ⩽ max

٠⩽s⩽t
{|χ٠|; max

٠⩽s⩽t

|η(s)|
−Re(a(s))

}.

هستند. d-بعدی (٢.٣) و (١.٣) معادلات در ν و u کنید فرض اختصار برای

f :R× Rd × Rd × Rd × Rd → Rd,

g :Rd × Rd → Rd.

کنند. می صدق (۴) - (١) لیپ-شیتز شرایط در g و fکنید فرض حال

(١
⟨f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, ũ, uτ , ν, ντ ), u− ũ⟩ ≤ σ(t)∥u− ũ∥٢,

(٢
∥f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, u, ũτ , ν, ντ )∥ ≤ γ١(t)∥uτ − ũτ∥,

∥f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, u, uτ , ν̃, ντ )∥ ≤ γ٢(t)∥ν − ν̃∥,

∥f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, u, uτ , ν, ν̃τ )∥ ≤ γ٣(t)∥ντ − ν̃τ∥,

(٣
σ(t) < ٠, γ١(t) + Lγ٢(t) + Lγ٣(t) ≤ −σ(t), ∀t ≥ ٠,

، دارد وجود Rd ×Rd ضرب فضای در ∂g
∂ν

و ∂g
∂u

یعنی ،ν و u به نسبت g(u, ν) فرشه مشتق (۴)

است. برقرار زیر نامساوی و موجود
(
∂g
∂ν

)−١ ، پیوسته ∂g
∂u

sup
u,ν∈Rd

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂ν

)−١(
∂g

∂u

)∥∥∥∥∥ = L <∞,

،∥u∥٢ = ⟨u, u⟩، ⟨u, ν⟩ = Σd
i=١uiνi، ν = (ν١, ν٢, . . . νd)

T ، u = (u١, u٢, . . . , ud)
T g∂u∂∥∥∥∥که

∥∥∥∥ = sup
ω∈Rd,∥ω∥=١

∥∥∥∥(∂g∂u
)
ω

∥∥∥∥ .
معادلات آن�گاه کند صدق (۴) - (١) شرایط (٢.٣)در و (١.٣) معادلات در g و f اگر .۴.١.٣ قضیه

است. پایدار (٢.٣) و (١.٣)

ντ = ν(t− τ) و ν = ν(t) و uτ = u(t− τ) و u = u(t) کنید فرض برهان.
١
٢
d

dt
∥u− ũ∥٢ = ⟨f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, ũ, ũτ , ν̃, ν̃τ ), u− ũ⟩

= ⟨f(t, u, uτ , ν, ντ )− f(t, ũ, uτ , ν, ντ ), u− ũ⟩

+ ⟨f(t, ũ, uτ , ν, ντ )− f(t, ũ, ũτ , ν, ντ ), u− ũ⟩

+ ⟨f(t, ũ, ũτ , ν, ντ )− f(t, ũ, ũτ , ν̃, ντ ), u− ũ⟩

+ ⟨f(t, ũ, ũτ , ν̃, ντ )− f(t, ũ, ũτ , ν̃, ν̃τ ), u− ũ⟩ (١١.٣)



۴٠ غیرخطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله پایداری رفتار .٣

راست سمت روی ٣ کواشی-شوارتز نامساوی کار�بردن به با ،Y (t) = ∥u(t) − ũ(t)∥ کنید فرض
: داریم مذکور (٢) و (١) شرایط به توجه با و (١١.٣)

Y (t)Y ′(t) ⩽ σ(t)Y ٢(t)+γ١(t)∥uτ − ũτ∥Y (t)+γ٢(t)∥ν− ν̃∥Y (t)+γ٣(t)∥ντ − ν̃τ∥Y (t),

(١٢.٣)
Y ′(t) ⩽ σ(t)Y (t) + γ٢(t)∥ν − ν̃∥+ η(t),

دادن قرار با
η(t) = γ١(t)∥uτ − ũτ∥+ γ٣(t)∥ντ − ν̃τ∥.

: داشت خواهیم (۵.٣) و (٢.٣) از
g(u, ν) = ٠, g(ũ, ν̃) = ٠. (١٣.٣)

می�شود: نوشته زیر بصورت (١٣.٣) ،۴ شرط و ضمنی تابع قضیه از استفاده با
ν = φ(u), ν̃ = φ(ũ)

از: اند عبارت و موجودند φ(ũ) و φ(u) فرشه مشتق و

φ′(u) = −
(
∂g(u, ν)

∂ν

)−١(
∂g(u, ν)

∂u

)
,

φ′(ũ) = −
(
∂g(ũ, ν̃)

∂ν̃

)−١(
∂g(ũ, ν̃)

∂ũ

)
.

داریم: را زیر نتیجه میانگین، مقدار قضیه طبق

∥φ(u)− φ(ũ)∥ ⩽ sup
٠⩽t⩽١

∥φ′(u+ t(ũ− u)∥∥u− ũ∥

⩽ sup
u,ν∈Rd

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂ν

)−١(
∂g

∂u

)∥∥∥∥∥ .∥u− ũ∥ = L∥u− ũ∥.

این�صورت در
∥ν(t)− ν̃(t)∥ = ∥φ(u(t))− φ(ũ(t))∥ ≤ L∥u(t)− ũ(t)∥, t ≥ ٠. (١۴.٣)

می�آید: در زیر به�صورت (١٢.٣) بنابراین
Y ′(t) ⩽ (σ(t) + Lγ٢(t))Y (t) + η(t). (١۵.٣)

: بگیرید نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله

Ỹ ′(t) = (σ(t) + Lγ٢(t))Ỹ (t) + η(t), t > ٠, (١۶.٣)

Ỹ (٠) = ∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥, (١٧.٣)

می�کند: صدق زیر عبارت در (١٧.٣) و (١۶.٣) جواب ،(٣.١.٣) لم از استفاده با

Ỹ (t) ⩽ max

{
∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥,max

٠⩽s⩽t

η(s)

−(σ(s) + Lγ٢(s))

}
, t ≥ ٠,

٣Schwartz



۴١ غیرخطی DDAE کلاس پایداری رفتار .١.٣

داریم: ، ϕ̃(t) و ϕ(t) توابع پایداری و (١۴.٣) به توجه با

Ỹ (t) ⩽ max

{
∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥,max

٠⩽s⩽t

(γ١(s) + Lγ٣(s))∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥
−(σ(s) + Lγ٢(s))

}
, ∀t ⩾ ٠.

می�شود: نتیجه ٣ شرط به توجه با
Ỹ (t) ⩽ max{∥ϕ(٠)− φ̃(٠)∥,max

٠⩽s⩽t
∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥}. (١٨.٣)

است واضح
Y (t) ⩽ Ỹ (t), ∀t ⩾ ٠.

می�شود: تبدیل زیر به�صورت (١٨.٣) بنابراین
Y (t) = ∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max{∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥,max

٠⩽s⩽t
∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥}. (١٩.٣)

: داریم (١٩.٣) از بنابراین s− τ ∈ [−τ, ٠] آن�گاه t ∈ [٠, τ ] اگر

∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, t ∈ [٠, τ ]. (٢٠.٣)

: داریم (٢٠.٣) و (١٩.٣) روابط از ،s− τ ∈ [−τ, τ ] = [−τ, ٠]
∪
[٠, τ ] آن�گاه t ∈ [τ, ٢τ ] اگر

∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max{∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥, max
s−τ∈[−τ,τ ]

∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥}

⩽ max{∥ϕ(٠)− ϕ̃(٠)∥, max
s−τ∈[−τ,٠]

∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥

max
s−τ∈[٠,τ ]

∥u(s− τ)− ũ(s− τ)∥} ⩽ max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.

: داشت خواهیم ریاضی استقرای بردن به�کار با
∥u(t)− ũ(t)∥ ⩽ max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, ∀t ⩾ ٠.

: داریم (١۴.٣) از استفاده با
∥ν(t)− ν̃(t)∥ ⩽ L max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, ∀t ⩾ ٠.

می�کند. کامل را اثبات این و

غیرخطی DDAE مجانبی پایداری ١.١.٣

مقدار توابع برای اگر فقط اگرو است مجانبی پایدار (٣.٣) - (١.٣) تاخیری جبری معادله تعریف١.٣.۵.
در {ũ(t), ν̃(t)} و {u(t), ν(t)} جواب�های ψ̃(t) ،ϕ̃(t) آن�ها یافته اختلال توابع و ψ(t) ،ϕ(t) اولیه۴

کنند: صدق زیر شرایط

۴Consistent initial value function



۴٢ غیرخطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله پایداری رفتار .٣

lim
t→∞

∥u(t)− ũ(t)∥ = ٠

lim
t→∞

∥ν(t)− ν̃(t)∥ = ٠.

داریم. نیاز زیر لم به (٣.٣) - (١.٣) مجانبی پایداری بررسی برای

می�کند: صدق معادله در Z(t) نامنفی تابع کنید فرض [١٣ ،١٠] .۶.١.٣ لم

Z ′(t) = ω(t)Z(t) + γ(t)Z(t− τ), t > ٠, τ > ٠

Z(t) = φ(t), t ⩽ ٠,

می�کند: صدق زیر شرایط در و معلوم توابع γ(t) و ω(t) و φ(t) ≥ ٠ که

γ(t) ⩽ −qω(t), ٠ ⩽ q ⩽ ١, ∀t ⩾ ٠

ω(t) ⩽ −β < ٠, ∀t ⩾ ٠

.(t→ ∞)Z(t) → ٠ آن�گاه

کند صدق زیر شرط در و (۴) و (٢) (١)و شرایط در (٣.٣)- (١.٣) معادلات اگر .٧.١.٣ قضیه
σ(t) + Lγ٢(t) ⩽ −β < (٣)٠′

sup
t⩾٠

γ١(t)+Lγ٣(t)
−(σ(t)+Lγ٢(t))

= q, ٠ ⩽ q < ١

است. مجانبی پایدار (٣.٣) -(١.٣) آن�گاه

(١٢.٣) به�کارگیری با می�آوریم. به�دست را تاخیری دیفرانسیل معادله اولیه مقدار مسئله ابتدا برهان.
: داریم و(٣.١۴)

Y ′(t) ⩽ σ(t)Y (t) + γ٢(t)∥ν(t)− ν̃(t)∥+ η(t)

⩽ σ(t)Y (t) + Lγ٢(t)Y (t) + (γ١(t) + Lγ٣(t)∥u(t− τ)− ũ(t− τ)∥

= (σ(t) + Lγ٢(t))Y (t) + (γ١(t) + Lγ٣(t))Y (t− τ). (٢١.٣)

می�شود: حاصل زیر تاخیری دیفرانسیل معادله اولیه مقدار مسئله

Ỹ ′(t) = ω(t)Ỹ (t) + γ(t)Ỹ (t− τ), t > ٠,

Ỹ (t) = ∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥, −τ ⩽ t ⩽ ٠,

که
ω(t) = σ(t) + Lγ٢(t), γ(t) = γ١(t) + Lγ٣(t). (٢٢.٣)

بنابراین هستند. برقرار (۶.١.٣) لم شرایط تمام می�شود نتیجه (٣)′ شرط از



۴٣ ضمنی اویلر روش�های مجانبی پایداری و پایداری .٢.٣

lim
t→∞

Ỹ (t) = ٠.

: است واضح (٢١.٣) به باتوجه
Y (t) ⩽ Ỹ (t), ∀t ⩾ ٠,

می�شود: نتیجه بنابراین
lim
t→∞

Y (t) = lim
t→∞

∥u(t)− ũ(t)∥ = ٠,

می�کند. کامل را اثبات این و

ضمنی اویلر روش�های مجانبی پایداری و پایداری ٢.٣

اولیه مقدار توابع برای اگر می�شود، نامیده پایدار DDAE حل برای عددی روش یک .١.٢.٣ تعریف
(٣.٣) - (١.٣) برای {ũn, ν̃n} و {un, νn}جواب دنباله�های h > ٠ گام طول و ψ̃ و ψ، ϕ̃ ، ϕسازگار

کند: صدق زیر شرایط در (۶.٣) - (۴.٣) و

∥un − ũn∥ ⩽ max
−τ⩽t⩽٠

∥φ(t)− φ̃(t)∥, n = ٠, ١, ٢, . . . ,

∥νn − ν̃n∥ ⩽ L max
−τ⩽t⩽٠

∥φ(t)− φ̃(t)∥, n = ٠, ١, ٢, . . . .

می�کنند. صدق (۴) - (١) شرایط در g و f به�طوری�که

معمولی دیفرانسیل معادلات اولیه مقدار مسئله برای

χ′(t) = f(t, χ(t)), t > ٠, (٢٣.٣)

χ(٠) = χ٠. (٢۴.٣)

شود: نوشته زیر به�صورت می�تواند ۵ ضمنی اویلر روش

χn+١ = χn + hf(tn+١, χn+١), n = ٠, ١, ٢, . . . , (٢۵.٣)

χ٠ = χ(٠), (٢۶.٣)

است. گام طول h > ٠ ،χn ∼ χ(tn) که
داریم: (٢۶.٣) و (٢۵.٣) توسط (٣.٣) - (١.٣) معادلات حل برای

un+١ = un + hf(tn+١, un+١, un+١−m, νn+١, νn+١−m), n = ٠, ١, ٢, . . . , (٢٧.٣)

٠ = g(un+١, νn+١), (٢٨.٣)

un = ϕ(tn), νn = ψ(tn), −m ⩽ n ⩽ ٠, (mh = τ,m ⩾ ١). (٢٩.٣)

۵implicit euler methods



۴۴ غیرخطی تاخیری جبری دیفرانسیل معادله پایداری رفتار .٣

هستند: زیر (٢٨.٣)به�صورت و (٢٧.٣) یافته اختلال معادلات

ũn+١ = ũn + hf(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, ν̃n+١, ν̃n+١−m), n = ٠, ١, ٢, . . . (٣٠.٣)

٠ = g(ũn+١, ν̃n+١), (٣١.٣)

ũn = ϕ̃(tn), ν̃n = ψ̃(tn), −m ⩽ n ⩽ ٠, (mh = τ,m ⩾ ١). (٣٢.٣)

است. پایدار DDAE برای ضمنی اویلر روش [١٧] .٢.٢.٣ قضیه

داریم: (٣٠.٣) و (٢٧.٣) در معادلات جایگذاری با ،V̄n = un − ũn کنید فرض برهان.

V̄n+١ =V̄n + h{f(tn+١, un+١, un+١−m, νn+١, νn+١−m)− f(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, ν̃n+١, ν̃n+١−m)}

= V̄n + hf(tn+١, un+١, un+١−m, νn+١, νn+١−m)− hf(f(tn+١, ũn+١, un+١−m, νn+١, νn+١−m)

+ hf(tn+١, ũn+١, un+١−m, νn+١, νn+١−m)− hf(f(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, νn+١, νn+١−m)

+ hf(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, νn+١, νn+١−m)− hf(f(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, ν̃n+١, νn+١−m)

+ hf(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, ν̃n+١, νn+١−m)− hf(tn+١, ũn+١, ũn+١−m, ν̃n+١, ν̃n+١−m).

(٣٣.٣)

(١) شرایط و شوارتز قضیه به�کاربردن ، V̄n+١ = un+١ − ũn+١ جایگذاری و (٣٣.٣) داخلی ضرب با
: داریم (٢) و

∥V̄n+٢∥١ ≤∥V̄n∥.∥V̄n+١∥+ hσ(tn+١)∥V̄n+٢∥١ + hγ١(tn+١)∥V̄n+١−m∥∥V̄n+١∥

+ hγ٢(tn+١)∥νn+١ − ν̃n+١∥.∥V̄n+١∥+ hγ٣(tn+١)∥νn+١−m − ν̃n+١−m∥.∥V̄n+١∥.
(٣۴.٣)

داشت: خواهیم (٣١.٣) و (٢٨.٣)، (١۴.٣) به توجه با ،∥V̄n+١∥ ̸= ٠ کنید فرض
νn+١ = φ(un+١), ν̃n+١ = φ(ũn+١), (٣۵.٣)

∥νn+١ − ν̃n+١∥ ≤ L∥un+١ − ũn+١∥, n = ٠, ١, ٢, . . . , (٣۶.٣)

: می�آوریم به�دست ∥V̄n+١∥ بر تقسیم(٣.٣۴) با

∥V̄n+١∥ ⩽ ∥V̄n∥+ (hγ١(tn+١) + hLγ٣(tn+١))∥V̄n+١−m∥
١ − hσ(tn+١)− hLγ٢(tn+١)

, n = ٠, ١, . . . . (٣٧.٣)

: داریم (۴) شرط توجه با و ٠ ≤ n ≤ m− ١ کنید فرض (٣٧.٣) معادله در
∥V̄n+١∥ ⩽ max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥. (٣٨.٣)

بنابراین است. درست n ⩾ ٠ تمام برای (٣٨.٣) ریاضی، استقرای به�کاربردن با n ⩾ m وقتی�که
داریم یعنی است برقرار (٣۶.٣) نامساوی ∥νn − ν̃n∥ برای

∥νn − ν̃n∥ ≤ L max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.



۴۵ ضمنی اویلر روش�های مجانبی پایداری و پایداری .٢.٣

اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار (٣.٣) - (١.٣) DDAE حل برای عددی روش یک .٣.٢.٣ تعریف
مقدار توابع برای و (۶.٣) - (۴.٣) و (٣.٣) - (١.٣) معادلات برای که عددی روش وقتی اگر �فقط و
دنباله�های تقریب می�شود برده به�کار h > ٠ گام طول هر و ψ̃(t) و ψ(t) و ϕ̃(t) و ϕ(t) سازگار اولیه

: کند صدق زیر شرایط در {ũn, ν̃n} و {un, νn} جواب
lim
n→∞

∥un − ũn∥ = ٠,

lim
n→∞

∥νn − ν̃n∥ = ٠.

هستند. صادق (۴) و (٣)′ (٢)و و (١) شرایط در g fو که

است. مجانبی پایدار DDAE برای ضمنی اویلر روش [١٧] .۴.٢.٣ قضیه

: داریم (٣٧.٣) و (٢٢.٣) به باتوجه برهان.

∥V̄n+١∥ ⩽ ∥V̄n∥+ hγ(tn+١)V̄n+١−m

١ − hω(tn+١)
, n = ٠, ١, ٢, . . . .

: می�شود تبدیل زیر به�صورت بالا نامعادله ٠ ≤ n ≤ m− ١ کنید فرض

∥V̄n+١∥ ⩽ max
t⩾٠

(
١ − hγ(t)

١ − hω(t)

)
. max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.

(٣)′ شرط به توجه با

١ + hγ(t)

١ + h | ω(t) |
⩽ ١ + hq | ω(t) |

١ + h | ω(t) |
⩽ ١ + hβq

١ + hβ
:= p < ١, ∀t ≥ ٠.

: داریم ،٠ ≤ n ≤ m− ١ وقتی�که بنابراین
∥V̄n+١∥ ⩽ p max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.

می�شود نتیجه ،n = m حالت برای

∥V̄m+١∥ ⩽ ∥V̄m∥+ hγ(tm+١)∥V̄١∥
١ − hω(tn+١)

⩽ p٢ max
−τ⩽t⩽٠

∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.

: داد نشان می�توان استقرا از استفاده با rm ≤ n ≤ (r + ١)m− ١ برای و
∥V̄m+١∥ ⩽ pr+١ max

−τ⩽t⩽٠
∥ϕ(t)− ϕ̃(t)∥.

r → ∞ ،n→ ∞ وقتی�که

∥V̄m+١∥ → ٠, (n→ ∞)

نتیجه در
∥un+١ − ũn+١∥ → ٠, (n→ ∞)

∥νn+١ − ν̃n+١∥ → ٠, (n→ ∞).



۴۶



۴ فصل

آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش

مقدمه ١.۴

نیمه روش یک که V IM ١ وردشی تکرار روش به�نام تکراری روشی توضیح و معرفی به فصل این در
مسئله دقیق جواب سری به که می�کند ایجاد توابع از دنباله یک روش این می�پردازیم. است، تحلیلی
استفاده جبری-تاخیری دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب یافتن برای روش این از ادامه در است. همگرا
خطی مسئله�های از وسیعی دسته حل برای بالا دقت با و به�آسانی می�تواند وردشی تکرار روش می�کنیم.
شود. تعیین دقیق جواب به بالا، همگرایی سرعت با و تقریبی طور به آنها جواب و رود کار به خطی غیر و

وردشی تکرار روش تحلیل ٢.۴

می�کنیم: بررسی را زیر فرم به غیرخطی تاخیری دیفرانسیل معادله اینجا در

Lu(t) = f(t, u(t), u(α(t))), ٠ ⩽ t ⩽ T, (١.۴)

زیر اولیه شرایط با

u(k)(٠) = uk٠ , k = ٠, ١, . . . , n− ١,

u(t) = ϕ(t), t ⩽ ٠ (٢.۴)

می�شود. تعریف L(.) = dn(.)
dtn

به�صورت دیفرانسیل عملگر که
زیر به�صورت می�توان را (١.۴) معادله همگرایی، تحلیل مطالعه و V IM تحلیل برای فصل این در

کرد: بازنویسی

Lu+Ru+N(u) = ٠, (٣.۴)

١Varitional iteration method



۴٨ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

به�طوری�که دارد وجود m١,m٢ > ٠ اعداد یعنی هستند، خطی کراندار عملگر�های R و L که
پیوسته ٢ شیتز لیپ شرط در N(u) خطی غیر عبارت و باشد. ∥Ru∥ ⩽ m٢∥u∥ ،∥Lu∥ ⩽ m١∥u∥

است. m > ٠ که ،|N(u)−N(ν)| ⩽ m|u− ν|,∀t ∈ J = [٠, T ] یعنی می�کند صدق
نوشت: زیر به�صورت ٣ تصحیح تابعک کمک به را (٣.۴) معادله جواب می�توان وردشی تکرار روش در

up = up−١ +

∫ t

٠
λ(τ)[Lup−١ +Rũp−١ +N(ũp−١)]dτ

با می�توان را می�باشد) pام مرتبه تقریب p (اندیس p ⩾ ٠ ،up متوالی تقریب�های که است واضح
می�آيد. به�دست می�شود، تعیین بهینه طور به وردشی تئوری از استفاده با که ۴ لاگرانژ ضریب ،λ تعیین
λ لاگرانژ ضریب ابتدا بنابراین است. δũp = ٠ یعنی گرفته، نظر در ۵ محدود تغییر به�عنوان را ũp تابع

می�شود. حاصل جز به جز انتگرال�گیری با که می�کنیم تعیین را
به�آسانی u u٠،جواب اولیه مقدار و لاگرانژ ضریب از استفاده با و up متوالی تقریب�های از استفاده با

می�شود. حاصل
می�آید: به�دست زیر رابطه از استفاده با دقیق جواب نتیجه در
u = lim

p→∞
up.

L عملگر مرتبه به که را حالتی منظور این برای بیابیم، را لاگرانژ ضریب چگونه می�کنیم بررسی حال
نظر در را L = d

dt
مسئله کلیت دادن دست از بدون می�گیریم. درنظر است، وابسته (٣.۴) معادله در

می�گیریم.
داریم: ،δũp = ٠ اینکه به توجه با و تصحیح تابعک پایداری شرط برقراری با

δup = δup−١ + δ

∫ t

٠
λ(τ)

[
dup−١

dτ
+Rũp−١ +N(ũp−١)

]
dτ

= δup−١ + [λ(τ)δup−١]τ=t −
∫ t

٠
λ′(τ)[δup−١]dτ = ٠,

نتیجه را زیر ایستایی شرایط بنابراین .δũp = ٠ یعنی است شده معرفی محدود تغییر یک δũp که
می�شود:

λ′(τ) = ٠,

١ + λ(τ)|τ=t = ٠, (۴.۴)

می�شود. نامیده ٧ بدیهی مرزی شرط معادله دومین و ۶ اویلر-لاگرانژ معادله ،(۴.۴) در معادله اولین
حاصل زیر وردشی تکرار فرمول حال می�آيد. به�دست λ(τ) = −١ لاگرانژ ضریب با معادله جواب

٢Lipschitz
٣Correction functional
۴Lagrange multiplier
۵Restricted variation
۶Euler-Lagrange
٧Natural boundary condition



۴٩ V IM همگرایی تحلیل .٣.۴

می�شود:

up = up−١ −
∫ t

٠
[Lup−١ +Rup−١ +N(up−١)]dτ. (۵.۴)

به�دست را جواب دیگر مؤلفه�های مستقیما می�توان (۵.۴) تکرار فرمول و اولیه تقریب از استفاده با
آورد.

V IM همگرایی تحلیل ٣.۴

می�کنیم. بررسی را می�شود، برده به�کار DDEغیرخطی حل برای که V IM روش ٨ بخشهمگرایی این در
کنیم. بررسی را می�آید به�دست V IM از استفاده با که متناوب دنباله همگرایی که است این اصلی نکته

می�شود.[١۶] تعریف زیر به�صورت ν[u(x)] تابعک تغییرات .١.٣.۴ تعریف

δν[u(x)] =

[
∂

∂α
ν[u(x) + αδu]

]
α=٠

,

است. α ∈ ℜ و u(x) تابع به وابسته تابعک ν[u(x)] که

مینیمم یا ماکزیمم u = u٠ در همچنین و باشد داشته تغییر ν[u(x)] تابعک اگر [١۶] .٢.٣.۴ قضیه
: داریم u = u٠ در آن�گاه باشد، داشته

δν = ٠,

است. تابعک تعریف دامنه در ٩ درونی نقطه u(x) که

حد با U در همگرا دنباله�ای {up} و ١٠ کراندار خطی عملگر یک A : U → V کنید فرض .٣.٣.۴ لم
. A(up) → A(u) ،V در که می�کند ایجاب U در up → u آن�گاه باشد، u

چون برهان.

∥Aup − Au∥V = ∥A(up − u)∥V ⩽ ∥A∥∥up − u∥U ,

بنابراین

lim
p→∞

∥Aup − Au∥ ⩽ ∥A∥ lim
p→∞

∥up − u∥U = ٠,

.A(up) → A(u) نتیجه در

٨Convergence
٩Interior point

١٠Bounded linear operator



۵٠ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

یکتایی قضیه ١.٣.۴

و α = (m٢ +m)T که دارد یکتا جواب ،٠ < α < ١ وقتی�که (٣.۴) غیر�خطی مسئله .۴.٣.۴ قضیه
شده�اند. تعریف بالا در m و m٢ ثابت

کرد: بازنویسی زیر فرم به می�توان را (٣.۴) معادله جواب برهان.
u = f(t)− L−١[Ru+N(u)],

تعریف L−١(.) =
∫ t

٠ (.)dt صورت به L−١ معکوس عملگر و Lu = ٠ همگن معادله جواب f(t) که
می�شود.

بالا معادله از استفاده با این�صورت در باشند، (٣.۴) معادله مختلف جواب دو u∗ و u کنید، فرض حال
می�آوریم: به�دست

|u− u∗| = | −
∫ t

٠
[R(u− u∗) +N(u)−N(u∗)]dt|

⩽
∫ t

٠
[|R(u− u∗)|+ |N(u)−N(u∗)|]dt ⩽ (m٢|u− u∗|+m|u− u∗|)T

⩽ α|u− u∗|

u = u∗ می�کند ایجاب |u−u∗| = ٠ آن�گاه ،٠ < α < ١ چون می�شود حاصل (١ −α)|u−u∗| ⩽ ٠

می�کند. کامل را برهان این و

بازنویسی زیر عملگر بصورت در را (۵.۴) معادله وردشی، تکرار روش همگرایی اثبات برای حال
می�کنیم:

up = A[up−١], (۶.۴)

می�شود: تعریف زیر بصورت به A عملگر که

A[u] = −
∫ t

٠
[Lu+Ru+N(u)]dτ.

همگرایی قضیه ٢.٣.۴

نگاشت یک A : X → X و ١١ باناخ فضای X که کنید فرض باناخ). ثابت نقطه (قضیه ۵.٣.۴ قضیه
که به�طوری باشد ١٢ غیرخطی

∥A[u]− A[ν]∥ ⩽ γ∥u− ν∥, ∀u, ν ∈ X,

با (۶.۴) دنباله براین علاوه دارد. یکتا ثابت نقطه A آن�گاه است، γ = (α +m١T ) < ١ ثابت برای
داشت: خواهیم و می�شود همگرا A در نقطه�ای به ،u٠ ∈ X دلخواه انتخاب با V IM روش از استفاده

∥up − uq∥ ⩽ γq

١ − γ
∥u١ − u٠∥. (٧.۴)

١١Banach space
١٢Nonlinear mapping



۵١ V IM همگرایی تحلیل .٣.۴

شده تعریف نرم با J روی پیوسته توابع همه باناخ فضای را (C[J ], ∥.∥) برهان.
∥f(t)∥ = max

t∈J
|f(t)|.

داریم: است. فضا این در ١٣ کوشی دنباله {up} کنیم ثابت .باید می�دهیم قرار

∥up − uq∥ = max
t∈J

|up − uq|

= max
t∈J

| −
∫ t

٠
[L(up−١ − uq−١) +R(up−١ − uq−١) +N(up−١)−N(uq−١)]dτ |

⩽ max
t∈J

∫ t

٠
[|L(up−١ − uq−١)|+ |R(up−١ − uq−١)|+ |N(up−١)−N(uq−١)|]dτ

⩽ max
t∈J

∫ t

٠
[(m١ +m٢ +m)(up−١ − uq−١)]dτ ⩽ γ∥up−١ − uq−١∥.

آن�گاه p = q + ١ کنید فرض
∥uq+١ − uq∥ ⩽ γ∥uq − uq−١∥ ⩽ γ٢∥uq−١ − uq−٢∥ ⩽ . . . ⩽ γq∥u١ − u٠∥.

داریم ١۴ مثلث نامساوی از

∥up − uq∥ ⩽ ∥uq+١ − uq∥+ ∥uq+٢ − uq+١∥+ . . .+ ∥up − up−١∥

⩽ [γq + γq+١ + . . .+ γp−١]∥u١ − u٠∥

⩽ γq[١ + γ + γ٢ + . . .+ γp−q−١]∥u١ − u٠∥ ⩽ γq
١ − γp−q−١

١ − γ
∥u١ − u٠∥.

بنابراین (١ − γp−q) < ١ بنابراین ،٠ < γ < ١ چون

∥up − uq∥ ⩽ γq

١ − γ
∥u١ − u٠∥.

.∥up − uq∥ → ٠ آن�گاه q → ∞ اگر بنابراین ∥u١ − u٠∥ <∞ اما
است. همگرا up دنباله بنابراین است C[J ] در کوشی دنباله {up} که می�گیریم نتیجه نهایت در

خطا تخمین ٣.٣.۴

می�شود: زده زیرتخمین به�صورت (٣.۴) مسئله up تقریب جواب ١۵ مطلق خطای ماکزیمم .۶.٣.۴ قضیه

max
t∈J

|uex − up| ⩽ β,

k = max
t∈J

|N(u٠)| و β = γqT [(m١+m٢)∥u٠∥+k]
١−γ

که به�طوری

١٣Cauchy sequence
١۴Triangle inequality
١۵Absolute error



۵٢ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

داریم: (٧.۴) نامعادله و (۵.٣.۴) قضیه از برهان.

∥up − uq∥ ⩽ γq

١ − γ
∥u١ − u٠∥,

نتیجه در و up → uex آن�گاه p→ ∞ چون

∥u١ − u٠∥ = max
t∈J

| −
∫ t

٠
[Lu٠ +Ru٠ +N(u٠)]dτ |

⩽ max
t∈J

∫ t

٠
[|Lu٠|+ |Ru٠|+N(u٠)|]dτ ⩽ T [(m١ +m٢)∥u٠∥+ k],

است: J بازه در مطلق خطای ماکزیمم بنابراین
∥uex − up∥ = max

t∈J
|uex − up| ⩽ β.

عددی مثال ۴.۴

را (NDDE) غیرخطی DDE و (LDDE) خطی DDE مسائل بعضی عددی رفتار بخش، این در
می�کنیم. بررسی وردشی تکرار روش از استفاده با

بگیرید: نظر در را زیر اول ١۶ مرتبه LDDE معادله .١.۴.۴ مثال
du(x)

dx
=

١
٢
e

x
٢ u(

x

٢
) +

١
٢
u(x), ٠ ⩽ x ⩽ ١, u(٠) = ١. (٨.۴)

است. مسئله دقیق جواب u(x) = ex که
کرده استفاده تصحیح تابعک از V IM روش از استفاده با (٨.۴) معادله حل برای

up+١ = up(x) +

∫ x

٠
λ(τ)

[
upτ −

١
٢
e

τ
٢ ũp(

τ

٢
)− ١

٢
ũp(τ)

]
dτ, p ⩾ ٠.

به�دست می�توان δu(٠) = ٠ این�که به توجه با و (δ) تصحیح تابعک ثابت در بالا معادله ضرب با و
آورد:

δup+١ = δup(x) + δ

∫ x

٠
λ(τ)

[
upτ −

١
٢
e

τ
٢ ũp(

τ

٢
)− ١

٢
ũp(τ)

]
dτ, p ⩾ ٠

= δup + [λ(τ)δup]τ=x −
∫ x

٠
λ′(τ)[δup]dτ = ٠,

می�شود: نتیجه زیر ایستایی شرایط که ،δũp = ٠ یعنی شده معرفی محدود تغییر δũp که

λ′(τ) = ٠,

١ + λ(τ)|τ=x = ٠

١۶Order



۵٣ عددی مثال .۴.۴

می�شود. حاصل λ(τ) = −١ معادله این جواب
: آورد به�دست می�توان را زیر وردشی تکرار فرمول حال

up+١ = up(x)−
∫ x

٠

[
upτ −

١
٢
e

τ
٢ up(

τ

٢
)− ١

٢
up(τ)

]
dτ, p ⩾ ٠. (٩.۴)

دیگر مؤلفه�های مستقیما می�توان ، تکرار فرمول از استفاده با و u٠(x) = u(٠) ١٧ اولیه تقریب با
آورد. به�دست را جواب

u٠(x) = ١, u١(x) = e
x
٢ +

١
٢
x, . . .

نمودار که همان�طور رسید. دقیق جواب به تقریب جمله پنج با می�توان مذکور، روش از استفاده با
می�دهد. نشان را [٠, ١] بازه در عددی جواب و دقیق جواب بین رفتار (١.۴)
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(١.۴.۴) مثال [٠, ١] بازه در عددی جواب و دقیق جواب بین خطای :١.۴ شکل

١٧Initial approximation



۵۴ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

بگیرید: نظر در را زیر دو درجه LDDE معادله .٢.۴.۴ مثال
d٢u(x)

dx٢ =
٣
۴
u(x)+u

(
x

٢

)
−x٢ + ٢, ٠ ⩽ x ⩽ ١, u(٠) = ١,

du(٠)
dx

= ٠. (١٠.۴)

است. مسئله دقیق جواب u(x) = x٢ که
می�کنیم: استفاده تصحیح تابعک از ،V IM روش از استفاده با (١٠.۴) معادله حل برای

up+١ = up(x) +

∫ x

٠
λ(τ)

[
upττ −

٣
۴
ũp(τ)− ũp(

τ

٢
) + τ ٢ − ٢

]
dτ, p ⩾ ٠.

می�شود: نتیجه ،δu(٠) = ٠ به�اینکه توجه با و تصحیح تابعک ثابت در ضرب با

δup+١ = δup(x) + δ

∫ x

٠
λ(τ)

[
upττ −

٣
۴
ũp(τ)− ũp(

τ

٢
) + τ ٢ − ٢

]
dτ

آید: می به�دست جز به جز انتگرال�گیری دوبار با

δup + [λ′(τ)δup − λ(τ)δu′(p)]τ=x +

∫ x

٠
λ′′(τ)[δup]dτ = ٠

می�شود: نتیجه زیر ایستایی شرایط ،δũp = ٠ اینکه به توجه با

λ′′(τ)|τ=x = ٠, ١ + λ′(τ)|τ=x = ٠, λ(τ)|τ=x = ٠

است. λ(τ) = τ − x معادله این جواب
آورد: به�دست می�توان را زیر وردشی تکرار فرمول حال

up+١ = up(x) +

∫ x

٠
(τ − x)

[
upττ −

٣
۴
up(τ)− up(

τ

٢
) + τ ٢ − ٢

]
dτ, p ⩾ ٠. (١١.۴)

مستقیما می�توان (١١.۴) تکرار فرمول از استفاده با و u٠(x) = u(٠) + xdu(٠)
dx

اولیه تقریب با
آورد. به�دست را جواب دیگر �های مؤلفه

u٠ = ٠, u١(x) = x٢ − ١
٢
x۴, u٢(x) = x٢ − ٠٫ ٠٠٢٢۵۶٩۴x۶, . . .

بگیرید. نظر در را زیر سوم مرتبه NDDE معادله .٣.۴.۴ مثال

d٣u(x)

dx٣ = −١ + ٢u٢(
x

٢
), u(٠) = ٠,

du(٠)
dx

= ١,
d٢u(٠)
dx٢ = ٠, ٠ ⩽ x ⩽ ١

(١٢.۴)
به�دست λ(τ) = −١

٢(τ − x)٢ لاگرانژ ضریب V IM روش از استفاده با (١٢.۴) معادله حل برای
داشت: خواهیم وردشی تکرار فرمول در λ(τ) جایگذاری با می�آید،

up+١(x) = up(x)−
∫ x

٠

١
٢
(τ − x)٢

[
upτττ − ٢u٢

p(
τ

٢
) + ١

]
dτ, p ⩾ ٠. (١٣.۴)



۵۵ عددی مثال .۴.۴
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(٢.۴.۴) ,٠]مثال ١] بازه در عددی جواب و دقیق جواب بین خطای :٢.۴ شکل

می�آید. به�دست u(x) جواب (١٣.۴) تکراری فرمول و u٠(x) = x اولیه تقریب از استفاده با
u = sin(x)

زمینه این در مثالی سپس می�پردازیم آن کابرد�های و ١٨ لوجستیک معادله معرفی به ابتدا اینجا در
می�دهیم. ارائه

است: زیر صورت به معادله کلی صورت

du(t)

dt
= ρu(t)(١ − u(t− r)), t > ٠, ρ > ٠. (١۴.۴)

فرض است. جمعیت رشد عمومی مدل معادله، این کاربردی نمونه لوجستیک: معادله کاربرد�های
لوجستیک منحنی دیگر می�دهد.کاربرد نشان را رشد نرخ ρ ثابت و زمان t و جمعیت اندازه u(t) کنید
این می�شود. استفاده تومورها رشد مدل�سازی در لوجستیک دیفرانسیل معادله که است، داروسازی در
اندازه u(t) کنید توجه شود. گرفته نظر در بوم�شناسی چارچوب در بالا استفاده تعمیم می�تواند کاربرد

است. t زمان در تومور

بگیرید. نظر در u(٠) = u٠, u٠ > ٠ اولیه شرایط با لوجستیک معادله .۴.۴.۴ مثال
می�آید: به�دست زیر وردشی تکرار فرمول V IM روش با (١۴.۴) معادله حل برای

up+١ = up(t)−
∫ t

٠
[upτ (τ)− ρup(τ)(١ − up(τ − r))]dτ.

١٨Logistic



۵۶ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴
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. (٣.۴.۴) مثال [٠, ١] بازه در عددی جواب و دقیق جواب بین خطای :٣.۴ شکل

r = ٠٫ ٠, ٠٫ ٢, ٠٫ ۴, ٠٫ ۶, ٠٫ ٨, ١, ٢, ٣, ۴, ۵ برای و u(t) = u٠
u٠+(١−u٠)e−ρt آن�گاه r = ٠٫ ٠ اگر

می�آوریم. به�دست شده، داده نشان نمودار در که همان�طور را u(t) مقدار
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(۴.۴.۴) مثال جواب خطای :۴.۴ شکل



۵٧ عددی مثال .۴.۴
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۵٨ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

تاخیری دیفرانسیل معادله حل برای آدومیان تجزیه روش ۵.۴

مثال چند حل و معادلات این�نوع حل برای ADM ١٩ آدومیان تجزیه روش تحلیل به ابتدا بخش این در
می�پردازیم. وردشی تکرار روش با مقایسه و عددی

روش تحلیل ١.۵.۴

بگیرید: نظر در زیر به�فرم DDE معادله

Ly(x) = f(x, y(x), y(g(x)), ٠ ≤ x ≤ ١ (١۵.۴)

y(i)(٠) = yi٠, i = ٠, ١, . . . , N − ١, (١۶.۴)

y(x) = ϕ(x), x ≤ ٠ (١٧.۴)

می�شود: تعریف زیر به�صورت L عملگر که

L(·) = dN(·)
dxN

.

می�آید: به�دست زیر به�صورت چند�گانه انتگرال�گیری با Lمعکوس عملگر
L−١(⋇) =

∫ x

٠
(⋇)dxNtimes,

می�آید: به�دست (١۵.۴) معادله روی L−١ کردن عمل با که

y(x) =
N−١∑
j=٠

αj

j!
xj + L−١(f(x, y(x), y(g(x))), (١٨.۴)

با y(x) مجهول تابع که کنید فرض آدومیان تجزیه روش در می�کند. توصیف را مرزی شرایط αj که
شود: بیان زیر بی�نهایت سری

y(x) =
∞∑
n=٠

yn(x), (١٩.۴)

می�شود. تعیین بازگشتی به�صورت yn(x) مولفه بنابراین
می�شود: تعریف زیر آدومیان چند�جمله�ای با f(x, y(x), y(g(x))) خطی غیر جمله این بر علاوه

f(x, y(x), y(g(x))) =
∞∑
n=٠

An, (٢٠.۴)

می�آيد: به�دست زیر صورت به که هستند آدومیان جمله�ای چند Anها که

An =
١
n!

dn

dλn

[
f

(
x,

∞∑
j=٠

λjyj(x),
∞∑
j=٠

λjyj(g(x))

)] ∣∣∣∣
λ=٠

.

١٩Adomian decomposition



۵٩ تاخیری دیفرانسیل معادله حل برای آدومیان تجزیه روش .۵.۴

داریم: (١٨.۴) معادله در (٢٠.۴) و (١٩.۴) جایگذاری با که

∞∑
j=٠

yn(x) =
N−١∑
j=٠

αj

j!
xj + L−١

(
∞∑
n=٠

An

)
,

شرایط از که جملاتی همه توسط y٠(x) صفرام مؤلفه ابتدا ،yn(x) n ≥ ٠ مؤلفه�های تعیین برای
دیگر مؤلفه�های دوم، باشد. موجود اگر اولیه جمله انتگرال�گیری از و می�آید به�دست x = ٠ نقطه در مرزی
معرفی زیر بازگشتی جملات با روش دیگر به�عبارت می�شود. تعیین قبلی مؤلفه�های از استفاده با y(x)

می�شود:

y٠(x) =
N−١∑
j=٠

αj

j!
xj, yn+١ = L−١(An), n ≥ ٠, (٢١.۴)

j = ٠, ١, . . . , N − ١ αj ثابت با را y(x) سری جواب y(x) از yn(x) مؤلفه�های تعیین برای
می�شود. بیان زیر قضیه با بالا تحلیل می�آید. به�دست نیست، مشخص هنوز که

تعیین (٢١.۴) تکرار�های با و (١٩.۴) سری با می�تواند (١۵.۴) فرم در DDE جواب .١.۵.۴ قضیه
شود.

کاربرد ٢.۵.۴

بگیرید: نظر در را اول مرتبه LDDE معادله .٢.۵.۴ مثال

dy(x)

dx
=

١
٢
e

x
٢ y(

x

٢
) +

١
٢
y(x), ٠ ⩽ x ⩽ ١, y(٠) = ١. (٢٢.۴)

است. مسئله دقیق جواب u(x) = ex که
داشت خواهیم (١.۵.۴) قضیه مطابق

y٠(x) = ١, yn+١(x) =

∫ x

٠

(
١
٢
e

x
٢ yn(

x

٢
) +

١
٢
yn(x)

)
dx, n ≥ ٠

از استفاده با شد ذکر قبلا که همان�طور می�آید به�دست روش این از استفاده با تکرار ١٣ از بعد جواب که
می�رسیم. جواب به تکرار ۵ از بعد وردشی تکرار روش

می�دهد. نشان را عددی جواب و دقیق جواب بین اختلاف زیر جدول

ADM روش عددی جواب و دقیق جواب بین اختلاف :١.۴ جدول

x مطلق خطای
٠٫ ٢ ٠٫ ٠
٠٫ ۴ ٢٫ ٢٢٠۴۴۶٠۴٩٢۵٠٣١e− ١۶
٠٫ ۶ ٢٫ ٢٢٠۴۴۶٠۴٩٢۵٠٣١e− ١۶
٠٫ ٨ ۶٫ ٢١٧٢۴٨٩٣٧٩٠٠٨٨e− ١۵
١٫ ٠ ١٫ ٠۶۵٨١۴١٠٣۶۴٠١۵e− ١٣



۶٠ آدومیان تجزیه و وردشی تکرار روش .۴

بگیرید نظر در را زیر LDDE دوم درجه معادله .٣.۵.۴ مثال

d٢y(x)

dx٢ =
٣
۴
y(x) + y(

x

٢
)− x٢ + ٢, ٠ ≤ x ≤ ١, , y(٠) = ٠, ,

dy(٠)
dx

= ٠.

داشت خواهیم موجود روش بردن به�کار با

y٠(x) = x٢ − x۴

١٢
, yn+١(x) =

∫ x

٠

∫ x

٠

(
٣
۴
yn(x) + yn(

x

٢
)

)
dxdx, n ≥ ٠

از بعد وردشی تکرار روش در دادیم نشان حالی�که در می�رسیم جواب به تکرار ٨ از بعد روش این در
می�رسیم. به�جواب تکرار ۵

ADM روش عددی جواب و دقیق جواب بین اختلاف :٢.۴ جدول

x مطلق خطای
٠٫ ٠ ٠٫ ٠
٠٫ ٢ ٠٫ ٠١٣٩
٠٫ ۴ ٠٫ ٠۵۵۵
٠٫ ۶ ٠٫ ٠۵۵۵
٠٫ ٨ ٠٫ ٢٢٢٠

١٫ ٠٠ ٠٫ ٠



۶١ نتیجه�گیری .۶.۴

نتیجه�گیری ۶.۴

علت به آدومیان روش به نسبت وردشی تکرار روش از حاصل نتایج که می�دهد نشان شده ارائه مثال�های
تعداد فقط نه که است این V IM روش درباره توجه قابل نکته یک هستند. عالی کمتر تکرار�های تعداد
می�رسیم. بالا دقت با جواب�هایی یا دقیق جواب به تکرار یک با خاص حالت در حتی یا کمتر تکرار�های
در آدومیان جمله�ای چند محاسبه از ناشی مشکلات بر می�تواند که است این V IM روش اصلی مزیت
مورد خطی�سازی برای اختلال روش در که کوچک پارامتر�های به V IM روش کند. غلبه ADM روش
معادلات در وسیع کاربرد�های حل برای کننده امیدوار خیلی روش یک V IM ندارد، نیاز نیز هستند نیاز

است. خطی غیر دیفرانسیل



آ� پیوست

متلب با آخر فصل مثال�های �کد

(١.۴.۴) مثال آ�.١

clear all;
close all
clc;
p=6;
u = sym('u', [1 p+1]);
syms x t;
u(1)=1;
u(2)=exp(x/2)+0.5*x;
for i=2:p

f=u(i);
up=diff(f,x);
upt=subs(up,t);
intf=upt-0.5*exp(t/2)*subs(f,x,t/2)-0.5*subs(f,x,t);
u(i+1)=u(i)-int(intf,t,0,x);

end
up=u(p+1);
te=0:0.02:1;
m=length(te);

for i=1:m
ua(i)=subs(up,x,te(i));



۶٣ (٢.۴.۴) مثال آ�.٢.

ue(i)=exp(te(i));
end
ee=abs(ua-ue);
plot(te,ee,'LineWidth',2)

xlabel('x');
ylabel('error(x)');
title('Eroor of Example 1');
figure

plot(te,ua,'r','LineWidth',2)
hold on
plot(te,ue,'LineWidth',2,'LineStyle',':')

(٢.۴.۴) مثال آ�.٢

clear all;
close all
clc;
p=6;
u = sym('u', [1 p+1]);
syms x t;
u(1)=0;
u(2)=x^2-0.5*x^4;
u(3)=x^2-0.00225694*x^6;
for i=3:p

f=u(i);
up=diff(f,x,2);
upt=subs(up,t);
intf=(t-x)*(upt-0.75*subs(f,x,t)-subs(f,x,t/2)+t^2-2);
u(i+1)=u(i)+int(intf,t,0,x);

end
up=u(p+1);
te=0:0.02:1;



۶۴ متلب با آخر فصل مثال�های �کد آ�.

m=length(te);

for i=1:m
ua(i)=subs(up,x,te(i));
ue(i)=(te(i))^2;
end
ee=abs(ua-ue);
plot(te,ee,'LineWidth',2)

xlabel('\bfx');
ylabel('\bferror(x)');
title('\bfEroor of Example 2');
figure

plot(te,ua,'r','LineWidth',2)
hold on
plot(te,ue,'LineWidth',2,'LineStyle',':')

(٣.۴.۴) مثال آ�.٣

clear all;
close all
clc;
syms x t;
u=x;
la=0.5*(t-x)^2;
for i=1:3

u=vpa(simplify(u),5);
a0=subs(u,x,t/2);
a1=subs(u,x,t);
a2=diff(a1,t,3);
a3=a2-2*a0^2+1;
f=la*a3;
I=int(f,t);clear f



۶۵ (۴.۴.۴) مثال آ�.۴.

s=subs(I,t,x)-subs(I,t,0);clear I
u=u-s;clear s

end
y=@(z)sin(z);
xx=0:0.02:1;
for i=1:length(xx);yu(i)=subs(u,x,xx(i));yy(i)=y(xx(i));end
plot(xx,abs(yy-yu),'LineWidth',2);
xlabel('x');
ylabel('error(x)');
title('Eroor of Example 5');

(۴.۴.۴) مثال آ�.۴

clear all;
close all
clc;
syms t tu;
r=[0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 3 4 5];
ro=0.5;
tt1=0:0.05:1;
tt2=0:0.05:6;
for j=1:11

u=sym(0.85);
for i=1:5

u=vpa(simplify(u),5);
a0=subs(u,t,tu);
a1=subs(u,t,tu-r(j));
a2=diff(a0,tu);
f=a2-ro*a0*(1-a1);
I=int(f,tu);clear f
s=subs(I,tu,t)-subs(I,tu,0);clear I
u=u-s;clear s

end
if j==1



۶۶ متلب با آخر فصل مثال�های �کد آ�.

y=@(z)(0.85/(0.85+(1-0.85)*exp(-ro*z)));
for i=1:length(tt1);

yu(i)=subs(u,t,tt1(i));
yy(i)=y(tt1(i));

end
elseif j>=2 && j<=6

for i=1:length(tt2);
y1(j-1,i)=subs(u,t,tt2(i));

end
else

for i=1:length(tt2);
y2(j-6,i)=subs(u,t,tt2(i));

end
end

end
figure('name','Eroor EX.6 whit r=0.0');
plot(tt1,abs(yu-yy),'b','LineWidth',2);
xlabel('x');
ylabel('error(x)');
title('Eroor of Example 6');
figure('name','EX.6 whit r=0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8');
for i=1:5

plot(tt2,y1(i,:),'LineWidth',2);
hold all

end
xlabel('x');
ylabel('u(x)');
title('Example 6 whit r=0.0 , 0.2 , 0.4 , 0.6 , 0.8');
text(2.5,1.023,'r=0.0 , 0.2 , 0.4 , 0.6 , 0.8');
text(3.5,1.01,'\downarrow');
figure('name','EX.6 whit r=1, 2, 3, 4, 5');
for i=1:5

plot(tt2,y2(i,:),'LineWidth',2);
hold all



۶٧ (٢.۵.۴) مثال آ�.۵.

end
xlabel('x');
ylabel('u(x)');
title('Example 6 whit r=1 , 2 , 3 , 4 , 5');
text(2.5,4.5,'r=1 , 2 , 3 , 4 , 5');
text(3.1,4.1,'\downarrow');

(٢.۵.۴) مثال آ�.۵

clear all;
format long g
syms x;
y{1,1} = 1;
y_approx = y{1,1};
n = 12;
for i=1:n

clc; disp(i);
f =simplify ( (1/2) * exp( x / 2) * subs( y{1,i} , x , x/2 ) + (1/2) * y{1,i} );
y{1,i+1} = int( f , x , 0 , x);
y_approx = y_approx + y{1,i+1};

end
disp( collect( vpa( y_approx , 10 ) ) );
y_exact = @(x) exp(x);
X = [ 0.2 0.4 0.6 0.8 1];
for i=1:length(X)

Y_approx(i) = subs( y_approx , x , X(i) );
Y_exact(i) = y_exact( X(i) );

end
Er = abs( eval(Y_approx) - Y_exact );
disp(Er');

(٣.۵.۴) مثال آ�.۶

clear all;



۶٨ متلب با آخر فصل مثال�های �کد آ�.

syms x;
y{1,1} = x^2 - x^4/12;
y_approx = y{1,1};
n = 7;
for i=1:n

clc; disp(i);
f = subs( y{1,i} , x , x/2 ) + (3/4) * y{1,i};
y{1,i+1} = int( int( f , x , 0 , x) , x , 0 , x );
y_approx = y_approx + y{1,i+1};

end
disp( collect( vpa( y_approx , 5) ) );
y_exact = @(x) x^2;

X = [ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1];
for i=1:length(X)

Y_approx(i) = eval( subs( y_approx , x , X(i) ) );
Y_exact(i) = y_exact( X(i) );

end
disp(Y_approx');
disp(Y_exact');
Er = abs( Y_approx - Y_exact );
disp(Er');
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Aabstract

Modeling electrical, power, chemical and mechanical, is described by a specific set of
differential and algebraic equations called the differential-algebraic equations when these
systems are exposed to delay. For example in the electrical and power systems this delay
appears in the result of the internal interconnections of the circuits and transmission lines
or when simulating the chemical processes while modeling the pipe flow.// With regard to
the numerous applications of the delayed differential-algebraic equations, analyzing and
presenting appropriate solutions to these equations is important, but so far few studies
have been conducted on the structure of these equations and their solutions. This pa-
per first introduces the differential-algebraic equations and then the asymptotic stability
of differential-algebraic equations and linear and nonlinear algebraic delay and considers
asymptotic stability for numerical methods such as multi-step, Runge-Kutta, θ method
and… . Finally the semi-analytical variational iteration and Adomian decomposition meth-
ods are used to solve these equations.
keywords: Differential-algebraic equation, Delay differential-algebraic equation; Varia-
tional iteration method; Asymptotic stability;Adomian decomposition method
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