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چൊیده
هار موجک عددی روش از استفاده با تغییرات حساب و بهینه کنترل مسائل حل به پایان�نامه این در
و هار موجک تغییرات، حساب و بهینه کنترل مساله معرفی مقدمه، بیان شامل اول فصل می�پردازیم.
از استفاده با سپس می�کنیم معرفی را مسیر کوتاهترین مساله دوم، فصل در است. نیاز مورد تعاریف
خواهیم بررسی مساله سه برای را عددی نتایج فصل پایان در و می�پردازیم آن حل به هار موجک روش
روش از استفاده با که می�باشد ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله معرفی شامل سوم فصل کرد.
مسیر بهینه�سازی مساله عددی نتایج فصل پایان در همچنین است شده حل فصل این در هار موجک
نرم�افزارهای از استفاده با مسائل این عددی نتایج که است ذکر شایان است. شده داده نشان اسکارا ربات
رسم ٧.١٢ متلب نرم�افزار با پایان�نامه این سرتاسر در نمودارها و است آمده به�دست گمز و ١١ لینگو

شده�اند.

بازوی ربات مسیر، کوتاهترین غیرخطی، برنامه�ریزی کالوکیشن، نقاط هار، موجک کلیدی: کلمات
ماهر.
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١ فصل

لازم مقدمات و مفاهیم

کنترل نظریه بر مقدمه�ای ١.١

در سیستم است. سیستم یک وضعیت تحلیل و تجزیه هدف، کاربردی، ریاضیات شاخه�های بیشتر در
برای و می�شوند مرتبط هم به معلولی و علت روابط بوسیله که است اشیایی مجموعه از عبارت اینجا
از بسیاری در وسیعی کاربرد تعریف این می�کنند. تولید گوناگونی خروجی�های متفاوت، ورودی�های
موتور مانند مکانیکی برقی ماشین�های و فولادسازی شیمیایی، کارخانجات در مثال به�عنوان زمینه�ها
را سیستم�ها این دینامیکی رفتار که است شده داده نشان کنترل نظریه در می�کند. پیدا هواپیما یا اتومبیل
نماییم. بیان دیفرانسیل١ معادلات شکل به به�خصوص و ریاضی نامعادلات یا معادلات شکل به می�توانیم
خود جای در مبحث این که باشد پیچیده بسیار است ممکن سیستم�ها این برای ریاضی مدل ساختن البته
دینامیکی خواص بر حاکم ریاضی معادلات که می�کنیم فرض اینجا در است. برخوردار زیادی اهمیت از
انتخاب طوری کنترل�ها است لازم سیستم یک کنترل برای باشد. شده تعیین قبل از بررسی، مورد سیستم
برحسب معمولا که کنند برآورد را سیستم قبول قابل عملکرد نحوه به مربوط ریاضی معادلات که شوند
جواب�های محاسبه البته می�شوند. بیان جهش حداکثر و قرار زمان صعود، زمان نظیر زمانی مشخصه�های
مساله می�توانیم مثال به�عنوان است. پیچیده عموما غیرخطی دیفرانسیل معادلات به�خصوص معادلات
انتخاب اینجا در ما هدف بگیریم، نظر در می�کند پرتاب زمین حول مداری به را ماهواره یک که راکتی

دهند. انجام سوخت مینیمم با را انتقال این که است کنترل�هایی
از: است عبارت راکت حرکت بر حاکم معادله

m
dV

dt
= F + Fext,

نیروهای Fext و می�شود تولید راکت بوسیله که پرتاب نیروی F آن، سرعت V راکت، جرم m آن در که
:[٧] داریم همچنین می�شوند. وارد راکت به محیط از که هستند خارجی

١Differential Equations

١



٢ لازم مقدمات و مفاهیم .١

| F |= c

m
β,

(زاویه پرتاب واقعی زاویه٢ φ اگر است. سوخت مصرف نرخ β = −dm

dt
و اگزوز نسبی سرعت c که

از: عبارتند حرکت معادلات آنگاه باشد، افق) و راکت محور بین

dv١
dt

=
cβ

m
cosφ,

dv٢
dt

=
cβ

m
sinφ−mg,

عبارت سوخت مینیمم مصرف مساله است. شده اختیار Fext = (٠,−mg)T و V = (v١, v٢)
T که

که به�قسمی برساند ȳ نظر مورد ارتفاع به اولیه نقطه از را راکت که φ و β کنترل�های انتخاب از است
از: است عبارت شده مصرف سوخت شود. مینیمم مصرفی سوخت مقدار

I =

∫ T

٠
β dt,

است. ȳ به رسیدن زمان T که

تغییرات حساب بر مقدمه�ای ٢.١

ملکه دیدو۴ دارد. وکار سر مینیمم و ماکزیمم مسائل با که است آنالیز از اي شاخه تغییرات٣ حساب
که را زمینی تمام که بود شده داده قول او به بود. مواجه مساله�ای چنین با که بود کسی اولین کارتاژ
نازک رشته�های به را طناب او منظور این برای نماید. تصاحب می�تواند کند، محدود طنابی قطعه با
محیط که مختلف هندسی سطوح بین در که بود این مساله آنگاه زد، گره بهم را آن�ها و تقسیم مختلف
یونان به مربوط تغییرات حساب مساله تاریخچه داشت. خواهد را مساحت بزرگترین کدام دارند ثابتی
تاریخی مساله انجامید. طول به� میلادی هفده قرن تا زمینه این در اروپا زیاد پیشرفت ولی است، قدیم
منحنی یک به او گردید. ارائه برنولی توسط ١۶٩۶ سال در و است بارچیستوچرون۵ مساله دیگر، جالب
بدون و ثقل نیروی (تحت آن در جسمی که داشت احتیاج قائم صفحه در B و A ثابت نقطه دو بین
A بین مستقیم خط نبود. بدیهی مسأله این جواب بیاید. پایین به زمان مینیمم ودر بلغزد اصطکاک)
مناسب شکل�های به سیمی مهره�های سراندن با تجربی به�طور را مطلب این نیست، مسأله جواب B و
می�گیرند قرار جستجو مورد که منحنی�هایی بارچیستوچرون، و دیدو مساله دو هر در دریافت. می�توان
به مربوط توجه مورد مسائل از برخی نتیجه در بپذیرد. را خود نهایت مقدار معیاری که می�شوند باعث

از: عبارت�اند تغییرات حساب شاخه

نقطه، دو بین فاصله کوتاهترین کردن پیدا -
٢Angle
٣Calculus of variations
۴Dido
۵Barchistochrone



٣ هار موجک بر مقدمه�ای .٣.١

دوران از حاصل سطح به�طوری�که xy صفحه در واقع منحنی�های همه بین منحنی یک کردن پیدا -
باشد. مینیمم x محور حول آن

پایین سمت به بالاتر نقطه از ای گلوله اگر که طوري به کند وصل را نقطه دو که خمی کردن پیدا -
باشد. مینیمم شده طی زمان کند حرکت

هار موجک بر مقدمه�ای ٣.١

پونتریاگین٧ و تغییرات۶ حساب روش�های از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل کلاسیک، روش در
و کتاب�ها در منظور همین به هستند، مشکلاتی و محدودیت�ها دارای روش�ها این است[١١]. متداول
جایگزینی روش است. آمده بهینه کنترل مسائل حل برای متفاوتی محاسباتی روش�های علمی مقالات
سری هار موجک است. هار٨ موجک عددی روش گیرد، قرار بررسی مورد پایان�نامه این در است قرار که
اولین موجک نوع این می�شود. شناخته موجک نوع اولین و ساده�ترین به�عنوان که است توابع از خاصی
توابع است. شده ارائه منظم[١] پالس�های جفت از شکلی برای هار٩ آلفرد توسط ١٩١٠ سال در بار
i = ٠,١, · · · , {٠,

√
٢i,−

√
٢i} مجموعه�ی از را خود مقادیر که هستند متعامد١١ مجموعه�ای هار١٠

باعث موضوع این مشتق�ناپذیرند. ناپیوستگی نقاط در و ناپیوسته�اند هار توابع می�کنند[١۴]. اختیار
این بر غلبه راه یک شود. غیرممکن دیفرانسیل معادلات حل برای موجک این مستقیم کاربرد که می�شود
توسط معادله در موجود مشتق درجه بالاترین روش این در است. انتگرال�گیری روش از استفاده مشکل
معادله یک به دیفرانسیل معادله یک تبدیل اساس بر روش این اصلی ایده می�شود. داده بسط هار سری
زیر این در توابع و می�شود تقسیم یکسان طول با بازه�هایی زیر به زمانی بازه روش این در است. جبری١٢
به�صورت که می�شود گفته کالوکیشن١۴ نقاط بازه�ها زیر این میانی نقاط به می�شوند. زده تقریب بازه�ها١٣

می�شود. بیشتر آمده به�دست جواب دقت نقاط این تعداد افزایش با و می�یابند افزایش تصاعدی

۶Variational Calculus
٧Pontryagin
٨Haar Wavelets
٩Alfred Haar

١٠Haar Functions
١١Orthogonal Set
١٢Algebraic Equations
١٣Subintervals
١۴Collocation



۴ لازم مقدمات و مفاهیم .١

بهینه کنترل مساله کلی شکل ۴.١

موجک عددی روش از استفاده با که می�کنیم، معرفی را بهینه١۵ کنترل مساله یک کلی شکل بخش این در
اگر می�پردازیم. آن حل به هار

x١(t), x٢(t), · · · , xn(t),

و t زمان در حالت متغیر�های
u١(t), u٢(t), · · · , um(t),

اول١۶ مرتبه دیفرانسیل معادله n با می�تواند دینامیکی سیستم آنگاه باشند، t زمان در کنترل متغیر�های
شود: بیان زیر به�صورت

ẋ١(t) = g١(x١(t), x٢(t), · · · , xn(t), u١(t), u٢(t), · · · , um(t), t),

ẋ٢(t) = g٢(x١(t), x٢(t), · · · , xn(t), u١(t), u٢(t), · · · , um(t), t),

...

ẋn(t) = gn(x١(t), x٢(t), · · · , xn(t), u١(t), u٢(t), · · · , um(t), t),

(١.١)

آن در که

x =


x١

x٢
...
xn

 ,

و حالت١٧ فضای به�نام بعدی n مختصات محورهای

u =


u١

u٢
...
um

 ,

به�صورت می�تواند کلی حالت در سیستم وضعیت معادلات آنگاه می�شود، تعریف کنترل mمتغیر از برداری
شود: نوشته زیر

ẋ = g(t, x, u) ta ≤ t ≤ tb,

x(ta) = xa x(tb) = xb,
(٢.١)

١۵Optimal Contorol Problem
١۶First-Order Differential Equations
١٧State Space



۵ تغییرات حساب مساله کلی شکل .۵.١

از است عبارت بهینه کنترل مساله نتیجه در است. نهایی حالت x(tb) و اولیه حالت x(ta) آن در که
کند: مینیمم یا ماکزیمم را زیر تابعی و کرده صدق (٢.١) در که (x, u)T کردن پیدا

I =

∫ tb

ta

f٠(t, x(t), u(t))dt. (٣.١)

دینامیکی سیستم�های کنترل�پذیری ١.۴.١

یک که کنیم، پیدا u(t) مانند کنترلی تابع بتوانیم t ∈ [t٠, tf ] محدود زمان در اگر [٧] .١.۴.١ تعریف
را سیستم آن آنگاه برساند، xf مطلوب نهایی وضعیت به x٠ اولیه وضعیت از را (٢.١) مانند سیستم

می�نامیم. کنترل�پذیر١٨

که زمانی زیرا است، مهم بسیار سیستم یک کنترل�پذیری که باشیم داشته توجه باید .٢.۴.١ ملاحظه
تابع کردن حداقل با مطلوب نهایی وضعیت به اختیاری اولیه وضعیت از سیستم انتقال هدف با مسائلی

است. جواب وجود لازم شرط سیستم کنترل�پذیری می�نماییم، مطالعه را مشخص، هدف

سیستم کنترل��پذیری برای کافی و لازم [٧]شرط .٣.۴.١ قضیه

{
ẋ = Ax+ bu,

y = cTx,
(۴.١)

که: است آن است، سطری بردار c و n× ١ بردار b ،n× n ماتریس A آن در که

rank(Q = [b | Ab | · · · | An−١]) = n.

می�نامیم. سیستم کنترل�پذیری ماتریس را Q [٧]ماتریس .۴.۴.١ تعریف

تغییرات حساب مساله کلی شکل ۵.١

به�صورت تابعی� مقادیر که است y = y(x) مانند مسیری کردن پیدا تغییرات، حساب مساله

J =

∫ b

a

F (y, y′, x)dx, (۵.١)

و A(a, α) بین مسیری y = y(x) و است x و y′(= dy

dx
) ،y از تابعی F آن در که کند، اکسترمم را

که است B(b, β)

y(a) = α, y(b) = β.

١٨Controllability



۶ لازم مقدمات و مفاهیم .١

اویلر-لاگرانژ معادله ١.۵.١

به�طور کنید فرض و کند اکسترمم را (۵.١) تابعی که می�خواهیم y = y(x) مانند مسیری کنید فرض
می�شود: تعریف زیر به�صورت که باشد آن مجاور منحنی یک Cϵ و مطلوب منحنی y٠(x) برابر C٠ مثال

yϵ(x) = y٠(x) + ϵη(x), (۶.١)

η(a) = η(b) = ٠ شرط در باید که است x از مشتق�پذیر دلخواه تابع η(x) و کوچک پارامتر ϵ آن در که
(۶.١) معادله پس می�شوند. ختم B به و شده شروع A از منحنی دو هر شویم مطمئن تا کند، صدق
بهینه منحنی ϵ = ٠ مقدار دارند. بستگی ϵ مقدار به که می�کند تولید را Cϵ مجاور منحنی�های از کلاسی
نقطه، دو بین طول کوتاهترین با منحنی یک کردن پیدا مساله به ساده، مثال یک به�عنوان می�دهد. را C٠

می�شود: داده زیر به�صورت C٠ بهینه منحنی می�دانیم می�پردازیم. (١,١)T و (٠,٠)T

y٠(x) = x, ٠ ≤ x ≤ ١.

بسازیم: زیر به�صورت را Cϵ مجاور منحنی�های خانواده می�توانیم ،η(x) = x(١− x) انتخاب با
yϵ(x) = x+ ϵx(١− x), ٠ ≤ x ≤ ١.

می�شود: داده زیر به�صورت کلی مساله در Cϵ مسیر بر J مقدار حال

J =

∫ b

a

F (y٠ + ϵη, y′٠ + ϵη′, x)dx, (٧.١)

.J = J(ϵ) یعنی است، ϵ پارامتر از تابعی J ،y(x)مفروض تابع برای ،η′ = dη

dx
و y′ = dy

dx
آن در که

مقادیر که می�کنیم انتخاب به�قسمی را Cϵ ولی .dJ
dϵ

= ٠ باید شود اکسترمم ،J مقادیر این�که برای
نوشت: زیر به�صورت می�توان را شرط پس آیند. به�دست ϵ = ٠ به�ازای اکسترمم

dJ

dϵ
|ϵ=٠ = ٠. (٨.١)

داریم: آنگاه می�گیریم، مشتق ϵ به نسبت (٧.١) رابطه از

dJ

dϵ
=

∫ b

a

{ηFy(y٠ + ϵη, y′٠ + ϵη′, x) + η′Fy′(y٠ + ϵη, y′٠ + ϵη′, x)}dx, (٩.١)

آن در که

Fy =
∂F

∂y
, Fy′ =

∂F

∂y′
.

می�کنیم: استفاده نسبی مشتق برای زنجیری قاعده از اینجا در
dF

dϵ
=

∂F

∂y

dy

dϵ
+

∂F

∂y′
dy′

dϵ
= ηFy + η′Fy′ ,

زیرا
y = y٠ + ϵη و y′ = y′٠ + ϵη′.

می�گیریم: نتیجه (٨.١) شرط به توجه با



٧ تغییرات حساب مساله کلی شکل .۵.١

∫ b

a

{ηFy(y٠ + ϵη, y′٠ + ϵη′, x) + η′Fy′(y٠ + ϵη, y′٠ + ϵη′, x)}dx = ٠,

داریم: ∫بنابراین b

a

(ηFy + η′Fy′)dx = ٠, (١٠.١)

می�کنیم: محاسبه جزء به جزء انتگرال از استفاده با را دوم جمله (١٠.١) در

ηFy′|ba +
∫ b

a

{ηFy − η
d

dx
(Fy′)}dx = ٠,

η(b)Fy′ |x=b − η(a)Fy′|x=a +

∫ b

a

{ηFy − η
d

dx
(Fy′)}dx = ٠, (١١.١)

داریم: (١١.١) رابطه برای آنگاه η(a) = η(b) = ٠ چون ∫و b

a

η{Fy −
d

dx
(Fy′)}dx = ٠. (١٢.١)

شرط در که η(x) مشتق�پذیر توابع تمام به�ازای رابطه این
η(a) = η(b) = ٠,

داریم. نیاز زیر لم به اکنون است. برقرار می�کنند صدق

بر f اگر است. η(a) = η(b) = ٠ و مشتق�پذیر a ≤ x ≤ b بر η(x) تابع کنید فرض .١.۵.١ لم
باشیم: داشته η(x)ها این برای و باشد پیوسته a ≤ x ≤ b∫ b

a

f(x)η(x)dx = ٠,

.f = ٠ ،a ≤ x ≤ b بر آنگاه

داریم: شود، استفاده (١٣.١) رابطه مورد در (١.۵.١) لم اگر

Fy −
d

dx
(Fy′) = ٠, (١٣.١)

اکسترمم مقادیر که y(x) مسیرهای باید و است، معروف لاگرانژ) اویلر (یا اویلر معادله به رابطه این که
کنند. صدق آن در می�دهند را J تابعی

می�کند: پیدا خاصی صورت�های باشد y و x از مستقل F تابع وقتی (١٢.١) اویلر معادله

باشد. y از مستقل F (الف)
می�شود: نتیجه (١٣.١) رابطه از صورت این در

d

dx
(Fy′) = ٠,

با است برابر آن انتگرال که

Fy′ = .(ثابت) (١۴.١)



٨ لازم مقدمات و مفاهیم .١

تابع که کنید تعیین به�قسمی را y(x) منحنی .٢.۵.١ مثال

J =

∫ b

a

(y′٢ + ١)dx,

.y(١) = ٢ ،y(٠) = ١ که صورتی در شود اکسترمم
داریم: (١۴.١) طبق نتیجه در است، y از مستقل F = (١+y′٢) انتگرال زیر تابع اینجا در حل:

d

dx
(Fy′) = ٠ =⇒ ٢y′ = A,

داریم: مجدد انتگرال�گیری با و

y =
Ax

٢ +B,

باید کند صدق y(١) = ٢ و y(٠) = ١ شرایط در y(x) آن�که برای است، ثابت عدد B آن در که
بود: خواهد زیر راست خط به�صورت بهینه منحنی نتیجه در ،A = ٢ و B = ١ باشیم داشته

y = x+ ١.

داریم: باشد، x از مستقل F (ب)

dF

dx
=

∂F

∂y

dy

dx
+

∂F

∂y′
dy′

dx
+

∂F

∂x

= y′Fy + y′′Fy′ . (١۵.١)

داریم: (١۵.١) رابطه از Fy حذف برای (١٣.١) اویلر معادله از استفاده با

dF

dx
= y′

d

dx
(Fy′) + y′′Fy′ =

d

dx
(y′Fy′), (١۶.١)

داریم: (١۶.١) رابطه از انتگرال�گیری با و

F − y′Fy′ = .(ثابت) (١٧.١)

،a) می�گذرد xy صفحه در (a, c) و (٠, b) نقاط از y = y(x) مسطح منحنی یک .٣.۵.١ مثال
منحنی دارد. قرار xها محور بالای منحنی و است.) b ̸= c همچنین هستند مثبت ثابت�های c bو
مساحت مینیمم با دوار رویه�ای کند دوران xها محور حول وقتی که کنید تعیین به�قسمی را y(x)

کند. تولید
می�شود: محاسبه زیر به�صورت دوار رویه مساحت حل:

A =

∫
٢πyds = ٢π

∫ a

٠
y[١+ ( dy

dx
)٢]

١
٢dx.



٩ آنالیز و توپولوژی در اساسی مفاهیم .۶.١

عبارت انتگرال تابع شود. مینیمم انتگرال این که می�کنیم تعیین به�قسمی را y(x) منحنی بنابراین

مورد رادر (١٧.١) معادله می�توانیم نتیجه در است x از مستقل که F = y(١ + y′٢)
١
٢ از است

داریم: آنگاه بریم، کار به آن

y(١+ y′٢)
١
٢ − y′٢

y

(١+ y′٢)
١
٢
= A,

می�شود: تبدیل زیر به�صورت کردن ساده از پس که

y٢ = A١)٢+ y′٢),

یا

y′ = dy
dx

= ١
A
(y٢ − A٢)

١
٢ ,

∫یا
dy

(y٢ − A٢)
١
٢
=

∫
١
A
dx,

داریم: انتگرال�گیری از پس که

cosh−١( y
A
) = x

A
+B,

یا

y = A cosh( x
A
+B).

بگذرد. (a, c) و (٠, b) از منحنی که می�شوند انتخاب به�قسمی انتگرال�گیری ثابت�های آن در که

استفاده با و می�گیریم نظر در تغییرات حساب مساله یک قالب در را مسیر کوتاهترین مساله دو فصل در
می�پردازیم. آن عددی حل به هار موجک روش از

آنالیز و توپولوژی در اساسی مفاهیم ۶.١

می�پردازیم. است شده استفاده آن از نامه پایان این در که تعاریفی بیان به خلاصه به�طور بخش این در

زوج�های همه مجموعه X × Y دکارتی١٩ حاصلضرب باشند، مجموعه دو Y و X اگر .١.۶.١ تعریف
.y ∈ Y و x ∈ X که است (x, y) مرتب

به X از رابطه یک R اگر است. X × Y از مجموعه زیر یک Y به X از رابطه٢٠ یک .٢.۶.١ تعریف
هستند. زیر به�صورت رابطه�ها مهمترین کنیم. استفاده (x, y) ∈ R جای به را xRy می�توانیم باشد، Y

١٩Cartesian Product
٢٠Relation



١٠ لازم مقدمات و مفاهیم .١

که است X روی R رابطه ،X روی هم�ارزی رابطه یک هم�ارزی٢١: رابطه�های •
،xRx ،x ∈ X هر برای

،yRx اگر تنها و اگر xRy

.xRz آن�گاه xRy و yRz اگر
کلاس�های از مجزایی اجتماع X است. {y ∈ X : xRy} مجموعه x عنصر هم�ارزی٢٢ کلاس

است. هم�ارزی

ترتیب٢٣. رابطه�های •

برای که خاصیت این با است Y به X از R رابطه یک f : X → Y نگاشت٢۴ نگاشت�ها: •
تعریف y = f(x) حالت این در ،xRy به�طوری�که دارد وجود y ∈ Y یکتای عنصر x ∈ X هر

می�کنیم.

می�شود. نامیده ٢۵ تابع باشد، آن مجموعه زیر یک یا C مجموعه Y که زمانی نگاشت یک .٣.۶.١ تعریف

همگنی اصل در اگر تنها و اگر است x از خطی تابع f .۴.۶.١ تعریف
f(αx) = αf(x).

جمع�پذیری اصل در نیز و باشد صادق ،αx ∈ X به�قسمی�که α ∈ R عدد هر و x ∈ X هر به�ازای
f(x١ + x٢) = f(x١) + f(x٢).

نماید. صدق x١ + x٢ ∈ X و x١, x٢ ∈ X هر به�ازای

به�طوری�که ∗ : G×G → G نگاشت با همراه G اعضای از است مجموعه�ای ٢۶ گروه .۵.۶.١ تعریف

عضو این ،e ∗ g = g ∗ e = g باشیم داشته g ∈ G تمام برای که باشد موجود چنان e ∈ G عضو .١
گوییم. G گروه خنثی٢٧ عضو را

،h ∗ g = g ∗h = e به�طوری�که باشد موجود h ∈ G منحصربه�فرد٢٨ عضو g ∈ G عضو هر برای .٢
می�دهیم. نشان g−١ با را آن و نامیده g وارون٢٩ را h عضو

∗ عمل به نسبت یعنی ،g ∗ (h ∗ j) = (g ∗ h) ∗ j باشیم داشته G در j و h ،g کلیه برای .٣
باشند. شرکت�پذیر٣٠

٢١Equivalence Relations
٢٢Equivalence Class
٢٣Order Relations
٢۴Mapping
٢۵Function
٢۶Group
٢٧Neutral Element
٢٨Unique Element
٢٩Inverse
٣٠Associative



١١ آنالیز و توپولوژی در اساسی مفاهیم .۶.١

g ∗ h = باشیم داشته g, h ∈ G کلیه برای اگر به�علاوه می�دهیم. نشان (G, ∗) با را گروه صورت این در
گوییم. (تعویض�پذیر) جابجایی٣١ گروه یک را G آن�گاه h ∗ g

. : F×F → F و + : F×F → F عمل دو با همراه F اعضای از مجموعه�ای میدان .۶.۶.١ تعریف
همانی عضو با جابجایی گروهی (F,+) به�طوری�که می�شوند، نامیده ضرب و جمع ترتیب به که است
را میدانی چنین می�باشند. واحد٣٢ یعنی یک همانی عضو با جابجایی گروهی نیز (F − {٠}, .) و صفر

می�دهیم. نشان (F,+, .) به�صورت

مجموعه�ای می�شود.) نامیده اسکالر آن اعضای (که F میدان روی ٣٣ برداری فضای یک .٧.۶.١ تعریف
طوری�که: به می�نامیم بردار٣۴ را آن اعضای که است V مانند

عضو باشد. جابجایی گروهی (V,+) و نامیده جمع را آن که + : V × V → V مانند نگاشتی
نامیده اسکالر٣۵ ضرب که را F × V → V نگاشت همچنین می�دهیم. نشان ٠̄ با را گروه این همانی
نشان fV به�صورت V ∈ V و f ∈ F هر برای را V و F اسکالر ضرب می�کنیم. تعریف می�شود،

است: زیر خواص دارای اسکالر ضرب U, V ∈ U و a, b ∈ F کلیه برای می�دهیم.

برداری)، جمع روی اسکالر ضرب (توزیع a(U + V ) = aU + aV .١

اسکالر)، جمع روی برداری ضرب (توزیع (a+ b)V = aV + bV .٢

اسکالر)، ضرب (شرکت�پذیری a(bV ) = (a.b)V .٣

،١V = V .۴

،٠V = ٠̄ .۵

می�دهیم. نشان (V, F ) با را برداری فضای چنین

فضای یا (و داخلی ضرب فضای را مختلط٣۶ اعداد میدان روی V برداری فضای .٨.۶.١ تعریف
هر برای به�طوری�که باشد، داشته وجود ⟨., .⟩ × V → C چون تابعی گاه هر می�نامیم ( هیلبرت شبه

باشیم: داشته ،a ∈ C و U, V,W ∈ V

،V = ٠ اگر تنها و اگر ⟨V, V ⟩ = ٠ و ⟨U, V ⟩ ≥ ٠ .١

،⟨U, V +W ⟩ = ⟨U, V ⟩+ ⟨U,W ⟩ .٢

،⟨aU, V ⟩ = a⟨U, V ⟩ .٣
٣١Commutative
٣٢Identity Element
٣٣Vector Space
٣۴Vector
٣۵Scalar Multiplication
٣۶Complex Number



١٢ لازم مقدمات و مفاهیم .١

است. مختلط اعداد در مزدوج عمل بالایی خط که ،⟨U, V ⟩ = ⟨V, U⟩ .۴

گوییم. داخلی ضرب را ⟨., .⟩ تابع

هر برای هرگاه می�شود نامیده کشی (V,C) داخلی ضرب فضای در (Vj)j∈N دنباله .٩.۶.١ تعریف
.d(Vm, Vn) ≤ ϵ باشیم داشته m,n ≥ N هر برای که شود یافت چنان N در ,Nای ϵ > ٠

باشد. همگرا٣٩ آن در کشی٣٨ دنباله هر گاه هر گوییم کامل را داخلی٣٧ ضرب فضای .١٠.۶.١ تعریف

گوییم. هیلبرت۴٠ فضای را کامل داخلی ضرب فضای .١١.۶.١ تعریف

به�صورت را [a, b] بازه برای L٢[a, b] فضای .١٢.۶.١ تعریف

L٢([a, b]) = {f :

∫
[a,b]

| f |٢< ∞}.

می�کنیم. تعریف

است عبارت X روی مجموعه�ها از جبری باشد، مجموعه یک X ̸= ϕ می�کنیم فرض .١٣.۶.١ تعریف
کند: صدق زیر شرط دو در به�طوری�که X مجموعه�های زیر از A غیر�تهی خانواده از

،∪n
k=١Ek ∈ A آن�گاه E١, . . . , En ∈ A اگر . ١

.Ec ∈ A آنگاه E ∈ A اگر . ٢

برای Ek ∈ A اگر یعنی باشد. بسته شمارش�پذیر اجتماع تحت هرگاه می�گوییم، σ-جبر را X روی جبر
.∪∞

k=١Ek ∈ A آنگاه ،k ∈ N هر

رویσ-جبر اندازه را [٠,∞) بتوی A از µ تابع باشد، σ-جبر یک A ⊆ X کنید فرض .١۴.۶.١ تعریف
هرگاه: می�نامیم A

،µ(ϕ) = ٠ . ١

داریم: نتیجه در ، Ek ∩ El = ϕ باشیم داشته k ̸= l هر برای و k ∈ N, Ek ∈ A کنید فرض .٢
می�نامیم.) E مجموعه� اندازه را µ(E) ) µ(∪∞

k=١Ek) =
∑∞

k=١ µ(Ek)

فضای را (X,A) باشد، (X,A) اندازه µ و X مجموعه روی σ-جبر یک A اگر .١۵.۶.١ تعریف
می�نامیم. پذیر۴١ اندازه

٣٧Inner Product Space
٣٨Cauchy
٣٩Convergent
۴٠Hilbert Space
۴١Measurable Space



١٣ آنالیز و توپولوژی در اساسی مفاهیم .۶.١

E ⊆ ∪∞
α=١Gα و X باز مجموعه�های زیر از خانواده�ای {Gα}∞α=١ می�کنیم فرض .١۶.۶.١ تعریف

می�نامیم. X متریک فضای در E مجموعه باز پوشش را {Gα}∞α=١ باشد.

E باز پوشش هر اگر می�گوییم فشرده مجموعه را X متریک فضای از E مجموعه زیر .١٧.۶.١ تعریف
�باشد. داشته متناهی باز پوشش زیر یک

باشند. اندازه�پذیر فضا�های (Y,N) و (X,M) تابع، یک f : X → Y می�کنیم فرض .١٨.۶.١ تعریف
باشیم: داشته E ∈ N هر برای اگر گوییم اندازه�پذیر۴٢ را f تابع

f−١(E) ∈ M.

دنباله�ای اگر می�گوییم لبگ۴٣ انتگرال را است شده تعریف R روی که f اندازه�پذیر تابع .١٩.۶.١ تعریف
کند: صدق زیر شرط دو در به�طوری�که باشد داشته وجود (fn) توابع از

،
∑∞

n=١
∫
| fn |< ∞ .١

.f(x) =
∑∞

n=١ fn(x) ∀x ∈ R s.t.
∑∞

n=١ | fn |< ∞ .٢

به�صورت f انتگرال ∫آنگاه
f =

∞∑
n=١

∫
fn,

می�شود. تعریف

اگر می�شود گفته موضعی۴۴ انتگرال�پذیر است، شده تعریف R روی که f تابع .٢٠.۶.١ ∫تعریف b

a

f,

باشد. موجود −∞ < a < b < ∞ هر برای

به�صورت E مشخصه۴۵ تابع ،E ⊆ X و باشد اندازه�پذیر فضای (X,A) فرضمی�کنیم .٢١.۶.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر

χE =

{
٠, x /∈ E,

١, x ∈ E.

موضعی انتگرال�پذیر تابعی χS مشخصه تابع اگر می�شود گفته اندازه�پذیر S مجموعه .٢٢.۶.١ تعریف
باشد.

۴٢Measurable
۴٣Lebesgue Integral
۴۴Locally Integrable
۴۵Characteristic Function



١۴ لازم مقدمات و مفاهیم .١

باشد انتگرال�پذیر تابعی χS مشخصه تابع اگر باشد، اندازه�پذیر مجموعه S کنید فرض .٢٣.۶.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت µ(S) آنگاه

µ(S) =

∫
χS,

آن�گاه: نباشد انتگرال�پذیر χS اگر

µ(S) = ∞.

اگر گوییم، ۴۶ متعامد [a, b] فاصله در را {u٠(x), u١(x), u٢(x), · · · } توابع مجموعه .٢۴.۶.١ تعریف
باشیم: داشته

∫ b

a

um(x)un(x) dt

{
= ٠, m ̸= n,

> ٠, m = n.

هار موجک توابع ٧.١

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را هار توابع .١.٧.١ تعریف

H(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١,

H(١, t) =
{

١, ٠ ⩽ t < ١
٢ ,

−١, ١
٢ ⩽ t < ١,

H(٢, t) =


√
٢, ٠ ⩽ t < ١

۴ ,

−
√
٢, ١

۴ ⩽ t < ١
٢ ,

٠, ١
٢ ⩽ t < ١,

H(٣, t) =


٠, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,√
٢, ١

٢ ⩽ t < ٣
۴ ,

−
√
٢, ٣

۴ ⩽ t < ١.

داریم: کلی به�طور

H(٢p + n− ١, t) =


√
٢p J١ ≤ t ≤ J ١

٢
,

−
√
٢p J ١

٢
≤ t ≤ J٠,

٠ صورت این غیر در .

۴۶Orthogonal



١۵ هار موجک توابع .٧.١

آن در که

Ju =
n− u

٢p , u = ٠, ١٢ ,١,

p = ٠,١,٢,٣, . . . , n = ١,٢,٣, . . . ,٢p.

را اصلی هار توابع ویژگی تمام گویا۴٩ هار توابع کردند[٢١]. گویا را هار توابع ریس۴٨ و لینچ۴٧
می�دهیم. نمایش RH با را آن�ها و دارند

بازه�ی روی و می�کنند اختیار {١,٠−,١} مجموعه�ی از را خود مقادیر گویا هار توابع .٢.٧.١ تعریف
می�شوند[١٠]: تعریف زیر به�صورت [٠,١)

RH(r, t) =


١, J١ ⩽ t < J ١

٢
,

−١, J ١
٢
⩽ t < J٠,

٠, صورت این غیر در

آن در که

Ju =
j − u

٢i , u = ٠, ١٢ ,١,

است: زیر به�صورت j, i پارامترهای و r مقدار و

r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, . . . , j = ١,٢,٣, . . . ,٢i.

می�شود: تعریف زیر به�صورت i = j = ٠ برای RH(٠, t)

RH(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١.

که دارد وجود پدر موجک با متناسب هار مادر موجک نوعی متناظرا دارد، نام پدر موجک RH(٠, t)
می�شود: تعریف زیر به�صورت

RH(١, t) =


١, ٠ ≤ t < ١

٢ ,

−١, ١
٢ ≤ t < ١,

٠, صورت این غیر در

(١.١) شکل در می�توانیم را r = ٠,١,٢, · · · ,٧ برای گویا هار توابع دیگر و مادر هار موجک نمودار
ببینیم[١۵].

۴٧Lynch
۴٨Reis
۴٩Rationalized Haar Functions



١۶ لازم مقدمات و مفاهیم .١
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r = ٠,١,٢, ...,٧ برای RH(r, t) نمودار :١.١ شکل

گویا هار توابع تعامد ویژگی ١.٧.١

در و است شده تشکیل زمانی بازه طول در مخالف علامت با ثابت مقدار جفت یک از هار موجک هر
داریم[١٠]: نتیجه در می�باشد. صفر برابر صورت این ∫غیر ١

٠
RH(r, t)RH(v, t)dt =

٢−i, r = v,

٠, r ̸= v,

آن در که
v = ٢n +m− ١, n = ٠,١,٢,٣, · · · , m = ٠,١,٢,٣, · · · ,٢n.

تشکیل بنابراین هستند، کامل متعامد مجموعه�ای گویا هار توابع مجموعه�ی که می�دهد نشان رابطه این
بازه در انتگرال�پذیر تابع هر بتوانیم که می�شود باعث گویا هار توابع ویژگی این می�دهند. متعامد پایه یک

بزنیم. تقریب هار دنباله�های با را [٠,١) زمانی

هار توابع با توابع تقریب ٢.٧.١

L[٠,١]٢ هیلبرت فضای در کامل متعامد مجموعه�ای گویا هار توابع مجموعه شد اشاره که همان�طور
F مانند پیوسته تابع هر تقریب برای بنابراین می�شوند. تعریف τ ∈ [٠,١) زمانی بازه�ی در که هستند
خطی تبدیل از استفاده با را [t٠, tf ] مانند زمانی بازه�ی هر ابتدا است لازم فضا این در گویا هار توابع با

کنیم: تبدیل [٠,١) زمانی بازه�ی به زیر
t = [(tf − t٠)τ + t٠]. (١٨.١)



١٧ هار موجک توابع .٧.١

می�تواند F مانند پیوسته تابع هر تبدیل این از بعد است. نهایی زمان tf و ابتدایی زمان t٠ آن در که
:[١٠] شود زده تقریب گویا هار توابع با زیر به�صورت

F(t) =
∞∑
r=٠

arRH(r, t). (١٩.١)

می�آید: به�دست زیر به�صورت ar باشد معلوم F تابع اگر

ar = ٢i

∫ ١

٠
FRH(r, t)dt, r = ٠,١,٢, · · · ,

r = ٠, i = j = ٠ برای r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, · · · , j = ١,٢,٣, · · · ,٢i آن ر د که
i = می�کنیم فرض متناهی سری یک به سری این تبدیل برای است. نامتناهی (١٩.١) سری است.

داریم: نتیجه در می�شود، محدود اولش جمله�ی K به سری جملات بنابراین باشد، ٠,١,٢, · · · , α

F(t) ≃
K−١∑
r=٠

arRH(r, t) = ATΦ(t), (٢٠.١)

که
K = ٢α+١, α = ٠,١,٢,٣, · · ·

نمایش زیر به�صورت را آن�ها و می�نامیم گویا هار توابع بردار را Φ(t) و گویا هار توابع ضرایب بردار را A
می�دهیم:

A = [a٠, a١, · · · , aK−١]
T ,

Φ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕK−١(t)]
T ,

که
ϕr(t) = RH(r, t), r = ٠,١,٢, · · · , K − ١.

می�دهیم نمایش زیر به�صورت را آن�ها و می�نامیم کالوکیشن نقاط را موجک بازه زیر بین در موجود نقاط
:[٢٠]

tl =
l − ٠٫ ۵

K
, l = ١,٢, · · · , K.

می�توان می�شود. گسسته�سازی مساوی فاصله�های با بازه�هایی زیر به تابع کالوکیشن نقاط این انتخاب با
بردارهای از ترکیبی هار، ماتریس به�عنوان Φ̂K×K فرضمی�کنیم مشخصکرد. نقاط این در را Φ(t) بردار

داریم: بنابراین باشد. کالوکیشن نقاط در Φ(t)

Φ̂K×K = [Φ(t١),Φ(t٢), · · · ,Φ(tK)]

=


ϕ٠(t١) ϕ٠(t٢) · · · ϕ٠(tK)

ϕ١(t١) ϕ١(t٢) · · · ϕ١(tK)
... ... . . . ...

ϕK−١(t١) ϕK−١(t٢) · · · ϕK−١(tK)


K×K

(٢١.١)



١٨ لازم مقدمات و مفاهیم .١

:[١٣] است زیر به�صورت اول موجک هشت هار ماتریس مثال به�عنوان
Φ̂٨×٨ = [Φ(t١),Φ(t٢), · · · ,Φ(t٨)]

=



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ −١ −١ −١ −١
١ ١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١


.

(٢٢.١)

Φ̂K×K ماتریس همچنین هستند. کالوکیشن نقاط در هار توابع مقادیر (٢٢.١) ماتریس درایه�های
شود: بیان زیر به�صورت می�تواند

Φ̂K×K = [Φ(
١
٢K ),Φ(

٣
٢K ), · · · ,Φ(٢K − ١

٢K )]. (٢٣.١)

داریم: (٢٠.١) سری و (٢٣.١) رابطه� از استفاده با

[F(
١
٢K ),F(

٣
٢K ), · · · ,F(

٢K − ١
٢K )] = AT Φ̂K×K . (٢۴.١)

نتیجه: در
AT = [F(

١
٢K ),F(

٣
٢K ), · · · ,F(

٢K − ١
٢K )]Φ̂−١

K×K . (٢۵.١)

بنویسیم: زیر به�صورت می�توانیم را (٢۵.١) رابطه�ی انتها در

AT = [F(t١),F(t٢), · · · ,F(tK)]Φ̂
−١
K×K ,

که

Φ̂−١
K×K = (

١
K

)Φ̂T
K×Kdiag(١,١,٢,٢٢, · · · ,٢٢︸ ︷︷ ︸

٢٢

,٢٣, · · · ,٢٣︸ ︷︷ ︸
٢٣

, · · · , K٢ , · · · , K٢︸ ︷︷ ︸
K

٢

). (٢۶.١)

انتگرال�گیری عملگر ماتریس ٣.٧.١

آن�ها از انتگرال�گیری یا مشتق�گیری که داریم کار و سر روابطی با بهینه کنترل مسائل حل در همیشه
موج�های از مشتق�گیری زده�ایم تقریب هار موجک با را توابع که سیستم�هایی برای است. اجتناب�ناپذیر
بیان زیر به�صورت و می�دهد نتیجه خطی توابعی آن�ها از انتگرال�گیری حالی�که در نیست امکان�پذیر پله�ای

:[١٣] می�شود

∫ t

٠
Φ(t′)dt′ ≃ PΦ(t). (٢٧.١)



١٩ هار موجک توابع .٧.١

0 1
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, ))
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∫ 0t
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φ 1
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(φ
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, ))
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 φ
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(t

, )d
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t
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0

1/8
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∫ 0t
 φ

4
(t

, )d
t,

t
0 1/2 1

0

1/8

1/2

∫ 0t
 φ

5
(t

, )d
t,

t

0 1/2 1
0

1/8

1/2

∫ 0t
 φ

6
(t

, )d
t,

t
0 1/2 1

0

1/8

1/2
∫ 0t

 φ
7
(t

, )d
t,

t

r = ٠,١, . . . ,٧ برای ϕr(t) انتگرال توابع نمودار :٢.١ شکل

:[١٣] می�آید به�دست زیر به�صورت و است انتگرال�گیری۵٠ عملگر ماتریس ،PK×K ماتریس آن در که

PK×K =
١
٢K

 ٢KPK
٢ ×K

٢
−Φ̂K

٢ ×K
٢

Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
٠

 , (٢٨.١)

(٢۶.١) و (٢١.١) رابطه�های از ترتیب به Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
و Φ̂K

٢ ×K
٢
و P١×١ = [١٢ ] ،Φ̂١×١ = [١] به�طوری�که

است: زیر به�صورت P٨×٨ هشت مرتبه انتگرال�گیری عملگر ماتریس مثال به�عنوان می�آیند. به�دست

P٨×٨ =
١
۶۴



٣٢ −١۶ −٨ −٨ −۴ −۴ −۴ −۴
١۶ ٠ −٨ ٨ −۴ −۴ ۴ ۴
۴ ۴ ٠ ٠ −۴ ۴ ٠ ٠
۴ −۴ ٠ ٠ ٠ ٠ −۴ ۴
١ ١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠


. (٢٩.١)

زیر به�صورت است، شده رسم (٢.١) شکل در که را ϕr(t), r = ٠,١, · · · ,٧ توابع از انتگرال�گیری
:[۴] می�دهیم نمایش

۵٠Operational Integration Matrix



٢٠ لازم مقدمات و مفاهیم .١

∫ t

٠
ϕ٠(t

′) dt′ = t, ٠ ⩽ t < ١ ≃ ١
١۶
[
١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵

]
, (٣٠.١)

∫ t

٠
ϕ١(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,

١− t, ١
٢ ⩽ t < ١,

≃ ١
١۶
[
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١

]
,(٣١.١)

∫ t

٠
ϕ٢(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

۴ ,
١
٢ − t, ١

۴ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶
[
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]
,(٣٢.١)

∫ t

٠
ϕ٣(t

′) dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ٣

۴ ,

١− t, ٣
۴ ⩽ t < ١,

≃ ١
١۶
[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١

]
,(٣٣.١)

∫ t

٠
ϕ۴(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٨ ,
١
۴ − t, ١

٨ ⩽ t < ١
۴ ,

≃ ١
١۶
[
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]
,(٣۴.١)

∫ t

٠
ϕ۵(t

′) dt′ =

{
t− ١

۴ ,
١
۴ ⩽ t < ٣

٨ ,
١
٢ − t, ٣

٨ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶
[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١

]
,(٣۵.١)

∫ t

٠
ϕ۶(t

′) dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ۵

٨ ,
٣
۴ − t, ۵

٨ ⩽ t < ٣
۴ ,

≃ ١
١۶
[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠

]
,(٣۶.١)

∫ t

٠
ϕ٧(t

′) dt′ =

{
t− ٣

۴ ,
٣
۴ ⩽ t < ٧

٨ ,

١− t, ٧
٨ ⩽ t < ١,

≃ ١
١۶
[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١

]
.(٣٧.١)

داریم: (٣٧.١) و (٣٠.١) روابط ادغام با

∫ t

٠
Φ̂٨×٨(t

′) dt′ ≃ ١
١۶



١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١


. (٣٨.١)

همان که می�آید به�دست P٨×٨ ماتریس (٢٧.١) رابطه�ی در (٣٨.١) و (٢٢.١) روابط جایگذاری با اکنون
است. (٢٩.١) ماتریس



٢١ هار موجک روش از استفاده با کلی حالت در بهینه کنترل مسائل حل .٨.١

روش از استفاده با کلی حالت در بهینه کنترل مسائل حل ٨.١
هار موجک

می�شوند: تعریف زیر به�صورت کلی حالت در که می�دهیم[٣]، قرار بررسی مورد را بولزا۵١ مسائل اینجا در

min J = ϕ(tf , Xf ) +

∫ tf

t٠

L(t,X(t), U(t))dt, (٣٩.١)

subject to

Ẋ = G(t,X(t), U(t)), t ∈ [t٠, tf ], (۴٠.١)

S(t,X(t), U(t)) ≤ ٠, t ∈ [t٠, tf ], (۴١.١)

X(t٠) = X٠, X(tf ) = Xf , (۴٢.١)

n×١ بردار G کنترل، متغیرهای از ١×mبعدی بردار U حالت، متغیرهای از بعدی n×١ بردار X که
حالت متغیرهای است. زمان متغیر t و بعدی q × ١ بردار S پیوسته، مشتق�پذیر به�طور توابع از بعدی
از اسکالر تابع ϕ همچنین هستند. X(tf ) = Xf و X(t٠) = X٠ معلوم نهایی و اولیه شرایط دارای
متغیر و X حالت متغیر زمان، از اسکالر تابع L(t,X(t), U(t)) و Xf متغیرحالت و tf نهایی زمان

است. U کنترل

بازه تبدیل ١.٨.١
تبدیل از دلیل همین به� می�شوند، تعریف τ ∈ [٠,١] بازه روی گویا هار توابع کردیم بیان که همان�طور
تبدیل [٠,١) بازه�ی به را [t٠, tf ] بازه�ی تا می�کنیم استفاده t = (tf − t٠)τ + t٠, t ∈ [t٠, tf ] خطی

داریم: نتیجه در کنیم.

min J = ϕ(tf , Xf )+∫ t١

t٠
L
(
(tf − t٠)τ + t٠, X((tf − t٠)τ + t٠), U((tf − t٠)τ + t٠)

)
d((tf − t٠)τ + t٠), (۴٣.١)

subject to

Ẋ((tf − t٠)τ + t٠) = G((tf − t٠)τ + t٠, X((tf − t٠)τ + t٠), U((tf − t٠)τ + t٠)), (۴۴.١)

S((tf − t٠)τ + t٠, X((tf − t٠)τ + t٠), U((tf − t٠)τ + t٠)) ≤ ٠, (۴۵.١)

X(t٠) = X٠, X(tf ) = Xf . (۴۶.١)

می�کنیم: تعریف ،(۴۶.١) -(۴٣.١) مساله کردن ساده برای حال

X((tf − t٠)τ + t٠) = x(τ), (۴٧.١)

U((tf − t٠)τ + t٠) = u(τ). (۴٨.١)

۵١Bolza



٢٢ لازم مقدمات و مفاهیم .١

داریم: همچنین

Ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
dX((tf − t٠)τ + t٠)

dt
=

dX((tf − t٠)τ + t٠)

dτ
.
dτ

dt
, (۴٩.١)

=⇒ Ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
dx(τ)

dτ
.
dτ

dt
. (۵٠.١)

داریم: طرفی از

dt = d((tf − t٠)τ + t٠) = (tf − t٠)dτ =⇒ dτ

dt
=

١
(tf − t٠)

. (۵١.١)

داریم: (۵٠.١) در (۵١.١) جایگذاری با نهایت در

Ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
ẋ(τ)

(tf − t٠)
. (۵٢.١)

می�آوریم: به�دست را زیر بهینه کنترل مساله (۴۶.١) -(۴٣.١) مساله در بالا تبدیلات جایگذاری با حال

min J = ϕ(١, Xf ) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
L((tf − t٠)τ + t٠, x(τ), u(τ))dτ, (۵٣.١)

subject to

ẋ(τ) = (tf − t٠)G((tf − t٠)τ + t٠, x(τ), u(τ)), (۵۴.١)

S((tf − t٠)τ + t٠, x(τ), u(τ)) ≤ ٠, (۵۵.١)

x(٠) = X٠, x(١) = Xf , τ ∈ [٠,١). (۵۶.١)

مستقیم کالوکیشن ٩.١

هار گسسته�سازی ١.٩.١

عملگر ماتریس و هار موجک از استفاده با تابع یک تقریب چگونگی (٢.٧.١) بخش در که همان�طور
کالوکیشن به�صورت را هار گسسته�سازی روش می�خواهیم بخش این در کردیم، بیان را آن انتگرال�گیری
با ،[٠,١) بازه�ی روش این در استاندارد بازه�ی کنیم. استفاده بهینه کنترل مسائل حل برای مستقیم

است: زیر به�صورت کالوکیشن نقاط مجموع

τl =
l − ٠٫ ۵

K
, l = ١,٢, · · · , K,

توان، افزایش با و است دو از توانی به�صورت K است. گسسته�سازی در کالوکیشن نقاط تعداد K که

[٠,١) زمانی بازه�ی روی ١
K

مساوی فواصل با کالوکیشن نقاط می�یابد. افزایش نیز کالوکیشن نقاط
نقطه K در هار موجک توابع با را u(τ) کنترل متغیرهای و ẋ(τ) حالت متغیرهای مشتق دارند. قرار



٢٣ مستقیم کالوکیشن .٩.١

می�زنیم: تقریب زیر به�صورت کالوکیشن

ẋ(τ) ≈ CT
x Φ(τ), (۵٧.١)

u(τ) ≈ CT
u Φ(τ), (۵٨.١)

که
CT

x = [Cx١, Cx٢, · · · , CxK ], CT
u = [Cu١, Cu٢, · · · , CuK ]. (۵٩.١)

x(τ)حالت متغیر (٣.٧.١) بخش در شده تعریف P انتگرال�گیری عملگر ماتریس از استفاده با همچنین
بزنیم: تقریب زیر به�صورت می�توانیم را

x(τ) =

∫ τ

٠
ẋ(τ ′)dτ ′ + x٠ =

∫ τ

٠
CT

x Φ(τ
′)dτ ′ + x٠ = CT

x PΦ(τ) + x٠. (۶٠.١)

هار ماتریس کالوکیشن، نقطه K در Φ(t) ماتریس توسیع از شده، بیان (٣.٧.١) بخش در که همان�طور
داریم: نتیجه در می�آید. به�دست Φ̂K×K = [Φ(t١),Φ(t٢), · · · ,Φ(tK)] ،K ×K

ẋ(τl) = CT
x Φ(τl), u(τl) = CT

u Φ(τl) x(τl) = CT
x PΦ(τl)+x٠ l = ١, · · · , K. (۶١.١)

ضرب از استفاده با کالوکیشن نقطه هر در می�توانیم را متغیرها از هریک که می�دهد نشان (۶١.١) روابط
بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن متناظر ستون در ضرایب بردار

غیرخطی برنامه�ریزی ٢.٩.١

غیرخطی برنامه�ریزی متغیرهای می�کنیم، استفاده بهینه کنترل مسائل در هار کالوکیشن روش از که هنگامی
شکل به� کنترل متغیرهای و حالت متغیرهای مجهول ضرایب بردار از مجموعه�ای به�صورت می�توان را

کرد: بیان زیر

x̃ = [Cx١, Cx٢, · · · , CxK , Cu١, Cu٢, · · · , CuK ]
T . (۶٢.١)

و (۶٠.١) ،(۵٨.١) هار موجک�های عبارت به�صورت x(τ) و u(τ) ،ẋ(τ) جایگذاری با بنابراین
داریم: (۵٣.١) هدف تابع در (۶١.١)

J ≈ ϕ(١, Xf ) + (t٠ − tf )

∫ ١

٠
L((CT

x PΦ(τ) + x٠), C
T
u Φ(τ), (tf − t٠)τ + t٠)dτ. (۶٣.١)

بنویسیم: زیر به�صورت را (۶٣.١) می�توانیم دارند ثابتی مقدار زمانی بازه هر در هار موجک�های چون

J ≈ ϕ(١, Xf ) +
(t٠ − tf )

K

K∑
l=١

L((tf − t٠)τl + t٠, (C
T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)), (۶۴.١)

(۵۴.١) محدودیت�های در (۶١.١) هار عبارت�های به�صورت x(τ) و u(τ) ،ẋ(τ) جایگذاری با همچنین
داریم: (۵۵.١) و

CT
x Φ(τl) ≈ (tf − t٠)G((tf − t٠)τl + t٠, (C

T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)) (۶۵.١)

S((tf − t٠)τl + t٠, (C
T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)) ≤ ٠. (۶۶.١)



٢۴ لازم مقدمات و مفاهیم .١

بنابراین نیستند tf و t٠ نهایی و اولیه زمان شامل کالوکیشن نقاط مجموعه که باشیم داشته توجه باید
:[٢٠] نوشت زیر به�صورت می�توان را آن�ها به مربوط حالت متغیرهای

x٠ = x(τ١)−
ẋ(τ١)

٢K , xf = x(τK) +
ẋ(τK)

٢K . (۶٧.١)

داریم: نتیجه در

x٠ = CT
x PΦ(τ١) + x٠ −

CT
x Φ(τ١)

٢K ,

xf = CT
x PΦ(τK) + x٠ +

CT
x Φ(τK)

٢K .

(۶٨.١)

عددی مثال�های ١٠.١

را شده�اند زده تقریب مستقیم کالوکیشن از استفاده با که را بهینه کنترل مساله دو جوابهای بخش این در
می�کنیم. بیان

حرکت برای tf زمان مینیمم یافتن منظور به را بارچیستوچرون مساله ریاضی حالت در .١.١٠.١ مثال
داشته را زیر محدودیت�های سیستم که زمانی ،[xf , yf ] انتهایی نقطه به [x٠, y٠] شروع نقطه از مهره یک

می�گیریم: درنظر باشد،
ẋ =

√
٢g(y٠ − y) cosu,

ẏ =
√
٢g(y٠ − y) sin u,

متغیرهای دادن قرار با می�کند. عمل مساله این برای کنترل متغیر به�عنوان و است منحنی شیب زاویه u که
به�صورت J = tf کردن مینیمم مساله محدودیت�های هار، عبارت�های برای کنترل متغیرهای و حالت

می�شود: نوشته زیر
CT

x Φ(τl) = (tf − t٠)
√
٢g(y٠ − (CT

y PΦ(τ) + y٠)) cos(C
T
u Φ(τl)),

CT
y Φ(τl) = (tf − t٠)

√
٢g(y٠ − (CT

y PΦ(τ) + y٠)) sin(C
T
u Φ(τl)), l = ١ · · ·K.

(۶٩.١)
بنویسیم: زیر به�صورت می�توانیم را مساله مرزی شرایط همچنین

x٠ = CT
x PΦ(τ١) + x٠ −

CT
x Φ(τ١)

٢K , y٠ = CT
y PΦ(τ١) + y٠ −

CT
y Φ(τ١)

٢K ,

xf = CT
x PΦ(τK) + x٠ +

CT
x Φ(τK)

٢K , yf = CT
y PΦ(τK) + y٠ +

CT
y Φ(τK)

٢K ,

(٧٠.١)

به�صورت مساله این تحلیلی جواب هستند. غیرخطی برنامه�ریزی متغیرهای همه tf و CT
u ،CT

y ،CT
x که

می�شود: بیان زیر
x(θ) = R(θ − sin θ),

y(θ) = R(١− cos θ),

u(t) =
t

٢

√
g

R
− π

٢ ,

(٧١.١)



٢۵ عددی مثال�های .١٠.١

(١.١٠.١) مثال مسیر منحنی :٣.١ شکل

با مساله عددی جواب آوردن به�دست برای است. منحنی شیب زاویه θ و مهره یا دایره شعاع R که
می�کنیم. فرض (١٠,−۵)T را انتهایی نقطه و (٠,٠)T را مبدا نقطه هار، گسسته�سازی روش از استفاده
برای هار گسسته�سازی از استفاده با u(t) حالت متغیرهای و x(t) حالت متغیرهای برای حاصل نتایج
همچنین شده�اند. داده نمایش (۴.١) و (٣.١) شکل�های در ترتیب به مجزا، کالوکیشن نقطه ٣٢ و ١۶
در J∗ یعنی تحلیلی جواب هدف تابع مقدار و J یعنی هار روش هدف تابع مقدار بین مطلق خطای

است. شده داده نمایش (۵.١) شکل

بگیرید: نظر در را زیر بهینه کنترل مساله .٢.١٠.١ مثال

min J = tf ,

subject to

ẋ١ = x٢,

ẋ٢ = u,

x(٠)١ = x١٠ = ١, x(٠)٢ = x٢٠ = ٣,

x١(tf ) = ٠, x٢(tf ) = ٠,

و است کنترل متغیر u است. رفته کار به کران�ها مینیمم و ماکزیمم با بنگ - بنگ کنترل آن در که



٢۶ لازم مقدمات و مفاهیم .١

(١.١٠.١) مثال کنترل متغیرهای مقادیر منحنی :۴.١ شکل

:[٢] است زیر به�صورت مساله این برای تحلیلی می�شود.جواب محدود |u(t)| ≤ ١ −به�صورت t٢

٢ + x٢٠.t+ x١٠, t < t١,

t٢

٢ − tf .t+
t٢f
٢ , t > t١,−t+ x٢٠, t < t١,

t− tf , t > t١,−١, t < t١,

١, t > t١,

که
t١ = x٢٠ +

√
٠٫ ۵x٢٢٠ + x١٠,

tf = ٢t١ − x٢٠,

نقطه هار، گسسته�سازی روش از استفاده با بالا بهینه کنترل مساله بهینه جواب آوردن به�دست برای
متغیرهای برای آمده به�دست جواب�های می�گیریم. نظر در (٠,٠)T را انتها نقطه و (١,٣)T را شروع
داده نمایش کالوکیشن نقطه ٣٢ ١۶و برای (٧.١) شکل در کنترل متغیرهای و (۶.١) شکل در حالت
هار موجک روش هدف تابع و مساله تحلیلی جواب هدف تابع بین مطلق خطای همچنین است. شده

است. آمده (٨.١) شکل در



٢٧ عددی مثال�های .١٠.١

(١.١٠.١) مثال هدف تابع خطای :۵.١ شکل

(٢.١٠.١) مثال مسیر منحنی :۶.١ شکل



٢٨ لازم مقدمات و مفاهیم .١

(٢.١٠.١) مثال کنترل متغیرهای مقادیر منحنی :٧.١ شکل

(٢.١٠.١) مثال هدف تابع خطای :٨.١ شکل



٢٩



٢ فصل

روش از استفاده با مسیر کوتاهترین مساله حل
هار موجک

مقدمه ١.٢

یک به مشخص مبدأ یک از مسیر کوتاهترین یافتن مسیر، کوتاهترین مساله هدف که است واضح
و علوم از وسیعی عرصه یک در مسیر کوتاهترین مساله است. زمانی هزینه مینیمم با مشخص مقصد
شبکه�های در مسیریابی ترافیک، نقل، و حمل دستگاه�های در نقلیه وسایل مسیریابی شامل مهندسی
وود٢ لیتل هاردی١، از قضیه�ای دارد. کاربرد غیره و رباتیک دستگاه�های در مسیر برنامه�ریزی ارتباطات،
قضیه این است. شده� استفاده مسیر کوتاهترین مشهور مساله تغییرات مدل یافتن برای بار اولین پولیا٣ و
مساله کردن حل می�آورد. به�دست دوم،۴ درجه برنامه�ریزی از استفاده با را مسیر کوتاهترین مساله جواب
مساله یک قالب در را مسیر کوتاهترین مساله فصل این در .[١٩]-[۶] نیست آسان مسیر کوتاهترین
کالوکیشن نقاط در هار موجک عددی روش از استفاده با آن حل به و می�گیریم نظر در تغییرات حساب

می�پردازیم.

مساله فرمول�بندی ٢.٢

است: زیر به�صورت تغییرات حساب مساله یک قالب در مسیر کوتاهترین مساله یک کلی شکل

١Hardy
٢Littlewood
٣Polya
۴Quadratic Programming

٣٠



٣١ مساله فرمول�بندی .٢.٢

min J =

∫ b

a

(١+ ẋ٢(t))
١
٢dt,

subject to

F١(t) ≤ x(t) ≤ F٢(t), t ∈ [a, b],

x(a) = x٠, x(b) = x١,

مشتق پیوسته به�طور تابعی x(t) مسیر هستند. پیوسته جا همه تقریبا توابع F٢(t) و F١(t) آن در که
به�طوری�که: هستند، مسیر انتهایی و ابتدایی نقاط ترتیب به x١ و x٠ که است، پذیر

F١(a) ≤ x٠ ≤ F٢(a), (١.٢)

F١(b) ≤ x١ ≤ F٢(b), (٢.٢)

زمان متغیر t و پیوسته توابع از بعدی n بردار دو F٢ و F١ حالت، متغیرهای از بعدی n بردار x که
و اولیه زمان a هستند. x(b) = x١ و x(a) = x٠ معلوم مرزی شرایط دارای حالت متغیرهای است.

است. نهایی زمان b

بازه تبدیل ١.٢.٢

از بنابراین می�شوند، تعریف τ ∈ [٠,١) بازه روی گویا هار توابع کردیم بیان ٢ فصل در که همانطور
در کنیم. تبدیل [٠,١) بازه به را [t٠, tf ] بازه تا می�کنیم استفاده t = [(tf − t٠)τ + t٠] متغیر تغییر

داریم: نتیجه

min J =

∫ b

a

(
١+ ẋ٢((tf − t٠)τ + t٠)

)١
٢
d((tf − t٠)τ + t٠), (٣.٢)

subject to

F١((tf − t٠)τ + t٠) ≤ x((tf − t٠)τ + t٠) ≤ F٢((tf − t٠)τ + t٠), t ∈ [a, b], (۴.٢)

x(a) = x٠, x(b) = x١. (۵.٢)

می�دهیم: قرار (۵.٢)- (٣.٢) معادلات دستگاه کردن ساده برای
x((tf − t٠)τ + t٠) = y(τ),

داریم: همچنین

ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
dx((tf − t٠)τ + t٠)

dt
=

dx((tf − t٠)τ + t٠)

dτ
.
dτ

dt
, (۶.٢)

=⇒ ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
dy(τ)

dτ
.
dτ

dt
. (٧.٢)



٣٢ هار موجک روش از استفاده با مسیر کوتاهترین مساله حل .٢

که
dt = d((tf − t٠)τ + t٠) = (tf − t٠)dτ =⇒ dτ

dt
=

١
(tf − t٠)

. (٨.٢)

داریم: (٧.٢) و (٨.٢) رابطه�های ادغام با نتیجه در

ẋ((tf − t٠)τ + t٠) =
ẏ(τ)

tf − t٠
. (٩.٢)

مرزی، شرایط گرفتن نظر در با و (۵.٢) -(٣.٢) معادلات درسیستم بالا تبدیلات جایگذاری با بنابراین
می�شود: تبدیل زیر صورت به مسیر کوتاهترین مساله

min J = (b− a)

∫ ١

٠

(
١+ (

ẏ(τ)

b− a
)٢
)١

٢
dτ, (١٠.٢)

subject to

F١((tf − t٠)τ + t٠) ≤ y(τ) ≤ F٢((tf − t٠)τ + t٠), τ ∈ [٠,١], (١١.٢)

y(٠) = x٠, y(١) = x١. (١٢.٢)

مستقیم کالوکیشن ٣.٢

هار گسسته�سازی ١.٣.٢

برنامه�ریزی مساله یک به را مسیر کوتاهترین مساله هار موجک عددی روش از استفاده با بخش این در
نمایش هار توابع مجموع به�صورت را مساله حالت متغیر پیوسته جواب و می�کنیم تبدیل غیرخطی
مجموعه با ،[٠,١) بازه�ی روش این در استاندارد بازه�ی کردیم بیان دو فصل در که همان�طور می�دهیم.

است: زیر به�صورت کالوکیشن نقاط

τl =
l − ٠٫ ۵

K
, l = ١,٢, · · · , K. (١٣.٢)

کالوکیشن نقاط می�یابد. افزایش نیز کالوکیشن نقاط توان، افزایش با و است دو از توانی به�صورت K

موجک با را y′(τ) حالت متغیر�های مشتق دارند. قرار [٠,١) زمانی بازه�ی روی ١
K

مساوی فواصل با
می�زنیم: تقریب زیر به�صورت کالوکیشن نقطه�ی K با هار

ẏ(τ) ≈ CT
y Φ(τ), (١۴.٢)

آن در که
CT

y = [Cy١, Cy٢, · · · , CyK ].

زیر به�صورت y(τ) حالت متغیر (٢١.١) در شده تعریف P انتگرال�گیری عملگر ماتریس از استفاده با
می�شود: بیان

y(τ) =

∫ τ

٠
ẏ(τ ′)dτ ′ + y٠ =

∫ τ

٠
CT

y Φ(τ
′)dτ ′ + y٠ = CT

y PΦ(τ) + y٠.



٣٣ مستقیم کالوکیشن .٣.٢

نقطه هر در می�توانیم را متغیرها از یک هر (۶١.١) روابط به توجه با و شد بیان ٢ فصل در که همان�طور
نتیجه در بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن متناظر ستون در ضرایب بردار ضرب از استفاده با کالوکیشن

داریم:
ẏ(τl) = CT

y Φ(τl), y(τl) = CT
y PΦ(τl) + y٠ l = ١, · · · , K. (١۵.٢)

غیرخطی برنامه�ریزی ٢.٣.٢

خطی غیر برنامه�ریزی متغیرهای می�کنیم، استفاده مسائل نوع این در هار کالوکیشن روش از که هنگامی
هستند: زیر به�صورت حالت متغیرهای مجهول ضرایب بردار شامل مجموعه�ای

x̃ = [Cy١, Cy٢, · · · , CyK ]
T .

می�شود: تبدیل زیر به�صورت (١٠.٢) هدف تابع هار، عبارت�های در y(τ) جایگذاری با بنابراین

J = (b− a)

∫ ١

٠

(
١+ (

CT
y Φ(τ)

b− a
)٢

)١
٢
dτ. (١۶.٢)

داریم: هستند ثابت مقادیر دارای بازه� هر در هار توابع که آنجا از

J =
(b− a)

K

K∑
l=١

(
١+ (

CT
y Φ(τl)

b− a
)٢

)١
٢
. (١٧.٢)

داریم: (١١.٢) محدودیت در هار توابع مجموع به�صورت y(τ) حالت متغیر جایگذاری با همچنین

F١((tf − t٠)τ + t٠) ≤ CT
y PΦ(τl) + y٠ ≤ F١((tf − t٠)τ + t٠).

شوند: زده تقریب زیر به�صورت می�توانند نهایی و اولیه زمان در حالت متغیرهای (۶٨.١) رابطه�ی طبق

y٠ = CT
y PΦ(τ١) + y٠ −

CT
y Φ(τ١)

٢K ,

y١ = CT
y PΦ(τK) + y٠ +

CT
y Φ(τK)

٢K .

غیرخطی برنامه�ریزی مساله یک به فصل این در مسیر کوتاهترین مساله بالا تبدیلات جایگذاری�های با
است. حل قابل ۶ گمز و ۵ ١١ لینگو نرم�افزار از استفاده با که می�شود تبدیل

۵Lingo 11 software
۶Gams



٣۴ هار موجک روش از استفاده با مسیر کوتاهترین مساله حل .٢

عددی مثال�های ۴.٢

می�شود. داده توضیح مثال سه بررسی با هار موجک روش کارایی بخش این در

تغییرات حساب مساله .١.۴.٢ مثال

min

∫ b

a

(
١+ ẋ٢(t)

)١
٢ dt

subject to

F١(t) ≤ x(t) ≤ F٢(t), ∀ t ∈ [a, b]

x(a) = x٠, x(b) = x١,

بگیرید،که نظر در را

F١(t) = sin(t− ٠٫ ٢۵), F٢(t) = ١+ sin(t),

a = ٣, b = ۶,

x٠ = ٠٫ ٧۵, x١ = ٠٫ ۵.

حل:
حساب مساله کردیم بیان فصل این در که مطالبی به توجه با و هار موجک عددی روش از استفاده با

می�شود: تبدیل زیر خطی غیر برنامه�ریزی مساله به (١.۴.٢) مثال تغییرات

min J = ٣
K

K∑
l=١

(
١+ (

CT
x Φ(τl)

٣ )٢
)١

٢
,

subject to

F٣)١τl + ٣) ≤ CT
x PΦ(τl) + ٠٫ ٧۵ ≤ F٣)٢τl + ٣),

CT
x PΦ(τ١) + ٠٫ ٧۵− CT

x Φ(τ١)

٢K = ٠٫ ٧۵,

CT
x PΦ(τK) + ٠٫ ٧۵+

CT
x Φ(τK)

٢K = ٠٫ ۵,

l = ١ · · ·K.

(١٨.٢)

داشت: خواهیم دهیم قرار K = ۴ مثال به�طور اینجا در اگر

τ١ =
١
٨ , τ٢ =

٣
٨ , τ٣ =

۵
٨ , τ۴ =

٧
٨ .

زده تقریب زیر به�صورت K = ۴ برای ẋ(τ) حالت متغیرهای مشتق و x(τ) حالت متغیرهای همچنین



٣۵ عددی مثال�های .۴.٢

می�شوند.
ẋ(τ١) = a١ + a٢ + a٣,

ẋ(τ٢) = a١ + a٢ − a٣,

ẋ(τ٣) = a١ − a٢ + a۴,

ẋ(τ۴) = a١ − a٢ − a۴,

x(τ١) =
١
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵,

x(τ٢) =
٣
٨a١ +

٣
٨a٢ +

٣
٨a٣ + ٠٫ ٧۵,

x(τ٣) =
۵
٨a١ +

٣
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵,

x(τ۴) =
٧
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵.

(١٩.٢)

مساله یک به سیستم ،(١٨.٢) مساله در (١٩.٢) روابط به�صورت ẋ(τ) و x(τ) مقادیر دادن قرار با حال
می�شود: تبدیل زیر به�صورت غیرخطی بهینه�سازی

min J = ٣
۴

(
(١+

(a١ + a٢ + a٣)
٢

٩ )
١
٢ + (١+

(a١ + a٢ − a٣)
٢

٩ )
١
٢

+ (١+
(a١ − a٢ + a۴)

٢

٩ )
١
٢ + (١+

(a١ − a٢ − a۴)
٢

٩ )
١
٢
)
,

subject to

١
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵ ≤ sin(٣× ١

٨ + ٣) + ١,
٣
٨a١ +

٣
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵ ≤ sin(٣× ٣

٨ + ٣) + ١,
۵
٨a١ +

٣
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵ ≤ sin(٣× ۵

٨ + ٣) + ١,
٧
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵ ≤ sin(٣× ٧

٨ + ٣) + ١,
١
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵ ≥ sin((٣× ١

٨ + ٣)− ٠٫ ٢۵),
٣
٨a١ +

٣
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵ ≥ sin((٣× ٣

٨ + ٣)− ٠٫ ٢۵),
۵
٨a١ +

٣
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵ ≥ sin((٣× ۵

٨ + ٣)− ٠٫ ٢۵),
٧
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵ ≥ sin((٣× ٧

٨ + ٣)− ٠٫ ٢۵),
١
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a٣ + ٠٫ ٧۵− a١ + a٢ + a٣

٨ = ٠٫ ٧۵,

٧
٨a١ +

١
٨a٢ +

١
٨a۴ + ٠٫ ٧۵+

a١ − a٢ − a۴
٨ = ٠٫ ۵,

آزاد متغیر aiها

(٢٠.٢)

مقدار و است شده داده نمایش K = ٣٢ برای (١.۴.٢) مثال مسیر کوتاهترین تقریب (١.٢) شکل در
در شده داده مقدار و ٣٫ ٢٧٨ گمز نرم�افزار از استفاده با مثال، این هدف تابع برای آمده به�دست عددی

است. ٣٫ برابر۴١٩١ [١٧]



٣۶ هار موجک روش از استفاده با مسیر کوتاهترین مساله حل .٢
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(١.۴.٢) مثال برای مسیر کوتاهترین نمودار :١.٢ شکل

F٢(t) = −((t− ٢(١ + ١٢)
٣۶ − ٠٫ ٢۵ ،F١(t) =

(t− ۴)۴

۴۴
+ ٠٫ ٢۵ کنید فرض .٢.۴.٢ مثال

هار موجک تقریبی روش از استفاده با را مساله این است. x١ = ٠ و x٠ = −٠٫ ٣ ،b = ۶ ،a = ٠
[١٧] در شده داده مقدار و است ۶٫ ٠٠٧۴ برابر J برای آمده به�دست مقدار می�کنیم حل K = ١۶ برای

است. شده داده نشان (٢.٢) شکل در آمده به�دست تقریبی مسیر کوتاهترین است. ۶٫ ٠٠٧۵ برابر
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(٢.۴.٢) مثال برای مسیر کوتاهترین نمودار :٢.٢ شکل

x٠ = ٢٫ ٨ ،b = ٨ ،a = ٣ ،F٢(t) = ٠٫ ۶ cos(t) ،F١(t) = ۵۵e−t + ١ کنید فرض .٣.۴.٢ مثال
می�کنیم. حل K = ١۶ برای هار موجک تقریبی روش از استفاده با را مساله این هستند. ،x١ = ٠٫ ١ و
است. ۵٫ ٧٨٠۴ برابر [١٧] در شده داده مقدار و است ۵٫ ۴٣٩٠٧ برابر J برای آمده به�دست مقدار



٣٧ عددی مثال�های .۴.٢

است. شده داده نشان (٣.٢) شکل در آمده به�دست تقریبی مسیر کوتاهترین
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(٣.۴.٢) مثال برای مسیر کوتاهترین نمودار :٣.٢ شکل



٣ فصل

ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله حل
هار موجک روش از استفاده با

مقدمه ١.٣

[١۶] در می�توانیم را روش�ها از مهمی رده است. جالبی ماهر١ایده بازوی ربات برای مسیر برنامه�ریزی
مثال به�طور معمولی، روش�های همه تقریبا بیابیم. ماهر بازوی ربات مسیر برنامه�ریزی مساله حل برای
گسسته�سازی۴[٨] روش و [١۶] نیمه�متناهی٣ پارامتر بهینه�سازی به�طریق کردن حل پرتابی٢، روش�های
استفاده ماهر بازوی ربات مسیر برنامه�ریزی به مرتبط بهینه کنترل مسائل تقریبی جواب یافتن برای که
جدی مشکلات حاصل، غیرخطی سیستم که می�آورند به�وجود را غیرخطی برنامه�ریزی یکمساله می�شوند،
روش�های محاسباتی پیچیدگی از فرار برای پیشنهاد یک می�کند[١٢]. ایجاد مسائل کردن حل برای را
هار موجک عددی روش از استفاده است، مساله مدل�بندی در غیرخطی توابع وجود حاصل که معمولی،
است. کالوکیشن نقاط در غیرخطی دستگاه یک به دیفرانسیل معادله یک تبدیل روش این اساس که است
موجک عددی روش از استفاده با را اسکارا۵ ربات نوعی بهینه مسیر عددی مثال یک در فصل انتهای در

می�آوریم. به�دست هار

اسکارا ربات معرفی ١.١.٣

اولین برای و است مونتاژ۶) برای برتری دارای و منعطف ماهر رباتیک (بازوی مخفف اسکارا اصطلاح
ربات نوع این پیداست ربات این اسم از که همان�طور شد، ارائه و طراحی ژاپن در ١٩٧٩ سال در بار

١Robot Manipulators
٢Shooting Methods
٣Semi-infinite Parameter Optimization
۴Method Of Discretization
۵Scara
۶Selective Compliance Articulated Assembly Robot Arm

٣٨



٣٩ مقدمه .١.٣

ربات همچنین است. اسکارا ربات کاربرد نخستین و مهمترین که می�شود استفاده مونتاژ عملیات برای
اسکارا دارد. اکتشاف و آزمایشگاه صنعت، در فراوانی کاربردهای که است بازوهایی از یکی اسکارا
خطی حرکت سوم مفصل و بوده دورانی حرکت دارای دوم و اول مفصل یعنی ،(٧RRP) ساختار یک
مناسب کاملا علت همین به هستند XY صفحه در بسیاری مانور قدرت دارای اسکارا ربات�های دارد.
(جابه دادن قرار و کردن بلند کارهای در مونتاژ کارهای بر علاوه ربات�ها این از می�باشند. کاری مونتاژ
”بردار ربات از بارز نمونه اسکارا ربات می�شود. برداری بهره نیز دیگر) محل به محلی از جسمی جایی
را محصولات بالا سرعتی با می�تواند می�شود ترکیب بینایی سیستم یک با که هنگامی و است بگذار”٨ و
اجازه آن به ربات مفصل ساختمان نماید. منتقل بسته�بندی جعبه داخل به و برداشته نقاله تسمه روی از
کاربرد در موضوع این اهمیت باشند. انعطاف�پذیر افقی صفحه در وارده نیروهای به نسبت تا می�دهد
ربات اصلی ویژگی شوند. جاسازی دقت با تنگ، بسیار هایی مکان در قطعات باید که است هایی
دلیل همین به می�باشد. انسان دست شبیه موازی، های محور با پی در پی لولایی رابط دو اتصال اسکارا
باز محدود، مساحتی در که می�دهد را قدرت این ربات به ویژگی این می�گویند. نیز هنرمند٩ ربات آن به
تنها (١.٣) شکل مانند اسکارا ربات برساند. دیگر نقطه�ی به نقطه�ای از را خود سرعت به و شود جمع و

می�شود. کار آماده براحتی و دارد نیاز کمی جای به نصب برای و شده، محکم پایه یک با

اسکارا ربات نوعی :١.٣ شکل

٧Relvolute Relvolute Prismatic
٨Remove and Let
٩Robot Artist



۴٠ هار موجک روش از استفاده با ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله حل .٣

مساله فرمول�بندی و تعریف ٢.٣

در زیر به�صورت بهینه، کنترل مساله یک قالب در ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله کلی شکل
:[١۶] می�شود گرفته نظر

min I(q(.), u(.)) =

∫ tf

t٠

f٠(t, q(t), u(t))dt, (١.٣)

subject to

M(q(t))q̈(t) = u(t) + χ(q(t), q̇(t)), (٢.٣)

q(t٠) = q٠, q̇(t٠) = q̇٠, (٣.٣)

q(tf ) = qf , q̇(tf ) = q̇f , (۴.٣)

qmin ≤ q ≤ qmax, (۵.٣)

q̇min ≤ q̇ ≤ q̇max, (۶.٣)

umin ≤ u ≤ umax. (٧.٣)

نیروهای از حاصل نتایج χ اینرسی، مولفه�های از نامنفردی ماتریس Mn×n مفصل�ها، تعداد n آن در که
می�دهد نشان را مفصل�ها دورانی گشتاور کنترل بردار u ∈ Rn است، اصطکاک و گرانشی مرکز، از گریز
تعمیم�یافته مختصات q = (q١, · · · , qn)T همچنین دارد. قرار umax و umin بردار دو بین آن مقادیر که
qmin میان مقداری و است −i)ام ١) بازوی امتداد با ربات iام بازوی زاویه�ی qiها به�طوری�که هستند،
و q̇min بردار دو بین مقداری که است ربات مفصل�های سرعت بردار q̇ ∈ Rn می�کنند، اختیار qmax و
(٧.٣) -(١.٣) مساله اینکه برای می�دهد. نمایش را نقطه شتاب بردار q̈ ∈ Rn و می�کند اختیار q̇max

می�کنیم: تعریف شود تبدیل اول مرتبه سیستم یک به

q̇(t) = s(t), t ∈ [t٠, tf ].

نامنفرد ماتریس وارون در رابطه این طرف دو ضرب و (٢.٣) رابطه در متغیر تغییر این جایگذاری با
داریم: Mn×n

ṡ(t) = M−١(q(t))u(t) +M−١(q(t))χ(q(t), s(t)). (٨.٣)



۴١ مساله فرمول�بندی و تعریف .٢.٣

می�شود: تبدیل زیر به�صورت (٧.٣) -(١.٣) مساله نتیجه در

min I(q(.), u(.)) =

∫ tf

t٠

f٠(t, q(t), u(t))dt, (٩.٣)

subject to

q̇(t) = s(t), (١٠.٣)

ṡ(t) = M−١(q(t))u(t) +M−١(q(t))χ(q(t), s(t)), (١١.٣)

q(t٠) = q٠, s(t٠) = s٠, (١٢.٣)

q(tf ) = qf , s(tf ) = sf , (١٣.٣)

qmin ≤ q ≤ qmax, (١۴.٣)

smin ≤ s ≤ smax, (١۵.٣)

umin ≤ u ≤ umax. (١۶.٣)

از تا کند حرکت آن در باید ربات که است بهینه� زمان مسیر کردن پیدا مسیر بهینه�سازی مساله هدف
بهینه مسیر این در برسد. اجسام) جابجایی مثال (بطور شده تعیین نهایی نقطه یک به ابتدایی نقطه یک
از استفاده با نقاط این دکارتی مختصات که کنند دنبال را نقطه�ای به نقطه حرکت باید ربات مفاصل

می�شوند[٢٣]: محاسبه زیر ماتریس
Aj = T١T٢T٣ · · ·Tj,

می�شوند: تعریف زیر به�صورت که هستند ۴× ۴ مشابه تبدیل ماتریس�های Tj و Aj آن در که

Tj =


cos θj − sin θj ٠ aj cos θj

sin θj cos θj ٠ aj sin θj

٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 j = ١,٢, · · · , n.

Aj =


a١١ a١٢ ٠ a١۴

a٢١ a٢٢ ٠ a٢۴

٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 .

مبدا به نسبت را jام واصل نقطه (x, y)T یعنی دکارتی مختصات (a١۴, a٢۴) مولفه�های Aj ماتریس در
استفاده با اینجا در که هستند qjها یعنی ربات واصل نقاط بین زاویه�های θj و می�دهد نشان مختصات

می�شوند. محاسبه هار موجک روش از

بازه تبدیل ١.٢.٣

بازه�ی تبدیل برای حال شده�اند، تعریف [٠,١) بازه�ی در هار توابع کردیم اشاره ٢ فصل در که همان�طور
در را متغیر تغییر این و می�کنیم استفاده t = [(tf − t٠)τ + t٠] متغیر تغییر از [٠,١) بازه�ي به [t٠, tf ]



۴٢ هار موجک روش از استفاده با ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله حل .٣

داریم: نتیجه در می�دهیم قرار (١۶.٣) -(٩.٣) مساله

min I(q(.), u(.)) =∫ tf

t٠

f٠
(
((tf − t٠)τ + t٠), q((tf − t٠)τ + t٠), u((tf − t٠)τ + t٠)

)
d((tf − t٠)τ + t٠),

(١٧.٣)

subject to

q̇((tf − t٠)τ + t٠) = s((tf − t٠)τ + t٠) (١٨.٣)

ṡ((tf − t٠)τ + t٠) = M−١(q((tf − t٠)τ + t٠))u((tf − t٠)τ + t٠)

+M−١(q((tf − t٠)τ + t٠))χ(q((tf − t٠)τ + t٠), s((tf − t٠)τ + t٠)), (١٩.٣)

q(t٠) = q٠, s(t٠) = s٠, (٢٠.٣)

q(tf ) = qf , s(tf ) = sf , (٢١.٣)

qmin ≤ q ≤ qmax, (٢٢.٣)

smin ≤ s ≤ smax, (٢٣.٣)

umin ≤ u ≤ umax, (٢۴.٣)

می�کنیم: تعریف (٢۴.٣)-(١٧.٣) مساله کردن ساده برای حال

q(t) = q((tf − t٠)τ − t٠) = Q(τ), (٢۵.٣)

s(t) = s((tf − t٠)τ − t٠) = S(τ), (٢۶.٣)

u(t) = u((tf − t٠)τ + t٠) = U(τ). (٢٧.٣)

داریم: طرفی از

q̇((tf − t٠)τ − t٠) =
dq((tf − t٠)τ − t٠)

dt
=

dq((tf − t٠)τ − t٠)

dτ
.
dτ

dt
,

=⇒ q̇((tf − t٠)τ − t٠) =
dQ(τ)

dτ
.
dτ

dt
. (٢٨.٣)

ṡ((tf − t٠)τ − t٠) =
ds((tf − t٠)τ − t٠)

dt
=

ds((tf − t٠)τ − t٠)

dτ
.
dτ

dt
,

=⇒ ṡ((tf − t٠)τ − t٠) =
dS(τ)

dτ
.
dτ

dt
. (٢٩.٣)

داریم: همچنین

dt = (tf − t٠)dτ =⇒ dτ

dt
= (tf − t٠), (٣٠.٣)

می�شود: نتیجه (٢٩.٣) و (٢٨.٣) رابطه�های در (٣٠.٣) رابطه جایگذاری با حال

q̇((tf − t٠)τ − t٠) =
Q̇(τ)

(tf − t٠)
. (٣١.٣)

ṡ((tf − t٠)τ − t٠) =
Ṡ(τ)

(tf − t٠)
. (٣٢.٣)



۴٣ مستقیم کالوکیشن .٣.٣

می�آید: به�دست زیر بهینه کنترل مساله (٢۴.٣)-(١٧.٣) مساله در بالا تبدیلات جایگذاری با بنابراین

min I(Q(.), U(.)) = (tf − t٠)

∫ ١

٠
dτ (٣٣.٣)

subjectto

Q̇(τ) = (tf − t٠)S(τ), (٣۴.٣)

Ṡ(τ) = (tf − t٠)
(
M−١(Q(τ))U(τ) +M−١(Q(τ))χ(Q(τ), S(τ))

)
, (٣۵.٣)

Q(٠) = Q٠, S(٠) = S٠, (٣۶.٣)

Q(١) = Qf , S(١) = Sf , (٣٧.٣)

qmin ≤ Q(τ) ≤ qmax, (٣٨.٣)

smin ≤ S(τ) ≤ smax, (٣٩.٣)

umin ≤ U(τ) ≤ umax, (۴٠.٣)

(۴١.٣)

مستقیم کالوکیشن ٣.٣

هار گسسته�سازی ١.٣.٣

توضیح را آن با متناظر انتگرال�گیری عملگر ماتریس و هار موجک با توابع تقریب چگونگی بخش این در
موجک با را U(τ) حالت متغیر و Ṡ(τ) حالت متغیر مشتق ،Q̇(τ) حالت متغیر مشتق داد. خواهیم

بزنیم: تقریب می�توانیم زیر به�صورت کالوکیشن نقطه K با هار
Q̇(τ) ≈ CT

QΦ(τ),

Ṡ(τ) ≈ CT
SΦ(τ),

U(τ) ≈ CT
UΦ(τ),

(۴٢.٣)

که
CT

Q = [CQ١, CQ٢, · · · , CQK ],

CT
S = [CS١, CS٢, · · · , CSK ],

CT
U = [CU١, CU٢, · · · , CUK ],

S(τ) و Q(τ)حالت متغیر (٣.٧.١) بخش در شده تعریف P انتگرال�گیری عملگر ماتریس از استفاده با
می�شوند: بیان زیر به�صورت

Q(τ) =

∫ τ

٠
Q̇(τ ′)dτ ′ +Q٠ =

∫ τ

٠
CT

QΦ(τ
′)dτ ′ +Q٠ = CT

QPΦ(τ) +Q٠,

S(τ) =

∫ τ

٠
Ṡ(τ ′)dτ ′ + S٠ =

∫ τ

٠
CT

SΦ(τ
′)dτ ′ + S٠ = CT

y PΦ(τ) + S٠.

(۴٣.٣)



۴۴ هار موجک روش از استفاده با ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله حل .٣

داخلی ضرب از استفاده با کالوکیشن نقاط در را متغیرها می�توانیم که مطلب این به توجه با همچنین
داریم: بزنیم، تقریب هار ماتریس در آن متناظر ستونی بردار در ضرایب بردار

Q̇(τl) = CT
QΦ(τl),

Ṡ(τl) = CT
SΦ(τl),

U(τl) = CT
UΦ(τl),

Q(τl) = CT
QPΦ(τl) +Q٠,

S(τl) = CT
S PΦ(τl) + S٠.

(۴۴.٣)

است. l = ١,٢, · · · , K آن در که

غیرخطی برنامه�ریزی ٢.٣.٣

غیر برنامه�ریزی متغیرهای می�کنیم، استفاده بهینه کنترل مسائل در هار کالوکیشن روش از که هنگامی
هستند: زیر به�صورت کنترل متغیرهای و حالت متغیرهای از مجهول ضرایب بردار شامل مجموعه�ای خطی

x̃ = [CQ١, CQ٢, · · · , CQK , CS١, CS٢, · · · , CSK , CU١, CU٢, · · · , CUK ]
T .

(۴۴.٣) هار عبارت�های به�صورت u(τ) کنترل متغیر و S(τ) و Q(τ) حالت متغیرهای جایگذاری با
داریم: (٣۵.٣) و (٣۴.٣) رابطه�های در

CT
QΦ(τl) = (tf − t٠)(C

T
S PΦ(τl) + S٠),

CT
SΦ(τl) = (tf − t٠)

(
M−١(CT

QPΦ(τl) +Q٠)(C
T
u Φ(τl))+

M−١(CT
QPΦ(τl) +Q٠)χ(C

T
QPΦ(τl) +Q٠, C

T
S PΦ(τl) + S٠)

)
.

(۴۵.٣)

شوند: زده تقریب زیر به�صورت می�توانند نهایی و اولیه زمان در حالت متغیرهای همچنین

Q٠ = Q(τ١)−
Q̇(τ١)

٢K , Qf = Q(τK) +
Q̇(τK)

٢K .

S٠ = S(τ١)−
Ṡ(τ١)

٢K , Sf = S(τK) +
Ṡ(τK)

٢K .

(۴۶.٣)

می�شود تبدیل غیرخطی بهینه�سازی مساله یک به ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله روش این با
است. حل قابل گمز و ١١ لینگو نرم�افزار از استفاده با که

عددی مثال ۴.٣

در که اسکارا نوع از ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله از عددی مثال یک حل به بخش این در
استفاده با ماهر بازوی حرکت می�پردازیم. هار موجک از استفاده با است، شده داده نمایش (٢.٣) شکل
حاکم سیستم کلی به�طور میشود. کنترل نقطه هر برای گشتاوری نیروی مانند مناسب کنترل تابع یک از



۴۵ عددی مثال .۴.٣

دکارتی صفحه در لینکی دو اسکارای ربات نوعی :٢.٣ شکل

شود: نوشته زیر به�صورت می�تواند ربات�ها نوع این حرکت بر

q̈١(t) = Υ[٢δ(t)M٢٢q̇١(t)q̇٢(t)+

δ(t)M٢٢q̇٢
٢(t) + δ(t)M١٢q̇١

٢ +M٢٢u١(t)−M١٢u٢(t)],

q̈٢(t) = Υ[−٢δ(t)M١٢q̇١(t)q̇٢(t)− δ(t)M١١q̇١
٢(t) + δ(t)M١٢q̇٢

٢(t)+

M١١u٢(t)−M١٢u١(t)],

(۴٧.٣)

مبدا با ربات اول بازوی زاویه�ی q١ به�طوری�که هستند، تعمیم�یافته مختصات q = (q١, q٢)
T آن در که

داریم: همچنین .[٨] است اول بازوی امتداد با ربات دوم بازوی زاویه�ی q٢ و مختصات

Υ =
١

M١١M٢٢ −M٢
١٢
,

δ(t) = m٢L١l٢sin(q٢(t)).

به�صورت می�توانند که هستند اینرسی گشتاور ماتریس آرایه�های ،i = ١,٢, j = ١,٢ ،Mij آن در که
شوند: تعیین زیر

M١١ = I١ + I٢ +m١l
٢
١ +m٢(L

٢
١ + l٢٢ + ٢L١l٢cos(q٢(t)),

M١٢ = M٢١ = I٢ +m٢l
٢
٢ +m٢L

٢
١l

٢
٢cos(q٢(t)),

M٢٢ = I٢ +m٢l
٢
٢,

ربات بازوهای طول� و جرم ترتیب به L٢ و L١ و m٢ و m١ و اینرسی گشتاور مقادیر I٢ و I١ همچنین
همچنین می�دهد. نشان را نظر مورد اسکارای ربات فیزیکی ویژگی�های (١.٣) جدول هستند. نظر مورد
یافتن مساله اینجا در است. شده� داده (٢.٣) جدول در ربات اتصال نقاط برای ابتدایی و نهایی شرایط
نشان را مساله حل از حاصل تقریبی بهینه�ی گشتاوری کنترل توابع (۴.٣) شکل است. بهینه زمان مسیر
نمایش را ربات واصل نقاط بهینه�ی سرعت و زوایا بترتیب (۵.٣) شکل و (٣.٣) شکل نمودار می�دهد.



۴۶ هار موجک روش از استفاده با ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مساله حل .٣

مقدار پارامتر
[٠٫ ۵,٠٫ ۵] [m١,m٢], (kg)پارامتر
[٠٫ ۴,٠٫ ۴] [L١, L٢], (m)نقاط طول
[٠,٣۵] [I١, I٢], (kgm

نقاط(٢ اینرسی مولفه
[−١۵,١۵] [umin, umax], نقطه دو برای توابع کنترل دامنه

اسکارا نوع از ماهر مکانیکی بازوی ربات ویژگی�های :١.٣ جدول

qTmax, (rad) qTmin, (rad)

[١٫ ١٫−,٠٠ ٠٠] [٠٫ ٢٫−,٠٠ ٠٠] مرزی شرایط

انتهایی و ابتدایی شرایط :٢.٣ جدول

ببینیم. (۶.٣) شکل در می�توانیم را ماهر بازوی ربات شده شبیه�سازی بهینه مسیر همچنین می�دهند.
می�باشد. (t⋆ = ٣٫ ٢١۶) مساله این برای حاصل بهینه�ی زمان
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لینکی دو اسکارای ربات نوعی بازوهای اتصال نقاط برای آمده به�دست تقریبی زوایای :٣.٣ شکل



۴٧ عددی مثال .۴.٣
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لینکی دو اسکارای ربات نوعی بازوهای اتصال نقاط برای آمده به�دست �های گشتاور کنترل :۴.٣ شکل
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لینکی دو اسکارای ربات نوعی بازوهای اتصال نقاط برای آمده به�دست تقریبی سرعت :۵.٣ شکل
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نتایج

از: عبارتند هار موجک روش مزایای

ماتریس�ها این از هار موجک روش در و دارند زیادی صفر درایه�های آن معکوس و هار ماتریس� •
می�شود. استفاده کنترل و حالت متغیرهای تقریب برای

دارد. ساده�ای محاسباتی ساختار هار موجک تقریبی روش •

زیربازه�هایی به را [٠,١) بازه به�طوری�که دارد، بهینه کنترل مسائل در خوبی بسیار حقیقی کاربرد •
این در بنابراین می�زند. تقریب زیر�بازه هر در ثابت به�طور را توابع و می�کند تقسیم یکسان طول با

می�یابد. کاهش محاسبات پیچیدگی روش

مساله دقیق جواب به تقریبی جواب و می�یابد افزایش همگرایی سرعت کالوکیشن نقاط افزایش با •
می�شود. نزدیک

آینده: کار�های برای پیشنهاداتی

مانع، با ماهر بازوی ربات مسیر بهینه�سازی مسائل حل در روش این استفاده •

شیمی. در راکتور طراحی مسائل در موجک کاربرد •

۴٩
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Aabstract

In this thesis, we solve a class of optimal control problems and varitional calculus

using Haar wavelets. In the first chapter, we introduce general optimal control

problems, varitional calculus problems, the needed definitions, Haar wavelets and

using of them we solve optimal control problems. The second chapter, consists

of the shortest path problems and the fourth chapter consists of the trajectory

optimization problems of robot manipulators and numerical results are also given

for some examples, then it is approximated using Haar wavelet. In this thesis all

graphs are plotted by matlab software.

keywords: Haar wavelets, Collocation points, Nonlinear programming, Shortest

path, Robot manipulator.
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