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چൊیده
اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای وردشی تکرار روش از جدیدی شیوه پایان�نامه این در
می�برد. بکار غیرخطی عبارات در را محدود تغییرات کلاسیک شیوه خلاف بر شیوه این می�شود. معرفی
جواب و می�دهد کاهش را محاسبات میزان لاگرانژ ضرایب تعمیم با کلاسیک شیوه با مقایسه در روش این
خطی غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل در جدید روش تایید برای می�آورد. به�دست سریعتر را
است. اعتمادتر قابل یافته تعمیم لاگرانژ ضرایب از استفاده می�دهد نشان که می�دهیم ارایه را مثال�هایی
جدیدی الگوریتم همچنین می�بریم. بکار اولیه و مرزی مقدار مسایل برای را وردشی تکرار روش همچنین
نیست. گرین تابع از استفاده نیازمند که می�کنیم معرفی خطی غیر و خطی مرزی مقدار مسایل برای را

لاگرانژ. ضریب محدود، تغییرات دیفرانسیل، معادلات دستگاه وردشی، تکرار روش کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

شده ارایه ١٩٩٧ سال در ٢ جان-هوآن-هی چینی ریاضی�دان توسط (V IM) ١ وردشی تکرار روش
روش این اصلی ایده است. غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات حل برای تکراری روشی که است

می�شود. استفاده [٨] وردشی نظریه از آن آوردن بدست برای که است لاگرانژ ضریب تعیین
معادلات ،[١٧]۴ هلتز ،هلم ٣ [۵] جردن - کلین معادله شامل معادلات انواع حل برای V IMروش
مقدار مسایل ،[٣] روسلر چاوتیک هایپر دستگاه ،[١١] شکارچی شکار مدل�های ،[٩] جبری دیفرانسیل

.[۴] می�رود[١۶]، بکار دیگر مسایل بسیاری و [١۴] خطی غیر مرزی
است. شده ارایه V IM برای گوناگونی اصلاحات اخیر سال�های در

است. نموده ارایه را مرحله�ای چند وردشی تکرار باتیها۵[٢]روش : ٢٠٠٧ سال در ◀
است. داده توسعه خطی غیر مسایل جواب�های برای را V IM تغییرات ۶[۶] ادیبات : سال٢٠٠٨ ◀در

است. کرده پیشنهاد را بهینه[١٢] وردشی تکرار روش ٧ ٢٠٠٨:توکلیمازو سال ◀در
ضرایب با معمولی خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های برای را ٨روش :سالکویه ٢٠١١ سال ◀در

است. برده ثابت[١۵]بکار
روش جدید شیوه پایان�نامه این در است. شده ارایه [١٠] در وردشی تکرار روش از دیگری اصلاحات
بدون دستگاه�ها جواب که می�شود ارایه اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای وردشی تکرار
تعمیم ماتریسی توابع به را لاگرانژ ضرایب شیوه این می�آید. بدست خطی، عبارات در محدود تغییرات

١Variational Iteration Method
٢J.-H. He
٣Klein-Gordan
۴Helmholtz
۵Batiha
۶Odibat
٧Turkyilmazogu
٨Salkuyeh



٢ مقدمات و تعاریف .١

می�دهد. کاهش را محاسبات میزان و تکرارها تعداد و می�دهد
فصل در است. شده گردآوری است نیاز مورد پایان�نامه کل در که تعاریفی و مفاهیم اول فصل در
در می�شود، ارایه اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای وردشی تکرار روش جدید شیوه دوم
چهارم فصل در می�بریم. بکار اولیه و مرزی مقدار مسایل حل برای را وردشی تکرار روش سوم فصل
می�بریم بکار خطی غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های برای را وردشی تکرار روش جدید شیوه
تحلیل به میپل زبان با نویسی برنامه از استفاده با پنجم فصل در می�کنیم. بررسی را حاصله نتایج و

می�شود. پرداخته عددی مثال�های
است. شده استفاده [١۶]و[١٣] مراجع از بخش این گردآوری برای

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١

مجهول تابع هرگاه نامند، دیفرانسیل معادله را باشد آن مشتقات و مجهول تابع یک شامل که معادله�ای
تابع اگر و می�نامند معمولی را دیفرانسیل معادله باشد، وابسته مستقل متغییر یک به تنها معادله، در
که تابعی می�نامند. جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله آن�را باشد وابسته مستقل متغییر چند به مجهول

می�نامند. دیفرانسیل معادله جواب کند صدق آن قیود و دیفرانسیل معادله در

است زیر صورت به n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله کلی شکل .١.٢.١ تعریف
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = ٠ (١.١)

کلی شکل باشد. y, y′, . . . , y(n) متغیرهای از خطی تابعی F اگر است خطی (١.١) دیفرانسیل معادله
است: زیر صورت به n مرتبه خطی دیفرانسیل معادله

an(x)y
(n) + an−١(x)y

(n−١) + . . .+ a٠(x)y = g(x)

می�شود. نامیده غیرخطی دیفرانسیل معادله نباشد، خطی که دیفرانسیلی معادله

می�گوییم. دیفرانسیل معادله مرتبه را دیفرانسیل معادله در مشتق مرتبه بالاترین .٢.٢.١ تعریف

غیرخطی معادله .٣.٢.١ تعریف
y′ + p(x) = q(x)yn (٢.١)

می�شود. نامیده ٩ برنولی دیفرانسیل معادله n ̸= ٠,١ به�ازای
باشد، n = ١ اگر و است اول مرتبه خطی (٢.١) دیفرانسیل معادله آنگاه باشد n = ٠ اگر است بدیهی

می�باشد. جدایی��پذیر معادله

می�نامند ١٠ ریکاتی معادله را y′ + P (x)y +Q(x)y٢ = R(x) کلی فرم با معادلات .۴.٢.١ تعریف
هستند. x متغیر از توابعی R Qو ،P آن در که

با واقع در آورد. بدست را ریکاتی معادله عمومی جواب می�توان y٠ مثل خصوصی جواب یک داشتن با
داشت. خواهیم u حسب بر اول مرتبه خطی معادله�ای y = ١

u
+ y١ متغیر تغییر

٩Bernoulli Differential Equation
١٠Riccati Equation



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

است زیر صورت به اولیه شرایط با همراه n مرتبه دیفرانسیل معادله اولیه، مقدار مساله .۵.٢.١ تعریف

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = ٠, (٣.١)

y(i)(a) = αi, i = ٠,١, . . . , n− ١, (۴.١)

تابع کردن پیدا اولیه، مقدار مساله حل از هدف هستند. ثابتی مقادیر ها αi و اولیه نقطه a آن در که
کند. صدق (۴.١) شرایط و (٣.١) دیفرانسیل معادله در که است y(x)

مرزی مقدار مساله را مرزی شرایط از مجموعه�ای با همراه n مرتبه دیفرانسیل معادله .۶.٢.١ تعریف
نوشت: زیر صورت به می�توان را n مرتبه مرزی مقدار مساله یک کلی شکل می�نامند.

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = ٠, (۵.١)
n−١∑
j=٠

(αijy
(i)(a) + βijy

(j)(b)) = γi, i = ٠,١, · · · , n− ١, (۶.١)

مقدار مساله حل از منظور هستند. مرزی مقادیر b و a و ثابت مقادیری ها γi و ها βij ها، αij آن در که
کند. صدق (۶.١) مرزی شرایط و (۵.١) دیفرانسیل معادله در که است y(x) تابع کردن پیدا مرزی

موجود c١, · · · ck مانند اعدادی اگر گویند، خطی وابسته را x(k), · · · , x(١) های بردار .٧.٢.١ تعریف
به�طوریکه باشند،

c١x(١) + · · ·+ ckx(k) = ٠, (٧.١)

برقرار (٧.١) معادله آن برای که c١, · · · , ck مقادیر همه ازای به اگر باشد. ناصفر آنها از یکی حداقل و
می�نامند. خطی مستقل را x(k), · · · , x(١) ،c١ = c٢ = · · · = ck = ٠ است،

مولفه xij = x
(j)
i کنیم فرض دارد. مولفه nیک هر که می�گیریم نظر در بردار n از ای مجموعه حال

نوشت. زیر شکل به می�توان را (٧.١) معادله اینصورت در X = (xij) و بوده x(j) بردار iام
x
(١)
١ c١ + · · ·+ x

(١)
١ c١

...
x
(١)
n c١ + · · ·+ x

(١)
n cn

 =


x١١c١ + · · ·+ x١ncn

...
x
(١)
n c١ + · · ·+ x

(١)
n cn

 = Xc = ٠ (٨.١)

detX = ٠ برای ولی ،c = ٠ از است عبارت (٨.١) معادله جواب تنها آنگاه ،detX ̸= ٠ هرگاه
اگر فقط و اگر خطی�اند مستقل x(١), · · · , x(n) بردارهای مجموعه لذا دارند. وجود ناصفر جوابهای

باشد. detX ̸= ٠

دیفرانسیل معادله .٨.٢.١ تعریف
a٠(x)y

′′ + a١(x)y
′ + a٢(x)y = ٠

،α١ آن در که می�گیریم نظر در را α١y(a) = α٢y
′(a) و β١y(b) = β٢y

′(b) همگن مرزی شرایط و
در که می�نامند مرزی شرایط با مساله ١١ گرین تابع را G(x, y) تابع نباشند. صفر همزمان β٢ ،β١ ،α٢

کند صدق زیر خواص
١١Green Funection
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کند. صدق دیفرانسیل معادله در s ≤ x ≤ bو a ≤ x ≤ s برای G(x, s) (١)

.α١G(a, s) = α٢Gx(a, s) و β١G(b, s) = β٢Gx(b, s) ،a ≤ s ≤ b ازای به (٢)

باشد. x از پیوسته�ای تابع G(x, s) ،a ≤ x ≤ b ازای به (٣)

به پله�ای ناپیوستگی x = s در و بوده پیوسته Gx(s, x) ،s ≤ x ≤ b و a ≤ x ≤ s ازای به (۴)

باشد. داشته −١
a٠(s)

اندازه

و y′′ + k٢y = ٠ دیفرانسیل معادله برای را گرین تابع (٨.٢.١) تعریف از استفاده با .٩.٢.١ مثال
بسازید. y(٠) = y(b) = ٠ مرزی شرایط

(١) خاصیت از است، y = A cosx+B sin kx شکل به y′′ + k٢y = ٠ معادله جواب هر چون
شود: تعریف زیر شکل به باید G(x, s) مطلوب تابع که می�شود معلوم

G(x, s) =

A١ cos kx+B١ sin kx ٠ ≤ x ≤ s

A٢ cos kx+B٢ sin kx s ≤ x ≤ b
(٩.١)

برای صورت همین به .A١ = ٠ می�شود نتیجه (٢) خاصیت از شود، برآورده چپ مرزی شرط آنکه برای
می�باشد. دلخواه c١ آن�ها در که A٢ cos kb+B٢ sin kb = ٠ است لازم x = b در مرزی شرط برقراری

است زیر شکل به G(x, s) B١لذا sin kx ٠ ≤ x ≤ s

c(sin kb cos kx− cos kb sin kx) = c sin k(b− x)s ≤ x ≤ b
(١٠.١)

باشیم داشته باید (٣) خاصیت طبق باشد، پیوسته x = s در G(x, s) آنکه برای این بر علاوه
آن در و c = E sin ks و B١ = E sin k(b − s) داریم آن از که B١ sin ks = c sin k(b − s)

می�شود تبدیل شکل به G(x, s) لذا است. دلخواه E

G(x, s) =

E sin k(b− s) sin kx ٠ ≤ x ≤ s

E sin ks sin k(b− x) ٠ ≤ x ≤ b
(١١.١)

رابطه باید (۴) خاصیت برقراری برای نهایت در
lim
x→s+

Gx(x, s)− lim
x→s+

Gx(x, s− ١)

می�آید بدست که باشد برقرار

E =
١

k sin kb

داریم ،E بودن معلوم با

G(x, s) =


sin k(b−s) sin kx

k sin kb
٠ ≤ x ≤ s

sin ks sin k(b−x)
k sin kb

٠ ≤ x ≤ b
(١٢.١)

باشد. kb ̸= nπ آنکه شرط به



۵ دیفرانسیل معادلات دستگاه .٣.١

تکین چندجمله�ای برای .١٠.٢.١ تعریف
a(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x

n−١ + xn

صورت به n× n مربعی ماتریس ،١٢ همدم ماتریس

A =


٠ ٠ · · · ٠ −a٠
١ ٠ · · · ٠ −a١
... ١ ... ...
٠ ٠ · · · ١ −an−١


است. صفر جاها بقیه ودر a(x) ضرایب قرینه آخر ستون و یک اصلی قطر زیر با

دیفرانسیل معادلات دستگاه ٣.١

می�گیریم نظر در را زیر اولیه شرایط با دیفرانسیل معادلات دستگاه

y′١ = f١(t, y١, y٢, . . . , yn); y١(a) = α١,

y′٢ = f٢(t, y١, y٢, . . . , yn); y٢(a) = α٢,

...

y′n = f٢(t, y١, y٢, . . . , yn); yn(a) = αn,

(١٣.١)

(١٣.١) در که است yn(t), . . . , y٢(t), y١(t) توابع تعیین دیفرانسیل، معادلات یکدستگاه حل از منظور
به مشتق مرتبه بالاترین حسب بر صریح صورت به بتوان را n مرتبه دیفرانسیل معادله اگر کنند. صدق

صورت
y(n)(t) = f(x, y′(t), y′′(t), . . . , y(n−١)(t)) (١۴.١)

دادن قرار با آنگاه کرد، بیان y(i)(a) = αi i = ٠,١, . . . , n− ١ اولیه شرایط با

z١(t) = y(t),

z٢(t) = y′(t),

...,

zn(t) = y(n−١)(t),

می�شود تبدیل زیر اولیه شرایط با اول مرتبه معادلات دستگاه به (١۴.١) دیفرانسیل معادله

Z ′ =



z′١

z′٢
...

z′n−١

z′n


=



z٢

z٣
...
zn

f(t, z١, z٢, . . . , zn)


١٢Copanion Matrix
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

z١(a) = α١,

z٢(a) = α٢,

...

zn(a) = α٣,

ثابت غیر ضرایب با خطی دیفرانسیل معادله ۴.١

متغییر تغییر با که دهیم قرار بررسی مورد را ثابت غیر ضرایب با معادلات می�خواهیم قسمت این در
کرد. تبدیل ثابت ضرایب با دیفرانسیل معادلات به را آنها می�توان مناسبی
بگیرید. نظر در را زیر ثابت غیر ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = ٠. (١۵.١)

این�صورت در t = u(x) می�دهیم قرار
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
,

d٢y

dx٢
=

d

dx
(
dy

dx
) =

d٢y

dt٢
(
dt

dx
)٢ +

dy

dt

d٢t

dx٢
.

می�شود حاصل زیر به�صورت معادله بنابراین

(
dt

dx
)٢
d٢y

d٢t
+ (

d٢t

dx٢
+ P (x)

dt

dx
)
dy

dt
+Q(x)y = ٠. (١۶.١)

و t = u(x) =
∫ √

Q(x)dx دهیم قرار اگر حال
t′′ + P (x)t′

Q(x)
=
Q′(x) + ٢P (x)Q(x)

٢Q(x)
√
Q(x)

(١٧.١)

بود. خواهد ثابت ضرایب (١۶.١)دارای معادله آنگاه باشد، ثابت مقداری
باید باشد حقیقی مقدار اگر دهیم قرار را t = u(x) جایگزینی هنگامی�که (١٧.١) رابطه در کنید توجه
متغییر تغییر با را (١۵.١) دیفرانسیل معادله این�که برای کافی و لازم شرط بنابراین باشد. Q(x) ≥ ٠

باشد. ثابت مقداری Q′+٢PQ
Q
√
Q

تابع که است این کنیم تبدیل ثابت ضرایب با معادله به مستقل

P (x) = −٢
x
اینکه به توجه با می�گیرید. نظر در را y′′− ٢

x
+٩x۴y = ٠ دیفرانسیل معادله .١.۴.١ مثال

داریم Q(x) = ٩x۴ و

t =

∫ √
Q(x)dx =

∫
٣x٢dx = x٣

را زیر ثابت ضرایب با دیفرانسیل معادله معادله، در t = x٣ قراردادن با بنابراین . t′′+Pt′

Q
= ٠ لذا

داشت. خواهیم
y′′(t) + y(t) = ٠.

رو: این از
y(t) = c١ cos t+ c٢ sin t,



٧ سازی قطری .۵.١

نتیجه: در

y(x) = c١ cos(x
٣) + c٢ sin(x

٣).

نمود، حل را ثابت غیر ضرایب با خطی دیفرانسیل معادلات می�توان خاصی حالت�های در بنابراین
است. آن از نمونه یک اویلر کوشی معادله که

ام n مرتبه دیفرانسیل معادله .٢.۴.١ تعریف
anx

ny(n)(x) + an−١x
n−١y(n−١)(x) + · · ·+ a١xy

′(x) + a٠y(x) = f(x)

معروف ام n ١٣مرتبه کوشی-اویلر معادله به هستند، ثابت اعداد ai,٠ ⩽ i ⩽ n ضرایب آن در که را
وقتی�که t = ln(−x) و x > ٠ که وقتی t = ln x یا x = et منغیر تغییر با را معادلات نوع این است.

می�شوند. تبدیل ثابت ضرایب با معادله به می�توان ، x < ٠

سازی قطری ۵.١

طوری�که به باشد موجود P ماتریس اگر گویند � قطری�پذیر را A مربعی ماتریس .١.۵.١ تعریف
P−١AP = D,

که است قطری ماتریس یافتن ، �سازی قطری مساله دیگر عبارت به است. قطری ماتریس D آن در که
باشد. متشابه A با

D با A هرگاه همچنین می�باشد آن قطری عناصر ویژه�اش مقادیر آنگاه باشد، قطری ماتریس D اگر
ماتریسی با A باشد، پذیر قطری A اگر نتیجه در دارند. یکسان ویژه مقادیر D و �A آنگاه باشد، متشابه

می�باشد. متشابه هستند A ویژه مقادیر قطریش عناصر که قطری
است. قطری�پذیر ماتریس�هایی چه می�کند تعیین که می�کنیم بیان را قضیه�ای ادامه در

خطی مستقل ویژه بردار n دارای اگر فقط و اگر است پذیر قطری A ،n × n ماتریس .٢.۵.١ قضیه
از است عبارت A با متشابه D قطری ماتریس اینصورت، در باشد.

D =


λ١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ λ٢ ٠ · · ·٠
... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · λn

 (١٨.١)

بردارهای ستون�هایش که باشد ماتریسی P هرگاه می�باشند. A ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn آن در که
آنگاه باشند، خطی مستقل ویژه

D = P−١AP

١٣Cauchy-Euler Differential Equation
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توان�های محاسبه کرد قطری یکماتریسرا بتوان صورتی�که در نیست. امکان�پذیر همواره قطری�سازی
داریم واقع در بود، خواهد ساده ماتریس آن

Ak = (PDP−١)k = (PDP−١).(PDP−١) · · · (PDP−١) (١٩.١)

= PD(P−١P )D(P−١P ) · · · (P−١P )DP−١

= PDkP−١.

کاربرد دیفرانسیل معادلات حل در که است ماتریس یک نمای محاسبه سازی، قطری کاربردهای دیگر از
بگیرید نظر در را زیر خطی دیفرانسیل معادله دارد.

dx
dt

= Ax x(٠) = x٠

مشتق زمان، به نسبت x ازمشتق منظور است. ماتریس �Aیک و زمان) با (متغیر بردار یک x آن در که
است زیر شکل به دیفرانسیل معادله این جواب که داد نشان می�توان است. زمان به نسبت آن مولفه�های

x(t) = etAx٠,

می�شود تعریف زیر بصورت ،A دلخواه ماتریس برای که

etA =
∞∑

m=٠

(tA)m

m!
.

نیز etD ماتریس قطر، روی dii دایه�های با باشد قطری D = diag(d١١, · · · , · · · , dnn) ماتریس اگر
. etI = etI مثال برای بود. خواهد etdii برابر قطرش روی ایه�های در و بود خواهد قطری

که دیدیم باشد، شدنی قطری P �پذیر وارون ماتریس توسط Aماتریس اگر
Ak = PDkP−١

نتیجه در و
etA = P etDP−١

جردن متعارف فرم ۶.١

شبه ماتریس با A ماتریس حالت این در دارند. وجود نیز نیستند قطری�پذیر که ماتریس�هایی عمل در
اصلی قطر روی A ویژه مقدارهای دارای فرم این است. متشابه می�شود خوانده آن جردن فرم که قطری

است. صفر جاها سایر در و بوده یک دارای اصلی قطر بالای در مواقع از بعضی در و است
می�کنیم تعریف زیر k × k ماتریس مساوی را Nk ماتریس حالت این توضیح برای

Nk =


٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ١


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k × k بلوکی ماتریس باشد. جاها٠ سایر در و ١ اصلی قطر بالای در که است ماتریسی Nk ماتریس
می�شود تعریف زیر صورت به B(λ) جردن

B(λ) = λI +Nk =



λ ١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ λ ١ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . . . . λ ١
٠ ٠ . . . . . . ٠ λ


صفر جاها سایر در و یک قطر بالای و قطر روی λ ثابت مقدار با است k × k ماتریسی B(λ) یعنی

است.
است زیر شکل به جردن ماتریس درنهایت

J =


B١(λ١) ٠ . . . ٠

٠ B٢(λ٢) . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . Br(λr)


ماتریس�های با است ماتریسی جردن ماتریس لذا می�باشد. جردن بلوکی ماتریس Bi(λi) هر آن در که

است. صفر جاها سایر در و قطر روی بلوکی

معکوس n × n ماتریس یک اینصورت، در باشد. n × n ماتریسی A می�کنیم فرض .١.۶.١ قضیه
طوریکه به دارد �Pوجود مانند پذیر

P−١AP = J

ترتیب از نظر صرف بعلاوه �می�باشند. A ویژه مقادیر قطریش عناصر که است جردن ماتریس J آن در که
می�باشد. فرد به منحصر J جردن، بلوک�های شدن ظاهر

با A اگر مثال عنوان به که است این قضیه جمله آخرین از منظور

J١ =



٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٣ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٣ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴


است متشابه نیز زیر ماتریس�های با همچنین A باشد، متشابه

ثابت جردن بلوک�های یعنی J٣ =



۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٣ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣


و J٢ =



٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٣ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٣ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ۴ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٢ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢





١٠ مقدمات و تعاریف .١

داد. تغییر را آنها نگارش ترتیب می�توان اما می�مانند
آن در که ،J = D = diag(λ١, λ٢, · · · , λn) آنگاه باشد، پذیر قطری A هرگاه یادآوری:

می�باشند. A ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn

یافته تعمیم ویژه بردارهای ٧.١

(A−λI)mu = ٠ هرگاه است، Aماتریس یافته١۴ تعمیم ویژه بردار یک u ̸= ٠ بردار .١.٧.١ تعریف
مقدار تکرارهای تعداد m که است، ویژه بردار همان u باشد، m = ١ اگر باشد. برقرار m مقدار برای

است. λ ویژه

ϵ١ = یافته تعمیم ویژه بردارهای آنگاه باشد، m تکرار تعداد با ویژه مقدار λ اگر .٢.٧.١ ∩قضیه
١≤i≤l ϵi مجموعه و r١ + · · · + rl = m که دارند وجود وجود ١ ≤ i ≤ l برای {V i

١ , · · · , V i
ri}

داریم ،V i
٠ = ٠ دهیم قرار اگر علاوه به است. خطی مستقل

(A− λI)V i
k = V i

k−١ ١ ≤ i ≤ l,١ ≤ k ≤ ri

بردار یک v١ همچنین باشد λ مضاعف ویژه مقدار با ٢× ٢ ماتریس یک A کنیم فرض .٣.٧.١ مثال
با شده تعریف v٢ بردار اینصورت، در باشد. A ویژه

(A− λI)v٢ = v١ (٢٠.١)

دارد. نام λ ویژه مقدار نظیر A یافته تعمیم ویژه بردار

اینصورت در است. λ = −١ آن مضاعف ویژه مقدار .A =

(
٣ −٢
٨ −۵

)
می�کنیم فرض .۴.٧.١ مثال

یافتن برای ندارد. وجود دیگری خطی مستقل ویژه بردار است. v١ =
(
١
٢

)
،λ = −١ نظیر ویژه بردار

می�آید. بدست v٢ =

١
۴
٠

 و می�کنیم حساب را (A+ I)v٢ = v١ یافته تعمیم ویژه بردار یک

است. شده داده یافته تعمیم ویژه بردارهای یافتن دلیل زیر قضیه در

v١ ستون�های با ماتریسی P و بوده (٣.٧.١) مثال همانند v٢ ، v١ ،λ ،A کنیم فرض .۵.٧.١ قضیه

می�باشد. A جردن کانونی فرم J =

(
λ ١
٠ λ

)
آن در که ،P−١AP = J اینصورت، در باشد. vو٢

همچنین می�باشد. معکوس�پذیر P خطی�اند، مستقل v٢ و v١ چون برهان.
AP = A(v١, v٢) = (Av١, Av٢) = (λv١, Av٢)

١۴Generalized Eigenvector



١١ خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های .٨.١

داریم طرفی از . AP = (λv١, v١ + λv٢) پس ، Av٢ = v١ + λv٢ داریم (٢٠.١) معادله از ولی

PJ = (v١, v٢)

(
λ ١
٠ λ

)
= (λv١, v١ + λv٢)

شد. اثبات قضیه و P−١AP = J نتیجه در AP = PJ لذا،

خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های ٨.١

بگیرید نظر در را زیر مجهول تابع n و دیفرانسیل �ی معادله n دستگاه

x′١(t) = a١١x١(t) + a١٢x٢(t) + · · ·+ a١nxn(t),

x′٢(t) = a٢١x١(t) + a٢٢x٢(t) + · · ·+ a٢nxn(t),

...,

x′n(t) = an١x١(t) + an٢x٢(t) + · · ·+ annxn(t),

(٢١.١)

خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک را (٢١.١) دستگاه باشند. می حقیقی اعدادی ها aij آن در که
کنید فرض حال می�نامند.

x(t) = (x١(t), · · · , xn(t))T .

داریم و است برداری تابع یک x(t) اینجا در
x′(t) = (x′١(t), x

′
٢(t), · · · , x′n(t))T .

صورت به n× nماتریس A اگر این�صورت، در

A =


a١١ a١٢ · · · a١n

a٢١ a٢٢ · · · a٢n
...
an١ an٢ · · · ann

 ,

نوشت زیر صورت به می�توان را (٢١.١) دستگاه شود، تعریف
x′(t) = Ax(t). (٢٢.١)

et تابع بسط ابتدا بنابراین . بزنیم حدس را eAt شکل به جواب یک باید (٢٢.١) معادله حل برای
می�شویم آور یاد را

et = ١+ t+
t٢

٢! +
t٣

٣! + · · ·

داریم a حقیقی عدد هر ازای به بنابراین همگراست. t حقیقی عدد هر ازای به سری این

eat = ١+ (at) +
(at)٢

٢! +
(at)٣

٣! + · · · .
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eA اینصورت در باشد. مختلط) (یا حقیقی درایه�های با n× n ماتریسی A کنیم فرض .١.٨.١ تعریف
می��شود تعریف زیر صورت به که است n× n ماتریسی

eA = I + A+
A٢

٢! +
A٣

٣! + · · · (٢٣.١)

از جوابی به�علاوه، است. (٢٢.١) از جوابی x(t) = eAtc ،c ثابت بردار هر ازای به .٢.٨.١ قضیه
می�کند. صدق x(٠) = x٠ درشرط می�شود داده x(t) = eAtx٠ با که (٢٢.١)

داریم (٢٣.١) از استفاده با برهان.

x(t) = eAtc = [I + At+ A٢ t
٢

٢! + A٣ t
٣

٣! + · · · ]c (٢۴.١)

داریم است، ثابت ماتریسی A چون ولی

d

dt
(
tk

k!
Ak) =

ktk−١

k!
Ak = kAktk−١

=
Aktk−١

(k − ١)! = A[Ak−١ tk−١

(k − ١)! ] (٢۵.١)

می�آید به�دست و(١.٢۵) (٢۴.١) تلفیق از پس

x′(t) = d

dt
eAtc = A[I + At+ A٢ t

٢

٢! + A٣ t
٣

٣! + · · · ]c = AeAtc = Ax(t)

داشت خواهیم eA×٠ = e٠ = I چون بنابراین،

x(٠) = eA×٠x٠ = Ix٠ = x٠

می�نامند. x′ = Ax دستگاه ١۵ ماتریسی اصلی جواب را eAt ماتریس .٣.٨.١ تعریف

می�دهیم. توضیح مثال دو با را eAt محاسبه طریقه

اینصورت، در A =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٣

 کنیم فرض .۴.٨.١ مثال

A٢ =


١ ٠ ٠
٠ ٢٢ ٠
٠ ٠ ٣٢

 , A٣ =


١ ٠ ٠
٠ ٢٣ ٠
٠ ٠ ٣٣

 , · · ·Am =


١ ٠ ٠
٠ ٢m ٠
٠ ٠ ٣m


١۵Fundamental Solution



١٣ خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های .٨.١

و

etA = I + At+
A٢

٢! t
٢ +

A٣

٣! t
٣ + · · · =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

+


t ٠ ٠
٠ ٢t ٠
٠ ٠ ٣t



+


t٢

٢! ٠ ٠
٠ ٢٢t٢

٢! ٠
٠ ٠ ٣٢t٢

٢!

+


t٣

٣! ٠ ٠
٠ ٢٣t٣

٢! ٠
٠ ٠ ٣٣t٣

٣!

+ · · ·

=


١+ t+ t٢

٢! +
t٣

٣! · · · ٠ ٠
٠ ١+ (٢t) + (٢t)٢

٢! + (٢t)٣
٣! + · · · ٠

٠ ٠ ١+ (٣t) + (٣t)٢
٢! + (٣t)٣

٣! + · · ·



=


et ٠ ٠
٠ e٢t ٠
٠ ٠ e٣t



می�شود داده :نشان آسانی به A =

(
a ١
٠ a

)
کنیم فرض .۵.٨.١ مثال

A٢ =

(
a٢ ٢a٢

٠ a٢

)
, A٣ =

(
a٣ ٣a٢

٠ a٣

)
, · · · , Am =

(
am mam−١

٠ am

)
, · · ·

نتیجه در

eAt =

(∑∞
m=٠

(at)m

m!

∑∞
m=١

mam−١tm

m!

٠
∑∞

m=٠
(at)m

m!

)
نهایت در و

∞∑
m=١

mam−١tm

m!
=

∞∑
m=١

am−١tm

(m− ١)!

=t+ at٢ +
a٢t٣

٢! +
a٣t۴

٣! + · · ·

=t(١+ at+
a٢t٢

٢! +
a٣t٣

٣! + · · · ) = teat

لذا

eAt =

(
eat teat

٠ eat

)
.

آنگاه D = diag(λ١, λ٢, · · · , λn) اگر که می�دهد نشان (۴.٨.١) مثال
eDt = diag(eλ١t, eλ٢t, · · · , eλnt).

شد. تبدیل جردن کانونی فرم به eAt ،Aماتریس ازای به ،(۵.٨.١) مثال در همچنین
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اینصورت در J = P−١AP و باشد A ماتریس جردن کانونی شکل J کنید فرض .۶.٨.١ قضیه
داریم و A = PJP−١

eAt = P eJtP−١

برهان.

An =(PJP−١)n = (PJP−١)(PJP−١) · · · (PJP−١)

=PJ(P−١P )J(P−١P )J(P−١P ) · · · (P−١P )JP−١

=PJP−١

داریم پس

(At)n = P (Jt)nP−١

لذا

eAt = I + (At) +
(At)٢

٢! + · · · = PIP−١ + P (Jt)P−١ + P
(Jt)٢

٢! P−١ + · · ·

= P [I + (Jt) +
(Jt)٢

٢! + · · · ]P−١ = P eJtP−١

کنیم. حساب را eJt است کافی eAt محاسبه برای می�کند بیان قضیه این

ماتریسی توابع ٩.١

هستند. t حقیقی متغییر از توابعی عنصرهایشان که می�گیریم نظر در ماتریس�هایی یا بردارها گاهی
در پیوسته�ای تابع A عنصر هر اگر می�نامند پیوسته را α < t < β بازه بر یا t = t٠ در A(t) ماتریس
مشتق�پذیر عناصرش از یک هر اگر نامند مشتق�پذیر را A(t) مشابه طور به باشد. شده داده بازه یا نقطه

با dA
dt

آن مشتق و بوده
dA

dt
= (

daij
dt

)

ماتریسی تابع یک انتگرال نحو، همین به است. A نظیر عنصر مشتق ،dA
dt

عنصر هر یعنی شود، تعریف
می�شود: تعریف زیر ∫به�صورت b

a

A(t)dt =
( ∫ b

a

aij(t)dt
)



١۵ ماتریسی توابع جردن فرم .١٠.١

باشد زیر صورت به A(t) اگر .١.٩.١ مثال

A(t) =

(
sin t t

١ cos t

)
∫آنگاه π

٠
A(t)dt =

٢ π٢

٢
π ٠

 , A′(t) =

(
cos t ١
٠ − sin t

)

ماتریسی توابع جردن فرم ١٠.١

J = diag(B١, . . . , Bp)و Bi ∈ Cmi×mi جردن بلوک�های Biها وقتی A = PJP−١ می�کنیم فرض
آنگاه باشد جردن کانونی فرم

f(A) = Pf(J)P−١ (٢۶.١)

= Pdiag(f(B١), . . . , f(Bp))P
−١

که

Bi =



λi ١ · · · · · · ٠

٠ λi ١ · · · ...
... . . . . . . ... ...
... ... . . . . . . ١
٠ . . . . . . ٠ λi


=⇒ f(Bi) =



λi f (١)(λi) · · · · · · f (m−١)(λi)

(m− ١)!
٠ f(λi)

. . . · · · ...
... ... . . . . . . ...
... ... ... . . . f (١)(λi)

٠ . . . . . . . . . f(λi)



دیفرانسیل معادلات دستگاه اساسی جواب�های ١١.١

اساسی جواب�های بخش این در
y′′ + p(t)y′ + q(t)y = ٠ (٢٧.١)

اولیه شرایط با
y(t٠) = y٠ , y′(t٠) = y′٠ (٢٨.١)

می�کنیم. بیان را زیر قضیه منظور این برای می�آوریم. بدست را

باشند (٢٧.١) دیفرانسیل معادله جواب دو y٢ و y١ اگر .١.١١.١ قضیه
L[y] = y′′ + p(t)y′ + q(t)y = ٠

c١ مقادیر همه برای نیز c١y١(t) + c٢y٢(t) خطی ترکیب این�صورت در است، دیفرانسیلی عملگر L که
است. جواب یک c٢ و
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کردن جانشین نیازمند فقط قضیه اثبات برای برهان.
y = c١y١(t) + c٢y٢(t) (٢٩.١)

نتیجه در هستیم، (٢٧.١) معادله در

L[c١y١ + c٢y٢] = [c١y
′′
١ + c٢y

′′
٢ + p[c١y

′
١ + c٢y

′
٢] + q[c١y١ + c٢y٢]

= c١y
′′
١ + c٢y

′′
٢ + c١py

′
١ + c٢py

′
٢ + c١qy١ + c٢qy٢

= c١[y
′′
١ + py′١ + qy١] + c٢[y

′′
٢ + py′٢ + qy٢]

= L[y١] + c٢L[y٢]

نظر صرف بنابراین می�آید. بدست L[c١y١ + c٢y٢] = ٠ بنایراین L[y٢] = ٠ و L[y١] = ٠ چون
صدق (٢٧.١) دیفرانسیل معادله در می�شود حاصل (٢٩.١) معادله از که yای ،c٢ و c١ مقادیر از

می�کند.

مستلزم شرط این کند. صدق (٢٨.١) اولیه شرط در که می�یابیم طوری را c٢ و c١ ثابت�های حال
کنند پیروی زیر معادلات از c٢ و c١ که است آن

c١y١(t٠) + c٢y٢(t٠) = y٠

c١y
′
١(t٠) + c٢y

′
٢(t٠) = y٠ (٣٠.١)

که می�یابیم در c٢ و c١ برای (٣٠.١) معادلات حل از

c١ =
y٠y

′
٢(t٠)− y′٠y٢(t٠)

y١(t٠)y′٢(t٠)− y′١(t٠)y٢(t٠)
, c٢ =

−y٠y′١(t٠)− y′٠y١(t٠)

y١(t٠)y′٢(t٠)− y′١(t٠)y٢(t٠)

نوشت می�توان دترمینان برحسب یا

c١ =

∣∣∣∣∣y٠ y٢(t٠)

y′٠ y′٢(t٠)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣y١(t٠) y٢(t٠)

y′١(t٠) y′٢(t٠)

∣∣∣∣∣
, c٢ =

∣∣∣∣∣y١(t٠) y٠

y′١(t٠) y′٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣y١(t٠) y٢(t٠)

y′١(t٠) y′٢(t٠)

∣∣∣∣∣
(٣١.١)

صدق (٢٧.١) دیفرانسیل معادله در هم و اولیه شرایط در هم (٢٩.١) عبارت ،c٢ و c١ مقادیر این با
می�کند.

صفر غیر بالا کسرهای مخرج باید باشند داشته معنی (٣١.١) معادله در c٢ و c١ مقادیر اینکه برای
بنابراین باشند.

W =

∣∣∣∣∣y١(t٠) y٢(t٠)

y′١(t٠) y′٢(t٠)

∣∣∣∣∣ = y١(t٠)y
′
٢(t٠)− y′١(t٠)y٢(t٠)

می�شود. نامیده y٢ و y١ جواب�های رونسکین یا رونسکین دترمینان ،W دترمینان

باشند (٢٧.١) دیفرانسیل معادله جواب دو y٢ و y١ اگر .٢.١١.١ قضیه
L[y] = y′′ + p(t)y′ + q(t)y = ٠



١٧ اساسی ماتریس .١٢.١

مجموعه اینصورت در باشد صفر غیر y٢ و y١ رونسکین که به�طوری باشد داشته وجود t٠ نقطه اگر و
جواب�های

y = c١y١(t) + c٢y٢(t)

می�گیرد. بر در را (٢٧.١) معادله از جوابی هر c٢ و c١ دلخواه ضرایب با
ترکیب نیست، صفر نقطه�ای هیچ در y٢ و y١ رونسکین وقتیکه تا می�کند بیان (٢.١١.١) قضیه

بنابراین برمی�گیرد. در را (٢٧.١) معادله جواب�های همه c١y١(t) + c٢y٢(t) خطی
y = c١y١(t) + c٢y٢(t)

صفر، غیر رونسکین با توام y٢ و y١ جواب�های که می�نامیم (٢٧.١) جواب را اختیاری ثابت ضرایب با
می�سازند. را معادله جواب�های از اساسی مجموعه

اساسی ماتریس ١٢.١

تشریح ١۶ اساسی ماتریس معرفی با می�توان را خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب�های ساختار
معادله اساسی جواب�های از مجموعه یک x(١)(t), . . . x(n)(t) کنیم فرض کرد.

x′ = A(t)x (٣٢.١)

ماتریس اینصورت در است. n× n ماتریسی A که دهند تشکیل α < t < β چون بازه�ای بر

ψ(t) =


x
(١)
١ (t) . . . x

(n)
n (t)

... ...
x
(١)
n (t) . . . x

(n)
n (t)

 (٣٣.١)

ماتریس اند. x(n)(t), . . . , x(١)(t) بردار�های ستون�هایش که دارد نام (٣٢.١) دستگاه اساسی ماتریس
خطی�اند. مستقل بردار�هایی ستون�هایش زیرا است نامنفرد اساسی

جواب کرد. بیان زیر صورت به اساسی ماتریس حسب بر می�توان ١٧را اولیه مقدار مساله یک جواب
از است عبارت (٣٢.١) معادله عمومی

x = c١x(١)(t) + · · ·+ cnx(n)(t)

، ψ(t) برحسب یا
x = ψ(t)c (٣۴.١)

مقداراولیه مساله برای است. c = (c١, · · · , cn)T دلخواه مولفه�های با ثابت برداری c آن در که
x′ = A(t)x x(t٠) = x٠ (٣۵.١)

بردار است کافی است، شده داده اولیه بردار یک x٠ و بوده α < t < β در مفروض نقطه�ای t٠ آن در که
در باید c لذا کند. صدق (٣۵.١) اولیه شرط در که بگیریم طوری را (٣۴.١) معادله در c

ψ(t٠)c = x٠ (٣۶.١)
١۶Fundamental Matrix
١٧Initial Value Problems



١٨ مقدمات و تعاریف .١

و است نامنفرد ψ(t٠) چون بنابراین، نماید. صدق
c = ψ−١(t٠)x٠ (٣٧.١)

بنابراین
x = ψ(t)ψ−١(t٠)x٠ (٣٨.١)

است. (٣۵.١) اولیه مقدار مساله جواب
دیفرانسیل معادله در ψ اینصورت در است (٣٢.١) معادله جواب یک ψ اساسی ماتریس ستون هر

می�کند صدق زیر ماتریسی
ψ′ = A(t)ψ (٣٩.١)

از گاهی می�شود. بررسی (٣٩.١) معادله طرف دو در متناظر ستونهای مقایسه با سادگی به رابطه این
x(١)(t), · · · , x(n)(t) بردارهای ستون�هایش و می�شود داده نشان ϕ(t) با که دیگری اساسی ماتریس

اولیه شرایط در بردارها این ،(٣٢.١) دیفرانسیل معادله بر علاوه که می�کنیم استفاده هستند
x(j)(t٠) = e(j)

لذا است. صفر جاها سایر در و یک عدد ام j موضع در که است یکه بردار e(j) آن در که می�کنند صدق
است زیر خاصیت دارای ϕ(t)

ϕ(t٠) = I

داریم (٣٨.١) معادله از ϕ−١(t٠) = I آنجاییکه از
x = ϕ(t)x٠ (۴٠.١)

داریم (۴٠.١) و (٣٨.١) مقایسه از
ϕ(t) = ψ(t)ψ−١(t٠).

اسکالر اولیه مقدار مساله جواب که می�شویم یادآور
x′ = ax , x(٠) = x٠ (۴١.١)

از است عبارت است، ثابت a آن در که
x = x٠e

(at) (۴٢.١)

یعنی ،n× n دستگاه برای نظیر اولیه مقدار مساله حال
x′ = Ax , x(٠) = x٠ (۴٣.١)

(۴٣.١) مساله در بخش این نتایج از استفاده با است. ثابت ماتریس A آن در که می�گیریم نظر در را
نوشت زیر صورت به را جوابش می�توان

x = ϕ(t)x٠

ϕ(t) ماتریس که برمی�آید جواب�هایشان و (۴٣.١) و (۴١.١) مقایسه از است. ϕ(٠) = I آن در که
کنیم. می بررسی را ویژگی این حال باشد. داشته نمایی ویژگی است ممکن



١٩ اساسی ماتریس .١٢.١

می�کند صدق زیر دیفرانسیل معادله در e(At) ماتریس
d

dt
eAt = Ae(At)

اولیه شرایط در e(At) است، t = ٠ وقتی همچنین
e(At)|t=٠ = I

یعنی ،e(At) �وسیله به صادق اولیه مقدار مساله همان در ϕ اساسی ماتریس می�کند. صدق
ϕ′ = Aϕ , ϕ(٠) = I

اولیه مقدار مساله جواب و کرد یکسان ϕ(t) اساسی ماتریس با می�توان را e(At) لذا می�کند. صدق
نوشت زیر شکل به را (۴٣.١)

x = e(At)x٠

است. (۴١.١) اولیه مقدار مساله (۴٢.١) جواب شبیه که



٢٠



٢ فصل

وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم
دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای

خطی غیر و خطی

مقدمه ١.٢

مقایسه در که می�شود ارایه لاگرانژ ضرایب تعمیم با وردشی تکرار روش از جدیدی شیوه فصل این در
کاربردهای از یکی می�آید. بدست سریعتر جواب و می�یابد کاهش محاسبات میزان کلاسیک روش با
است. ثابت ضرایب با دیفرانسیل معادلات دستگاه برای جردن کانونی فرم�های از استفاده جدید شیوه
بردارهای و ویژه مقادیر وردشی، تکرار روش در یافته تعمیم لاگرانژ ضربگر یافتن برای مواقعی چنین در

می�آوریم. بدست را جواب آنها از استفاده با و می�کنیم محاسبه را ضرایب ماتریس ویژه

کلاسیک :شیوه وردشی تکرار روش ٢.٢

بگیرید: نظر در را زیر معادلات دستگاه کلاسیک، وردشی تکرار روش توصیف برای
Lu(t) +Nu(t) = g(t), t ∈ I, (١.٢)

تکرار روش است. t ∈ I برای تابعی g(t) و هستند خطی غیر و خطی های عملگر ترتیب به N و L که
می�کند: معرفی زیر صورت به تصحیح تابعک (١.٢) معادله برای وردشی

un+١(t) = un(t) +

∫ t

t٠

µ{Lun(s) +Nũn(s)− g(s)}ds (٢.٢)

un(t) اینجا در می�شود. تعیین [١٠ ،٣] وردشی١ نظریه با که است لاگرانژ ضریب µ = µ(s, t) که
هر برای δũn(t) = ٠ یعنی ،t زمان به نسبت محدود متغیر ũn(t) و nام مرحله تقریبی جواب بیانگر

١variational theoty



خطی٢٢ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

عملگر دسته دو می�شود گرفته نظر در دیفرانسیل معادلات دستگاه هنگامی�که متاسفانه است. n ∈ N
معادله m شامل زیر دستگاه مثال برای شوند. می نقض (١.٢) در N و L خطی غیر و خطی های

بگیرید نظر در اولیه شرایط با را اول مرتبه خطی غیر دیفرانسیل

dx١
dt

= a١١x١ + . . .+ a١mxm + f١(t, x١, . . . , xm)

... (٣.٢)
dxm
dt

= am١x١ + . . .+ ammxm + fm(t, x١, . . . , xm)

اولیه شرایط با
x١(t٠) = α١, . . . , xm(t٠) = αm,

١ ≤ i, j ≤ m برای خطی غیر توابع fj : I × Rm −→ R و m ×m ماتریسی A(t) = (aij) که
است زیر به�صورت معادله هر برای کلاسیک وردشی تکرار روش در (٢.٢) اصلاحگر تابعک است.

xn+١k (t) =xnk(t) +

∫ t

t٠

µk{(xnk)′(s)− ak١(s)x̃
n
١(s)

− ak٢(s)x̃
n
٢(s)− . . .− ak,k−١(s)x̃

n
k−١(s)

− akk(s)x
n
k(s)− ak,k+١(s)x̃k+١(s)

− . . .− akm(s)x̃
n
m(s)−

fk(s, x̃
n
١(s), x̃

n
٢(s), . . . , x̃

m
١ (s)}ds (۴.٢)

اولیه تقریب�های با
x٠k(t) = αk

i = برای محدود تغییر x̃ni (s) و k = ١,٢, . . . ,m هر برای لاگرانژ µkضریب = µk(s, t) که
که داشت توجه باید است. dxnk(s)/ds مشتق بیانگر (xnk)′(s) و ١,٢, . . . , k − ١, k + ١, . . . ,m
نیزمی�توان خطی عبارات در بلکه خطی غیر عبارات در تنها نه را محدود تغییرات کلاسیک روش در
و می�دهیم ارایه V IM برای جدیدی شیوه روش، درست کاربرد و نابرابری برچنین غلبه برای برد. بکار

می�گیریم. نظر در کامل به�طور را (٣.٢) دستگاه

لاگرانژ ضرایب تعمیم وردشی: تکرار روش جدید شیوه ٣.٢

m×m ثابت ماتریس گرفتن نظر در با را (٣.٢) دستگاه

A(t) =


a١١ . . . a١m
... . . . ...

am١ · · · amm


تایی m بردارهای



٢٣ لاگرانژ ضرایب تعمیم وردشی: تکرار روش جدید شیوه .٣.٢

x = (x١, . . . , xm)
T , x(t٠) = α٠ = (α١, . . . , αm)

T

برداری تابع و

f(t, x) =


f١(t, x١, · · · , xm)

...
fm(t, x١, · · · , xm)

 ,

نوشت زیر صورت به می�توان را
x′(t) = A(t)x+ f(t, x) x(t٠) = α٠ (۵.٢)

است زیر صورت به (۵.٢) معادله برای تصحیح تابعک

xn+١(t) = xn(t) +
∫ t

t٠

ΛA(s, t){Lxn(s) +N x̃n(s)}ds (۶.٢)

ترتیب به Nx = −f(t, x) و Lx =
dx
dt

− A(t)x و لاگرانژ ضریب ماتریس ΛA = ΛA(s, t) که
تابع ΛA(s, t) لاگرانژ ضریب است. محدود تغییر بردار x̃n(s) و هستند خطی غیر و خطی عبارات
شرایط و جز به جز گیری انتگرال از استفاده با و تغییرات حساب با ΛA است. m × m ماتریسی

آید: می بدست زیر صورت به ٢ پایستاری

δxn+١(t) = δxn(t) + δ

∫ t

t٠

ΛA(s, t){
dxn(s)
ds

− A(s)xn(s)− f̃(s, xn(s))}ds (٧.٢)

بنابراین

δxn+١(t) = δxn(t) + δΛA(s, t)xn(s)|s=t −
∫ t

٠
(
∂Λ′

A(s, t)

∂s
+ A(s))δxn(s)ds (٨.٢)

داریم: δxn+١(t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال با که

Λ′
A(s, t) = ΛA(s, t)A(s) (٩.٢)

ΛA(t, t) = −E

داریم بنابراین
ΛA(s, t) = −e−A(s−t),

است. همانی ماتریس E که
ماتریسی دیفرانسیل معادله ،ΛA لاگرانژ ضریب محاسبه برای (٩.٢) دستگاه حل بجای

X ′ = A(t)X, (١٠.٢)

اولیه شرط با را
X(s) = E, (١١.٢)

است زیر صورت به (١٠.٢) فرد به منحصر جواب بگیرید. نظر در
X(t) = ϕ(t, s) := ϕ(t)ϕ−١(s)

٢stationary conditions



خطی٢۴ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

یعنی ،(۵.٢) همگن دستگاه اساسی ماتریس ϕ(t) که
x′ = A(t)x (١٢.٢)

شود می تعریف زیر صورت به (١٠.٢) الحاقی دستگاه است.
Y ′ = −AT (t)Y. (١٣.٢)

کنیم اعمال را زیر اولیه شرط این بر علاوه اگر
Y (s) = −E

به �کند صدق s ∈ I هر برای Y (s) = −E درشرط که (١٣.٢) الحاقی دستگاه فرد به منحصر جواب
است زیر صورت

Y (t) = −ψ(t, s) = −ψ(t)ψ−١(s)

به�صورت الحاقی دستگاه این که است (١٢.٢) الحاقی دستگاه اساسی ماتریس ψ(t) که
y′ = −AT (t)y

و قرینه ویژه مقادیر دارای −AT و A ماتریس اینکه به باتوجه که ψT (t, s) = ϕ−١(t, s) داریم است.
خواهد زیر صورت به (١٣.٢) دستگاه ترانهاده می�شود. اثبات تساوی این هستند متعامد ویژه های بردار

بود
Y ′T = −Y TA(t) ; Y T (s) = −E

بنابراین دارد، تطابق (٩.٢) دستگاه با t و s متغیر تغییر با که
Y T (t) = ΛA(t, s) = −ψT (t, s) = −ϕ−١(t, s).

می�شود. ثابت زیر گزاره ϕ−١(t, s) = ϕ(s, t) اینکه به توجه با

برای (۶.٢) تصحیح تابعک به وابسته ماتریسی لاگرانژ ضریب ΛA(s, t) کنید فرض .١.٣.٢ گزاره
بنابراین باشد، (۵.٢) دیفرانسیل معادله

ΛA(s, t) = −ϕ(t)ϕ−١(s) = −ϕ(t, s)

است. (١٢.٢) خطی همگن معادله اساسی ماتریس ϕ(t) که

لاگرانژ ضریب بنابراین باشد. (۵.٢) در m×m ثابت ماتریسی A(t) = A کنید فرض .٢.٣.٢ نتیجه
است زیر صورت به (۶.٢) در متناظر

ΛA(s, t) = −e−A(s−t)

که می�آید بدست (١.٣.٢) از است، اساسی ماتریس ϕ(t) = eAt ازآنجاییکه برهان.
ΛA(s, t) = −ϕ(t, s) = −ϕ(t)ϕ−١(s) = −eAte−As = −e−A(s−t)

ماتریس (۵.٢) همگن دیفرانسیل معادله هنگامیکه برای را آمده بدست اثبات و توضیحات ادامه، در
لاگرانژ ضریب برای و می�دهیم توضیح را مستقیمی غیر روش بعلاوه می�دهیم. ارایه دارد، ثابت ضرایب

می�کنیم. بندی فرمول را جردن مختلف اشکال یافته تعمیم



٢۵ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

ثابت ضرایب با معادلات دستگاه ۴.٢

شکل به ها دستگاه حل برای را V IM از دیگری روش بخش این در
x′ = Ax+ f(t, x) x(t٠) = α٠ (١۴.٢)

بعلاوه است. خطی غیر تابعی f : I × Rm −→ Rm و ثابت m ×m ماتریس A که می�کنیم، بیان
خطی عبارات در محدود تغییرات گرفتن نظر در بدون را (١۴.٢) دستگاه جدید روش دهیم می نشان

کند. می حل
x = Py تبدیل اما آورد، بدست (٢.٣.٢) از یا (١.٣.٢) از مستقیما توان می را لاگرانژ ضریب چه اگر
شکل J = P−١AP ماتریس طوری�که، به است m×m وارون�پذیر ماتریس P که کنیم می معرفی را

است. A ضرایب ماتریس جردن
می�آوریم بدست در(٢.١۴) x = Py جایگذاری با

Py′ = APy+ f(t, Py)

بنابراین
y′ = P−١APy+ P−١f(t, Py)

اینکه به توجه با که
P−١AP = J

داریم
y′ = Jy+ F (t, y), y(t٠) = β٠ (١۵.٢)

است. β٠ = P−١αو٠ F (t, y) = P−١f(t, Py)که
داریم را زیر تصحیح تابعک (١۵.٢) دستگاه برای وردشی تکرار روش کاربردن به با

yn+١(t) = yn(t) +
∫ t

t٠

ΛJ{ℓyn(s) +N ỹn(s)}ds (١۶.٢)

هر برای δỹn(s) = ٠ یعنی می�باشد، محدود تغییر بردار ỹn(s)و لاگرانژ ضریب ΛJ = ΛJ(s, t)که
صورت به ترتیب به خطی غیر و خطی عبارات که n ∈ N

ℓy =
dy
dt

− Jy, Ny = −F (t, y)

کلاسیک روش در حالیکه در است m×m ماتریسی تابعی (١۶.٢) در ΛJ که داشت توجه باید است.
شرایط و (١۶.٢) در تغییرات حساب از استفاده با شود. می تعریف اسکالر صورت به لاگرانژ ضرایب

می�آوریم بدست پایستاری،

δyn+١(t) = δyn(t) + δ

∫ t

t٠

ΛJ(s, t){
dyn(s)
ds

− Jyn(s)− F̃ (s, yn(s))}ds (١٧.٢)

بنابراین

δyn+١(t) = δyn(t) + δΛJ(s, t)yn(s)|s=t −
∫ t

٠
(
∂Λ′

J(s, t)

∂s
+ JΛJ(s, t))δyn(s)ds (١٨.٢)
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داریم: δyn+١(t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال با که

Λ′
J(s, t) = −ΛJ(s, t)J

ΛJ(t, t) = −E (١٩.٢)

می�آید بدست زیر صورت به (١٩.٢) در ماتریسی دیفرانسیل معادله یکتای جواب بنابراین

ΛJ(s, t) = −e−J(s−t)

می�شود، حل A ثابت ماتریس با (٩.٢) دستگاه بنابراین نبریم کار به را x = Py تبدیل اگر واقع در
یعنی

Λ′
A(s, t) = −ΛA(s, t)A

ΛA(t, t) = −E (٢٠.٢)

می�آید. بدست ΛA(s, t) = −e−A(s−t) ،(٢.٣.٢) نتیجه مانند ΛA(s, t)لاگرانژ ضریب تعیین برای
داریم J = P−١AP آنجاییکه از بنابراین

ΛJ(s, t) = −e−J(s−t)

= −e−P−١Ap(s−t) = −(I − P−١AP (s− t) +
P−١A٢P (s− t)

٢! − · · · )

= −P−١(I − A(s− t) +
A٢(s− t)

٢! − · · · )P = P−١e−A(s−t)P = P−١ΛA(s, t)P

می�آید بدست این بر علاوه آورد. بدست آنرا (٢٠.٢) و (١٩.٢) مقایسه از می�توان که
ΛA(s, t) = −ϕ(t, s) := −ϕ(t)ϕ−١(s)

می�کند. راتایید (١.٣.٢) گزاره همچنین و می�باشد (١۴.٢) دستگاه اساسی ماتریس ϕ(t) = eAt زیرا
که می�گیریم نتیجه بالا مباحث از وضوح به

yn+١(t) = yn(t) +
∫ t

t٠

ΛJ(s, t){ℓyn(s) +Nyn(s)}ds

(١۶.٢) از ΛJ(s, t) = P−١ΛA(s, t)P و x = Py آنجاییکه از همچنین است. (١۶.٢) همان که
داریم

P−١xn+١(t) = P−١xn(t) +
∫ t

t٠

P−١ΛA(s, t)P{ℓ(p−١xn(s)) +N (P−١xn(s))ds

بنابراین

xn+١(t) + xn(t) +
∫ t

t٠

ΛA(s, t){P (ℓoP−١)xn(s) + P (N oP−١)xn(s)}ds (٢١.٢)

می�شود تعریف زیر صورت به و است ترکیب دهنده نشان o نماد که
(ℓoP−١)x = ℓ(P−١x) , (N oP−١)x = N (P−١x)



٢٧ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

L = P (ℓoP−١) , N = P (N oP−١)

دیفرانسیل معادلات های دستگاه برای V IM هنگامی�که می�شوند نقض روابطی چنین متاسفانه،
لاگرانژ ضرایب زیر نتیجه بنابراین است. اسکالر فرض طبق لاگرانژ ضرایب زیرا شود می برده بکار

کند. می بندی فرمول جردن خاص شکل�های برای را ماتریسی

داریم m = ٢ برای .١.۴.٢ نتیجه

بنابراین باشد J =

(
λ١ ٠
٠ λ٢

)
اگر (١)

ΛJ(s, t) = −

(
e−λ١(s−t) ٠

٠ e−λ٢(s−t)

)

بنابراین باشد J =

(
ξ η

−η ξ

)
اگر (٢)

ΛJ(s, t) = −e−ξ(s−t)

(
cos η(s− t) − sin η(s− t)

sin η(s− t) cos η(s− t)

)

بنابراین باشد J =

(
λ ١
٠ λ

)
اگر (٣)

ΛJ(s, t) = −e−λ(s−t)

(
١ −(s− t)

٠ ١

)

هستند. A ویژه مقادیر به وابسته ثابت�های λ, λ١, λ٢, ξ, η که

قطری ماتریس یک قطری ماتریس یک توان هر اینکه و نمایی ماتریس از استفاده با (١) برهان.
می�شود. اثبات است

هستند. λ٢ = ξ − ηi و λ١ = ξ + ηiماتریس این ویژه مقادیر بنابراین J =

(
ξ η

−η ξ

)
داریم (٢)

و p ماتریس�های است. متشابه D =

(
ξ − ηi ٠
٠ ξ + ηi

)
قطری ماتریس با J ماتریس پس

است زیر صورت به آن معکوس

P =

(
١ ١
i −i

)
P−١ =

(
١
٢

−i
٢

١
٢

i
٢

)
بنابراین



خطی٢٨ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

eJ = P eDP−١ =e−ξ(s−t)

(
١ ١
i −i

)
(
cos η(s− t) + i sin η(s− t) ٠

٠ cos η(s− t)− i sin η(s− t)

)(
١
٢

−i
٢

١
٢

i
٢

)

=e−ξ(s−t)

(
cos η(s− t) sin η(s− t)

− sin η(s− t) cos η(s− t)

)

اگر که صورت این به می�شود ثابت ماتریسی توابع جردن فرم از استفاده با (٣)

J =

(
λ ١
٠ λ

)
داریم آنگاه

f(J) = −e−J(s−t) =

(
f(λ) f ′λ)

٠ f(λ)

)
= −e−λ(s−t)

(
١ −(s− t)

٠ ١

)

بکار Ny = −f(t, y) خطی غیر عبارات در تنها محدود تغییرات که باشید داشته توجه همچنین
(٢١.٢) تکرارهای با (١۴.٢) اصلی دستگاه جواب x = Py تبدیل از استفاده با سرانجام می�رود.
m×mماتریس برای جردن بلوکی فرم زیرا است بدیهی بالاتر ابعاد برای بالا گزاره تعمیم می�آید. بدست

است. (١.۴.٢) فرم�های همان از یکی
ویژه مقدار ابتدا خطی، معادلات دستگاه در A ثابت ماتریس از J جردن شکل آوردن بدست برای

می�دهند. تشکیل را P تبدیل ماتریس ستون�های که می�آوریم بدست را ویژه بردارهای سپس و
توضیح (١.۴.٢) نتیجه برای لاگرانژ ضریب یافتن برای را خطی عبارت�های اهمیت زیر مثال�های

می�دهد.

بگیرید نظر در را زیر دستگاه ،(١) حالت .٢.۴.٢ مثال

x′ = Ax =

(
٠ −١
−٢ −١

)
x x(٠) =

(
١
٢

)
x (٢٢.٢)

آن جواب که
x(t) =

(
e−٢t,٢e−٢t

)T
می�آید بدست مجزا طور به زیر تصحیح تابعک V IM روش مطابق مساله. کلاسیک روش

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s) + x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ (t) = xn٢(t) +

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s) + ٢x̃n١(s) + xn٢(s)}ds (٢٣.٢)



٢٩ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

یعنی محدودند های متغیر x̃n٢(s) و x̃n١(s)و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t) و µ١ = µ١(s, t) که
صورت به کلاسیک روش در لاگرانژ ضرایب .n ∈ N هر برای δx̃n٢(s) = ٠ و δx̃n١(s) = ٠

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δ

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s) + x̃n٢(s)}ds

بنابراین می�باشد،

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δµ١(s, t)x١(s)|s=t −
∫ t

٠
(
∂µ١(s, t)

∂s
)δxn١(s)ds

و

δxn+١٢ (t) = δxn٢(t) + δ

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s) + ٢x̃n١(s) + xn٢(s)}ds

نتیجه در

δx
(n+١)
٢ = δxn٢(t) + δµ٢(s, t)x

n
٢(t)−

∫ t

٠
(
∂µ٢
s

− µ٢)δx
n
٢(s)ds

: داریم δx(n+١)٢ (t) = ٠ و δx(n+١)١ (t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال +١با µ١(s, t)|t=s = ٠

−∂µ١
∂s

= ٠
(٢۴.٢)

+١و µ٢(s, t)|t=s = ٠

−∂µ٢
∂s

+ µ٢ = ٠
(٢۵.٢)

می�شود حاصل زیر لاگرانژ ضرایب که
µ١(s, t) = −١ (٢۶.٢)

و
µ٢(s, t) = −e(s−t) (٢٧.٢)

می�آید بدست (٢٣.٢) تصحیح تابعک در ضرایب این باجایگذاری

xn+١١ (t) =xn١(t)−
∫ t

٠
{(xn١)′(s) + x̃n٢(s)}ds (٢٨.٢)

xn+١٢ (t) =xn٢(t)−
∫ t

٠
e(s−t){(xn٢)′(s) + ٢x̃n١(s) + xn٢(s)}ds

داریم x(٠)١ = x(٠) = ١ و x(٠)٢ = x(٠) = ٢ ،n = ١, · · · ,٩ x١١با = ١− ٢t

x١٢ = ٢− ۴t
(٢٩.٢)

x٢١ = ١− ٢t+ ٢t٢

x٢٢ = ٢− ۴t+ ۴t٢
(٣٠.٢)
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x٣١ = ١− ٢t+ ٢t٢ − ۴
٣t

٣

x٣٢ = ٢− ۴t− ۴
٣t

٣
(٣١.٢)

x١(t) = دقیق جواب تیلور بسط با آمده بدست سری می�شود، n = ٩ وقتی روش این دادن ادامه با و
دارد. مطابقت x٢(t) = ٢e−٢t و e−٢t

می�آید بدست (٢٢.٢) از y = (y١, y٢)
T که x = Py تبدیل از استفاده با مساله. جدید روش

y′ = Jy, y(٠) = P−١x(٠)

دیگر عبارت به هستند. J =

(
١ ٠
٠ −٢

)
و P−١ =

(
٢
٣

−١
٣

١
٣

١
٣

)
و P =

(
١ ١
−١ ٢

)
که

y′ =
(
١ ٠
٠ −٢

)
y (٣٢.٢)

ساخته زیر صورت به (٣٢.٢) تصحیح تابعک .y(٠) =
(

٢
٣

−١
٣

١
٣

١
٣

)(
١
٢

)
= (٠,١)T اولیه مقدار با

می�شود

yn+١(t) = yn(t) +
∫ t

٠
ΛJ(s, t){(yn)′(s)− Jyn(s)}ds (٣٣.٢)

است زیر صورت به لاگرانژ ضریب و نیست محدود تغییرات به نیاز که

ΛJ(s, t) = −e−J(s−t) = −

(
e−(s−t) ٠
٠ e٢(s−t)

)
داریم PΛJ(s, t)P

−١ = ΛA(s, t) = −ϕ(t, s) آنجاییکه از

ΛA(s, t) = −١
٣

(
٢e−(s−t) + e٢(s−t) −e−(s−t) + e٢(s−t)

−٢e−(s−t) + ٢e٢(s−t) e−(s−t) + ٢e٢(s−t)

)
باشد، اولیه تقریبی جواب y٠(t) = y(٠) کنید فرض حال می�آید. بدست ϕ(t) و P �های ماتریس با که

می�آید بدست اول مرحله تقریب (٣٣.٢) از

y١(t) =
(
٠
١

)
+

∫ t

٠

(
e−(s−t) ٠
٠ e٢(s−t)

)(
١ ٠
٠ −٢

)(
٠
١

)
ds =

(
٠, e−٢t

)T
می�آید بدست زیر اول مرحله وردشی تقریب x = Py تبدیل بردن بکار با

x١(t) =
(

١ ١
−١ ٢

)(
٠

e−٢t

)
=

(
e−٢t

٢e−٢t

)
عبارات در محدود تغییرات عدم دلیل به می�رفت انتظار که همانطور (٢٢.٢) مساله دقیق جواب بنابراین

می�آید. بدست خطی



٣١ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

برای(٢٢.٢) V IM کلاسیک و جدید روش مقایسه :١.٢ جدول

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢
١ ١٫ ١٣۵٣ ٠٫ ٧٩٩٢ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠
٢ ٠٫ ٣٣۶٢ ٠٫ ۶٧٢۴
٣ ٠٫ ١١٩٢٣ ٠٫ ١۵۶٧
...

...
...

٧ ٠٫ ٠٠٠۵
٨ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠١
٩ ٠٫ ٠٠٠٠

می�دهد. نشان را جدید و کلاسیک شیوه ام n مرتبه آمده بدست تقریبهای مطلق خطاهای (١.٢) جدول
می�کنیم تعریف پس این از

ϵV IM
i (t) = |xEi (t)− xV IM

i (t)|, ϵGV IM
i (t) = |xEi (t)− xGV IM

i (t)|, i = ١,٢

(٢٨.٢) از آمده بدست تقریبی جوابهای ترتیب به xGV IM
i و xV IM

i و دقیق جواب xEi (t) = xi(١) که
است. t = ١ در (٣٣.٢) و

بگیرید نظر در را زیر دستگاه ،(٢) حالت .٣.۴.٢ مثال

x′ = Ax =

(
٧ −۵
۵ −١

)
x x(٠) =

(
١
٠

)
(٣۴.٢)

می�آید بدست مجزا طور به زیر تصحیح تابعک V IM روش مطابق کلاسیک. روش

x
(n+١)
١ (t) =xn١(t) +

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s)− ٧xn١(s) + ۵x̃n٢(s)}ds

x
(n+١)
٢ (t) =xn٢(t) +

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s)− ۵x̃n١(s) + xn٢(s)}ds (٣۵.٢)

یعنی محدودند های متغیر x̃n٢(s) و x̃n١(s) و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t)و µ١ = µ١(s, t) که
می�آید بدست زیر صورت به کلاسیک لاگرانژدر ضرایب .n ∈ N هر برای x̃n٢(s) = ٠ و δx̃n١(s) = ٠

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δ

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s)− ٧xn١(s) + ۵x̃n٢(s)}ds

بنابراین

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δµ١(s, t)x
n
١(t)|s=t −

∫ t

٠
(
∂µ١(s, t)

∂s
+ ٧µ١(s, t))δxn١(s)ds

و

δx
(n+١)
٢ (t) = δxn٢(t) + δ

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s)− ۵x̃n١(s) + xn٢(s)}ds

سپس

δxn+١٢ (t) = δxn٢(t) + δµ٢(s, t)x
n
٢(t)|s=t −

∫ t

٠
(
∂µ٢(s, t)

∂s
− µ٢(s, t))δx

n
٢(s)ds



خطی٣٢ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

: داریم ،δx(n+١)٢ (t) = ٠ و δx(n+١)١ (t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال +١با µ١(s, t)|t=s = ٠

−٧µ١ − ∂µ١
∂s

= ٠
(٣۶.٢)

+١و µ٢(s, t)|t=s = ٠

µ٢ − ∂µ٢
∂s

= ٠
(٣٧.٢)

می�آیند. بدست زیر صورت به لاگرانژ ضرایب ,s)µ١که t) = −e٧(t−s)

µ٢(s, t) = e(s−t)
(٣٨.٢)

می�آید بدست (٣۵.٢) تصحیح تابعک در ضرایب این باجایگذاری

x
(n+١)
١ (t) =xn١(t) +

∫ t

٠
−e٧(t−s){(xn١)′(s)− ٧xn١(s) + ۵x̃n٢(s)}ds

x
(n+١)
٢ (t) =xn٢(t) +

∫ t

٠
e(t−s){(xn٢)′(s)− ۵x̃n١(s) + xn٢(s)}ds (٣٩.٢)

داریم x(٠)١ = x(٠) = ١ (٠)x٢و = x(٠) = ٠ ،n = ١, · · · ,٢٢ x١١با = ١+ ٧t

x١١ = −۵t
(۴٠.٢)

x٢٢ = ١+ ٧t+ ٣٧t٢

x٢١ = −١۵t− ٢٠t٢
(۴١.٢)

x٣١ = ١+ ٧t+ ٣٧t٢ + ۶٢t٢ + ٣۵٩
٣ t

٣

x٣١ = −٣۵t− ۶۵t٢ − ٢٠۵
٣ t

٣
(۴٢.٢)

x١(t) = دقیق جواب تیلور بسط آمده، بدست سری ،n = ٢٢ برای روش این دادن ادامه با و
بود. خواهد x٢(t) = ۵

٣e
٣t sin(٣t) و et(۴٣ sin(٣t) + cos(٣t)

(A− λI)x = ٠ داریم ویژه بردار آوردن بدست برای جدید. روش
]بنابراین

۴− ٣i −۵
۵ −۴− ٣i

][
x

y

]
=

[
٠
٠

]

می�آوریم بدست را زیر ویژه بردار اینجا از که

v =

[
۴+٣i
۵

١

]
=

[
۴
۵

١

]
+ i

[
٣
۵

٠

]



٣٣ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

هستند ٣∓٣i، A ضرایب ماتریس مختلط ویژه مقادیر می�آید. بدست P =

[
۴
۵

٣
۵

١ ٠

]
ماتریس بنابراین

آوریم می بدست x = Py تبدیل معرفی با

y′ =
(

٣ ٣
−٣ ٣

)
y

وردشی تکرار روش جدید شیوه از استفاده با و y(٠) = P−١x(٠) = (٠,۵/٣)T اولیه شرط اعمال با
داریم را زیر تصحیح تابعک

yn+١(t) = yn(t) +
∫ t

٠
ΛJ(s, t){(yn)′(s)− Jyn(s)}ds (۴٣.٢)

لاگرانژ ضریب و

ΛJ(s, t) = −e−٣(s−t)

(
cos٣(s− t) − sin٣(s− t)

sin٣(s− t) cos٣(s− t)

)
داریم n = ٠ برای (۴٣.٢) در y٠(t) = (٠,۵/٣)T اولیه تقریب از استفاده با

y١(t) = (۵/٣e٣t sin٣t,۵/٣e٣t cos٣t)T

بنابراین
x١(t) = (e٣t(۴/٣ sin٣t+ cos٣t),۵/٣e٣t sin٣t)T

و کلاسیک روش از حاصل عددی نتایج در(٢.٢) (١.٢) جدول مانند است. (٣۴.٢) دقیق جواب که
می�شود. مقایسه V IMجدید روش

برای(٢.٣۴) V IM وکلاسیک جدید روش مقایسه :٢.٢ جدول

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢
١ ١١١٢٫ ٧٣٨۴ ١٫ ۵۶٣۵ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠
٢ ٠٫ ٣٣۶٢ ٠٫ ۶٧٢۴
٣ ۶٢۵٫ ۵٩١٨ ۶٨٠٫ ۴۴١٧
...

...
...

٢٢ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠

بگیرید نظر در را زیر دستگاه حال ،(٣) حالت .۴.۴.٢ مثال

x′ = Ax =

(
−١١ ١۶
−٩ ١٣

)
x x(٠) =

(
١
١

)
(۴۴.٢)

است زیر صورت به آن جواب که
x(t) =

(
et(١+ ۴t), et(١+ ٣t)

)T
می�آید بدست مجزا طور به زیر تصحیح تابعک V IM روش مطابق



خطی٣۴ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s) + ١١xn١(s)− ١۶x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ (t) = xn٢(t) +

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s) + ٩x̃n١(s)− ١٣xn٢(s)}ds (۴۵.٢)

یعنی محدودند های متغیر x̃n٢(s)و x̃n١(s)و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t)و µ١ = µ١(s, t) که
زیر صورت به کلاسیک روش در لاگرانژ ضرایب است. n ∈ N هر برای δx̃n٢(s) = و٠ δx̃n١(s) = ٠

می�آید بدست

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δ

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s) + ١١xn١(s)− ١۶x̃n٢(s)}ds

بنابراین

δxn+١١ (t) =δxn١(t) + δµ١(s, t)x١(t)|s=t −
∫ t

٠
(
∂µ١(s, t)

∂s
)δxn١(s)ds

+

∫ t

٠
µ١(s, t)δ١١xn١(s)ds

و

δxn+١٢ (t) = δxn٢(t) + δ

∫ t

٠
µ٢{(xn٢)′(s) + ٩x̃n١(s)− ١٣xn٢(s)}ds

سپس

δxn+١٢ (t) =δxn٢(t) + δµ٢(s, t)x٢(t)|s=t −
∫ t

٠
(
∂µ٢(s, t)

∂s
)δxn٢(s)ds

−
∫ t

٠
µ٢(s, t)δ١٣xn٢(s)ds

داریم δx(n+١)٢ (t) = ٠ و δx(n+١)١ (t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال +١با µ١(s, t)|t=s = ٠

−∂µ١
∂s

+ ١١µ١|s=t = ٠
(۴۶.٢)

+١و µ٢(s, t)|t=s = ٠

−∂µ٢
∂s

− ١٣µ٢|s=t = ٠
(۴٧.٢)

می�شوند حاصل زیر صورت به لاگرانژ ضرایب که
µ١(s, t) = −e١١(s−t) (۴٨.٢)

و
µ٢(s, t) = −e١٣(t−s) (۴٩.٢)

می�آید بدست (۴۵.٢) تصحیح تابعک در ضرایب این باجایگذاری

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

٠
−e١١(s−t){(xn١)′(s) + ١١xn١(s)− ١۶x̃n٢(s)}ds



٣۵ ثابت ضرایب با معادلات دستگاه .۴.٢

xn+١٢ (t) = xn٢(t) +

∫ t

٠
−e١٣(t−s){(xn٢)′(s) + ٩x̃n١(s)− ١٣xn٢(s)}ds

داریم x(٠)٢ = x(٠)٢ = ١ ١(٠)xو = x(٠)١ = ١ ،n = ٠, · · · ,٣٩ x١١با = ١+ ۵t

x١٢ = ١+ ۴t
(۵٠.٢)

x١١ = ١+ ۵t+ ٩
٢t

٢

x١٢ = ١+ ۴t+ ٧
٢t

٢
(۵١.٢)

x١١ = ١+ ۵t+ ٩
٢t

٢ + ١٣
۶ t

٣

x١٢ = ١+ ۴t+ ٧
٢t

٢
(۵٢.٢)

x١(t) = دقیق جواب تیلور بسط حاصل سری می�رسیم، n = ٣٩ به وقتی دادن روش ادامه با که
است. x٢(t) = et(١+ ٣t) و et(١+ ۴t)

ویژه بردارهای آوردن بدست برای که است λ١,٢ = ١ ، A ماتریس تکراری ویژه مقادیر جدید. روش
داریم

(A− λI)x = ٠

صورت به اول ویژه بردار بنابراین

v١ =

(
۴
٣

١

)
بنابراین می�کنیم، استفاده یافته تعمیم ویژه بردار از دوم ویژه بردار آوردن بدست برای است

(A− λI)v٢ = v١

می�شود حاصل زیر صورت به و است یافته تعمیم ویژه بردار v٢ که

v٢ =

(
١
۵
۶

)

داریم جردن ماتریس آوردن بدست برای است. P−١ =

(
١۵
٢ −٩
−٩ ١٢

)
و P =

(
۴
٣ ١
١ ۵

۶

)
بنابراین

P−١AP = J =

(
١ ١
٠ ١

)
دیگر عبارت به

y′ =
(
١ ٠
٠ −٢

)
y (۵٣.٢)

صورت به (۵٣.٢) تصحیح تابعک .y(٠) =
(

١۵
٢ −٩
−٩ ١٢

)(
١
٢

)
= (−٣

٢ ,٣)T اولیه مقدار با

yn+١(t) = yn(t) +
∫ t

٠
ΛJ(s, t){(yn)′(s)− Jyn(s)}ds (۵۴.٢)



خطی٣۶ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

است زیر صورت به لاگرانژ ضریب و نیست محدود تغییرات به نیاز که است

ΛJ(s, t) = −e−(s−t)

(
١ −(s− t)

٠ ١

)
داریم PΛJ(s, t)P

−١ = ΛA(s, t) = −ϕ(t, s) آنجاییکه از

ΛA(s, t) = −١
٣

(
−١٢(s− t)e−(s−t) − e(s−t) ١۶(s− t)e(s−t)

−٩(s− t)e−(s−t) −e(s−t) + ١٢(s− t)e٢(s−t)

)
باشد، اولیه تقریبی جواب y٠(t) = y(٠) کنید فرض حال می�شود. تعیین ϕ(t)و P �های ماتریس با که

می�آید بدست زیر اول مرحله تقریب (۵۴.٢) از

y١(t) =
(
−٣

٢

٣

)
+

∫ t

٠

(
−e−(s−t) −e−(s−t)(s− t)

٠ −e(s−t)

)(
١ ١
٠ ١

)(
−٣

٢

٣

)
ds

=

(
−٣

٢e
t + ٣tet

٣et

)T

می�آید بدست زیر اول مرحله وردشی تقریب x = Py تبدیل بردن بکار با

x١(t) =
(
et(١+ ۴t), et(١+ ٣t)

)T
ببینید را (٣.٢) جدول کلاسیک و جدید شیوه مقایسه برای است. (۴۴.٢) دستگاه دقیق جواب همان که

(۴۴.٢) برای V IM وکلاسیک جدید روش مقایسه :٣.٢ جدول

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢

١ ١٢٫ ١٣۶٩ ١٣۶١١٧٫ ٠١۶٧ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠
٢ ٩٠٧٣٨٫ ٨٨٠۶ ٧٢٣٠٧٫ ٧٠٧۶
٣ ۴٨١٩٩٫ ۵٨٩٠ ۶۴٧۵٣۶٫ ٠۵٠٨
... ... ...
٣٩ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠

متغیر ضرایب با معادلات ۵.٢

معادلات برای آنرا می�توان اما می�بردیم بکار ثابت باضرایب معادلات برای را روش قبلی بخش�های در
داد. گسترش نیز متغیر ضرایب با

را متغیر ضرایب با خطی غیر معادلات همچنین و متغیر ضرایب با خطی معادلات بخش این در
ضرایب با خطی دیفرانسیل معادلات در حتی لاگرانژ ضریب تعمیم از استفاده حقیقت در می�کنیم. بررسی
با ترکیب در به�ویژه شده، ارایه روش با بعلاوه شود. تقریب به�درستی وقتی است، اهمیت حایز ثابت غیر

می�شود. حاصل خطی غیر موارد در ملاحظه�ای قابل نتایج (MGV IM) مرحله�ای چند مدل



٣٧ متغیر ضرایب با معادلات .۵.٢

را زیر اویلر کوشی معادله .١.۵.٢ مثال
t٢x′′ − ٣tx′ + ۴x = t (۵۵.٢)

بگیرید. نظر در x(١) = ٢ ،x′(١) = ٢ اولیه شرط با
داریم اویلر معادله حل برای

D(D − ١)y(x)− ٣Dy(x) + ۴y(x) = ٠

یا
(D٢ − ۴D + ۴)y(t) = ٠

r = ٢ مضاعف ریشه یک دارای r٢ − ۴r+ ۴ = ٠ یعنی معادله، همگن قسمت مفسر معادله بنابراین
می�باشد زیر صورت به عمومی جواب لذا است،

y(x) = c١e
٢x + c٢xe

٢x

داریم x = ln t متغیر تغییر به توجه با
x١ = e٢x = t٢ x٢ = xe٢x = t٢ ln t

می�آوریم بدست اولیه شرایط و (۵۵.٢) معادله از x٢ = x′ و x١ = x تبدیل از استفاده با حال
x′(t) = A(t)x(t) + f(t, x(t)) x(١) = (٢,٢)T (۵۶.٢)

که

A(t) =

 ٠ ١

− ۴
t٢

٣
t

 f(t, x(t)) =

٠
١
t


است زیر صورت به ϕ(t) اساسی ماتریس x′ = A(t)x(t) همگن دستگاه برای

ϕ(t) =

(
t٢ t٢ ln(t)

٢t ٢t ln(t) + t

)

می�آید بدست زیر صورت به (۵۶.٢) جواب که
x(t) =

(
t٢ − ln(t)t٢ + t, t− ٢t ln(t) + ١

)T
داریم را زیر تصحیح تابعک V IM از استفاده با تقریبی جواب برای

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

١
µ١{(xn١)′(s)− x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ (t) = xn٢(t) +

∫ t

١
µ٢{(xn٢)′(s) +

۴x̃n١(s)
s٢

−
٣x̃n٢(s)
s

− ١
s
}ds (۵٧.٢)

یعنی محدودند های متغیر x̃n٢(s)و x̃n١(s)و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t)و µ١ = µ١(s, t) که
بدست زیر صورت به کلاسیک روش لاگرانژدر ضرایب .n ∈ N هر برای x̃n٢(s) = ٠ و δx̃n١(s) = ٠

می�آید

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δ

∫ t

٠
µ١{(xn١)′(s)− x̃n٢(s)}ds



خطی٣٨ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

بنابراین

δxn+١١ (t) = δxn١(t) + δµ١(s, t)x١(t)|s=t −
∫ t

٠
(
∂µ١(s, t)

∂s
)δxn١(s)ds

و

δxn+١٢ (t) = δxn+١٢ (t) + δ

∫ t

١
µ٢{(xn٢)′(s) +

۴x̃n١(s)
s٢

−
٣x̃n٢(s)
s

− ١
s̃
}

بنابراین

δxn+١٢ (t) = δxn٢(t) + δµ٢(s, t)x
n
٢(t)|s=t −

∫ t

١
(
∂µ٢(s, t)

∂s
)δxn٢(s)ds

: داریم δx(n+١)٢ (t) = ٠ و δx(n+١)١ (t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال +١با µ١(s, t)|t=s = ٠

−∂µ١
∂s

= ٠
(۵٨.٢)

+١و µ٢(s, t)|t=s = ٠

−∂µ٢
∂s

= ٠
(۵٩.٢)

می�آید. بدست µ٢(s, t) = −١ و µ١(s, t) = −١ که

می�آید بدست (۴۵.٢) تصحیح تابعک در ضرایب این باجایگذاری

xn+١١ (t) = xn١(t)−
∫ t

٠
{(xn١)′(s)− xn٢(s)}}ds

xn+١٢ (t) = xn٢(t)−
∫ t

١
µ٢{(xn٢)′(s) +

۴x̃n١(s)
s٢

−
٣x̃n٢(s)
s

− ١
s̃
}

داریم x(٠)٢ = x(٠)٢ = و١ x(٠)١ = x(٠)١ = ١ x١١با = ٢t

x١٢ = ٢+ −٨t+٧t ln(t)+٨
tx٢١ = −١٣t+ ١۵+ ٧t ln(t) + ٨ ln(t)

x٢٢ = ٢+ −٨t+٧t ln(t)+٨
t

+ ۶۴t+٢١ ln(t)٢t−۶۴t ln(t)−۶
٢tx٣١ = ٧٢t− ٧٠− ۴۶t ln(t)− ٢۴ ln(t) + ٢١

٢ ln(t)٢t

x٣٢ = ٢+ −٨t+٧t ln(t)+٨
t

+ ۶۴t+٢١ ln(t)٢t−۶۴t ln(t)−۶
٢t + · · ·

x١(t) = دقیق جواب تیلور بسط آمده، بدست سری می�شود، n = ۵ وقتی روش این دادن ادامه با و
است. x٢(t) = t− ٢t ln(t) + t و t٢ − ln(t)t٢ + t

داریم را زیر تصحیح تابعک لاگرانژ ضرایب تعمیم با جدید روش در . جدید شیوه

xn+١(t) = xn(t) +
∫ t

١
ΛA(s, t){(xn)′(s)− A(s)xn(s)− f̃(s, xn(s))ds}



٣٩ متغیر ضرایب با معادلات .۵.٢

ΛA(s, t) = −ϕ(t, s) = لاگرانژ ضربگر اینجا در است. محدود متغیر بیانگر f̃(s, xn(s)) که
−ϕ(t)ϕ−١(t)

ΛA(s, t) = −

 t٢

s٢
(١+ ٢ ln(s))− ٢t٢

s٢
ln(t)

t٢

s
(ln(t)− ln(s))

۴t
s٢

(ln(s)− ln(t))
٢t
s
(ln(t)− ln(s)) +

t

s


آورد بدست تکرار یک در زیر صورت به را دقیق جواب می�توان آن از استفاده با که

x١(t) =x٠(t) +
∫ t

١

 t٢

s٢
(١+ ٢ ln(s))− ٢t٢

s٢
ln(t)

t٢

s
(ln(t)− ln(s))

۴t
s٢

(ln(s)− ln(t))
٢t
s
(ln(t)− ln(s)) +

t

s


{

 ٠ ١

− ۴
s٢

٣
s

(٢
٢

)
−

(
٠
١
s

)
}ds = (t٢ − ln(t)t٢ + t, t− ٢t ln(t) + ١)T

V IM برای را پنجم مرتبه تکرار مطلق خطای (۴.٢) جدول می�آید. بدست تکرار یک در دقیق جواب که
می�دهد. نشان t ∈ [١,۴] مقادیر برخی برای GV IM و

ϵV IM
i (t) = |xEi (t)− xV IM

i (t)|, ϵGV IM
i (t) = |xEi (t)− xGV IM

i (t)|, i = ١,٢

تکرارهای برای GV IMو V IM از آمده بدست تقریبی جواب بیانگر به�ترتیب xGV IM
i و xV IM

i (t) که
نشان (۴.٢) جدول در بعلاوه است. i = ١,٢ برای t در دقیق جواب مقادیر بیانگر xEi و پنجم مرتبه

می�دهیم
ϵV IM(t) = ∥xE(t)− xV IM(t)∥٢, ϵGV IM(t) = ∥xE(t)− xGV IM(t)∥٢,

(۵۶.٢) برای V IM وکلاسیک جدید روش مقایسه :۴.٢ جدول

t ϵV IM
١ ϵGV IM

١ ϵV IM
٢ ϵGV IM

٢

١ ٠ ٠ ٠ ٠
١٫ ۵ ٠٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠٠۵
٢ ٠٫ ٠٠٨۴ ٠٫ ٠١٠۵
٢٫ ۵ ٠٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠٠۵
٣ ٠٫ ٢٣٩٩ ٠٫ ٠٩١۴
٣٫ ۵ ٠٫ ۶۴۶٨ ٠٫ ١۴۴۵
۴ ١٫ ۴٠٨١ ٠٫ ١٨٠٢



خطی۴٠ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

t = ١, · · · ,۴ زمان در ϵV IM
١ :١.٢ شکل

t = ١, · · · ,۴ زمان در ϵV IM
٢ :٢.٢ شکل

مرحله��ای چند وردشی تکرار روش ۶.٢

روش از دستگاه�ها این حل برای نیست، موثر دستگاه�ها برخی در بزرگ tهای برای وردشی تکرار روش
بار اولین MV IM ٣یا مرحله�ای چند وردشی تکرار روش می�کنیم. استفاده مرحله�ای چند وردشی تکرار
روش این است. شده معرفی خطی غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه برای همکارانش و باتیها توسط
معادلات دستگاه حل برای را مرحله�ای چند مرکب آدومیان روش یا ADM روش که محققانی توسط
V IM از ساده اصلاحی روش این است. آمده �وجود به می�کردند، استفاده خطی غیر و خطی دیفرانسیل
بجای را t⋆ متغیر صفر، ثابت پایین حد با (٢.٢) تصحیح تابعک در موجود انتگرال در است. استاندارد

داریم بنابراین می�کنیم، استفاده آن

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

t⋆
λ{Lxn(s) +Nx̃n(s)− g(s)}ds (۶٠.٢)

را [t٠, T ] بازه روش این در می��دهد. افزایش معین زمان اندازه به بنا تکرار هر در را محاسبات t⋆ که
بازگشتی رابطه بازه، زیر هر برای و می�کنیم افراز [t٠, t١), [t١, t٢), . . . , [tm, tm+١) بازه زیر m+ ١ به

٣multistage variational iteration method



۴١ شده اصلاح وردشی تکرار روش .٧.٢

و بازه�ها زیر چپ مرزی نقاط را t∗ ، در(۶٠.٢) می�دهیم. قرار tm+١ = t و می�بریم بکار را (۶٠.٢)
بازه زیر از xn(t⋆) اولیه تقریبی جواب می�کنیم. انتخاب ١ ≤ k ≤ m + ١ با [t∗, tk) بازه هر درون
کاهش خطا می�شود، جواب به رسیدن در سرعت افزایش باعث این که می�آید بدست اولیه شرط یا قبلی
می�شود. انجام V IM به نسبت طولانی�تری زمان در محاسبات که است این روش این عیب اما می�یابد

داد. ارایه زیر شکل به ریکارتی معادله برای �Vرا IM از خاصی تبدیل ۴ گنگ [٨] در

شده اصلاح وردشی تکرار روش ٧.٢

کوچکی ناحیه در آمده بدست جواب متوالی تقریب�های دنباله که است این وردشی تکرار روش اصلی عیب
متوالی تقریب�های دنباله همگرایی ناحیه افزایش برای می�کند. محدود را روش کارایی دامنه که همگراست
دوباره را (١.٢) معادله می�کنیم. اصلاح معین پارامتر یک معرفی با را وردشی تکرار روش آمده بدست

می�نویسیم زیر صورت به
Lx− Lx+ γ[Lx+Nx− g(s)] = ٠

تابعک می�شود. استفاده زیر تکراری فرمول همگرایی ناحیه اصلاح برای که γ ̸= ٠ و معین پارامتر γ که
نوشت زیر صورت به می�توان را (٢.٢) تصحیح

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

٠
λ{Lxn(s)− Lxn(s) + γ[Lx̃n(s) +Nx̃n(s)− g(s)]}ds

یعنی است محدود متغیر x̃n و می�شود تعیین وردشی نظریه طریق از و است لاگرانژ ضریب λ که
است. δx̃n = ٠

داریم را زیر تصحیح تابعک وردشی تکرار روش مطابق

xn+١(t) = xn(t) + γ

∫ t

٠
λ(s, t)[Lxn(s) +Nxn(s)− g(s)]ds, n = ٠,١,٢, · · · (۶١.٢)

می�شود. وسیعتر (۶١.٢) تکراری دنباله همگرایی ناحیه |γ| کوچکتر مقدار انتخاب با که
مسايل برخی برای می�دهد. ما به انتخاب در زیادی عمل آزادی (۶١.٢) تکراری فرمول حقیقت در
بدست وسیعی ناحیه در مناسبی تقریب می�توان |γ| < ١ از کوچکی نسبتا مقدار انتخاب با خطی غیر
روش این اصلی مزیت این که می�آورد بدست وسیعتری ناحیه در دقیقتری تقریبی جواب روش این آورد.
دهد. افزایش را کارایی و کند غلبه وردشی تکرار روش کارایی محدودیت بر می�تواند روش این است.
می�شود کم نسبتا تکراری فرمول�های همگرایی سرعت است، کوچک شده انتخاب |γ| هنگامیکه کل در
است. شده اصلاح وردشی تکرار روش اصلی عیب این که است نیاز بیشتری تکراری گام�های بنابراین

داریم بنابراین می�بریم، بکار زیر ریکاتی معادله برای را روش این
x′(t) = R(t) + P (t)x(t) +Q(t)x٢(t) x(٠) = α (۶٢.٢)

داریم را زیر تصحیح تابعک شده اصلاح وردشی تکرار روش مطابق (۶٢.٢) معادله برای

xn+١(t) = xn(s)+

∫ t

٠
λ(s){(x′(s)n−x̃′n(s)+γ[x̃′n(s)−P (s)x̃n(s)−Q(s)x̃٢n(s)−R(s)]}ds,

۴Geng



خطی۴٢ غیر و خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه�های حل برای وردشی تکرار روش در لاگرانژ ضرایب تعمیم .٢

بدست λ = −١ سادگی به و است لاگرانژ ضریب λو است δx̃n = ٠ یعنی است محدود متغیر x̃n که
می�آید.

داریم را زیر تکراری فرمول بنابراین

xn+١(t) = xn(t)− γ

∫ t

٠
[x′n(s)− P (s)xn(s)−Q(s)x٢n(s)−R(s)]ds,

می�کند. صدق x(٠) = α اولیه شرط در که است اولیه تقریب x٠(t) که
برنولی دیفرانسیل معادله حل برای یافته تعمیم مرحله�ای چند وردشی تکرار روش بعدی مثال در
دیفرانسیل معادله حل برای شده اصلاح وردشی تکرار روش با آمده بدست نتایج و می�شود استفاده

می�شود. مقایسه [٨] گنگ توسط شده ارایه ریکارتی

است زیر شکل به اول مرتبه خطی غیر دیفرانسیل معادله برنولی معادله .١.٧.٢ مثال
x′(t) + P (t)x(t) = Q(t)xq(t) x(٠) = α٠ (۶٣.٢)

می�کنیم فرض خاص مثال این برای است. q ∈ و{٠,١} I = [٠, T ] روی پیوسته توابعی Q و P که
می�شود زیر معادله به تبدیل (۶٣.٢) به�طوریکه q = ٢ و p(t) = Q(t) = t

x′(t) + tx(t) = tx٢(t) (۶۴.٢)

می�باشد. زیر صورت به α٠ ̸= ٠ برای دقیق جواب و

x(t) =
١

١− et١)٢/٢− ١
α٠
)

یافته، تعمیم مرحله�ای چند وردشی تکرار روش مطابق است. x ≡ ٠ بدیهی جواب ،α٠ = ٠ هنگامی�که
داریم را زیر تصحیح تابعک

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

t∗
Λ{(xn)′(s) + sxn(s)− s(x̃n)٢(s)}ds (۶۵.٢)

بنابراین

δxn+١(t) = δxn(t) + δ

∫ t

t∗
Λ{(xn)′(s) + sxn(s)− s(x̃n)٢(s)}ds

است. x٠(t) = αو٠ محدود متغیر x̃n(s)،لاگرانژ ضریب Λ = λ(s, t) که
(١.٣.٢) گزاره از یا و است δxn(t⋆) = ٠ اینکه و خطی عبارات شامل تغییرات حساب از استفاده با

می�آوریم بدست زیر صورت به را متناظر لاگرانژ ضریب
λ(s, t) = −e(s

٢−t٢/(٢

صورت به (۶۴.٢) برای تصحیح تابعک لاگرانژ ضریب جایگذاری با

xn+١(t) = xn(t)−
∫ t

t∗
e(s

٢−t٢/(٢{(xn)′(s) + sxn(s)− s(xn)٢(s)}ds

است. x٠(t) = α٠ اولیه تقریب با
q = ٢ که برنولی معادله که می�دهیم قرار R = ٠ آن در که می�گیریم نظر در را ریکارتی معادله حال

داریم را زیر تصحیح تابعک برنولی معادله برای گنگ اصلاح طبق بنابراین می�آید. بدست است

xn+١(t) = xn(t)− γ

∫ t

٠
{(xn)′(s) + sxn(s)٢(s)− s(xn)٢(s)}ds



۴٣ شده اصلاح وردشی تکرار روش .٧.٢

دیگر مساله به مساله یک از γ برای مقدار بهترین است. کوچک نسبتا |γ| به�طوریکه γ اسکالر پارامتر با
می�آید. بدست عددی امتحان با و است متفاوت

α٠ = ١
٢ با ده و پنج مرحله تکرارهای برای (۶٢.٢) دستگاه برای را روش دو هر (۵.٢) جدول در

مرحله�ای چند وردشی تکرار روش که می�رسیم نتیجه این به و می�کنیم مقایسه γ = ٠٫ ٠٠١ و T = ۴ و
است. [٨] در شده ارایه روش از موثرتر فرضی، پارامتر برای مقدار بهترین یافتن به نیاز بدون یافته تعمیم

MGV IM روش و گنگ روش مقایسه :۵.٢ جدول

t دقیق جواب پنجم مرحله دهم مرحله
MGVIM خطا [٨]VIM خطا MGVIM خطای [٨]VIM خطا

٠ ٠٫ ۵٠٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠٫ ۵ ٠٫ ۴۶٨٨ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٣١٠ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ٠٣٠٩
١ ٠٫ ٣٧٧۵ ٠٫ ٠٠١٧ ٠٫ ١٢١٨ ٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ١٢١٢
١٫ ۵ ٠٫ ٢۴۵١ ٠٫ ٠٢۶٧ ٠٫ ٢۵٣۵ ٠٫ ٠٠۴٣ ٠٫ ٢۵٢٠
٢ ٠٫ ١١٩٢ ٠٫ ٠٨٩٠ ٠٫ ٣٧٨٢ ٠٫ ٠٣٧۵ ٠٫ ٣٧۵٧
٢٫ ۵ ٠٫ ٠۴٢١ ٠٫ ١۴٣١ ٠٫ ۴۵٣٩ ٠٫ ٠٨١١ ٠٫ ۴۵٠٠
٣ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ١٧۵۶ ٠٫ ۴٩٠١ ٠٫ ١١٠۶ ٠٫ ۴٨٢۴
۴ ٠٫ ٠٠٠٣ ٠٫ ١٧٧٢ ٠٫ ۴٨٩۶ ٠٫ ١١٢٢ ٠٫ ۴٧٩۵



۴۴



٣ فصل

با مرزی مقدار و اولیه مقدار مسایل حل
وردشی تکرار روش از استفاده

مقدمه ١.٣

هنگامیکه می�کنیم ثابت و می�بریم بکار اولیه و مرزی مقدار مسایل حل برای را V IM فصل این در
مشابه می�آید. بدست تکرار یک تنها با اولیه مقدار مسایل جواب کند صدق اولیه شرایط در اولیه تقریب
صدق مرزی شرایط در اولیه تقریب اگر که می�شود ثابت نیز مرزی مقدار مسایل برای اولیه مقدار مسایل
حقیقت این از استفاده با می�آید. بدست تکرار یک تنها با نیز خطی مرزی مقدار مسایل جواب کند،
از استفاده نیازمند این خوشبختانه می�دهیم. ارایه خطی غیر مرزی مقدار مسایل برای جدیدی الگوریتم
غیر و خطی مرزی مقدار مسایل از مثال�هایی جدید الگوریتم تاثیر دادن نشان برای نیست. گرین تابع

می�کنیم. بیان خطی

اولیه مقدار مسایل حل ٢.٣

و اولیه مقدار مسايل حل در وردشی تکرار روش برای لاگرانژ ضریب اساسی مفاهیم برخی بخش این در
صدق اولیه شرط در اولیه تقریب هرگاه که می�شود ثابت خواص این با این بر علاوه می�شود. بررسی مرزی
می�آید. بدست V IM از گام یک تنها با m مرتبه خطی همگن معمولی دیفرانسیل معادله جواب کند،

بگیرید نظر در را زیر اولیه شرایط با m مرتبه همگن خطی دیفرانسیل معادله

p٠(t)x
(m)(t) + p١(t)x

(m−١)(t) + · · ·+ pm(t)x(t) = ٠ (١.٣)

x(t٠) = α١, x′(t٠) = α٢, . . . , x
(m−١)(t٠) = αm
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برای مشتق دهنده نشان x(i) = dix(t)

dti
و t٠ ∈ I, pi ∈ Cm−i(I,R), p٠(t) > ٠ و t ∈ I = [a, b]که

است زیر صورت به (١.٣) برای وردشی تکرار روش تصحیح تابعک است. i = ١,٢, · · · ,m

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

to

λ(s, t)Lm,sxn(s)ds (٢.٣)

است زیر صورت به خطی دیفرانسیل کهLm,sعملگر

Lm,s = p٠(s)
dm

dsm
+ p١(s)

dm−١

dm−١ + · · ·+ pm(s) (٣.٣)

باید s = t در که می�یابیم در δxn(t٠) = ٠ شرط اعمال و جز جزبه انتگرال�گیری و تغییرات حساب با
باشد برقرار زیر شرایط

٠ = {(−١)m−١(λ(s, t)p٠(s))
(m−١) + (−١)(m−٢)(λ(s, t)p١(s))

(m−٢) + . . .+ λ(s, t)pm−١(s) + ١}|s=t

٠ = {(−١)(m−٢)(λ(s, t)p٠(s))
(m−٢) + (−١)(m−٣)(λ(s, t)p١(s))

(m−٣) + . . .+ λ(s, t)pm−٢(s)}|s = t

...

٠ = p٠(s)λ(s, t)|s=t (۴.٣)

بطوری�که
Lt
m,sλ(s, t) = ٠ (۵.٣)

صورت به Lt
m,sالحاقی عملگر که

Lt
m,s(.) = (−١)m dm

dsm
(p٠(s).) + (−١)m−١ d

m−١

dsm−١ (p١(s).) + · · ·+ (pm(s).)

(۴.٣) در پسرو باجایگذاری .λ(t, t) = ٠ که می�آید (۴.٣)بدست از p٠(t) > ٠ اینکه به توجه با است.
می�شود حاصل زیر صورت به لاگرانژ ضرایب مشتق

∂jλ(s, t)

∂sj
|t=s = ٠ j = ٠,١,٢, . . . ,m− ١

∂m−١λ(s, t)

∂sm−١ |t=s =
(−١)m
p٠(t)

j = ٠,١, · · · ,m− ٢
(۶.٣)

است زیر به�صورت ماتریسی شکل در با(١.٣) مرتبط معادلات دستگاه دیگر عبارت به
x′ = Ax (٧.٣)

می�باشد همدم ماتریس A(t) و x = (x١, x٢, . . . , xm)
T = (x, x′, . . . , x′(m−١))T که

A =


٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... . . . ١

−p̃m −p̃m−١ −p̃m−٢ · · · p̃١


همگن دستگاه برای وردشی تکرار روش بردن بکار با .i = ١,٢, · · · ,m برای p̃i =

pi(t)

p٠(t)
که

داریم را زیر تصحیح تابعک خطی(٧.٣)

xn+١ = xn(t) +
∫ t

t٠
Λ(s, t){(xn(s))′ − A(s)xn(s)}ds (٨.٣)
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است. m×m ماتریسی تابع که است لاگرانژ ضریب Λ(s, t) که
صورت به Λ(s, t) ماتریسی لاگرانژ ضریب شد ثابت [۵] در
Λ(s, t) = −ψT (s, t) (٩.٣)

الحاقی دستگاه اساسی ,ψ(sماتریس t) که است
y′ = −AT (s)y, y = (y١, y٢, · · · , ym)T (١٠.٣)

در که است y mام مولفه ym اینجا در است. همانی Eماتریس و ψ(t, t) = E که می�باشد (٧.٣) برای
می�کند صدق زیر الحاقی معادله

Lt
m,sym = ٠

می�شود حاصل زیر رابطه بنابراین است. Lt
m,sλ(s, t) = ٠ همان که

λ(s, t) = ym = eTmψ(s, t)c (١١.٣)

برای لاگرانژ ضرایب ماتریس است. ثابت� برداری c = (c١, c٢, · · · , cm)T و em = (٠,٠, · · · ,١)T که
داریم (٩.٣) و (۶.٣) به توجه با به�علاوه است، Λ = (Λim) صورت به (٧.٣)

λ(s, t) = Λ١m(s, t) (١٢.٣)

است. c = (١,٠,٠, · · · ,٠) اینجا در که i = ٢,٣, · · · ,m برای ci = ٠ و c١ = ١ که معنی بدین
اثبات برای بنابراین ایم. آورده بدست s متغییر به نسبت را λ(s, t) لاگرانژ ضرایب مشتق اینجا تا
در آوریم. بدست t به نسبت را λ(s, t) مشتق باید است (١.٣) جواب (٢.٣) تصحیح تابعک اینکه
زیر مشابه فرایند پس آوریم بدست t به نسبت را لاگرانژ ضرایب مشقات تا می�کند کمک (١٢.٣) نتیجه

می�دهیم. انجام را
است زیر همگن معادله دستگاه اساسی ماتریس ϕ(t, s)که Λ(s, t) = −ϕ−١(s, t) که داریم از(٩.٣)

x′ = A(t)x

نتیجه در ،ϕ(s, s) = Eو
Lm,tλ(s, t) = ٠

می�آوریم بدست (١٢.٣) رابطه با و Λ(s, t) مولفه�های مشتق از استفاده با
∂jλ(s, t)

∂tj
|t=s = ٠ j = ٠,١, · · · ,m− ٢ ∂m−١λ(s, t)

∂tm−١ |t=s =
(−١)m
p٠(s)

(١٣.٣)

می�کنیم. ثابت را زیر قضیه ادامه در

کنید فرض .١.٢.٣ قضیه
Lm,tx = f(t) (١۴.٣)

اولیه شرایط با است
x(t٠) = α١, x

′(t٠) = α٢, · · · , x(m−١)(t٠) = αm,
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به که x٠ هر برای است. t ∈ I همه برای ،f ∈ C(I, R) ، pi ∈ Cm−i(I, R) ، t٠, t ∈ I = [a, b]که
داریم می�کند صدق اولیه شرایط در و باشد هموار کافی اندازه

x١(t) = x٠(t) +

∫ t

t٠

λ(s, t){Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

است. (١۴.٣) یکتای جواب که

که می�شود ثابت آسانی به (١٣.٣) از استفاده با برهان.

x
(j)
١ (t) = x(j)٠ (t) +

∫ t

t٠

∂jλ(s, t)

∂tj
{Lm,sx٠(s)− f(s)}ds j = ١,٢, · · · ,m− ١,

و

x
(m)
١ (t) = x(m)

٠ (t) +
∂m−١λ(s, t)

∂tm−١ |s=t{Lm,sx٠(t)− f(t)}

−
∫ t

t٠

∂m−١λ(s, t)

∂tm−١ {Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

بنابراین

Lm,tx١(t) = Lm,tx٠(t)− {Lm,tx٠(t)− f(t)}+
∫ t

to

Lm,tλ(s, t){Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

داریم Lm,tλ(s, t) = ٠ آنجاییکه از
Lm,tx١(t) = f(t)

این کند، صدق j = ٠,١, · · · ,m− ١ برای x(j)١ (t٠) = αj+١ اولیه شرایط در x١(t) که است بدیهی
می�کند. کامل را اثبات

ضرایب صحیح مقدار تعیین همچنین و کند صدق اولیه شرایط در که اولیه تقریب انتخاب کنید توجه
است. اهمیت حایز خطی دیفرانسیل معادله دقیق جواب یافتن برای لاگرانژ

مرزی مقدار مسایل حل ٣.٣

اثبات مرزی مقدار مسایل برای را (١.٢.٣) قضیه به شبیه ای قضیه قبلی، بخش نتایج از استفاده با
می�کند. معرفی خطی غیر و خطی مرزی مقدار مسایل حل برای جدیدی الگوریتم قضیه این می�کنیم.

بگیرید نظر در را زیر دستگاه
Sx = f(t) (١۵.٣)

می�شود تعریف زیر صورت به اینجا در S عملگر که

Lm,tx = p٠(t)x
(m)(t) + p١(t)x

(m−١)(t) + · · ·+ pm(t)x(t) (١۶.٣)

می�کند صدق زیر شکل به همگن مرزی شرایط در x ∈ Cm(I,R) توابع فضای Sروی که
U(x) =Mx̂(a) +Nx̂(b) (١٧.٣)
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U = ،x̂ = (x, x(١), . . . , x(m−١)) ،pj ∈ Cm−j(I,R) ، f : I → R ، I = [a, b] که
است. Nvj و Mvj عناصر با به�ترتیب m×m ماتریس�های N و M و (U١, U٢, . . . , Um)

T

می�گیریم نظر در زیر صورت به را همگن مرزی مقدار مساله
Sx = ٠ (١٨.٣)

همگن غیر مرزی مقدار مساله فرد به منحصر جواب بنابراین دارد. را x ≡ ٠ بدیهی جواب تنها که
می�شود تعریف زیر صورت به (١۵.٣)

x(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds

است. S عملگر گرین تابع G(t, s) که
تکرار روش با جدیدی الگوریتم که می�کنیم اثبات را زیر قضیه قبل بخش نتایج به توجه با حال
گرین تابع از شده ارایه الگوریتم به�علاوه می�دهد. ارایه (١۵.٣) نوع مرزی مقدار مسایل حل برای وردشی

�کند. صدق مرزی شرایط در که کرد انتخاب طوری را اولیه تقریب باید البته نمی�کند. استفاده

بنابراین کند، صدق (١٧.٣) مرزی شرایط در x٠ ∈ C(I,R) کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
x١(t) = x̃١(t)− y١(t) (١٩.٣)

تصحیح تابعک با حاصل x̃١تقریب که است، (١۵.٣) مرزی مقدار مساله جواب

x̃١(t) = x٠(t) +

∫ t

a

λ(s, t){Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

می�کند صدق زیر شرایط در y١ : I → R تابع و می�باشد

Lm,ty١ = ٠, U(y١) = U(x̃١) (٢٠.٣)

p٠(t)y
(m)
١ (t) + یعنی Lm,ty١ = ٠ و است یکسان x̃١ و y١ مرزی شرایط یعنی U(y١) = U(x̃١) که

است. p١(t)y(m−١)
١ (t) + · · ·+ pm(t)y١(t) = ٠

(١.٢.٣)داشتیم قضیه از برهان.
Lm,tx̃١(t) = f(t)

اینرو واز
Lm,t(x̃١ − y١) = Lm,t(x̃١)− Lm,t(y١) = f(t)

این بر علاوه
U(x̃١(t)− y١(t)) = U(x̃١(t))− U(y١(t)) = ٠

می�شود. کامل واثبات

که yای تابع وجود (١.٣.٣) قضیه اثبات در
Lm,ty = ٠ U(y) = u (٢١.٣)
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برای کرد. تعیین فرد به منحصر طور به می�توان را y تابع چنین واقع در است. بدیهی ها u برخی برای
بنابراین باشد. Lm,ty = ٠ خطی مستقل جواب�های ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕmکنید فرض موضوع، این مشاهده
می�باشد زیر صورت به است Lm,ty = ٠ خطی مستقل جواب�های آن ستون�های که اساسی ماتریس

ϕ̂ = [ϕ̂١, ϕ̂٢, · · · , ϕ̂] =


ϕ١ ϕ٢ · · · ϕm

ϕ′
١ ϕ′

٢ · · · ϕ′
m

... ... . . . ...
ϕ
′(m−١)
١ ϕ

′(m−١)
٢ · · · ϕ

′(m−١)
m


می�نویسیم زیر صورت به دوباره را مرزی شرایط اساسی ماتریس از استفاده با

Uϕ̂ =Mϕ̂(a) +Nϕ̂(b)

شکل به y چون�که
y = ϕ̂(t)c

نتیجه در می�شود، تعیین U(y) = u مرزی شرایط از c = (c١, c٢, . . . , cm)
Tآن در که

(Uϕ̂)c = u

صورت به منحصربفرد طور به c مقدار دارد، بدیهی جواب فقط همگن مرزی مقدار مساله آنجایی�که از
می�شود تعیین زیر

c = (Uϕ̂)−١u

خطی مرزی مقدار مسایل برای را (١.٣.٣) قضیه مستقیم کاربرد ابتدا می�دهیم. ارایه مثال دو ادامه در
خطی غیر مرزی مقدار مسایل مورد در اخیر شده ارایه الگوریتم که می�دهیم نشان ثانیا و می�بریم بکار

می�رود. بکار چگونه

می�دهیم توضیح را قضیه این نتایج زیر ساده مثال با .٢.٣.٣ مثال
x′′ + x = t٢ − t, x(٠) = ٠, x′(π) = ٠ (٢٢.٣)

انتخاب با
x٠(t) = cos(t)− ١

داریم را زیر تصحیح تابعک وردشی، تکرار روش بردن بکار با است. x(٠)٠ = ٠, x′٠(π) = ٠ که

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

٠
λ(s, t){x′′n(s) + xn(s)− f̃(s)}ds

δx̃n٢(s) = ٠ ،δx̃n١(s) = ٠ یعنی محدودند های متغیر x̃n٢(s)و x̃n١(s) و لاگرانژ ضریب λ(s, t) که
می�آید بدست زیر صورت به کلاسیک روش در لاگرانژ ضریب . n ∈ N هر برای

δxn+١(t) =δxn(t) + δ

∫ t

٠
λ(s, t){x′′n(s) + xn(s)− f̃(s)}ds

=δxn(t) + δλx′n(t)− δ

∫ t

٠
{∂λ
∂s
x′n(s) + λxn(s)}ds

=δxn(t) + δλx′n(t)− δ
∂λ

∂s
xn(t) + δ

∫ t

٠
(
∂٢λ

∂s٢
+ λ(s, t))xn(t)ds
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: داریم δxn+١(t) = ٠ و پایستاری شرایط اعمال با
١− ∂λ(s,t)

∂s
|s=t = ٠

λ(s, t)|s=t = ٠
∂٢λ
∂s٢

+ λ = ٠

(٢٣.٣)

می�شود. حاصل زیر صورت به لاگرانژ ضریب بنابراین
λ(s, t) = sin(s− t)

می�شود حاصل زیر صورت به تقریب اولین

x̃١(t) = x٠(t) +

∫ t

٠
λ(s, t){Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

اینکه به توجه با
p٠(t) = ١ p١(t) = ٠ p٢(t) = ١ f(s) = s٢ − s

داریم
Lm,sx٠(s) = p٠(s)x

′′
٠(s) + p١(s)x

′
٠(s) + p٢(s)x٠(s) = − cos s+ cos s− ١ = −١

می�آید بدست سادگی به بنابراین

x̃١(t) =x٠(t) +

∫ t

٠
sin(s− t){−١− s٢ + s}ds

= ٢ cos(t) + sin(t) + t٢ − t− ٢

مرزی مقادیر با
x̃(٠)١ = ٠ , x̃′١(π) = ٢π − ٢

کند صدق زیر مرزی مقدار مساله در که بیابیم گونه�ای به را y١ تابع باید حال
y′′١ + y١ = ٠ , y(٠)١ = ٠ , y′١(π) = ٢π − ٢ (٢۴.٣)

است زیر صورت به (٢۴.٣) جواب که
y١(t) = (−٢π + ٢) sin(t)

می�آید بدست جواب تکرار یک در که
x١(t) = x̃١(t)− y١(t) = ٢ cos(t) + (٢π − ١) sin(t) + t٢ − t− ٢

است. (٢٢.٣) مرزی مقدار مساله دقیق جواب که

در اولیه تقریب زمانیکه تا شده انتخاب اولیه تقریب به توجه بدون که داریم توجه اصل، یک عنوان به
است همگرا مساله دقیق جواب به روش باشد مشخص لاگرانژ ضریب اگر می�کند، صدق مرزی شرایط

انتخاب با مثال برای
x٠(t) = t٢/٢− πt
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این در که x١(t) = x̃١(t) − y١(t) همان می�کند صدق مرزی شرایط در که اولیه�ای تقریب عنوان به
حالت

x̃١(t) = ٢ cos(t) + (١− π) sin(t) + t٢ − t− ٢

و
y١(t) = (−٣π + ٢) sin(t).

مرزی مقدار مساله برای عددی الگوریتم واقع در (٢.٣.٣) مثال و (١.٣.٣) قضیه از حاصل نتیجه�ی
نوع از

Lm,tx = f(t) U(x) = ٠ (٢۵.٣)

شکل به خطی غیر مرزی مقدار مساله به آن�را می�توان چه اگر است.

Lm,tx = f(t, x(t), x(١)(t), x(٢), · · · , x(m−١)(t))

U(x) = ٠ (٢۶.٣)

مقدار مسایل خواص که داشت توجه باید است. مولفه�هایش تمام به نسبت پیوسته تابعی f که داد تعمیم
به (٢۶.٣) نوع از خطی غیر مرزی مقدار مسایل نظریه اما است شده شناخته (٢۵.٣) در خطی مرزی

است. نگرفته قرار مطالعه مورد اندازه همان
است زیر شکل به تصحیح تابعک ببریم بکار را کلاسیک V IM اگر

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

a

λ(s, t){Lm,s(xn(s))− fn}ds (٢٧.٣)

که
fn = fn(s, xn(s), (xn)

(١)(s), (xn)
(٢)(s), · · · , (xn)(m−١)(s))

را (٢٧.٣) تصحیح تابعک (١.٣.٣) قضیه اساس بر .i = ١,٢, . . . , (m− ١) برای x′(i) = dix

dsi
با

می�کنیم اصلاح زیر صورت به ام n تکرار در

x̃n+١(t) = xn(t) +

∫ t

a

λ(s, t){Lm,s(xn(s))− fn}ds

مرتبه تقریبی جواب x̃n+و١ (٢۶.٣) مرزی مقدار مساله برای ام n مرتبه تقریبی جواب بیانگر xn اینجا
اما نمی�کند صدق U(x) = ٠ مرزی شرایط در که است +n)ام ١)

U(x̃n+١) = un+١

زیر شرایط در که yn+١ تابع یافتن امکان قبل بحث�های به توجه با است. تایی m بردار یک un+١ که
دارد وجود کند، صدق

Lm,tyn+١ = ٠ U(yn+١) = un+١

می�شود تعریف زیر صورت به ام (n+ ١) تقریبی جواب جدید الگوریتم در بنابراین
xn+١(t) = x̃n+١(t)− yn+١(t)



۵٣ مرزی مقدار مسایل حل .٣.٣

که کنید توجه
Lm,txn+١ = Lm,tx̃n+١ − Lm,tyn+١ = f̃n+١

U(xn+١) = U(x̃n+١)− U(yn+١) = ٠

جواب می�توان n = ٠,١,٢, . . . , برای بازگشتی رابطه این از استفاده با است. f̃n+١ = Lm,tx̃n+١ که
مرزی مقدار مساله برای xn تقریبی جواب یافتن به�منظور الگوریتم توضیح برای زد. تقریب را (٢۶.٣)

می�دهیم. ارایه را زیر مثال غیرخطی،

بگیرید نظر در را زیر خطی غیر مرزی مقدار مساله .٣.٣.٣ مثال
x′′ = (x′)٢ − ١ (٢٨.٣)

مرزی مقدار مساله این دقیق جواب . x′(١) = و٠ x(٠) = ٠ با
x(t) = t− ln(e٢t + e٢) + ln(١+ e٢)

داریم لاگرانژ ضریب آوردن بدست برای می�کند. صدق مرزی شرایط در x٠ = ٠ تعریف با

xn+١(t) = xn(t) +

∫ t

٠
λ{x′′n(s)− f̃(s)}ds

بنابراین

δxn+١(t) = δxn(t) + δ

∫ t

٠
λ(s, t){x′′n(s)− f̃(s)}ds

= δxn(t) + δλ(s, t)x′n(s)− δ

∫ t

٠

∂λ

∂s
x′n(s)ds

= δxn(t) + δλ(s, t)x′n(t)− δ
∂λ

∂s
xn(t) +

∫ t

٠

∂٢λ

∂s٢
δxn(s)ds

داریم δx(n+١)١ (t) = ٠ پایستاری شرایط اعمال با که
١− ∂λ(s,t)

∂s
= ٠

λ(s, t)|s=t = ٠
∂٢λ
∂s٢ = ٠

(٢٩.٣)

جواب λ(s, t) = s − t لاگرانژ ضریب با V IMروش بردن بکار با آید. می بدست λ(s, t) = s − t

است زیر صورت به x̃١ تقریبی

x̃١(t) =x٠(t) +

∫ t

a

λ(s, t){Lm,sx٠(s)− f(s)}ds

=

∫ t

٠
(s− t)ds = −t

٢

٢

هستند ϕ̂٢ = tو ϕ̂١ = ١ ، y′′ = ٠ اساسی جواب�های آنجاییکه از .x̃(٠)١ = ٠ , x̃′(١)١ = و١−
داریم بنابراین

y١(t) = c٠ + c١t



۵۴ وردشی تکرار روش از استفاده با مرزی مقدار و اولیه مقدار مسایل حل .٣

و y(٠)١ = ٠ به�طوریکه هستند معین پارامتر�های c١ و c٠ که y′′ = ٠ همگن دستگاه جواب که
(٢٨.٣) مرزی مقدار مساله برای الگوریتم تقریبی جواب اولین .y١(t) = −t بنابراین ،y′(١)١ = −١

x١(t) = x̃١(t)− y١(t) = −t
٢

٢ + t

می�آید بدست بعدی گام�های محاسبه با

x̃٢(t) = x١(t) +

∫ t

٠
λ(s, t){Lm,sx١(s)− f(s)}ds

= −t
٢

٢ + t+

∫ t

٠
(s− t){−١− s٢ + ٢s}ds

=
t۴

١٢ − t٣

٣ + t

بالا در که می�شود. حاصل دوم تقریبی جواب که
Lm,sx١(s) = P٠(t)x

′′ + P١(t)x
′ + P٢(t)x(t) = −٢− t٢ + ٢t

y′(١)٢ = x̃′(١)٢ = ١
٣ و y٢(t) = x̃(٠)٢ = ٠ شرایط به توجه با که y٢(t) = c٠+c١(t) داریم همچنین

می�آید بدست
y٢(t) =

t

٣

x٢(t) =
t۴

١٢ − t٣

٣ +
٢t
٣

جواب (١.٣) شکل می�شود. محاسبه مرزی مقدار مساله تقریبی جواب مکرر طور به الگوریتم، انجام با
می�کند. بیان را t زمان در xE(t) دقیق وجواب i = ١,٣,۵,٧ برای xi(t) تقریبی
می�کنیم معرفی را ϵn خطای شده ارایه الگوریتم همگرایی برای (١.٣) جدول در

ϵn =
i=k∑
i=٠

|f̃n(ti))− fE(ti)| n = ١,٣,۵,٧

که
f̃n(ti) = (x̃′n(ti))

٢ − ١ fE(ti) = (x′E(ti))
٢ − ١

با
k = ١٠ ti =

i

k
, i = ٠,١, · · · , k



۵۵ مرزی مقدار مسایل حل .٣.٣

(٢٨.٣) ناهمگن معادله خطابرای محاسبه :١.٣ جدول

n ١ ٣ ۵ ٧
ϵn ٠٫ ٣٢۶١۶٠٧ ٠٫ ٠٠١۵۶٣۶ ٠٫ ٠٠٠٠٠١١ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠٠

معادله(٢٨.٣) برای جدید الگوریتم از حاصل جواب و دقیق جواب بین مقایسه :١.٣ شکل



۵۶



۴ فصل

تعمیم و کلاسیک وردشی تکرار روش مقایسه
یافته

معرفی ١.۴

و می�بریم بکار خطی غیر و خطی مسایل برای را وردشی تکرار روش کلاسیک و جدید شیوه فصل این در
حالیکه در می�رسد جواب به تکرار یک در خطی مسایل برای جدید وردشی تکرار روش که می�دهیم نشان
کلاسیک و جدید شیوه با آمده بدست تقریب�های باشد منفرد ماتریسضرایب اگر خطی، غیر مسایل برای
با کلاسیک روش با مقایسه در جدید روش باشد نامنفرد ضرایب ماتریس اگر ولی است، یکسان اغلب

می�رسد. جواب به کمتری تکرارهای تعداد

مثال�ها ٢.۴

می�شود داده زیر صورت به الکتریکی مدار یک رفتار بر حاکم دیفرانسیل معادله .١.٢.۴ مثال

Lq′′(t) +Rq′(t) +
q(t)

C
= ٠ q(٠) = ١ , q′(٠) = ۵ (١.۴)

سنسور هزینه و مقاومت التریکی، ظرفیت مغناطیسی، القا ظرفیت بیانگر ترتیب به qو R ،C ،L که
دو از دستگاهی به تبدیل (١.۴) معادله x٢(t) = q′(t) و x١(t) = q(t) توابع تعریف با است. خازنی

می�شود زیر اول مرتبه معادله

x′١(t) = x٢(t) x(٠)١ = ١

x′٢(t) =
−١
LC

x١(t)
−R
L
x٢(t) x(٠)٢ = ۵ (٢.۴)



۵٨ یافته تعمیم و کلاسیک وردشی تکرار روش مقایسه .۴

بنابراین باشد. C = ٢٠ و R = ٠٫ ۵ ،L = ١ کنید فرض کلاسیک. شیوه

x′١(t) = x٢(t) x(٠)١ = ١,

x′٢(t) = −٠٫ ٠۵x١(t)− ٠٫ ۵x٢(t) x(٠)٢ = ۵ (٣.۴)

داریم را زیر تصحیح تابعک کلاسیک، وردشی تکرار روش مطابق

xn+١١ = xn١ +

∫ t

٠
λ١(s, t){(xn١)′(s)− x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ = xn٢ +

∫ t

٠
λ٢(s, t){(xn٢)′(s) + ٠٫ ٠۵x̃n١(s) + ٠٫ ۵xn٢(s)}ds (۴.۴)

یعنی محدودند متغیرهای x̃n٢ ،x̃n١ و هستند لاگرانژ ضرایب λ٢ = λ٢(s, t) و λ١ = λ١(s, t) که
می�آیند بدست زیر صورت به می�توان را لاگرانژ ضرایب بنابراین .n ∈ N هر برای δx̃n١ = δx̃n٢ = ٠

λ١(s, t) = −١, λ٢(s, t) = −e٠٫۵(s−t)

داریم (۴.۴) دستگاه در لاگرانژ ضرایب جایگذاری با

xn+١١ = xn١ −
∫ t

٠
{(xn١)′(s)− x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ = xn٢ −
∫ t

٠
e٠٫۵(s−t){(xn٢)′(s) + ٠٫ ٠۵x̃n١(s) + ٠٫ ۵xn٢(s)}ds

هستند. x٠٢(t) = ۵ و x٠١(t) = ١ اولیه تقریب�های که
داریم زیر شکل به را (٣.۴) دستگاه x = (x١, x٢)

T فرض با جدید شیوه
x′ = Ax x(٠) = (١,۵)T (۵.۴)

هستند زیر صورت به Aماتریس ویژه مقادیر و A =

(
٠ ١

−٠٫ ٠۵ −٠٫ ۵

)
که

λ١ = −٠٫ ١٣٨٢, , λ٢ = −٠٫ ٣۶١٨

بنابراین

P =

(
٠٫ ٩٩٠۶ −٠٫ ٩۴٠٣
−٠٫ ١٣۶٩ ٠٫ ٣۴٠٢

)
و

J =

(
−٠٫ ١٣٨٢ ٠

٠ −٠٫ ٣۶١٨

)
است.

می�آید بدست (۵.۴) معادله در y = (y١, y٢) ،x = Py تبدیل از استفاده با
y(٠) = (٢۴٫ ٢٠۶۶,٢۴٫ ۴٣۶۵)T



۵٩ مثال�ها .٢.۴

بنابراین

y′ =
(
y′١

y′٢

)(
−٠٫ ١٣٨٢ ٠

٠ −٠٫ ٣۶١٨

)(
y١

y٢

)
(۶.۴)

صورت به (۶.۴) دستگاه تصحیح تابعک

yn+١١ (t) = yn١ (t) +

∫ t

٠
µ١(s, t){(yn١ )′(s) + ٠٫ ١٣٨٢yn١ (s)}ds

yn+١١ (t) = yn٢ (t) +

∫ t

٠
µ٢(s, t){(yn٢ )′(s) + ٠٫ ٣۶١٨yn٢ (s)}ds (٧.۴)

می�آیند بدست و هستند لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t) و µ١ = µ١(s, t) می�باشدکه
µ١(s, t) = −e٠٫١٣٨٢(s−t) , µ٢(s, t) = −e٠٫٣۶١٨

داریم را زیر فرمول�های نتیجه در

yn+١١ = yn١ +

∫ t

٠
(−e٠٫١٣٨٢(s−t)){(yn١ )′(s) + ٠٫ ١٣٨٢yn١ (s)}ds

yn+١٢ = yn٢ +

∫ t

٠
(−e٠٫٣۶١٨(s−t)){(yn١ )′(s) + ٠٫ ١٣٨٢yn١ (s)}ds

اینجا در

yn+١(t) = yn(t) +

∫ t

٠
µ{Lyn(s)}ds

که
µ = diag(−e٠٫١٣٨٢(s−t),−e٠٫١٣۶١٨(s−t)) , L = (

d

dt
−D) , N = F (t, y)

داریم x = Py تبدیل از استفاده با بنابراین
xn+١١ (t) = ٠٫ ٩٩٠۶yn+١١ (t)− ٠٫ ٩۴٠٣yn+١٢ (t)

xn+١٢ (t) = −٠٫ ١٣۶٩yn+١١ (t) + ٠٫ ٣۴٠٢yn+١٢ (t)

است. شده مقایسه جدید روش و کلاسیک روش برای عددی نتایج (۵.۴) جدول در

GV IMو V IM مقایسه :١.۴ جدول

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢
١ ١٫ ١١٩ ٠٫ ٠٨٩۵ ٠ ٠
٢ ٠٫ ٠٣٢۵ ٠٫ ٠٠١٧
٣ ٠٫ ٠٠۴۵ ٠٫ ٠٠٠۴
۴ ٠٫ ٢٣٩٩ ٠٫ ٠٠٠١
۵ ٠ ٠



۶٠ یافته تعمیم و کلاسیک وردشی تکرار روش مقایسه .۴

بگیرید نظر در را زیر دستگاه .٢.٢.۴ مثال

x′١(t) = ٠٫ ۵− ١٫ ١x١(t) + (x١)
٢(t)x٢(t), x(٠)١ = ٠٫ ۴ (٨.۴)

x′١(t) = ٠٫ ١x١(t)− (x١)
٢(t)x٢(t), x(٠)٢ = ١٫ ۵

داریم را زیر تصحیح تابعک ،(٨.۴) دستگاه حل برای کلاسیک. شیوه

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

٠
λ١(s, t){(xn١)′(s) + ١٫ ١xn١(s)− (xn١)

٢(s)x̃n٢(s)− ٠٫ ۵}ds

xn+١٢ (t) = xn٢ +

∫ t

٠
λ٢(s, t){(xn٢)′(s)− ٠٫ ١x̃n١(s) + (x̃n١)

٢(s)xn٢(s)}ds

هستند محدود تغییرات (xn١)٢x̃n٢ و (x̃n١)٢ ،x̃n١ و لاگرانژ ضرایب λ٢ = λ٢(s, t) ،λ١ = λ١(s, t) که
می�آوریم بدست بنابراین است. δx̃n١ = δ(x̃n١)

٢xn٢ = δ(xn١)
٢x̃n٢ = ٠ یعنی

λ١(s, t) = −e١٫١(s−t) , λ٢(s, t) = −١

بنابراین

xn+١١ (t) = xn١(t) +

∫ t

٠
−e١٫١(s−t){(xn١)′(s) + ١٫ ١xn١(s)− (xn١)

٢(s)x̃n٢(s)− ٠٫ ۵}ds

xn+١٢ (t) = xn٢ −
∫ t

٠
{(xn٢)′(s)− ٠٫ ١x̃n١(s) + (x̃n١)

٢(s)xn٢(s)}ds (٩.۴)

با
x٠١(t) = ٠٫ ۴, x٠٢(t) = ١٫ ۵

نوشت زیر صورت به می�توان را (٨.۴) دستگاه بنابراین x = (x١, x٢)
T کنید فرض جدید شیوه

x′ = Ax+ f(t, x) , x(٠) = (٠٫ ۴,١٫ ۵)T (١٠.۴)

λ٢ = −١٫ ١ و λ١ = ٠ ،A ویژه مقادیر است. f(t, x) =
(
٠٫ ۵+ x٢١x٢

−x٢١x٢

)
و A =

(
−١٫ ١ ٠
٠٫ ١ ٠

)
که

است. زیر صورت به P ماتریس و

P =

(
٠ ٠٫ ٩٩۵٩
١ −٠٫ ٠٩٠۵

)
دستگاه به (١٠.۴) دستگاه y = (y١, y٢)

T ، x = Py تبدیل معرفی با حال
y′ = Jy+ F (t, y) (١١.۴)

بنابراین F (t, y) =
(

١
٢٢ −

۵۵
۶١y

٢
٢y١ +

۵۵
۶١

√
١٢٢y

٣
٢√

١٢٢
٢٢ + ١١√

١٢٢y
٢
٢y١ −

١١
١٢٢y

٣
٢

)
که می�شود )تبدیل

y′١

y′٢

)
=

(
٠ ٠
٠ −١٫ ١

)(
y١

y٢

)
+

(
١
٢٢ −

۵۵
۶١y

٢
٢y١ +

۵۵
۶١

√
١٢٢y

٣
٢√

١٢٢
٢٢ + ١١√

١٢٢y
٢
٢y١ −

١١
١٢٢y

٣
٢

)



۶١ مثال�ها .٢.۴

زیر صورت به می�توان را (١١.۴) دستگاه برای تصحیح تابعک y(٠) = (١٫ ۵٣۶۴,٠٫ ۴٠١۶)T با
نوشت

yn+١١ = yn١ (t) +

∫ t

٠
µ١(s, t){(yn١ )′(s)−

١
٢٢ +

۵۵
۶١(ỹ

n
٢ )

٢(s)yn١ (s)

− ۵۵
۶١

√
١٢٢

(ỹn٢ )
٣(s)}ds

yn+١٢ = yn٢ (t) +

∫ t

٠
µ٢(s, t){(yn٢ )′(s) + ١٫ ١yn(s)−

√
١٢٢
٢٢ (١٢.۴)

− ١١√
١٢٢

(yn٢ )
٢(s)ỹn١ (s) +

١١
١٢٢(ỹ

n
٢ )

٣(s)}ds

محدودند تغییرات ،(ỹn٢ )٣ ،(yn٢ )٢ỹn١ ،(ỹn٢ )٢yn١ و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t) و µ١ = µ١(s, t) که
می�شوند حاصل زیر صورت به لاگرانژ ضرایب و

µ١(s, t) = −١, µ٢(s, t) = −e١٫١(s−t)

داریم تصحیح تابعک در لاگرانژ ضرایب جایگذاری با

yn+١١ = yn١ (t)−
∫ t

٠
{(yn١ )′(s)−

١
٢٢ +

۵۵
۶١(ỹ

n
٢ )

٢(s)yn١ (s)−
۵۵

۶١
√
١٢٢

(ỹn٢ )
٣(s)}ds

yn+١٢ = yn٢ (t)−
∫ t

٠
e١٫١(s−t){(yn٢ )′(s) + ١٫ ١yn(s) (١٣.۴)

−
√
١٢٢
٢٢ − ١١√

١٢٢
(yn٢ )

٢(s)ỹn١ (s) +
١١
١٢٢(ỹ

n
٢ )

٣(s)}ds

اینجا در

yn+١(t) = yn(t) +

∫ t

٠
µ{Lyn(s) +Nỹn(s)}ds,

که

µ = diag(−١,−e١٫١(s−t)) , L = (
d

dt
−D) , N = F (t, y).

می�آوریم بدست را (٨.۴) دستگاه جواب x = Py تبدیل معرفی با بنابراین

xn+١١ (t) = ٠٫ ٩٩۵٩yn+١٢ (t)

xn+١٢ (t) = yn+١١ (t)− ٠٫ ٠٩٠۵yn+١٢ (t)

(۵۶.٢) معادله برای GV IMو V IM مقایسه :٢.۴ جدول



۶٢ یافته تعمیم و کلاسیک وردشی تکرار روش مقایسه .۴

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢
١ ٠٫ ١٢٢٨ ٠٫ ١۵۵۵ ٠٫ ١٢٢٨ ٠٫ ١۶۶٣
٢ ٠٫ ٠٨١ ٠٫ ١٠١٢ ٠٫ ٠٨٠۶ ٠٫ ١٠٧٧
٣ ٠٫ ٠٨٣ ٠٫ ۶۵٣ ٠٫ ٠۵٢۴ ٠٫ ٠۶٩٢
...

...
...

...
...

١٧ ٠ ٠٫ ٠٠٠١ ٠ ٠٠٫ ٠٠٠١
١٨ ٠ ٠

بگیرید نظر در را زیر خطی غیر دستگاه .٣.٢.۴ مثال

x′١(t) = ٠٫ ۵− ١٫ ٠۵x١(t) + x٢(t) + x٢١(t)x٢(t) (١۴.۴)

x′١(t) = ٠٫ ٠۵x١(t) + ٠٫ ١x٢(t)− x٢١(t)x٢(t)

داریم (١۴.۴) دستگاه برای را زیر تصحیح تابعک کلاسیک شیوه

xn+١١ = xn١ +

∫ t

٠
λ١(s, t){(xn١)′)(s)− ٠٫ ۵+ ١٫ ٠۵xn١(s)− xn٢(s)− (xn١)

٢(s)x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ = xn٢ +

∫ t

٠
λ٢(s, t){(xn١)′)(s)− ٠٫ ٠۵− ٠٫ ١xn٢(s)− (x̃n١)

٢(s)xn٢(s)}ds

تغییرات (xn١)٢x̃n٢ ، (x̃n١)٢xn٢ ، x̃n٢ ،x̃n١ و لاگرانژند ضرایب λ٢ = λ٢(s, t) و λ١ = λ١(s, t) که
می�آوریم بدست و محدودند

λ١(s, t) = −e١٫٠۵(s−t) , λ٢(s, t) = −e−٠٫١(s−t)

xn+١١ = xn١ +

∫ t

٠
−e١٫٠۵(s−t){(xn١)′)(s)− ٠٫ ۵+ ١٫ ٠۵xn١(s)− xn٢(s)− (xn١)

٢(s)x̃n٢(s)}ds

xn+١٢ = xn٢ +

∫ t

٠
−e−٠٫١(s−t){(xn١)′)(s)− ٠٫ ٠۵− ٠٫ ١xn٢(s)− (x̃n١)

٢(s)xn٢(s)}ds

.x٠٢(t) و x٠١(t) = ١ با
داریم نیز مثال این برای قبل مثال�های مانند جدید شیوه

x′ = Ax+ f(t, x) , x(٠) = (١,٠)T

که

x = (x١, x٢) ,

(
−١٫ ٠۵ ١
٠٫ ٠۵ ٠٫ ١

)
, f(t, x) =

(
١
٢ + x٢١x٢

−x٢١x٢

)
همچنین

P =

(
−٠٫ ٩٩٩١ −٠٫ ۶۴٢٧
٠٫ ٠۴١٩ −٠٫ ٧۶۶١

)
, J =

(
−١٫ ٠٩١٩ ٠

٠ ٠٫ ١۴١٩

)
داریم y = (y١, y٢)

T ، x = Py تبدیل معرفی با حال
y′ = Jy+ F (t, y) (١۵.۴)



۶٣ مثال�ها .٢.۴

y(٠) = (−٠٫ ٩۶۶٠٫−,٩ ٠۵٢٩) با
که

F (t, y) =
(

−٠٫ ۴٨٣۴٣− ٠٫ ٠٧۴٣٨٧y٣١ + ١٫ ٢۶۴y٢١y٢ + ١٫ ٧١٨۶y١y٢٢ + ٠٫ ۵۶٢٧y٣٢
−٠٫ ٠٢۶۴۴٧+ ٠٫ ٠۵٠۵٣٩y٣١ − ٠٫ ٨۵۵٨y٢y٢١ − ١٫ ١۶٧٧y١y٢٢ − ٠٫ ٣٨٢٣y٣٢

)
)بنابراین

y′١

y′٢

)
=

(
−١٫ ٠٩١٩ ٠

٠ ٠٫ ١۴١٩

)(
y١

y٢

)
(١۶.۴)

+

(
−٠٫ ۴٨٣۴٣− ٠٫ ٠٧۴٣٨٧y٣١ + ١٫ ٢۶۴y٢١y٢ + ١٫ ٧١٨۶y١y٢٢ + ٠٫ ۵۶٢٧y٣٢

−٠٫ ٠٢۶۴۴٧+ ٠٫ ٠۵٠۵٣٩y٣١ − ٠٫ ٨۵۵٨y٢y٢١ − ١٫ ١۶٧٧y١y٢٢ − ٠٫ ٣٨٢٣y٣٢

)

نوشت زیر صورت به می�توان را (١۵.۴) دستگاه برای تصحیح تابعک

yn+١١ = yn١ (t) +

∫ t

٠
µ١(s, t){(yn١ )′(s) + ١٫ ٠٩١٩yn١ (s) (١٧.۴)

+ ٠٫ ۴٨٣۴٣+ ٠٫ ٠٧۴٣٨٧(ỹn١ )٣(s)− ١٫ ٢۶۴(yn١ )٢(s)ỹn٢ )٢ − ٠٫ ۵۶٢٧(ỹn٢ )٣(s)}ds

yn+١٢ = yn٢ (t) +

∫ t

٠
µ٢(s, t){(yn٢ )′(s)− ٠٫ ١۴١٩yn٢ (s) + ٠٫ ٠٢۶۴۴٧

− ٠٫ ٠۵٠۵٣٩(ỹn١ )٣(s) + ٠٫ ٨۵۵٨yn٢ (s)(ỹn١ )٢(s) + ١٫ ١۶٧٧٢ỹn١ (s)(yn٢ )٢(s)

+ ٠٫ ٣٨٢٣(ỹn٢ )٣(s)}ds (١٨.۴)

،(ỹn٢ )٣ ،(yn٢ )٢ỹn١ ،(ỹn٢ )٢yn١ ،(ỹn١ )٢yn٢ ،(ỹn١ )٣ و لاگرانژ ضرایب µ٢ = µ٢(s, t) و µ١ = µ١(s, t) که
می�شوند حاصل زیر صورت به لاگرانژ ضرایب و محدودند تغییرات (yn١ )٢ỹn٢

µ١(s, t) = −e١٫٠٩١٩(s−t), µ٢(s, t) = −e−٠٫١۴١٩(s−t)

داریم تصحیح تابعک در لاگرانژ ضرایب جایگذاری با

yn+١١ = yn١ (t) +

∫ t

٠
−e١٫٠٩١٩(s−t){(yn١ )′(s) + ١٫ ٠٩١٩yn١ (s) + ٠٫ ۴٨٣۴٣

+ ٠٫ ٠٧۴٣٨٧(ỹn١ )٣(s)− ١٫ ٢۶۴(yn١ )٢(s)ỹn٢ )٢ − ٠٫ ۵۶٢٧(ỹn٢ )٣(s)}ds

yn+١٢ = yn٢ (t) +

∫ t

٠
−e−٠٫١۴١٩(s−t){(yn٢ )′(s)− ٠٫ ١۴١٩yn٢ (s) + ٠٫ ٠٢۶۴۴٧

− ٠٫ ٠۵٠۵٣٩(ỹn١ )٣(s) + ٠٫ ٨۵۵٨yn٢ (s)(ỹn١ )٢(s) + ١٫ ١۶٧٧٢ỹn١ (s)(yn٢ )٢(s)

+ ٠٫ ٣٨٢٣(ỹn٢ )٣(s)}ds (١٩.۴)

اینجا در

yn+١(t) = yn(t) +

∫ t

٠
µ{Lyn(s) +Nỹn(s)}ds



۶۴ یافته تعمیم و کلاسیک وردشی تکرار روش مقایسه .۴

که
µ = diag(−e١٫٠٩١٩(s−t),−e٠٫١۴١٩(s−t)) , L = (

d

dt
−D) , N = F (t, y)

می�آوریم بدست را (١۴.۴) معادله جواب x = Py تبدیل با بنابراین

xn+١١ (t) = −٠٫ ٩٩٩١yn+١١ (t)− ٠٫ ۶۴٢٧yn+١٢ (t)

xn+١٢ (t) = ٠٫ ٠١١٩yn+١١ (t)− ٠٫ ٧۶۶١yn+١٢ (t) (٢٠.۴)

است مشاهده قابل عددی نتایج برخی زیر جدول در

GV IMو V IM مقایسه :٣.۴ جدول

n ϵV IM
١ ϵV IM

٢ ϵGV IM
١ ϵGV IM

٢
١ ٠٫ ١٨١ ٠٫ ٠٢٠٩ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٠١٠٨
٢ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٠٠٨٣ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠۴٣
٣ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠٣٢ ٠ ٠٫ ٠٠١۶
۴ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٠٠۶
۵ ٠٫ ٠٠٠۶ ٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٠٠٠٢
۶ ٠٫ ٠٠٠۴ ٠٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠٠١
٧ ٠٫ ٠٠٠٢ ٠ ٠
٨ ٠٫ ٠٠٠١
٩ ٠٫ ٠٠٠١
١٠ ٠



۶۵ �گیری نتیجه .٣.۴

�گیری نتیجه ٣.۴

با مقایسه در که می�شود ارایه لاگرانژ ضرایب تعمیم با وردشی تکرار روش جدید شیوه نامه پایان این در
می�آید. بدست سریعتر جواب و می�یابد کاهش تکرارها میزان کلاسیک شیوه

از است عبارت کلاسیک و جدید شیوه بین تفاوتهای

لاگرانژ ضرایب کلاسیک روش در حالیکه در است ماتریسی توابع لاگرانژ، ضرایب جدید شیوه در •
است. اسکالر

در می�برد بکار غیرخطی عبارات در هم و خطی عبارات در هم را محدود تغییرات کلاسیک شیوه •
به منجر این که می�کند استفاده خطی غیر عبارات در تنها را محدود تغییرات جدید شیوه حالیکه

می�شود. اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یا بالاتر مرتبه معادلات برای روش تعمیم

جدید روش کاربردهای از یکی ثابت ضرایب با معادلات دستگاه در جردن کانونی فرم�های از استفاده
ویژه مقادیر باید وردشی تکرار روش در رفته بکار لاگرانژ ضرایب یافتن برای مواردی چنین در که است
لاگرانژ ضربگر که است براین فرض وردشی تکرار روش در بیابیم. را ضرایب ماتریس ویژه بردارهای و

می�آوریم. بدست تغییرات حساب از استفاده با آنرا یا باشد مشخص قبل از
دادیم ارایه زیر شکل به دیفرانسیل معادلات برای را تکراروردشی روش جدید شیوه

x′ = Ax+ f(t, x) , x(t٠) = α٠

است. f : Rm+١ −→ Rm و m×m ماتریسی A تایی، m بردار x ،m ∈ N که
که می�دهد نشان نتایج

تکرار یک با تنها V IM جدید روش از استفاده با باشد، نامنفرد ماتریس A و f(t, x) = ٠ اگر •
می�رسیم. دقیق جواب به

تقریب�هایی همان اغلب جدید شیوه با آمده بدست تقریب�های باشد منفرد A و f(t, x) ̸= ٠ اگر •
می�آیند. بدست کلاسیک شیوه با که است

روش با مقایسه در جدید روش با آمده بدست تقریب�های باشد، نامنفرد A و f(t, x) ̸= ٠ اگر •
می�شود. دقیق جواب به همگرا کمتری تکرارهای تعداد از استفاده با کلاسیک

تقریب هنگامیکه می�دهیم نشان و می�بریم بکار اولیه و مرزی مقدار مسایل برای را V IM روش نهایت در
مسایل مشابه می�آید. بدست تکرار یک تنها با اولیه مقدار مسایل جواب کند، صدق اولیه شرایط در اولیه
کند صدق مرزی شرایط در اولیه تقریب اگر که می�شود ثابت نیز، مرزی مقدار مسایل برای اولیه مقدار
استفاده نیازمند خوشبختانه که می�آید بدست تکرار یک در نیز خطی مرزی مقدار مسایل جواب بنابراین
غیر مرزی مقدار مسایل حل برای را جدیدی الگوریتم حقیقت این از استفاده با نیستیم. گرین تابع از
خطی مرزی مقدار مسایل از مثال�هایی جدید، الگوریتم کارایی دادن نشان برای می�دهیم[۴]. ارایه خطی

می�دهیم. ارایه خطی غیر و



۶۶



آ� پیوست

میپل های کد

مثال٢.۵.١ کد آ�.١

> restart;
> with(linalg);
> m := 4;
> ode := t^2*(diff(y(t), t, t))-3*t*(diff(y(t), t))+4*y(t) = t;
> dsolve(ode, y(t));
> a11 := 0; a12 := 1; a21 := -4/t^2; a22 := 3/t;
> eq1 := diff(x(t), t) = a11*x(t)+a12*y(t);
> eq2 := diff(y(t), t) = a21*x(t)+a22*y(t)+1/t;
> vars := {x(t), y(t)};
> sol := dsolve({eq1, eq2, x(1) = 2, y(1) = 2}, vars);
> x1[0] := 2;
> unapply(x1[0], t);
> x2[0] := 2;
> unapply(x2[0], t);
> h := t^2-t^2*ln(t)+t;
> h := unapply(h, t);
> f := 1-2*t*ln(t)+t;
> f := unapply(f, t);
> for n from 0 to m do



۶٨ میپل های کد آ�.

x1[n+1] := x1[n](t)-(int(diff(x1[n](s), s)-x2[n](s), s = 1 .. t));
x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t);
b[n] := `assuming`([int(diff(x2[n](s), s)+4*x1[n](s)/s^2
-3*x2[n](s)/s-1/s, s = 1 .. t)], [t > 1]);
b[n] := unapply(b[n], t);
x2[n+1] := x2[n](t)-b[n](t);
x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t);
end do;
> ss1 := evalf(h(t)-x1[m+1](t));
> ss2 := evalf(f(t)-x2[m+1](t));
> plot(sqrt(ss1^2+ss2^2), t = 1 .. 4);
> x2 := 1-2*t*ln(t)+t;
> x2 := unapply(x2, t);
> x210 := x2[m+1](t);
> x210 := unapply(x210, t);
> err := abs(x2(t)-x210(t));
> x22 := t^2-t^2*ln(t)+t;
> unapply(x22, t);
> ho := x1[m+1](t);
> x20 := unapply(x20, t);
> plot(abs(x22-ho), t = 1 .. 4);
> A := -array([[t^2*(1+2*ln(s))/s^2-2*t^2*ln(t)/s^2, t^2*(ln(t)-ln(s))/s],
[4*t*(ln(s)-ln(t))/s^2, 2*t*(ln(t)-ln(s))/s+t/s]]);
> v := vector([diff(x1[n](s), s)-x2[n](s),
diff(x2[n](s), s)+4*x1[n](s)/s^2-3*x2[n](s)/s-1/s]);
> S := multiply(A, v);
> x11[0] := 2;
> unapply(x1[0], t);
> x22[0] := 2;
> unapply(x2[0], t);
> for n from 0 to m do
x11[n+1] := x11[n](t)+int((-t^2*(1+2*ln(s))/s^2
+2*t^2*ln(t)/s^2)*(diff(x11[n](s), s)-x22[n](s))
-t^2*(ln(t)-ln(s))*(diff(x22[n](s), s)+4*x11[n](s)/s^2



۶٩ ٢.۴.٢ مثال آ�.٢.

-3*x22[n](s)/s-1/s)/s, s = 1 .. t);
x11[n+1] := `assuming`([x11[n+1]], [t > 0]);
x11[n+1] := unapply(x11[n+1], t);
x22[n+1] := x22[n](t)+int(-4*t*(ln(s)-ln(t))*(diff(x11[n](s), s)
- x22[n](s))/s^2+(-2*t*(ln(t)-ln(s))/s-t/s)*(diff(x22[n](s), s)
+4*x11[n](s)/s^2-3*x22[n](s)/s-1/s), s = 1 .. t);
x22[n+1] := `assuming`([x22[n+1]], [t > 0]);
x22[n+1] := unapply(x22[n+1], t)
end do;
> x23 := t^2-t^2*ln(t)+t;
> x20 := x11[m+1](t);
> er1 := abs(x23-x20);
> x24 := 1-2*t*ln(t)+t;
> x25 := x22[m+1](t);
> er2 := abs(x24-x25);
> ss1 := h(t)-x11[m+1](t);
> ss2 := f(t)-x22[m+1](t);
> sqrt(ss1(t)^2+ss2(t)^2);

٢.۴.٢ مثال آ�.٢

> restart;
> with(linalg);
> m := 9;
> a11 := 0; a12 := -1; a21 := -2; a22 := -1;
> eq1 := diff(x(t), t) = a11*x(t)+a12*y(t);
> eq2 := diff(y(t), t) = a21*x(t)+a22*y(t);
> vars := {x(t), y(t)};
> sol := dsolve({eq1, eq2, x(0) = 1, y(0) = 2}, vars);
> f := -exp(s-t);
> g := mtaylor(f, t = s, m);
> g1 := unapply(g, t);
> x1[0] := 1;
> unapply(x1[0], t);



٧٠ میپل های کد آ�.

> x2[0] := 2;
> unapply(x2[0], t);
> f := exp(-2*t);
> g2 := mtaylor(f, t, m);
> g22 := unapply(g2, t);
> ff := 2*exp(-2*t);
> g21 := mtaylor(ff, t, m);
> g221 := unapply(g21, t);
> for n from 0 to m do
x1[n+1] := x1[n](t)-(int(diff(x1[n](s), s)+x2[n](s), s = 0 .. t));
x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t);
er1 := evalf(abs(g22(1)-x1[n+1](1)));
x2[n+1] := x2[n](t)+int(g1(s)*(diff(x2[n](s), s)+2*x1[n](s)+x2[n](s)), s = 0 .. t);
x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t);
er2 := evalf(abs(g221(1)-x2[n+1](1)));
end do;
> B := array([[exp(t-s), 0], [0, exp(2*(s-t))]]);
> A := array([[1, 0], [0, -2]]);
> v := vector([0, 1]);
> E := evalm(`&*`(B, A));
> Z := multiply(E, v);
> k := map(int, Z, s = 0 .. t);
> y[0] := vector([0, 0, 1]);
> v := matadd(k, v);
> P := array([[1, 1], [0, -2]]);
> x[1] := multiply(P, v);

١.٧.٢ مثال کد آ�.٣

> restart;
> with(linalg);
> m := 9;
> n := mtaylor(exp((1/2)*t^2), t = 0, 10);
> n := unapply(n, t);



٧١ ٣.٢.٣ مثال کد آ�.۴.

> r := 1/(1+n(t));
> r := unapply(r, t);
> f := -exp((s^2-t^2)*(1/2));
> g2 := mtaylor(f, t = s, m);
> g2 := unapply(g2, t);
> x[0] := 1/2;
> x[0] := unapply(x[0], t);
> for n from 0 to 9 do
x[n+1] := x[n](t)-0.1e-2*(int(diff(x[n](s), s)+s*x[n](s)-s*x[n](s)^2, s = 0 .. t));
x[n+1] := unapply(x[n+1], t)
end do;
> evalf(er = abs(r(1)-x[10](1)));
> y[0] := 1/2;
> y[0] := unapply(y[0], t);
> for n from 0 to 9 do
y[n+1] := y[n](t)+int(g2(s)*(diff(y[n](s), s)+s*y[n](s)-s*y[n](s)^2),
s = .5*n .. t);
y[n+1] := unapply(y[n+1], t)
end do;
> er2 := abs(y[m](t)-r(t));

٣.٢.٣ مثال کد آ�.۴

> restart;
> with(linalg);
> m := 7;
> ode := (D(D(x)))(t)-(D(x))(t)^2+1 = 0;
> IC := x(0) = 0, (D(x))(1) = 0;
> simplify(h = dsolve({IC, ode}, {x(t)}));
> h := unapply(h, t);
> plo := mtaylor(t-ln(exp(2*t)+exp(2))+ln(1+exp(2)), t = 0, m);
> plo := unapply(plo, t);
> plot(plo(t), t = 0 .. 1);
> x[0] := 0;



٧٢ میپل های کد آ�.

> x[0] := unapply(x[0], t);
> for n from 0 to 7 do
z[n+1] := x[n](t)+int((s-t)*(diff(x[n](s), s, s)-(diff(x[n](s), s))^2+1),
s = 0 .. t);

z[n+1] := unapply(z[n+1], t);
c := z[n+1](0); c1 := diff(z[n+1](t), t);
c1 := unapply(c1, t); d := c1(1);
y[n+1] := c+d*t; y[n+1] := unapply(y[n+1], t);
x[n+1] := z[n+1](t)-y[n+1](t); x[n+1] := unapply(x[n+1], t);
er := sum(diff(abs((diff(z[n+1]((1/10)*i), t))^2
-(diff(x[n+1]((1/10)*i), t))^2), x), 'i' = 0 .. 10);
er := unapply(er, t) end do;
> plot([x[1](t), x[3](t), x[5](t), x[7](t), plo(t)], t = 0 .. 1, linestyle
= [dot, dash, dot, dash, dot], color = [red, blue, black, green, red]);
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Aabstract

In this thesis, a new method of variational iteration method for solving first order sys-
tem of differential equations are introduced. This approach, unlike the classical method,
restricted variations in nonlinear expressions is usesd. The method compared to the clas-
sical method with generalized lagrange multipliears which reduces the computation and
obtain faster result.To confirm the new method for solving linear and nonlinear differ-
ential equations, we provide examples that demonstrate the use of generalized lagrange
multipliear is more reliable.

The variational iteration method for initial and boundary value problems apply. A
new algorithm for linear and nonlinear boundary value problems that dose not require the
use of the Green funection is introduced.

keywords: Variationa iteration method, System of differential equations, Restricted
variations, Lagrange multipliers.
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