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چൊیده
با دیفرانسیل معادلات حل در بسیاری مزایای که است عددی روش�های جمله از مرزی المان روش
روی بر که می�شوند تبدیل انتگرالی اتحادهای به دیفرانسیل معادلات روش، این در دارد. جزیی مشتقات
مرز�های تنها می�شود، المان�بندی دامنه کل که محدود المان روش�� برخلاف و شده�اند اعمال مرز یا سطح
حاصل خطی جبری معادلات دستگاه یک عددی روش�های دیگر مانند درنهایت و شده المان�بندی جسم
المان�بندی عددی، روش�های دیگر به روش این اصلی برتری داشت. خواهد یکتا جوابی که می�گردد
پیچیده شکل هر برای به�سادگی و هندسی به�طور روش این است. حجمی المان�بندی به�جای سطحی
در است. مرزی المان روش با هلمهولتز مساله حل هدف پایان�نامه این در است. اعمال قابل مرزی
روش این از مختصری تاریخچه و عددی روش�های سایر به نسبت روش این معایب و مزایا به اول فصل
کرده�ایم بیان مرزی المان روش اجرای منظور به را لازم پیش�نیازهای و مقدمات دوم فصل در پرداخته�ایم.
ثابت فرض با می�باشد، هلمهولتز مساله از خاصی حالت که لاپلاس مساله برروی را روش این ادامه در و
و عددی مثال یک تحلیل به متلب زبان به کدنویسی توسط بعد فصل در کرده�ایم، اعمال المان�ها بودن
پرداخته�ایم تقریبی جواب دقت در المان�ها افزایش تاثیر و جواب واقعی مقادیر با حاصل نتایج مقایسه

کرده�ایم. تحلیل مرزی المان روش به را هلمهولتز مساله انتهایی فصل در و

مرزی المان روش گسسته�سازی، مرزی، انتگرال معادله هلمهولتز، معادله لاپلاس، معادله کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدمه

مسایل از بسیاری تحلیل برای روش�ها محبوب�ترین و متداول�ترین از یکی عددی روش�های امروزه
دارند. پی در کمتری بسیار هزینه�های آزمایشگاهی و تجربی روش�های مقابل در زیرا می�باشند، مهندسی
شرایط در آن�ها دادن قرار که هستند کمیاب و ارزش با آنچنان صنعتی قطعات از بسیاری این بر علاوه

است. ناممکن عملا و پرخطر بسیار تحلیل و تجزیه جهت آزمایشگاهی
گذر با ازاین�رو و ندارند نیاز بالایی پردازش قدرت و افزاری سخت حافظه�ی به عددی روش�های
به روز عددی روش�های دلیل همین به گرفتند، قرار استقبال مورد پیش از بیش رایانه�ها پیشرفت و زمان
المان و محدود المان متناهی، تفاضلات روش�های از می�توان میان این در هستند. گسترش حال در روز
می�پردازیم. هریک کار اساس بیان به خلاصه بصورت ادامه در برد. نام روش�ها رایج�ترین به�عنوان مرزی
محاسباتی شبکه یک توسط محاسباتی ناحیه گسسته�سازی براساس معمولا متداول عددی روش�های
بین فاصله�ی اندازه�ی که میزان هر به شده�اند. پایه�ریزی نظر مورد شبکه روی حاکم معادلات اعمال و
محاسبات انجام زمان بین این در بود. خواهد بالاتر محاسبات دقت باشد، کوچکتر شبکه این ١ گره�های
گریبان�گیر عددی روش�های به مسایل حل در که مسایلی از یکی یافت. خواهد افزایش دقت افزایش با نیز
لازم دقت از مسایل جواب که گونه�ای به است محاسباتی شبکه مناسب اندازه تعیین می�باشد، مهندسین
تحلیل در که مختلف عددی روش�های بین در ازین�رو شود. پرهیز اضافی محاسبات از و بوده برخوردار
برخوردار مطلوب دقت از بتوانند کمتر المان�های تعداد با که روش�هایی به علاقه دارند، کاربرد مسایل
زیر عمده گروه سه به می�توان را مهندسی مسایل حل برای متداول عددی روش�های است. بیشتر باشند

نمود. تقسیم�بندی

٢(FDM) متناهی تفاضلات روش .١

٣(FEM) محدود المان روش .٢

١Nodes
٢Finite Difference Method
٣Finite Element Method



٢ مقدمه .١

۴(BEM) مرزی المان روش .٣

می�شود. ایجاد ناحیه در گره سری یک نظر، مورد ناحیه شبکه�بندی با متناهی تفاضلات روش در .١
با را نظر مورد مشتقات دیفرانسیلی، معادلات سری یک به حاکم معادلات تبدیل از پس روش این در
می�نمایند. اعمال گره�ها این از هریک روی و کرده تبدیل متناهی تفاضلات شکل به تیلور سری از استفاده
تحلیل در آن ضعف روش، این عمده معایب از می�باشد. دیگر روش دو از ساده�تر کلی حالت در روش این

می�باشد. پیچیده هندسه�ی با مسایل
معادلات اعمال و کوچک المان�های محدودی تعداد به ناحیه تقسیم با محدود، المان روش ٢.در
تفاضلات روش محدودیت�های دیگر روش، این می�شود. حل مساله المان�ها، این از هریک روی حاکم

می�باشد. دارا را پیچیده هندسه�های با مسایل تحلیل برای مناسب کارایی و نداشته را متناهی
انتگرالی معادلات فرم به حاکم معادلات تبدیل با پیداست نامش از که همان�گونه مرزی المان ٣.روش
مساله مرز تقسیم با روش این در می�پردازد. مساله حل به شده�اند، تعریف ناحیه) (مرز سطح روی بر که
این به و تعیین تحلیلی یا عددی روشی با المان�ها، این روی فوق انتگرال�های المان، محدودی تعداد به
داخلی نقطه هر در تابع مقادیر دیگر مجهولات این تعیین با می�شوند. مشخص مرز روی مجهولات وسیله

می�باشد. تعیین قابل
یک کاهش با مرزی المان روش که دریافت می�توان متداول، عددی روش�های مختصر بررسی از پس
بعدی یک به بعدی دو مسایل تبدیل یا و بعدی دو به بعدی سه مسایل تبدیل عبارتی به و مساله از بعد
حل از آمده بدست نتایج طبق مزیت، این بر علاوه دارد. محاسبات تعداد حجم کاهش در به�سزایی تأثیر
دیگر از است. برخوردار مسایل اغلب در مناسب بسیار دقت از مرزی المان روش روش، بدین مسایل
و نمود اشاره پیچیده هندسی شرایط در استفاده برای آن فوق�العاده قابلیت به می�توان روش، این مزایای
مقایسه به ادامه در است. محدود المان روش به نسبت نسبی برتری از مرزی المان روش حالت این در

می�شود. پرداخته محدود المان و مرزی المان روش دو از هریک معایب و مزایا

مرزی المان روش مزایای ١.١

و الکتروشیمیایی خوردگی دمایی، شوک تنش، تمرکز مانند بحرانی شرایط مسایل، بیشتر در چون .١
شرایط به سیستم یک پاسخ بررسی برای می�دهد، رخ مساله مرز یا سطح روی مشابه موارد دیگر
نمی�باشد. ناحیه کل در مساله حل به نیازی و بوده مرز روی سیستم پاسخ بررسی به نیاز تنها بحرانی
ناحیه تحلیل برای نیز اضافی محاسبات میزان باشد، پیچیده�تر سطح هندسه میزان هر به حال
چنین در اضافی محاسبات حذف باعث مرزی المان روش از استفاده این�رو از می�یابد. افزایش

می�شود. مسایلی

کمتر بسیار روش، این توسط حل برای ناحیه شبکه�بندی منظور به اولیه اطلاعات آماده�سازی زمان .٢
توجه با همچنین می�باشد. محدود المان روش توسط حل برای مشابه مساله شبکه�بندی زمان از

۴Boundary Element Method



٣ مرزی المان روش معایب .٢.١

راحت�تر المان�ها اندازه و نوع در تغییر می�شود، مطرح مساله مرز روی بیشتر شبکه�بندی اینکه به
می�باشد. دیگر روش�های با حل برای مشابه موارد از سریع�تر و

محاسبات انجام زمان و شده اشغال حافظه از کمتری فضای مساله، از بعد یک کاهش به توجه با .٣
می�یابد. کاهش شدت به مشابه روش�های به نسبت

می�باشد. تراکم�ناپذیر مواد با مرتبط مسایل حل در آن کاربرد قابلیت روش این مزایای دیگر از .۴
٠/۵ به نزدیک پواسون عدد با ماده یک کرنش و تنش تحلیل برای محدود المان روش مثال برای
با که حالی در می�شود. استفاده قابل غیر و داده نادرست جواب تراکم) قابل غیر مواد به (مربوط

نمود. تحلیل را مسایل این�گونه می�توان راحتی به مرزی المان روش

مرزی المان روش معایب ٢.١

روش�های سایر با متعارف غیر ریاضی روابط از استفاده به می�توان مرزی المان روش معایب از .١
با مقایسه در محدود المان روش مدت طولانی و وسیع کاربرد به توجه با نمود. اشاره عددی
جدید روش یک با رویارویی عوض در محدود المان روش از استفاده بر ترجیح مرزی، المان روش

می�باشد.

کم ضخامت با مسایل حل در روش این کارایی عدم به می�توان مرزی المان روش معایب دیگر از .٢
برای می�باشد. پوسته طرف دو در المان روی گره�های نزدیکی از ناشی که نمود اشاره (پوسته�ها)

می�شود. توصیه محدود المان روش از استفاده مسایل این�گونه

برخلاف می�باشد. جواب ماتریس با رابطه در گرفت، مرزی المان روش به می�توان که دیگری عیب .٣
المان و متناهی تفاضلات مانند روش�هایی در مجهول n و معادله n حل برای نهایی ماتریس�های
ماتریس می�باشند، قطری سه ماتریس�های به تبدیل قابل و بوده صفر آن درایه�های اکثر که محدود

است. صفر غیر درایه�های با ماتریس یک مرزی المان روش به جواب

می�باشد، مرزی المان روش ماتریس از بزرگتر ابعاد نظر از محدود المان روش ماتریس هرچند .۴
آن�را می�توان این�رو از و داشته را مختلف بخش چند به تقسیم قابلیت آن، ماهیت به توجه با ولی
روش ماتریس نمود. فراخوانی مناسب وقت در و کرده ذخیره حافظه در مجزا بخش چند بصورت

بصورت: محدود المان



۴ مقدمه .١



△ △ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
△ △ △ ٠ ٠ · · · ٠
٠ △ △ △ ٠ · · · ٠
... . . . . . . ...
٠ · · · ٠ △ △ △ ٠
٠ · · · ٠ ٠ △ △ △
٠ · · · ٠ ٠ ٠ △ △


بصورت: مرزی المان روش ماتریس و

△ △ △ △ △
△ △ △ △ △
△ △ △ △ △
△ △ △ △ △
△ △ △ △ △


ابعاد کاهش با که چرا برشمرد؛ روش این عمده معایب از نمی�توان را موضوع این هرچند می�باشد.
می�باشد. اغماض قابل حدی تا قضیه این از ناشی حل زمان افزایش روش، این توسط ماتریس

مرزی المان روش از تاریخچه�ای ٣.١

،[۵] شد معرفی لاپلاس معادله�ی تحلیل برای بربیا۵ توسط ١٩٧٨ سال در بار نخستین مرزی المان روش
پژوهش�گران روزافزون اقبال موجب معادله این تحلیل برای مرزی المان روش بالای کارایی و قدرت
،١٩ ،١۶ ،٣۴] شد عددی روش این کمک به کاتدیک حفاظت و پایا حرارت انتقال مسایل تحلیل به
در به�طوری�که بوده�ایم روش این در زیادی پیشرفت�های شاهد اخیر سال�های در همچنین .[٣٠ ،٣۵ ،۶
جمله آن از که هستیم مهندسی گوناگون مسایل تحلیل در روش این بکار�گیری جدید�ترشاهد پژوهش�های
اشاره [٣٧ ،٣٣ ،١٣ ،٣٨] گذرا حرارت انتقال و [۴٢ ،٨ ،٣٣] کوستیک آ مسایل تحلیل به می�توان

نمود.
تکنیک�ها برخی اعمال و اصلاحات برخی به نیاز همچنان روشعددی این روزافزون توسعه�ی وجود با
ضروری بعدی سه هندسه�های بخصوصدر پیچیده�تر، شرایط با رویارویی در آن کردن توانمند جهت در آن به
اشاره دامنه٧ تجزیه�ی تکنیک�های و سریع۶ چندقطبی روش به می�توان تکنیک�ها این جمله�ی از می�نماید.
المان روش به حرارت انتقال تحلیل زمینه�ی در گرفته صورت پژوهش�های مرور به فصل این در کرد.

می�پردازیم. دامنه تجزیه�ی تکنیک�های با همراه مرزی

۵C.A.Berbbia
۶Fast Multipole
٧Domain Decomposition



۵ مرزی المان روش از تاریخچه�ای .٣.١

بعدی دو هندسه�ی سه در پایا حرارت انتقال مدل�سازی به ١٩٩۶ سال در [٢٣] همکارانش و کامیا٨
و کرده�اند استفاده دامنه�ای تجزیه تکنیک و مرزی المان روش از مدل�سازی، این برای ایشان پرداختند،
را تصحیح پارامترهای بهینه مقدار کردند سعی زیردامنه�ها جواب تصحیح مختلف روش�های بررسی با

بیابند.
در و زیردامنه چهار به را مربع یک سپس زیردامنه، دو به را مستطیل یک منظور، این به ایشان

نمودند. تقسیم دامنه زیر دو به را L-شکل هندسه یک نهایت
بخشی موارد تمام در که کرد اشاره مساله مرزی شرایط به می�توان مدل�سازی این فرضیات دیگر از

می�باشد. عایق شرط دارای دیگر بخش و ثابت دمایی شرط هندسه از
به ناهمگن محیط در را حرارت انتقال معادله�ی ٢٠٠٢ سال در [٣] همکارانش و آتالای٩ اکیف
هندسه�ی دو از منظور این برای ایشان نموده�اند. مدل ناحیه، تجزیه�ی از استفاده با و مرزی المان روش
محاسباتی ناحیه کل در را جواب توانستند ١٠ شوارتز تصحیح روش کمک با و نموده�اند استفاده دوبعدی

آورند. بدست
١٠٠ ثابت دمای و مربع پایین و چپ سمت در عایق بصورت را مرزی شرایط مثال این در ایشان

گرفته�اند. نظر در راست و بالا مرز�های در ترتیب به سیلیسیوس درجه ۵٠ و سیلیسیوس درجه
قرار صفر دمایی شرایط در آن مرز تمام که بود همگن ناحیه�ی چهار با دایره�ای ایشان دیگر مثال
نتایج با مقایسه در مثال دو این نتایج می�باشد. حرارت تولید دارای محاسباتی ناحیه�ی داخل در و داشته

می�نماید. تأیید را روش درستی محدود، المان روش از حاصل
و مرزی المان روش به را یک در دو ابعاد با مستطیل ٢٠٠٢ سال در [١٢] همکارانش و الجبیلی١١
مدل�سازی این در نموده�اند. استفاده دامنه تجزیه�ی روش از منظور این برای و نموده�اند مدل محدود المان
شوارتز- شوارتز-دیریکله-نویمن، روش سه از دامنه�ها، زیر برای آمده بدست جواب�های تصحیح جهت

است. شده استفاده موازی شوارتز-نویمن-نویمن و موازی دیریکله-نویمن
صفر ثابت دمای شرط و پایین و بالا در بودن عایق شرط به می�توان مدل�سازی این فرضیات دیگر از

نمود. اشاره راست سمت در درجه ٢٠٠ ثابت دمای و چپ سمت در
سرعت بیشترین موازی نویمن-نویمن شوارتز تصحیح روش که می�دهد نشان پژوهش این نتایج

می�باشد. دارا دیگر روش دو با مقایسه در را همگرایی
و مرزی المان روش به را جابجایی-پخش مساله یک ٢٠٠۵ سال در [٢١] ١٣ تانسکین و اینگبر١٢
به و نموده�اند استفاده ثابت المان�های از پژوهش این در ایشان کرده�اند. مدل ناحیه�ای تجزیه تکنیک�های
می�دهد نشان آمده بدست نتایج و پرداخته�اند همگرایی سرعت بر دامنه��ها زیر تعداد افزایش تأثیر بررسی

می�یابد. افزایش همگرایی سرعت دامنه�ها، زیر تعداد افزایش با که

٨N.Kamiya
٩Akif Atalay

١٠Schwartz
١١M.El-Gebeily
١٢S.Ingber
١٣A.Tanskin



۶ مقدمه .١

پره�ی یک گذرای حرارت انتقال مدل�سازی جهت ٢٠٠۵ سال در [١٣] همکارانش و ارهارت١۴
معادلات بر لاپلاس تبدیل اعمال با پژوهش این در ایشان نموده�اند. استفاده مرزی المان روش از توربین
مقایسه�ی کردند. فراهم دامنه زیر سه به اصلی دامنه�ی تجزیه�ی روش بکارگیری برای را شرایط حاکم،

می�نماید. تأیید را نتایج درستی محدود المان روش به حل از حاصل نتایج با آمده بدست نتایج
المان روش کمک به را الاستیسیته ترمو مساله�ی یک ٢٠٠٧ سال در [١۵] همکارانش و ١۵ گامز
که است شده فرض مستطیل مکعب یک مساله این هندسه�ی نمودند. مدل�سازی ناحیه، تجزیه�ی و مرزی
تأثیر حالت سه این بر موازی پردازش اعمال با و است شده تجزیه زیردامنه پنج و دو یک، به ترتیب به
جواب�های حال عین در و می�یابد کاهش کامپیوتر نیاز مورد زمان و تکرارها تعداد زیردامنه�ها، افزایش

می�باشد. یکسان مرحله سه هر
یک مرکب، مواد در پواسون معادله�ی مدل�سازی برای ٢٠٠٧ سال در [١٧] همکارانش و جاوو١۶
تقسیم دامنه زیر سه به آن�را اصلی دامنه�ی دامنه، تجزیه�ی روش به و کرده انتخاب را مشخص هندسه
در را جواب آن�ها، برای آمده بدست جواب اصلاح و دامنه�ها زیر بر مرزی المان روش اعمال با و کرده
درستی دیگر منبع دو با آمده بدست نتایج مقایسه�ی با نهایت در و آورده�اند بدست محاسباتی ناحیه�ی کل

کرده�اند. اثبات را خود پژوهش
المان روش کمک به بعدی دو هندسه�ی یک مدل�سازی به ٢٠٠٨ سال در [٣٩]١٨ پاپو و بویی١٧
نتایج و می�باشد لاپلاس معادله�ی مساله این در حاکم معادله پرداخته�اند، دامنه تجزیه تکنیک�های و مرزی
تکرارها تعداد و محاسبات زمان دامنه�ها، زیر تعداد افزایش با که می�دهد نشان پژوهش این حاصل

می�یابد. کاهش
انتقال تحلیل برای ایشان کرده�اند. مدل�سازی را ایرفویل یک ٢٠٠٣ سال در دیوو٢٠[٢۵] و کساب١٩
با و کرده�اند استفاده حاکم معادلات به�عنوان شده٢١ تصحیح هلمهولتز معادلات از ایرفویل این حرارت
محاسباتی دامنه کل در را مساله جواب توانستند دامنه�ای تجزیه تکنیک�های و مرزی المان روش اعمال

آورند. بدست
از است شده استخراج فلوئنت افزار نرم از که محدود المان روش نتایج با آن�ها آمده بدست نتایج
و زمانی بازه کل در پره از خاص نقطه یک شامل مقایسه این می�باشد، برخوردار قبولی قابل هم�خوانی

می�باشد. مشخص زمان یک در محاسباتی ناحیه کل در نتایج همچنین

١۴Erhart
١۵B.Game
١۶S.Xiao-Wei Gao
١٧Thanh Tu Bui
١٨V.papov
١٩A.Kassab
٢٠E.divo
٢١Modified Helmholtz Equation



٢ فصل

مرزی المان روش معرفی

مسایل حل و دیفرانسیل معادلات عددی جواب�های تعیین در قدرتمند ابزاری به مرزی المان روش اخیرا
فرم یک بصورت فیزیکی پدیده�های بیان در معمولا است. شده تبدیل آن�ها با مرتبط مهندسی مختلف
از دیگری شکل موارد، از بسیاری در می�شود. استفاده جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از ریاضی
جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات شود. نوشته انتگرالی معادلات حسب بر می�تواند ریاضی بیان این
عملیات از مجموعه�ای با می�کند، بیان مشخص ناحیه�ی یک مرز روی و درون را متغیر یک رفتار که
معادلات نظریه پایه�ی بر که است روشی مرزی، المان� روش می�شوند.ٰ تبدیل انتگرال معادلات به ریاضی
از پس می�پردازد. مرزی مقدار مسایل حل به انتگرال معادلات تکنیک کمک به و است استوار انتگرال
ناحیه روی بر انتگرالی عبارت چند شامل حاصل معادله انتگرالی، فرم به معادله دیفرانسیلی فرم تبدیل
قضیه از استفاده با باشد، اساسی١ جواب دارای مساله بر حاکم معادله که صورتی در می�شود. محاسباتی
کرد تبدیل مرز روی بر انتگرالی عبارت�های به را کل ناحیه روی انتگرالی عبارت�های تمامی می�توان گرین
از هریک روی انتگرال�گیری و مساله مرز گسسته�سازی با داد. نشان را مرزی مقادیر بین رابطه فقط و
مجهولات آنجا از و شده حل عددی انتگرال�گیری روش�های از استفاده با مطلوب معادله مرزی المان�های
لاپلاس معادله فرمولاسیون برای فصل این در تفصیل به فوق، مراحل چگونگی می�آیند. بدست مساله
کرد: اشاره زیر موارد به می�توان آن�ها جمله از که است مزایایی دارای مرزی المان روش شد. خواهد بیان

تمرکز مسایل در بخصوص بالایی دقت دارای بنابراین است، تحلیلی نیمه روشی مرزی المان دقت: •
می�باشد. داده�ها شکست آنالیز همچون تنش

با مسایل یا بعدی سه هندسه�های در شبکه تولید روش، این از استفاده با هندسه: تولید در کارآمدی •
می�شود. انجام روش�ها دیگر از ساده�تر بسیار بی�نهایت مرز

تبدیل به�عبارتی و مساله ابعاد از بعد یک کاهش با مرزی المان روش کمتر: کامپیوتری حافظه به نیاز •
کاهش در به�سزایی سهم بعدی یک به بعدی دو مسایل تبدیل یا و بعدی دو به بعدی سه مسایل

دارد. محاسبات حجم

١Fundamental Solution



٨ مرزی المان روش معرفی .٢

روی بر گسسته�سازی با فقط و نداشته ناحیه کل گسسته�سازی به نیازی حل، برای مرزی المان روش
ناحیه کامل گسسته�سازی به مرزی المان روش بی�نیازی است. ناحیه تمامی در مساله حل به قادر مرز
نماید پیدا پیچیده هندسه�های با مسایل در فوق��العاده�ای قابلیت روش این که است شده باعث محاسباتی،

است. گردیده عددی روش�های سایر به نسبت آن برتری باعث و

قضایا و تعاریف ١.٢

است. شده انتخاب [٩ ،٢٨] مراجع از بخش این قضایای و تعاریف

شکل به آن�را نتوان به�عبارتی باشد، همبند و باز Ω ⊂ Rd هرگاه می�شود، نامیده دامنه Ω .١.١.٢ تعریف
نوشت. باز مجموعه�های از اجتماعی

است. بازه Ω ،d = ١ برای •

است. صفحه از زیرمجموعه�ای Ω ،d = ٢ برای •

است. فضا از مجموعه�ای زیر Ω ،d = ٣ برای •

می�گیریم. نظر در را مرزی Ω برای بنابراین می�شود، گرفته نظر در Rd در کرانداری دامنه�ی به�عنوان Ω چون
می�دهیم. نمایش Γ یا ∂Ω نماد با را مرز این

می�شود. تعریف Ω = Ω ∪ Γ شکل به را Ω بستار • .٢.١.٢ تعریف

dx = dx١dx٢ · · · dxd آنگاه X = (x١, x٢, · · · , xd)T ∈ Rd اگر •

شکل: به اقلیدسی داخلی ضرب آنگاه X, Y ∈ Rd اگر •

X · Y =
d∑

i=١
xiyi,

می�شود. تعریف

شکل: به u گرادیان باشد، اسکالری تابع u اگر .٣.١.٢ تعریف

∇u = (
∂u

∂x١
,
∂u

∂x٢
, · · · , ∂u

∂xd
)T ,

می�شود. تعریف

شکل: به W دیورژانس باشد، مقدار برداری تابعی W اگر .۴.١.٢ تعریف

divW = ∇ ·W = (
∂

∂x١
,
∂

∂x٢
, · · · , ∂

∂xd
)T · (w١, w٢, · · · , wd) =

d∑
i=١

∂wi

∂xi
,

می�شود. تعریف



٩ قضایا و تعاریف .١.٢

شکل: به و می�شود داده نمایش ∆u نماد با لاپلاس عملگر .۵.١.٢ تعریف

∆u = ∇ · ∇u =
∂٢u

∂x٢١
+
∂٢u

∂x٢٢
+ · · ·+ ∂٢u

∂x٢d
=

d∑
i=١

∂٢u

∂x٢i
,

می�شود. تعریف

میانگین). مقدار (قضیه ۶.١.٢ قضیه

در c چون نقطه�ای آنگاه باشد، پیوسته [a, b] فاصله در f(x) اگر میانگین: مقدار اول قضیه •
به�طوری�که: دارد وجود [a, b] ∫فاصله b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

این در g(x) و باشند پیوسته [a, b] فاصله بر g(x) و f(x) اگر میانگین: مقدار دوم قضیه •
به�طوری�که: دارد وجود (a, b) در c چون نقطه�ای آنگاه ندهد علامت تغییر ∫فاصله b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.

با آنگاه باشد [a, b] فاصله بر پیوسته تابعی f(t) اگر انتگرال�ها). برای متغیر (تغییر ٧.١.٢ تعریف
داشت: خواهیم [a, b] فاصله در انتگرال�گیری برای متغیر تغییر از ∫استفاده b

a

f(t)dt =

∫ ١

−١
f
(b+ a

٢ +
b− a

٢ x
)b− a

٢ dx.

٢ مرزی: مقدار مساله یک .(BVP) ٨.١.٢ تعریف

مثال برای باشد. مشخص u مقدار بازه انتهای و ابتدا نقطه یعنی مرز، روی مقادیر در باید R در •
′−(a(x)u′(x))معادله: = f(x), ٠ < x < ١,

u(٠) = u(١) = ٠,

می�باشد. R در BVP مساله یک

معادله: مثال برای باشد. معلوم Ω ⊂ Rd ناحیه مرز سرتاسر u مقدار باید Rd در •u̇−∆u = ٠, x ∈ Ω , t > ٠,

u(x, t) = f(x), x ∈ ∂Ω , t > ٠,

می�باشد. Rd در BVP مساله یک

باشد. نامنفی و صحیح عددی k و نیست کراندار لزوما که باشد دامنه�ای Ω کنید فرض .٩.١.٢ تعریف
می�شود. داده نمایش Ck(Ω) با باشند مشتق�پذیر Ω در پیوسته طور به kبار که توابعی مجموعه

آنگاه: باشد، کرانداری دامنه Ω اگر
Ck(Ω) = {v ∈ Ck(Ω) : Dαv ∈ C(Ω), ∀ |α| ≤ k}

٢Boundary Value Problem



١٠ مرزی المان روش معرفی .٢

پاره�ای دیفرانسیل معادلات ٢.٢

است نامنفی صحیح مقدار یک n که un مشتق�های و u نامعلوم تابع میان رابطه�ای هر .١.٢.٢ تعریف
[٢٨] می�نامند. دیفرانسیل معادله را

نامیده دیفرانسیل معادله مرتبه دیفرانسل معادله یک در شده ظاهر مشتق مرتبه بالاترین .٢.٢.٢ تعریف
[٢٨] می�شود.

معادلات از دسته�ای به می�شود، نامیده ٣PDE اختصار به که جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
پاره�ای مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آن�ها در که می�شود گفته دیفرانسیل
دیفرانسیل معادلات دیفرانسیل، معادلات از دسته این به باشند. داشته شرکت متغیرها آن به نسبت توابع
مثال: برای می�شود. گفته جزیی دیفرانسیل معادلات یا جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ، پاره�ای

ut(x, t)− uxx(x, t) = ٠,

است. دوم مرتبه از همگن PDE یک

پاره�ای دیفرانسیل معادلات دسته�بندی ١.٢.٢

[٢٨] است: زیر بصورت ثابت ضرایب با دوم مرتبه پاره�ای دیفرانسیل معادله یک کلی حالت در
Auxx(x, y) + ٢Buxy(x, y) + Cuyy(x, y) +Dux(x, y) + Euy(x, y) + Fu(x, y) = G,

معادله�ی ضرایب به توجه با می�باشند، متغیر دو به وابسته که دوم مرتبه خطی پاره�ای دیفرانسیل معادلات
می�شوند: تقسیم دسته سه به فوق

(Elliptic) بیضوی .١

(Parabolic) سهموی .٢

(Hyperbolic) هذلولوی .٣

مشخصه ابتدا PDE نوع تعیین برای توجه:
d = AC −B٢,

کنید. استفاده زیر جدول از و داده تشکیل را

مشخصه معادله نوع
d > ٠ بیضوی
d = ٠ سهموی
d < ٠ هذلولوی

٣Partial Differential Equation



١١ لاپلاس مساله .٣.٢

لاپلاس مساله ٣.٢

می�گردد: بیان زیر بصورت که می�باشد لاپلاس معادله دیریکله مساله ،BVP یک از استانداردی −∆uمثال = f(x), x ∈ Ω,

u = g(x), x ∈ Γ,
(١.٢)

است. لاپلاس عملگر ∆ و Rd در برداری x = (x١, x٢, · · · , xd)T که
شرایط از می�توان شرط این به�جای می�شود. نامیده دیریکله۴ مرزی شرط دوم معادله�ی ،(١.٢) در

کرد: استفاده زیر بصورت دیگری مرزی

شکل: به مرزی شرط این نویمن:۵ مرزی شرط •
∂u

∂n
= g(x), x ∈ Γ,

داریم: و است Γ بر n خارجی نرمال بردار جهت در مشتق ،∂u
∂n

که است
∂u

∂n
= n · ∇u,

می�شود: تعریف زیر شکل به مرزی شرط این رابین:۶ مرزی شرط •
∂u

∂n
+ β(x)u = g(x), x ∈ Γ,

می�پردازیم. f(x) = ٠ گرفتن نظر در با (١.٢) معادله حل به فصل این در نمود. استفاده

گرین و دیورژانس قضیه ۴.٢

داریم. درگیرند، مرزی مقادیر تنها آن در که حالتی به معادلات مرزی، المان روش به معادلات حل برای
مراجع اساس بر بخش این مطالب می�کنیم. استفاده ٨ گرین و ٧ دیورژانس قضیه�های از منظور بدین

است. شده تنظیم [۴ ،٢٨]

یک Ω محدوده ،d = ٣ حالت (در Rd از مجموعه�ای زیر Ω اگر دیورژانس). (قضیه ١.۴.٢ قضیه
باشد، مقدار برداری تابعی F = (f١, f٢, · · · , fd)T ∈ C١(Ω)d و بود) خواهد بعدی سه فضای در حجم

کرد: بیان زیر بصورت می�توان را دیورژانس ∫قضیه
Ω

(∇ · F )dV =

∫
∂Ω

(F · n)dS, (٢.٢)

[۴] است. قوس طول المان dS و سطح خارجی نرمال بردار n که

۴Dirichlet Boundary Condition
۵ Neumann Boundary Condition
۶ Robin Boundary Condition
٧Divergence Theorem
٨Green Theorem



١٢ مرزی المان روش معرفی .٢

بصورت: بعدی سه فضای در M برداری تابع تعریف با حال
M :=Mxî+My ĵ +Mzk̂,

zها محور جهت در یکه بردار k̂ و yها محور جهت در یکه بردار ĵ xها، محور جهت در یکه بردار î که
شکل: به N تابع تعریف و است

N := ∇ ·M,

می�کنیم: بیان زیر بصورت را دیورژانس ∫قضیه
Ω

N dV =

∫
∂Ω

M · n dS.

محدود مرز روی انتگرال به را Ω ناحیه روی انتگرال توانستیم دیورژانس قضیه بکاربردن با بنابراین
مقدار با توابعی به�عنوان u∗ و u گرفتن نظر در با حال کنیم. تبدیل (Γ (یا ∂Ω یعنی ناحیه، این کننده

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را M تابع ،Ω ناحیه از نقطه هر در مشخص
M := u∇u∗,

داریم: صورت این در
∇ ·M = ∇ · (u∇u∗)

= u∇٢u∗ +∇u · ∇u∗.
(٣.٢)

حاصل زیر معادله دیورژانس، قضیه اعمال و (٣.٢) از استفاده و Ω ناحیه M·∇روی از انتگرال�گیری با
∫می�شود:

Ω

(u∇٢u∗ +∇u · ∇u∗)dV =

∫
∂Ω

u∇u∗ · n dS, (۴.٢)

داریم: P := u∗∇u بصورت P تابع تعریف با
∇ · P = ∇ · (u∗∇u)

= u∗∇٢u+∇u∗ · ∇u.
(۵.٢)

زیر معادله دیورژانس، قضیه اعمال و (۵.٢) از استفاده و Ω ناحیه روی ∇ · P از انتگرال�گیری با
می�شود: ∫حاصل

Ω

(u∗∇٢u+∇u∗ · ∇u)dV =

∫
∂Ω

u∗∇u · n dS. (۶.٢)

داریم: (۶.٢) از (۴.٢) کردن کم با

∫
Ω

(u∗∇٢u− u∇٢u∗)dV =

∫
∂Ω

(u∗∇u− u∇u∗) · n dS. (٧.٢)

می�کنیم: بیان زیر بصورت را گرین قضیه نتیجه در



١٣ گرین و دیورژانس قضیه .۴.٢

[۴] .٢.۴.٢ قضیه

فرض و باشند Ω ⊂ Rd ناحیه روی بر شده تعریف توابعی ψ و φ کنید فرض گرین: اول قضیه •
آنگاه: باشد، ψ ∈ C١(Ω) و φ ∈ C٢(Ω) ∫کنید

Ω

(ψ∇٢φ+∇φ · ∇ψ)dV =

∫
∂Ω

ψ(∇φ · n) dS,

است. سطح خارجی نرمال بردار n و لاپلاس عملگر ∇٢ که

ε ∈ C١(Ω) و باشند Ω ⊂ Rd ناحیه روی بر توابعی ψ, φ ∈ C٢(Ω) اگر گرین: دوم قضیه •
آنگاه: ∫باشد،

Ω

((ψ∇ · (ε∇φ)− φ∇ · (ε∇ψ)) dV =

∫
∂Ω

ε(ψ
∂φ

∂n
− φ

∂ψ

∂n
)dS,

داشت: خواهیم Ω ناحیه روی ε = ١ خاص حالت ∫در
Ω

(ψ∇٢φ− φ∇٢ψ)dV =

∫
∂Ω

(ψ
∂φ

∂n
− φ

∂ψ

∂n
)dS,

dS کوچک سطح بر عمود و بیرون به رو ،n نرمال بردار جهت در φ جهت�دار مشتق ∂φ
∂n

که
داریم: و می�باشد

∂φ

∂n
= ∇φ · n.

آوردن بدست برای گام نخستین و شده شناخته گرین دوم قضیه به�عنوان (٧.٢) معادله بنابراین
می�باشد. لاپلاس مساله مرزی انتگرال معادله

بنابراین می�شود، گرفته نظر در نقطه آن پتانسیل به�عنوان Ω ناحیه از نقطه هر در u متغیر (٧.٢) در
می�شود: داده نمایش q با و بوده شار معرف نیز n جهت در u مشتق

q =
∂u

∂n
= ∇u · n,

شکل به را n جهت در آن مشتق مقدار می�توان u همچون و نشده تعریف هنوز u∗ دلخواه متغیر طرفی از
داد: نمایش q∗

q∗ =
∂u∗

∂n
= ∇u∗ · n, (٨.٢)

کرد: بیان زیر شکل به می�توان را (٧.٢) ∫بنابراین
Ω

u∗∇٢u dV −
∫
Ω

u∇٢u∗ dV =

∫
∂Ω

u∗q dS −
∫
∂Ω

q∗u dS. (٩.٢)

متغیر انتخاب مورد در بعدی بخش در و است موجود Ω ناحیه کل روی انتگرال عبارت دو (٩.٢) در
بحث شوند، تبدیل مرز روی انتگرال�هایی به ناحیه روی انتگرال عبارت دو این که گونه�ای به u∗ دلخواه

شد. خواهد



١۴ مرزی المان روش معرفی .٢

اساسی جواب و دیراک دلتای تابع ۵.٢

شویم. آشنا بیش�تر اساسی٩ جواب تابع با است لازم بپردازیم مرزی المان روش بررسی به آنکه از قبل
مراجع اساس بر بخش این مطالب است. وابسته بسیار دیراک١٠ دلتای تابع به اساسی جواب تابع

است. شده تنظیم [۴٣ ،٣۶ ،٧]

دیراک دلتای تابع ١.۵.٢

مقداری نقاط دیگر در و بی�نهایت برابر مقداری مبدا در می�دهیم، نمایش δ یونانی حرف با که تابع این
یعنی: دارد، صفر با برابر

δ(X −X٠) =

∞, X = X٠,

٠, X ̸= X٠,
(١٠.٢)

یعنی: می�شود، یک بی�نهایت مثبت تا بی�نهایت منفی بازه روی آن انتگرال نتیجه ∫در ∞

−∞
δ(X −X٠) dX = ١.

[٧] است: زیر خاصیت دارای دیراک دلتای تابع طرفی از

∫
Ω

δ(X −X٠)dV =


١, X٠ ∈ Ω,

١
٢ , X٠ ∈ ∂Ω,

٠, X٠ /∈ Ω.

یک به بیش�تر و نیست تابع مفهوم در می�شود، خوانده تابع آنکه وجود با دلتا تابع که داشت توجه باید
است: زیر بنیادین ویژگی دارای تابع این است. شبیه دارد، کاربرد آمار در که توزیع ∫تابع ∞

−∞
f(X)δ(X −X٠) dX = f(X٠).

داریم: ε > ٠ برای واقع در

∫ a+ε

a−ε

f(X)δ(X −X٠) dX = f(X٠),

است. X = X٠ در شده متمرکز دیراک دلتای توزیع δ(X −X٠) و پیوسته تابعی f(X) که

اساسی جواب ٢.۵.٢

می�شود: تبدیل زیر فرم به (٩.٢) ،( ∇٢u = ٠) لاپلاس معادله گرفتن نظر در با

٩Fundamental Solution
١٠Dirac-Delta Function
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−
∫
Ω

u∇٢u∗ dV =

∫
∂Ω

u∗q dS −
∫
∂Ω

q∗u dS, (١١.٢)

انتگرال�هایی تنها آن در که است رابطه�ای به (١١.٢) تبدیل ما هدف و است دلخواه هنوز u∗ متغیر
کل ناحیه روی انتگرال عبارت که می�کنیم تعریف طوری را u∗ متغیر منظور این به دارند. قرار مرز روی

گردد. تبدیل مرز روی انتگرال به آن انتگرال یا شود صفر یا (١١.٢) چپ سمت در واقع
دیراک دلتای تابع از ضریبی با ∇٢u∗ که است �بصورتی u∗ انتخاب ممکن، انتخاب�های بهترین از
می�باشد، Ω ناحیه در دلخواه نقطه�ای که X = (x, y) و X٠ = (ξ, η) چشمه گرفتن نظر در با شود. برابر

می�آید: بدست زیر رابطه
∇٢u∗ = −δ(x− ξ, y − η), (١٢.٢)

دارد: مزیت دو انتخاب این است. لاپلاس عملگر برای اساسی جواب u∗ حالت این در

می�رود. بین از (١١.٢) رابطه محاسباتی ناحیه کل روی انتگرال عبارت تنها (١

بدست برای مرز�ها روی انتگرال�گیری امکان نتیجه در می�شوند، تعیین q∗ و u∗ دلخواه پارامتر�های (٢
می�گردد. فراهم مجهولات آوردن

رابطه دیراک دلتای خاصیت از استفاده و (١١.٢) چپ سمت انتگرال در (١٢.٢) جایگذاری با
می�شود: حاصل X٠ ∈ Ω زیربرای

∫
Ω

u∇٢u∗ dV = −
∫
Ω

u δ(x− ξ, y − η) dV = −u(ξ, η) = −u(X٠). (١٣.٢)

نمود: مرتب زیر شکل به می�توان را (١١.٢) معادله (١٣.٢) رابطه گرفتن نظر در با

u(ξ, η) +

∫
∂Ω

q∗u dS =

∫
∂Ω

u∗q dS, (ξ, η) ∈ Ω,

یا
u(X٠) +

∫
∂Ω

q∗u dS =

∫
∂Ω

u∗q dS, X٠ ∈ Ω, (١۴.٢)

ناحیه درون نقاط به u(X٠) تابع تنها و می�شوند محدود مرز روی انتگرال به تنها انتگرال�ها اینجا در
است. وابسته Ω

لاپلاس مساله اساسی جواب تعیین

که R٢ فضای در ((١٢.٢) از همگن (معادله�ی ∇٢u∗ = ٠ معادله جواب یافتن ما هدف مرحله این در
داریم: (۵.١.٢) از می�باشد. است، X٠ نقطه در تکینگی یک شامل

∇٢u∗ =
∂٢u∗

∂x٢
+
∂٢u∗

∂y٢
= ٠,



١۶ مرزی المان روش معرفی .٢

دلخواه نقطه�ی فاصله از تابعی بصورت دیراک دلتای تابع ماهیت شد، ذکر قبلا که همان�گونه
از فاصله به�عنوان می�توان را r پارامتر بنابراین می�باشد، X٠ = (ξ, η) چشمه محل از X = (x, y)

نمود: تعریف زیر بصورت X٠ فرضی چشمه محل

r =
√
(x− ξ)٢ + (y − η)٢, (١۵.٢)

قطبی: مختصات گرفتن نظر در xبا = r cos θ,

y = r sin θ,

داریم: است، ٠ ≤ θ ≤ ٢π و r ≥ ٠ که


∂x

∂r
= cos θ,

∂x

∂θ
= −r sin θ,

∂y

∂r
= sin θ,

∂y

∂θ
= r cos θ.

(١۶.٢)

داریم: (١۶.٢) از استفاده و ∂u
∗

∂r
برای زنجیری مشتق قاعده�ی از استفاده با

∂u∗

∂r
=
∂u∗

∂x

∂x

∂r
+
∂u∗

∂y

∂y

∂r
= cos θ

∂u∗

∂x
+ sin θ

∂u∗

∂y
, (١٧.٢)

بنابراین:

∂٢u∗

∂r٢
=

∂

∂r
(
∂u∗

∂r
)

= cos θ
∂

∂r

∂u∗

∂x
+ sin θ

∂

∂r

∂u∗

∂y

= cos θ(
∂

∂x

∂u∗

∂x

∂x

∂r
+

∂

∂y

∂u∗

∂x

∂y

∂r
) + sin θ(

∂

∂x

∂u∗

∂y

∂x

∂r
+

∂

∂y

∂u∗

∂y

∂y

∂r
)

= cos٢ θ
∂٢u∗

∂x٢
+ ٢ cos θ sin θ ∂

٢u∗

∂x∂y
+ sin٢ θ

∂٢u∗

∂y
.

(١٨.٢)

می�پردازیم. ∂
٢u∗

∂θ٢
و ∂u

∗

∂θ
محاسبه� به حال

∂u∗

∂θ
=
∂u∗

∂x

∂x

∂θ
+
∂u∗

∂y

∂y

∂θ
= −r sin θ∂u

∗

∂x
+ r cos θ

∂u∗

∂y
,
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بنابراین:
∂٢u∗

∂θ٢
= −r ∂

∂θ
(sin θ

∂u∗

∂x
) + r

∂

∂θ
(cos θ

∂u∗

∂y
)

= −r cos θ∂u
∗

∂x
− r sin θ

∂

∂θ

∂u∗

∂x
− r sin θ

∂u∗

∂y
+ r cos θ

∂

∂θ

∂u∗

∂y

= −r cos θ∂u
∗

∂x
− r sin θ(

∂

∂x

∂u∗

∂x

∂x

∂θ
+

∂

∂y

∂u∗

∂x

∂y

∂θ
)

− r sin θ
∂u∗

∂y
+ r cos θ(

∂

∂x

∂u∗

∂y

∂x

∂θ
+

∂

∂y

∂u∗

∂y

∂y

∂θ
)

= −r cos θ∂u
∗

∂x
− r sin θ

(∂٢u∗
∂x٢

(−r sin θ) + ∂u∗

∂x∂y
r cos θ

)
− r sin θ

∂u∗

∂y
+ r cos θ

( ∂u∗
∂x∂y

(−r sin θ) + ∂٢u∗

∂y٢
r cos θ

)
= −r(cos θ∂u

∗

∂x
+ sin θ

∂u∗

∂y
) + r٢(sin٢ θ

∂٢u∗

∂x٢
− ٢ cos θ sin θ ∂

٢u∗

∂x∂y
+ cos٢ θ

∂٢u∗

∂y٢
).

(١٩.٢)

داریم: (١٧.٢) از استفاده و r٢ بر (١٩.٢) طرفین تقسیم با
١
r٢
∂٢u∗

∂θ٢
= −١

r

∂u∗

∂r
+ sin٢ θ

∂٢u∗

∂x٢
− ٢ cos θ sin θ ∂

٢u∗

∂x∂y
+ cos٢ θ

∂٢u∗

∂y٢
. (٢٠.٢)

داشت: خواهیم sin٢ θ + cos٢ θ = ١ خاصیت از استفاده و (٢٠.٢) با (١٨.٢) جمع با
∂٢u∗

∂r٢
+

١
r٢
∂٢u∗

∂θ٢
= −١

r

∂u∗

∂r
+
∂٢u∗

∂x٢
+
∂٢u∗

∂y٢
,

داریم: لاپلاس عملگر تعریف از استفاده و مرتب�سازی با که

∇٢u∗ =
١
r

∂u∗

∂r
+
∂٢u∗

∂r٢
+

١
r٢
∂٢u∗

∂θ٢
=

١
r

∂

∂r
(r
∂u∗

∂r
) +

١
r٢
∂٢u∗

∂θ٢

داریم: r > ٠ برای (١٢.٢) در

δ(x− ξ, y − η) = ٠.

داشت: خواهیم تقارن علت به
∂٢u∗

∂θ٢
= ٠,

داریم: بنابراین

١
r

∂

∂r
(r
∂u∗

∂r
) = ٠. (٢١.٢)

رسید: خواهیم بعدی دو فضای در زیر جواب به (٢١.٢) حل با

u∗ = A ln

(
١
r

)
, (٢٢.٢)
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ناحیه گرفتن نظر در با منظور این به می�شود. استفاده اساسی جواب ماهیت از A مقدار یافتن برای
خاصیت و (١٢.٢) از استفاده و شده داده نمایش ١.٢ شکل در که X٠بصورتی چشمه اطراف Ωε کوچک

گرفت: نتیجه می�توان را زیر معادله�ی دیراک، دلتای ∫انتگرال
Ωε

∇٢u∗dVε =

∫
Ωε

−δ(x− ξ, y − η)dVε = −١.

داریم: دیورژانس قضیه اعمال با

− ١ =

∫
Ωε

∇٢u∗dVε =

∫
∂Ωε

∂u∗

∂n
dSε, (٢٣.٢)

X٠ چشمه مرکز به ε شعاع با دایره�ای :١.٢ شکل

هم�جهت r با ∂Ωε مرز بر واقع n خارجی یکه نرمال بردار که می�شود مشاهده ١.٢ شکل به توجه با
داریم: بنابراین است،

∂u∗

∂n
=
∂u∗

∂r
,

ثابت به توجه با بنابراین می�باشد، r از تابعی فقط u∗ که می�شود مشاهده (٢٢.٢) رابطه به توجه با
و می�باشد ثابت مرز روی ∂u

∗

∂r
بنابراین می�کند، اختیار مرز روی را ثابتی مقدار u∗ مرز، روی r بودن

داشت: خواهیم
∂u∗

∂r

∣∣∣∣
r=ε

= −A
ε
. (٢۴.٢)

داریم: (٢۴.٢) و (٢٣.٢) ∫از
∂Ωε

(
− A

ε

)
dSε = −١, (٢۵.٢)

داشت: خواهیم بود، ε شعاع به دایره�ای نظر مورد ناحیه اینکه به توجه ∫با
∂Ωε

dSε = ٢πε. (٢۶.٢)

داریم: و آمد خواهد بدست دوبعدی حالت در A مقدار (٢۶.٢) و (٢۵.٢) از

A =
١
٢π .

می�شود: نتیجه دوبعدی فضای در لاپلاس مساله برای اساسی جواب نهایت، در

u∗ =
١
٢π ln

(١
r

)
, (٢٧.٢)
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. (شکل٢.٢) است انتگرال�گیری نقطه و X٠ چشمه بین فاصله بیانگر r که

ناحیه نقاط و چشمه بین فاصله :٢.٢ شکل

می�آید: بدست بعدی سه فضای در لاپلاس مساله برای اساسی جواب شده ذکر تکنیک مشابه

u∗ =
١
۴πr .

تعریف به بنا می�پردازیم. بعدی دو فضای در q∗ متغیر محاسبه به اساسی جواب شدن معلوم با
داریم: زنجیری مشتق قاعده و (٨.٢)

q∗ =
∂u∗

∂n
=
∂u∗

∂r

∂r

∂n
, (٢٨.٢)

داریم: (٢٧.٢) از
∂u∗

∂r
= − ١

٢πr (٢٩.٢)

طرفی: از
∂r

∂n
= ∇r · n,

داریم: n بردار و ∇ تعریف از

∇r · n = (
∂r

∂x
,
∂r

∂y
) · (nx, ny), (٣٠.٢)

داریم: (٢٨.٢) در (٣٠.٢) و (٢٩.٢) روابط جایگذاری با

q∗ = − ١
٢πr (

∂r

∂x
,
∂r

∂y
) · (nx, ny),

داریم: r فاصله تعریف از

∂r

∂x
=

(x− ξ)

r
,

∂r

∂y
=

(y − η)

r
.

داشت: خواهیم ry = y − η و rx = x− ξ فرض با

q∗ = − ١
٢πr (

١
r
)(rx, ry) · (nx, ny)

= − ١
٢πr٢ (rxnx + ryny)
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است: محاسبه قابل زیر رابطه از بعدی سه فضای در q∗ مقدار مشابه، روندی طی

q∗ = − ١
۴πr٣ (rxnx + ryny + rznz).

مرزی انتگرال معادله ۶.٢

پارامتر تعیین با گویند. انتگرال معادله باشد، داشته قرار انتگرال زیر مجهول تابع آن�ها در که معادلاتی
همان تابع این دارد، وجود Ω ناحیه درون مقادیر به وابسته تابع یک تنها (١۴.٢) رابطه در ،q∗ و u∗

تابع شکل اینکه به توجه با است. چشمه قرارگرفتن محل در پتانسیل نشاندهنده که می�باشد u(X٠)

در X٠ قرارگرفتن درباره بخش این در می�باشد. دلخواه همچنان X٠ چشمه مکان ولی شده تعیین u∗

بخش این مطالب می�گردد. تعیین آن به توجه با انتگرال معادله و می�شود بحث Ω ناحیه مختلف نقاط
است. شده تنظیم [۵ ،٣۶ ،۴٠] مراجع اساس بر

Ω ناحیه درونی نقاط در مرزی انتگرال معادله ١.۶.٢

نمود: مرتب زیر نهایی شکل به می�توان را (١۴.٢) معادله

u(X٠) +

∫
∂Ω

q∗(X٠, X)u(X) dS =

∫
∂Ω

u∗(X٠, X)q(X) dS, X٠ ∈ Ω, .

محاسبه برای ،(r = ٠) X٠ در تکینگی و دیراک دلتای تابع وجود و q∗ و u∗ توابع ماهیت به توجه با
انتگرال ناحیه از را چشمه ناحیه منظور بدین داریم. تکینگی مشکل رفع به نیاز (٩.٢) معادله انتگرال
نظر در X٠ چشمه حول ε شعاع به دایره�ای بعدی دو حالت در ،X٠ چشمه کردن جدا برای می�کنیم. جدا
با برابر ٣.٢ شکل مطابق جدید ناحیه می�شود. تبدیل کره به بعدی سه فضای در ناحیه این می�گیریم.

می�باشد. ∂Ω ∪ ∂Ωε مرز با Ω− Ωε

Ω ناحیه درونی نقاط برای انتگرال�گیری ناحیه :٣.٢ شکل
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کرد: بازنویسی زیر بصورت می�توان را (٩.٢) گرین دوم قضیه جدید ناحیه این گرفتن نظر در با

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωε

(u∇٢u∗ − u∗∇٢u)dV = lim
ε→٠

∫
∂Ω∪∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dS

= lim
ε→٠

∫
∂Ω

(uq∗ − u∗q)dS + lim
ε→٠

∫
∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dSε.

داشت: خواهیم می�باشد لاپلاس معادله حاکم، معادله اینکه به توجه با

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωε

u∗∇٢udV = ٠.

بر در را چشمه محل ناحیه این و می�باشد Ω − Ωε انتگرال�گیری ناحیه خارج X٠ چشمه که آنجا از
داشت: خواهیم ((١٢.٢) رابطه و دیراک دلتای تابع تعریف به توجه (با نمی�گیرد

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωε

u∇٢u∗dV = lim
ε→٠

(
−
∫
Ω−Ωε

uδ(x− ξ, y − η)dV
)
= ٠.

بنابراین:

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωε

(u∇٢u∗ − u∗∇٢u)dV = ٠,

درنتیجه:
lim
ε→٠

∫
∂Ω

(uq∗ − u∗q)dS + lim
ε→٠

∫
∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dSε = ٠, (٣١.٢)

پیوسته X٠ چشمه در u تابع اینکه فرض با می�پردازیم. limε→٠
∫
∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dSε محاسبه به حال
داریم: باشد

lim
ε→٠

∫
∂Ωε

uq∗dSε = lim
ε→٠

∫
∂Ωε

(
u− u(X٠) + u(X٠)

)
q∗dSε

= lim
ε→٠

(∫
∂Ωε

(
u− u(X٠)

)
q∗dSε

)
+ lim

ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωε

q∗dSε

)
.

داریم: [۴٠] از

lim
ε→٠

(∫
∂Ωε

(
u− u(X٠)

)
q∗dSε

)
= ٠,

ازاین�رو:

lim
ε→٠

∫
∂Ωε

uq∗dSε = lim
ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωε

q∗dSε

)
,

و می�باشد ε شعاع با دایره�ای دوبعدی، فضای در Ωε ناحیه که آنجایی از

dSε = εdθ, q∗ =
∂u∗

∂n
|n=ε =

١
٢πε

بنابراین:

lim
ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωε

q∗dSε

)
= lim

ε→٠

(
u(X٠)

∫ ٢π

٠

١
٢πεεdθ

)
= u(X٠)
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نتیجه: در
lim
ε→٠

∫
∂Ωε

uq∗dSε = u(X٠). (٣٢.٢)

کروی: مختصات از استفاده با بعدی سه مسایل در

dSε = ε٢ cosφdφdθ, q∗ =
∂u∗

∂n
|n=ε =

١
۴πε٢

بنابراین:

lim
ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωε

q∗dSε

)
= lim

ε→٠
u(X٠)

∫ ٢π

٠

(∫ π
٢

−π
٢

١
۴πε٢ ε

٢ cosφdφ

)
dθ

=
u(X٠)

۴π

∫ ٢π

٠

(∫ π
٢

−π
٢

cosφdφ

)
dθ

=
u(X٠)

۴π

∫ ٢π

٠
٢dθ

= u(X٠),

نتیجه: در

lim
ε→٠

∫
∂Ωε

uq∗dSε = u(X٠),

طرفی: از

lim
ε→٠

∫
∂Ωε

u∗qdSε = lim
ε→٠

(
− ln ε

٢π

∫
∂Ωε

∂u

∂n
dSε

)
= lim

ε→٠

(
− ln ε

٢π
∂u(X٠)

∂n

∫
∂Ωε

dSε

)
میانگین) مقدار قضیه (از

= lim
ε→٠

(
− ln ε

٢π
∂u(X٠)

∂n

∫ ٢π

٠
εdθ

)
= lim

ε→٠

(
− ε ln ε

∂u(X٠)

∂n

)
,

نتیجه: در ،limε→٠ ε ln ε = ٠ اما
lim
ε→٠

∫
∂Ωε

u∗qdSε = ٠, (٣٣.٢)

بعدی: سه حالت در ترتیب همین به

lim
ε→٠

∫
∂Ωε

u∗qdSε = lim
ε→٠

(
١
۴πε

∫
∂Ωε

∂u

∂n
dSε

)
= lim

ε→٠

(
١
۴πε

∂u(X٠)

∂n

∫ ٢π

٠

(∫ π
٢

−π
٢

ε٢ cosφdφ

)
dθ

= lim
ε→٠

(
١
۴πε

∂u(X٠)

∂n
(۴πε٢)

)
= ٠,



٢٣ مرزی انتگرال معادله .۶.٢

اینکه: به توجه با و (٣١.٢) در (٣٢.٢) و (٣٣.٢) جایگذاری با
lim
ε→٠

∫
∂Ω

(uq∗ − u∗q)dS =

∫
∂Ω

(uq∗ − u∗q)dS,

می�آید: بدست زیر معادله طبق داخلی نقاط برای مرزی انتگرال معادله جواب نتیجه در
u(X٠) =

∫
∂Ω

(u∗q − uq∗)dS,

نقاط در را u تابع مقدار می�توان ،∂Ω مرز روی q و u بودن مشخص با که است این بیانگر رابطه این
نمود. مشخص ناحیه این درونی

Ω ناحیه مرزی نقاط در مرزی انتگرال معادله ٢.۶.٢

کردن جدا برای حالت این در می�باشد. قبل مانند مرزی نقاط برای مرزی انتگرال معادله تعیین مراحل
سه حالت در می�گیریم. نظر در X٠ چشمه حول ε شعاع به نیم�دایره�ای بعدی دو حالت در ،X٠ چشمه
مرز با Ω − Ωi

ε با برابر ۴.٢ شکل مطابق جدید ناحیه می�شود. تبدیل نیم�کره یک به قطاع این بعدی
می�باشد. ∂Ωi

ε ∪ (∂Ω− ∂Ωε)

Ω ناحیه مرزی نقاط برای انتگرال�گیری ناحیه :۴.٢ شکل

نمود: بازنویسی زیر شکل به می�توان را (٩.٢) گرین دوم قضیه جدید، ناحیه این نظرگرفتن در با

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωi

ε

(u∇٢u∗ − u∗∇٢u)dV = lim
ε→٠

∫
(∂Ω−∂Ωε)∪∂Ωi

ε

(uq∗ − u∗q)dS

= lim
ε→٠

∫
∂Ω−∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dS + lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

(uq∗ − u∗q)dSi
ε.

داشت: خواهیم می�باشد لاپلاس معادله حاکم، معادله اینکه به توجه با

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωi

ε

u∗∇٢udV = ٠,

نمی�گیرد، بر در را چشمه محل ناحیه این و می�باشد Ω−Ωi
ε انتگرال�گیری ناحیه X٠خارج چشمه طرفی از

داشت: خواهیم پس ((١٢.٢) و دیراک دلتای تابع خاصیت به توجه (با

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωi

ε

u∇٢u∗dV = lim
ε→٠

(
−
∫
Ω−Ωi

ε

uδ(x− ξ, y − η)dV

)
= ٠,
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بنابراین:

lim
ε→٠

∫
Ω−Ωi

ε

(u∇٢u∗ − u∗∇٢u)dV = ٠,

درنتیجه:
lim
ε→٠

∫
∂Ω−∂Ωε

(uq∗ − u∗q)dS + lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

(uq∗ − u∗q)dSi
ε = ٠, (٣۴.٢)

داریم: طرفی از

lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

uq∗dSi
ε = lim

ε→٠

(∫
∂Ωi

ε

(
u− u(X٠)

)
q∗dSi

ε

)
+ lim

ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωi

ε

q∗dSi
ε

)
داریم: [۴٠] از

lim
ε→٠

(∫
∂Ωi

ε

(
u− u(X٠)

)
q∗dSi

ε

)
= ٠,

است: ε شعاع با نیم�دایره�ای بعدی، دو حالت در Ωi
ε اینکه گرفتن نظر در با

dSi
ε = εdθ , q∗ =

∂u∗

∂n
|n=ε =

١
٢πε

بنابراین:

lim
ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωi

ε

q∗dSi
ε

)
= lim

ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωi

ε

١
٢πεεdθ

)
= C(X٠)u(X٠),

می�شود. تعیین ۵.٢ شکل طبق و است C(X٠) =
α

٢π که

Ω مرزی نقاط در داخلی زاویه :۵.٢ شکل

نتیجه: در
lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

uq∗dSi
ε = C(X٠)u(X٠),

مختصات از استفاده با گرفته، قرار تخت صفحه یک روی چشمه اینکه فرض با بعدی سه مسایل در
کروی

dSi
ε = ε٢ cosφ dφ dθ, q∗ =

١
۴πε٢ ,



٢۵ مرزی انتگرال معادله .۶.٢

داریم:

lim
ε→٠

(
u(X٠)

∫
∂Ωi

ε

q∗dSi
ε

)
= lim

ε→٠
u(X٠)

∫ ٢π

٠

(∫ ٠

−π
٢

١
۴πε٢ ε

٢ cosφdφ

)
dθ

=
u(X٠)

۴π

∫ ٢π

٠

(∫ ٠

−π
٢

cosφdφ

)
dθ

=
١
٢u(X٠),

طرفی: از

lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

u∗qdSi
ε = lim

ε→٠

(
− ln ε

٢π

∫
∂Ωi

ε

∂u

∂n
dSi

ε

)
= lim

ε→٠

(
− ln ε

٢π
∂u(X٠)

∂n

∫
∂Ωi

ε

dSi
ε

)
میانگین) مقدار قضیه (از

= lim
ε→٠

(
− ln ε

٢π
∂u(X٠)

∂n

∫ ٢π

٠
εdθ

)
= lim

ε→٠

(
− ε ln ε

∂u(X٠)

∂n

)
,

(٣۵.٢)

نتیجه: در ،limε→٠ ε ln ε = ٠ اما

lim
ε→٠

∫
∂Ωi

ε

u∗qdSi
ε = ٠,

قرار هموار مرز روی X٠ چشمه که هنگامی برای زیر رابطه ،(٣۴.٢) در فوق نتایج جایگذاری با
می�آید: بدست (α = π) گرفته

١
٢u(X٠) + lim

ε→٠

∫
∂Ω−∂Ωε

uq∗ dS = lim
ε→٠

∫
∂Ω−∂Ωε

u∗q dS, X٠ ∈ ∂Ωε, (٣۶.٢)

داریم: ε→ ٠ که هنگامی طرفی از

∂Ω− ∂Ωε → ∂Ω,

نمود: بیان زیر بصورت می�توان کلی حالت در را (٣۶.٢) رابطه نتیجه در

C(X٠)u(X٠) +

∫
∂Ω

uq∗ dS =

∫
∂Ω

u∗q dS, (٣٧.٢)

آن در که

C(X٠) =


α

٢π , ٢D,
α

۴π , ٣D.
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تکین انتگرال�های ٧.٢

می�شوند، نامیده ١١ تکین انتگرال که مختلفی انتگرال�های با (BIE) مرزی انتگرال معادله فرمولاسیون در
در می�کنند. میل بی�نهایت به تکین نقاط در انتگرال زیر توابع تکین انتگرال�های در می�شویم. روبه�رو
قسمت این در است. مهم بسیار تکین انتگرال�های شناخت مرزی المان روش و مرزی انتگرال معادلات
می�پردازیم. تکین انتگرال�های نتایج و رفتار به شده، تنظیم [٢٩] مرجع اساس بر که مثال چند بیان با

بگیرید: نظر در را زیر انتگرال ابتدا

f١(x) =

∫ b

a

log |x− y|dy, a < x < b. (٣٨.٢)

انتگرال یک (٣٨.٢) انتگرال است. تکین بنابراین می�کند؛ میل بی�نهایت به x = y در انتگرال زیر تابع
می�شود: محاسبه زیر بصورت و می�باشد ١٢ ناسره

f١(x) = lim
ε٠→١

∫ x−ε١

a

log |x− y|dy + lim
ε٠→٢

∫ b

x+ε٢

log |x− y|dy

= lim
ε٠→١

[−(x− y) log(x− y)− y]
∣∣y=x−ε١
y=a

+ lim
ε٠→٢

[(y − x) log(y − x)− y]
∣∣y=b

y=x+ε٢

= lim
ε٠→١

[−ε١ log ε١ − x+ ε١ + (x− a) log(x− a) + a]

+ lim
ε٠→٢

[(b− x) log(b− x)− b− ε٢ log ε٢ + x+ ε٢].

ازطرفی:

lim
ε٠→١

ε١ log ε١ = ٠,

و

lim
ε٠→٢

ε٢ log ε٢ = ٠,

نتیجه: در

f١(x) = (x− a)[log(x− a)− ١] + (b− x)[log(b− x)− ١],

نامیده ١٣ ضعیف تکین انتگرال و دارد وجود f١(x) انتگرال ε٢ و ε١ مقادیر درنظرگرفتن بدون بنابراین،
بگیرید: نظر در را زیر قوی١۴ تکین انتگرال حال می�شود.

f٢(x) =

∫ b

a

١
y − x

dy, a < x < b. (٣٩.٢)

١١Singular Integral
١٢Improper Integral
١٣Weakly Singular Integral
١۴Strongly Singular Integral



٢٧ گسسته�سازی .٨.٢

می�کنیم: ارزیابی زیر بصورت را (٣٩.٢) ناسره انتگرال

f٢(x) = lim
ε٠→١

∫ x−ε١

a

١
y − x

dy + lim
ε٠→٢

∫ b

x+ε٢

١
y − x

dy

= lim
ε٠→١

[log |y − x|]
∣∣y=x−ε١
y=a

+ lim
ε٠→٢

[log |y − x|]
∣∣y=b

y=x+ε٢

= log(
b− x

x− a
) + lim

ε٠→١
log ε١ − lim

ε٠→٢
log ε٢,

(٣٩.٢) انتگرال ε١ = ε٢ برای و ندارد وجود (٣٩.٢) انتگرال باشند، یکدیگر از مستقل ε٢ و ε١ اگر که
است: زیر متناهی مقدار دارای

f٢(x) = log(
b− x

x− a
),

نامیده CPV انتگرال یک f٢(x) بنابراین، می�شود. نامیده ١۵ کوشی اصلی مقدار (٣٩.٢) انتگرال که
محاسبه (ε١ = ε٢) x در انتگرال�گیری دامنه از ”متقارن” کوچک ناحیه یک حذف با آن در که می�شود

است. شده

گسسته�سازی ٨.٢

سیستم این باید عددی حل برای و بوده پیوسته و انتگرالی بصورت (٣٧.٢) از �آمده بدست معادلات
مرز منظور، این به نمود. جداسازی پیوسته غیر و کوچک�تر سیستم�های به مختلف روش�های با را پیوسته

که: است بدیهی می�شوند. نامیده المان١۶ قطعات این از هریک می�کنیم، تقسیم قطعه N به را ناحیه

∂Ω =
N∪
j=١

∂Ωj. (۴٠.٢)

نقاط آن در نیاز مورد مجهولات مقدار که است شده گرفته نظر در نقاطی المان�ها این از هریک روی بر
است، گره چند دارای المان هر اینکه به توجه با می�شوند. نامیده گره نقاط این از هریک می�آید. بدست

[٢٠] از: عبارتند که می�گیرند نظر در المان�ها برای دسته�بندی�هایی

ثابت١٧: المان (١

مقدار حالت این در است. گره یک دارای تنها المان شده، داده نشان ۶.٢ شکل در که همان�گونه
می�باشد. وسط نقطه در آن�ها مقدار با برابر و ثابت المان، طول در پتانسیل و شار

خطی١٨: المان (٢

پتانسیل و شار مقدار و بوده گره دو دارای المان هر شده، داده نشان ٧.٢ شکل در که همان�گونه
است. شده توزیع المان طول در خطی بصورت

١۵Cauchy Principal Value
١۶Element
١٧Constant Element
١٨Linear Element
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ثابت المان :۶.٢ شکل

خطی المان :٧.٢ شکل

دوم١٩: درجه المان (٣

هر روی پتانسیل و شار مقادیر توزیع و بوده گره سه دارای المان�ها از هریک ،٨.٢ شکل مظابق
می�شود. گرفته نظر در سهموی بصورت المان

دو درجه المان :٨.٢ شکل

١٩Quadratic Element



٢٩ مرزی انتگرال معادلات روی بر مرزی المان روش اعمال .٩.٢

مرزی انتگرال معادلات روی بر مرزی المان روش اعمال ٩.٢

دسته یک به (٣٧.٢) رابطه تبدیل نحوه است، شده تنظیم [٣۶ ،١١] مراجع اساس بر که بخش این در
می�گیرد. قرار بررسی مورد ( ناحیه درون تابع مقادیر همچنین ) مرزی مقادیر تعیین برای جبری معادلات

داریم: (٣٧.٢) در (۴٠.٢) جایگذاری با منظور بدین

C(X٠)u(X٠) +

∫
∪N

j=١ ∂Ωj

uq∗ dSj =

∫
∪N

j=١ ∂Ωj

u∗q dSj, (۴١.٢)

نتیجه: در

C(X٠)u(X٠) +
N∑
j=١

∫
∂Ωj

uq∗ dSj =
N∑
j=١

∫
∂Ωj

u∗q dSj. (۴٢.٢)

u برای پایه�ای توابع استاندارد(این پایه�ای توابع به�عنوان φ نظرگرفتن در با ∂Ωj المان هر روی طرفی از
می�کنیم: معرفی ،([٣۶] باشند استاندارد یک�بعدی متناهی عناصر پایه�ای توابع از هریک می�تواند q و

uj =
∑
α

φαujα, qj =
∂uj
∂n

=
∑
α

φαqjα, (۴٣.٢)

∂Ωj المان روی بر α گره در q ،u از مقادیری qjα ،ujα و ∂Ωj المان روی بر q ،u مقادیر qj ،uj که
داشت: خواهیم (۴٢.٢) در (۴٣.٢) جایگذاری با می�باشند.

C(X٠)u(X٠) +
N∑
j=١

∑
α

ujα

∫
∂Ωj

φαq
∗ dSj =

N∑
j=١

∑
α

qjα

∫
∂Ωj

φαu
∗ dSj. (۴۴.٢)

گره� در X٠ چشمه این�که فرض با است. برقرار ∂Ω مرز بر واقع چشمه نقاط تمام برای (۴۴.٢) رابطه
نوشت: زیر بصورت می�توان را (۴۴.٢) رابطه باشد، گرفته قرار iام

Ciui +
N∑
j=١

∑
α

ujα

(∫
∂Ωj

φα
∂u∗i
∂n

dSj

)
=

N∑
j=١

∑
α

qjα

(∫
∂Ωj

φαu
∗
i dSj

)
, (۴۵.٢)

می�توان را (۴۵.٢) رابطه ترتیب بدین می�باشد. iام گره در تکینگی خاصیت با اساسی جواب u∗i که
نوشت: نیز ساده�تری بصورت

Ciui +
N∑
j=١

∑
α

ujαĤij =
N∑
j=١

∑
α

qjαGij, (۴۶.٢)

که
Ĥij =

∫
∂Ωj

φα
∂u∗i
∂n

dSj, Gij =

∫
∂Ωj

φαu
∗
i dSj,

شکل به Hij تعریف با

Hij =

Ĥij, i ̸= j,

Ci + Ĥij, i = j,

نمود: ساده زیر بصورت را (۴۶.٢) رابطه می�توان
N∑
j=١

∑
α

ujαHij =
N∑
j=١

∑
α

qjαGij, (۴٧.٢)
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هموار سطح روی مرزی گره�های گرفتن قرار و ثابت المان�های از استفاده فرض با مثال برای

می�آید: در زیر بصورت (۴۵.٢) معادله (C(X٠) =
١
٢)

١
٢ui +

N∑
j=١

(∫
∂Ωj

∂u∗i
∂n

dSj

)
uj =

N∑
j=١

(∫
∂Ωj

u∗i dSj

)
qj,

که
Ĥij =

∫
∂Ωj

∂u∗i
∂n

dSj, Gij =

∫
∂Ωj

u∗i dSj,

تعریف با و

Hij =


Ĥij, i ̸= j,

١
٢ + Ĥij, i = j,

می�شود: حاصل زیر رابطه

N∑
j=١

Hijuj =
N∑
j=١

Gijqj,

خواهیم معادله L آنگاه باشیم، داشته گره L اگر است. شده� نوشته iام گره�ی برای (۴٧.٢) معادله
درآوریم: زیر ماتریسی شکل به را معادلات این می�توانیم و داشت

HU = GQ, (۴٨.٢)

روش�های G Hو ماتریس�های محاسبه برای می�شود. نامیده ٢٠ اثر ماتریس�های G Hو ماتریس�های که
ارایه روش� این از مختصری توضیح بعد فصل در که دارد وجود کوادراچر گوس روش جمله از مختلفی

است. شده
بیان را المان�ها روی بر شار و پتانسیل مقادیر که هستند بردار�هایی Q و U ،(۴٨.٢) رابطه در
می�توان بنابراین می�باشند. مجهول برخی و معلوم برخی مساله، مرزی شرایط با متناسب و می�کنند

برسیم: زیر ماتریسی فرم به تا نموده مرتب را (۴٨.٢) جبری معادلات دستگاه
CX = F. (۴٩.٢)

F و است Q عناصر از برخی و U عناصر از برخی شامل و بوده مجهولات بردار X ،(۴٩.٢) رابطه در
بوده پر ماتریس�هایی می�گردند C ماتریس تولید باعث که H و G ماتریس�های می�باشد. معلومات بردار
روش�های با می�توان را حاصل دستگاه است. پر و نبوده متقارن C ماتریس بنابراین نمی�باشند، متقارن و

آورد. بدست را X مجهول مقادیر و نمود حل گوس حذفی روش ازجمله تکراری

٢٠Influence Matrices



٣ فصل

مرزی المان روش با لاپلاس معادله تحلیل

موقعیت به توجه با اثر ماتریس�های عناصر تعیین برای نیاز مورد روابط بیان به ابتدا فصل این در
روش به المان�ها بودن ثابت فرض با لاپلاس معادله عددی حل سپس می�پردازیم، چشمه قرارگرفتن
تمامی می�گیرد. قرار بررسی مورد موجود واقعی نتایج با آمده بدست جواب�های مقایسه و مرزی المان
بخش این مطالب است. شده تنظیم متلب زبان به کدنویسی توسط فصل این در نمودارها و محاسبات

است. شده تنظیم [١١ ،١٠] مراجع اساس بر

ضرایب ماتریس محاسبه چگونگی ١.٣

در شوند. محاسبه المان هر برای آن مقادیر می�بایست که است انتگرال�هایی شامل مرزی المان روش
روی که می�باشند انتگرال�هایی شامل که است G و H ماتریس اعضای آوردن بدست هدف قسمت این
می�شوند. محاسبه X٠ چشمه قرارگرفتن موقعیت به توجه با انتگرال�ها این شده�اند. تعریف مساله مرز

انتگرال که المانی روی چشمه که هنگامی انتگرال محاسبه ٢.٣
باشد می�شود، محاسبه آن روی

داشتیم: دوم فصل در

q∗ =
∂u∗

∂r

∂r

∂n
=

−١
٢πr٢ r · n, (٢D),

q∗ =
∂u∗

∂r

∂r

∂n
=

−١
۴πr٣ r · n, (٣D).

داریم: ثابت المان�های از استفاده فرض با

Ĥij =

∫
∂Ωj

q∗i dSj,



٣٢ مرزی المان روش با لاپلاس معادله تحلیل .٣

عمود می�کند وصل به�هم را i المان نقاط که خطوطی تمامی بر n نرمال بردار این�که به توجه با همچنین و
داریم: است،

r · n = ٠.

است. صفر با برابر Ĥii مقدار نتیجه در
می�شود: حاصل زیر روابط طبق دوبعدی فضای در ثابت المان حالت برای Gii مقدار

Gii =

∫
∂Ωi

u∗idSi =
١
٢π

∫
∂Ωi

ln

(
١
r

)
dSi,

می�کنیم، محاسبه المان از نیمی روی فقط را انتگرال ثابت)، المان از استفاده (به�دلیل تقارن به توجه با
بنابراین:

Gii =
١
π

∫ le
٢

٠
ln

(
١
r

)
dr, (١.٣)

اساسی، جواب ماهیت به توجه با �است. شده محاسبه �آن روی انتگرال که می�باشد المانی طول le که

چشمه نقطه اطراف المان هندسه :١.٣ شکل

بنابراین: نمود، حل می�توان تحلیلی روش به را انتگرال این لذا می�باشد تکین مبدا حول (١.٣) انتگرال

Gii = lim
rε→٠

(
١
π

∫ le
٢

rε

ln

(
١
r

)
dr

)
,

داریم: جز به جز انتگرال�گیری با می�باشد. المان چشمه اطراف دلخواه فاصله rε که

Gii = −١
π

lim
rε→٠

(r ln(r)− r)

∣∣∣∣ le٢
rε

,

داریم: limrε→٠ rε ln rε = ٠ اینکه: به توجه با

Gii =
le
٢π

(
ln

(
٢
le

)
+ ١
)
,

انتگرال که المانی روی چشمه که هنگامی انتگرال محاسبه ٣.٣
نباشد می�شود، محاسبه آن روی

باید و بوده تکین مبدا در کلی حالت در انتگرال زیر توابع که است انتگرال�هایی شامل مرزی المان روش
و هندسه برای ثابت یا و خطی درونیابی�های از اگر آیند. بدست المان هر برای ها انتگرال این مقادیر



٣٣ شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی .۴.٣

گوسی ضرایب :١.٣ جدول
n xi wi درجه

٢
−٠٫ ۵٧٧٣۵٠٢٧ ١٫ ٠

٣
٠٫ ۵٧٧٣۵٠٢٧ ١٫ ٠

٣
−٠٫ ٧٧۴۵٩۶۶٧ ٠٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵

۵٠٫ ٠ ٠٫ ٨٨٨٨٨٨٨٩
٠٫ ٧٧۴۵٩۶۶٧ ٠٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵

۴

−٠٫ ٨۶١١٣۶٣١ ٠٫ ٣۴٧٨۵۴٨۵

٧
−٠٫ ٣٣٩٩٨١٠۴ ٠٫ ۶۵٢١۴۵١۵
٠٫ ٣٣٩٩٨١٠۴ ٠٫ ۶۵٢١۴۵١۵
٠٫ ٨۶١١٣۶٣١ ٠٫ ٣۴٧٨۵۴٨۵

۵

−٠٫ ٩٠۶١٧٩٧۵ ٠٫ ٢٣۶٩٢۶٨٩

٩
−٠٫ ۵٣٨۴۶٩٣١ ٠٫ ۴٧٨۶٢٨۶٧

٠٫ ٠ ٠٫ ۵۶٨٨٨٨٨٩
٠٫ ۵٣٨۴۶٩٣١ ٠٫ ۴٧٨۶٢٨۶٧
٠٫ ٩٠۶١٧٩٧۵ ٠٫ ٢٣۶٩٢۶٨٩

آوریم بدست تحلیلی بصورت را انتگرال�ها این که کرد ایجاد شرایطی می�توان کنیم استفاده متغیرها یا
استفاده خطی غیر درونیاب�های از یا و باشد بعدی سه مساله اگر اما دوبعدی). مسایل برای (حداقل
روش�های از یکی ١ گوسی انتگرال�گیری روش آوریم. بدست عددی بصورت را انتگرال�ها است لازم کنیم
زیر کلی فرم به روش این نیستند. حل قابل تحلیلی بصورت که بوده انتگرال�هایی عددی محاسبه در کارا

می�شود: ∫تعریف ١

−١
f(x)w(x)dx =

n∑
i=١

f(xi)wi, (٢.٣)

حدود توجه قابل نکته (٢.٣) رابطه در می�باشند. گوسی نقاط بیان�کننده xiها و وزنی ضرایب wiها که
انتگرال محاسبه برای بنابراین و کرده تعریف ١ تا −١ ناحیه بین را انتگرال رابطه این می�باشد. انتگرال
انتخاب n رتبه با گوسی انتگرال�گیری روش در xiها و wiها نمود. تبدیل بازه این به را انتگرال حدود باید

است. شده آورده گوسی ضرایب از نمونه�ای ١.٣ جدول در می�شوند.

شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی ۴.٣

لاپلاس معادله�ی

١Gassian Quadrature



٣۴ مرزی المان روش با لاپلاس معادله تحلیل .٣



∇٢T = ٠, ٠ < x < ٢,٠ < y < ١,
∂u

∂n

∣∣∣∣
y=٠

= ٠, ٠ < x < ١,

T (٢, y) = ٠, ٠ < y < ١,
∂u

∂n

∣∣∣∣
y=١

= ٠, ٠ < x < ٢,

T (٠, y) = ١, ٠ < y < ١,

(٣.٣)

شرایط مثال این در بگیرید. نظر در ٢ طول و ١ عرض با مستطیل شکل به هموار دامنه�ای در را
است. شده تعریف شده، داده نشان ۴.٣ شکل در که بصورتی مختلط مرزی

هموار مستطیل برای مرزی مقدار مساله :٢.٣ شکل

مرزی مقدار مساله این المان، وسط در واقع چشمه نقاط با همراه ثابت، المان چهار گسسته�سازی با
نیز و p٢ و p١ نقاط در حرارت مقادیر و است شده حل مرزی المان روش به عددی کد نتایج با همراه
مثال این در شد، بیان گذشته فصل در که همانطور است. شده محاسبه مرزها روی T و q مجهول مقادیر

ماتریس اعضای کردن پر ما وظیفه
[H]{T} = [G]{q},

خواست به بستگی آن مکان و چشمه نقاط کلی بیان در است. نامبرده مرزی شرایط تمام گرفتن درنظر با
نمایش ٣.٣ شکل در که بصورتی المان هر وسط در پادساعتگرد جهت در نقاط این ابتدا در دارد. کاربر
بررسی المان وسط غیر مکانی در چشمه نظرگرفتن در با را مساله ادامه در می�گیریم. نظر در شده، داده

می�کنیم.
می�شود: محاسبه زیر فرمول�های توسط ثابت المان�های حالت برای اثر ماتریس اعضای

Ĥij =

∫
∂Ωj

q∗i dSj, Gij =

∫
∂Ωj

u∗idSj. (۴.٣)

فصل در که همانطور که می�باشد ∇٢u∗ + δ(X٠, X) = ٠ دیفرانسیل معادله اساسی جواب u∗ عملگر



٣۵ شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی .۴.٣

مرزی المان ١ مدل :٣.٣ شکل

با: است برابر دوبعدی فضای برای شد، بیان گذشته

u∗ =
١
٢π ln

(
١
r

)
,

طرفی: از

q∗ =
∂u∗

∂n
= − ١

٢πr٢ (rxnx + ryny), (۵.٣)

Xقرارگرفته = (x, y) انتگرال�گیری نقطه تا iام المان روی بر X٠قرارگرفته = (ξ, η) چشمه فاصله r که
می�باشد: jام المان بر

r =
√

(x− ξ)٢ + (y − η)٢,

داریم: i ̸= j برای (۴.٣) در (۵.٣) جایگذاری با

Hij =

∫
∂Ωj

q∗i dSj =

∫
∂Ωj

− ١
٢πr٢ (rxnx + ryny)dSj

= − ١
٢π

∫ Xj+١

Xj

١
r٢
(rxnx + ryny)dX,

متغیر: تغییر از استفاده با حال می�باشند. ∂Ωj المان انتهای و ابتدا به�ترتیب Xj+١ و Xj ∫که Xj+١

Xj

f(t)dt =

∫ ١

−١
f

(
Xj+١ +Xj

٢ +
Xj+١ −Xj

٢ ξ

)
Xj+١ −Xj

٢ dξ, (۶.٣)

داشت: خواهیم نقطه�ای چهار گوسی انتگرال�گیری قانون از استفاده و −١ < ξ < ١ برای

Hij = −Xj+١ −Xj

۴π

۴∑
k=١

wk

r٢k
(rxknxk + ryknyk). (٧.٣)

تعریف: با
le = Xj+١ −Xj,

می�شود: تبدیل زیر رابطه به (٧.٣) رابطه

Hij = − le
۴π

۴∑
k=١

wk

r٢k
(rxknxk + ryknyk), (٨.٣)
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که

گوسی، انتگرال جدول در وزن توابع wk •

است، شده انجام آن روی انتگرال که المانی طول le •

المان روی بر گرفته قرار انتگرالی نقاط از هریک تا iام المان در گرفته قرار چشمه از فاصله rk •
jام،

می�باشند.
داریم: [G] ماتریس اعضای برای ترتیب به�همین

Gij =

∫
∂Ωj

u∗idSj =

∫
∂Ωj

١
٢π ln

(
١
r

)
dSj

=
١
٢π

∫ Xj+١

Xj

ln

(
١
r

)
dX.

(٩.٣)

می�آید: بدست زیر رابطه چهارنقطه�ای گوسی انتگرال�گیری قانون و (۶.٣) از استفاده با �

Gij =
le
۴π

۴∑
k=١

wk ln
١
rk
.

[G] و [H] ماتریس�های قطر از خارج عبارت یک ارزیابی منظور به لازم هندسی مقدمات مثال، برای
است. شده داده نشان (۴.٣) شکل در

انتگرال�گیری نقاط برای هندسی نمایش :۴.٣ شکل

می�باشند. ثابت (٩.٣) و (٨.٣) در عبارات از بعضی دامنه، خاص هندسه دلیل به حالت این در
مثال: به�عنوان

nkx = ١, nky = ٠, rkx = ١. (١٠.٣)

داریم: (١٠.٣) و (٩.٣) ،(٨.٣) به توجه با می�پردازیم. G١٢ و H١٢ محاسبه به حال



٣٧ شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی .۴.٣

تاثیر ضرایب به انتگرال�گیری نقاط سهم :٢.٣ جدول

(k) گوسی انتگرال�گیری نقاط (rk) انتگرال�گیری نقطه تا چشمه فاصله (wk) وزن تابع
تاثیر ضرایب

h١٢k سهم g١٢k سهم
١ ١٫ ٣۶۶٠ ٠٫ ٣۴٧٩ −٠٫ ٠١۴٨ −٠٫ ٠٠٨۶
٢ ١٫ ٠٠٢۴ ٠٫ ٣۴٧٩ −٠٫ ٠٢٧۵ −۶٫ ۶۵۶٣e− ٠٫ ۵
٣ ١٫ ٢٠٣٧ ٠٫ ۶۵٢١ −٠٫ ٠٣۵٨ −٠٫ ٠٠٩۶
۴ ١٫ ٠۵٣٠ ٠٫ ۶۵٢١ −٠٫ ٠۴۶٨ −٠٫ ٠٠٢٧

H١٢ = − le
۴π

۴∑
k=١

wk

r٢k

(
(١)١ + ryk(٠)

)
,

G١٢ =
le
۴π

۴∑
k=١

wk ln
١
rk
,

بنابراین: است، le = ١ لذا گرفته، صورت دوم المان روی بر انتگرال�گیری چون

H١٢ = −٠٫ ٣۴٧٩
۴πr٢١

− ٠٫ ٣۴٧٩
۴πr٢٢

− ٠٫ ۶۵٢١
۴πr٢٣

− ٠٫ ۶۵٢١
۴πr٢۴

,

G١٢ =
٠٫ ٣۴٧٩
۴π ln(

١
r١
) +

٠٫ ٣۴٧٩
۴π ln(

١
r٢
) +

٠٫ ۶۵٢١
۴π ln(

١
r٣
) +

٠٫ ۶۵٢١
۴π ln(

١
r۴
),

شده محاسبه شده، انتخاب تاثیر ضرایب برای انتگرال�گیری نقاط از هریک سهم مقادیر (٢.٣) جدول در
داشت: خواهیم (٢.٣) جدول در شده محاسبه مقادیر به توجه با است.

H١٢ = −٠٫ ١٢۵, G١٢ = −٠٫ ٠٢١.

می�کنیم: استفاده زیر فرمول از [G] ماتریس� قطری عناصر محاسبه برای

Gii =
le
٢π

(
ln

(
٢
le

)
+ ١
)
. (١١.٣)

مرز روی بر چشمه نقاط تمام زیرا می�باشند، ٠٫ ۵ با برابر همگی [H] ماتریس قطری عناصر طرفی از
عمود i المان بر واقع نقاط از گذرنده خطوط بر مثال این در واحد نرمال بردار و گرفته�اند قرار هموار

بنابراین: است.

G١١ =
le
٢π
(
ln(

٢
le
) + ١

)
=

٢
٢π
(
ln(

٢
٢) + ١

)
= ٠٫ ٣١٨٣.
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داشت: خواهیم و می�آیند بدست [G] و [H] ماتریس�های عناصر سایر مربوطه کد توسط روند این ادامه با


٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ١٢۵٠ −٠٫ ٢۴٩٧ −٠٫ ١٢۵٠
−٠٫ ٢١١٣ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ٢١١٣ −٠٫ ٠٧٨٠
−٠٫ ٢۴٩٧ −٠٫ ١٢۵٠ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ١٢۵٠
−٠٫ ٢١١٣ −٠٫ ٠٧٨٠ −٠٫ ٢١١٣ ٠٫ ۵٠٠٠



T١

T٢

T٣

T۴

 =


٠٫ ٣١٨٣ −٠٫ ٠٢١٠ −٠٫ ٠۴٢١ −٠٫ ٠٢١٠
−٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٢۶٩۵ −٠٫ ٠١٧۶ −٠٫ ١١١٩
−٠٫ ٠۴٢١ −٠٫ ٠٢١٠ ٠٫ ٣١٨٣ −٠٫ ٠٢١٠
−٠٫ ٠١٧۶ −٠٫ ١١١٩ −٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٢۶٩۵



q١

q٢

q٣

q۴


(١٢.٣)

می�شود: تبدیل زیر رابطه به (١٢.٣) رابطه ،(٣.٣) مساله مرزی شرایط اعمال با
٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ١٢۵٠ −٠٫ ٢۴٩٧ −٠٫ ١٢۵٠
−٠٫ ٢١١٣ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ٢١١٣ −٠٫ ٠٧٨٠
−٠٫ ٢۴٩٧ −٠٫ ١٢۵٠ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ١٢۵٠
−٠٫ ٢١١٣ −٠٫ ٠٧٨٠ −٠٫ ٢١١٣ ٠٫ ۵٠٠٠



T١

٠
T٣

١

 =


٠٫ ٣١٨٣ −٠٫ ٠٢١٠ −٠٫ ٠۴٢١ −٠٫ ٠٢١٠
−٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٢۶٩۵ −٠٫ ٠١٧۶ −٠٫ ١١١٩
−٠٫ ٠۴٢١ −٠٫ ٠٢١٠ ٠٫ ٣١٨٣ −٠٫ ٠٢١٠
−٠٫ ٠١٧۶ −٠٫ ١١١٩ −٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٢۶٩۵



٠
q٢

٠
q۴


(١٣.٣)

فرم به آن تبدیل و (١٣.٣) مرتب�سازی با

CX = F,

از [q] و [T ] مجهول بردارهای هستند، معلوم مقادیر با ماتریس�هایی F و C و مجهولات بردار X که
داریم: و می�آیند بدست مربوطه کد طریق

T = [٠٫ ۴٩٩٣,٠,٠٫ ۴٩٩٣,١]T , q = [٠٫−,٠ ٧۵٧٨,٠,٠٫ ٧۵٧۵]T , (١۴.٣)

شود)، اضافه بود دو طولشان که المان�هایی به المان (دو المان شش برای مساله کد پیاده�سازی با حال
می�آیند. بدست شده�اند، داده نمایش ٣.٣ جدول در که بصورتی عددی نتایج

می�کند. تغییر صفحه طول امتداد در یک و صفر بین خطی طور به مساله این برای واقعی جواب
با: است برابر واقعی جواب است، سوم و اول المان در واقع چشمه هنگامی�که

T١ = T٣ = ٠٫ ۵.

جواب اول مشتق دقت شش، به چهار از المان�ها تعداد افزایش با می�شود مشاهده ٣.٣ جدول در
می�یابد. بهبود شدیدا



٣٩ شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی .۴.٣

المان�ها تعداد افزایش همواربا مستطیل در جواب�ها مقایسه :٣.٣ جدول
نتایج نوع ثابت المان چهار ثابت المان شش واقعی جواب
T١ − ٠٫ ٧۶١ ٠٫ ٧۵
T٢ ٠٫ ۴٩٩٣ − ٠٫ ۵
T٣ − ٠٫ ٢٣٨۶ ٠٫ ٢۵
q۴ −٠٫ ٧۵٧٨ −٠٫ ۵۶٣١ −٠٫ ۵
T۵ − ٠٫ ٢٣٨۶ ٠٫ ٢۵
T۶ ٠٫ ۴٩٩٣ − ٠٫ ۵
T٧ − ٠٫ ٧۶١ ٠٫ ٧۵
q٨ ٠٫ ٧۵٧۵ ٠٫ ۵۶۵ ٠٫ ۵

درونی نقاط در دما ١.۴.٣

می�شود: بیان زیر بصورت مساله این برای مرزی انتگرال معادله شد، بیان گذشته فصل در که آنچه به بنا

CiT(i) +

∫
Ω

Tq∗dS =

∫
Ω

qu∗dS, (١۵.٣)

آن در که

لاپلاس، مساله اساسی جواب u∗ •

،q = ∂T

∂n
•

،q∗ = ∂u∗

∂n
•

این در می�گیریم. نظر در Ci = ١ ناحیه، درونی نقاط در حرارت مقادیر کردن پیدا به�منظور حال هستند.
می�شود: تبدیل زیر رابطه به (١۵.٣) رابطه �صورت

T(i) =

∫
Ω

qu∗dS −
∫
Ω

Tq∗dS

=
N∑

k=١

(∫
∂Ωk

u∗idSk

)
qk −

N∑
k=١

(∫
∂Ωk

∂u∗i
∂n

dSk

)
Tk.

گرفتن: نظر در با

Gik =

∫
∂Ωk

u∗idSk, Hik =

∫
∂Ωk

∂u∗i
∂n

dSk,

داشت: خواهیم

T(i) =
N∑

k=١
Gikqk −

N∑
k=١

HikTk. (١۶.٣)
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درجه� مربوطه کد توسط تاثیر ضرایب محاسبه و چشمه به�عنوان درونی نقطه انتخاب با حالت، این در
آمد: خواهند بدست p٢ و p١ درونی نقاط در حرارت

Tp١ =
[
(٠٫ ١٠۴٩× ٠) + (−٠٫ ٠٠۶٠٫−×٢ ٧۵٧٨) + (٠٫ ١٠۴٩× ٠)

+ (−٠٫ ٠٠۶٢× ٠٫ ٧۵٧۵)]− [(٠٫ ٣٣٩٧× ٠٫ ۴٩٩٣) + (−٠٫ ١۴٧۶× ٠)

+ (−٠٫ ٣٣٩٧× ٠٫ ۴٩٩٣) + (−٠٫ ١۴٧۶× ١)
]
= ٠٫ ۴٨۶٩,

(١٧.٣)

و
Tp٢ =

[
(٠٫ ٣٢٨۵× ٠) + (−٠٫ ٢۴٠٫−×٩٧ ٧۵٧٨) + (−٠٫ ٣٢٨۵× ٠)

+ (−٠٫ ١٠٢۴× ٠٫ ٧۵٧۵)
]
−
[
(٠٫ ٠٧۵۴× ٠٫ ۴٩٩٣) + (٠٫ ٠٨٩٣× ٠)

+ (٠٫ ٠٧۵۴× ٠٫ ۴٩٩٣) + (−٠٫ ٠۶٧۴× ١)
]
= ٠٫ ٣١١٨,

(١٨.٣)

با: است برابر p٢ و p١ درونی نقاط در حرارت درجه واقعی مقدار
Tp١ = ٠٫ ۵, Tp٢ = ٠٫ ٢۵. (١٩.٣)

مرزی المان روش که می�شود نتیجه ،(١٩.٣) دقیق مقادیر با (١٨.٣) و (١٧.٣) تقریبی مقادیر مقایسه با
می�دهد. ارایه خوبی بسیار تقریب داخلی نقاط برای

چشمه برای دلخواه مکانی درنظرگرفتن با دما ارزیابی ٢.۴.٣

تحلیل به قسمت این در بودند. شده انتخاب مرزی المان�های وسط در چشمه نقاط مکان بالا مثال در
که همان�گونه المان وسط به�جز مکانی در مرزی برالمان�های واقع چشمه نقاط نظرگرفتن در با قبل مساله
مدل بین [G] و [H] اثر ماتریس�های اعضای محاسبه روش می�پردازیم. شده، داده نشان ۵.٣ شکل در

مرزی المان دوم مدل :۵.٣ شکل

تفاوت آورد. بدست را اثر ماتریس�های می�توان یکسان کد توسط و است یکسان مرزی المان دوم و اول
ایجاد (٢٠.٣) تکین انتگرال رفتار به�دلیل تفاوت این است. [G]ماتریس از قطری المان�های محاسبه در

می�کنند. محاسبه را [G] ماتریس قطری عناصر که �است شده

Gii =
١
٢π

∫
∂Ωi

ln(
١
r
)dSi. (٢٠.٣)
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ندارد. وجود چشمه نقطه به نسبت تقارنی هیچ طوریکه به است شده اجرا المان�ها تمام همراه انتگرال این
است. شده توصیف ۶.٣ شکل در بهتر موقعیت

مرزی المان ١ مدل :۶.٣ شکل

انتگرال ۶.٣ شکل به توجه با و محلی دستگاه مختصات مبدا به�عنوان چشمه نقطه درنظرگرفتن با
می�شود: نوشته زیر بصورت انتگرال دو به (٢٠.٣)

Gii =
١
٢π

[ ∫ ٠

−L٢

ln

(
١
r

)
dr +

∫ L١

٠
ln

(
١
r

)
dr

]
.

داریم: میانی نقطه حالت مانند چشمه نقطه اطراف حد گرفتن با

Gii =
١
٢π lim

rε→٠

[ ∫ L٢

rε

ln

(
١
r

)
dr +

∫ L١

rε

ln

(
١
r

)
dr

]
جزبه انتگرال�گیری با می�کنند. تعریف المان روی را چشمه نقطه مکان که هستند طول�هایی L٢ و L١ که

داریم: جز

Gii = − ١
٢π

[
lim
rε→٠

(r ln r − r)

∣∣∣∣L٢

rε

+ lim
rε→٠

(r ln r − r)

∣∣∣∣L١

rε

]
.

داریم: L١ + L٢ = le بافرض و limrε→٠ rε ln rε = ٠ چون

Gii =
le
٢π
[
١− ١

le

(
L١ lnL١ + L٢ lnL٢

)]
. (٢١.٣)

L٢ و L١ طول دو اگر شوند. استفاده المان در چشمه قرارگرفتن از مدل هر برای می�تواند (٢١.٣) رابطه
مربوطه کد طریق از قبل حالت مانند حال می�شود. تبدیل (١١.٣) به (٢١.٣) رابطه باشند، برابر باهم

می�رسیم: زیر دستگاه به
٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ٠٩٣۶ −٠٫ ٢٣٠۴ −٠٫ ١٧۶١
−٠٫ ٢٣٩٢ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ١٩٢٧ −٠٫ ٠٧۶٩
−٠٫ ٢٣٠۴ −٠٫ ١٧۶١ ٠٫ ۵٠٠٠ −٠٫ ٠٩٣۶
−٠٫ ١٩٢٧ −٠٫ ٠٧۶٩ −٠٫ ٢٣٩٢ ٠٫ ۵٠٠٠



T١

٠
T٣

١

 =


٠٫ ٢٧۶٧ −٠٫ ٠٧۵٠ −٠٫ ٠۶١۴ ٠٫ ٠۵٣٣
−٠٫ ٠٣٨۴ ٠٫ ٢۴٨٧ −٠٫ ٠۶٨٠ −٠٫ ١١٣١
−٠٫ ٠۶١۴ ٠٫ ٠۵٣٣ ٠٫ ٢٧۶٧ −٠٫ ٠٧۵٠
−٠٫ ٠۶٨٠ −٠٫ ١١٣١ −٠٫ ٠٣٨۴ ٠٫ ٢۴٨٧



٠
q٢

٠
q۴


(٢٢.٣)
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می�رسیم: زیر جواب�های به مربوطه کد توسط دستگاه این حل با
T = [٠٫ ٧٠۵,٠,٠٫ ٣٠٢٨,١]T , q = [٠٫−,٠ ٨۶٨٢,٠,٠٫ ٧٧٨٢]T . (٢٣.٣)

قرار از حاصل جواب�های با (١۴.٣) المان وسط در چشمه گرفتن قرار از حاصل جواب�های مقایسه با
دقت چشمه، نقطه مکان تغییر با که می�شود مشاهده (٢٣.٣) المان وسط از غیر نقطه�ای در چشمه گرفتن
چشمه انتخاب و می�کند تغییر خطی طور به واقعی جواب که است دلیل این به این و است یافته کاهش

می�دهد. را تقریب بهترین المان وسط در
نقاط در دما مقادیر باشد، گرفته قرار المان وسط غیر چشمه اینکه فرض با شد بیان قبلا که آنچه مشابه

می�شود: حاصل مربوطه کد طریق از p٢ = (١٫ ۵,٠٫ ۵) و p١ = (١,٠٫ ۵)
Tp١ = ٠٫ ۴٩٠۵, Tp٢ = ٠٫ ٣٠٣۶. (٢۴.٣)

( (١٨.٣) و (١٧.٣) ) باشد المان�ها وسط در چشمه که هنگامی p٢ و p١ نقطه در دما مقادیر مقایسه با
جواب درستی و دقت که گرفت نتیجه می�توان ( (٢۴.٣) رابطه ) نباشد المان وسط چشمه که هنگامی و

دارد. قرار چشمه مکانی موقعیت تاثیر تحت کمی میزان به داخلی، نقاط در
روندی طی می�توان شکل) مستطیل دامنه وسط در گرفته قرار نقاط ) درونی، نقاط تعداد افزایش با
کرد. محاسبه چشمه مکانی موقعیت و المان چهار بودن ثابت فرض با را نقاط این در دما مقادیر مشابه

می�دهد. نمایش درونی نقاط این در دما محاسبه در را مکانی موقعیت تاثیر ٧.٣ شکل

دما ارزیابی در چشمه مکانی موقعیت تاثیر :٧.٣ شکل

جواب درستی در المان�ها تعداد افزایش ٣.۴.٣

با می�گیرد. قرار بررسی مورد جواب درستی میزان در المان�ها تعداد افزایش تاثیر قسمت این در
این وسط در قرارگرفته درونی نقاط در دما مقادیر ثابت، المان چهار به مستطیلی ناحیه گسسته�سازی
همچنین می�باشد. ٨.٣ شکل بصورت است، گرفته قرار المان وسط در چشمه اینکه فرض با ناحیه،



۴٣ شکل مستطیل ناحیه در گرما انتقال شبیه�سازی .۴.٣

اینکه و ثابت المان شش گسسته�سازی فرض با ناحیه این وسط در گرفته قرار درونی نقاط در دما مقادیر
که می�شود مشاهده ١٠.٣ شکل در می�باشد. ٩.٣ شکل بصورت است، گرفته قرار المان وسط در چشمه

می�یابد. افزایش جواب درستی و دقت شش، به چهار از المان�ها تعداد افزایش با

ثابت المان چهار فرض با درونی نقاط در دما :٨.٣ شکل

ثابت المان شش فرض با درونی نقاط در دما :٩.٣ شکل
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جواب درستی در المان�ها تعداد افزایش نموداری مقایسه :١٠.٣ شکل



۴ فصل

مرزی المان روش با هلمهولتز معادله تحلیل

هلمهولتز فون هرمان :١.۴ شکل

آلمانی فیزیکدان به�نام که است بیضوی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک هلمهولتز معادله
معادلات شامل فیزیک مسایل بررسی در بیشتر معادله این است. شده نامگذاری هلمهولتز١ فون هرمان
هلمهولتز معادله و موج معادله بین ارتباط می�شود. ظاهر مکان و زمان به نسبت پاره�ای دیفرانسیل
به�خوبی کوستیک آ پژوهش و لرزه�نگاری الکترومغناطیس، تابش فیزیک، در مختلفی مسایل زمینه در

١Herman Von Helmholtz
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به سپس و پرداخته موج معادله و هلمهولتز معادله بین رابطه بیان به ابتدا بخش این در است. نمایان
می�پردازیم. متلب زبان به کدنویسی با مرزی المان روش توسط مساله این عددی حل

هلمهولتز معادله ١.۴

معادله است. پاره�ای هذلولوی دیفرانسیل معادلات نوع از کلاسیک و خطی معادله�ای ٢ موج، معادله
[٣١] می�شود: داده نمایش زیر به�صورت موج دوم درجه

∂٢

∂t٢
u(r, t) = c٢∇٢u(r, t), (١.۴)

فرض با می�باشد. موج سرعت با برابر ثابت ضریبی c و موج دامنه u زمان، t لاپلاس، عملگر ∇٢ که
u(r, t) موج تابع عبارتی به یا نوشت جدا بصورت را t و r متغیرهای بتوان u(r, t) موج تابع در این�که

داریم: باشد، جداپذیر

u(r, t) = R(r)T (t). (٢.۴)

داریم: (١.۴) در (٢.۴) جایگذاری با

R(r)
∂٢

∂t٢
T (t) = c٢T (t)∇٢R(r). (٣.۴)

داریم: (٣.۴) سازی مرتب با

c٢
∇٢R(r)

R(r)
=

١
T (t)

∂٢T (t)

∂t٢
, (۴.۴)

وابسته t به تنها راست سمت عبارت درحالی�که دارد بستگی r به تنها چپ سمت عبارت (۴.۴) رابطه در
یک با برابر رابطه دوطرف هر اگر تنها و اگر است، برقرار کلی حالت در (۴.۴) رابطه نتیجه در است.
به�عنوان را −ω٢ عبارت معادلات، نتایج سادگی منظور به کلیت، دادن دست از بدون باشند. ثابت مقدار

گرفتن: درنظر با بنابراین می�گیریم. درنظر ثابت مقدار

c٢
∇٢R(r)

R(r)
= −ω٢,

١
T (t)

∂٢T (t)

∂t٢
= −ω٢,

می�آیند: بدست زیر به�صورت R(r) و T (t) برای معادلات
∂٢T (t)

∂t٢
+ ω٢T (t) = ٠, (۵.۴)

∇٢R(r) +
ω٢

c٢
R(r) = ٠, (۶.۴)

یک (۵.۴) معادله می�باشند. حقیقی� متغیرهای از حقیقی توابع R(r) و T (t) که باشید داشته توجه
جواب�: با هارمونیک دیفرانسیل معادله

T (t) = c′ω cos(ωt) + c′′ω sin(ωt), (٧.۴)

٢Wave Equation
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داریم: مختلط ثابت به�عنوان cω = c′ω + ic′′ω فرض با هستند. حقیقی ثابت�های c′′ω و c′ω که می�باشد

cω exp(−iωt) = cω
(
cos(−ωt) + i sin(−ωt)

)
= (c′ω + ic′′ω)

(
cos(ωt)− i sin(ωt)

)
=
(
c′ω cos(ωt) + c′′ω sin(ωt)

)
+ i
(
c′′ω cos(ωt)− c′ω sin(ωt)

)
.

(٨.۴)

داریم: (٨.۴) با (٧.۴) مقایسه با

T (t) = Re
(
cω exp(−iωt)

)
, (٩.۴)

داشت: خواهیم نتیجه در

u(r, t) = R(r)Re
(
cω exp(−iωt)

)
= Re

(
cωR(r) exp(−iωt)

)
. (١٠.۴)

می�شود: تبدیل زیر رابطه به (١٠.۴) رابطه مختلط میدان اندازه به�عنوان u(r) = cωR(r) درنظرگرفتن با

u(r, t) = Re
(
u(r) exp(−iωt)

)
= u(r) cos(ωt). (١١.۴)

معادله جایگذاری با است. حقیقی میدانی u(r, t) که حالی در است مختلط میدانی u(r) که کنید توجه
داریم: (١.۴) در (١١.۴)

∂٢

∂t٢
(u(r) cos(ωt)) = c٢∇٢(u(r) cos(ωt)),

نتیجه: در

u(r)
∂٢

∂t٢
cos(ωt) = c٢ cos(ωt)∇٢u(r),

داریم: طرفی از
∂٢

∂t٢
cos(ωt) = −ω٢ cos(ωt),

بنابراین:

− ω٢u(r) cos(ωt) = c٢ cos(ωt)∇٢u(r), (١٢.۴)

داریم: ١
c٢

در (١٢.۴) طرفین ضرب با

∇٢u(r) +
ω٢

c٢
u(r) = ٠.

داریم: k =
ω

c
فرض با

∇٢u(r) + k٢u(r) = ٠, (١٣.۴)

به تبدیل هلمهولتز معادله آنگاه باشد، k = ٠ هلمهولتز معادله در اگر است. هلمهولتز� معادله که
به�عنوان معادله این شود، ظاهر (١٣.۴) معادله راست سمت طرف در f تابع اگر و می�شود لاپلاس معادله

می�شود. شناخته ناهمگن هلمهولتز معادله
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بسل معادله ٢.۴

[١۴] به�صورت: شده داده دوم مرتبه دیفرانسیل معادله

x٢
∂٢y

∂x٢
+ x

∂y

∂x
+ (x٢ − ν٢)y = ٠, (١۴.۴)

با و کرد حل کلاسیک روش�های با نمی�توان را بسل معادله است. شده شناخته بسل٣ معادله به�عنوان
داشت: خواهیم زیر شکل به بسل معادله برای جوابی سری�ها روش از استفاده

y = AJν(x) +BYν(x),

یعنی هستند، صحیح مرتبه فرم در اغلب شده معرفی بسل توابع هستند. دلخواه ثوابت B و A که
شده�اند. تعریف −∞ < ν <∞ حقیقی مقادیر تمام برای آن�ها واقع در ،ν = ٠,١,٢, · · ·

بسل توابع ١.٢.۴

می�شود: تعریف زیر به�صورت شده، نامیده اول نوع بسل تابع بسل، معادله جواب در Jν(x) .١

Jν(x) =
∞∑
n=٠

(−١)n
n!Γ(ν + n+ ١)(

x

٢)
٢n+ν .

می�شود نامیده ۵ نویمن تابع یا ۴ وبر تابع یا دوم نوع از بسل تابع بسل، معادله جواب در Yν(x) .٢
است: زیر به�صورت و

Yν(x) =
Jν(x) cos(pπ)− J−ν(x)

sin(pπ)
.

می�شود: داده نمایش زیر به�صورت سوم نوع بسل تابع یا ۶ هنکل تابع .٣

H(١)
ν (x) = Jν(x) + iYν(x), x > ٠,

H(٢)
ν (x) = Jν(x)− iYν(x), x > ٠,

نامیده ν مرتبه از دوم نوع هنکل تابع H(٢)
ν (x) و ν مرتبه از اول نوع هنکل تابع H(١)

ν (x) که
را جواب�ها از دیگر جفت یک دوم نوع و اول نوع بسل تابع خطی ا�ستقلال درواقع می�شوند.
زیر بصورت ویژگی�هایی دارای دوم و اول نوع هنکل توابع می�سازد. فراهم بسل معادله برای

هستند:

.١

H
(١)
−ν (x) = (−١)νH(١)

ν (x), H
(٢)
−ν (x) = (−١)νH(٢)

ν (x),

٣Bessel Equation
۴Weber Function
۵Neumann Function
۶Hankel Function
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.٢
H

′(١)
ν (x) = H

(١)
ν−١(x)−

ν

x
H(١)

ν (x) = −H(١)
ν+١(x) +

ν

x
H(١)

ν (x) (١۵.۴)

H
′(٢)
ν (x) = H

(٢)
ν−١(x)−

ν

x
H(٢)

ν (x) = −H(٢)
ν+١(x) +

ν

x
H(٢)

ν (x), (١۶.۴)

هلمهولتز معادله اساسی جواب ٣.۴

جواب بررسی به قسمت این در
∇٢u∗ + k٢u∗ = −δ(x− ξ, y − η), (١٧.۴)

مراجع اساس بر بخش این مطالب می�پردازیم. است، X٠ = (ξ, η) نقطه در تکینگی یک شامل که
است. شده تنظیم [۴١ ،١٨]

سه�بعدی فضای در اساسی جواب ١.٣.۴

کروی: مختصات درنظرگرفتن با
x = r sinϕ cos θ,

y = r sinϕ sin θ,

z = r cosϕ,

کروی مختصات فرم به می�توان را ∇٢u∗ عبارت می�باشد، ٠ ≤ θ ≤ ٢π و ٠ ≤ ϕ ≤ π و r ≥ ٠ که
[١٨] نوشت: زیر

∇٢u∗ =
١
r٢

∂

∂r
(r٢

∂u∗

∂r
) +

١
r٢ sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂u∗

∂θ
) +

١
r٢ sin٢ θ

∂٢u∗

∂ϕ٢
, (١٨.۴)

چشمه، نقطه اطراف کروی تقارن علت به بنابراین می�باشد، شعاع به وابسته اساسی جواب تابع طرفی از
می�گیریم: نظر در را (١٨.۴) لاپلاس مساله شعاعی عبارت تنها

∇٢u∗ =
١
r٢

∂

∂r
(r٢

∂u∗

∂r
) =

∂٢u∗

∂r٢
+
٢
r

∂u∗

∂r
.

طرفی: از
١
r

∂٢(ru∗)

∂r٢
=

١
r

∂

∂r
(r
∂u∗

∂r
+ u∗) =

∂٢u∗

∂r٢
+
٢
r

∂u∗

∂r
, (١٩.۴)

درنتیجه:

∇٢u∗ =
١
r

∂٢(ru∗)

∂r٢
. (٢٠.۴)

داریم: r > ٠ برای دیراک دلتای تابع تعریف طبق ازطرفی
δ(x− ξ, y − η) = ٠. (٢١.۴)

داریم: (١٧.۴) در (٢٠.۴) و (٢١.۴) جایگذاری با
∂٢(ru∗)

∂r٢
+ k٢(ru∗) = ٠. (٢٢.۴)
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می�باشد: زیر به�صورت (٢٢.۴) معادله جواب کلی فرم

ru∗ = Ae−ikr +Beikr =⇒ u∗ = A
e−ikr

r
+B

eikr

r
,

عامل ما و باشد خروجی امواج شامل تنها باید جواب طرفی از است. خروجی و ورودی امواج شامل که
[١٨] کرد: خواهیم حفظ را اول عبارت تنها بنابراین کرده�ایم، استفاده را eiωt زمانی

u∗ = A
e−ikr

r
, (٢٣.۴)

که

r =
√
(x− ξ)٢ + (y − η)٢.

دارد. بستگی (x, y) شده مشاهده نقاط و (ξ, η) چشمه بین فاصله به تنها اساسی جواب تابع مقدار
صفر به r افزایش با موج طرفی از می�دهیم. مطابقت یکتا جوابی تعیین منظور به را مرزی شرایط حال

که است آن مستلزم این می�گراید،

u∗ → ٠, r → ∞.

می�دهیم. مطابقت ( r = ٠) چشمه نقطه مکان در را اساسی جواب تابع A مجهول متغیر تعیین برای
می�گیریم، انتگرال چشمه نقطه اطراف a شعاع به Ω کروی حجم روی (١٧.۴) رابطه از منظور این به

∫بنابراین:
Ω

(∇٢u∗ + k٢u∗)dV =

∫
Ω

−δ(x− ξ, y − η)dV.

داریم: دیراک دلتای تابع تعریف به توجه ∫با
Ω

δ(x− ξ, y − η)dV = ١,

∫بنابراین:
Ω

(∇٢u∗ + k٢u∗)dV = −١. (٢۴.۴)

داریم: (٢۴.۴) در (٢٣.۴) جایگذاری با

A

∫
Ω

[
∇ · ∇(

e−ikr

r
) + k٢

e−ikr

r

]
dV = −١. (٢۵.۴)

داریم: دیورژانس قضیه ∫از
Ω

∇ · ∇(
e−ikr

r
)dV =

∫
∂Ω

n · ∇(
e−ikr

r
)dS. (٢۶.۴)

،Ω کروی حجم روی

n = r,
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∫بنابراین:
∂Ω

r · ∇
(
e−ikr

r

)
dS =

∫
∂Ω

∂

∂r

(
e−ikr

r

)
dS

=

(
∂

∂r

(
e−ikr

r

))
r=a

∫
∂Ω

dS

= ۴πa٢
(
∂

∂r

(
e−ikr

r

))
r=a

= ۴πa٢
(
−e−ika(ika+ ١)

a٢

)
= −۴π

(
e−ika(ika+ ١)

)
.

(٢٧.۴)

داریم: a→ ٠ وقتی حاصل رابطه طرفین از حد گرفتن و (٢۶.۴) در (٢٧.۴) جایگذاری با

lim
a→٠

∫
Ω

∇ · ∇(
e−ikr

r
)dV = −۴π. (٢٨.۴)

داریم: (٢۵.۴) رابطه انتگرال دوم عبارت ∫برای
Ω

k٢
e−ikr

r
dV = k٢

∫ a

٠

e−ikr

r

(∫
∂Ω

dS

)
dr

= k٢
∫ a

٠

e−ikr

r
(۴πr٢)dr

= ۴πk٢
∫ a

٠
re−ikrdr.

(٢٩.۴)

داریم:
∫ a

٠ re
−ikrdr از جز جزبه انتگرال�گیری ∫با a

٠
re−ikrdr =

ae−ika

ik
− ١

(ik)٢
e−ika +

١
(ik)٢

. (٣٠.۴)

داریم: a→ ٠ وقتی حاصل رابطه طرفین از حد گرفتن و (٢٩.۴) در (٣٠.۴) جایگذاری با

lim
a→٠

∫
Ω

k٢
e−ikr

r
dV = ٠,

نتیجه: در

lim
a→٠

∫
Ω

k٢u∗dV = ٠. (٣١.۴)

می�آید: بدست A مجهول (٢۵.۴) در (٢٨.۴) و (٣١.۴) جایگذاری با

A =
١
۴π .

داشت: خواهیم نتیجه در

u∗ =
١
۴π

e−ikr

r
,

که

r =
√

(x− ξ)٢ + (y − η)٢.
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بعدی دو فضای در اساسی جواب ٢.٣.۴

قطبی: مختصات درنظرگرفتن xبا = ρ cos θ,

y = ρ sin θ,

[١٨] نوشت: زیر قطبی فرم به می�توان را ∇٢u∗ عبارت است، ٠ ≤ θ ≤ ٢π و ρ ≥ ٠ آن در که

∇٢u∗ =
١
ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u∗

∂ρ
) +

١
ρ٢
∂٢u∗

∂θ٢
, (٣٢.۴)

که
ρ =

√
(x− ξ)٢ + (y − η)٢.

داریم: ρ > ٠ برای دیراک دلتای تابع تعریف از
δ(x− ξ, y − η) = ٠, (٣٣.۴)

داریم: (١٧.۴) در (٣٣.۴) و (٣٢.۴) جایگذاری با
١
ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u∗

∂ρ
) +

١
ρ٢
∂٢u∗

∂θ٢
+ k٢u∗ = ٠. (٣۴.۴)

داریم: است جداپذیر u∗(ρ, θ) تابع اینکه فرض با
u∗(ρ, θ) = F (ρ)Θ(θ). (٣۵.۴)

داریم: (٣۴.۴) در (٣۵.۴) جایگذاری با

٠ =
١
ρ

∂

∂ρ
(ρΘ

∂F

∂ρ
) +

١
ρ٢

∂

∂θ
(F
∂Θ

∂θ
) + k٢u∗

=
Θ

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂F

∂ρ
) +

F

ρ٢
∂٢Θ

∂θ٢
+ k٢FΘ

(٣۶.۴)

می�شود: حاصل زیر رابطه ρ٢

FΘ
در (٣۶.۴) رابطه طرفین ضرب )با ρ

F

∂

∂ρ
(ρ
∂F

∂ρ
) + ρ٢k٢

)
+

١
Θ

∂٢Θ

∂θ٢
= ٠. (٣٧.۴)

ثابت یک با برابر باید (٣٧.۴) رابطه دوم جمله بنابراین باشد، تناوبی باید θ به نسبت جواب که چون
یعنی: باشد منفی جداپذیر

١
Θ

∂٢Θ

∂θ٢
= −n٢, (٣٨.۴)

می�باشد: زیر جواب دارای که
Θ(θ) = A cos(nθ) +B sin(nθ),

می�شود: حاصل زیر رابطه (٣٧.۴) در (٣٨.۴) جایگذاری با
ρ

F

∂

∂ρ
(ρ
∂F

∂ρ
) + k٢ρ٢ − n٢ = ٠. (٣٩.۴)

ازطرفی
ρ

F

∂

∂ρ
(ρ
∂F

∂ρ
) =

ρ٢

F

∂٢F

∂ρ٢
+
ρ

F

∂F

∂ρ
.
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می�شود: تبدیل زیر رابطه به (٣٩.۴) رابطه بنابراین
ρ٢

F

∂٢F

∂ρ٢
+
ρ

F

∂F

∂ρ
+ k٢ρ٢ − n٢ = ٠, (۴٠.۴)

زنجیری مشتق قاعده و p = kρفرض با و F در (۴٠.۴) طرفین ضرب با
∂F

∂ρ
=
∂F

∂p

∂p

∂ρ
= k

∂F

∂p
,

می�شود: حاصل زیر رابطه

ρ٢k٢
∂٢F

∂p٢
+ ρk

∂F

∂p
+ (p٢ − n٢)F = ٠, (۴١.۴)

داریم: (۴١.۴) رابطه در p = kρ جایگذاری با

p٢
∂٢F

∂p٢
+ p

∂F

∂p
+ (k٢ρ٢ − n٢)F = ٠,

بنابراین: می�باشند، آن برای جوابی دوم و اول نوع هنکل توابع و است بسل معادله یک که
F (ρ) = H(٢)

n (kρ),

داریم: باشد، θ از مستقل جواب اینکه فرض با
١
θ

∂٢Θ

∂θ٢
= −n٢ = ٠ → n = ٠,

بنابراین:
F (ρ) = H(٢)

٠ (kρ), (۴٢.۴)

و
Θ(θ) = A cos(٠× θ) +B sin(٠× θ) = A, (۴٣.۴)

داریم: (٣۵.۴) در (۴٣.۴) و (۴٢.۴) جایگذاری با
u∗(ρ, θ) = AH(٢)

٠ (kρ),

معادله برای جواب ρ =
√
(x− ξ)٢ + (y − η)٢ فرض با بنابراین

∇٢u∗ + k٢u∗ = −δ(x− ξ, y − η), (۴۴.۴)

می�باشد: زیر به�صورت
u∗ = AH(٢)

٠ (kρ), (۴۵.۴)

[١٨] می�کنیم: استفاده زیر تقریب از A مجهول تعیین منظور به

H(٢)
٠ (kρ) ≈ ١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ ), ρ→ ٠. (۴۶.۴)

می�گیریم: انتگرال a شعاع به Ω کوچک دایره یک روی (۴۴.۴) از .γ = ١٫ ٧٨١ ∫که
Ω

(∇٢u∗ + k٢u∗)dV = −
∫
Ω

δ(x− ξ, y − η)dV, (۴٧.۴)

داریم: X٠ ∈ Ω برای دیراک دلتای تابع تعریف طبق طرفی ∫از
Ω

δ(x− ξ, y − η)dV = ١, (۴٨.۴)



۵۴ مرزی المان روش با هلمهولتز معادله تحلیل .۴

می�شود: حاصل زیر رابطه (۴٧.۴) در (۴٨.۴) و (۴۶.۴) ،(۴۵.۴) جایگذاری با

A

∫
Ω

[∇ · ∇+ k١][٢− i
٢
π
log(

γkρ

٢ )]dV = −١, (۴٩.۴)

داریم: دیورژانس قضیه از استفاده ∫با
Ω

∇ · ∇
(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
dV =

∫
∂Ω

∇
(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
· ndS

=

∫ ٢π

٠
ρ∇
(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
· ndϕ

=

∫ ٢π

٠
ρ
∂

∂n

(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
dϕ

نتیجه: در می�باشد، n = ρ شکل دایره�ای ناحیه این روی طرفی از می�باشد. نرمال یکه بردار n ∫که
Ω

∇
(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
· ρdV = −i٢

π

∫ ٢π

٠

∂

∂ρ

(
log(

γkρ

٢ )

)
ρdϕ

= −i٢
π

(
∂

∂ρ

(
log(

γkρ

٢ )

)
ρ

)
ρ=a

∫ ٢π

٠
dϕ

= −۴i.

(۵٠.۴)

داریم: طرفی از

k٢
∫
Ω

(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
dV = k٢

∫ a

٠

∫
∂Ω

(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
dSdρ

= k٢
∫ a

٠

(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)(∫
∂Ω

dS

)
dρ

= k٢
∫ a

٠

(
١− i

٢
π
log(

γkρ

٢ )

)
٢πρdρ

= πk٢a٢ − ۴ik٢
∫ a

٠
log(

γkρ

٢ )ρdρ.

(۵١.۴)

داریم:
∫ a

٠ log(
γkρ

٢ )ρdρ از جز جزبه انتگرال�گیری ∫با a

٠
log(

γkρ

٢ )ρdρ =
a٢

٢ log(
γka

٢ )− a٢

۴ ,

نتیجه: در
k٢
∫
Ω

(
١− i

٢
π
log(

γka

٢ )

)
dV = πk٢a٢ − a٢k٢i log(

γka

٢ )− a٢k٢i. (۵٢.۴)

زیرا: می�کند، میل صفر به a→ ٠ که هنگامی (۵٢.۴) رابطه
lim
ρ→٠

ρ٢ log ρ = ٠.

درنتیجه:
k٢
∫
Ω

(
١− i

٢
π
log(

γka

٢ )

)
dV = ٠, a→ ٠, (۵٣.۴)

می�آید: بدست A مجهول مقدار a→ ٠ وقتی (۴٩.۴) در (۵٣.۴) و (۵٠.۴) جایگذاری با

A =
١
۴i , i =

√
−١,



۵۵ هلمهولتز مساله برای مرزی انتگرال معادله .۴.۴

می�شود: حاصل زیر به�صورت بعدی دو فضای در هلمهولتز معادله برای اساسی جواب نتیجه در

u∗ =
١

۴
√
−١

H(٢)
٠ (kρ), (۵۴.۴)

که
ρ =

√
(x− ξ)٢ + (y − η)٢.

نقاط و چشمه نقطه بین فاصله ρ و شده مشاهده نقطه مختصات (x, y) و چشمه مختصات (ξ, η) که
دوبعدی فضای در q∗ شار محاسبه به اساسی جواب تابع شدن معلوم با حال می�باشد. شده مشاهده

داریم: زنجیری مشتق قاعده و شار تعریف از می�پردازیم.

q∗ =
∂u∗

∂n
=
∂u∗

∂ρ

∂ρ

∂n
, (۵۵.۴)

داریم: (۵۴.۴) رابطه از
∂u∗

∂ρ
= − ١

۴
√
−١

kH
(٢)
١ (kρ),

داریم: n و ∇ بردار تعریف از طرفی از
∂ρ

∂n
= ∇ρ · n = (

∂ρ

∂x
,
∂ρ

∂y
) · (nx, ny),

(۵۵.۴) در آمده بدست روابط جایگذاری با و ρy = y−η و ρx = x− ξ فرض با و ρ فاصله تعریف از
[۴١] می�شود: محاسبه زیر رابطه از q∗ شار مقدار

q∗ = −nxρx + nyρy

۴
√
−١ρ

kH
(٢)
١ (kρ).

هلمهولتز مساله برای مرزی انتگرال معادله ۴.۴

[٢٢] هلمهولتز معادله برای مرزی انتگرال معادله نوشتن منظور به
∇٢u+ k٢u = ٠, (۵۶.۴)

داریم: بنابراین می�گیریم، انتگرال Ω دلخواه دامنه روی و کرده ضرب u∗ اساسی جواب تابع در را طرفین

٠ =

∫
Ω

(∇٢u+ k٢u)u∗dV

=

∫
Ω

∇٢uu∗dV +

∫
Ω

k٢uu∗dV

(۵٧.۴)

داشتیم: گرین دوم قضیه ∫از
Ω

(u∗∇٢u− u∇٢u∗)dV =

∫
∂Ω

(u∗
∂u

∂n
− u

∂u∗

∂n
)dS, (۵٨.۴)

داریم: (۵٨.۴) ∫از
Ω

u∗∇٢udV =

∫
Ω

u∇٢u∗dV +

∫
∂Ω

(u∗
∂u

∂n
− u

∂u∗

∂n
)dS, (۵٩.۴)



۵۶ مرزی المان روش با هلمهولتز معادله تحلیل .۴

داریم: (۵٧.۴) در (۵٩.۴) جایگذاری ∫با
Ω

u∇٢u∗dV +

∫
∂Ω

(u∗
∂u

∂n
− u

∂u∗

∂n
)dS +

∫
Ω

k٢uu∗dV = ٠, (۶٠.۴)

می�شود: حاصل زیر رابطه (۶٠.۴) مرتب�سازی ∫با
Ω

(∇٢u∗ + k٢u∗)udV =

∫
∂Ω

(u
∂u∗

∂n
− u∗

∂u

∂n
)dS. (۶١.۴)

داریم: دیراک دلتای تابع خواص از استفاده با طرفی ∫از
Ω

(∇٢u∗ + k٢u∗)udV = −
∫
Ω

uδ(x− ξ, y − η)dV = −u(X٠), (۶٢.۴)

نقاط برای مرزی انتگرال معادله (۶١.۴) در (۶٢.۴) جایگذاری با می�باشد. چشمه مختصات X٠ که
می�آید: بدست Ω ناحیه درونی

u(X٠) +

∫
∂Ω

u
∂u∗

∂n
dS =

∫
∂Ω

u∗
∂u

∂n
dS. (۶٣.۴)

موقعیت حسب بر مرزی انتگرال معادله باشد، قرارگرفته iام المان برروی چشمه اینکه فرض با بنابراین
می�باشد: زیر صورت به کلی حالت در چشمه مکانی

Ciui(X٠) +

∫
∂Ω

u
∂u∗

∂n
dS =

∫
∂Ω

u∗
∂u

∂n
dS, (۶۴.۴)

می�دهد. نمایش دامنه سرتاسر در را چشمه تاثیر و می�باشد چشمه مکان موقعیت به وابسته ضریب Ci که
از: عبارتند Ciها مقادیر

هموار مرز در شده واقع چشمه نقاط برای Ci =
١
٢ (١

گوشه�ای نقاط در شده واقع چشمه نقاط برای Ci =
(α) داخلی زاویه

٢π (٢

Ω دامنه در واقع چشمه نقاط برای Ci = ١ (٣

انتگرال معادله برروی مرزی روشالمان اعمال و گسسته�سازی ۵.۴
مرزی

به نیاز مرزی المان روش با عددی حل منظور به و است پیوسته به�صورت (۶۴.۴) مرزی انتگرال معادله
[٢٢] می�کنیم: تقسیم قطعه N به را ∂Ω مرز منظور بدین داریم، Ω ناحیه مرز گسسته�سازی

∂Ω =
N∪
j=١

∂Ωj, (۶۵.۴)

انتگرال معادله ( Ci =
١
٢ ) هموار مرز روی بر چشمه گرفتن قرار و ثابت المان�های از استفاده فرض با

می�شود: تبدیل زیر رابطه به (۶۴.۴) مرزی
١
٢ui(X٠) +

∫
∂Ω

u
∂u∗

∂n
dS =

∫
∂Ω

u∗
∂u

∂n
dS, (۶۶.۴)



۵٧ مرزی انتگرال معادله برروی مرزی المان روش اعمال و گسسته�سازی .۵.۴

داریم: (۶۶.۴) در (۶۵.۴) جایگذاری با
١
٢ui(X٠) +

∫
∪N

j=١ ∂Ωj

u
∂u∗

∂n
dS =

∫
∪N

j=١ ∂Ωj

u∗
∂u

∂n
dS,

نتیجه: در
١
٢ui(X٠) +

N∑
j=١

∫
∂Ωj

u
∂u∗i
∂n

dSj =
N∑
j=١

∫
∂Ωj

u∗i
∂u

∂n
dSj,

داریم: iام المان مکان در چشمه قرارگرفتن فرض با
١
٢ui +

N∑
j=١

(∫
∂Ωj

∂u∗i
∂n

dSj

)
uj =

N∑
j=١

(∫
∂Ωj

u∗i dSj

)
qj, (۶٧.۴)

درنظرگرفتن با
Ĥij =

∫
∂Ωj

∂u∗i
∂n

dSj, Gij =

∫
∂Ωj

u∗i dSj,

تعریف با و

Hij =


Ĥij, i ̸= j,

١
٢ + Ĥij, i = j,

می�شود: تبدیل زیر رابطه به (۶٧.۴) رابطه
N∑
j=١

Hijuj =
N∑
j=١

Gijqj, (۶٨.۴)

نوشت: زیر ماتریسی فرم به می�توان را (۶٨.۴) رابطه
HU = GQ,

فرم به می�توان را دستگاه این مرزی شرایط اعمال از پس می�شوند. نامیده اثر ماتریس�های G و H که
نمود: تبدیل زیر ماتریسی

CX = F,

مجهول مقادیر و نمود حل را دستگاه می�توان تکراری روش�های از استفاده با و بوده مجهولات بردار X که
نمود. تعیین را

می�باشد: زیر به�صورت مرزی انتگرال معادله باشد گرفته قرار دامنه داخل در چشمه اینکه فرض با حال
u(X٠) +

∫
∂Ω

u
∂u∗

∂n
dS =

∫
∂Ω

u∗
∂u

∂n
dS, (۶٩.۴)

داریم: q = ∂u

∂n
فرض با و (۶٩.۴) رابطه در (۶۵.۴) جایگذاری با

ui(X٠) =
N∑

k=١
Gikqk −

N∑
k=١

Hikuk, (٧٠.۴)

که
Gik =

∫
∂Ωk

u∗idSk, Hik =

∫
∂Ωk

∂u∗i
∂n

dSk,



۵٨ مرزی المان روش با هلمهولتز معادله تحلیل .۴

نقطه آن در را پتانسیل مقدار می�توان Ω ناحیه درون نقطه�ای داشتن با که می�دهد نشان (٧٠.۴) رابطه
نمود. محاسبه

همگن هلمهولتز مساله عددی تحلیل ۶.۴

کدنویسی از شده حاصل عددی نتایج و پرداخته همگن هلمهولتز معادله از مثال یک بیان به قسمت این در
درستی و دقت میزان در را المان�بندی�ها تعداد افزایش و می�کنیم مقایسه مساله واقعی جواب با را مربوطه
بررسی نمودارهایی توسط شد، تحلیل گذشته فصل در که لاپلاس مساله همانند هلمهولتز مساله برای جواب

است. شده انتخاب [٢] مرجع از مثال این می�نماییم.

همگن هلمهولتز معادله .١.۶.۴ مثال



∇٢u+ k٢u = ٠, ٠ < x < ١,٠ < y < ١,

u(٠, y) = ٠, ٠ < y < ١,

u(١, y) =
√
٢
٢ cos(

πy

۴ ), ٠ < y < ١,
∂u

∂n

∣∣∣∣
y=٠

= ٠, ٠ < x < ١,

∂u

∂n

∣∣∣∣
y=١

= −π
√
٢

٨ sin(
πx

۴ ), ٠ < x < ١,

مثال این در بگیرید. نظر در k =

√
٢π
۴ ١و طول و ١ عرض با مربع شکل به هموار دامنه�ای در را

است. شده تعریف شده، داده نشان ٢.۴ شکل در که صورتی به مختلط مرزی شرایط

می�باشد: زیر به�صورت مرزی مقدار مساله این برای واقعی جواب

u(x, y) = sin(
πx

۴ ) cos(
πy

۴ ).

ناحیه این اصلی قطر روی بر گرفته قرار درونی نقاط در u مقادیر ارزیابی به مرزی المان روش توسط
داده نشان (١.۴) جدول در که صورتی به واقعی مقادیر و تحلیلی مقادیر این می�پردازیم. شکل مربعی

شده�اند. حاصل مربوطه کد توسط شده�،



۵٩ همگن هلمهولتز مساله عددی تحلیل .۶.۴

هموار مربع برای مرزی مقدار مساله :٢.۴ شکل

درونی نقاط در u آمده بدست مقادیر :١.۴ جدول
درونی نقاط المان ۴٠ المان ٨٠ واقعی جواب
(٠٫ ١,٠٫ ١) ٠٫ ٠٨٧٩ ٠٫ ٠٨٧۶ ٠٫ ٠٧٨٢
(٠٫ ٢,٠٫ ٢) ٠٫ ١۴٨۴ ٠٫ ١۴٩٠ ٠٫ ١۵۴۵
(٠٫ ٣,٠٫ ٣) ٠٫ ٢١٠٨ ٠٫ ٢١٢١ ٠٫ ٢٢٧٠
(٠٫ ۴,٠٫ ۴) ٠٫ ٢٧٣٣ ٠٫ ٢٧۵۶ ٠٫ ٢٩٣٩
(٠٫ ۵,٠٫ ۵) ٠٫ ٣٣٣۵ ٠٫ ٣٣٧۵ ٠٫ ٣۵٣۶
(٠٫ ۶,٠٫ ۶) ٠٫ ٣٨٨٠ ٠٫ ٣٩۴۴ ٠٫ ۴٠۴۵
(٠٫ ٧,٠٫ ٧) ٠٫ ۴٣٣۵ ٠٫ ۴۴١٨ ٠٫ ۴۴۵۵
(٠٫ ٨,٠٫ ٨) ٠٫ ۴۶٧٨ ٠٫ ۴٧۵١ ٠٫ ۴٧۵۵
(٠٫ ٩,٠٫ ٩) ٠٫ ۴٩٠٠ ٠٫ ۴٩٣۴ ٠٫ ۴٩٣٨



۶٠ مرزی المان روش با هلمهولتز معادله تحلیل .۴

جواب درستی در المان�ها تعداد افزایش نموداری مقایسه :٣.۴ شکل

جواب درستی در المان�ها تعداد افزایش نموداری مقایسه :۴.۴ شکل

که شده باعث ثابت المان�های تعداد افزایش که می�شود مشاهده (١.۴) جدول و (٣.۴) نمودار از
باشد. نزدیک�تر واقعی جواب به مرزی المان روش از آمده بدست تحلیلی مقادیر



۶١ پیشنهاد و نتیجه�گیری .٧.۴

پیشنهاد و نتیجه�گیری ٧.۴

مطرح هلمهولتز و لاپلاس مسایل روی ثابت المان�های درنظرگرفتن با مرزی المان روش اینکه به توجه با
نموداری مقایسه و فصل این و گذشته فصل در شده مطرح مثال�های عددی نتایج به باتوجه و شد
بسیار دقت مسایل این روی مرزی المان روش که می�شود نتیجه واقعی جواب�های با تقریبی جواب�های
که مطالبی و شده انجام مطالعه�ی به توجه با است. تایید مورد روش این درستی و می�دهد ارایه را خوبی
این بیشتر هرچه توسعه�ی و مسیر این ادامه�ی برای می�توان است شده فراگرفته پژوهش این انجام طول

گیرد: قرار بررسی مورد زیر پیشنهادات روش

و شود پیاده�سازی مختلف مسایل روی دو درجه و خطی المان�های درنظرگرفتن با را روش این .١
گیرد. قرار بررسی مورد المان�ها نوع این از استفاده با مرزی المان روش درستی

و ندارد نوک�تیز و گوشه�دار هندسه�های با مشکلی عددی، روش�های از بسیاری برخلاف روش این .٢
نمود. پیاده�سازی هندسه�ها نوع این روی را مرزی المان روش می�توان

شده تشکیل چسبیده به�هم همگن تکه�های از محاسباتی ناحیه است ممکن مسایل از برخی در .٣
قرارگیرد. بررسی مورد مرزی المان روش با مسایل نوع این تحلیل باشد.
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Aabstract

Numerical approximation for solving a differential equation has a wide range of
application in engineering and mathematics. The boundary element method is
a powerful tool for numerical approximation for a differential equation. In this
thesis we want to approximate the Helmholtz equation by the boundary element
method. This thesis organized in four sections: in the first chapter, we express
disadvantages and advantages and history of the boundary element method. In the
second chapter, we introduce some preliminaries and we describe the structure of
the boundary element method. In the third chapter, we applied boundary element
method for Laplace equation which is a special case of Helmholtz equation. Finally,
in the fourth chapter we have approximated the boundary element solution of
Helmholtz equation.

Keywords: Laplace equation, Helmholtz equation, boundary integral equation,
discretization, boundary element method
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