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طا ن یرا وا ن دوا ن ل ششا فو یرا دا پاس مدو
دارم. انعمو ی وس یا ا وچک ی گا ود

استاد بی�دریغ زحمات از ابتدا، رسانده�ام، پایان به را تحصیلی دوره این متعال، خداوند لطف با که اکنون
راهنمایی�های با تحقیق، انجام طی در و راه ابتدای از که آرشی محمد دکتر آقای جناب محترم، راهنمای
محترم اساتید از که می�دانم لازم خود بر می�کنم. سپاسگزاری نمودند، یاری اثر این نگارش در مرا خود
فرهیخته اساتید تمام از همچنین و اقبال، نگار دکتر خانم و نزاکتی رضازاده احمد دکتر آقای جناب داور،

نمایم. قدردانی و تشکر شاهرود دانشگاه آمار گروه
من راهنمای پیوسته که فداکارم و دلسوز عزیز، بسیار مادر و پدر زحمات از که می�دانم خود وظیفه
بوده�اند، من پشتیبان همواره که خواهرانم و برادرم از همچنین آورم. عمل به قدردانی بوده�اند، زندگی در

می�کنم. سپاسگزاری صمیمانه
ولیپور، میعاد اسحقی، احسان آقایان گران�مایه�ام، همکلاسی�های و دوستان خدمت بی�دریغ سپاس با

داده�اند. یاری مشفقانه و صمیمانه مرا که نوروزی�راد مینا خانم و مهدی�زاده محسن برآبادی، پیمان

ی نا ی و ۱۳۹۳عی



ھد
ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جناسمی یعقوبی علی اینجانب
تحت ، کاتز نوع توزیع در چندمتغیره واریانس آنالیز عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد آرشی محمد دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی نا ی و ۱۳۹۳عی

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
از یکی است. محققین توجه مورد چند�متغیره روش�های از استفاده آماری، روش�های از بسیاری در
بهترین یافتن خصوص این در که است، واریانس تحلیل و تجزیه در چند�متغیره روش�های کاربرد�های
پارامتر برآورد در همواره که مسئله�ای دارد. قرار اهمیت اول درجه در جامعه مجهول پارامتر برای برآوردگر
تحلیل و تجزیه روش موضوع این بررسی راه�های از یکی است. برآوردگر دقت اندازه بررسی است، مطرح
آن�جایی�که از است. چندمتغیره نرمال توزیع چندمتغیره، تحلیل و تجزیه اساس و پایه می�باشد. واریانس
نیست، مناسب آن برای چند�متغیره نرمال توزیع گرفتن نظر در که دارد وجود حالاتی واقعی مسائل در
در کرد. استفاده می�توان جانشین عنوان به چندمتغیره های توزیع از دیگری کلاس�های از حالت این در
مورد را بیضی�گون توزیع�های خانواده سپس و پرداخته چند�متغیره نرمال توزیع بررسی به ابتدا تحقیق این
را واریانس تحلیل و تجزیه کاتز، نوع توزیع از استفاده با داریم قصد راستا این در دادیم. قرار مطالعه

دهیم. قرار بررسی مورد

یدی: ماتک ک
اطمینان فاصله چند�متغیره، واریانس آنالیز مجانبی، برآوردگر کاتز، نوع توزیع بیضی�گون، توزیع�های

همزمان



پیشگفتار

سال از شد. معرفی (١٩٧۵) کاتز توسط چندمتغیره، نرمال توزیع از تعمیمی عنوان به کاتز نوع توزیع

به برخی گردید، آغاز توزیع این راستای در توزیع�ها نظریه� به مربوط فعالیت�های از موجی که ١٩٩٠

طول در مقاله ۵ تنها با مقایسه در ،(٢٠٠٠-١٩٩٠) دوره طول در کاتز نوع توزیع در مقاله ٢۵ تعداد

در توزیع این خواص بیشتر بررسی پایان�نامه، این از هدف کرده�اند. شناسایی (١٩٨٩-١٩٨٠) دوره

فرضیه آزمون مجانبی، توزیع مشخصه�سازی، مشخصه، تابع گشتاورها، حاشیه�ای، توزیع�های زمینه�های:

پارامترها�ی برآورد و چندمتغیره واریانس تحلیل به بیشتر توجه راستا این در می�باشد. واریانس تحلیل و

بیضی�گون توزیع�های نام به توزیع این از کلی�تر خانواده در برآورد تکنیک�های از استفاده با توزیع این

است: زیر صورت به پایان�نامه این ساختار مقدمه�، این به توجه با می�باشد.

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را بیضی�گون توزیع�های اول، فصل در •

تابع گشتاورها، حاشیه�ای، توزیع�های محاسبه به سپس و معرفی را کاتز نوع توزیع دوم، فصل در •

می�پردازیم. پارامترها برآورد و مجانبی توزیع مشخصه�سازی، مشخصه،

از استفاده با و می�گیریم درنظر را دوم فصل در شده معرفی توزیع از خاصی حالت سوم، فصل در •

می�دهیم. انجام واریانس تحلیل و فرضیه آزمون خاص حالت این

می�گردد. ارائه تحقیق آینده برای پیشنهادات همراه به نتیجه�گیری و خلاصه چهارم، فصل در •

برای R محیط در نوشته�شده کدهای و اولیه مفاهیم و تعاریف شامل نیز پایان�نامه این پیوست •

است. پایان�نامه در موجود مثال�های بازتولید و شکل�ها رسم

برهان و بوده موجود اصلی منبع در قضیه یا لم شده�اند، مشخص (J) با که مواردی در پایان�نامه، این در

هر آن برهان و لم یا قضیه شده�اند، مشخص (JJ) با که مواردی و می�باشد پایان�نامه این نگارنده از آن

می�باشد. پایان�نامه این نگارنده از دو



پایان از ج قالات ت
نمایی توزیع از استفاده با چند�متغیره واریانس آنالیز ،(١٣٩٣) م. آرشی، ع. جناسمی، یعقوبی .١

ایران. سمنان، دانشگاه عملیات، در تحقیق ایرانی انجمن بین�المللی کنفرانس هفتمین توانی، -

کاربردی، آمار ملی همایش متغیره، دو کاتز نوع توزیع ،(١٣٩٣) م. آرشی، ع. جناسمی، یعقوبی .٢

ایران. تبریز، واحد اسلامی آزاد دانشگاه

بردار درستنمايی ماکزيمم برآوردگر مجانبی توزيع ،(١٣٩٣) م. آرشی، ع. جناسمی، یعقوبی .٣

داوری، تحت آماری، اندیشه مجله p-متغيره، کاتز نوع توزيع در مکان پارامتر



ماد و شا ت

Xتصادفی بردار X

X تصادفی بردار ی یافته x

A ماتریس ترانهاده�ی A′

A ماتریس معکوس A−١

m×m همانی ماتریس Im

صفر درایه�های با برداری o

مقیاس ماتریس Σ

A قطری ماتریس diag(A)

Aماتریس رتبه�ی rank(A)

A ماتریس دترمینان det(A)

نرمال�ساز ضریب cn

مشتق عملگر ∂

یک�متغیره گامای تابع Γ(.)

مشخصه تابع ϕ(.)

q آزادی درجه با مرکزی دو کی- توزیع χ٢(q)

جامعه واریانس برآورد σ̂٢

همبستگی ضریب ρ

Y بردار با X بردار هم�توزیعی X
d
= Y

V II نوع پیرسن چندمتغیره توزیع MPV IIp(µ,Σ, g)

II نوع پیرسن چندمتغیره توزیع MPIIp(µ,Σ, g)

چندمتغیره کوشی توزیع MCp(µ,Σ)

چندمتغیره t-استودنت توزیع MTp(m,µ,Σ)



مطالب فهرست

ز جداول لیست

١ تصاویر لیست

٢ بیضی�گون توزیع�های ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند�متغیره نرمال توزیع ٢.١

۶ . . . . . . . . . . . . . p-متغیره نرمال تصادفی متغیرهای ویژگی ١.٢.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره نرمال در برآورد ٢.٢.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروی توزیع ٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چگالی تابع ۴.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی ۵.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضی�گون توزیع ١.۵.١

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه�ای توزیع ٢.۵.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطی توزیع ۶.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه تابع ٧.١

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ٨.١

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس ٩.١

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی نمایش ١.٩.١

د



ذ مطالب فهرست

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاور�ها ٢.٩.١

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه تابع ٣.٩.١

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ۴.٩.١

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیه آزمون ۵.٩.١

۴٧ کاتز نوع توزیع ٢

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢

۴٧ . . . . . . . . . . . (١٩٩٠) همکاران و فنگ در شده پیشنهاد کاتز نوع توزیع ٢.٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه�ای چگالی ٣.٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاور ۴.٢

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه تابع ۵.٢

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه�سازی ۶.٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ٧.٢

۶۴ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل ٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاتز نوع توزیع خاص حالت ٢.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی شبیه الگوریتم ٣.٣

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ۴.٣

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی توزیع ۵.٣

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیه آزمون ۶.٣

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همزمان اطمینان�های فاصله ٧.٣

٧٧ . . . . . . . . . میانگین یک از خطی تابع�های برای اطمینان فاصله ١.٧.٣

٨٠ . . . . . . . . . . چندجامعه میانگین برای همزمان اطمینان فاصله ٢.٧.٣

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ٨.٣



ر مطالب فهرست

٨۴ اولیه مفاهیم و تعاریف آ�

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس�ها جبر آ�.١

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضی توابع آ�.٢

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری توزیع�های برخی آ�.٣

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسی قضایای و لم�ها آ�.۴

٩٣ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب

١٠۶ مراجع

١١٠ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١١٢ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



جداول لیست

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . W وزن تابع همراه به بیضی�گون توزیع�های ١.١

٧٨ فوتبالی). NF:غیر C:دانشگاه، فوتبال(HS:دبیرستان، بازیکنان کلاه�ایمنی داده�های ١.٣

ز



تصاویر لیست

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تراز منحنی همراه به متغیره دو نرمال توزیع ١.١

١۶ تراز منحنی�های همراه به مختلف mهای ازای به دومتغیره V II نوع پیرسون توزیع ٢.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کوشی توزیع ٣.١

١٨ . تراز منحنی�های همراه به مختلف mهای ازای به دومتغیره II نوع پیرسون توزیع ۴.١

١٩ . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به برای دومتغیره II نوع پیرسون توزیع ۵.١

٣۶ . . . . . . . Σ = I٢ و µ = ٠ و مختلف βهای ازای به نمایی�-�توانی توزیع تابع ۶.١

تراز منحنی و Σ = I٢ و µ = ٠ و مختلف βهای ازای به نمایی�-�توانی توزیع تابع ٧.١

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β = ١ برای

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع ١.٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع ٢.٢

۶۶ . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع خاص حالت ١.٣

۶٧ . . . . . . . . . تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع خاص حالت ٢.٣

١



١ فصل

بیضی�گون توزیع�های

مقدمه ١.١

از بسیاری اما می�کنند، ایفا کلاسیک آمار در مهمی نقش چندمتغیره و تک�متغیره نرمال توزیع�های

مدل�بندی برای نرمال غیر چندمتغیره یا یک مدل�های از و نمی�کنند پیروی نرمال مدل از طبیعی پدیده�های

توجه اخیر، دهه چند در بیضی�گون٢ و کروی١ چند�متغیره توزیع�های به میان این در می�شود. استفاده آن�ها

است. شده بیشتری

از بسیاری بنابراین هستند. دارا را چند�متغیره نرمال توزیع خواص از بسیاری بیضی�گون، توزیع�های

برد. کار به بیضی�گون توزیع�های خانواده در مستقیم بطور می�توان را داده�ها تحلیل مرسوم روش�های

در نوین تحقیقات است. شده ارائه بارتلت۴(١٩٣۴) ماکسول٣(١٨۶٠)، توسط خصوص این در مقالاتی

مک�گرو ،(١٩۶٨) توماس۵ و بلیک توسط مهندسی، علم در توزیع این کاربرد�های خصوص در باره این

سیستماتیک رفتار برررسی آن از پس و شد. دنبال چو٧(١٩٧٣) توسط و شروع (١٩۶٨)۶ واگنر و

بر مروری مقاله چندین گرفت. انجام (١٩٨١) همکاران و کمبانیس٨ توسط توزیع�ها، از خانواده این

١Spherical distribution
٢Elliptically contoured distribution
٣Maxwell
۴Bartlett
۵Blake and Thomas
۶McGraw and Wagner
٧Chu
٨Cambanis



٣ چند�متغیره نرمال توزیع .٢.١

موجود (١٩٩٣) اندرسن و (١٩٩١) فنگ٩ و اندرسن از آماری استنباط و بیضی�گون توزیع�های روی

t-استیودنت توزیع مانند توزیع�ها، از خانواده این روی بر کاملی بحث (١٩٧٢) کاتز١٠ و جانسون است.

میرهد توسط آنها آماری استنباط و توزیع�ها این روی بر جامع مطالعه�ی داده�اند. انجام چند�متغیره

است. گرفته صورت (١٩٩٠) ژانگ١٢ و فنگ و (١٩٨٢)١١

کرد. خواهیم ذکر را آن�ها از برخی که می�باشند بیضی�گون توزیع�های خانواده به متعلق زیادی توزیع�های

گوپتا و (١٩٩٠) همکاران و فنگ به آن از مثال�هایی و بیضی�گون توزیع�های مورد در بیشتر گاهی آ برای

وجود بیضی�گون و کروی های توزیع تعریف برای بسیاری های راه کنید. مراجعه وارگا١٣(١٩٩٣) و

بیضی�گون توزیع یک و است استاندارد چند�متغیره نرمال توزیع از تعمیمی و بسط کروی توزیع یک دارد.

Σ واریانس�کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار پارامترهای با چندمتغیره، نرمال توزیع تعمیم و بسط

را آن�ها ویژگی�های و بیضی�گون توزیع�های سپس و کروی توزیع�های ابتدا فصل این در ازاین�رو است.

در فرضیه آزمون نمایی�-�توانی توزیع به مربوط خاص مثال یک با انتها در و می�دهیم. قرار بررسی مورد

می�دهیم. قرار بررسی مورد را بیضی�گون توزیع�های پارامترهای مورد

چند�متغیره نرمال توزیع ٢.١

است. بوده توجه مورد آماری توزیع�های پرکاربردترین و مهمترین از یکی عنوان به همواره نرمال توزیع

فرض از است. آن ریاضی محاسبات در استفاده سهولت چند�متغیره نرمال از گسترده استفاده اصلی انگیزه

نرم�افزاری بسته�های در روش�ها این از خیلی و می�شود منتج زیادی مفید روش�های چند�متغیره نرمال

داده�های اگرچه است. یک�متغیره حالت از کمتر چند�متغیره، نرمال در عملی روش�های هستند. موجود

مفید تقریب عنوان به چند�متغیره نرمال توزیع از معمولا نیستند�،� چند�متغیره نرمال دقیقا اغلب�،� واقعی،�

در بودن،� نرمال ارزیابی برای گرافیکی روش�های و آزمون�ها می�شود.� برده کار به حقیقی توزیع برای

نرمال توزیع از اگر هستند، چندمتغیره نرمال اساس بر که روش�ها از خیلی خوشبختانه،� هستند.� دسترس

٩Anderson and Fang
١٠Johnson and Kotz
١١Muirhead
١٢Zhang
١٣Gupta and Varga



۴ بیضی�گون توزیع�های .١

از برخی چند�متغیره، نرمال توزیع تعریف ارئه از پس ذیل در بود. خواهند تنومند هم همچنان شوند دور

می�دهیم. ارئه را آن مفید ویژگی�های

ماتریس و µ میانگین بردار با p-�متغیره نرمال توزیع داری Y تصادفی بردار می�گوییم .١.٢.١ تعریف

باشد زیر صورت به آن چگالی تابع اگر است Σ واریانس�کوواریانس

f(Y ) =
١√

(٢π)p|Σ| ١٢
exp

{
−(Y − µ)′Σ−١(Y − µ)

٢

}
(١.١)

رویه�ی (١.١) شکل می�کنیم. استفاده Y ∼ Np(µ,Σ) نماد از باشد (١.١) چگالی دارای Y که وقتی

Σ = و Σ = I٢ ترتیب به و µ = o ازای به آن تراز منحنی�های همراه به را دومتغیره نرمال توزیع

نرمال چگالی توان در (Y −µ)′Σ−١(Y −µ) عبارت مشابه،� طور به می�دهد. نشان را
(

١ ٠٫ ۵
٠٫ ۵ ۵

)
فرض می�شود. نامیده ماهالونوبیس١۴ فاصله که می�دهد،� را µ تا Y از کلی فاصله مربع (١.١) چند�متغیره

کنید

∆٢ = (Y − µ)Σ−١(Y − µ) (٢.١)

نیست.� استاندارد انحراف (y − µ)/σ مانند که می�باشد،� (٢.١) معادله دوم ریشه �،∆ که کنید توجه

مانند |Σ| ١٢ �،(١.١) معادله نمایی تابع در ضرایب می�کند. پیدا افزایش �،p متغیرها� تعداد با �،∆ فاصله

نشان تراز منحنی�های روی اعداد (١.١) شکل به توجه با است. شده ظاهر یک�متغیره حالت در
√
σ٢

می�باشد. ∆٢ مختلف مقادیر دهنده�ی

١۴Mahalanobis distance



۵ چند�متغیره نرمال توزیع .٢.١

(آ)

(ب)

(ج) آ شکل تراز منحنی

(د) ب شکل تراز منحنی

تراز منحنی همراه به متغیره دو نرمال توزیع :١.١ شکل



۶ بیضی�گون توزیع�های .١

p-متغیره نرمال تصادفی متغیرهای ویژگی ١.٢.١

(٢٠٠١) رنچر١۵ در که ،Np(µ,Σ) p-متغیره نرمال توزیع دارای �،Y � تصادفی بردار ویژگی�های از برخی

می�کنیم: ذکر را است، آمده (١٩٨٢) میرهد و

:Y متغیر از خطی ترکیبات بودن نرمال .١

خطی تابع باشد،� ثابت مقادیر با a = (a١, · · · , ap)′ صورت به p-بعدی برداری a اگر (الف)

واریانس و میانگین است. یک�متغیره نرمال توزیع دارای a′Y = a١y١ + a٢y٢ + ... + apyp

است. ،�V ar(a′Y ) = a′Σa و E(a′Y ) = a′µ برابر Y تصادفی بردار هر برای a′Y

خطی ترکیب ،q ≤ p که باشد،� q رتبه با و q × p اندازه در ثابت مقدار با ماتریسی A اگر (ب)

و ،Cov(Ay) = AΣA′ و E(Ay) = Aµ بنابراین، است. متغیره q نرمال توزیع دارای AY

لذا

AY ∼ Nq(Aµ,AΣA
′)

می�تواند روش دو به نرمال متغیر�های از Z شده استاندارد بردار یک شده: استاندارد متغیرهای .٢

آید: بدست

Z = (T ′)−١(Y − µ) (٣.١)

یا شده، تجزیه چولسکی روش با Σ = TT ′ که

Z = (Σ
١
٢ )−١(Y − µ) (۴.١)

.Σ = Σ
١
٢Σ

١
٢ که طوری به �،Σ متقارن ماتریس دوم ریشه Σ ١

٢ آن در که

همه�ی میانگین تصادفی، متغیرهای شده استاندارد بردار (۴.١) و (٣.١) معادلات از یک هر در

ویژگی از حالت در هستند. صفر همبستگی�ها ضریب همه و یک، برابر واریانس صفر،� برابر آنها

است. چندمتغیره نرمال Z که می�شود نتیجه (١.ب)

متغیرهای دوم توان مجموع توسط آزادی،� درجه p با کای-دو تصادفی متغیر کای-دو: توزیع .٣

(٣.١) در شده تعریف استاندارد بردار Z اگر بنابراین، شود.� می تعریف استاندارد نرمال تصادفی
١۵Rencher



٧ چند�متغیره نرمال توزیع .٢.١

نماد با و است آزادی درجه p با کای-دو توزیع دارای Z ′Z =
∑p

i=١ Z
٢
j آنگاه باشد،� (۴.١) و

که می�شود نتیجه (۴.١) و (٣.١) روابط از می�دهند. نمایش χ٢(p) یا χ٢
p

عبارتی، به .Z ′Z = (Y − µ)′Σ−١(Y − µ)

،(Y − µ)′Σ−١(Y − µ) ∼ χ٢
p ,آنگاه Y ∼ Np(y,Σ) اگر، (۵.١)

حاشیه�ای: توزیع�های بودن نرمال .۴

خود که میانگین بردار با دارد، چند�متغیره نرمال توزیع یک Y در yها از مجموعه زیر هر (الف)

است. شده تشکیل Σ ماتریس�های زیر شامل واریانس�کوواریانس، ماتریس و µ بردار زیر شامل

در که دهد نشان را بردارهایی زیر Y١ = (y١, y٢, ..., yr)
′ اگر موضوع این دادن نشان برای

می�باشد.آنگاه عنصر p− r شامل Y٢ = (yr+١, ..., yp)
′ و باشد Y از عنصر r اولین بردارنده�ی

داشت. خواهیم

Y =

(
Y١

Y٢

)
, µ =

(
µ١

µ٢

)
, Σ =

(
Σ١١ Σ١٢

Σ٢١ Σ٢٢

)
,

Y١ صورت این در ،r بعد با ماتریس�کوواریانس Σ١١ و بوده تایی r × ١ بردارهای µ١ و Y١ که

می�باشد. r-متغیره نرمال

یک�متغیره نرمال توزیع دارای Y در yj هر مشخصاست، آن نتیجه�ی که حالت یک عنوان به (ب)

است.

دهنده�ی نشان الزاما باشد نرمال Y در yj چگالی اگر یعنی نمی�باشد، صحیح مطلب این برعکس

مشاهده�ای بردار که فرضمی�کنیم بعدی ویژگی سه در است. چند�متغیره نرمال Y تابع که نیست این

صورت این در هستند. q × ١ ،Y و p× ١،�X که می�شود،� افراز Y و X بردار زیر دو به

E

(
Y

X

)
=

(
µy

µx

)
, cov

(
Y

X

)
=

(
Σyy Σyx

Σxy Σxx

)
.

می�کنیم: فرض بعدی ویژگی�های در

(
Y

X

)
−→ Np+q

[(
µx

µy

)
,

(
Σyy Σyx

Σxy Σxx

)]
.



٨ بیضی�گون توزیع�های .١

: استقلال .۵

.�Σxy = o اگر هستند مستقل X و Y بردارهای زیر (الف)

فرض این که باشید داشته یاد به باشد. σjk = o اگر هستند مستقل yk و yj تکی متغیر دو (ب)

نیست. درست نرمال غیر تصادفی متغیرهای بیشتر برای

: شرطی توزیع .۶

f(Y |X) نماد با که ،X به نسبت Y شرطی توزیع و ،Σyx ̸= o آنگاه نباشند، Xمستقل و Y اگر

ترتیب به واریانس�کوواریانس ماتریس و میانگین که بوده چند�متغیره نرمال دارای می�دهیم. نشان

از عبارتند

E(Y |X) = µy + ΣyxΣxx
−١(X − µx), (۶.١)

Cov(Y |X) = Σyy − Σ−١
xxΣxy. (٧.١)

که است ماتریسی cov(Y |X) که حالی در می�باشد، X خطی تابع از برداری E(Y |X) کنید توجه

بنابراین می�رود. کار به نیز متغیر جفت هر برای (٧.١) در خطی روش ندارد. بستگی X مقدار به

برای را پراکنش نمودار�های می�توانیم و کرده بررسی را بودن نرمال (٧.١) از استفاده با می�توان

(۶.١) در ΣyxΣ
−١
xx ماتریس ببریم. کار به بودن غیر�خطی دادن نشان برای متغیر�ها، جفت همه�ی

می�کند. توصیف X در را E(Y |X) زیرا می�نامند رگرسیونی ضرایب ماتریس را

: بردار زیر دو مجموع توزیع -٧

آنگاه باشند، p× ١ بردار دو X و Y اگر

Y +X ∼ Np(µy + µx,Σyy + Σxx) (٨.١)

Y −X ∼ Np(µy − µx,Σyy + Σxx) (٩.١)

می�دهیم. شرح دومتغیره نرمال از خاصی حالت برای را ۶ ویژگی بخش، این ادامه در

کنید فرض

U =

(
y

x

)



٩ چند�متغیره نرمال توزیع .٢.١

باشد زیر صورت به واریانس�کوواریانس ماتریس و میانگین بردار با دو�متغیره نرمال توزیع دارای

E(U) =

(
µy

µx

)
, Cov(U) = Σ =

(
σ٢y σyx

σyx σ٢x

)

و x حاشیه�ای چگالی تابع h(x) آن در که ، f(y|x) = g(y, x)/h(x) کنید فرض همچنین

بنابراین می�باشد. x و y توام چگالی تابع g(y, x)

g(y, x) = f(y|x)h(x),

می�باشد x از مستقل x و y توام تابع پس است، حاصل��ضرب راست سمت عبارت اینکه بدلیل و

ویژگی به توجه با x و y از خطی ترکیب�های که همانطور دهیم. نمایش f(y|x) با می�توانیم و

y− βx بنابراین می�آوریم بدست را β مقدار و گرفته نظر در را y− βx هستند، نرمال (١.الف)

.cov(x, z) = ٠ هستند، مستقل و نرمال x و z = y − βx چون�که هستند. مستقل هم از x و

می�کنیم، بیان U حسب بر را y و x توابع منظور این برای می�کنیم، محاسبه را cov(x, z) حال

داریم عبارتی به

x = (٠,١)
(
y

x

)
= (٠,١)U = a′

U,

z = y − βx = (١,−β)U = b′
U.

بنابراین

Cov(z, x) = Cov(a′U,b′U)

= a′Σb

= (٠,١)
(
σ٢y σyx

σyx σ٢x

)(
١
−β

)
= (σyx, σ

٢
x)

(
١
−β

)
= σyx − βσ٢x.

می�شود نتیجه z = y − βx از و ،β = σyx/σ
٢
x ,cov(x،داریم z) = ٠ آن�جایی�که از

z = y − σyx
σ٢x

x



١٠ بیضی�گون توزیع�های .١

به واریانس و میانگین و بوده نرمال y − (σyx/σx)x چگالی (١.الف)، ویژگی از استفاده با

عبارتنداز ترتیب

E

(
y − σyx

σ٢x
x

)
= µy −

σyx
σ٢x

µx,

V ar

(
y − σyx

σ٢x
x

)
= V ar(b′U) = b′Σb

=

(
١,−σyx

σ٢x

)(
σ٢y σyx

σyx σ٢x

)(
١
−σyx

σ٢
x

)

= σ٢y −
σ٢yx
σ٢x

خطی مدل یک حقیقت ،در y = βx+(y−βx) برابری به توجه با ،x شده داده مقدار یک برای

با می�باشد نرمال f(y|x) آنگاه است. تصادفی خطای یک y − βx مولفه که داریم

E(y|x) = βx+ E(y − βx) = βx+ µy − βµx

= µy + β(x− µx) = µy +
σyx
σ٢x

(x− µx),

V ar(y|x) = σ٢y −
σ٢yx
σ٢x

.

چندمتغیره نرمال در برآورد ٢.٢.١

می�کنیم. ارائه Np(µ,Σ) در را Σ و µ پارامتر�های درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای قسمت این در

درستنمایی ماکزیمم برآورد

روش از اغلب پارامترها برآورد می�باشد، چندمتغیره نرمال توزیع مانند توزیعی دارای جامعه�ای وقتی

y١, y٢, . . . , yn مشاهدات بردار دارد: ساده�ای مفهوم تکنیک این می�آیند. به�دست درستنمایی ماکزیمم

ماکزیمم را می�شود نامیده درستنمایی تابع که را ها y توام چگالی Σ و µ مقادیر می�گیریم. نظر در را

می�آیند به�دست زیر صورت به Σ و µ درستنمایی حداکثر برآورد چندمتغیره، نرمال توزیع برای می�کنند.

µ̂ = ȳ, (١٠.١)

Σ̂ =
١
n

n∑
i=١

(yi − ȳ)(yi − ȳ)
′



١١ کروی توزیع .٣.١

=
١
n
W

=
n− ١
n

S, (١١.١)

Σ̂ چون است. نمونه واریانس�کوواریانس ماتریس S و W =
∑n

i=١(yi − ȳ)(yi − ȳ)
′ که طوری به

می�کنیم. استفاده Σ̂ به�جای S از معمولا و بوده اریب که است، شده تقسیم n− ١ بر n به�جای

بنابراین هستند. تصادفی نمونه یک yiها می�گیریم. نظر در µ درستنمایی حداکثر برآوردگر را ȳ حال

درستنمایی تابع به توجه با لذا است. yها چگالی�های ضرب برابر آن�ها چگالی و بوده مستقل

L(µ,Σ, y١, y٢, . . . , yn) =
n∏

i=١
f(yi, µ,Σ)

=
n∏

i=١

١
(
√
٢π)p|Σ|١/٢

e−(yi−µ)
′
Σ−١(yi−µ)/٢

=
١

(
√
٢π)np|Σ|n/٢

e−
∑n

i=١(yi−µ)
′
Σ−١(yi−µ)/٢. (١٢.١)

کم و اضافه را ȳ ،(١٢.١) رابطه توان در می�کند، ماکزیمم را درستنمایی تابع µ̂ = ȳ ببینیم این�که برای

داریم می�کنیم،

−١٢

n∑
i=١

(yi − ȳ + ȳ − µ)′Σ−١(yi − ȳ + ȳ − µ)

جمله چهار از جمله دو نویسیم، می ȳ − µ و yi − ȳ جداگانه جملات صورت به را جمله این وقتی

می�کند تغییر زیر رابطه صورت به (١٢.١) رابطه و �شد حذف
∑

i(yi − ȳ) = ٠ بخاطر ایجادشده

L =
١

(
√
٢π)np|Σ|n/٢

e−
∑n

i=١(yi−ȳ)
′
Σ−١(yi−ȳ)/٢−n(ȳ−µ)

′
Σ−١(ȳ−µ)/٢. (١٣.١)

٠ ≤ en(ȳ−µ)
′
Σ−١(ȳ−µ)/٢ ≤ ١ و n(ȳ−µ)′Σ−١(ȳ−µ)/٢ ≥ ٠ داریم است، مثبت معین Σ−١ چون

می�شود ماکزیمم زمانی L بنابراین باشد. ٠ برابر توان عبارت که می�آید به�دست زمانی ماکزیمم مقدار و

.µ̂ = ȳ که

کروی توزیع ٣.١

و فنگ از برگرفته بخش این مطالب می�کنیم. معرفی را کروی توزیع�های مختصر طور به قسمت این در

می�باشد. (١٩٩٠) همکاران



١٢ بیضی�گون توزیع�های .١

هر برای اگر است کروی توزیع دارای ،p ⩾ ١ با x = (X١, · · · , Xp) تصادفی بردار .١.٣.١ تعریف

داشته�باشیم عبارتی به باشند هم�توزیع x و Γx متعامد تبدیلات ،Γ ∈ O(p)

Γx
d
= x (١۴.١)

است. p× p متعامد١۶ ماتریس�ها مجموعه� O(p) که

آن مشخصه تابع اگر فقط و اگر است کروی توزیع داری x = (X١, · · · , Xp) بردار .٢.٣.١ قضیه

کند. صدق زیر معادل شرایط از یکی در ψ(t)

،Γ ∈ O(p) هر ازای به .١

ψ(Γ′t) = ψΓx(t).

آنگاه باشد اسکالر متغیر یک از تابعی ϕ(.) اگر .٢

∃ϕ(.) s.t ψ(t) = ϕ(t′t).

نوشت. دوم درجه صورت به بتوان را آن مشخصه تابع یعنی

ببینید. را (١٣٩٢) حجتی برهان برای

که است معنی آن به و x ∼ Sp(ϕ) می�نویسیم باشد کروی توزیع دارای xp×١ بردار اگر نکته:

یک از تابعی ϕ واقع در است. ϕ(t′t) صورت به t′t دوم درجه صورت از تابعی ،x مشخصه تابع

کرد. خواهیم استفاده آن از ادامه در و می�نامیم کروی توزیع مشخصه١٨ مولد را ϕ اسکالر١٧است.

بنابراین می�باشد، exp t٢١
٢ برابر ،X١ مشخصه تابع که آنجا از .X ∼ Np(٠, Ip) کنید فرض .٣.٣.١ مثال

از است عبارت X مشخصه تابع

exp

{
−١٢(t

٢
١ + · · ·+ t٢p)

}
= exp

{
−١٢(t

′t)
}

تابع با همراه Sp(ϕ) کروی توزیع دارای X ، ٢.٣.١ قضیه بنابر این�رو از . t = (t١, · · · , tp)′ آن در که

می��باشد. ϕ(u) = exp{−u
٢ } (u = t′t) مشخصه مولد

١۶Orthogonal
١٧Scaller
١٨Characteristic Generator



١٣ چگالی تابع .۴.١

چگالی تابع ۴.١

این وجود صورت در حال این با ندارد. وجود x برای احتمال چگالی تابع لزوما آن�گاه ،X ∼ Sp(ϕ) اگر

منفی غیر تابعی g(.) که می�باشد، g(x′x) یعنی دوم درجه صورت از تابعی ٢.٣.١ قضیه به بنا چگالی

داریم ازاین�رو است. اسکالر ∫و
g(x′x)dx =

π
p
٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
y

p
١−٢g(y)dy = ١ (١۵.١)

استفاده کروی توزیع�های برای cg(x′x) چگالی آوردن بدست برای می�توان g(.) نامنفی تابع از بنابراین

اگر فقط و اگر ∫کرد، ∞

٠
y

p
٢ dy <∞ (١۶.١)

توزیع�های چگالی١٩ مولد تابع را g(.) و X ∼ Sp(g) می�نویسیم X ∼ Sp(ϕ) جای به صورت این در

می�نامیم. کروی

است g(.) چگالی مولد تابع دارای X آن�گاه ،X d
= rup ∼ Sp(ϕ) اگر (١٩٧٠ (کلکر٢٠، .١.۴.١ قضیه

باشد زیر صورت به f(.) چگالی دارای r اگر فقط و اگر

f(r) =
٢π p

٢

Γ( p٢)
rp−١g(r٢) (١٧.١)

تابعی h(.) کنید فرض همچنین است. g(x′x) چگالی دارای X که کنید فرض اول) طرف برهان.

پس x′ = (ru(n))′ = u(n)
′
r بنابراین ،x d

= ru(n) طرفی از باشد. نامنفی و اندازه�پذیر

X ′X =
(
u(p)

′
r
) (
ru(p)

)
= u(p)

′
r٢u(p) = r٢u(p)

′
u(p)

= r٢

آ�.٢.۴داریم رابطه از استفاده با همچنین ،(X ′X)
١
٢ = r بنابراین

E (h(.)) =

∫
h
(
(X ′X)

١
٢

)
g(X ′X)dX

١٩Density generator function
٢٠Kelker



١۴ بیضی�گون توزیع�های .١

=
π

p
٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
h
(
y

١
٢

)
y

p
١−٢g(y)dy, r = y

١
٢

=
٢π p

٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
h(r)rp−١g(r٢)dr

است. )بدیهی دوم طرف است. (١٧.١) چگالی دارای r که می�شود مشاهده فوق رابطه از

شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی ۵.١

تابع این بگیرید نظر در را Σ کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با چند�متغیره نرمال توزیع چگالی

بیضی�های روی بر ثابت مقدار دارای pبعدی، اقلیدسی فضای یک در ،k ثابت مقدار هر برای چگالی

(x− µ)′Σ−١(x− µ) = k

تعیین k توسط شده داده Σ برای بیضی اندازه و Σ توسط بیضی دهی جهت و شکل می�باشد. µ مرکز به

را g : ℜp → ℜ+ مانند اندازه�پذیر تابع یک نرمال توزیع در نمایی عبارت جای به اگر حال می�شود.

منحنی با (توزیع�هایی بیضی�گون توزیع�های کلاس به معروف توزیع�ها از کلی�تری کلاس کنیم، جایگزین

می�آید. بدست زیر صورت به شکل) بیضی تراز

|Σ|−
١
٢ g[(x− µ)′Σ−١(x− µ)], (١٨.١)

و g(.) ≥ ٠ مثبت، معین ماتریس Σ آن در ∫که ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
g(y′y)dy١ · · · dyp = ١ (١٩.١)

بیضی�گون توزیع ١.۵.١

Σ ≥ ٠ و µp×١ ∈ ℜp پارامتر�های با بیضی�گون توزیع دارای Xp×١ تصادفی بردار .١.۵.١ تعریف

اگر می�باشد

X
d
= µ+ A′Y Y ∼ Sp(ϕ)

اگر می�باشد. k برابر Σ ماتریس رتبه�ی همچنین ،Σ = A′A و p × k ماتریس یک A آن در که باشد

صورت این در ،X ∼ ECp(µ,Σ, ϕ) می�نویسیم باشد Σ و µ پارامتر�های با بیضی�گون توزیع دارای X

داریم



١۵ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

است زیر صورت به X مشخصه تابع (١

ϕ(t) = E(exp{it′x})

= exp{it′µ}ψ(t′Σt) (٢٠.١)

است. اسکالر تابع یک ψ که

می�باشد زیر تصادفی نمایش دارای X (١

X
d
= µ+ rA′u(k) (٢١.١)

همچنین است، مستقل u(k) از r ≥ ٠ و است واحد کره بر یکنواخت توزیع دارای u(k) آن در که

. Σ = A′A

X ∼ ECp(µ,Σ, ϕ) اینکه از می�باشند. شکل بیضی تراز منحنی�های با توزیع�هایی بیضی�گون، توزیع�های

احتمال چگالی تابع که صورتی در ولی است، چگالی تابع Xدارای تصادفی متغیر� که گرفت نتیجه نمی�توان

بود: خواهد زیر صورت به داشته�باشد، وجود

fX(x) = dn|Σ|−
١
٢h[(x− µ)′Σ−١(x− µ)], (٢٢.١)

است: زیر شرط دارای و می�شود نامیده چگالی مولد تابع h(.) آن در ∫که ∞

٠
x

n
١−٢h(x)dx <∞

می�شود: تعریف زیر صورت به که می�باشد نرمال�سازی ضریب dn همچنین و

dn =
Γ(n٢ )

(٢π)n
٢

[∫ ∞

٠
x

n
١−٢h(x)dx

]
(٢٣.١)

گاهی آ برای برعکس. و می�شود مشخص ϕ تابع ،h معلوم تابع برای داشته�باشد وجود چگالی تابع اگر

از برخی نمودار ادامه در ببینید. را (١٩٨٢) میرهد و (١٩٩٠) همکاران و فنگ زمینه، این در بیشتر

است. آمده پیوست در آن�ها چگالی تابع که می�کنیم رسم را بیضی�گون خانواده توزیع�های

استفاده با سپس می�کنیم بیان را زیر قضیه ابتدا X بردار کوواریانس و ریاضی امید آوردن بدست برای

کوواریانس و ریاضی امید محاسبات سری یک انجام با می�گیریم قضیه از که نتیجه�ای و فوق تعریف از

Σ =

(
s١ r

r s٢

)
و µ = ٠ ازای به بیضی�گون توزیع�های از برخی نمودار ادامه در می�آوریم. بدست را

کردیم. رسم مختلف mهای و



١۶ بیضی�گون توزیع�های .١

(آ) m = ٣, s١, s٢ = ١, µ = ٠

(ب) m = ۴, s١ = ١, s٢ = ۵, µ = ٠

(ج) m = ٣

(د) m = ۴

تراز منحنی�های همراه به مختلف mهای ازای به دومتغیره V II نوع پیرسون توزیع :٢.١ شکل



١٧ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

(آ) s١, s٢ = ١, r = ٠µ = ٠

(ب) s١ = ١, s٢ = ۵, r = ٠٫ ۵µ = ٠

(ج)

(د)

تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کوشی توزیع :٣.١ شکل



١٨ بیضی�گون توزیع�های .١

(آ) m = −٠٫ ۵, r = ٠٫ ۵

(ب) m = ٢, r = ٠

(ج) m = −٠٫ ۵, r = ٠٫ ۵

(د) m = ٢, r = ٠

تراز منحنی�های همراه به مختلف mهای ازای به دومتغیره II نوع پیرسون توزیع :۴.١ شکل



١٩ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

(آ) m = ٢, r = ٠٫ ۵

(ب) m = ١٠٠٠, r = ٠٫ ۵

(ج) m = ٢, r = ٠٫ ۵

(د) m = ١٠٠٠, r = ٠٫ ۵

تراز منحنی�های همراه به برای دومتغیره II نوع پیرسون توزیع :۵.١ شکل



٢٠ بیضی�گون توزیع�های .١

ϕ مشخصه تابع و F توزیع تابع با تصادفی متغیر Xیک کنید فرض گات٢١،٢٠٠۵) (آلن .٢.۵.١ قضیه

،k = ١,٢. · · · , n برای ϕ(K) صورت این در E|X|n <∞ که قسمی به داشته�باشد وجود n اگر باشد،

آن در که است پیوسته یکنواخت طور به و موجود

ϕ(K)(t) =

∫ ∞

−∞
(ix)keitxdF (x)

فوق قضیه شرایط تحت .٣.۵.١ نتیجه

ϕ(K)(٠) = iK .EXk (٢۴.١)

این�صورت در X ∼ ECp(µ,Σ, ψ) که کنید فرض .۴.۵.١ لم

E(X) = µ,

cov(X) =
E(r٢)

rank(Σ)
Σ = −٢Σψ′(٠)

نوشت می�توان (٢٠.١) مشخصه تابع از مشتق�گیری با ریاضی امید آوردن بدست برای برهان.
∂ϕX(t)

∂t
= [iµψ(t′Σt) + ٢Σtψ′(t′Σt)] eit

′µ

(٢٠.١) رابطه در اگر پس است، یک برابر ،t = ٠ نقطه در توزیع هر مشخصه تابع مقدار اینکه به توجه با

داریم ٣.۵.١ نتیجه از استفاده با و مطلب این بنابر ،ψ(٠) = ١ که می�گیریم نتیجه t = ٠ دهیم قرار

ϕ′(٠) = i.EX = iµ⇒ EX = µ (٢۵.١)

داریم کوواریانس برای مشابه طریق به

∂٢ϕX(t)

∂t∂t′
=

∂

∂t′
[iµψ(t′Σt) + ٢Σtψ′(t′Σt)] eit

′µ

= [iµψ(t′Σt) + ٢Σtψ′(t′Σt)] iµ′eit
′µ

+ [٢iµ(Σt)′ψ′(t′Σt) + ٢Σψ′(t′Σt) + ۴(Σt)(Σt)′ψ”(t′Σt)] eit′µ

داریم ٣.۵.١ نتیجه از

ψ”(٠) = i٢EXX ′ = iµµ′ − ٢i٢Σψ′(٠)

٢١Allan Gut



٢١ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

گرفت نتیجه می�توان لذا

cov (X) = EXX ′ − EXEX ′ = µµ′ − ٢Σψ′(٠)− µµ′

= −٢Σψ′(٠) (٢۶.١)

□ می�شود کامل اثبات و است موجود X کوواریانس ،|ψ′(٠)| <∞ که صورتی در پس

ϕ′ همچنین و مشخصه مولد تابع دوم و اول مرتبه مشتق�های ترتیب به ψ′′ و ψ′ فوق، محاسبات در

می�باشند. مشخصه تابع دوم و اول مرتبه مشتق�های ϕ′′ و

متعامد تبدیلات تحت که هستند کروی متقارن توزیع�های پارامتری حالت واقع در بیضی�گون توزیع�های

دایره�اند. روی یکسان چگالی دارای باشد موجود چگالی تابع اگر و می�باشند پایا

با (١٠.١) شکل دارای X − ν = CY آنگاه C ′ΣC = I که طوری به باشد ناویژه ماتریس یک C اگر

چگالی�ها چنین کلاس است. مبدا مرکز به دوایری g(y′y) چگالی ثابت تراز�های است. g(y′y) چگالی

می�شوند. شناخته دایره�ای تراز با توزیع�ها عنوان به

توزیع�هایی تنها پایان�نامه این در نیستند، چگالی دارای الزاما شکل بیضی تراز با توزیع�های که آنجا از

مختصات در شکل بیضی تراز یک چگالی می�گیرند. قرار تحلیل و تجزیه مورد هستند چگالی دارای که

است: زیر صورت به قطبی

y١ = rsinθ١,

y٢ = rcosθ١sinθ٢,

y٣ = rcosθ١cosθ٢sinθ٣,

...

yp−١ = rcosθ١cosθ٢ · · · cosθp−٢sinθp−١,

yp = rcosθ١cosθ٢ · · · cosθp−٢sinθp, (٢٧.١)

.−π < θp−١ ≤ π و i = ١,٢, · · · , p− ٢ ،−π
٢ < θi ≤ π

٢ و r ≥ ٠ آن در که

از است عبارت ٢٧.١ تبدیل ژاکوبی .۵.۵.١ لم

J(r, θ) = rp−١[cosθ١]
p−٢[cosθ٢]

p−٣ · · · [cosθp−٣]
٢cosθp−٢ (٢٨.١)



٢٢ بیضی�گون توزیع�های .١

بود: خواهد زیر صورت به آن�ها توام چگالی و هم از مستقل Θ و R آنگاه باشد Y چگالی g(y′y) اگر و

rp−١g(r٢)[cosθ١]
p−٢[cosθ٢]

p−٣ · · · [cosθp−٣]
٢cosθp−٢

کنید. مراجعه (١٩٩٠) اندرسن و فنگ به برهان.

که می�کنیم ثابت ابتدا منظور این برای که هستیم R حاشیه�ای چگالی آوردن بدست دنبال به ادامه در

∫ π
٢

−π
٢

(cosθ)h−١dθ =
Γ(h٢)Γ(

١
٢)

Γ(h+١
٢ )

(٢٩.١)

داریم θ جای به −θ متغیر تغییر از استفاده و انتگرال زیر تابع بودن زوج به توجه ∫با π
٢

−π
٢

(cosθ)h−١dθ = ٢
∫ ٠

−π
٢

(cosθ)h−١dθ = −٢
∫ π

٢

٠
(cos٢θ)

h−١
٢ dθ

متغییر�های تغییر بردن کار به با نهایت yدر = cos٢θ

dy = −٢sinθcosθdθ

گرفت نتیجه می�توان

−٢
∫ π

٢

٠
(cos٢θ)

h−١
٢ =

∫ ١

٠
yh/١)١−٢− y)١−١/٢dy

=
Γ(h٢)Γ(

١
٢)

Γ(h+١
٢ )

حاشیه�ای چگالی (٢٩.١) رابطه از استفاده با حال است.� آمده بدست بتا انتگرال تعریف از آخر تساوی که

می�آید بدست زیر صورت به

fR(r) =

∫ π

−π

∫ π/٢

−π/٢
· · ·
∫ π/٢

−π/٢
fY (y)dθ١ · · · dθp−٢dθp−١

=

∫ π

−π

∫ π/٢

−π/٢
· · ·
∫ π/٢

−π/٢
g(r٢)J(r, θ)dθ١ · · · θp−٢dθp−١

=
Γ(p−١

٢ )Γ(١٢)

Γ( p٢)
×

Γ(p−١
٢ )Γ(١٢)

Γ(p−١
٢ )

× · · · ×
Γ(١)Γ(١٢)
Γ(٣٢)

× ٢π × rp−١g(r٢)

=
[Γ(١٢)]

p−٢

Γ( p٢)
× ٢π × rp−١g(r٢)

=
٢πp/٢

Γ(π/٢)g(r
٢)rp−١ = C(p)g(r٢)rp−١ (٣٠.١)



٢٣ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

∫∞
٠ rp−١g(r٢)dr = Γ(p/٢)

٢πp/٢ که نکته این از استفاده با θi حاشیه�ای چگالی آوردن بدست برای همچنین

به i = ١,٢, · · · , p − ٢ ،θi حاشیه�ای چگالی سازی ساده از پس ،(٣٠.١ فرمول( از استفاده با و

صورت

Γ(p−i+١
٢ )(cosθi)

p−i−١

Γ(١٢)Γ(
p−i
٢ )

(٣١.١)

عبارت�است Y چگالی N(٠, I) نرمال حالت در است. ١/٢π برابر و ثابت ،θp−١ چگالی و می�باشد.

از

g(y′y) = (٢π)−π/٢exp

(
−١٢y

′y

)
,

به ν چگالی آنگاه r٢ = ν اگر حال می�باشد. rp−١ exp(−r٢/٢)
٢p/١−٢Γ(p/٢) صورت به R = (Y ′Y )١/٢ چگالی و

بعدی p کره مساحت cp ثابت است. آزادی درجه p با کی�دو توزیع که بود خواهد νp−١ exp(−ν/٢)
٢p/٢Γ(p/٢) شکل

θ١, cosθ١sinθ٢, · · · , cosθ١cosθ٢ · · · cosθp−١ مختصات با U تصادفی بردار است. واحد شعاع با

،θi و یکدیگر از مستقل θ١, · · · , θp−١ آن در که است. شده توزیع واحد کره روی بر یکنواخت طور به

بر یکنواخت توزیع داری θp−١ و (−π/٢, π/٢) روی بر یکنواخت توزیع دارای i = ١, · · · , p − ٢

نیست) چگالی دارای که شکل کروی توزیع ازیک (مثالی است. (−π, π) روی

صورت به g(y′y) چگالی با Y تصادفی نمایش

Y
d
= RU (٣٢.١)

زوج�اند، چگالی توابع دارای θ١, · · · , θp−١ که آنجا از می�باشد. (٣٠.١) چگالی دارای R آن در که است.

بنابراین

EU = ٠

زیرا

E[U ] = E



sinθ١

cosθ١sinθ٢

cosθ١cosθ٢sinθ٣
...

cosθ١ · · · cosθp−١


=


∫ π/٢
−π/٢

١
π
sinθ١dθ١∫ π/٢

−π/٢
١
π
cosθ١dθ١

∫ π/٢
−π/٢

...∫ π/٢
−π/٢

١
π
cosθ١dθ١ · · ·

∫ π/٢
−π/٢

١
٢πcosθp−١dθp−١





٢۴ بیضی�گون توزیع�های .١

=


٠
٠
...

( ١
π
)p−١sinθ١|π/٢−π/٢sinθ٢|

π/٢
−π/٢ · · · sinθp−١|π−π



=


٠
٠
...

( ١
π
)p−١ × ٢× ٢× ٠

 =


٠
٠
...
٠


نتیجه می�توان یکدیگرند از مستقل U و R چون و دارد وجود E[Y ] آنگاه ،ER < ∞ اگر طرفی از

گرفت

EY = EREU = ٠ (٣٣.١)

آنگاه ER٢ <∞ اگر همچنین

EY ′Y = ER٢EU ′U

است یکسان U مولفه�های توزیع پس است شده توزیع واحد کره روی بر یکنواخت طور به U بردار

نتیجه Σp
i=١Ui = ١ اینکه و است) متقارن انتگرال حدود و زوج تابع یک EU٢

i ) تقارن از بنابراین

می�شود

EU٢
١ = · · · = EU٢

p =
١
p

EU١U٢ = EU١U٣ = · · · = EUp−١Up

EU١U٢ = Esinθ١cosθ١sinθ٢

EUiUj = ٠ ،i ̸= j هر برای بنابراین است، θ٢ و θ١ به نسبت فرد تابعی انتگرالده٢٢ تابع که

EUU ′ =
١
p
Ip

نوشت می�توان ،ER٢ <∞ اگر

EY Y ′ =
١
p
ER٢EIp (٣۴.١)

داریم O متعامد ماتریس هر ازای با که است این شکل دایره�ای تراز با توزیع�های اصلی مشخصه

OY
d
= Y

٢٢Integrant



٢۵ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

است. پایدار متعامد تبدیلات تحت توزیع عبارتی به

در که است g(z′z) چگالی دارای Z = OY آنگاه باشد، g(y′y) چگالی دارای Y اگر .۶.۵.١ قضیه

است. متعامد ماتریس یک O آن

متغیر تغییر از استفاده با برهان.

Z = OY, Y = O−١Z, |J | = |dY
dZ
| = |O−١| = ١

نوشت می�توان

f(y) = g(y′y)

f(z) = g(z′O
′−١O−١z) = g(z′z).

است. شکل کروی توزیع دارای OY d
= Y خاصیت با توزیع هر پس

آنگاه باشد، R٢ = Y ′Y ،Y d
= RU تصادفی نمایش با شکل کروی توزیع دارای Y اگر .٧.۵.١ نتیجه

است. شکل دایره�ای تراز منحنی�های با توزیع دارای U

Z = OY اگر O متعامد ماتریس هر برای است شکل کروی توزیع دارای Y اینکه به توجه با برهان.

نمایش دارای (٣٢.١) به توجه با و است شکل کروی توزیع دارای Z پس Z d
= Y قضیه به توجه با آنگاه

توزیع هم به توجه با و S = R بنابراین S٢ = Z ′Z = Y ′Y آن در که می�باشد، Z = SV تصادفی

.S = OU
d
= U داریم Z و Y بودن

زیر قضیه (٣۴.١) و (٣٣.١) روابط از استفاده با و است (١٨.١) صورت به X = ν + CY چگالی

می�شود. نتیجه

آنگاه ER٢ <∞ و باشد (١٨.١) چگالی دارای X اگر .٨.۵.١ قضیه

EX = µ = ν

Cov(X) = E(X − µ)(X − µ)′ = Σ =
١
p
ER٢Σ (٣۵.١)



٢۶ بیضی�گون توزیع�های .١

حاشیه�ای توزیع ٢.۵.١

q با بردار�هایی ترتیب به X ′(٢) و X ′(١) آن در که X ′ = (X ′(١), X ′(٢)) که کنید فرض .٩.۵.١ قضیه

از است عبارت X(٢) حاشیه�ای چگالی صورت این در می�باشند مولفه p− q ∫و ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
g(X ′(١)X(١) +X ′(٢)X(٢))dX١ · · · dXq (٣۶.١)

ببینید. را (١٣٨٩) سلیمانی برهان.

افراز زیر صورت به (٣٢.١) چگالی دارای X ′ = (X ′(١), X ′(٢)) که کنید فرض .١٠.۵.١ قضیه

)شده�باشد
Σ١١ Σ١٢

Σ٢١ Σ٢٢

)
می�کنیم تعریف

Z(١) = X(١) − Σ١٢Σ
−١
٢٢X

(٢)− = X(١) − Σ١٢Σ
−١
٢٢X

(٢)

Z(٢) = X(٢)

τ (١) = ν(١) − Σ١٢Σ
−١
٢٢ ν

(٢) = ν(١) − Σ١٢Σ
−١
٢٢ ν

(٢)

τ (٢) = ν٢

است زیر صورت به Z ′ = (Z ′(١), Z ′(٢)) چگالی آنگاه

|Σ١١٫٢|−
١
٢ |Σ٢٢|−

١
٢ g
[
(Z(١) − τ (١))′Σ−١

١١,٢(Z
(١) − τ (١)) + (Z(٢) − τ (٢))′Σ−١

٢٢ (Z
(٢) − τ (٢))

]
.

ببینید. را (١٣٨٩) سلیمانی برهان.

آن در که X ∼ ECp(٠,Σ, g) کنید فرض

Σ = {ρij : ρii = ١−,١ < ρ < ١, i ̸= j, ρij = ρji; i, j = ١,٢. · · · , p}

احتمال چگالی تابع دارای یکسان طور به X حاشیه�ای توزیع�های همه حالت این در

qg(x) =
π

n−١
٢

Γn−١
٢

∫ ∞

x٢
(z − x٢)

n−١
٢ −١g(z)dz (٣٧.١)

تجمعی چگالی تابع و

Qg(x) =
١
٢ +

∫ x

٠

∫ ∞

u٢
(z − u٢)

n−١
٢ −١g(z)dzdu (٣٨.١)



٢٧ شکل بیضی تراز منحنی با توزیع�هایی .۵.١

محدود (n = ٢) متغیره دو بیضی�گون توزیع�های به را خود توجه قسمت این در ما حال می�باشند.

می�کنیم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون می�کنیم.

µ = ٠, Σ =

(
١ ρ

ρ ١

)
, −١ < ρ < ١

می�آید بدست زیر صورت به (١٨.١) توام چگالی آنگاه

f(x١, x٢) =
١√

١− ρ٢
g(
x٢١ + x٢٢ − ٢ρx١x٢

١− ρ٢ ) (٣٩.١)

تجمعی چگالی تابع و احتمال چگالی تابع ترتیب به می�باشد. اختیاری چگالی مولد g(.) آن در که

با برابرند حاشیه�ای

qg(x) =

∫ ∞

x٢
(z − x٢)−

١
٢ g(z)dz

Qg(x) =
١
٢ +

∫ ∞

x٢
arcsin(

x√
z
)g(z)dz. (۴٠.١)

فنگ به می�توانید بیشتر بررسی برای .x > ٠ ازای به ،Qg(x) = ١−Qg(x) و qg(x) = qg(−x) و

برابر (٣٩.١) چگالی گشتاور�های آ�.۶.۴، و آ�.۵.۴ قضیه به توجه با کنید. مراجعه (١٩٩٨) همکاران و

با است

E(xj) = ٠, j = ١,٢

V ar(xj) =
D١
٢ , j = ١,٢

Cov(x١, x٢) =
D١ρ

٢
E(x

٢t١
١ x

٢t٢
٢ ) = π−١Dt١+t٢B

(
١
٢ + t١,

١
٢ + t٢

)

و بوده صحیح عدد t٢ > ١ ،t١ > ١ که

Dt = π

∫ ∞

٠
ztg(z)dz

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)



٢٨ بیضی�گون توزیع�های .١

شرطی توزیع ۶.١

به y(٢) شرط به y(١) چگالی ،g(y′y) شکل کروی صورت به y = (y
′(١), y

′(٢))′ توزیع گرفتن نظر در با

است زیر صورت
g(y

′(١)y(١) + y
′(٢)y(٢))

g٢(y
′(٢)y(٢))

=
g(y

′(١)y(١) + r٢٢)

g٢(r
٢
٢)

(۴١.١)

رابطه است. شده داده ٩.۵.١ درقضیه g٢(y
′(٢)y(٢)) حاشیه�ای چگالی و r٢٢ = y

′(٢)y(٢) آن در که

است. شکل کروی توزیع دارای y(١) حسب بر (٣۴.١)

به X(١) شرطی چگالی صورت این در باشد، (١٨.١) توزیع دارای X = (X
′(١), X

′(٢))′ کنید فرض

از است عبارت X(٢) = x(٢) شرط

|Σ١١,٢|g{[(x(١) − ν(١))′ − (x(٢) − ν(٢))′B′]× Σ−١
١١,٢
[
(x(١) − ν(١))−B(x(٢) − ν(٢))

]
+(x(٢) − ν(٢))′Σ−١

٢٢ (x
(٢) − ν(٢))}

÷ g٢
[
(x(٢) − ν(٢))′Σ−١

٢٢ (x
(٢) − ν(٢))

]
=

(
|Σ١/٢−|١١,٢g{[(x(١) − ν(١))−B(x(٢) − ν(٢))]′

× Σ١١,٢[(x
(١) − ν(١))−B(x(٢) − ν(٢))] + r٢٢}

)
÷ g(r٢٢) (۴٢.١)

x(١) از تابعی (٣۵.١) در توزیع .B = Σ١٢Σ
−١
٢٢ و r٢٢ = (x(٢) − ν(٢))Σ−١

٢٢ (x
(٢) − ν(٢)) آن در که

،X(٢) = x(٢) شرط به X(١) میانگین است. بیضی�گون [(x(١) − ν(١))−B(x(٢) − ν(٢))] ازای به و

از است عبارت ،R٢
١ = Y

′(١)Y (١) آن در که E(R٢
١)|y

′(٢)y(٢) = r٢) <∞ اگر

E(X(١)|X(٢)=x(٢)
) = ν(١) +B(x(٢) − ν(٢)) (۴٣.١)

مشخصه تابع ٧.١

تبدبلات روی بر پایایایی خاصیت دارای ،Eeit′Y کروی�گون، توزیع با Y تصادفی بردار مشخصه تابع

یعنی است، متعامد

Eeit
′OY =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
eit

′oyg(y′y)dy١ · · · dyp



٢٩ مشخصه تابع .٧.١

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
eit

′zg(z′z)dz١ · · · dzp

= Eeit
′Z (۴۴.١)

نتیجه O متعامد ماتریس هر ازای به (۴۴.١) تساوی است. g(y′y) چگالی دارای Z = OY آن در که

نوشت می�توان پس است. t′t از تابعی Eeit′Z که می�دهد

Eeit
′Y = ϕ(t′t)

X = µ+ CY برای آنگاه

Eeit
′X = eit

′µEeit
′CY

= eit
′µϕ(t′CC ′t)

= Eeit
′µϕ(t′Σt)

با X تصادفی بردار چگالی با متناظر eit′µϕ(t′Σt) فرم به مشخصه تابع هر عکس بر .Σ = CC ′ و

می�باشد زیر صورت به (۴۴.١) مشخصه تابع ٢٠.١ رابطه به توجه با است. (١٨.١) چگالی

ψ(u١, u٢) = E (exp {i(u١z١ + u٢z٢)}) = ϕ
(
u٢١ + u٢٢ + ٢ρu١u٢

)
(۴۵.١)

که

ϕ(u٢) = E (exp(iuz١)) = E (exp(iuz٢)) .

تابع با ECp(µ,Σ, ϕ) توزیع دارای مولفه، p با X تصادفی بردار کنید فرض (چو١٩٧٣،٢٣) .١.٧.١ لم

معکوس تبدیل دارای t ∈ [٠,∞) برای h(t) اگر باشد. h(.) چگالی مولد تابع ،g(.) احتمال چگالی

که طوری به دارد وجود (٠,∞) بازه روی W وزن تابع آنگاه باشد لاپلاس

g(W ) =

∫ ∞

٠
W (t)fN(x)dt, (۴۶.١)

عبارتی به است. Np(µ, t
−١Σ) چگالی تابع نشان�دهنده fN(x) آن در و

gX(x) =

∫ ∞

٠
W (t)

١
(٢π)n

٢
|t−١Σ|−

١
٢ exp

[
−١٢(x− µ)

′(t−١Σ)−١(x− µ)
]
dt

همچنین

W (t) = (٢π) p
٢ |t−١Σ|

١
٢L−١{h(s)}

٢٣Chu



٣٠ بیضی�گون توزیع�های .١

است. s = (x−µ)′Σ(x−µ)
٢ ازای به h(s) لاپلاس معکوس تبدیا نشان�دهنده L−١{(h(s))} آن در که

کنید. مراجعه (١٩٧٣) چو به برهان.

برای کنید. مراجعه باتا٢۴(٢٠٠٧) و دبنات به آن معکوس و لاپلاس تبدیل خواص از گاهی آ برای

را چنگ٢۶(١٩٩٩) ،(١٩٩۵) وارگا و گوپتا بیلودیو٢۵(١٩٨٩)، و سریواستا فوق، لم کاربرد�های برخی

ببینید.

لم صورت این در که باشد نداشته لاپلاس تبدیل تابعی است ممکن که است ضروری نکته این به توجه

در دارد. وجود لاپلاس معکوس تبدیل معروف، چند�متغیره توزیع�های اکثر در اما ندارد. کاربردی فوق

است. آمده W وزن تابع همراه به بیضی�گون توزیع�های از برخی زیر جدول

W وزن تابع همراه به بیضی�گون توزیع�های :١.١ جدول
W (t) احتمال چگالی تابع توزیع
δ(t− ١) |V |−١/٢e−s

(٢π)n/٢ چند�متغیره نرمال توزیع
νtν−١ νs−n/٢−ν |V |−١/٢[Γ(n/٢+ν)−Γ(n/٢+s)]

(٢π)n/٢ یافته تعمیم اسلش
t
m−n

٢ −١
e
qt
٢

( q٢ )
n
٢ −m

Γ(m−n
٢ )

Γ(m|V |−
١
٢ )

(qπ)
n
٢ Γ(m−m

٢ )
(١+ ٢s

q
)−m V II پیرسن چندمتغیره

δ(t−
√
٢) Γ(n/٢)|V |−١/٢e−

√
٢s

(٢π)n/٢Γ(n)
چند�متغیره لاپلاس توزیع

ν(νt/٢)ν/١−٢e(−νt/٢)
٢Γ(ν/٢)

νν/٢|V |−١/٢Γ((ν+n)/٢)
(π)n/٢Γ(ν/٢) با چندمتغیره t

×(ν + ٢s)−(ν+n)/٢ آزادی درجه ν

است زیر خواص با دیراک دلتا تابع δ(t) ،s = (x−µ)′Σ−١(x−µ)
٢ فوق جدول در

∫∞
٠ δ(t)dt = ١ (i)

∫∞
−∞ f(t)δ(t)dt = f(٠) ،f(.) پذیر اندازه بورل تابع هر برای (ii)

٢۴Debnath and Bhatta
٢۵Srivastava and Bilodeau
٢۶Cheong



٣١ مشخصه تابع .٧.١

نامنفی تابع یک W (t) که کنید فرض است. t به نسبت δ(t) از mام مشتق نمایانگر δm(t) همچنین

لم١.٧.١ اساس بر
∫∞
−∞ fX(x)dx = ١ اینکه به توجه با ∫باشد، ∞

−∞

∫ ∞

٠
fN(x)W (t) = ١

⇒
∫ ∞

٠
W (t)

∫ ∞

−∞
fN(x)dxdt = ١

⇒
∫ ∞

٠
W (t)dt = ١

انتگرال�گیری ترتیب تعویض با است. Np(µ, t
−١Σ) چگالی تابع دهنده نشان fN(.) اینکه به توجه با

اوقات گاهی اما است. چگالی تابع یک W نامنفی تابع گرفت نتیجه می�توان فوبینی قضیه اساس بر

W (t) = آنگاه باشد c[١+ (x′C−١x)١−[٢ صورت به چگالی تابع اگر مثلا باشد منفی می�تواند W (t)

نخواهد چگالی Wتابع صورت این در است. ثابت مقدار یک c آن در که (چو١٩٧٣) ct−n/٢.sin(t/٢)

به حال چگالی�اند. تابع نتیجه در و بوده�اند نامنفی توابع شده، ارائه بالا جدول در که ،W توابع همه بود.

می�باشد. محاسبه قابل نیز زیر صورت به مشخصه تابع ١.٧.١ لم کمک

ϕX(s) = Eeis
′X

=

∫ ∞

٠
eis

′xW (t)fN(x)dt

= eis
′µ

∫ ∞

٠
e−

is′(t−١Σ)s
٢ W (t)dt

داریم کوواریانس برای همچنین و

cov(X) = E[(X − µ)(X − µ)′]

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

٠
(x− µ)(x− µ)′W (t)fN(x)dtdx

= Σ

∫ ∞

٠
t−١W (t)dt

که می�گیریم نتیجه (٢۶.١) رابطه و فوق رابطه مقایسه با ∫بنابراین ∞

٠
t−١W (t)dt = −٢ψ′(٠)

داریم ریاضی امید برای ١.٧.١ لم کمک به نهایت در و

E(X) =

∫ ∞

−∞
x

∫ ∞

٠
W (t)fN(x)dxdt



٣٢ بیضی�گون توزیع�های .١

=

∫ ∞

٠
W (t)

∫ ∞

−∞
xfxdxdt

= µ

∫ ∞

٠
W (t)dt

= µ

توزیع دارای خود بیضی�گون توزیع دارای متغیرهای از خطی ترکیب هر که می�دهیم نشان نهایت در

می�باشد. مشخصه مولد تابع همان با بیضی�گون

آنگاه باشند، ثابت ماتریس�های Cq×١ و Aq×p و X ∼ ECp(µ,Σ, ϕ) کنید فرض .٢.٧.١ قضیه

AX + C ∼ ECq(Aµ+ C,AΣA′, ψ).

می�باشد زیر صورت به آن مشخصه تابع است، بیضی�گون توزیع دارای X اینکه به توجه با برهان.

ϕX(t) = eit
′µψ(t′Σt)

داریم منظور این برای می�آوریم بدست را Y = AX + C مشخصه تابع حال

ϕY (t) = Eeit
′Y = Eeit

′(AX+C)

= Eei(A
′t)′Xeit

′C = eit
′CϕX (A′t)

= eit
′Cei(A

′t)′µψ (t′AΣA′t)

= eit
′(Aµ+C)ψ (t′(AΣA′)t) .

تصادفی متغیر یک از خطی ترکیب هر که می�گیریم نتیجه X و Y مشخصه�های تابع مقایسه با بنابراین

مولد تابع ψ(.) که است این در اهمیت حائز نکته و بوده بیضی�گون توزیع دارای بیضی�گون، توزیع با

می�ماند. باقی ثابت بیضی�گون توزیع با تصادفی متغیر یک از خطی ترکیب هر برای مشخصه

پارامترها برآورد ٨.١

را (١٩٨۶) همکاران و اندرسن کلی قضیه�ی بیضی�گون توزیع�های در پارامتر برآورد برای قسمت این در

می�کنیم بیان



٣٣ پارامترها برآورد .٨.١

بطوریکه باشد، Ω فضای در مجموعه�ای (µ,Σ) Xو ∼ ECp(µ,Σ, ψ) کنید فرض .(J) ١.٨.١ قضیه

g(x′x) که باشد گونه�ای به g کنید فرض همچنین .(µ, cΣ) ∈ Ω ،∀c > ٠ آنگاه (µ,Σ) ∈ Ω اگر

این بر علاوه باشد. yg مانند متناهی مثبت ماکزیمم مقدار یک دارای y p
٢ g(y) و ℜp در چگالی تابع یک

ماکزیمم درستنمایی برآوردگر ،|Σ|− ١
٢ g[(x− µ)′Σ−١(x− µ)] از x مشاهده تک اساس بر کنید فرض

g برای ماکزیمم درستنمایی برآورد آنگاه باشد. فرد به منحصر و موجود بودن نرمال تحت (µ̃, Σ̃) ∈ Ω

از است عبارت

µ̂ = µ̃, Σ̂ =
p

yg
Σ̃ (۴٧.١)

است زیر صورت به ماکزیمم درستنمایی تابع و

|Σ̃|−
١
٢ g(yg)

بنابراین ،B = |Σ|−
١
pΣ کنید فرض برهان.

L(µ,Σ) = |Σ|−
١
٢ g
[
(x− µ)′Σ−١(x− µ)

]
= |Σ|−

١
٢ g[d]

طرفی از

d = (x− µ)′Σ−١(x− µ)

=
(x− µ)′B−١(x− µ)

Σ− ١
٢

نتیجه در

|Σ|
١
p =

(x− µ)′B−١(x− µ)
d

می�رسانیم − p
٢ توان به را طرفین

|Σ− ١
٢ | =

[
(x− µ)′B−١(x− µ)

d

]− p
٢

از است عبارت درستنمایی تابع ،|B| = ١ و (µ̃, Σ̃) ∈ Ω آنگاه

L(µ,B) =
[
(x− µ)′B−١(x− µ)

]− p
٢︸ ︷︷ ︸

(١)

d
p
٢ g(d)︸ ︷︷ ︸
(٢)

(۴٨.١)



٣۴ بیضی�گون توزیع�های .١

حالت در می�دهد. رخ d = p و B = B̃ = |Σ̃|−
١
p Σ̃ ،µ = µ̃ در (۴٨.١) ماکزیمم بودن، نرمال تحت

d̂ = yg و B̂ = B̃ ،µ̂ = µ̃ برابر که (٢) و (١) قسمت ماکزیمم از است عبارت (۴٨.١) ماکزیمم کلی

داریم نتیجه در ،B = |Σ|−
١
p که آن�جایی از می�باشد.

Σ = |Σ|
١
pB

Σ̂ = |Σ̂|
١
p B̂

= |Σ̂|
١
p |Σ̃|−

١
p Σ̃ =

(
|Σ̂|
|Σ̃|

) ١
p

Σ̃

طرفی از

d̂ =
(x− µ̂)′B̂−١(x− µ̂)

|Σ̂|
١
p

نتیجه در

|Σ̂|
١
p =

(x− µ̂)′B̂−١(x− µ̂)
yg

=
(x− µ̃)′|Σ̃|

١
p Σ̃−١

yg

|Σ̂|
١
p |Σ̃|−

١
p =

(x− µ̃)′Σ̃−١(x− µ̃)
yg

داریم می�دهد رخ (x− µ̃)′Σ̃−١(x− µ̃) = d = p در نرمال ماکزیمم که آنجایی از

|Σ̂|
١
p |Σ̃|−

١
p =

p

yg

بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس ٩.١

بیضی�گون، خانواده توزیع�های از یکی برای را فرضیه آزمون گفته�شده، مطالب از استفاده با قسمت این در

می�دهیم. انجام نمایی�-�توانی توزیع

با p-متغیره نمایی�-�توانی توزیع دارای ،p ≥ ١ با X = (x١, · · · , xp)′ تصادفی بردار .١.٩.١ تعریف

تابع اگر است. β ∈ (٠,∞) و p × p مثبت معین ماتریس Σ ،µ ∈ ℜp که ،β و Σ ،µ پارامتر�های

باشد زیر صورت به آن چگالی

f(x;µ,Σ, β) = k|Σ|−
١
٢ exp

(
−١٢

[
(x− µ)′Σ−١(x− µ)

]β)
, (۴٩.١)



٣۵ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

که

k =
pΓ( p٢)

π
p
٢Γ(١+ p

٢β )٢
١+ p

٢β

.X ∼ PEp(µ,Σ, β) می�نویسیم و

با می�باشد. ECp(µ,Σ, g) بیضی�گون توزیع�های دارای تصادفی بردار چگالی تابع واقع در (۴٩.١) تابع

(١٩٩٠) همکاران و فنگ )
∫∞
٠ t

p
١−٢g(t)dt <∞ به توجه با g تابع این�رو از ،g(t) = exp(−١

٢t
β)

حقیقت در ببینید)، را

∫ ∞

٠
t
p
١−٢exp

(
−١٢t

β

)
dt =

١
β

(
١
٢

)− p
٢β

Γ(
p

٢β ).

�βهای برای اینجا در دهیم. قرار مطالعه مورد را (۴٩.١) چگالی نمودار روی از می�توانیم p = ٢ وقتی

دقت می�یابد، افزایش β که وقتی کردیم. رسم را نمایی-توانی چگالی نمودار Σ = I٢ و µ = ٠ با متفاوت

می�باشد. استاندارد بعدی یک توزیع از چند�متغیره نمایی�-�توانی چگالی تابع می�کند. پیدا تقلیل نمودار

اگرچه حال، این� با می�کند. پیدا کاهش بعدی یک چگالی به (۴٩.١ ) چگالی ،p = ١ برای این�رو از

برای EPp(٠,١, β) صورت به Xi که می�کنند تایید را X = (x١, · · · , xp)′ تصادفی بردار مولفه�های

PEp(٠, Ip, β) توسط X که نمی�رساند را مفهوم این ولی هستند. مستقل و شده� توزیع ،i = ١, · · · , p

چگالی ،β = ١
٢ وقتی دارد. تطابق نرمال توزیع با باشد β = ١ که حالتی برای جز به است، شده توزیع

توزیع کند میل بی�نهایت سمت به β که وقتی و می�یابد. کاهش نمایی دو نمایی�-�توانی توزیع به (۴٩.١)

می�کند. میل یکنواخت توزیع به چند�متغیره

تصادفی نمایش ١.٩.١

نمایش آن برای می�توانیم می�باشد، بیضی�گون توزیع�های خانواده به متعلق نمایی�-�توانی توزیع از�آنجائیکه

را (١٩٩٠) ژانگ و فنگ و (١٩٨٧) جانسون ،(١٩٨١) همکاران و کمبانیس بگیریم. نظر در تصادفی

ببینید.

با است برابر X آن�گاه باشد، PEp(µ,Σ, β) نمایی-�توانی توزیع دارای X اگر (الف) .٢.٩.١ قضیه

µ+RA′u(p), (۵٠.١)



٣۶ بیضی�گون توزیع�های .١

(آ) β = ٠٫ ٢۵

(ب) β = ٠٫ ۵

(ج) β = ١

Σ = I٢ و µ = ٠ و مختلف βهای ازای به نمایی�-�توانی توزیع تابع :۶.١ شکل



٣٧ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

(آ) β = ۵

(ب) β = ۵٠

(ج) β = ١

برای تراز منحنی و Σ = I٢ و µ = ٠ و مختلف βهای ازای به نمایی�-�توانی توزیع تابع :٧.١ شکل
β = ١



٣٨ بیضی�گون توزیع�های .١

تصادفی متغیر �R است، ℜp در واحد کره روی بر یکنواخت توزیع دارای تصادفی بردار u(p) که

چگالی تابع درای ،u(p) از مستقل پیوسته، نامنفی

hR(r) =
p

Γ(١+ p
٢β٢

p
٢β )

rp−١exp

(
−١٢r

٢β
)
I(٠,∞)(r), (۵١.١)

.A′A = Σ که می�باشد p مرتبه با مربعی ماتریس A و

دارای تصادفی بردار u(p) که باشد µ + RA′u(p) با برابر X = (x١, · · · , xp)′ اگر برعکس، (ب)

،u(p) از مستقل پیوسته، نامنفی تصادفی متغیر R ،ℜp در واحد کره روی بر یکنواخت توزیع

توزیع دارای X آن�گاه باشد، نامنفرد ماتریس Ap×p و β ∈ (٠,∞) ،(۵١.١) چگالی تابع با

.Σ = A′A که طوری� به است PEp(µ,Σ, β) نمایی�-�توانی

گشتاور�ها ٢.٩.١

زیر صورت به می�شوند تولید (۵١.١) چگالی از که R تصادفی متغیر گشتاور�های (الف) .٣.٩.١ قضیه

است.

E(Rs) =
٢

s
٢βΓ
(

p+s
٢β

)
Γ
(

p
٢β

) (۵٢.١)

.s مثبت مقدار هر برای

می�باشد. Ga( p
٢β ,

١
٢) توزیع دارای T = R٢β تصادفی متغیر (ب)

است. توزیع هم R٢ با Z = (x− µ)′Σ−١(x− µ) درجه�دوم صورت (ج)

برهان.

(الف)

E(Rs) =

∫ +∞

−∞
rshR(r)dr

=

∫ +∞

−∞
rs

p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β
rp−١exp

(
−١٢r

٢β
)
I(٠,∞)(r)dr

=
p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β

∫ +∞

٠
rp+s−١exp

(
−١٢r

٢β
)
dr



٣٩ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

بگیرید) نظر در را z = ١
٢r

٢β متغیر (تغییر

=
p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β

∫ +∞

٠
(٢z)

p+s−١
٢β exp (−z)

(
١
β

)
(٢z)

١
٢β−١dz

=
p٢

p+s
٢β

٢β٢
p
٢βΓ(١+ p

٢β )

∫ ∞

٠
(z)

p+s
٢β −١exp(−z)dz

=
٢

s
٢βΓ
(

p+s
٢β

)
Γ
(

p
٢β

)
داریم (۵١.١) معادله�ی در t = r٢β جایگذاری با (ب)

fT (t) = fR(t
١
٢β )|j|

=
p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β
(t

p−١
٢β )exp

(
−١٢t

)(
١
٢β

)
t

١
٢β−١

=

(١
٢
) p

٢β

Γ
(

p
٢β

)t p
٢β−١exp

(
−١٢t

)

.T ∼ Ga( p
٢β ,

١
٢) یعنی

نتیجه در Σ = A′A داریم آنجائیکه از (ج)

Σ−١ = (A′A)−١ = A−١(A′)−١

AΣ−١ = AA−١(A′)−١

AΣ−١A′ = (A′)−١A′

AΣ−١A′ = I (۵٣.١)

داریم (۵٠.١) رابطه از

x− µ = RA′u(p)

می�دهیم قرار حال

Y = Σ− ١
٢ (x− µ)

= Σ− ١
٢RA′u(p)



۴٠ بیضی�گون توزیع�های .١

در است، یکنواخت توزیع دارای u(p) این�که به توجه با و (۵٣.١) رابطه�ی از استفاده با آن�گاه

داریم است یک�بعدی تصادفی متغیر یک R و [u(p)]′[u(p)] = I نتیجه

Y ′Y = (x− µ)′Σ−١(x− µ)

=
[
Σ− ١

٢RA′u(p)
]′ [
−١٢RA

′u(p)
]

= R٢ [u(p)]′ [u(p)]
= R٢

. است هم�توزیع R٢ با Z = (x− µ)′Σ−١(x− µ) دوم درجه صورت نتیجه در

مشخصه تابع ٣.٩.١

آن�گاه X ∼ PEp(µ,Σ, β) اگر .۴.٩.١ قضیه

است زیر صورت به آن مشخصه�ی تابع (الف)

ϕX(t) =
p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β
exp(it′µ)

∫ +∞

٠
ψp(r
√
t′Σt)rp−١exp

(
−١٢r

٢β
)
dr(۵۴.١)

.p > ١ هر برای ψp(x) =
Γ( p٢ )

π
١
٢ Γ( p−١

٢ )

∫ π

٠ exp(ixcosθ)sin
p−٢θdθ و ψ١(x) = cosx آن در که

E(X) = µ (ب)

Cov(X) =
٢
١
β Γ( p+٢

٢β )

pΓ( p
٢β )

Σ (ج)

b١(X) = ٠ (د)

b٢(X) =
p٢Γ( p

٢β )Γ(
p+۴
٢β )

Γ٢( p+٢
٢β )

− p(p+ ٢) (ه)

هستند. �بعدی چند برجستگی و چولگی ضریب ترتیب به b٢(X) و b١(X) که طوری به

برهان.

نوشت می�توان (۵٠.١) چگالی و تعریف از استفاده با (الف)

ϕX(t) = E (exp(it′x))



۴١ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

=

∫
R

∫
U(p)

exp
(
it′A′ru(p)

)
hU(p)(u)hR(r)dudr

=

∫ ∞

٠
EUp

[
exp(it′A′ru(p))

]
hR(r)dr

=

∫ ∞

٠
ϕu(p)(rAt)hR(r)dr (۵۵.١)

ϕu(p) = ψp(||t||) = برابر u(p) مشخصه تابع زنگ(١٩٩٠) و فنگ (٢·۵·١) قضیه�ی به توجه با

داریم این�رو از ψ(
√
t′t)

ϕRu(p) =

∫ ∞

٠
ψp(
√
rt′A′Atr)hRdr

=

∫ ∞

٠
ψp(r
√
t′Σt)hR(r)dr

=
p

Γ(١+ p
٢β )٢

p
٢β

∫ ∞

٠
ψp(r
√
t′Σt)rp−١exp

(
−١٢r

٢β
)
dr (۵۶.١)

می�آید. بدست نظر مورد نتیجه�ی (۵۵.١) در (۵۶.١) معادله�ی جایگذاری با

(۵٠.١)داریم رابطه�ی از استفاده با (ب)

X = µ+RA′u(p)

داریم مستقل��اند، هم از u(p) و R همچنین و موجود E(R)،(٣.٩.١) قضیه�ی بر بنا آن�جایی�که از

E(X) = µ+ E(R)A′E(u(p))

.E(X) = µ بنابراین ،E(u(p)) = ٠ آن�جایی�که از

می�دانیم (ج)

Cov(X) = E [(X − µ)(X − µ)′]

داریم (۵٠.١) رابطه از

Cov(X) = E
[
RA′u(p)u(p)

′
AR
]

= E(R٢)A′E
(
u(p)u(p)

′
A
)

= E(R٢)A′V ar(u(p))A

= E(R٢)A′١
p
IpA



۴٢ بیضی�گون توزیع�های .١

=
١
p
E(R٢)Σ.

می�شود نتیجه ،٣.٩.١ قضیه�ی از استفاده با و

Cov(X) =
٢

١
βΓ(p+٢

٢β )

pΓ( p
٢β )

Σ

µ+SA′ν(p) و µ+RA′u(p) توزیع�های دارای ترتیب به y و x ،(۵٠.١) رابطه از استفاده با (د)

۴.٩.١ قضیه در اگر بنابراین می�باشند. مستقل یکدیگر از ν(p) و u(p) S ،R که طوری به هستند،

آن�گاه a =
٢
١
β Γ( p+١

٢β )

pΓ( p
٢β )

p
٢β کنیم فرض (ج) قسمت

b١(X) = E
[(
(X − µ)′Cov(X)−١(X − µ)

)٣]
= E

[(
(RA′u(p))′(aΣ)−١(SA′ν(p))

)٣]
= a−٣E

[(
Ru(p)

′
AΣ−١A′ν(p)S

)٣]
( (۵٣.١) رابطه از استفاده با )

= a−٣E
[
(RS)٣(u(p)

′
ν(p))٣

]
= a−٣E

[
(RS)٣

]
E
[
u(p)

′
ν(p)
]٣

یکنواخت توزیع دارای ν(p) و است، متقارن مبدا به نسبت u(p)
′

٠ ν(p) ،u(p)٠ هر برای آن�جایی�که از

بنابراین است، ℜp در واحد کره روی

E
[
(u(p)

′
ν(p))٣|u(p) = u(p)٠

]
= E

[
u(p)

′

٠ ν(p)
]٣

= ٠

نتیجه در و E
[
u
(p)′

٠ ν(p)
]٣

= ٠ پس

b١(X) = ٠

داریم (ج) قسمت ۴.٩.١ قضیه از استفاده با آن�گاه ،a =
٢
١
β Γ( p+١

٢β )

pΓ()
p
٢β می�کنیم فرض دوباره (ه)

b٢(X) = E
[
(X − µ)′Cov(X)−١(X − µ)

]٢ − p(p+ ٢)

= a−٢E
[
(X − µ)′Σ−١(X − µ)

]٢ − p(p+ ٢)

= a−٢E(R۴)− p(p+ ٢)



۴٣ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

=

 p٢Γ٢( p
٢β )

٢
١
βΓ٢(p+٢

٢β )

٢
٢
٢βΓ(p+۴

٢β )

Γ( p
٢β )

− p(p+ ٢)

=
p٢Γ( p

٢β )Γ(
p+۴
٢β )

Γ٢(p+٢
٢β )

− p(p+ ٢)

پارامترها برآورد ۴.٩.١

نرمال در درستنمایی ماکزیمم برآورد Σ̃ ،µ̃ و X ∼ PEp(µ,Σ, β) کنید فرض .(JJ) ۵.٩.١ قضیه

با است برابر نمایی�-�توانی توزیع در درستنمایی ماکزیمم برآورد آن�گاه باشند. چندمتغیره

µ̂ = µ̃ = X̄, Σ̂ =
p

yg
Σ̃ = β

√
βpp−١n− ١

n
S.

داریم نمایی�-�توانی توزیع در برهان.

g(y) = exp

(
−١٢y

β

)
می�آوریم بدست را y p

٢ g(y) ماکزیمم ،١.٨.١ قضیه به توجه با

h(y) = y
p
٢ exp

(
−١٢y

β

)
h′(y) =

p

٢y
p
١−٢exp

(
−١٢y

β

)
− β

٢y
β−١y

p
٢ exp

(
−١٢y

β

)
=

١
٢exp

(
−١٢y

β

)
y

p
١−٢ [p− βyβ] = ٠

yβ =
p

β

با است برابر h(y) ماکیسمم نتیجه در

yg =

(
p

β

) ١
β

با هستند برابر نمایی�-�توانی توزیع در پارامتر�ها درستنمایی ماکزیمم برآورد این�رو از

µ̂ = µ̃ = X̄, Σ̂ =
p

yg
Σ̃ = β

√
βpβ−١n− ١

n
S

می�باشند. S =
∑n

i=١(xi − x̄)(xi − x̄)′ و X̄ = ١
n

∑n
i=١ xi آن در که



۴۴ بیضی�گون توزیع�های .١

فرضیه آزمون ۵.٩.١

Σ١ = Σ٢ = · · · = Σg = Σ فرض با H٠ = µ١ = µ٢ = · · · = µg = µ فرضیه آزمون ( الف

بگیرید. نظر در را است σ = (σ١١, · · · , σ١p, · · · , σ(p−١)p, σpp) که σ١ = · · · = σg = σ و

درستنمایی تابع آن�گاه بگیرید. نظر در θ پارامتر MLE را θ̃ = (µ̃′, σ̃′) ،H٠ فرضیه تحت

با است برابر ماکزیمم

L(θ̃) = kn|Σ|−
n
٢ exp

−١٢
g∑

i=١

ni∑
j=١

[
(xij − µ̃)′Σ̃−١(xij − µ̃)

]β
آن در که

µ̃ = X̄ =
١
n

g∑
i=٠

ni∑
j=١

Xij, Σ̃ =
١
n

g∑
i=١

ni∑
j=٠

(xij − µ̃)(xij − µ̃)′, n =

g∑
i=١

ni

آن�گاه بگیرید. نظر در θ ∈ Θ پارامتر MLE را θ̂ = (µ̂′
١, · · · , µ̂′

g, Σ̂
′)′ ���،θ ∈ Θ− Θ٠ تحت

با است برابر ماکزیمم درستنمایی تابع

L(θ̂) = cn|Σ|−
n
٢ exp

−١٢
g∑

i=١

ni∑
j=١

[
(xij − µ̂i)

′Σ̂−١(xij − µ̂i)
]β

آن در که

µ̂i =
١
ni

ni∑
j=١

Xij = X̄i·, Σ̂ = Σ̃

می��کند رد را H٠ ،H١ : θ ∈ Θ − Θ٠ مقابل در H٠ : θ ∈ Θ٠ برای درستنمایی نسبت آزمون

اگر

Λ =
L(θ̃)

L(θ̂)
< c

بنابراین

Λ =

exp

{
−١

٢
∑g

i=١
∑ni

j=١

[
(xij − µ̃)′Σ̃−١(xij − µ̃)

]β}
exp

{
−١

٢
∑g

i=١
∑ni

j=١

[
(xij − µ̂i)′Σ̂−١(xij − µ̂i)

]β} < c



۴۵ بیضی�گون توزیع خانواده از مثال یک بررس .٩.١

،H٠ فرض تحت هستند. متفاوت Σiها که وقتی H٠ : µ١ = µ٢ = · · · = µg = µ آزمون ( ب

برابر ماکزیمم درستنمایی تابع آن�گاه بگیرید. نظر در θ پارامتر MLE را θ̃ = (µ̃′, σ̃′
١, · · · , σ̃′

g)

با است

L(θ̃) = k
∑g

i=١ ni

g∏
i=١
|Σ̃i|−

ni
٢ exp

−١٢
g∑

i=١

ni∑
j=١

[
(xij − µ̃)′Σ̃−١

i (xij − µ̃)
]β

آن در که

µ̃ = X̄ =
١
n

g∑
i=٠

ni∑
j=١

Xij, Σ̃i =
١
ni

ni∑
j=٠

(xij − µ̃)(xij − µ̃)′

نظر در θ پارامتر MLE را θ̂ = (µ̂′
١, · · · , µ̂g, Σ̂

′
١, · · · , Σ̂′

g)
′ ،θ ∈ Θ مقابل فرض تحت

با برابر ماکزیمم درستنمایی تابع آن�گاه بگیرید.

L(θ̂) = k
∑g

i=١ ni

g∏
i=١
|Σ̂|−

ni
٢ exp

−١٢
g∑

i=١

ni∑
j=١

[
(xij − µ̂i)

′Σ̂−١
i (xij − µ̂i)

]
آن در که

µ̂i =
١
ni

ni∑
j=١

Xij, Σ̂i =

ni∑
j=١

(Xij − µ̂i)(Xij − µ̂i)
′

می�کند رد را H١ : θ ∈ Θ−Θ٠ مقابل در H٠ : θ ∈ Θ فرض درستنمایی نسبت آزمون نتیجه در

اگر

Λ =
L(θ̃)

L(θ̂)
< c

بنابراین

Λ =

g∏
i=١

[
|Σ̂i|
|Σ̃i|

]ni
٢

exp

{
−١٢

g∑
i=١

ni∑
i=١

([
(xij − µ̃)′Σ̃−١

i (xij − µ̃)
]β
−
[
(xij − µ̂i)

′Σ̂−١(xij − µ̂i)
]β)}

< c

(١.٩) قضیه به توجه با باشد بزرگ کافی اندازه به n که وقتی است. مناسب مقدار یک c آن در که

تقریبی طور به (١٣٨٨) پارسیان

−٢lnΛ = −٢ln
(
L(θ̃)

L(θ̂)

)
∼ χ٢

r



۴۶ بیضی�گون توزیع�های .١

می�آید بدست زیر صورت به آزادی، درجه r که

r = dimΘ− dimΘ٠



٢ فصل

کاتز نوع توزیع

مقدمه ١.٢

می�پردازیم. توزیع این کامل بررسی به ادامه در سپس معرفی، را p-متغیره کاتز توزیع ابتدا فصل این در

و فنگ و بنتلر٢(١٩٩٨) و لیانگ ناداراجا١(٢٠٠٣)، و کاتز به می�توانید بیشتر بررسی و مطالعه برای

کنید. مراجعه (١٩٩٠) همکاران

(١٩٩٠) همکاران و فنگ در شده پیشنهاد کاتز نوع توزیع ٢.٢

باشد زیر صورت به g چگالی مولد و x ∼ ECp(µ,Σ, g) اگر .١.٢.٢ تعریف

g(u) = cpu
N−١exp{−rus} r, s > ٠,٢N + p > ٢, (١.٢)

صورت به آن چگالی تابع و است کاتز نوع توزیع Xدارای گوییم می� است، ساز نرمال ثابت cp آن در که

است زیر

f(X,µ,Σ) = cp|Σ|−
١
٢
[
(X − µ)′Σ−١(X − µ)

]N−١
exp

{
−r
[
(X − µ)′Σ−١(X − µ)

]s}
(٢.٢)

١Kotz and Nadarajah
٢Liang and Bentler



۴٨ کاتز نوع توزیع .٢

برابر نرمال�ساز ثابت که

cp =
sΓ( p٢)

π
p
٢Γ(٢N+p−٢

٢s )
r

٢N+p−٢
٢s

خاصی حالت کاتز نوع توزیع می�کنیم. Xاستفاده ∼ Kzp(x;N, r, s) نماد از حالت این در می�باشد

باشد می تصادفی نمایش دارای X این�رو، از است. متقارن بیضی�گون توزیع�های از

X = µ+
√
UΣ

١
٢V (٣.٢)

است. V از مستقل U و می�باشد ℜp در واحد کره روی بر یکنواخت توزیع دارای Vp×١ آن در که

آن�گاه باشد. p-�متغیره کاتز نوع توزیع دارای X = µ +
√
uΣ

١
٢V کنید فرض .(JJ) ٢.٢.٢ قضیه

به f(.) چگالی دارای u اگر است g(u;N, r, s) = Cpu
N−١exp{−rus} چگالی مولد تابع دارای X

باشد. زیر صورت

fU(u) =
π

p
٢

Γ( p٢)
u

p
١−٢g(u). (۴.٢)

نامنفی و پذیر اندازه تابع h(.) کنید فرض همچنین است. g(X ′X) چگالی Xدارای کنید فرض برهان.

داریم آ�.۴.٢ نتیجه از استفاده با بنابراین باشد.

E[h(.)] =

∫
h(X ′X)g(X ′X)dX

=
π

p
٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
h(y)y

p
١−٢g(y)dy y = u, dy = du

=
π

p
٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
h(u)u

p
١−٢g(u)du

است. درست فوق چگالی بنابراین

است.(بارینگاوس مفید بسیار بودن نرمال فرضیاتمعمول بدون ریاضی روش�های ساخت در کاتز نوع توزیع

نرمال چگالی به r = ١
٢ ،N = ١ ،s = ١ که ببینید).وقتی را ٢٠٠٠ همکاران۴ لیانگو و ١٩٩٢ ٣ هنز و

(١٩٧۵) کاتز توسط شده معرفی اصلی کاتز نوع توزیع به (٢.٢) s،چگالی = ١ که وقتی p-متعیره،

۵ ناداراجا و (کاتز چندمتغیره نمایی�-�توانی توزیع به (٢.٢) چگالی دیگر خاص حالت در شود. می تبدیل

٣Baringhaus and Henze
۴Liang
۵Kotz and Nadarajah



۴٩ حاشیه�ای چگالی .٣.٢

µ = (٠,٠)′ ازای به کاتز نوع توزیع نمودار (٢.٢) و (١.٢) شکل در می�شود. تبدیل ببینید) را ٢٠٠١a

کردیم. رسم مختلف sهای و N همچنین و Σ =

(
١ ٠٫ ١
٠٫ ١ ١

)
و

حاشیه�ای چگالی ٣.٢

(نه بیضی�گون توزیع دارای (٢.٢) حاشیه�ای توزیع هر (١٩٩٠) همکاران و فنگ (٢ · ١۶) قضیه طبق

داریم X = (x١, x٢)
′ ،p = ٢ حالت برای بنابراین می�باشد. کاتز) نوع توزیع لزوما

µ =

(
٠
٠

)
, Σ =

(
١ ρ

ρ ١

)
− ١ < ρ < ١

از عبارتست چگالی مولد تابع و

∫ ∞

٠
g(u)du =

∫ ∞

٠
uN−١exp(−rus)du, us = x

=

∫ ∞

٠
x

N−١
s e−rx × ١

s
x

١
s
−١dx

=
١
s

∫ ∞

٠
x

N
s
−١e−rxdx

=
١
s

Γ(N
s
)

r
N
s

× ١

=
Γ(N

s
)

sr
N
s

داریم

f(x١, x٢) =
sr

N
s (x٢١ + x٢٢ − ٢ρx١x٢)N−١

πΓ(N
s
)(١− ρ٢)N− ١

٢
exp

{
−r

(
x٢١ + x٢٢ − ٢ρx١x٢

١− ρ٢

)s}
(۵.٢)

هندسی فوق تابع می�شود. تبدیل متغیره دو نرمال به فوق چگالی باشد r = ١
٢ و s = ١ ،N = ١ وقتی

بگیرید. نظر در را Ψ تباهیده

Ψ(α, β, x) =
Γ(١− β)

Γ(α− β + ١) ١F١(α; β;x) +
Γ(β − ١)
Γ(α)

x١−β
١F١(α− β + ٢;١− β;x)

با است برابر ( ۵.٢) حاشیه�ای چگالی تابع ، از(۴٠.١) استفاده با

qg(x) =
sr

N
s

πΓ(N
s
)

∫ ∞

x٢
(z − x٢)−

١
٢ zN−١exp(−rzs)dz



۵٠ کاتز نوع توزیع .٢

(آ) N = ٢, s = ١

(ب) N = ١, s = ٢

(ج) N = ٢, s = ١

(د) N = ١, s = ٢

تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع :١.٢ شکل



۵١ حاشیه�ای چگالی .٣.٢

(آ) N = ۵, s = ٣

(ب) N = ٣, s = ۵

(ج) N = ۵, s = ٣

(د) N = ٣, s = ۵

تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع :٢.٢ شکل



۵٢ کاتز نوع توزیع .٢

=
sr

N
s

πΓ(N
s
)

∞∑
k=٠

(−١)k
(
−١

٢

k

)
x٢k
∫ ∞

x٢
zN−k− ٣

٢ exp (−rzs) dz

=
r

N
s

πΓ(N
s
)

∞∑
k=٠

(−١)kr k
s

(
−١

٢

k

)
x٢k
∫ ∞

rx٢s
y

N
s
− k

s
− ١

٢s−١exp(−y)dy

=
r

١
٢s exp(−rx٢s)
πΓ(N

s
)

∞∑
k=٠

(−١)kr k
s

(
−١

٢

k

)
x٢k

× Ψ

(
١− N

s
+
k

s
+

١
٢s,١−

N

s
+
k

s
+

١
٢s ; rx

٢s
)

(۶.٢)

برای متناطر، (cdf) تجمعی توزیع تابع کردیم. استفاده آ�.٨.٢ در گاما تابع دوم تعریف از آخر بخش در که

با است برابر ،z > ٠

Qg(x) = ١− r
١
٢s

πΓ(N
s
)

∞∑
k=٠

(−١)kr k
s

(
−١

٢

k

)∫ ∞

x

z٢kexp(−rz٢s)

× Ψ

(
١− N

s
+
k

s
+

١
٢s,١−

N

s
+
k

s
+

١
٢s ; rz

٢s
)
dz

= ١− r
١
٢s

٢sπΓ(N
s
)

∞∑
k=٠

(−١)kr k
s

(
−١

٢

k

)
x٢k

×
∫ ∞

x٢s
y

k
s
+ ١

٢s−١exp(−ry)Ψ
(
١− N

s
+
k

s
+

١
٢s,١−

N

s
+
k

s
+

١
٢s ; ry

)
dy

= ١− ١
πΓ(N

s
)

∞∑
k=٠

(−١)k
(
−١

٢

k

)
x٢k
{

١
٢k + ١Γ(

N

s
)

− r
١
٢s r

k
sx٢k+١

٢k + ١ Γ

(
N

s
− k

s
− ١

٢s

)
+

sr
N
s x٢n

N(٢N − ٢k − ١)
× ٢F٢

(
N

s
− k

s
− ١

٢s,
N

s
;
N

s
− k

s
− ١

٢s + ١, N
s
+ ١;−rx٢s

)}
(٧.٢)

است. شده استفاده (١٩٩٠) همکاران و پرودنیکف۶ در (١ · ١۴ · ٢ · ٨) رابطه از آخر بخش در که

کنیم فرض اگر هستند. هندسی فوق تابع�های از نامتناهی مجموع (٧.٢) و (۶.٢ ) حاشیه�ای چگالی دو

صحیح عدد N اینکه فرض با بیاوریم. بدست ساده�تری عبارت می�توانیم هستند صحیح اعداد s و N

نوشت زیر صورت به را (۶.٢) چگالی می�توان باشد،

qg(x) =
sr

N
s

πΓ(N
s
)

∫ ∞

x٢
(z − x٢)−

١
٢ (x٢ + z − x٢)N−١exp(−rzs)dz

=
sr

N
s

πΓ(N
s
)

N−١∑
k=٠

(
N − ١
k

)
x٢(N−k−١)

∫ ∞

x٢
(z − x٢)k−

١
٢ exp(−rzs)dz (٨.٢)

۶Prudnikov



۵٣ گشتاور .۴.٢

می�یابد تبدیل زیر رابطه به (٨.٢) چگالی باشد، s = ١ که وقتی

qg(x) =
rN− ١

٢x٢(N−١)exp(−rx٢)√
π

N−١∑
k=٠

٢k!
۴k(N − k − ١)!(k!)٢

r−kx−٢k

است. اولیه توابع از متناهی حاصل�جمع که

کنیم بیان زیر صورت به (٨.٢) چگالی می�توانیم ،s = ١
٢ که وقتی همچنین

qg(x) =
r٢N |x|٢N−١

πΓ(٢N)

N−١∑
k=٠

(
N − ١
k

)∫ ∞

١
y(y٢ − ١)k− ١

٢ exp(−r|x|y)dy

=
(N − ١)!r٢Nx٢(N−١)

(٢N − ١)!π

N−١∑
k=٠

٢k!
٢k(N − k − ١)!(k!)٢

r−k|x|−k+١Kk+١(r|x|),

کردیم، استفاده آ�.١١.٢ رابطه از آن در که

و

Kν(x) =
xνΓ(١٢)

٢νΓ(ν + ١
٢)

∫ ∞

١
exp(−xy)(y٢ − ١)ν− ١

٢dy

می�باشد. بسل٧ تابع

داریم آنگاه N = s = ١
٢ که وقتی همچنین

qg(x) =
r

٢π

∫ ∞

x٢
(z − x٢)−

١
٢ z−

١
٢ exp(−r

√
z)dz

=
r

π

∫ ∞

٠
(y٢ − ١)− ١

٢ exp(−r|x|y)dy

=
r

π
K٠(r|x|). (٩.٢)

گشتاور ۴.٢

(J) داریم (۴.٢) چگالی از استفاده با

E(ut) =

∫ ∞

٠

π
p
٢

Γ( p٢)
ut+

p
١−٢g(u)du

=
sr

(٢N+p−٢)
٢s

Γ( (٢N+p−٢)
٢s )

∫ ∞

٠
ut+

p
٢+N−٢exp(−rus)du

٧Bessel function



۵۴ کاتز نوع توزیع .٢

=
sr

(٢N+p−٢)
٢s

Γ( (٢N+p−٢)
٢s )

∫ ∞

٠
y

x
s exp(−ry)١

s
y

١
s
−١dy, y = us, x = t+

p

٢ +N − ٢

=
sr

(٢N+p−٢)
٢s

Γ( (٢N+p−٢)
٢s )

∫ ∞

٠

١
s
y

x+١
s

−١exp(−ry)dy

=
sr

(٢N+p−٢)
٢s

Γ( (٢N+p−٢)
٢s )

Γ(x+١
s
)

sr
x+١
s

∫ ∞

٠

sr
x+١
s

Γ(x+١
s
)
y

x+١
s

−١exp(−ry)dy︸ ︷︷ ︸
=١

=
sr

(٢N+p−٢)
٢s

Γ( (٢N+p−٢)
٢s )

Γ(٢t+p+٢N−٢
٢s )

sr
٢t+٢p+٢N−٢

٢s

=
r−

t
sΓ(٢t+p+٢N−٢

٢s )

Γ(٢t+p+٢N−٢
٢s )

(١٠.٢)

با است برابر X مولفه�های حاصل�ضرب گشتاورهای آ�.۶.۴، قضیه از استفاده با

E

(
p∏

k=١
X٢tk

k

)
= E

(
X

٢t١
١ X

٢t٢
٢ · · ·X

٢tp
p

)
=

E(ut)

π
p
٢

Γ( p٢)

Γ( p٢ + t)

p∏
k=١

Γ(
١
٢ + tk)

=
r−

t
sΓ(٢t+p+٢N−٢

٢s )Γ( p٢)

π
p
٢Γ(٢t+p+٢N−٢

٢s )Γ( p٢ + t)

p∏
k=١

Γ(
١
٢ + tk)

بر بنا این بر علاوه .t = t١ + t٢ + · · ·+ tp و هستند صحیح اعداد t١ ≥ ١, t٢ ≥ ١, · · · tp ≥ ١ که

با است برابر ترتیب به کوواریانس و ریاضی امید ۴.۵.١ لم

E(X) = µ, Cov(X) = r−
١
s

Γ(٢N+p
٢s )

Γ(٢N+p−٢
٢s )

Σ

rankΣ

داریم Dt رابطه در (١ · ۵ · ٢) بخش نتایج از استفاده با (p = ٢) متغیره دو حالت در

Dt =
sr

N
s

Γ(N
s
)

∫ ∞

٠
zt+N−١exp(−rzs)dz

= r−
t
s
Γ(N

s
+ t

s
)

Γ(N
s
)

.

با هستند )برابر ۵.٢) به مربوط گشتاورهای بنابراین

E(Xj) = ٠, j = ١,٢

V ar(Xj) =
r−

١
sΓ(N

s
+ ١

s
)

٢Γ(N
s
)

, j = ١,٢



۵۵ مشخصه تابع .۵.٢

Cov(X١, X٢) =
ρr−

١
sΓ(N

s
+ ١

s
)

٢Γ(N
s
)

،t٢ ≥ ١ و t١ ≥ ١ برای و

E(X
٢t١
١ X

٢t٢
٢ ) =

Γ(N
s
+ t١

s
+ t٢

s
)B(١٢ + t١,

١
٢ + t٢)

Γ(N
s
)

r
−(t١+t٢)

s

π
.

مشخصه تابع ۵.٢

تانگ٨(١٩٨٩) و آینگار توسط که کاتز نوع توزیع مشخصه تابع ،(٢.٢) چگالی مولد در s = ١ برای

است. زیر شرح به شده محاسبه

با است برابر کاتز نوع توزیع مشخصه تابع .(J) ١.۵.٢ قضیه

E ( exp(it′X)) = exp(it′µ)ϕ(t′Σt)

آن در که

ϕ(u) = exp(− u

۴r )
N−١∑
k=٠

(
N − ١
k

)
Γ( p٢)

Γ( p٢ + k)

(
− u

۴r

)k

(١١.٢)

همچنین ،Σ = I می�کنیم فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون برهان.

λp,N(t′t; r) = π− p
٢

∫
exp(it′X)(X ′X)N−١exp(−r(X ′X))dX (١٢.٢)

که کنیم ثابت باید بگیرید، نظر در را

λp,N(u, r) = exp(− u

۴r )
(
١
٢

)N+ p
١−٢ N−١∑

k=٠

(
N − ١
k

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k)

(
− u

۴r

)k

(١٣.٢)

حال داد. نشان N = ١ برای را (١٣.٢) می�توان چندمتغیره، نرمال توزیع مشخصه تابع گرفتن نظر در با

برقرار نیز N + ١ برای که دهیم نشان باید است. برقرار N هر برای (١٣.٢) رابطه که می�کنیم فرض

داریم ١
r
به نسبت (١٢.٢) رابطه از گرفتن مشتق با است،

r−٢ d

d(١
r
)
(λp,N(t′t; r)) = r−٢

∫
exp(it′x)(X ′X)N−١ d

d(١
r
)
(exp(−r(X ′X)))dX

٨Iyengar and Tong



۵۶ کاتز نوع توزیع .٢

=

∫
exp(it′X)(X ′X)Nexp(−rX ′X)dX = λp,N+١(t′t; r)

نتیجه در

λp,N+١(u; r) = r−٢ d

d(١
r
)
λp,N(u; r)

می�نویسیم

m = − u

۴r , Ck =

(
N − ١
k

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k)

داریم مشتق رساندن اتمام به �برای و

λp,N(u; r) = r−٢ d

d(١
r
)

[
exp(m)(

١
r
)N+ p

١−٢
N−١∑
k=٠

Ckm
k

]

= r−١exp(m)

[
− u

۴r

N−١∑
k=٠

Ck

(
−u۴

)k (١
r

)N+k+ p
١−٢

+
١
r

N−١∑
k=٠

Ck

(
−u۴

)k

(N + k +
p

٢ − ١)
(
−١
r

)N+k+ p
٢−٢ ]

= r−١exp(m)

[
m(

١
r
)N+ p

١−٢
N−١∑
k=٠

Ckm
k + (N +

p

٢ − ١)(١
r
)N+ p

١−٢
N−١∑
k=٠

Ckm
k

+ k(
١
r
)N+ p

١−٢
N−١∑
k=٠

Ckm
k

]
= r−N− p

٢ exp(m)

[
m+ (N +

p

٢ − ١) + k

][N−١∑
k=٠

Ckm
k

]

= exp(m)r−N− p
٢

N−١∑
k=٠

Ck

(
mk+١ +mk(N +

p

٢ + k − ١)
)

= exp(k)r−N− p
٢

[N−١∑
v=١

(
N − ١
v − ١

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + v − ١) m

v +mN

+
N−١∑
k=٠

Ckm
k(N +

p

٢ + k − ١)
]

= exp(m)r−N− p
٢

{N−١∑
k=٠

[(
N − ١
k − ١

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k − ١)

+

(
N − ١
k

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k)

(N +
p

٢ − ١)
]
mk +mN

}
= exp(m)r−N− p

٢

N∑
k=٠

(
N

k

)
N∑

k=٠

Γ(N + p
٢)

Γ( p٢ + k)
mk



۵٧ مشخصه تابع .۵.٢

است شده استفاده زیر تساوی از آخر بخش در )که
N − ١
k − ١

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k − ١) +

(
N − ١
k

)
Γ(N + p

٢ − ١)
Γ( p٢ + k)

(N +
p

٢ + k − ١)

=
N !

k!(p− k)!

[
k

N

Γ(N + p
٢ − ١)

Γ( p٢ + k)

+
N − k
N

Γ(N + p
٢ − ١)

Γ( p٢ + k)
(N +

p

٢ + k − ١)
]

=

(
N

k

)
Γ(N + p

٢)

Γ( p٢ + k)

است. برقرار N + ١ برای (١۴.٢) رابطه بنابراین

قضیه در که همان�طور است. آمده بدست مختلف نویسندگان توسط ϕ(.) برای صریحی عبارت

آوردند. بدست را مشخصه تابع s = ١ خاص حالت برای (١٩٨٩) تانگ و آینگار کردیم ذکر فوق

(١٩٩٠) همکاران و فنگ در شده ارائه نتایج از برخی و شوئنبرگ قضیه از استفاده با استریت٩(١٩٩١)

رسیدند زیر صورت به ،s ≥ ١
٢ هر برای نتیجه این گسترش به

ϕ(u) =
Γ( p٢)

Γ(٢N+p−٢
٢s )

∞∑
k=٠

١
k!

(
− u

۴r ١
s

)k Γ(٢N+p+٢k−٢
٢s )

Γ(k + p
٢)

به را s = ١
٢ و صحیح عدد N ≥ ١ ،p = ٢ که وقتی متغیره دو حالت برای (٢٠٠١b) ناداراجا و کاتز

آوردند بدست زیر صورت

ϕ(u) =

∫ ∞

−∞
exp(iux)qg(x)dx

= ٢
∫ ∞

٠
cos(ux)qg(x)dx

=
(N − ١)!r٢N
(٢N − ١)!π

N−١∑
k=٠

(٢k)!
٢k−١(N − k − ١)!(k!)٢

r−k

∫ ∞

٠
cos(ux)x٢N−k−١Kk+١(rx)dx

= ۴١−N
N−١∑
k=٠

(٢N − ٢k − ٢)!
((N − k − ٢(!(١ (k!)٢ ٢F١

(
N +

١
٢ , N − k −

١
٢ ;

١
٢ ;−

u٢

r٢

)
, (١۴.٢)

با است. شده استفاده (١٩٩۵) ریزیک و گرادشتاین در (۶ · ۶۶٩ · ۴) رابطه از پایانی بخش در که

تبدیل می�توانیم ،(١٩٩۵) ریزیک و گرادشتاین در ٩ · ١٣١ · ١ رابطه از استفاده

٢F١

(
N +

١
٢ , N − k −

١
٢ ;

١
٢ ;−

u٢

r٢

)
= r۴N−٢k−١(u٢ + r٢)

١
٢−٢N+k

٢F١

(
−N,١−N + k;

١
٢ ;−

u٢

r٢

)
٩Streit



۵٨ کاتز نوع توزیع .٢

یک هندسی فوق تابع راست سمت جمله داشته�باشیم. یافته تعمیم هندسی فوق تابع تعریف از استفاده با

که می�باشد متناهی سری

N−k−١∑
j=٠

N !

(N − j)!
(N − k − ١)!

(N − k − j − ١)!
(−١)j
(٢j)!

(
۴u٢
r٢

)j

می�آوریم بدست (١۴.٢) در فوق رابطه جایگزینی با

ϕ(u) = N !۴١−N
N−١∑
k=٠

(٢N − ٢k − ٢)!
(N − k − ١)!(k!)٢

=
N−k−١∑
j=٠

(−١)j۴jr۴N−٢k−٢j−١u٢j(u٢ + r٢)
١
٢−٢N+k

(N − j)!(N − k − j − ١)!(٢j)! . (١۵.٢)

استریت به توجه با که حالی در است. اولیه توابع از متناهی حاصل�جمع عبارت این که است ذکر شایان

هستند. نامتناهی مجموع دو، هر (١٩٩۴) استروفسکی و کاتز و (١٩٩١)

صورت به (١۵.٢) ،N = ١ که وقتی

ϕ(u) =
r٣

(u٢ + r٢)
٣
٢

می�کند. پیدا کاهش

ریزیک و گرادشتاین در (۶ · ۶٧١ · ١۴) رابطه و (١٠.٢) از استفاده با ،�s = ١
٢ و N = ١

٢ که وقتی

داریم ،(١٩٩۵)

ϕ(u) =
٢r
π

∫ ∞

٠
cos(ux)K٠(rx)dx =

r√
u٢ + r٢

.

زیر صورت به ،s مجاز مقادیر از وسیعی طیف برای را (١٣.٢) رابطه (١٩٩۴) استروفسکی و کاتز

آوردند بدست

ϕ(u) =
∞∑
k=٠

(−١)kqk(p,N, s)|ur−
١
s |−ks−N+١− p

٢ , (١۶.٢)

که

qk(p,N, s) = πk!
sΓ( p٢)

Γ(٢N−٢+p
٢s )

٢٢sk+p+٢N−٢Γ(N − ١+ sk +
p

٢)

× Γ(N + sk)sinπ(N + sk).

می�باشد. همگرا u > ٠ هر برای (١۶.٢) سری
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مشخصه�سازی ۶.٢

بسیار نقش بیضی�گون و کروی توزیع�های ویژگی�های مطالعه در تصادفی متغیرهای برای تصادفی نمایش

،(١٩٩٠) همکاران و فنگ توسط که ،x ∼ Sp(ϕ) برای مهم تصادفی نمایش دو زیر در می�کند. ایفا مهمی

می�گیریم. کار به را شده اشاره

تصادفی نمایش دارای x اگر تنها و اگر x ∼ Sp(ϕ) (١)

x
d
= Ru(p) (١٧.٢)

هستند. مستقل ،ℜp در واحد کره روی بر یکنواخت توزیع u(p) و R ≥ ٠ که باشد،

(١ < ،k دارای ترتیب، به x(٢) و x(١) که باشد، x = (x(١)
′
, x(٢)

′
)′

d
= Rup ∼ Sp(ϕ) اگر (٢)

آنگاه (١٧.٢) رابطه در داده�شده R از استفاده با هستند، مولفه p− k و k < p− ١)(
x(١)

x(٢)

)
d
=

(
Rd١u

(k)

Rd٢u
(p−k)

)
(١٨.٢)

مستقل هم از u(p−k) و u(k) ،d١, d٢ ،R و d١ ∼ B(k٢ ,
p−k
٢ ) و d٢١ + d٢٢ = ١ ،i = ١,٢ ،di ≥ ٠ که

هستند.

را X = (x١, · · · , xp)′ ∼ Sp(ϕ) حاشیه�ای) توزیع�های بر مبتنی (مشخصه�سازی .(J) ١.۶.٢ قضیه

اگر می�باشد مثبت، صحیح عدد N ،Kzp(x;N, r,١) کاتز نوع توزیع دارای X آنگاه بگیرید. نظر در

به باشد داشته وجود ،١ ≥ k ≥ p − ١ ،X(١) = (x١, · · · , xk)′ k-بعدی بردار زیر یک اگر تنها و

باشد زیر مولد چگالی با کاتز نوع توزیع دارای X(١) که طوری

g(u) =
N−١∑
j=٠

pjKzk(u;N − j, r,١), u > ٠, (١٩.٢)

با است برابر j = ٠, · · · , N − ١ برای pj که

pj =

(
N − ١
j

)
B(p−k

٢ + j,N − ١+ k
٢ − j)

B(k٢ ,
p−k
٢ )

≥ ٠, (٢٠.٢)

.
∑N−١

j=٠ pj = ١ و
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X(١) سپس است. مثبت صحیح عدد N و X ∼ Kzp(x;N, r,١) فرض طبق لازم: شرط برهان.

می�باشد زیر حاشیه�ای چگالی دارای

g١(a
٢) = Cp

∫
Rp−k

(X ′X)N−١exp (−rX ′X) dX٢, a٢ = X ′
١X١

= Cpexp (−rX ′
١X١)

∫
Rp−k

(X ′
١X١ +X ′

٢X٢)
N−١

exp (−rX ′
٢X٢) dX٢

= Cpexp(−ra٢)
π

p−k
٢

Γ(p−k
٢ )

∫ ∞

٠
(a٢ + y)N−١y

p−k
٢ −١exp(−ry)dy

( آ�.۴.١ لم از استفاده با )

= Cpexp(−ra٢)
π

p−k
٢

Γ(p−k
٢ )

∫ ∞

٠

N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
a٢(N−١−j)y

p−k
٢ +j−١exp(−ry)dy

= Cpexp(−ra٢)
π

p−k
٢

Γ(p−k
٢ )

N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
a٢(N−١−j)

×
Γ(p−k

٢ + j)

r
p−k
٢ +j

∫ ∞

٠

r
p−k
٢ +j

Γ(p−k
٢ + j)

y
p−k
٢ +j−١exp(−ry)dy︸ ︷︷ ︸

=١

= Cpexp(−ra٢)
π

p−k
٢

Γ(p−k
٢ )

N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
a٢(N−١−j)Γ(

p− k
٢ + j)r−( p−k

٢ +j)

(
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
=
B(α, β)

B(a, b)
, Cp

(s=١)
=

Γ( p٢)

π
p
٢Γ(N + p

٢ − ١)
rN− p

١−٢

)

=
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
Γ( p٢)

Γ(k٢)Γ(
p−k
٢ )

Γ(j + p−k
٢ )Γ(N − j + k

٢ − ١)
Γ(N + p

٢ − ١)

×
Γ(k٢)

π
k
٢Γ(N − j + k

٢ − ١)
rN−j+ k

١−٢a٢(N−١−j)exp(−ra٢)

=
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
B(p−k

٢ + j,N − j + k
٢ − ١)

B(k٢ ,
p−k
٢ )

Kzk(a
٢;N − j, r,١)

=
N−١∑
j=٠

pjKzk(a
٢;N − j, r,١)

و pj ≥ ٠ که

N−١∑
j=٠

pj =

[
B(

k

٢ ,
p− k
٢ )

]−١ N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)∫ ١

٠
u

p−k
٢ +j−١)١− u)N−١+ k

٢+j−١du

=

[
B(

k

٢ ,
p− k
٢ )

]−١ ∫ ∞

٠
u

p−k
٢ −١)١− u) k

١−٢
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
uj(١− u)N−١−jdu

=

[
B(

k

٢ ,
p− k
٢ )

]−١ ∫ ١

٠
u

p−k
٢ −١)١− u) k

١−٢du = ١
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با کاتز توزیع دارای X(١) = (x١, ·, xk)′ و X = (X(١)′ , X(٢)′)′ ∼ Sp(ϕ) کنید فرض کافی: شرط

نمایش دارای X که کنیم فرض همچنین است. مثبت صحیح Nعدد آن در که باشد. g١(·) مولد چگالی

چگالی ،١.۴.١ قضیه بر بنا .R٢d٢١
d
= R٢

١ این�صورت در .X(١) d
= R١u

(k) و بوده (١٧.٢) تصادفی

با است برابر R٢
١

f١(z) =
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
B(p−k

٢ + j,N − j + k
٢ − ١)

B(k٢ ,
p−k
٢ )

rN−١+ k
٢−j

Γ(N − ١+ k
٢ − j)

× zN−١+ k
٢−jexp(−rz)

=
N−١∑
j=٠

pjfN−١+ k
٢−j,r,١(z) (٢١.٢)

d٢١ از مستقل U تصادفی متغیر حال می�باشد. Ga(N−١+ k
٢− j, r) توزیع چگالی f(.) آن در که

تصادفی متغیر آ�.۴.۴، لم از استفاده با بگیرید. نظر در را Ga(u;N + p
٢ − ١, r,١) گاما توزیع دارای و

B(k٢ ,
p−k
٢ ) توزیع تابع FB(z) ) می�باشد زیر چگالی دارای شده)، تعریف ١٨.٢ در d١) T = Ud٢١

می�باشد):

h(t) =

∫ ١

٠
z−١g٢(

t

z
)dFB(z)

=

∫ ١

٠
z−١ rN+ p

١−٢

Γ(N + p
٢ − ١)

(
t

z

)N+ p
٢−٢ ١

B(k٢ ,
p−k
٢ )

z
k
١)١−٢− z) p−k

٢ −١exp(−r t
z
)dz

=
rN+ p

١−٢tN+ p
٢−٢

Γ(N + p
٢ − ١)B(k٢ ,

p−k
٢ )︸ ︷︷ ︸

C

∫ ∞

٠
z−(N+ p−k

٢ )(١− z) p−k
٢ −١exp(−r t

z
)dz

(
ν =

١
z
− ١, dν =

١
z٢
dz

)
= C

∫ ∞

٠
(ν + ١)−(N+ p−k

٢ )(١− ١
١+ ν

)
p−k
٢ −١

(
١

١+ ν

)٢
exp (−rt(١+ ν)) dν

= Cexp(−rt)
∫ ∞

٠
ν

p−k
٢ −١)١+ ν)N−١exp(−rtν)dν

= Cexp(−rt)
∫ ∞

٠
ν

p−k
٢ −١

N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
νjexp(−rtν)dν

= Cexp(−rt)
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
Γ(j + p−k

٢ )

(rt)j+
p−k
٢

∫ ∞

٠

(rt)j+
p−k
٢

Γ(j + p−k
٢ )

νj+
p−k
٢ −١exp(−rtν)dν︸ ︷︷ ︸

=١

= Cexp(−rt)
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
(rt)−(j+ p−k

٢ )Γ(j +
p− k
٢ )
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=
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
r−(j+ p−k

٢ )t−(j+ p−k
٢ )Γ(j +

p− k
٢ )

× rN+ p
١−٢tN+ p

٢−٢

Γ(N + p
٢ − ١)B(k٢ ,

p−k
٢ )

exp(−rt)

=
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
Γ(p−k

٢ + j)Γ(N − ١+ k
٢ − j)

B(k٢ ,
p−k
٢ )Γ(N + p

٢ − ١)
١

Γ(N − ١+ k
٢ − j)

× rN−١+ k
٢−jtN−j+ k

٢−٢exp(−rt)

=
N−١∑
j=٠

(
N − ١
j

)
B(p−k

٢ , N − ١+ k
٢ − j)

B(k٢ ,
p−k
٢ )

rN−١+ k
٢−jtN−j+ k

٢−٢

Γ(N + p
٢ − ١) exp(−rt)

=
N−١∑
j=٠

pjGa(t;N − ١+
k

٢ − j, r,١) (٢٢.٢)

داریم (٢١.٢) و (٢٢.٢) مقایسه با

R٢d٢١
d
= Ud٢١,

آ�.٣.۴داریم لم بنابر از�این�رو، می�باشد. U و R٢ از مستقل d٢١ که

R٢ d
= U.

است. s = ١ با (١٩.٢) چگالی مولد با کاتز نوع توزیع Xدارای ،١.۴.١ قضیه به توجه با بنابراین،

پارامترها برآورد ٧.٢

توزیع دارای X١, · · · , Xp تصادفی نمونه که است این بر فرض ماکزیمم درستنمایی توسعه�یافته نظریه

اساس بر Σ و µ برای درستنمایی ماکزیمم برآورد مورد این در واقع در می�باشند. بیضی�گون مشترک

استفاده مورد پارامتر�ها برآورد کردن پیدا برای عددی الگوریتم�های مورد هر در می�باشند. چندمتغیره نرمال

هم و مستقل نمونه که وقتی درستنمایی ماکزیمم روش از استفاده با پارامتر�ها برآورد ذیل در می�گیرد قرار

است. شده محاسبه (٢.٢) چگالی تابع با توزیع،

برآورد Σ̃ و µ̃ همچنین باشد. X١, · · · , Xp ∼ Kzp(x,N, r, s) کنید فرض .(JJ) ١.٧.٢ قضیه

در درستنمایی ماکزیمم برآورد آن�گاه بگیرید. نظر در را p-متغیره نرمال توزیع در درستنمایی ماکزیمم
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با است برابر کاتز نوع توزیع

µ̂ = µ̃, Σ̂ =
p

s

√
N+ p

١−٢
rs

Σ̃

داریم (٢.٢) چگالی با کاتز نوع توزیع در برهان.

g(y) = yN−١exp (−rys)

می p-�متغیره نرمال در برآورد همان میانگین بردار درستنمایی ماکزیمم برآورد ،(١.٨.١) قضیه بنابر حال

بدست را y p
٢ g(y) ماکزیمم باید نیز کوواریانس واریانس ماتریس درستنمایی ماکزیمم برآورد برای باشد.

داریم این�رو از بیاوریم

h(y) = yN+ p
١−٢exp (−rys)

داریم نتیجه در دهیم قرار صفر برابر و گرفت مشتق آن از باید فوق، تابع ماکزیمم آوردن بدست برای

h′(y) =

(
N +

p

٢ − ١
)
yN+ p

٢−٢exp (−rys)− rsys−١yN+ p
١−٢exp (−rys)

= exp (−rys)
[(
N +

p

٢ − ١
)
yN+ p

٢−٢ − rsys−١yN+ p
١−٢
]

= exp (−rys) yN+ p
٢−٢
[(
N +

p

٢ − ١
)
− rsys

]
= ٠

نتیجه در

(
N +

p

٢ − ١
)
− rsys = ٠

با برابراست yg ماکزیمم بنابراین

yg =
p

s

√
N p

١−٢
rs

برابر کاتز نوع توزیع در درستنمایی ماکزیمم برآورد نتیجه در

µ̂ = µ̃, Σ̂ =
p

s

√
N p

١−٢
rs

Σ̃

می�باشند.



٣ فصل

کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل

مقدمه ١.٣

نرمال توزیع مشابه آن خواص اکثر و است نرمال توزیع از پهن�تر کاتز نوع توزیع دم�های که آنجایی از

ترجیح داریم سروکار افتاده دور و پرت نقاط با که صنعتی و مالی اقتصادی، مطالعات در لذا می�باشد،

را ٢ فصل در شده ارائه کاتز نوع توزیع از خاصی حالت فصل این در کنیم. استفاده توزیع این از دارد

نوع توزیع در بونفرونی همزمان اطمینان فاصله و فرضیه آزمون پیرامون بیشتر بحث با و گرفته نظر در

توزیع این از استفاده با را چند�متغیره واریانس تحلیل واقعی مثال یک پایان در می�کنیم. بررسی را کاتز،

پلانگپونگپان و نایک نایک١(٢٠٠٨)، و پلانگپونگپان به می�توان بیشتر مطالعه برای می�دهیم. نشان

کرد. مراجعه (٢٠٠۶)

کاتز نوع توزیع خاص حالت ٢.٣

بنابراین می�شود. نتیجه ما نظر مورد توزیع باشد r = ١ و s = ١
٢ ،N = ١ ،(٢.٢) چگالی در چنانچه

µ پارامترهای با p-متغیره کاتز نوع توزیع دارای x = (X١, · · · , Xp) تصادفی بردار .١.٢.٣ تعریف

باشد: زیر صورت به آن چگالی تابع اگر است Σ و

f(x, µ,Σ) = cp|Σ|−
١
٢ exp{−

[
(x− µ)′ Σ−١ (x− µ)

] ١
٢}, µ ∈ ℜp, (١.٣)

١Pungpongpun and Naik



۶۵ کاتز نوع توزیع خاص حالت .٢.٣

است چندمتغیره نرمال توزیع از تعمیمی توزیع این است. cp =
Γ( p٢ )

٢π
p
٢ Γ(p)

و مثبت معین ماتریس Σ که

می�کنیم. مطرح را زیر لم ساز نرمال ثابت آوردن بدست برای ،
∫
ℜp f(x)dx = ١ این�که به توجه با

است برابر نرمال�ساز ثابت آنگاه باشد چگالی١.٢ تابع با کاتز نوع توزیع دارای X اگر .(JJ) ٢.٢.٣ لم

با

cp =
Γ( p٢)

٢π p
٢Γ(p)

.

p×١ تصادفی بردار یک x ∈ ℜp و چگالی مولد g(.) آن در که ،f(x) = cpg(x
′x) کنید فرض برهان.

بنابراین ∫می�باشد.
ℜp

cpg(x
′x)dx = ١

گرفت نتیجه می�توان (١۵.١) رابطه به توجه با

cp =
١∫

g(x′x)dx
, y = x′x,

=
١

π
p
٢

Γ( p٢ )

∫ +∞
٠ y

p
١−٢g(y)dy

=
Γ( p٢)

π
p
٢
∫ +∞
٠ y

p
١−٢g(y)dy

, y = r٢,

=
Γ( p٢)

٢π p
٢
∫ +∞
٠ rp−١g(r٢)dr

,

داریم: است g(x′x) = exp(x′x)
١
٢ برابر کاتز نوع توزیع برای چگالی مولد که آنجایی ∫از +∞

٠
rp−١g(r٢)dr =

∫ +∞

٠
rp−١exp(r) = Γ(p).

است. کامل اثبات و

µ = (٠,٠)′ ،r = ١ ،s = ١
٢ ،N = ١ ازای به را دومتغیره کاتز نوع توزیع خاص حالت ادامه در

نمودیم. رسم مختلف ρهای و



۶۶ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

(آ) ρ = ٠٫ ٣

(ب) ρ = ٠٫ ۵

(ج) ρ = ٠٫ ٣

(د) ρ = ٠٫ ۵

تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع خاص حالت :١.٣ شکل



۶٧ کاتز نوع توزیع خاص حالت .٢.٣

(آ) ρ = ٠٫ ٧

(ب) ρ = ٠٫ ٩

(ج) ρ = ٠٫ ٧

(د) ρ = ٠٫ ٩

تراز منحنی�های همراه به متغیره دو کاتز نوع توزیع خاص حالت :٢.٣ شکل



۶٨ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

سازی شبیه الگوریتم ٣.٣

پتواردهان٢ نایکو می�کنیم. ارائه کاتز نوع توزیع دارای داده�ای برای شبیه�سازی الگوریتم بخشیک این در

صورت این به ااگوریتم کرده�اند. استفاده متغیره دو کاتز نوع توزیع از داده�هایی برای مشابه روشی (١٩٩١)

که است

می�کنیم سازی شبیه زیر باچگالی را Y ′ = (y١, · · · , yp) · ١ گام

f(Y ) = Cexp
(
−
√
Y ′Y

)
,

با کاتز نوع توزیع شده استاندارد f(Y ) که باشید داشته توجه .C =
Γ( p٢ )

٢π
p
٢ Γ(p)

و −∞ < yi < ∞ که

با Y شبیه�سازی برای می�باشد. V ar(Y ) = (p+ ١)Ip ،E(Y ) = ٠ همچنین و است (١.٣) چگالی

داریم قطبی مختصات تبدیل از استفاده

y١ = Rcosθ١

y٢ = Rsinθ١cosθ٢

...

yp−١ = Rsinθ١sinθ٢ · · · sinθp−٢cosθp−١

yp = Rsinθ١sinθ٢ · sinθp−٢sinθp−١

با است برابر تبدیل ژاکوبین .θp−١ ∈ [٠,٢π) و ١ ≤ j ≥ p−٢ برای θj ∈ [٠, π) ،R =
√
Y ′Y که

Rp−١
p−٢∏
j=٠

sinp−j−١(θj).

زیر احتمال چگالی تابع با یکسان طور به ،j = ١, · · · , p− ١ ،θj و R ،p فرد شماره�های برای

g(r) =
١

Γ(p)
rp−١exp(−r),

و ببینید). را ١٩٨۶ R(کوتراس، ∼ Ga(p,١) شده�اند. توزیع

g(θ١) =
p− ٢
٢

[
(p− ۴) · · ·٣ · ٣ · ١
(P − ٣) · · ·۴ · ٢

]
sinp−٢(θ١)

٢Naik and Patwardhan



۶٩ سازی شبیه الگوریتم .٣.٣

g(θ٢) =
٢π−٣

π

[
(p−٣

٢ )!
]٢

(p− ٣)! sin
p−٣(θ٢)

g(θ٣) =
p− ۴
٢

[
(p− ۶) · · ·٣ · ٣ · ١
(P − ۵) · · ·۴ · ٢

]
sinp−۴(θ٣)

g(θ۴) =
٢π−۵

π

[
(p−۵

٢ )!
]٢

(p− ۵)! sin
p−۵(θ۴)

...

g(θp−٢) =
١
٢sin(θp−٢)

g(θp−١) =
١
٢π

زیر احتمال چگالی تابع با یکسان طور به ،j = ١, · · · , p− ١ ،θj و R ،p زوج شماره�های برای

g(r) =
١

Γ(p)
rp−١exp(−r),

اینرو از شده�اند، توزیع

g(θ١) =
٢π−٢

π

[
(p−٢

٢ )!
]٢

(p− ٢)! sin
p−٣(θ١)

g(θ٢) =
p− ٣
٢

[
(p− ۵) · · ·٣ · ٣ · ١
(P − ۴) · · ·۴ · ٢

]
sinp−٣(θ٢)

g(θ٣) =
٢π−۴

π

[
(p−۴

٢ )!
]٢

(p− ۴)! sin
p−۴(θ٣)

g(θ٢) =
p− ۵
٢

[
(p− ٧) · · ·٣ · ٣ · ١
(P − ۶) · · ·۴ · ٢

]
sinp−۵(θ۴)

...

g(θp−٢) =
١
٢sin(θp− ٢)

g(θp−١) =
١
٢π

عمومی معکوس عددی الگوریتم یک که می�کنیم، استفاده دو�بخشی روش از ،θ ∼ g(θ) شبیه�سازی برای

است.

است. وابسته مسئله حل به که [a, b] اولیه فاصله یافتن الگوریتم:

،θ ← a+b
٢ بده قرار •

،b← θ صورت این غیر در ،a← θ آنگاه باشد G(θ) ≤ U اگر •



٧٠ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

کن. چاپ را θ شد. b− a ≤ ٢δ که تازمانی •

است. کوچک عدد یک δ > ٠ که

µ = (µ١, · · · , µp) که ،X = Γ+µ تبدیل کمک به ،(١.٣) توزیع با X ′ = (x(١), · · · , x(p)) ·٢ گام

میآید. بدست ،Γ′Γ = Σ و

ابتدا می�کنیم. تولید را (١.٣) چگالی تابع با (p = ۵) ،X ′ = (x١, · · · , x۵) تصادفی بردار مثال، برای

با است برابر آن چگالی که می�کنیم شبیه�سازی را Y ′ = (y١, · · · , Y۵)

f(y) =
١

۶۴π٢ exp
(
−
√
Y ′Y

)
, −∞ < yi <∞

آن در

y١ = Rcosθ١

y٢ = Rsinθ١cosθ٢

y٣ = Rsinθ١sinθ٢cosθ٣

y۴ = Rsinθ١sinθ٢sinθ٣ cos θ۴

y۵ = Rsinθ١sinθ٢sinθ٣ sin θ۴

چگالی با یکسان طور θjبه و R که

g(r) =
١
٢۴r

۴exp(−r), R ∼ Ga(۵,١)

و شده�اند. توزیع

g(θ١) =
٣
۴sin

٣(θ١)

g(θ١) =
٢
π
sin٢(θ٢)

g(θ٣) =
١
٢sin(θ٣)

g(θ۴) =
١
٢π

و µ برای X = ΓY + µ باتبدیل را X آنگاه، θ۴ ∈ [٠,٢π) و j = ١,٢,٣ برای θj ∈ [٠, π) که

می�سازیم. ثابت Γ



٧١ پارامترها برآورد .۴.٣

پارامترها برآورد ۴.٣

استفاده با را (١.٣) چگالی تابع با p-متغیره کاتز نوع توزیع درستنمایی ماکزیمم برآورد قسمت این در

می�آوریم. بدست ١.٨.١ قضیه از

ماکزیمم برآوردهای Σ̃ و µ̃ ،X١, · · · , Xp ∼ Kzp(x;١,١, ١٢) کنید فرض .(JJ) ١.۴.٣ قضیه

با است برابر Σ و µ درستنمایی ماکزیمم برآوردهای آنگاه باشند. p-متغیره نرمال اساس بر درستنمایی

µ̂ = µ̃, Σ̂ =
p

p٢
Σ̃

داریم کاتز نوع توزیع در برهان.

g(y) = exp
(
−y

١
٢

)
p-�متغیره نرمال در برآورد همان میانگین بردار درستنمایی ماکزیمم برآورد ،(١.٨.١) قضیه به توجه با حال

را y p
٢ g(y) ماکزیمم باید نیز کوواریانس واریانس ماتریس درستنمایی ماکزیمم برآورد برای باشد. می

داریم این�رو از بیاوریم بدست

h(y) = y
p
٢ exp

(
−y

١
٢

)
داریم دادن قرار صفر مساوی و مشتق�گیری با

h′(y) =
p

٢y
p
١−٢exp

(
−y

١
٢

)
− ١

٢y
١
١−٢y

p
٢ exp

(
−y

١
٢

)
= exp

(
−y

١
٢

)[p
٢y

p
١−٢ − ١

٢y
p−١
٢

]
= exp

(
−y

١
٢

) ١
٢y

p
٢

[
p

y
− ١
√
y

]
= ٠

⇒
p
√
y − y
y
√
y

= ٠

لذا و بوده h′(y) = ٠ معادله ریشه ،y = p٢ بنابراین

yg = p٢



٧٢ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

عبارتنداز کاتز نوع توزیع در درستنمایی ماکزیمم برآوردگر�های لذا

µ̂ = µ̃, Σ̂ =
p

yg
Σ̃ (٢.٣)

می�شود کامل اثبات که

مجانبی توزیع ۵.٣

میانگین با کاتز نوع توزیع از p-متغیره تصادفی نمونه یک x١, · · · , xn فرضکنید .(JJ) ١.۵.٣ قضیه

µ̂ مجانبی توزیع آن�گاه باشد. µ درستنمایی ماکزیمم برآورد µ̂ و Σ واریانس�کوواریانس ماتریس و µ

داریم ویژه به است. نرمال

√
n(µ̂− µ) D−→ Np

(
٠,Σ ١

٢A−١
z BzA

−١
z Σ

١
٢

)
و Xi − µ = Σ− ١

٢ (Zi − µ) که

Az = E

[
١√

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

(
Σ− (Z − µ)(Z − µ)′

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

)]
Bz = E

[
(Z − µ)(Z − µ)′

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

]
X کنید فرض این�رو از است، بیضی�گون توزیع�های از خاصی حالت کاتز نوع توزیع آنجایی�که از برهان.

آن�گاه باشد. Σ مقیاس ماتریس و µ میانگین با بیضی�گون توزیع از pمتغیره تصادفی نمونه یک

X ∼ µ+RΣ
١
٢U (٣.٣)

طبق می�باشد. U از مستقل پیوسته نامنفی متغیر R و ℜp در یکنواخت توزیع با تصادفی بردار U که

داریم تایلر٣(٢٠١١) و مگیار نتیجه

√
n(µ̂− µ) −→ Np

(
٠, ١
E
[ ١
R

]A−١BA−١

)

آن در که

A = E

[
١

||Σ ١
٢U ||

(
Ip −

Σ
١
٢UU ′Σ

١
٢

||Σ ١
٢U ||٢

)]
٣Magyar and Tyler



٧٣ مجانبی توزیع .۵.٣

B = E

[
Σ

١
٢UU ′Σ

١
٢

||Σ ١
٢U ||

]

بنویسیم زیر صورت به را فوق نتیجه�ی می�توانیم می�باشد U از مستقل R آن�جایی�که از

√
n(µ̂− µ) −→ Np

(
٠,Λ−١BΛ−١)

که

Λ = E

[
١
R

]
A = E

[
١
R

١
||Σ ١

٢U ||

(
Ip −

Σ
١
٢UU ′Σ

١
٢

||Σ ١
٢U ||

)]

در Σ ١
٢U جای به X−µ

R
جانشینی با بنابراین .Σ ١

٢U ∼ X−µ
R

داریم بگیرید، نظر در را (٣.٣) رابطه حال

داریم B و A

A = E

[
١

||X−µ
R
||

(
Ip −

(X − µ)(X − µ)′

R٢||X−µ
R
||٢

)]

= E

[
R√

(X − µ)′(X − µ)

(
Ip −

(X − µ)(X − µ)′

(X − µ)′(X − µ)

)]

یا

Λ = E

[
١√

(X − µ)′(X − µ)

(
Ip −

(X − µ)(X − µ)′

(X − µ)′(X − µ)

)]

و

B = E

[
(X − µ)(X − µ)′

(X − µ)′(X − µ)

]

گرفت نتیجه می�توان X − µ = Σ− ١
٢ (Z − µ) آن�جایی�که از

Λ = E

[
١√

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

(
Ip −

Σ− ١
٢ (Z − µ)(Z − µ)′Σ− ١

٢

(Z − µ)′(Z − µ)

)]
= Σ− ١

٢AzΣ
− ١

٢

آن در که

Az =

[
١√

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

(
Σ− (Z − µ)(Z − µ)′

(Z − µ)′(Z − µ)

)]



٧۴ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

و

B = Σ− ١
٢BzΣ

− ١
٢

که

Bz = E

[
(Z − µ)(Z − µ)′

(Z − µ)′Σ−١(Z − µ)

]

داریم کوواریانس برای نتیجه در و

Λ−١BΛ−١ = Σ
١
٢A−١

z Σ
١
٢Σ− ١

٢BzΣ
− ١

٢Σ
١
٢A−١

z Σ
١
٢

= Σ
١
٢A−١

z BzA
−١
z Σ

١
٢

می�شود. کامل اثبات که

فرضیه آزمون ۶.٣

درستنمایی۴ نسبت آزمون روش یعنی می�گیرد، قرار استفاده مورد غالبا که آزمونی روش قسمت این در

می�کنیم. بررسی را (LRT )

پارسیان به می�توانید بیشتر مطالعه�ی برای شد. مطرح پیرسون و نیمن توسط ١٩٢٨ سال در LRT روش

کنید. مراجعه (١٩٩٠) برگر۵ و کسلا ،(١٣٨٨)

با کاتز نوع توزیع دارای جامعه از ni حجم به تصادفی نمونه یک Xi١, Xi٢, · · · , Xini
کنید فرض

فرض مستقل و مختلف جامعه�ي g از تصادفی نمونه باشد. i = ١, · · · , g ،Σi و µi پارامتر�های

می�شوند.

را i = ١, · · · , g ،σi = (σi,١١, · · · , σi,١p, · · · , σi,(p−١)p, σi,pp)
′ و µi = (µi١, · · · , µip)

′ همچنین

نامعلوم پارامتر�های از برداری Θ = (µ′
١, · · · , µg, σ

′
١, · · · , σ′

g)
′ کنید فرض علاوه به بگیرید. نظر در

باشد.

۴Likelihood ratio test
۵Casella and Berger



٧۵ فرضیه آزمون .۶.٣

H٠ = µ١ = µ٢ = · · · = µg = µ فرضیه آزمون ( الف

σ = (σ١١, · · · , σ١p, · · · , σ(p−١)p, σpp) که σ١ = · · · = σg = σ Σ١و = Σ٢ = · · · = Σg = Σ فرضکنید

بگیرید. نظر در θ پارامتر MLE را θ̃ = (µ̃′, σ̃′) ،H٠ فرضیه تحت بگیرید. نظر در را است

با است برابر درستنمایی ماکزیمم تابع آن�گاه

L(θ̃) = cn|Σ|−
n
٢ exp

−
g∑

i=١

ni∑
j=١

√
(xij − µ̃)′Σ̃−١(xij − µ̃)


آن در که

µ̃ = X̄ =
١
n

g∑
i=٠

ni∑
j=١

Xij, Σ̃ =
١
n

g∑
i=١

ni∑
j=٠

(xij − µ̃)(xij − µ̃)′, n =

g∑
i=١

ni

تابع آن�گاه بگیرید. نظر در θ ∈ Θ پارامتر MLE را θ̂ = (µ̂′
١, · · · , µ̂′

g, Σ̂
′)′ ���،θ ∈ Θ تحت

با است برابر درستنمایی ماکزیمم

L(θ̂) = cn|Σ|−
n
٢ exp

−
g∑

i=١

ni∑
j=١

√
(xij − µ̂i)′Σ̂−١(xij − µ̂i)


آن در که

µ̂i =
١
ni

ni∑
j=١

Xij = X̄i·, Σ̂ = Σ̃

رد را H٠ ،H١ : θ ∈ Θ− Θ٠ مقابل در H٠ : θ ∈ Θ برای درستنمایی نسبت آزمون اساس بر

اگر می��کنیم

Λ =
L(θ̃)

L(θ̂)
< c

بنابراین

Λ =

[
|Σ̂|
|Σ̃|

]∑g
i=١ ni

٢

exp

{
−

g∑
i=٠

ni∑
j=٠

[√
(xij − µ̃)′Σ̃−١(xij − µ̃)−

√
(xij − µ̂i)′Σ̂−١(xij − µ̂i)

]}
< c



٧۶ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

،H٠ فرضیه تحت هستند. متفاوت Σiها که وقتی H٠ : µ١ = µ٢ = · · · = µg = µ آزمون ( ب

برابر ماکزیمم درستنمایی تابع آن�گاه بگیرید. نظر در θ پارامتر MLE را θ̃ = (µ̃′, σ̃′
١, · · · , σ̃′

g)

با است

L(θ̃) = c
∑g

i=١ ni

g∏
i=١
|Σi|−

ni
٢ exp

−
g∑

i=١

ni∑
j=١

√
(xij − µ̃)′Σ−١

i (xij − µ̃)


آن در که

µ̃ = X̄ =
١
n

g∑
i=٠

ni∑
j=١

Xij, Σ̃i =
١
n

ni∑
j=٠

(xij − µ̃)(xij − µ̃)′

نظر در θ پارامتر MLE را θ̂ = (µ̂′
١, · · · , µ̂g, Σ̂

′
١, · · · , Σ̂′

g)
′ ،θ ∈ Θ مقابل فرض تحت

با برابر درستنمایی ماکزیمم تابع آن�گاه بگیرید.

L(θ̂) = c
∑g

i=١ ni

g∏
i=١
|Σ̂|−

ni
٢ exp

−
g∑

i=١

ni∑
j=١

√
(xij − µ̂i)′Σ̂

−١
i (xij − µ̂i)


آن در که

µ̂i =
١
ni

ni∑
j=١

Xij, Σ̂i =

ni∑
j=١

(Xij − µ̂i)(Xij − µ̂i)
′

H١ : θ ∈ Θ−Θ٠ مقابل در H٠ : θ ∈ Θ فرضیه درستنمایی، نسبت آزمون اساس بر نتیجه در

اگر می�کنیم رد را

Λ =
L(θ̃)

L(θ̂)
< c

بنابراین

Λ =

g∏
i=١

[
|Σ̂i|
|Σ̃i|

]ni
٢

exp

{
−

g∑
i=١

ni∑
i=١

[√
(xij − µ̃)′Σ̃−١

i (xij − µ̃)−
√

(xij − µ̂i)′Σ̂−١(xij − µ̂i)

]}
< c

(١.٩) قضیه به توجه با باشد بزرگ کافی اندازه به n که وقتی است. مناسب مقدار یک c آن در که

تقریبی طور به (١٣٨٨) پارسیان

−٢lnΛ = −٢ln
(
L(θ̃)

L(θ̂)

)
∼ χ٢

r



٧٧ همزمان اطمینان�های فاصله .٧.٣

می�شود محاسبه زیر صورت به و بوده آزادی درجه r که

r = dimΘ− dimΘ٠

،(٢٠٠٢) رنچر در شده داده فوتبال داده�های از استفاده با جامعه چندین میانگین برابری آزمون ادامه در

را واریانس�کوواریانس ماتریس برابری آزمون ابتدا میانگین�ها، برابری آزمون از قبل می�دهیم. شرح را

می�دهیم. انجام

و سر، بالای تا گوش اندازه :x٢ سر، بالای تا چشم اندازه x١: می�باشند، متغیر سه داده�ها .١.۶.٣ مثال

فوتبال بازیکنان دبیرستان، فوتبال بازیکنان یعنی شده، داده بازیکنان از گروه سه برای فک عرض :x٣

دارد. وجود مشاهده ٣٠ گروه هر در و شده داده (١.٣) جدول در داده�ها فوتبالی. غیر بازیکنان و دانشگاه

.H٠ : Σ١ = Σ٢ = Σ٣ = Σ فرضیه آزمون ( الف

با است برابر آزمون آماره مقدار R آماری افزار نرم از استفاده با

−٢lnΛ = ٩١٫ ١٢٨٩٢

نمی�توانیم بنابراین، ،p−value = ٠٫ ٣۶۵٠۶۴۶ ،−٢lnΛ ∼ χ٢
١٢ تقریبی توزیع از استفاده با و

هستند. یکسان گروه سه در واریانس�کوواریانس ماتریس که می�گیریم نتیجه و کنیم رد H٠را فرضیه

آماره مقدار ،Σ١ = Σ٢ = Σ٣ = Σ برابری فرض با ،H٠ : µ١ = µ٢ = µ٣ = µ آزمون در ( ب

این�که به توجه با و .−٢lnΛ = ٨٨٫ ٧٣٠٠١ با است برابر آزمون

لذا ردنمی�شود H٠ فرضیه می�گیریم نتیجه ،p − value = p[χ٢
۶ > ٨٨٫ ٧٣٠٠١] < ٠٫ ٠٠٠١

است. متفاوت بقیه با µi از یکی حداقل

همزمان اطمینان�های فاصله ٧.٣

میانگین یک از خطی تابع�های برای اطمینان فاصله ١.٧.٣

µ از خطی تابع�های از برخی برای یا تکی مولفه�های برای اطمینان فاصله خصوص در بخش این نتایج

قضیه بنابر و (١٩٩٣) نایک میلاسویچ٧(١٩٨٧)، و دوچارم هابر۶(١٩٨١)، منابع اساس بر که است

۶Hober



٧٨ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

فوتبالی). NF:غیر C:دانشگاه، فوتبال(HS:دبیرستان، بازیکنان کلاه�ایمنی داده�های :١.٣ جدول

HS C NF

x١ x٢ x٣ x١ x٢ x٣ x١ x٢ x٣

١٢ · ۵ ١۴ · ٠ ١١ · ٠ ١٠ · ٣ ١٣ · ۴ ١٢ · ۴ ٧ · ۵ ١٣ · ٠ ١٢ · ٠
١٢ · ٠ ١۶ · ٠ ١٢ · ٠ ١٢ · ٨ ١۴ · ۵ ١١ · ٣ ١٠ · ۵ ١٣ · ٨ ١١ · ۵
١٢ · ٠ ١۶ · ٠ ١٢ · ٠ ١٢ · ٨ ١۴ · ١ ١٢ · ١ ٩ · ٧ ١٣ · ٣ ١١ · ۵
١٣ · ۵ ١۵ · ٠ ١٢ · ٠ ١١ · ٠ ١٣ · ۴ ١١ · ٠ ٨ · ۵ ١٢ · ٠ ١١ · ۵
١٣ · ٠ ١۵ · ۵ ١٢ · ٠ ٩ · ۶ ١١ · ١ ١١ · ٧ ١١ · ۵ ١۴ · ۵ ١١ · ٨
١٢ · ٠ ١۴ · ٠ ١٣ · ٠ ٩ · ٩ ١٢ · ٨ ١١ · ۴ ١٣ · ٠ ١٣ · ۴ ١١ · ۵
١٣ · ۵ ١۵ · ۵ ١٣ · ٠ ١٠ · ٢ ١٢ · ٨ ١١ · ٩ ١٠ · ٨ ١٢ · ٨ ١٢ · ۶
١٣ · ٠ ١۴ · ٠ ١٣ · ٠ ٨ · ٨ ١٣ · ٠ ١٢ · ٩ ١١ · ١ ١٣ · ٩ ١١ · ٢
١٣ · ۵ ١۴ · ۵ ١٢ · ۵ ١٠ · ۵ ١٣ · ٩ ١١ · ٨ ١١ · ۵ ١٣ · ۴ ١١ · ٩
١٣ · ٠ ١۵ · ٠ ١٣ · ٠ ١٠ · ۴ ١۴ · ۵ ١٢ · ٠ ١٠ · ۶ ١٣ · ٧ ١٢ · ٢
١۴ · ٠ ١۴ · ۵ ١١ · ۵ ١١ · ٢ ١٣ · ۴ ١٢ · ۴ ١٠ · ۴ ١٣ · ۵ ١١ · ۴
١٣ · ٠ ١۶ · ٠ ١٢ · ۵ ٩ · ٢ ١٢ · ٨ ١٢ · ٢ ١٠ · ٠ ١٣ · ١ ١٠ · ٩
١۴ · ٠ ١۴ · ۵ ١٢ · ٠ ١١ · ٨ ١٢ · ۶ ١٢ · ۵ ١٢ · ٠ ١٣ · ۶ ١١ · ۵
١۴ · ٠ ١۶ · ٠ ١٢ · ٠ ١١٠ · ٢ ١٢ · ٧ ١٢ · ٣ ١٠ · ٢ ١٣ · ۶ ١١ · ۵
١٣ · ۵ ١۵ · ٠ ١٢ · ٠ ١١ · ٢ ١٣ · ٨ ١١ · ٣ ١٣ · ٣ ١٣ · ۶ ١١ · ٣
١۵ · ٠ ١۵ · ٠ ١٢ · ٠ ٩ · ۴ ١۴ · ٣ ١٢ · ٢ ١٠ · ۵ ١٣ · ۵ ١٢ · ١
١٢ · ٠ ١۴ · ۵ ١٢ · ٠ ٩ · ٨ ١٣ · ٨ ١٢ · ۶ ٩ · ٩ ١۴ · ٠ ١٢ · ١
١٣ · ٠ ١۴ · ٠ ١٢ · ۵ ١٠ · ١ ١۴ · ٢ ١١ · ۶ ١١ · ٠ ١۵ · ١ ١١ · ٧
١٢ · ۵ ١۴ · ٠ ١٢ · ۵ ١٢ · ٠ ١٢ · ۶ ١١ · ۶ ١٢ · ١ ١۴ · ۶ ١٢ · ١
١٢ · ٠ ١۴ · ٠ ١١ · ٠ ٩ · ٩ ١٣ · ۴ ١١ · ۵ ١١ · ٧ ١٣ · ٨ ١٢ · ١
١٢ · ٠ ١٣ · ٠ ١٢ · ٠ ٩ · ٩ ١۴ · ۴ ١١ · ٩ ١١ · ٨ ١۴ · ٧ ١١ · ٨
١۴ · ۵ ١۴ · ۵ ١٣ · ٠ ٩ · ١ ١٢ · ٨ ١١ · ٧ ١٠ · ٨ ١٣ · ٩ ١٢ · ٠
١۴ · ٠ ١۵ · ۵ ١٣ · ۵ ٨ · ۶ ١۴ · ٢ ١١ · ۵ ١١ · ٣ ١۴ · ٠ ١١ · ۴
١٣ · ٠ ١۵ · ۵ ١٢ · ۵ ٨ · ٢ ١٣ · ٠ ١٢ · ۶ ١٠ · ۴ ١٣ · ٨ ١٢ · ٢
١٢ · ٠ ١٣ · ٠ ١٢ · ۵ ٩ · ٨ ١٣ · ٨ ١٠ · ۵ ١٠ · ٢ ١٣ · ٩ ١١ · ٧
١۴ · ۵ ١۵ · ۵ ١٢ · ۵ ٩ · ۶ ١٣ · ٠ ١١ · ٢ ١٢ · ۴ ١٣ · ۴ ١٢ · ١
١۴ · ۵ ١۶ · ۵ ١٣ · ۵ ٨ · ۶ ١٣ · ۵ ١١ · ٨ ١٠ · ٧ ١۴ · ٢ ١٠ · ٨
١٣ · ٠ ١۶ · ٠ ١٠ · ۵ ٩ · ۶ ١۴ · ١ ١٢ · ٣ ١٣ · ١ ١۴ · ۵ ١١ · ٧
١٣ · ۵ ١۴ · ٠ ١٢ · ٠ ٩ · ٠ ١٣ · ٩ ١٣ · ٣ ١٢ · ١ ١٣ · ٠ ١٢ · ٧
١٢ · ۵ ١۴ · ۵ ١٢ · ۵ ١٠ · ٣ ١٣ · ٨ ١٢ · ٨ ١١ · ٩ ١٣ · ٣ ١٣ · ٣



٧٩ همزمان اطمینان�های فاصله .٧.٣

است. شده ارائه ١.۵.٣

فاصله�های آن�گاه باشند، کاتز نوع توزیع در Σ و µ ،MLE برآوردهای Σ̂ و µ̂ اگر .١.٧.٣ قضیه

با است برابر µiها برای درصد ١)١٠٠− α)

(
µ̂i − zα

٢

√
τ̂i
n

, µ̂i + zα
٢

√
τ̂i
n

)
i = ١, · · · , p

(١− α
٢ ) چندک zα

٢
و ،τ̂ = Σ̂

١
٢ Â−١

z B̂zÂ
−١
z Σ̂

١
٢ ماتریس قطر روی مولفه iامین برآوردگر τ̂i آن در که

است. استاندارد نرمال توزیع بالایی

همزمان اطمینان فاصله�های درصد ١٠٠(١−α) فاصله�های ،١.۵.٣ قضیه از استفاده با .٢.٧.٣ قضیه

با است برابر µiها از خطی ترکیب m برای بونفرونی

(
a′iµ− z α

٢m

√
a′iτ̂ ai
n

a′iµ+ z α
٢m

√
a′iτ̂ ai
n

)
i = ١, · · · ,m

می�باشد. استاندارد نرمال توزیع بالایی (١− α
٢m) چندک zα

٢
و معلوم ثابت بردار ai آن در که

برای ١.۵.٣ قضیه از استفاده با و می�باشد. µiها از خطی تابع یک a′µ ،a ثابت مقدار برای برهان.

با است برابر a′µ̂ تقریبی توزیع بزرگ، نمونه یک

a′µ̂
D−→ N (a′µ, a′τ̂ a) .

برابر a′١µ, · · · , a′mµ خطی تابع�های برای بونفرونی همزمان درصد ١٠٠(١−α) اطمینان فاصله آن�گاه

با است

(
a′iµ− z α

٢m

√
a′iτ̂ ai
n

a′iµ+ z α
٢m

√
a′iτ̂ ai
n

)
i = ١, · · · ,m

٧Ducharme and Milasevic



٨٠ کاتز نوع توزیع از استفاده با واریانس تحلیل .٣

چندجامعه میانگین برای همزمان اطمینان فاصله ٢.٧.٣

i = ،Σi ،µi پارامترهای با (١.٣) کاتز نوع توزیع از ni حجم با را xi١, · · · , xini
مستقل نمونه g

نشان را جامعه های میانگین بین معنی�داری اختلاف آزمون�ها، که کنید فرض درنظربگیرید. ١, · · · , g

بردار دو هر بین اختلاف همزمان، اطمینان�های فاصله ساختار تفاوت کردن مشخص منظور به دهد؛

می�کنیم. مقایسه را میانگین

.σ = (σ١١, · · · , σ١p, · · · , σp−١,p, σpp) و σ١ = · · · = σg = σ Σ١که = · · · = Σg = Σ فرضکنید ( الف

از استفاده با Σ١ = · · · = Σg = Σ کنید فرض بخش این مفرضات تحت .٣.٧.٣ قضیه

ترکیب m برای بونفرونی همزمان اطمینان فاصله ١)١٠٠ − α) ،١.٧.٣ و ١.۵.٣ قضیه�های

با است برابر ،l < l′ = ١, · · · , g ،µl − µl′ از خطی

a′k(µ̂l − µ̂l′)± z α
٢m

√
a′k

(
١
nl

τ̂l +
١
nl′
τ̂l′

)
ak k = ١, · · · ,m (۴.٣)

توزیع بالایی (١− α
٢m) z،چندک α

٢m
و هستند ثابت و معلوم مقادیر با بردارهایی akها آن در که

آن در که می�باشد، استاندارد نرمال

τ̂i = Σ̂
١
٢ Â−١

i B̂−١
i Â−١

i Σ̂
١
٢ , i = l, l′ = ١, · · · , g

قضیه�های از استفاده با می�باشد. µijها از خطی تابع یک a′µi ،a ثابت مقدار برای برهان.

داریم ١.٧.٣ و ١.۵.٣

a′(µ̂l − µ̂l′)
D−→ N

(
a′(µl − µl′), a

′(
١
nl

τ̂l +
١
nl′
τ̂l′)

)

a′k(µ̂l−µ̂l′) خطی تابع�های برای بونفرونی همزمان درصد ١٠٠(١−α) اطمینان�های فاصله آن�گاه

با است برابر

a′k(µ̂l − µ̂l′)± z α
٢m

√
a′k

(
١
nl

τ̂l +
١
nl′
τ̂l′

)
ak k = ١, · · · ,m



٨١ همزمان اطمینان�های فاصله .٧.٣

هستند. متفاوت نیز σiها اینرو از متفاوتند، Σiها کنید فرض ( ب

فاصله ،١.٧.٣ و ١.۵.٣ قضیه�های از استفاده با و بخش این مفروضات تحت .۴.٧.٣ قضیه

،l < l′ = ١, · · · , g ،µl−µl′ از خطی ترکیب m برای بونفرونی فاصله ١٠٠(١−α) اطمینان

با است برابر

a′k(µ̂l − µ̂l′)± z α
٢m

√
a′k

(
١
nl

τ̂l +
١
nl′
τ̂l′

)
ak k = ١, · · · ,m (۵.٣)

توزیع بالایی (١− α
٢m) چندک ،z α

٢m
و هستند ثابت و معلوم مقادیر با بردارهایی akها آن در که

که می�باشد، استاندارد نرمال

τ̂i = Σ̂
١
٢
i Â

−١
i B̂−١

i Â−١
i Σ̂

١
٢
i , i = l, l′ = ١, · · · , g

فاصله می�خواهیم این�رو از است، شده رد ١.۶.٣ مثال در میانگین برابری فرضیه�ی آنجایی�که از

کنید فرض کنیم. پیدا را l < l′ = ١,٢,٣ ،µl − µl′ از خطی تابع�های برای همزمان اطمینان

a′٢ = (٠,١,٠) ،a′١ = (١,٠,٠) انتخاب با آن�گاه .i = ١,٢,٣ ،µi = (µi١, µi٢, · · · , µip)

برای درصد ٩۵ بونفرونی همزمان اطمینان فاصله ،(۴.٣) رابطه از استفاده با a′٣ = (٠,٠,١) و

با است برابر j = ١,٢,٣ ،µ١j − µ٢j

µ١١ − µ٢١ = (٢٫ ٩٨۶٧۶٠ , ٣٫ ٠١٩٩٠۶)

µ١٢ − µ٢٢ = (١٫ ٢٧٩١٢۶ , ١٫ ٣٠٧۵۴٠)

µ١٣ − µ٢٣ = (٠٫ ٣١٢٣۶٧۵ , ٠٫ ٣٣۴٢٩٩٢)

است برابر j = ١,٢,٣ ،µ١j − µ٣j برای درصد ٩۵ بونفرونی همزمان اطمینان فاصله همچنین

با

µ١١ − µ٣١ = (٢٫ ١١٩٣٣٣ , ٢٫ ١۵۴٠٠٠)

µ١٢ − µ٣٢ = (١٫ ٠٢۴٠۶۶ , ١٫ ٠۴٩٢۶٨)

µ١٣ − µ٣٣ = (٠٫ ۴۶٣٢۴٨۵ , ٠٫ ۴٨٣۴١٨١)



برابر j = ١,٢,٣ ،µ٢j − µ٣j برای درصد ٩۵ بونفرونی همزمان اطمینان فاصله نهایت در و

با است

µ٢١ − µ٣١ = (−٠٫ ٨٨٣٧٩۴٢ , −٠٫ ٨۴٩۵٣٩٢)

µ٢٢ − µ٣٢ = (−٠٫ ٢۶۶۶٣۶٨ , −٠٫ ٢۴۶۶٩۶۵)

µ٢٣ − µ٣٣ = (٠٫ ١٣٩۴۴۴٨ , ٠٫ ١۶٠۵۵۵٢)

تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ٨.٣

-p نرمال توزیع راستا همین در و کردیم بررسی را بیضی�گون توزیع�های خانواده ابتدا پایان�نامه این در

شد، ذکر مقدمه در که همانطور دادیم. قرار مطالعه مورد را دارد آمار علم در فراوانی کاربرد که متغیره

نوع توزیع اینرو، از هستند p-متغیره نرمال توزیع از پهن�تر دم ناحیه�ی در چندمتغیره توزیع�های برخی

،s = ١
٢ خاص، حالت عنوان به و گرفتیم. نظر در را می�باشد بیضی�گون توزیع�های خانواده عضو که کاتز

کاتز، نوع توزیع میانگین برآوردگر مجانبی توزیع از استفاده با همچنین کردیم. بررسی را کاتز نوع توزیع

برای و معرفی را بونفرونی همزمان اطمینان فاصله ساختار و دادیم انجام را چند�متغیره واریانس آنالیز

دادیم. شرح داده�ها از مجموعه�ای

تحقیق آینده عنوان به زیر موضوعات به می�توان پایان�نامه، این در شبیه�سازی و نظری مطالب به توجه با

کرد. اشاره

بنابراین گرفتیم. نظر در را s = ١
٢ خاص حالت ما کاتز نوع توزیع برای واریانس تحلیل در •

کرد. ذکر نیز متنوعی مثال�های و انجام را واریانس تحلیل این مختلفی sهای ازای به می�توان

داد. تعمیم نمایی�-�توانی توزیع برای را ٣ فصل نتایج می�توان •

برای را ٣ فصل نتایج چوله، بیضی�گون توزیع�های گرفتن نظر در با می�توان دیگر تعمیمی عنوان به •

کرد. باز�نویسی چوله کاتز نوع توزیع�

نتایج از تعمیمی عنوان به می�باشد، توزیع�ها نظریه�ی زمینه در پایان�نامه این اساس که آن�جایی از •

خواص و کرده تعریف را منفرد چندمتغیره کاتز نوع توزیع می�توان ،٣ و ٢ فصل�های در شده ارائه



٨٣ تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری .٨.٣

کرد. بررسی را آن

همزمان اطمینان�های فاصله ساختار در که پایان�نامه این در محاسبه�شده برآوردگر مجانبی توزیع •

و نمایی�-�توانی توزیع مانند، بیضی�گون خانواده توزیع�های در می�توان را است شده گرفته بکار

کرد. محاسبه پیرسن توزیع

بنابراین است، شده استفاده درستنمایی نسبت آزمون از واریانس تحلیل برای پایان�نامه این در •

داد. قرار مطالعه مورد نیز آزمایش�ها طرح قالب در را نظر مورد واریانس تحلیل می�توان،

داد. تعمیم نیز مختلط فضاهای برای می�توان را ٣ فصل نتایج نهایت در •



آ� پیوست

اولیه مفاهیم و تعاریف

ماتریس�ها جبر آ�.١

را مطالب این می�کنیم. بیان را ماتریس�ها جبر از رساله، این نیاز مورد وقضایای تعریف بخش این در

می�توان جمله از که کرد مشاهده چندمتغیره تحلیل کتاب�های یا و خطی جبر کتاب�های اکثر در می�توان

کرد. اشاره (٢٠٠٣) اندرسن و (١٩٨٢) میرهد ،(١٩٧٩) همکاران و ماردیا به

ماتریس نمائیم، تعویض آن سطر�های و ستون با را Aماتریس وستنون�های سطر اگرجای آ�.١.١. تعریف

می�دهند. نمایش AT یا A′ نماد با و می�شود A ماتریس ترانهاده١ را حاصل

A′ = (aij)
′ = (aji)

همچنین

(A′)′ = A

است. متقارن A ماتریس آن�گاه ،(aji) = (aij) معادل طور به یا و A′ = A اگر آ�.٢.١. تعریف

n × p ماتریس یک نیز C = A + B آن�گاه باشند، n × p ماتریس�های B و A اگر آ�.٣.١. تعریف

.C = (cij) = (aij + bij) آن در که است،

١Transpose



٨۵ ماتریس�ها جبر آ�.١.

آن�گاه باشند، n× p ماتریس�های B و A اگر آ�.١.۴. قضیه

A+B = B + A

(A+B)′ = A′ +B′

عنصر (ij)امین آن�گاه باشند، m × p ماتریس یک B و n ×m ماتریس یک A اگر آ�.١.۵. تعریف

می�شود. تعریف cij =
∑

k aikbkj صورت به C = AB

آن�گاه باشند، p×m ماتریس یک B و n× p ماتریس یک A اگر آ�.١.۶. قضیه

(AB)′ = B′A′

آن�گاه باشد، n× p ماتریس یک A اگر آ�.٧.١. قضیه

هستند. متقارن AA′ و A′A -١

.A = ٠ گاه آن باشد، A′A = ٠ اگر -٢

(همگی c١, c٢, · · · , cn اسکالرهای هرگاه خطی�اند وابسته a١, a٢, · · · , an بردارهای آ�.٨.١. تعریف

طوریکه به باشند، داشته وجود نباشند) صفر

c١a١ + c٢a٢ + · · ·+ cnan = ٠

.c = ٠ دهد نتیجه Ac = ٠ اگر خطی�اند، مستقل a١, a٢, · · · , an بردارهای آ�.٩.١. تعریف

A خطی مستقل سطرهای یا و ستون�ها تعداد آنگاه باشد، مربع ماتریس یک A اگر آ�.١٠.١. تعریف

می�شود. نامیده آن رتبه٢

آن�گاه باشد. p مرتبه�ی از مربع ماتریس یک A = (aij) کنید فرض آ�.١١.١. تعریف

det(A) ̸= ٠ اگر است نامنفرد٣ A (i)

٢Rank
٣Nonsingular



٨۶ اولیه مفاهیم و تعاریف آ�.

ازای به اگر می�شود داده نشان diag(a١١, · · · , app) نماد با و است قطری۴ ماتریس یک A (ii)

.aij = ٠ ،i ̸= j

.A = A′ دیگر عبارت به aij؛ = aji ،i ̸= j ازای به اکر است متقارن۵ ماتریس یک A (iii)

.AA′ = A′A = Ip اگر است متعامد۶ ماتریس یک A (iv)

می�شود داده نشان (A ≥ ٠) A > ٠ با و است مثبت٨) معین (نیمه مثبت٧ معین ماتریس یک A (v)

.(X ′AX ≥ ٠) X ′AX > ٠ داشته��باشیم، Xp×١ صفر غیر بردار هر برای و باشد متقارن A اگر

صورت به مثبت معین متقارن ماتریس یک چولسکی تجزیه چولسکی). (تجزیه آ�.١٢.١. تعریف

است. بالا�مثلثی ماتریس یک Q آن در که است Σ = QTQ

ریاضی توابع آ�.٢

X روی نرم یک را ||.|| : X −→ R تابع باشد. برداری فضای X کنید فرض (نرم٩). آ�.١.٢. تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه می�نامیم،

،||x|| ≥ ٠ داشته�باشیم x ∈ X هر ازای به .١

،||x|| = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ داشته�باشیم x ∈ X هر ازای به .٢

،||αx|| = |α|||x|| داشته�باشیم α اسکالر هر و x ∈ X هر ازای به .٣

مثلثی). +x||(نامساوی y|| ≤ ||x||+ ||y|| داشته�باشیم x, y ∈ X هر ازای به .۴

۴Diagonal matrix
۵Symetric matrix
۶Orthognal matrix
٧Positive definite
٨Positive semidefinite
٩Norm



٨٧ ریاضی توابع آ�.٢.

هر�گاه گوییم، اقلیدسی نرم X = (x١, · · · , xp) بردار روی را ||X|| اقلیدسی١٠). (نرم آ�.٢.٢. تعریف

صورت به

||X|| = (X ′X)
١
٢ =

(
p∑

i=٠
x٢i

) ١
٢

است. اقلیدسی نرم منظورمان می�کنیم، استفاده نرم از جا هر پایان�نامه این در شود. تعریف

بردار دو Y = (y١, · · · , yp) و X = (x١, · · · , xp) کنید فرض ژاکوبی). تبدیل ) آ�.٣.٢. تعریف

ژاکوبی بگیرید. نظر در را Y = F (X) تبدیل باشند. مستقل و یکسان مولفه�های تعداد دارای که باشند

است. زیر صوت به Y به X تبدیل

J(X → Y ) = det


∂x١
∂y١

· · · ∂x١
∂yp

... ...
∂xp

∂y١
· · · ∂xp

∂yp


می�باشد. زیر صورت به و داده نشان q(n) نماد با هامر پوش ضریب هامر). پوش (ضریب آ�.٢.۴. تعریف

q(n) =

١ n = ٠

q(q + ١) · · · (q + n− ١) n > ٠

همچنین

q(n) =
Γ(q + n)

Γ(q)

می�شود تعریف زیر صورت به Xp×١ تصادفی بردار مشخصه تابع مشخصه١١). (تابع آ�.٢.۵. تعریف

ϕX(t) = E[exp (it′X)], t, X ∈ ℜp i =
√
−١

بازه زیر هر روی بر پیوسته مختلط) یا ) حقیقی تابعی f کنید فرض .( لاپلاس (تبدیل آ�.٢.۶. تعریف

ناسره�ی انتگرال این�صورت در باشد. [٠,∞) بازه�ی کراندار

L(f(t)) = F (s) =

∫ ∞

٠
exp {−st} f(t)dt

می�نامند. f تابع لاپلاس تبدیل را آن و می�دهند نشان L(f(t)) نماد با وجود صورت در را
١٠Euclidean norm
١١Charactristic function



٨٨ اولیه مفاهیم و تعاریف آ�.

زیر صورت به که حقیقی خط روی است تابعی دیراک دلتای تابع دیراک). دلتای (تابع آ�.٧.٢. تعریف

می�شود تعریف

δ(x− a) =

+∞ x = a

٠ x ̸= ٠

.
∫ +∞
−∞ δ(x− a)dx = ١ که طوری به

می�شود تعریف نیز نرمال چگالی توابع از دنباله�ای حد عنوان به دیراک دلتای تابع

δσ(x− a) = limσ→٠
١√
٢πσ٢

exp

{
−(x− a)٢

٢σ٢
}

برابر آن مقدار و همگراست انتگرالی متغیره، یک گاما تابع متغیره). یک گاما (تابع آ�.٨.٢. تعریف

می�باشد زیر صورت به که است مثبت عددی

Γ(a) =

∫ ∞

٠
xa−١ exp(−x)dx, a > ٠

صورت به ریزیک١٢،١٩٩۵) و (گرادشتاین گاما تابع دوم تعریف همچنین و

Γ(α, x) = xαe−xΨ(١,١+ α; x)

= e−xΨ(١− α,١− α; x)

می�باشد.

می�شود تعریف زیر صورت به بتا تابع متغیره). یک بتا (تابع آ�.٩.٢. تعریف

B(a, b) =

∫ ١

٠
xa−١)١− x)b−١dx

همچنین

Bx(a, b) =

∫ x

٠
ta−١)١− t)b−١dt

داریم همواره

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
= B(b, a)

١٢Gradshteyn and Ryzhik



٨٩ ریاضی توابع آ�.٢.

فوق تابع |z| < ١ مختلط متغیر برای متغیره). یک هندسی فوق توزیع (تعمیم�های آ�.١٠.٢. تعریف

می�شود تعریف زیر توانی سری بوسیله�ی متغیره یک هندسی

pFq(a١ · · · ap; b١ · · · bp; z) =
∞∑
k=٠

a
(k)
١ · · · a

(k)
p

b
(k)
١ · · · b

(k)
p

zk

k!
, ai, bj, i = ١, · · · , p; j = ١, ·, q

هستند. هامر پوش ضرایب b
(k)
j و a(k)i نمادهای و بوده نامنفی صحیح اعداد bjها و aiها به�طوریکه

و a به�طوریکه باشد، برقرار هندسی فوق تابع عنوان تحت شده معرفی سری همگرایی شرایط کنیم فرض

داریم ،c ̸= ٢−,١−,٠, · · · و نامنفی صحیح اعداد b

٠F٠(z) =
∞∑
k=٠

zk

k!
= exp(z), |z| < ١

٠F١(c; z) =
∞∑
k=٠

zk

c(k)k!

=
∞∑
k=٠

Γ(c)

Γ(c+ k)

zk

k!
, |z| < ١

١F١(a; c; z) =
∞∑
k=٠

a(k)

c(k)
zk

k!
, |z| < ١

=
∞∑
k=٠

Γ(c)Γ(a+ k)

Γ(a)Γ(c+ k)

zk

k!
, |z| < ١

٢F١(a, b; c; z) =
∞∑
k=٠

a(k)b(k)

c(k)
zk

k!

=
∞∑
k=٠

Γ(c)Γ(a+ k)Γ(b+ k)

Γ(a)Γ(b)Γ(c+ k)

zk

k!
, |z| < ١

از استفاده با را ٢F١ آن�گاه ،z > ١ اگر می�کنیم استقاده ٢F١ سری بسط از آن�گاه −١ < z < ١ اگر

می�کنیم نویسی باز زیر تساوی�های

٢F١(a, b; c; z) = (١− z)−a
٢F١(a, c− b;

−z
١− z )

= (١− z)−b
٢F١(c− a, b;

z

١− z )

= (١− z)c−a−b
٢F١(c− a, c− b; c; z).

داریم همچنین و

٢F١(b, a+ b+ h; a+ b+ h;
١
٢) = ٢−b



٩٠ اولیه مفاهیم و تعاریف آ�.

٢F١(b, a+ b; a+ b+ ١; ١٢) ≤ ٢b

می�آید به�دست زیر صورت به ٢F١(a, b; c; z) و ١F١(a; c; z) انتگرالی نمایش

١F١(a; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ ١

٠
ta−١)١− t)c−a−١ exp(zt)dt

٢F١(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ ١

٠
ta−١)١− t)c−a−١)١− zt)−bdt

, |arg(١− z)| < π, a > ٠, c− a > ٠.

ریزیک). و گرادشتاین ،(٣ · ٣٨٩ · ۴)) آ�.١١.٢. تعریف

∫ ∞

u

x(x٢ − u٢)v−١e−µxdx = ٢v− ١
٢ (
√
π)−١µ

١
٢−vuv+

١
٢Γ(v)Kv+ ١

٢
(uµ).

آماری توزیع�های برخی آ�.٣

و است β و α پارامترهای با بتا توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم .( بتا (توزیع آ�.١.٣. تعریف

باشد زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر ،X ∼ Beta(α, β) می�نویسیم

f(x) =
١

B(α, β)
xα−١)١− x)β−١, ٠ ≤ x ≤ ١, α ≥ ٠, β ≥ ٠

صورت این در

E(X) =
α

α + β
, V ar(X) =

αβ

(α+ β)(α + β + ١)

a پارامترهای با متغیره یک گامای توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم گاما). (توزیع آ�.٢.٣. تعریف

باشد زیر صورت به أن احتمال چگالی تابع اگر است، b و

f(x) =
١

Γ(a)ba
xa−١e−

x
b

.V ar(X) = ab٢ و E(X) = ab صورت این در می�شود. داده نشان X ∼ Ga(a, b) نماد با و

X ∼ می�نویسیم و است آزادی درجه�ی n با کی�دو توزیع دارای X آن�گاه b = ١
٢ و a = n

٢ اگر

.Ga(n٢ ,
١
٢) = χ(n)٢



٩١ اساسی قضایای و لم�ها آ�.۴.

،X ∼ ECp(µ,Σ, g) ١×Xpکه تصادفی بردار گوییم .(II نوع پیرسن چندمتغیره (توزیع آ�.٣.٣. تعریف

باشد. زیر صورت به آن چگالی تابع اگر می�باشد II نوع پیرسن چندمتغیره توزیع دارای

f(x) =
Γ( p٢ +M + ١)
Γ(m+ ١)π p

٢ |Σ| ١٢
[
١− (x− µ)′Σ−١(x− µ)

]m
x ∼MPIIp(µ,Σ)صورت به و .(x−µ)′Σ−١(x−µ) ≤ ١ و Σ > ٠ ،µ ∈ ℜp ،x ∈ ℜp آن در که

می�شود. داده نمایش

،X ∼ ECp(µ,Σ, g) ١×Xpکه تصادفی بردار گوییم .(V II نوع پیرسون چندمتغیره (توزیع آ�.٣.۴. تعریف

باشد. زیر صورت به آن چگالی تابع اگر می�باشد V II نوع پیرسن چندمتغیره توزیع دارای

f(x) =
Γ(m)

Γ(m− p
٢)π

p
٢ |Σ| ١٢

[
١+ (x− µ)′Σ−١(x− µ)

]−m

و .−∞ < xi < +∞ ،i = ١,٢, · · · , p ازای به و m > p
٢ ،Σ > ٠ ،µ ∈ ℜp ،x ∈ ℜp آن در که

می�شود. داده نمایش x ∼MPV IIp(µ,Σ) صورت به

دارای ،X ∼ ECp(µ,Σ, g) که Xp×١ تصادفی بردار گوییم چندمتغیره). کوشی (توزیع آ�.٣.۵. تعریف

باشد. زیر صورت به آن چگالی تابع اگر می�باشد کوشی توزیع

f(x) =
Γ(n+١

٢ )

π
p
٢Γ( p٢)

|Σ|−
١
٢
[
١+ (x− µ)′Σ−١(x− µ)

] p+١
٢

می�شود. داده نمایش x ∼MCp(µ,Σ) صورت به و .Σ > ٠ و µ ∈ ℜp ،x ∈ ℜp آن در که

اساسی قضایای و لم�ها آ�.۴

داریم αi > ٠(i = ١, · · · , p) هر ازای به .(١٩٩٠ همکاران، و فنگ (لم آ�.۴.١. ∫لم
ℜm

f

(
p∑

i=١
x٢i

)(
p∏

i=١
|xi|٢αi−١dxi

)
= Im (f |α) .

ببینید. را (١٩٩٠) همکاران و فنگ برهان.

آ�.۴.٢. ∫نتیجه
f

(
p∑

i=١
x٢i

)
dx١dx٢ · · · dxp =

π
p
٢

Γ( p٢)

∫ ∞

٠
y

p
١−٢f(y)dy



٩٢ اولیه مفاهیم و تعاریف آ�.

=
π

p
٢

Γ( p٢)
I١

(
f |p٢

)
.

می�باشد y و x از مستقل z که را z و y ،x تصادفی متغیر�های .(١٩٩٠ همکاران، و فنگ (لم آ�.۴.٣. لم

هستند: درست زیر عبارات آن�گاه بگیرید نظر در

.zx d
= zv آن�گاه x d

= v اگر الف)

zx
d
= zy از آن�گاه باشند، صفر مخالف t حقیقی مقادیر تمام برای E(|z|itsgn(z)) و E(zit) اگر ب)

.x d
= y که می�شود نتیجه

ببینید. را (١٩٩٠) همکاران و فنگ برهان.

از مستقل S و R نامنفی تصادفی متغیر کنید فرض .(١٩٨١ همکاران، و کمبانیس١٣ (لم آ�.۴.۴. لم

دارای T = RS سپس می�باشند. g چگالی با پیوسته تابع S و F توزیع تابع دارای R هستند، هم

زیر چگالی تابع با پیوسته (٠,∞) بازه در که ،F (٠) > ٠ اگر است صفر در F (٠) کوچک اندازه یک

می�باشد

h(t) =

∫
(٠,∞)

r−١g(
t

r
)dF (r)

با هستند برابر u(p) کوواریانس ماتریس و میانگین بردار .(١٩٩٠ همکاران، و (فنگ آ�.۵.۴. قضیه

E
(
u(p)
)
= ٠, Cov

(
u(p)
)
=

١
p
Ip.

ببینید. را (١٩٩٠) همکاران و فنگ برهان.

شرایط در می�توانیم است، موجود ،X = ru(p) گشتاورهای .(١٩٩٠ همکاران، و (فنگ آ�.۶.۴. قضیه

داریم ،i = ١, · · · , p ،٢si ≥ ٠ زوج صحیح عدد هر برای کنیم. بیان بعدی یک انتگرال یک

E

(
p∏

i=١
X٢si

i

)
= E

(
r٢s
)
π− p

٢
Γ( p٢)

Γ( p٢ + s)

p∏
i=١

Γ(
١
٢ + si)

.s = s١ + s٢ + · · ·+ sp که

١٣Cambanis



ب پیوست

و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه
R نرم�افزار در مثال�ها حل

تراز منحنی همراه به دو�متغیره نرمال توزیع (١.١) شکل کد .١

require(mnormt)

require(graphics)

require(stats)

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

f=function(x,y)(1/sqrt(2*pi)*exp(-0.5*(x^2+y^2)))

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "lightblue",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

#graph of normal beyzi

require(MASS)

require(mnormt)

require(graphics)

٩٣



٩۴ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

require(stats)

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=5

r=0.5

f=function(x,y)((1/sqrt(2*pi))*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))

*exp(-(1/2)*(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2))))

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "orange",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

تراز منحنی همراه به دومتغیره V II نوع پیرسون توزیع (١.٢) شکل رسم کد .٢

require(MASS)

require(mnormt)

require(graphics)

require(stats)

############graph of pearson type 7, m=4############

par(mfrow=c(2,2))

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=1

r=0



٩۵

m=4

f=function(x,y)((m-1)/pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*

(1+(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2)))^(-m)

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "yellow",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

#######graph of pearson type 7, m=3#############

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=5

r=0.5

m=3

f=function(x,y)((m-1)/pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*

(1+(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2)))^(-m)

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "yellow",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

تراز منحنی همراه به دومتغیره کوشی توزیع (١.٣) شکل رسم کد .٣

##########graph of cochy for m=1################

par(mfrow=c(2,2))

x=seq(-3,3,length= 30)



٩۶ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=1

r=0

m=1

f=function(x,y)(1/(2*pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*(1+(1/m)*

(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2))))^(-((m+2)/2))

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "blue",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

###############graph of cochy for m=1################

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=5

r=0.5

m=1

f=function(x,y)(1/(2*pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*(1+(1/m)*

(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2))))^(-((m+2)/2))

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "blue",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)



٩٧

تراز منحنی همراه به دومتغیره II نوع پیرسون توزیع (١.۴) شکل رسم کد .۴

#############graph of pearson type 2, m=2############

par(mfrow=c(2,2))

x=seq(-3,3,length= 30)

y=seq(-3,3,length= 30)

s1=1

s2=1

r=0

m=2

f=function(x,y)((m+1)/pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*

(1-(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2)))^m

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "green",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

#########graph of pearson type 2, m=-0.5##########

x=seq(-0.5,0.5,length= 30)

y=seq(-0.5,0.5,length= 30)

s1=1

s2=5

r=0.5

m=-0.5

f=function(x,y)((m+1)/pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*

(1-(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2)))^m



٩٨ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "green",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

تراز منحنی همراه به دومتغیره II نوع پیرسون توزیع (١.۵) شکل رسم کد .۵

#########graph of pearson type 2, m=2###########

x=seq(-0.5,0.5,length= 30)

y=seq(-0.5,0.5,length= 30)

s1=1

s2=5

r=0.5

m=1000

f=function(x,y)((m+1)/pi)*(1/(sqrt(s1*s2*(1-r^2))))*

(1-(1/(1-r^2))*((x^2/s1)+(y^2/s2)-2*r*(x/s1)*(y/s2)))^m

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "green",

ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed")

contour(x,y,z)

می�باشد. β همان b اینجا در که مختلف، �βهای ازای به نمایی�-�توانی توزیع شکل(۶.١) کد .٢

require(MASS)

require(stats)



٩٩

require(mnormt)

require(graphics)

b=0.25

x=seq(-2.5,2.5,length= 100)

y=seq(-2.5,2.5,length= 100)

s=c(1,0,0,1)

sigma=matrix(s,2,2)

k=(1)/(pi*gamma(1+(1/b))*(2^(1+1/b)))

s1=1

s2=sqrt(1)

g=function(x,y)k*((det(sigma))^(-0.5))*exp(-0.5*((x/s1)^2+(y/s2)^2)^b)

z=outer(x,y,g)

persp(x, y, z, theta=30, phi=30, expand=0.5, col="lightblue",

ltheta=120, shade=0.75, xlab="X", ylab="Y", ticktype="detailed")

(١.۶.٣) مثال به مربوط کد .٣

( الف

E =read.table("F:/payanname/R va SAS/ex3.31.txt");

E=matrix(c(E[,1],E[,2],E[,3]),nrow(E),3);

H =read.table("F:/payanname/R va SAS/ex3.32.txt");

H=matrix(c(H[,1],H[,2],H[,3]),nrow(H),3);

S =read.table("F:/payanname/R va SAS/ex3.33.txt");

S=matrix(c(S[,1],S[,2],S[,3]),nrow(S),3);

A =E+H+S



١٠٠ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

N =apply(A,2,sum)

NN=N/90

##################################################

mu_tilde=NN

mu1_hat=apply(E,2,mean)

mu2_hat=apply(H,2,mean)

mu3_hat=apply(S,2,mean)

e =list(E,H,S)

s =list(mu1_hat,mu2_hat,mu3_hat)

h =list(replicate(30,matrix(0,3,3)),replicate(30,matrix(0,3,3)),

replicate(30,matrix(0,3,3)))

a =list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

aa=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

sigma_hat=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

for (k in 1:3){

g =e[[k]]

hh =s[[k]]

i =h[[k]]

ii=h[[k]]

for (j in 1:30){

i[,,j]=(g[j,]-hh)%*%t(g[j,]-hh)

a[[k]] =a[[k]]+i[,,j]

ii[,,j]=(g[j,]-mu_tilde)%*%t(g[j,]-mu_tilde)

aa[[k]] =aa[[k]]+ii[,,j]



١٠١

}

sigma_hat[[k]]=a[[k]]/90

}

sigma_tilde=(aa[[1]]+aa[[2]]+aa[[3]])/90

test=(det(sigma_hat[[1]])^(-15))*(det(sigma_hat[[2]])^(-15))*

(det(sigma_hat[[3]])^(-15))/(det(sigma_tilde)^(-45))

-2*log(test)

#######################################################

( ب

mu_tilde=NN

mu1_hat=apply(E,2,mean)

mu2_hat=apply(H,2,mean)

mu3_hat=apply(S,2,mean)

e =list(E,H,S)

s =list(mu1_hat,mu2_hat,mu3_hat)

h =list(replicate(30,matrix(0,3,3)),replicate(30,matrix(0,3,3)),

replicate(30,matrix(0,3,3)))

a =list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

aa=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

sigma_hatt=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

sigma_tildee=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

for (k in 1:3){

g =e[[k]]

hh =s[[k]]



١٠٢ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

i =h[[k]]

ii=h[[k]]

for (j in 1:30){

i[,,j]=(g[j,]-hh)%*%t(g[j,]-hh)

a[[k]] =a[[k]]+i[,,j]

ii[,,j]=(g[j,]-mu_tilde)%*%t(g[j,]-mu_tilde)

aa[[k]] =aa[[k]]+ii[,,j]

}

sigma_hatt[[k]]=a[[k]]/30

sigma_tildee[[k]]=aa[[k]]/30

}

lam=list(numeric(30),numeric(30),numeric(30))

for (k in 1:3){

g =e[[k]]

hh =s[[k]]

for (j in 1:30){

lam[[k]][j]=sqrt(t(g[j,]-mu_tilde)%*%solve(sigma_tildee[[k]])%*%

(g[j,]-mu_tilde))-sqrt(t(g[j,]hh)%*%solve(sigma_hatt[[k]])%*%(g[j,]-hh))

}

}

Lamb=exp(-sum(lam[[1]]+lam[[2]]+lam[[3]]))

Lambdd=numeric(3)

for (m in 1:3){

Lambdd[m]=((det(sigma_hatt[[m]])/det(sigma_tildee[[m]]))^(15))*Lamb



١٠٣

}

Lambda=(Lambdd[1]*Lambdd[2]*Lambdd[3])

-2*log(Lambda)

(١.۶.٣) مثال در همزمان اطمینان فاصله به مربوط کد .۴

############# Confidence Intervals ########################

B=list(replicate(30,matrix(0,3,3)),replicate(30,matrix(0,3,3)),

replicate(30,matrix(0,3,3)))

B_hat=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

A_hat=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))

for (k in 1:3){

g =e[[k]]

hh =s[[k]]

i =B[[k]]

ii=B[[k]]

for (j in 1:30){

w=(g[j,]-hh)%*%t(g[j,]-hh)

f=as.numeric(t(g[j,]-hh)%*%solve(sigma_hat)%*%(g[j,]-hh))

i[,,j]=(w/f)/30

ii[,,j]=(1/sqrt(f))*(sigma_hat-(w/f))

B_hat[[k]] =B_hat[[k]]+i[,,j]

A_hat[[k]] =A_hat[[k]]+ii[,,j]

}

}

tau_hat=list(matrix(0,3,3),matrix(0,3,3),matrix(0,3,3))



١٠۴ R نرم�افزار در مثال�ها حل و شکل�ها رسم برای مربوط رایانه�ای برنامه ب.

for (k in 1:3){

tau_hat[[k]]=sigma_hat%*%solve(A_hat[[k]])%*%B_hat[[k]]%*

%solve(A_hat[[k]])%*%sigma_hat

}

alpha=0.3

aa=list(c(1,0,0),c(0,1,0),c(0,0,1))

Interval_1=list(numeric(2),numeric(2),numeric(2))

Interval_2=Interval_1

Interval_3=Interval_1

###############################

for (k in 1:3){

Interval_1[[k]][1]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu1_hat-mu2_hat)-qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[1]]/30+tau_hat[[2]]/30)%*%aa[[k]]))

Interval_1[[k]][2]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu1_hat-mu2_hat)+qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[1]]/30+tau_hat[[2]]/30)%*%aa[[k]]))

Interval_2[[k]][1]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu1_hat-mu3_hat)-qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[1]]/30+tau_hat[[3]]/30)%*%aa[[k]]))

Interval_2[[k]][2]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu1_hat-mu3_hat)+qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[1]]/30+tau_hat[[3]]/30)%*%aa[[k]]))

Interval_3[[k]][1]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu2_hat-mu3_hat)-qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[2]]/30+tau_hat[[3]]/30)%*%aa[[k]]))

Interval_3[[k]][2]=as.numeric(t(aa[[k]])%*%(mu2_hat-mu3_hat)+qnorm

(1-alpha/6)*sqrt(t(aa[[k]])%*%(tau_hat[[2]]/30+tau_hat[[3]]/30)%*%aa[[k]]))

}



١٠۵

مختلف ρهای ازای به کاتز نوع توزیع خاص حالت (١.٣) شکل رسم کد .۵

############# Kotze ######################

library(MASS)

require(MASS)

require(stats)

require(graphics)

x=seq(-2.5,2.5,length= 100)

y=seq(-2.5,2.5,length= 100)

X=cbind(x,y)

N=1

s=1/2

r=1

rho=0.5

f=function(x,y){((s*(r^(N/s))*(x^2+y^2-2*rho*x*y)^(N-1))/(pi*gamma(N/s)

*(1-rho^2)^(N-0.5)))*exp(-r*((x^2+y^2-2*rho*x*y)/(1-rho^2))^s)}

z=outer(x,y,f)

persp(x, y, z, theta=30, phi=50, expand=0.5, col="lightblue",

ltheta=120, shade=0.75, xlab="X", ylab="Y", ticktype="detailed")

contour(x,y,z)
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Aabstract

In many statistical methods, the use of multivariate methods therefore it is of interest
to researchers. an application of multivariate techniques in the analysis of variance,that’s
the best estimator for the unknown parameter is the number one concern. the problem is
always the parameter estimates, check the accuracy of the estimator. one way to address
this issue by analysis of variance. basis of multivariate analysis, a multivariate normal
distribution. but the real problems associated states considering that it was not appro-
priate for the multivariate normal distribution. there is different methods for testing the
target population has a multivariate normal distribution. in the case of other classes of
multivariate distributions can be used as a substitute. in this research first examines the
multivariate analysis based on the multivariate normal distribution, and then to this end
we use the distribution of kotz, analysis of variance to examine. also interested in if you
are looking analysis also extend to other elliptical family of distributions.

Keywords:Elipticall symetric distribution, Kotz type distribution, Asymptotic distri-
bution of the maximum likelihood estimator, Analysis of variance, simultaneous confidence
intervals.
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