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است. نشده ارایه هیچ�جا در
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می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
در است. گرفته قرار مطالعه مورد آن کاربردهای از برخی و فازی گراف�های موضوع نامه پایان این در
اول، فصل است. شده داده تعمیم فازی گراف�های به قطعی گراف�های به مربوط مباحث رابطه این
اعمال دوم، فصل در می�باشد. فازی گراف�های اساسی تعاریف بیان و موضوع تاریخچه�ی به مربوط
و نرمال ضرب حاصل ترکیب، دکارتی، ضرب حاصل اتصال، اجتماع، شامل: فازی گراف�های روی
است. گرفته قرار بررسی مورد یکریختی موضوع سوم فصل است. شده آورده ترانسفوری ضرب حاصل
در می�باشد. نامه پایان این چهارم فصل موضوع منتظم کلا فازی وگراف�های منتظم فازی گراف�های
شده داده تعمیم فازی گراف�های در اویلر فرمول و مطرح فازی مسطح گراف�های موضوع پنجم فصل
فازی، گراف در انرژی و ویژه� مقادیر موضوعات، شامل فازی گراف از کاربردهایی ششم فصل است.

می�باشد. فازی گراف�های در احاطه�گری مفهوم و فازی گراف�های آمیزی رنگ
مسطح گراف منتظم، فازی گراف یکریختی، فازی، گراف�های روی اعمال فازی، گراف کلیدی: کلمات

فازی.
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١ فصل

تعاریف و تاریخچه

فازی روابط بر مبتنی که شد، پیشنهاد ١٩٧٧ سال در [٩]١ کافمن توسط فازی گراف از تعریف اولین
شامل تعریف�هایی (١٩٧۶) [١٣]٣ رزنفلد هم�چنین بود[١۴]، (١٩٧۵) ٢ زاده لطفی� توسط شده بیان
مورد در مقالات و کتاب�ها از بسیاری در پس آن از بود. کرده بیان را فازی یال�های و فازی رئوس
بهبود مسایل حل ابزار پرکاربردترین از یکی به�عنوان گراف�ها گونه بدین و شد بحث فازی گراف�های

گرفت. قرار مطالعه مورد فازی گراف�های توسط بهینه�سازی مسایل از بسیاری و یافت
ابتدا فصل این در می�شود، استفاده فازی روابط و مجموعه�ها مفهوم از فازی، گراف تعریف در چون

می�گیرد. قرار بررسی مورد آن�ها خواص و فازی مجموعه�های مفاهیم

فازی مجموعه�ی ١.١

صفت مجموعه، در عناصر عضویت معیار دارد. را خود به کننده مشخص� صفت یک مجموعه، هر
صورت این غیر در و مجموعه عضو باشد، صفت آن دارای اگر عنصر هر و است مجموعه کننده مشخص
با را نظر مورد مجموعه اگر و می�نامیم عضویت۴ تابع را عضویت معیار این است. مجموعه از خارج
به x تعلق صورت در که می�دهیم، نشان µA(x) با را A مجموعه�ی عضویت تابع آنگاه دهیم، نمایش A
درست می�تواند گزاره هر ارزش قطعی منطق در است. ٠ صورت این غیر در و ١ مقدار این A مجموعه�ی

می�دهد. نمایش صفر و یک با را آن رایانه که باشد نادرست یا
{(x, µA(x)) | x ∈ X}به�صورت مرتب زوج از مجموعه�ای ،X مجموعه�ی روی A فازی مجموعه�ی
تعلق درجه�ی که است، عضویت تابع µA : X → [٠,١] و است ناتهی و مرجع مجموعه�ی X که است،

می�باشد. A فازی مجموعه�ی به x
١Kaufman
٢Lotfi Zade
٣Rosenfeld
۴membership function

٣



۴ تعاریف و تاریخچه .١

می�شود، تعریف [٠,١] بازه�ی به�صورت I شدت سطح مجموعه�ی کلاسیک به�طور فازی تئوری در
اکید تعلق دهنده�ی نشان µA(x) = ١ و Aاست به x تعلق عدم دهنده�ی نشان µA(x) = ٠ به�طوری�که
I مجموعه�ی حال هر به است، متعلق A به عضویت درجه�ی یک با میانه مقدار هر و است A به x
عبارت باشد. بیانی صفت k از متشکل I = {٠,١, . . . , k} به�صورت گسسته مجموعه�ی یک می�تواند
به�طور است. کمتر A به x′ عضویت درجه�ی از A به x درجه�عضویت می�دهد نشان µA(x) < µA(x

′)

به�صورت می�تواند I مثال برای باشد. عددی لزوماً نه مرتب مجموعه�ی هر می�تواند I مجموعه�ی کلی
باشد[١۵]. I = {t, h,m, l, n} معادل به�طور یا I = متوسط،قوی،کلی} {پوچ،ضعیف،

است. شده آورده [١٠] مرجع از زیر مطالب

α-برش۵ خانواده�ی است، شده تعریف X مرجع مجموعه�ی روی که �A فازی مجموعه�ی .١.١.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت آن

Aα = {x ∈ X | µA(x) ≥ α}.

است، σ : V → [٠,١] نگاشت یک ،V مجموعه�ی یک از فازی۶ یکزیرمجموعه�ی .٢.١.١ تعریف
می�شود. نامیده عضویت تابع که

مجموعه�ی آنگاه باشد. �V ی مجموعه از فازی مجموعه�ی زیر یک σ کنید فرض .٣.١.١ تعریف
σt = {x ∈ V : σ(x) ≥ t} ∀t ∈ [٠,١]

مجموعه�ی و می�شود نامیده ٧ t-سطح مجموعه��ی
σ∗ = {x ∈ V : σ(x) > ٠}

هستند. قطعی مجموعه�های σ∗ و σt مجموعه�های می�شود. نامیده ٨ σ از محمل

آنگاه: باشند. V مجموعه�ی از فازی مجموعه�ی زیر دو τ و σ کنید فرض .۴.١.١ تعریف

باشد. برقرار σ(x) ≤ τ(x) رابطه�ی x ∈ V هر ازای به اگر ،σ ⊆ τ .١

وجود x ∈ V یک حداقل و باشد برقرار σ(x) ≤ τ(x) رابطه�ی x ∈ V هر ازای به اگر ،σ ⊂ τ .٢
باشد. σ(x) < τ(x) که به�طوری باشد، داشته

باشد. برقرار σ(x) = τ(x) رابطه�ی x ∈ V هر ازای به اگر ،σ = τ .٣

فازی زیرمجموعه�ی σ ∪ τ آنگاه باشند. V از فازی زیرمجموعه�ی دو τ و σ کنید فرض .۵.١.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�باشد V از

(σ ∪ τ)(x) = σ(x) ∨ τ(x) ∀x ∈ V

۵α-cut
۶fuzzy subset
٧t-level
٨support of σ



۵ فازی مجموعه�ی .١.١

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�باشد، V از فازی زیرمجموعه�ی σ ∩ τ و

(σ ∩ τ)(x) = σ(x) ∧ τ(x) ∀x ∈ V.

است. مینیمم عملگر ∧ و ماکزیمم عملگر ∨

V از فازی زیرمجموعه�ی σc آنگاه باشد. V از فازی زیرمجموعه�ی یک σ کنید فرض .۶.١.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�باشد

σc(x) = ١− σ(x) ∀x ∈ V.

فازی زیرمجموعه�ی از مشخصه تابع باشد. �V از فازی زیرمجموعه�ی یک A کنید فرض .٧.١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را می�شود، داده نشان χA : V → [٠,١] تابع توسط که V در A

χA(x) =

١ x ∈ A اگر

٠ x ∈ V \A اگر

حال

χ∅(x) = ٠, χV (x) = ١ ∀x ∈ V.

برقرارند: زیر ویژگی�های آنگاه باشند. V از فازی زیرمجموعه�های ξ و τ ،σ کنید فرض

σ ∪ τ = τ ∪ σ, σ ∩ τ = τ ∩ σ, σ ∪ χ∅ = σ, σ ∩ χ∅ = χ∅,

σ ∪ χV = χV , σ ∩ χV = σ, σ ∪ σ = σ, σ ∩ σ = σ,

σ ∪ (τ ∪ ξ) = (σ ∪ τ) ∪ ξ, σ ∩ (τ ∩ ξ) = (σ ∩ τ) ∩ ξ,

σ ∩ (τ ∪ ξ) = (σ ∩ τ) ∪ (σ ∩ ξ), σ ∪ (τ ∩ ξ) = (σ ∪ τ) ∩ (σ ∪ ξ),

(σ ∪ τ)c = σc ∩ τ c, (σ ∩ τ)c = σc ∪ τ c, (σc)c = σ.

باشند، S و V از فازی زیرمجموعه�های به�ترتیب τ و σ و مجموعه دو S و V کنید فرض .٨.١.١ تعریف
فازی زیرمجموعه�ی یک ،τ فازی زیرمجموعه�ی به σ فازی زیرمجموعه�ی از µ ٩ فازی یکرابطه�ی آنگاه

که: به�طوری می�باشد، V × S از µ

µ(x, y) ≤ σ(x) ∧ τ(y) ∀x ∈ V, y ∈ S.

شرط

µ(x, y) ≤ σ(x) ∧ τ(y), ∀x ∈ V و y ∈ S

τ ∗ به σ∗ از رابطه یک µ∗ و τ t به σt از رابطه یک µt ،t ∈ [٠,١] هر ازای به که می�دهد را امکان این
باشند.

٩fuzzy relation



۶ تعاریف و تاریخچه .١

از σ فازی زیرمجموعه�ی یک از فازی رابطه�ی یک µ : V × S → [٠,١] کنید فرض .٩.١.١ تعریف
زیرمجموعه�ی یک از فازی رابطه�ی یک ν : S × T → [٠,١] و �S از τ فازی زیرمجموعه�ی یک به V
شده تعریف µ ◦ ν : V × T → [٠,١] آنگاه باشد. T از ξ فازی زیرمجموعه�ی یک به S از τ فازی

توسط:

µ ◦ ν(x, z) = ∨{µ(x, y) ∧ ν(y, z) : y ∈ S} ∀x ∈ V, z ∈ T,

شود. می نامیده ν با µ ترکیب

رابطه�ی یک µ ◦ ν آنگاه ،(٩.١.١) تعریف در شده تعریف ξ و µ, σ, τ, ν به توجه با .١٠.١.١ نکته
� می�باشد. ξ به σ از فازی

این می�گیریم. نظر در V از σ فازی زیرمجموعه�ی یک روی فازی روابط را ν و µ مبحث ادامه�ی در
ترکیب عمل است. طبیعی کاملا امری ماتریس، یک شکل به فازی رابطه�ی یک نمایش برای مساله
عمل و ∨ توسط جمع عمل که شود، محاسبه می�تواند ماتریس ضرب همانند µ ◦ ν که می�سازد مشخص
با را µ٢ می�توان است، شرکت�پذیر ترکیب عمل که آن�جایی از و می�شوند. جایگزین ∧ توسط ضرب

داد. نسبت µk−١ ◦ µ, k > ١ با را µk و µ ◦ µ

.١١.١.١ تعریف
µ∞(x, y) = ∨{µk(x, y) : k = ١,٢,٣ . . . }, ∀x, y ∈ V.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را µ٠(x, y) تعریف، به توجه با حال

µ٠(x, y) =

٠ x ̸= y اگر

σ(x) ∀x, y ∈ V.

١٠ انعکاسی رابطه�ی یک µ آنگاه باشد. σ روی فازی رابطه�ی یک µ کنید فرض .١٢.١.١ تعریف
اگر می�شود، نامیده

µ(x, x) = σ(x) ∀x ∈ V.

می�شود: نتیجه زیر عبارات آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر

µ(x, y) ≤ µ(x, x) و µ(y, x) ≤ µ(x, x) ∀x, y ∈ V.

آنگاه باشند. �V از σ فازی زیرمجموعه�ی یک روی فازی روابط ν و µ کنید فرض .١٣.١.١ قضیه
برقرارند. زیر ویژگی�های

آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .١

ν ⊆ ν ◦ µ و ν ⊆ µ ◦ ν.
١٠reflexive relation



٧ فازی مجموعه�ی .١.١

.µ ⊆ µ٢ آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .٢

آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .٣
µ٠ ⊆ µ ⊆ µ٢ ⊆ µ٣ ⊆ · · · ⊆ µ∞.

آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی µیک اگر .۴
µ٠(x, x) = µ(x, x) = µ٢(x, x) = · · · = µ∞(x, x) = σ(x) ∀x ∈ V.

هستند. انعکاسی روابط نیز ν ◦ µ و µ ◦ ν بنابراین باشند، انعکاسی روابط ν µو اگر .۵

انعکاسی رابطه�ی یک ،t ∈ [٠,١] هر ازای به نیز µt آنگاه باشد، انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .۶
می�باشد. σt روی

نامیده ١١ متقارن یکرابطه�ی µ آنگاه باشد. σ روی فازی رابطه�ی یک µ کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
اگر: می�شود،

µ(x, y) = µ(y, x) ∀x, y ∈ V.

آنگاه باشند. �V از σ فازی زیرمجموعه�ی یک روی فازی روابط ν و µ کنید فرض .١۵.١.١ قضیه
برقرارند. زیر ویژگی�های

اگر: فقط و اگر است، متقارن رابطه�ی یک µ ◦ ν آنگاه باشند، متقارن روابط ν و µ اگر .١
µ ◦ ν = ν ◦ µ.

است. متقارن رابطه�ی یک نیز µ از توانی هر آنگاه باشد، متقارن رابطه�ی یک µ اگر .٢

روی متقارن رابطه�ی یک ،t ∈ [٠,١] هر ازای به نیز µt آنگاه باشد، متقارن رابطه�ی یک µ اگر .٣
می�باشد. σt

نامیده ١٢ متعدی یکرابطه�ی µ آنگاه باشد. σ روی فازی رابطه�ی یک µ کنید فرض .١۶.١.١ تعریف
باشد. µ٢ ⊆ µ اگر می�شود،

است. متعدی رابطه�ی یک ،µ فازی رابطه�ی هر ازای به µ∞ که می�شود نتیجه ،(١۶.١.١) تعریف از
است. متعدی فازی رابطه�ی یک ویژگی�های از برخی زیر عبارات

آنگاه باشند. �V از σ فازی زیرمجموعه�ی یک روی فازی روابط π و ν ،µ کنید فرض .١٧.١.١ قضیه
برقرارند. زیر ویژگی�های

.π ◦ ν ⊆ µ آنگاه ،ν ⊆ µ و π ⊆ µ و باشد، متعدی رابطه�ی یک µ اگر .١
١١symmetric relation
١٢transitive relation



٨ تعاریف و تاریخچه .١

است. متعدی رابطه�ی یک نیز µ از توانی هر آنگاه باشد، متعدی رابطه�ی یک µ اگر .٢

.µ ◦ ν = ν ◦ µ = µ آنگاه ،ν ⊆ µ و انعکاسی رابطه�ی یک ν متعدی، رابطه�ی یک µ اگر .٣

.µ٢ = µ آنگاه باشد، متعدی و انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .۴

آنگاه باشد، متعدی و انعکاسی رابطه�ی یک µ اگر .۵

µ٠ ⊆ µ = µ٢ = µ٣ = · · · = µ∞.

است. متعدی µ ◦ ν آنگاه ،µ ◦ ν = ν ◦ µ و باشند متعدی روابط ν و µ اگر .۶

آنگاه باشد، متعدی و متقارن رابطه�ی یک µ اگر .٧

µ(x, y) ≤ µ(x, x) و µ(y, x) ≤ µ(x, x) ∀x, y ∈ V.

t ∈ [٠,١] هر ازای به ،σt روی متعدی رابطه�ی یک µt آنگاه باشد، متعدی رابطه�ی یک µ اگر .٨
می�باشد.

یک را باشد، متعدی و متقارن انعکاسی، رابطه�ی یک که ،V روی فازی رابطه�ی یک .١٨.١.١ تعریف
می�نامیم. V روی ١٣ ارزی هم� رابطه�ی

١۴ پادتقارنی رابطه�ی یک µ آنگاه باشد. σ روی فازی رابطه�ی یک µ کنید فرض .١٩.١.١ تعریف
اگر: می�شود، نامیده

µ(x, y) ̸= µ(y, x) ∀x, y ∈ V.

را باشد، متعدی و پادتقارنی انعکاسی، رابطه�ی یک که ،V روی فازی رابطه�ی یک .٢٠.١.١ تعریف
می�نامیم. V روی ١۵ مرتب جزئاً رابطه�ی یک

فازی گراف ٢.١

مربوط اطلاعات نمایندگی از مناسب روش یک گراف یک هستند. روابط از ساده�ای مدل�های گراف�ها
می�شود. داده نمایش یال�ها توسط آن�ها، بین روابط و رئوس توسط اشیا می�باشد. اشیا بین رابطه�ی به
باشد، داشته وجود ابهام و قطعیت عدم مورد، دو هر در یا آن�ها بین روابط یا اشیا شرح در هنگامی�که

می�باشد. فازی گراف مدل طراحی به نیاز

١٣equivalence relation
١۴antisymmetric relation
١۵partial order relation)



٩ فازی گراف .٢.١

توابع از جفت یک ١۶ فازی گراف یک باشد. غیرتهی مجموعه�ی یک V کنید فرض .١.٢.١ تعریف
می�باشد. σ روی متقارن فازی رابطه�ی یک µ و V از فازی زیرمجموعه�ی یک σ که می�باشد، �G̃(σ, µ)

دیگر، به�عبارت
σ : V → [٠,١] و µ : V × V → [٠,١]

که به�طوری
µ(u, v) ≤ σ(u) ∧ σ(v) ∀u, v ∈ V.

به σ∗ که می�دهیم، نمایش �G∗ : (V,E) با را �G̃ : (σ, µ) فازی گراف زمینه�ی (قطعی) گراف
گراف که کنید توجه می�باشد. µ∗ = E ⊆ V × V و می�کند اشاره رئوس از V (غیرتهی) مجموعه�ی
که به�طوری می�باشد، (V,E) از یال هر و راس هر با فازی گراف از خاص نوع یک (V,E) قطعی
در گراف در را حلقه�ها نیست نیازی هم�چنین می�باشد. یک گراف، از یال هر و راس هر عضویت درجه�ی
نظر در متناهی V زمینه�ی مجموعه�ی و است انعکاسی رابطه�ی یک µ که می�کنیم فرض و بگیریم، نظر

می�شود. گرفته
به�صورت را (u, v) فازی یال فازی، گراف از v و u رئوس از جفت هر ازای به نامه پایان این در

می�دهیم. نمایش (uv)

شده آورده (١.١) شکل در G∗ : (V,E) آن زمینه�ی گراف و G̃ : (σ, µ) فازی گراف .٢.٢.١ مثال
است.
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.......

G̃ : (σ, µ) G∗ : (V,E)

G∗ : (V,E) آن زمینه�ی گراف و G̃ : (σ, µ) فازی گراف :١.١ شکل

است: زیر به�صورت فازی گراف انواع

١۶fuzzy graph



١٠ تعاریف و تاریخچه .١

آن یال�های مجموعه و قطعی آن رئوس مجموعه که است صورت این به فازی گراف از نوع یک •
قطعی رئوس مجموعه V به�طوری�که است، G̃ = (V, Ẽ)به�صورت گراف این نمایش باشد. فازی

می�شود: مشخص µ = (µij)i,j∈V ماتریس به�وسیله�ی که است فازی یال�های مجموعه Ẽ و
µij = µẼ(ij) ∀i, j ∈ V i ̸= j

شدت سطح µij ∈ I عضو هر است، گراف فازی یال�های عضویت تابع یک µẼ : V ×V → I

صفر قطعی، رئوس شدت گراف�ها این در می�دهند. نشان را i, j ∈ V هر به�ازای {i, j} یال
داخل از رئوس به� یال�ها تعلق شدت سطح و است یکسان رئوس همه�ی ارزش و است یک یا

است. I شدت سطح مجموعه

به��صورت هستند، فازی دو هر یال�ها مجموعه و رئوس مجموعه آن در که فازی گراف از دیگری نوع •
فازی یال�های مجموعه Ẽ و فازی رئوس مجموعه Ṽ به�طوری�که می�دهیم، نمایش G̃ = (Ṽ , Ẽ)

σi = (σi)i∈V ماتریس وسیله�ی به Ṽ فازی رئوس مجموعه شد، بیان آن ماتریس که است،
می�شود: مشخص

σi = σṼ (i) ∀i ∈ V

شدت سطح دهنده�ی نشان σi عضو هر است. گراف فازی رئوس عضویت تابع σṼ : V → I

در که می�دهند. نشان هم G̃ = (σ, µ) به�صورت را فازی گراف نوع این است، i ∈ V راس
می�دهیم. نمایش G̃ : (σ, µ) به�صورت را فازی گراف فصل�ها تمامی

اگر می�شود، نامیده G̃ : (σ, µ) از جزیی١٧ فازی زیرگراف یک H̃(τ, ν) فازی گراف .٣.٢.١ تعریف
باشد. ν ⊆ µ و τ ⊆ σ

آورده (٢.١) شکل در ،(٢.٢.١) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف از جزیی فازی زیرگراف .۴.٢.١ مثال
است. شده

اگر می�شود، نامیده G̃ : (σ, µ) از ١٨ فازی زیرگراف یک H̃(τ, ν) فازی گراف .۵.٢.١ تعریف
τ(u) = σ(u) ∀u ∈ τ ∗ و ν(uv) = µ(uv) ∀(uv) ∈ ν∗.

این�که به توجه با
σt = {u ∈ V : σ(u) ≥ t} و µt = {(uv) ∈ V × V : µ(uv) ≥ t} ∀t ∈ [٠,١].

که آن�جایی از و
µ(uv) ≤ σ(u) ∧ σ(v) ∀u, v ∈ V,

می�باشد. µt یال�های مجموعه و σt رئوس مجموعه با گراف یک ،t ∈ [٠,١] هر ازای به (σt, µt) بنابراین

١٧partial fuzzy subgraph
١٨fuzzy subgraph



١١ فازی گراف .٢.١

..u۴(١) . u۵(٠٫ ۶).

u٠٫)٣ ۵)

.

u٠٫)٢ ٨)

.

u٠٫)١ ۴)

.
٠٫ ۴

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٨

G̃ : (σ, µ) فازی گراف از جزیی فازی زیرگراف :٢.١ شکل

در t = ٠٫ ۵ ازای به ،(٢.٢.١) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف از Gt : (σt, µt) گراف .۶.٢.١ مثال
است. شده آورده (٣.١) شکل

..u۴ . u۵.

u٣

.

u٢

.....

باشد می t = ٠٫ ۵ که Gt : (σt, µt) گراف :٣.١ شکل

آنگاه باشد، ٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ ١ اگر باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٧.٢.١ نکته
می�باشد. (σt١ , µt١) از زیرگراف یک (σt٢ , µt٢)

هر ازای به باشد. G̃ : (σ, µ) فازی گراف از جزیی فازی زیرگراف یک H̃(τ, ν) اگر .٨.٢.١ نکته
می�باشد. (σt, µt) از زیرگراف یک (τ t, νt) ،٠ ≤ t ≤ ١

G̃ : (σ, µ) از ١٩P توسط شده القا فازی زیرگراف یک را H̃(τ, ν) فازی گراف .٩.٢.١ تعریف
اگر گوییم،

P ⊆ V, τ(u) = σ(u) ∀u ∈ P و ν(uv) = µ(uv) ∀u, v ∈ P.

،(٢.٢.١) مثال فازی گراف از P = {u٢, u٣, u۴, u۵} توسط شده القا فازی زیرگراف .١٠.٢.١ مثال
است. شده آورده (۴.١) شکل در

١٩fuzzy subgraph induced by P



١٢ تعاریف و تاریخچه .١

..u۴(١) . u۵(٠٫ ٩).

u٠٫)٣ ٨)

.

u(١)٢

.
٠٫ ٩

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧

.

٠٫ ٨

Pتوسط شده القا فازی زیرگراف :۴.١ شکل

فازی زیرگراف باشد، τ ⊆ σ که به�طوری ،V از τ فازی زیرمجموعه�ی هر ازای به .١١.٢.١ تعریف
دارای که می�نامیم، (σ, µ) از ماکسیمال٢٠ جزیی فازی زیرگراف را (σ, µ) از τ توسط شده القا جزیی
نمایشمی�دهیم، (τ, ν)به�صورت را ماکسیمال جزیی فازی زیرگراف این می�باشد. τ رئوسفازی مجموعه

که به�طوری

ν(uv) = τ(u) ∧ τ(v) ∧ µ(uv) ∀u, v ∈ V.

،(٢.٢.١) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف از τ توسط شده القا جزیی فازی زیرگراف .١٢.٢.١ مثال
است: زیر به�صورت τ که است. شده آورده (۵.١) شکل در

τ(u٢) = ١, τ(u٣) = ٠٫ ٧, τ(u۴) = ٠٫ ٨, τ(u۵) = ٠٫ ۶.

..u۴(٠٫ ٨) . u۵(٠٫ ۶).

u٠٫)٣ ٧)

.

u(١)٢

.
٠٫ ۶

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧

.

٠٫ ٨

τ توسط شده القا جزیی فازی زیرگراف :۵.١ شکل

.σ = τ اگر گوییم، (σ, µ) فازی٢١ گراف دهانه�ی را (τ, ν) جزیی فازی زیرگراف یک .١٣.٢.١ تعریف
می�نامیم. (σ, µ) از جزیی٢٢ فازی فراگیر زیرگراف یک را (τ, ν) مورد این در

٢٠maximal partial fuzzy subgraph
٢١spans fuzzy graph
٢٢partial fuzzy spanning subgraph



١٣ فازی گراف .٢.١

شکل در ،(٢.٢.١) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف از جزیی فازی فراگیر زیرگراف .١۴.٢.١ مثال
است. شده آورده (۶.١)

..u۴(١) . u۵(٠٫ ٩).

u٠٫)٣ ٨)

.

u(١)٢

.

u٠٫)١ ۴)

.
٠٫ ٧

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٨

G̃ : (σ, µ) فازی گراف از جزیی فازی فراگیر زیرگراف :۶.١ شکل

و σ = τ اگر گوییم، (σ, µ) فازی گراف دهانه�ی را (τ, ν) فازی زیرگراف یک .١۵.٢.١ تعریف

ν(uv) =

µ(uv) اگر (uv) ∈ ν∗

٠ جاها سایر

می�نامیم. G̃ : (σ, µ) فازی گراف از ٢٣ فازی فراگیر زیرگراف یک را (τ, ν) مورد، این در

(٧.١) شکل در ،(٢.٢.١) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف از فازی فراگیر زیرگراف .١۶.٢.١ مثال
است. شده آورده

زیر صورت به v راس٢۴ یک درجه�ی باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف

d(v) =
∑
v ̸=u

µ(uv).

فازی گراف از ٢۵ درجه مینیمم باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت G̃ : (σ, µ)

δ(G̃) = min
v∈V

{d(v)}.

می�شود: تعریف زیر به�صورت G̃ : (σ, µ) فازی گراف از ٢۶ درجه ماکزیمم هم�چنین و
∆(G̃) = max

v∈V
{d(v)}.

٢٣fuzzy spanning subgraph
٢۴degree of vertex
٢۵minimum degree
٢۶maximum degree



١۴ تعاریف و تاریخچه .١

..u۴(١) . u۵(٠٫ ٩).

u٠٫)٣ ٨)

.

u(١)٢

.

u٠٫)١ ۴)

.
٠٫ ٩

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٨

G̃ : (σ, µ) فازی گراف از فازی فراگیر زیرگراف :٧.١ شکل

O(G̃) با که ،G̃ فازی گراف مرتبه�ی باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١٩.٢.١ تعریف
است: زیر به�صورت می�شود، داده نمایش

O(G̃) =
∑
u∈V

σ(u).

S(G̃) با که ،G̃ فازی گراف اندازه�ی باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف
است: زیر به�صورت می�شود، داده نمایش

S(G̃) =
∑
uv∈V

µ(uv).

داریم: باشد، فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) اگر .٢١.٢.١ ∑قضیه
v∈V

degv = ٢
∑
v ̸=u

µ(uv).

اگر گوییم، قوی٢٧ فازی گراف را G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک .٢٢.٢.١ تعریف

µ(uv) = σ(u) ∧ σ(v) ∀(uv) ∈ µ∗,

اگر گوییم، کامل٢٨ فازی گراف را G̃ : (σ, µ) فازی گراف و

µ(uv) = σ(u) ∧ σ(v) ∀u, v ∈ σ∗.

است. شده آورده (٨.١) شکل در G̃′ کامل فازی گراف و G̃ قوی فازی گراف .٢٣.٢.١ مثال

هم�چنین نیست. برقرار آن عکس اما است، قوی فازی گراف یک کامل فازی گراف هر .٢۴.٢.١ نکته
است. کامل گراف یک نیز G∗ : (σ∗, µ∗) آنگاه باشد، کامل گراف یک G̃ : (σ, µ) اگر

٢٧strong fuzzy graph
٢٨complete fuzzy graph



١۵ فازی گراف .٢.١

..(٠٫ ۵) . (٠٫ ٣).

(٠٫ ۶)

.

(٠٫ ۴)

.
٠٫ ٣

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۴

..(٠٫ ۴) . (٠٫ ٣).

(٠٫ ۶)

.
٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

G̃ G̃′

G̃′کامل فازی گراف و G̃ قوی فازی گراف :٨.١ شکل

متمایز رئوس از دنباله یک به�صورت G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک در P مسیر٢٩ یک .٢۵.٢.١ تعریف
است. µ(ui−١ui) > ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به که به�طوری می�باشد، u٠, u١, . . . , un

می�نامیم. P مسیر٣٠ طول را n ≥ ١ •

صفر به�طول مسیر مورد این در شود، گرفته نظر در مسیر یک است ممکن u مجزای راس یک •
می�باشد.

گوییم. مسیر از هایی ٣١ کمان� را (ui−١ui) متوالی جفت�های •

باشد. u٠ = un ،n ≥ ٣ هر ازای به اگر گوییم، دور٣٢ یک را P مسیر •

می�شود. تعریف
n
∧
i=١

µ(ui−١ui) به�صورت �P مسیر٣٣ یک شدت .٢۶.٢.١ تعریف

می�شود. تعریف مسیر از کمان ضعیف�ترین عضویت درجه�ی مسیر، یک شدت دیگر، به�عبارت •

می�شود. تعریف σ(u٠) به�صورت را مسیر یک شدت باشد، صفر به�طول مسیر اگر •

شامل که است مسیری ،v و u راس دو هر کننده�ی متصل ٣۴ مسیر قوی�ترین یک .٢٧.٢.١ تعریف
باشد. µ∞(uv) شدت

می�باشد. v و u راس دو بین همبندی٣۵ شدت :µ∞(uv) •
٢٩path
٣٠lenght of path
٣١arc
٣٢cycle
٣٣strenght of a path
٣۴strongest path
٣۵strenght of connectedness



دو کننده�ی متصل مسیر قوی�ترین یک ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف در (٢.٢.١) مثال در .٢٨.٢.١ مثال
هم�چنین می�باشد. µ∞(u٢u۵) = ٠٫ ٨ با P : u٢, u۴, u۵ مسیر یک ،u۵ و u٢ راس
µ∞(u١u٢) = µ∞(u١u٣) = µ∞(u١u۴) = µ∞(u١u۵) = ٠٫ ٣,

µ∞(u٢u٣) = µ∞(u٣u۴) = µ∞(u٣u۵) = ٠٫ ٧, µ∞(u٢u۴) = ٠٫ ٨, µ∞(u۴u۵) = ٠٫ ٩.

فازی گراف از راس دو هر هرگاه گوییم، ٣۶ همبند را G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک .٢٩.٢.١ تعریف
باشند. متصل یکدیگر با مسیر یک توسط

گوییم. مولفه٣٧ را فازی گراف یک از ماکسیمال همبند جزیی فازی زیرگراف�های .٣٠.٢.١ تعریف

اگر، فقط و اگر می�باشد همبند G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک .٣١.٢.١ نکته
µ∞(uv) > ٠ ∀u, v ∈ V.

می��باشد. یک شدت با مسیر قوی�ترین یک مسیر، هر قطعی گراف یک در .٣٢.٢.١ نکته

،(uv)حذف با اگر است، G̃ : (σ, µ) فازی گراف از فازی٣٨ یکپل (uv) کمان یک .٣٣.٢.١ تعریف
یابد. کاهش رئوس جفت از برخی بین همبندی شدت از

با اگر است، فازی٣٩ برشی راس یک ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک از راس یک .٣۴.٢.١ تعریف
یابد. کاهش رئوس جفت از دیگر برخی بین همبندی شدت از آن حذف

زیرگراف یک ،G̃ : (σ, µ) همبند فازی گراف یک از ۴٠ ماکزیمم فراگیر یکدرخت .٣۵.٢.١ تعریف
ماکزیمم

∑
u ̸=v ν(uv) آن مورد در و است، درخت یک T ∗ که به�طوری می�باشد، T̃ (σ, ν) فازی فراگیر

است.

زیرگراف یک دارای اگر است، فازی۴١ یکدرخت G̃ : (σ, µ) همبند فازی گراف یک .٣۶.٢.١ تعریف
زیر رابطه�ی نیستند، F̃ در که کمان�هایی همه�ی ازای به و است، درخت یک F̃ که باشد، F̃ (σ, ν) فراگیر

باشد: برقرار
µ(uv) < ν∞(uv).

٣۶connected
٣٧component
٣٨fuzzy bridge
٣٩fuzzy cutnode
۴٠maximum spanning tree
۴١fuzzy tree



٢ فصل

فازی گراف�های روی اعمال

دکارتی، ضرب حاصل ترکیب، اتصال، اجتماع، از استفاده با فازی گراف دو از می�تواند فازی گراف یک
به مربوط تعاریف فصل این در شود. آورده به�دست ترانسفوری ضرب حاصل و نرمال ضرب حاصل
آورده فازی گراف دو روی بر عملیات این از حاصل فازی گراف� در راس یک درجه�ی و فوق عمل�های

است. شده
و G١

∗ : (V١, E١) زمینه�ی قطعی گراف�های با فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, σ١)

نسبت Gi
∗ در ui راس درجه�ی ،d∗Gi

(ui) و می�باشند. ،|Vi| = pi, i = ١,٢ با G٢
∗ : (V٢, E٢)

می�شود. داده

فازی گراف دو اجتماع ١.٢

فازی: گراف یک به�صورت G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو اجتماع١
G̃ = G̃١ ∪ G̃٢ : (σ١ ∪ σ٢, µ١ ∪ µ٢)

با E = E١ ∪ E٢ و V = V١ ∪ V٢ که G∗ : (V,E) روی

(σ١ ∪ σ٢)(u) =


σ١(u), u ∈ V١ − V٢ اگر

σ٢(u), u ∈ V٢ − V١ اگر

σ١(u) ∨ σ٢(u), u ∈ V١ ∩ V٢ اگر
و

(µ١ ∪ µ٢)(uv) =


µ١(uv), uv ∈ E١ − E٢ اگر

µ٢(uv), uv ∈ E٢ − E١ اگر

µ١(uv) ∨ µ٢(uv), uv ∈ E١ ∩ E٢ اگر

می�شود[١١]. تعریف
١union

١٧



١٨ فازی گراف�های روی اعمال .٢

فازی گراف دو اجتماع در راس یک درجه�ی ١.١.٢

می�گیریم: نظر در را زیر حالت سه ،u ∈ V١ ∪ V٢ هر ازای به
نمی�شوند. داده رخ هم�زمان به�طور دو هر اما ،u ∈ V٢ یا u ∈ V١ اول: حالت

نمی�گیرد. قرار E١ ∩ E٢ در u راس با متلاقی یال هیچ آنگاه
بنابراین

(µ١ ∪ µ٢)(uv) =

µ١(uv), u ∈ V١ اگر دیگر) عبارت (به uv ∈ E١ اگر

µ٢(uv), u ∈ V٢ اگر دیگر) عبارت (به uv ∈ E٢ اگر

آنگاه باشد، u ∈ V١ اگر بنابرین

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(uv)

=
∑
uv∈E١

µ١(uv) = dG̃١
(u).

آنگاه باشد، u ∈ V٢ اگر

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(uv)

=
∑
uv∈E٢

µ٢(uv) = dG̃٢
(u).

نمی�گیرد. قرار E١ ∩ E٢ در u راس با متلاقی یال هیچ اما u ∈ V١ ∩ V٢ دوم: حالت
قرار دو هر در همزمان به�طور اما می�گیرد، قرار E٢ در یا E١ در u راس با متلاقی یال هر بنابراین

می�شوند. واقع G̃١ ∪ G̃٢ در یال�ها این تمامی هم�چنین نمی�گیرد.
بنابراین

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(uv)

=
∑
uv∈E١

µ١(uv) +
∑
uv∈E٢

µ٢(uv)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u).

دارند. قرار E١ ∩ E٢ در u راس با متلاقی یال�های برخی و u ∈ V١ ∩ V٢ سوم: حالت
می�شود. ظاهر G̃١ ∪ G̃٢ در بار یک فقط دارد، قرار E١ ∩ E٢ در که uv یال هر

داریم: uv یال ازای به
(µ١ ∪ µ٢)(uv) = µ١(uv) ∨ µ٢(uv).



١٩ فازی گراف دو اجتماع .١.٢

تعریف، از استفاده با

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(uv)

=
∑

uv∈E١−E٢

µ١(uv) +
∑

uv∈E٢−E١

µ٢(uv) +
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∨ µ٢(uv)

= [
∑

uv∈E١−E٢

µ١(uv) +
∑

uv∈E٢−E١

µ٢(uv) +
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∨ µ٢(uv)

+
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∧ µ٢(uv)]−
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∧ µ٢(uv)

=
∑
uv∈E١

µ١(uv) +
∑
uv∈E٢

µ٢(uv)−
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∧ µ٢(uv)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u)−
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∧ µ٢(uv).

بگیرید. نظر در ،(١.٢) شکل در را G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) فازی گراف�های .١.١.٢ مثال

با بنابراین است. نشده واقع V٢ در چون و می�باشد، x ∈ V١ شکل در بگیرید: نظر در را x
داریم: اول حالت از استفاده

dG̃١∪G̃٢
(x) = dG̃١

(x)

= µ١(xw) + µ١(xv)

= ٠٫ ۵+ ٠٫ ۶ = ١٫ ١.

در v راس با متلاقی یال هیچ اما می�باشد، v ∈ V١ ∩ V٢ ،(١.٢) شکل در بگیرید: نظر در را v
همزمان به�طور اما می�گیرد، قرار E٢ در یا E١ در uراس با متلاقی یال هر یعنی نمی�شود. واقع E١∩E٢

نمی�گیرد. قرار دو هر در

داریم: دوم حالت از استفاده با بنابراین

dG̃١∪G̃٢
(v) = dG̃١

(v) + dG̃٢
(v)

= (µ١(uv) + µ١(xv)) + µ٢(wv)

= (٠٫ ۴+ ٠٫ ۶) + ٠٫ ٣ = ١٫ ٣.

می�باشد، برقرار uw ∈ E١ ∩ E٢ هم�چنین و u ∈ V١ ∩ V٢ ،(١.٢) شکل در بگیرید: نظر در را u
است. شده واقع E١ ∩ E٢ در v راس با متلاقی یال یعنی



٢٠ فازی گراف�های روی اعمال .٢

داریم: سوم حالت از استفاده با بنابراین

dG̃١∪G̃٢
(u) = dG̃١

(u) + dG̃٢
(u)−

∑
uv∈E١∩E٢

µ١(uv) ∧ µ٢(uv)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u)− µ١(uw) ∧ µ٢(uw)

= (٠٫ ٣+ ٠٫ ۴) + ٠٫ ۴− (٠٫ ٣ ∧ ٠٫ ۴)

= ٠٫ ٧+ ٠٫ ۴− ٠٫ ٣ = ٠٫ ٨.

می�شود. بررسی (١.٢) شکل در G̃١ ∪ G̃٢ شکل در درجات این تمامی

..
w (٠٫ ٩)

.

v (١)

.

u (٠٫ ۵)

.
x (٠٫ ۶)

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

..v (٠٫ ٧) .

w (٠٫ ۴)

.

u (٠٫ ٧)

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

..
w (٠٫ ٩)

.

v (١)

.

u (٠٫ ٧)

.
x (٠٫ ۶)

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ٣

G̃١ G̃٢ G̃١ ∪ G̃٢

(G̃١ ∪ G̃٢) G̃٢ و G̃١ اجتماع :١.٢ شکل

فازی گراف دو اتصال ٢.٢

فازی: گراف یک به�صورت G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو (مجموع) اتصال٢ .V١ ∩ V٢ = ∅ که کنید فرض
G̃ = G̃١ + G̃٢ : (σ١ + σ٢, µ١ + µ٢)

رئوس بین متصل یال�های مجموعه �E ′ که ،E = E١∪E٢∪E ′ و V = V١∪V٢ ∗Gکه : (V,E) روی
با می�باشد، V٢ رئوس با V١

(σ١ + σ٢)(u) = (σ١ ∪ σ٢)(u) ∀u ∈ V١ ∪ V٢

و

(µ١ + µ٢)(uv) =

(µ١ ∪ µ٢)(uv), uv ∈ E١ ∪ E٢ اگر

σ١(u) ∧ σ٢(v), uv ∈ E ′ .اگر

می�شود[١١]. تعریف

٢join



٢١ فازی گراف دو اتصال .٢.٢

فازی گراف دو اتصال در راس یک درجه�ی ١.٢.٢

.E١ ∩ E٢ = ∅ نتیجه در .V١ ∩ V٢ = ∅ اینجا در
بنابراین

(µ١ ∪ µ٢)(uv) =

µ١(uv), uv ∈ E١ اگر

µ٢(uv), uv ∈ E٢ اگر

رابطه�ی به توجه با و درجه تعریف از استفاده با

(µ١ + µ٢)(uv) =

(µ١ ∪ µ٢)(uv), uv ∈ E١ ∪ E٢ اگر

σ١(u) ∧ σ٢(v), uv ∈ E ′ اگر
داریم:

dG̃١+G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ + µ٢)(uv)

=
∑

uv∈E١∪E٢

(µ١ ∪ µ٢)(uv) +
∑
uv∈E′

σ١(u) ∧ σ٢(v)

داریم: u ∈ V١ هر ازای به که
dG̃١+G̃٢

(u) =
∑
uv∈E١

µ١(uv) +
∑
uv∈E′

σ١(u) ∧ σ٢(v)

= dG̃١
(u) +

∑
v∈V٢

σ١(u) ∧ σ٢(v).
(١.٢)

داریم: ،u ∈ V٢ هر ازای به مشابه، به�طور
dG̃١+G̃٢

(u) =
∑
uv∈E٢

µ٢(uv) +
∑
uv∈E′

σ١(u) ∧ σ٢(v)

= dG̃٢
(u) +

∑
v∈V١

σ١(u) ∧ σ٢(v).
(٢.٢)

به�صورت: σ١ ≥ σ٢ رابطه .١.٢.٢ تعریف
σ١(u) ≥ σ٢(v), ∀u ∈ V١ و ∀v ∈ V٢,

می��شود. معنی می�باشد، i = ١,٢ ازای به Vi از فازی زیرمجموعه یک σi که

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .٢.٢.٢ قضیه

آنگاه باشد، σ١ ≥ σ٢ اگر .١

dG̃١+G̃٢
(u) =

dG̃١
(u) +O(G̃٢), u ∈ V١ اگر

dG̃٢
(u) + p١σ٢(v), u ∈ V٢ اگر

آنگاه باشد، σ٢ ≥ σ١ اگر .٢

dG̃١+G̃٢
(u) =

dG̃١
(u) + p٢σ١(u), u ∈ V١ اگر

dG̃٢
(u) +O(G̃١), u ∈ V٢ اگر



٢٢ فازی گراف�های روی اعمال .٢

.σ١ ≥ σ٢ داریم: قضیه صورت به توجه با .١ برهان.
داریم: u ∈ V١ هر ازای به ،(١.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃١

(u) +
∑
v∈V٢

σ١(u) ∧ σ٢(v).

نتیجه: در ،σ١ ≥ σ٢ این�که به توجه با
σ١(u) ∧ σ٢(v) = σ٢(v),

می�شود: نتیجه بنابراین

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃١

(u) +
∑
v∈V٢

σ٢(v)

= dG̃١
(u) +O(G̃٢).

داریم: u ∈ V٢ هر ازای به ،(٢.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃٢

(u) +
∑
v∈V١

σ١(u) ∧ σ٢(v)

= dG̃٢
(u) +

∑
v∈V١

σ٢(v)

= dG̃٢
(u) + p١σ٢(v). (|V١| = p١ (زیرا

.σ٢ ≥ σ١ داریم: قضیه صورت به توجه با مشابه، به�طور .٢
داریم: u ∈ V١ هر ازای به ،(١.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃١

(u) +
∑
v∈V٢

σ١(u) ∧ σ٢(v),

نتیجه، در ،σ٢ ≥ σ١ این�که با توجه با
σ١(u) ∧ σ٢(v) = σ١(u),

می�شود: نتیجه بنابراین

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃١

(u) +
∑
v∈V٢

σ١(u)

= dG̃١
(u) + p٢σ١(u),

داریم: u ∈ V٢ هر ازای به ،(٢.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) = dG̃٢

(u) +
∑
v∈V١

σ١(u) ∧ σ٢(v)

= dG̃٢
(u) +

∑
v∈V١

σ١(u)

= dG̃٢
(u) +O(G̃١).



٢٣ فازی گراف دو اتصال .٢.٢

(٢.٢) شکل به توجه با بگیرید. نظر در ،(٢.٢) شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو .٣.٢.٢ مثال
یعنی ،σ٢ ≥ σ١ داریم:

σ٢(u) ≥ σ١(v), ∀u ∈ V١ و ∀v ∈ V٢.

داریم: (٢.٢.٢) قضیه از دوم حالت از استفاده با بنابراین

dG̃١+G̃٢
(u١) = dG̃١

(u١) + p٢σ١(u١)

= ٠٫ ٢+ ٢× ٠٫ ٢

= ٠٫ ٢+ ٠٫ ۴ = ٠٫ ۶.

dG̃١+G̃٢
(u٢) = dG̃٢

(u٢) +O(G̃١)

= ٠٫ ١+ (٠٫ ٢+ ٠٫ ٣)

= ٠٫ ١+ ٠٫ ۵ = ٠٫ ۶.

شوند. بررسی می�توانند ،(٢.٢) شکل در شده داده G̃١ + G̃٢ شکل در درجات این

..v١ (٠٫ ٣) .

u١ (٠٫ ٢)

.

٠٫ ٢

..v٢ (٠٫ ۴) .

u٢ (٠٫ ٣)

.

٠٫ ١

..
v١ (٠٫ ٣)

.

u٢ (٠٫ ٣)

.

u١ (٠٫ ٢)

.
v٢ (٠٫ ۴)

.
٠٫ ٣

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٢

G̃١ G̃٢ G̃١ + G̃٢

( G̃١ + G̃٢) G̃٢ و G̃١ اتصال :٢.٢ شکل

σ١ ∧σ٢ که به�طوری باشند، فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .۴.٢.٢ قضیه
آنگاه باشد. ثابت تابع یک

dG̃١+G̃٢
(u) =

dG̃١
(u) + cp٢, u ∈ V١ اگر

dG̃٢
(u) + cp١, u ∈ V٢ اگر

که

σ١(u) ∧ σ٢(v) = c, ∀u ∈ V١, v ∈ V٢,

می�باشد. ثابت تابع یک c که



٢۴ فازی گراف�های روی اعمال .٢

کنید: فرض برهان.
σ١(u) ∧ σ٢(v) = c, ∀u ∈ V١, v ∈ V٢,

می�باشد. ثابت یک c که
داریم: u ∈ V١ هر ازای به ،(١.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) =

∑
uv∈E١

µ١(uv) +
∑
v∈V٢

σ١(u) ∧ σ٢(v)

فرض به توجه با
σ١(u) ∧ σ٢(v) = c, ∀u ∈ V١, v ∈ V٢,

∑بنابراین
v∈V٢

σ١(u) ∧ σ٢(v) =
∑
v∈V٢

c.

نتیجه: در

dG̃١+G̃٢
(u) =

∑
uv∈E١

µ١(uv) +
∑
v∈V٢

c

= dG̃١
(u) +

∑
v∈V٢

c

= dG̃١
(u) + cp٢.

داریم: u ∈ V٢ هر ازای به ،(٢.٢) از استفاده با

dG̃١+G̃٢
(u) =

∑
uv∈E٢

µ٢(uv) +
∑
v∈V١

σ١(u) ∧ σ٢(v)

=
∑
uv∈E٢

µ٢(uv) +
∑
v∈V١

c

= dG̃٢
(u) +

∑
v∈V١

c

= dG̃٢
(u) + cp١.

فازی گراف دو دکارتی ضرب حاصل ٣.٢

فازی: گراف یک به�صورت G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو دکارتی٣ ضرب حاصل
G̃ = G̃١ × G̃٢ : (σ١ × σ٢, µ١ × µ٢)

٣cartesian product



٢۵ فازی گراف دو دکارتی ضرب حاصل .٣.٢

و V = V١ × V٢ که G∗ : (V,E) روی
E = {((u١, u٢)(v١, v٢)) | u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ یا u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١}

با
(σ١ × σ٢)(u١, u٢) = σ١(u١) ∧ σ٢(u٢), ∀(u١, u٢) ∈ V١ × V٢

و

(µ١ × µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢)) =

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢), u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ اگر

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١), u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١ اگر

می�شود[١١]. تعریف

فازی گراف دو دکارتی ضرب حاصل در راس یک درجه�ی ١.٣.٢

داریم: (u١, u٢) ∈ V١ × V٢ هر ازای به فازی، گراف دو دکارتی ضرب حاصل تعریف از استفاده با

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) =

∑
(u١,u٢)(v١,v٢)∈E

(µ١ × µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢))

=
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١).

(٣.٢)

خاص موارد برخی در را G̃١ × G̃٢ فازی گراف در (u١, u٢) درجه�ی ،(۴.٣.٢) و (١.٣.٢) قضایای در
می�یابیم.

و σ١ ≥ µ٢ اگر باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .١.٣.٢ قضیه
آنگاه ،σ٢ ≥ µ١

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) = dG̃١

(u١) + dG̃٢
(u٢).

داریم: (٣.٢) از استفاده با برهان.
dG̃١×G̃٢

(u١, u٢) =
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١).

نتیجه، در ،σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≥ µ٢ چون

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

=
∑

u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= dG̃٢
(u٢) + dG̃١

(u١).



٢۶ فازی گراف�های روی اعمال .٢

بگیرید. نظر در ،٣.٢ شکل در را G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) فازی گراف�های .٢.٣.٢ مثال
داریم: (١.٣.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≥ µ٢ ،(٣.٢) شکل در

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) = dG̃١

(u١) + dG̃٢
(u٢)

= ٠٫ ٢+ ٠٫ ١ = ٠٫ ٣.

شود. بررسی می��تواند (٣.٢) شکل در ،G̃١ × G̃٢ شکل در دکارتی ضرب حاصل درجه�ی این

..v١ (٠٫ ۵) .

u١ (٠٫ ٢)

.

٠٫ ٢

..v٢ (٠٫ ۴) .

u٢ (٠٫ ٣)

.

٠٫ ١

..(٠٫ ٣) (v١, u٢) .

(u١, v٢) (٠٫ ٢)

.

(٠٫ ٢) (u١, u٢)

. (v١, v٢) (٠٫ ۴).
٠٫ ١

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ١

G̃١ G̃٢ G̃١ × G̃٢

( G̃١ × G̃٢) G̃٢ و G̃١ دکارتی ضرب حاصل :٣.٢ شکل

آنگاه ،σ١ ≤ µ٢ که به�طوری باشند، فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) اگر .٣.٣.٢ قضیه
.σ٢ ≥ µ١

.σ١ ≥ µ٢ آنگاه ،σ٢ ≤ µ١ اگر هم�چنین، و

داریم: فازی گراف تعریف از استفاده با برهان.
µi(uv) ≤ σi(u) ∧ σi(v) ∀uv ∈ Ei, i = ١,٢.

بنابراین
µi ≤ maxσi و minµi ≤ σi, i = ١,٢. (۴.٢)

می�شود: نتیجه ،σ١ ≤ µ٢ قضیه صورت به توجه با همچنین
maxσ١ ≤ minµ٢. (۵.٢)

می�شود: نتیجه (۵.٢) و (۴.٢) از استفاده با نتیجه در
µ١ ≤ maxσ١ ≤ minµ٢ ≤ σ٢.

است. تمام اثبات و می�شود نتیجه را σ٢ ≥ µ١ که

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه

با ثابت تابع یک σ١ و σ١ ≤ µ٢ اگر .١
σ١(u) = c١ ∀u ∈ V١,



٢٧ فازی گراف دو دکارتی ضرب حاصل .٣.٢

آنگاه باشد،
dG̃١×G̃٢

(u١, u٢) = dG̃١
(u١) + c١dG٢

∗(u٢).

با ثابت تابع یک σ٢ و σ٢ ≤ µ١ اگر .٢
σ٢(u) = c٢ ∀u ∈ V٢,

آنگاه باشد،
dG̃١×G̃٢

(u١, u٢) = dG̃٢
(u٢) + c٢dG١

∗(u١).

،(٣.٣.٢) قضیه از استفاده با بنابراین باشد. می σ١ ≤ µ٢ قضیه، صورت به توجه با .١ برهان.
می�شود. نتیجه σ٢ ≥ µ١

داریم: (٣.٢) فرمول از استفاده با
dG̃١×G̃٢

(u١, u٢) =
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١)∧µ٢(u٢v٢)+
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢)∧µ١(u١v١).

می�شود: نتیجه بنابراین می�باشد، σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≤ µ٢ چون

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

=
∑

u٢v٢∈E٢

σ١(u١) +
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

=
∑

u٢v٢∈E٢

c١ +
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= c١dG٢
∗(u٢) + dG̃١

(u١).

،(٣.٣.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ٢ ≤ µ١ قضیه، صورت به توجه با مشابه، به�طور .٢
می�شود. نتیجه σ١ ≥ µ٢

داریم: (٣.٢) فرمول از استفاده با
dG̃١×G̃٢

(u١, u٢) =
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١)∧µ٢(u٢v٢)+
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢)∧µ١(u١v١).

می�شود: نتیجه بنابراین می�باشد، σ١ ≥ µ٢ و σ٢ ≤ µ١ چون و

dG̃١×G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

=
∑

u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u١v١∈E١

σ٢(u٢)

=
∑

u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u١v١∈E١

c٢

= dG̃٢
(u٢) + c٢dG١

∗(u١).



٢٨ فازی گراف�های روی اعمال .٢

بگیرید. نظر در (۴.٢) شکل در را G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) فازی گراف�های .۵.٣.٢ مثال

داریم: ،(۴.٣.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ١ ≤ µ٢ با ثابت یک σ١ اینجا در

dG̃١×G̃٢
(u١, v١) = dG̃١

(u١) + c١dG٢
∗(v١)

= ٠٫ ٢+ ٠٫ ٣× ٢

= ٠٫ ٢+ ٠٫ ۶ = ٠٫ ٨.

کرد. بررسی می�توان ،(۴.٢) شکل در G̃١ × G̃٢ شکل در را دکارتی ضرب حاصل درجه�ی این

..u٢ (٠٫ ٣) .

u١ (٠٫ ٣)

.

٠٫ ٢

..v٣ (٠٫ ۵) .

v١ (٠٫ ۶)

.

v٢ (٠٫ ۵)

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

..(٠٫ ٣) (u٢, v٢) .

(u١, v٣) (٠٫ ٣)

.

(٠٫ ٣) (u٢, v٣)

. (u٢, v١) (٠٫ ٣).

(٠٫ ٣) (u١, v١)

.

(٠٫ ٣) (u١, v٢)

.
٠٫ ٣

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٢

G̃١ G̃٢ G̃١ × G̃٢

( G̃١ × G̃٢) G̃٢ و G̃١ دکارتی ضرب حاصل :۴.٢ شکل

فازی گراف دو ترکیب ۴.٢

فازی گراف یک به�صورت G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو ترکیب۴

G̃ = G̃١[G̃٢] : (σ١ ◦ σ٢, µ١ ◦ µ٢)

و V = V١ × V٢ که G∗ : (V,E) روی

E = {((u١, u٢)(v١, v٢)) | u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ یا u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١ یا u٢ ̸= v٢, u١v١ ∈ E١}.

با

(σ١ ◦ σ٢)(u١, u٢) = σ١(u١) ∧ σ٢(u٢), ∀(u١, u٢) ∈ V١ × V٢.

۴composition



٢٩ فازی گراف دو ترکیب .۴.٢

و

(µ١ ◦ µ٢)((u١, u٢), (v١, v٢)) =


σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢), u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ اگر

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١), u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١ اگر

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١), u٢ ̸= v٢, u١v١ ∈ E١ اگر

می�شود[١١]. تعریف

فازی گراف دو ترکیب در راس یک درجه�ی ١.۴.٢

داریم: ،(u١, u٢) ∈ V١ × V٢ هر ازای به فازی، گراف دو ترکیب تعریف از استفاده با

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
(u١,u٢)(v١,v٢)∈E

(µ١ ◦ µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢))

=
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١).

(۶.٢)

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .١.۴.٢ قضیه
آنگاه باشد، σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≥ µ٢ اگر

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) = p٢dG̃١

(u١) + dG̃٢
(u٢).

،(۶.٢) از استفاده با برهان.

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١)

می�شود: نتیجه قضیه، صورت از σ١ ≥ µ٢ به توجه ∑با
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) =
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢), (٧.٢)

می�شود: نتیجه قضیه، صورت از σ٢ ≥ µ١ به توجه با طرفی ∑از
u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١) =
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١), (٨.٢)

∑و
u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١) =
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١). (٩.٢)



٣٠ فازی گراف�های روی اعمال .٢

داریم: (٩.٢) ،(٨.٢) ،(٧.٢) از بنابراین

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١)

=
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١) +
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= dG̃٢
(u٢) + |V٢|

∑
u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= dG̃٢
(u٢) + p٢dG̃١

(u١).

σ١ ≥ µ٢ ،(۵.٢) شکل در بگیرید. نظر در (۵.٢) شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو .٢.۴.٢ مثال
داریم: (١.۴.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ٢ ≥ µ١ و

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) = p٢dG̃١

(u١) + dG̃٢
(u٢)

= ٢× ٠٫ ٢+ ٠٫ ١

= ٠٫ ۴+ ٠٫ ١ = ٠٫ ۵.

شود. بررسی می�تواند ،(۵.٢) شکل در شده داده G̃١[G̃٢] شکل در ترکیب درجه�ی این

..v١ (٠٫ ٣) .

u١ (٠٫ ٢)

.

٠٫ ٢

..v٢ (٠٫ ۴) .

u٢ (٠٫ ٣)

.

٠٫ ١

..(٠٫ ٣) (v١, u٢) .

(u١, v٢) (٠٫ ٢)

.

(٠٫ ٢) (u١, u٢)

. (v١, v٢) (٠٫ ٣).
٠٫ ١

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ١

.
٠٫ ٢

.

٠٫ ٢

G̃١ G̃٢ G̃١[G̃٢]

( G̃١[G̃٢]) G̃٢ و G̃١ ترکیب :۵.٢ شکل

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .٣.۴.٢ قضیه

آنگاه باشد. σ١(u١) = c١ به�صورت: ثابت تابع یک ،u ∈ V١ هر ازای به σ١ و σ١ ≤ µ٢ اگر .١
dG̃١[G̃٢]

(u١, u٢) = p٢dG̃١
(u١) + c١dG٢

∗(u٢).

آنگاه باشد. σ٢(u٢) = c٢ به�صورت: ثابت تابع یک ،u ∈ V٢ هر ازای به σ٢ و σ٢ ≤ µ١ اگر .٢
dG̃١[G̃٢]

(u١, u٢) = dG̃٢
(u٢) + p٢c٢dG١

∗(u١).



٣١ فازی گراف دو ترکیب .۴.٢

،(٣.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با بنابراین .σ١ ≤ µ٢ داریم: قضیه صورت به توجه با .١ برهان.
.σ٢ ≥ µ١

داریم: (۶.٢) از استفاده با

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ σ٢(v٢) ∧ µ١(u١v١).

می�شود: نتیجه بنابراین می�باشد، σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≤ µ٢ که آن�جایی از

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١) +
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١)

=
∑

u٢v٢∈E٢

c١ + |V٢|
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= c١dG٢
∗(u٢) + p٢dG̃١

(u١).

.σ١ ≥ µ٢ ،(٣.٣.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ٢ ≤ µ١ قضیه، صورت به توجه با .٢

داریم: (۶.٢) از استفاده با

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١).

می�شود: نتیجه بنابراین می�باشد، σ٢ ≥ µ١ و σ١ ≤ µ٢ که آن�جایی از

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) +
∑

u٢ ̸=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢)

=
∑

u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) + |V٢|
∑

u١v١∈E١

σ٢(u٢)

= dG̃٢
(u٢) + |V٢|

∑
u١v١∈E١

c٢

= dG̃٢
(u٢) + p٢c٢dG١

∗(u١).

یک σ١ ،(۶.٢) شکل در بگیرید. نظر در (۶.٢) شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف�های .۴.۴.٢ مثال
داریم: (٣.۴.٢) قضیه از استفاده با بنابراین می�باشد. σ١ ≤ µ٢ با ثابت تابع

dG̃١[G̃٢]
(u١, u٢) = p٢dG̃١

(u١) + c١dG٢
∗(u٢)

= ٢× ٠٫ ١+ ٠٫ ٣× ١

= ٠٫ ٢+ ٠٫ ٣ = ٠٫ ۵.



٣٢ فازی گراف�های روی اعمال .٢

می�توان ،(۶.٢) شکل در G̃١[G̃٢] شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو ترکیب از حاصل درجه�ی این
کرد. بررسی

..v١ (٠٫ ٣) .

u١ (٠٫ ٣)

.

٠٫ ١

..v٢ (٠٫ ۶) .

u٢ (٠٫ ۵)

.

٠٫ ۴

..(٠٫ ٣) (v١, u٢) .

(u١, v٢) (٠٫ ٣)

.

(٠٫ ٣) (u١, u٢)

. (v١, v٢) (٠٫ ٣).
٠٫ ٣

.

٠٫ ١

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.
٠٫ ١

.

٠٫ ١

G̃١ G̃٢ G̃١[G̃٢]

( G̃١[G̃٢]) G̃٢ و G̃١ ترکیب :۶.٢ شکل

فازی گراف دو نرمال ضرب حاصل ۵.٢

فازی: گراف یک به�صورت G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو از نرمال۵ ضرب حاصل

G̃ = G̃١ ◦ G̃٢ : (σ١ ◦ σ٢, µ١ ◦ µ٢)

و V = V١ × V٢ که G∗ : (V,E) روی

E = {((u١, u٢)(v١, v٢)) | u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ یا u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١ یا u١v١ ∈ E١, u٢v٢ ∈ E٢}.

با

(σ١ × σ٢)(u١, u٢) = σ١(u١) ∧ σ٢(u٢), ∀(u١, u٢) ∈ V١ × V٢.

و

(µ١ ◦ µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢)) =


σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢), u١ = v١, u٢v٢ ∈ E٢ اگر

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١), u٢ = v٢, u١v١ ∈ E١ اگر

µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢), u١v١ ∈ E١, u٢v٢ ∈ E٢ اگر

می�شود[١٢]. تعریف

۵normal product



٣٣ فازی گراف دو نرمال ضرب حاصل .۵.٢

فازی گراف دو نرمال ضرب حاصل در راس یک درجه�ی ١.۵.٢

(u١, u٢) ∈ V١×V٢ هر ازای به ،G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو از نرمال ضرب حاصل تعریف از استفاده با
داریم:

dG̃١◦G̃٢
(u١, u٢) =

∑
((u١,u٢)(v١,v٢))∈E

(µ١ ◦ µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢))

=
∑

u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢v٢∈E٢,u١v١∈E١

µ٢(u٢v٢) ∧ µ١(u١v١).

(١٠.٢)

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (u٢, v٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .١.۵.٢ قضیه
آنگاه باشند، µ١ ≤ µ٢ و σ٢ ≥ µ١ ،σ١ ≥ µ٢ اگر

dG̃١◦G̃٢
(u١, u٢) = p٢dG̃١

(u١) + dG̃٢
(u٢).

داریم: (١٠.٢) از استفاده با برهان.

dG̃١◦G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١=v١,u٢v٢∈E٢

σ١(u١) ∧ µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

σ٢(u٢) ∧ µ١(u١v١)

+
∑

u٢v٢∈E٢,u١v١∈E١

µ٢(u٢v٢) ∧ µ١(u١v١).

می�شود: نتیجه بنابراین می�باشند. µ١ ≤ µ٢ و σ٢ ≥ µ١ ،σ١ ≥ µ٢ چون قضیه صورت به توجه با

dG̃١◦G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢) +
∑

u٢=v٢,u١v١∈E١

µ١(u١v١) +
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= dG̃٢
(u٢) + |V٢|dG̃١

(u١)

= dG̃٢
(u٢) + p٢dG̃١

(u١).

چون (٧.٢) شکل در بگیرید. نظر در (٧.٢) شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف�های .٢.۵.٢ مثال
σ١ ≥ µ٢, σ٢ ≥ µ١, µ١ ≤ µ٢.

داریم: (١.۵.٢) قضیه از استفاده با

dG̃١◦G̃٢
(u١, u٢) = dG̃٢

(u٢) + p٢dG̃١
(u١)

= ٠٫ ۴+ ٢× ٠٫ ٣ = ١,



٣۴ فازی گراف�های روی اعمال .٢

هم�چنین و

dG̃١◦G̃٢
(v١, v٢) = dG̃٢

(v٢) + p٢dG̃١
(v١)

= ٠٫ ۴+ ٢× ٠٫ ٣ = ١.

در می�توان را درجات این که بیابیم. می�توانیم را G̃١ ◦ G̃٢ در رئوس همه�ی درجات مشابه، به�طور
نمود. بررسی می�توان (٧.٢) شکل در ،G̃١ ◦ G̃٢

..v١ (٠٫ ۶) .

u١ (٠٫ ٧)

.

٠٫ ٣

..v٢ (٠٫ ٧) .

u٢ (٠٫ ۵)

.

٠٫ ۴

..(٠٫ ۵) (v١, u٢) .

(u١, v٢) (٠٫ ۶)

.

(٠٫ ۵) (u١, u٢)

. (v١, v٢) (٠٫ ٧).
٠٫ ۴

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

.
٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

G̃١ G̃٢ G̃١ ◦ G̃٢

(G̃١ ◦ G̃٢) G̃٢ و G̃١ از نرمال ضرب حاصل :٧.٢ شکل

فازی گراف دو ترانسفوری ضرب حاصل ۶.٢

فازی: گراف یک به�صورت G̃٢ و �G̃١ فازی گراف دو از ترانسفوری۶ ضرب حاصل

G̃ : (G̃١ ⊗ G̃٢) = (σ١ ⊗ σ٢, µ١ ⊗ µ٢)

و V = V١ × V٢ که G∗ : (V,E) روی

E = {((u١, u٢)(v١, v٢)) | u١v١ ∈ E١, u٢v٢ ∈ E٢}.

با

(σ١ ⊗ σ٢)(u١, u٢) = σ١(u١) ∧ σ٢(u٢), ∀(u١, u٢) ∈ V١ × V٢.

و

(µ١ ⊗ µ٢)((u١, u٢), (v١, v٢)) = µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢), u١v١ ∈ E١, u٢v٢ ∈ E٢ اگر

می�شود[١٢]. تعریف

۶tensfor produact



٣۵ فازی گراف دو ترانسفوری ضرب حاصل .۶.٢

فازی گراف دو ترانسفوری ضرب حاصل در راس یک درجه�ی ١.۶.٢

(u١, u٢) ∈ V١×V٢ هر ازای به ،G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو ترانسفوری ضرب حاصل تعریف از استفاده با
داریم:

dG̃١⊗G̃٢
(u١, u٢) =

∑
(µ١ ⊗ µ٢)((u١, u٢)(v١, v٢))

=
∑

u١v١∈E١,u٢v٢∈E٢

µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢).
(١١.٢)

باشند. فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) و G̃١ : (σ١, µ١) کنید فرض .١.۶.٢ قضیه
آنگاه باشد، µ٢ ≥ µ١ اگر

dG̃١⊗G̃٢
(u١, u٢) = dG̃١

(u١).

آنگاه باشد، µ١ ≥ µ٢ اگر
dG̃١⊗G̃٢

(u١, u٢) = dG̃٢
(u٢).

داریم: (١١.٢) از استفاده با برهان.
dG̃١⊗G̃٢

(u١, u٢) =
∑

u١v١∈E١,u٢v٢∈E٢

µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢),

می�شود: نتیجه آنگاه باشد µ٢ ≥ µ١ اگر قضیه، صورت به توجه با طرفی از

dG̃١⊗G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١v١∈E١,u٢v٢∈E٢

µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢)

=
∑

u١v١∈E١

µ١(u١v١)

= dG̃١
(u١).

می�شود: نتیجه آنگاه باشد µ١ ≥ µ٢ اگر قضیه، دوم اثبات برای مشابه، به�طور

dG̃١⊗G̃٢
(u١, u٢) =

∑
u١v١∈E١,u٢v٢∈E٢

µ١(u١v١) ∧ µ٢(u٢v٢)

=
∑

u٢v٢∈E٢

µ٢(u٢v٢)

= dG̃٢
(u٢).

µ٢ ≥ µ١ ،(٨.٢) شکل در بگیرید. نظر در (٨.٢) شکل در را G̃٢ و G̃١ فازی گراف�های .٢.۶.٢ مثال
داریم: (١.۶.٢) قضیه از استفاده با نتیجه در می�باشد،

dG̃١⊗G̃٢
(u١, u٢) = dG̃١

(u١)

= ٠٫ ۶



٣۶ فازی گراف�های روی اعمال .٢

هم�چنین، و

dG̃١⊗G̃٢
(v١, v٢) = dG̃١

(v١)

= ٠٫ ۶

می�توان (٨.٢) شکل در را G̃١ ⊗ G̃٢ در G̃٢ و G̃١ فازی گراف دو از ترانسفوری ضرب حاصل این
کرد. بررسی

..v١ (٠٫ ٧) .

u١ (٠٫ ٩)

.

٠٫ ۶

..v٢ (٠٫ ٨) .

u٢ (٠٫ ٩)

.

٠٫ ٧

..(٠٫ ٧) (v١, u٢) .

(u١, v٢) (٠٫ ٨)

.

(٠٫ ٩) (u١, u٢)

. (v١, v٢) (٠٫ ٧).
٠٫ ۶

.

٠٫ ۶

G̃١ G̃٢ G̃١ ⊗ G̃٢

( G̃١ ⊗ G̃٢) G̃٢ و G̃١ ترانسفوری ضرب حاصل :٨.٢ شکل



٣ فصل

فازی های گراف روی یکریختی

از برخی هم�چنین و می�شود. اثبات ارزی هم رابطه�ی یک با فازی گراف�های بین یکریختی فصل این در
مرجع از فصل این مطالب می�کنیم. بررسی را فازی گراف�های ضعیف متمم خود و متمم خود ویژگی�های

است. شده آورده [٧]

یکریختی اساسی ویژگی�های ١.٣

و V زمینه�ی مجموعه�های با فازی گراف دو G̃′ : (σ′, µ′) و G̃(σ, µ) می�کنیم فرض زیر تعاریف برای
باشند. V ′

که می�باشد، h : V → V ′ نگاشت ، h : G̃ → G̃′ فازی گراف�های از یکهمریختی١ .١.١.٣ تعریف
می�باشد: برقرار زیر شرایط

σ(x) ≤ σ′(h(x)) ∀x ∈ V

و
µ(xy) ≤ µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V.

یک که می�باشد h : V → V ′ نگاشت ،h : G̃ → G̃′ ضعیف٢ یکریختی یک .٢.١.٣ تعریف
می�باشد. برقرار زیر شرط و است دوسویی همریختی

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

زمینه�ی مجموعه�های شامل فازی گراف��های G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٣.١.٣ مثال
باشند. V ′ = {a′, b′, c′} و V = {a, b, c}

σ : V → [٠,١] µ : V × V → [٠,١]
١homomorphism
٢weak isomorphism



٣٨ فازی های گراف روی یکریختی .٣

σ′ : V ′ → [٠,١] µ′ : V ′ × V ′ → [٠,١]

می�شوند: تعریف زیر به�صورت

σ(a) =
١
٢ , σ(b) =

١
۴ , σ(c) =

١
٣ ;

µ(ab) =
١
۵ , µ(bc) =

١
۵ , µ(ac) =

١
۴ ;

σ′(a′) =
١
٢ , σ

′(b′) =
١
۴ , σ

′(c′) =
١
٣ ;

µ′(a′b′) =
١
۴ , µ

′(b′c′) =
١
۴ , µ

′(a′c′) =
١
٣ ;

به�صورت: h : V → V ′ تعریف با

h(a) = a′, h(b) = b′, h(c) = c′;

می�باشد: زیر شرایط با دوسویی نگاشت h که

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

و

µ(xy) ≤ µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V.

می�باشد. ضعیف یکریخت ،(b)(١.٣) شکل با (a) (١.٣)،(١.٣) شکل در

..
a(١٢)

.

c(١٣)

.
b(١۴)

.
١
۵

.

١
۴

.

١
۵

..
a′(١٢)

.

c′(١٣)

.
b′(١۴)

.

١
٣

.

١
۴

.
١
۴

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

ضعیف یکریختی :١.٣ شکل

که می�باشد h : V → V ′ نگاشت یک ،h : G̃ → G̃′ هم-ضعیف٣ یکریختی یک .۴.١.٣ تعریف
می�باشد. برقرار زیر رابطه�ی و است دوسویی همریختی یک

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

٣co-weak isomorphism



٣٩ یکریختی اساسی ویژگی�های .١.٣

زمینه�ی مجموعه�های شامل فازی گراف�های G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض .۵.١.٣ مثال
که باشند V ′ = {a′, b′, c′} و V = {a, b, c}

σ : V → [٠,١] µ : V × V → [٠,١]

σ′ : V ′ → [٠,١] µ′ : V ′ × V ′ → [٠,١]

می�شوند: تعریف زیر به�صورت
σ(a) =

١
٣ , σ(b) =

١
٢ , σ(c) =

١
۴ ;

µ(ab) =
١
٣ , µ(bc) =

١
۵ , µ(ac) =

١
۴ ;

σ′(a′) =
١
٢ , σ

′(b′) = ١, σ′(c′) =
١
۴ ;

µ′(a′b′) =
١
٣ , µ

′(b′c′) =
١
۵ , µ

′(a′c′) =
١
۴ ;

به�صورت: h : V → V ′ تعریف با
h(a) = a′, h(b) = b′, h(c) = c′;

شامل دوسویی نگاشت h که
σ(x) ≤ σ′(h(x)) ∀x ∈ V

و
µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

می�باشد. هم-ضعیف یکریخت (b)(٢.٣) شکل با (a)(٢.٣) شکل ،(٢.٣) شکل در بنابراین می�باشد.

..
a(١٣)

.

c(١۴)

.
b(١٢)

.
١
٣

.

١
۴

.

١
۵

..
a′(١٢)

.

c′(١۴)

.
b′(١)

.

١
۴

.

١
۵

.
١
٣

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

هم-ضعیف یکریختی :٢.٣ شکل

شرط که است، h : V → V ′ دوسویی نگاشت یک h : G̃ → G̃′ یکریختی۴ یک .۶.١.٣ تعریف
می�باشد. زیربرقرار

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

۴isomorphism



۴٠ فازی های گراف روی یکریختی .٣

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

می�دهیم. نمایش G̃ ∼= G̃′ با و

زیر خواص فوق تعاریف به توجه با باشند. فازی گراف دو G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض
است. برقرار همواره

می�کند. حفظ را یالی وزن�های لزوماً نه و رئوس وزن�های ضعیف یکریختی یک .١

می�کند. حفظ را رئوس وزن�های لزوماً نه و یالی وزن�های ضعیف هم- یکریختی یک .٢

می�کند. حفظ را راسی وزن�های هم و یالی وزن�های هم یکریختی یک .٣

و می�شود یکریختی یک آنها بین ضعیف یکریختی باشند، یکسان G̃′ و �G̃ فازی گراف دو وقتی .۴
می�شود. یکریختی یک آنها بین هم-ضعیف یکریختی مشابه، به�طور

است. خودش به G̃ از همریختی یک G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک از ریختی۵ یکدرون� .٧.١.٣ تعریف

است. خودش به �G̃ از یکریختی یک ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک از یکخودریختی۶ .٨.١.٣ تعریف

هستند. یکسانی مرتبه و اندازه دارای باشند، یکریخت گراف دو هنگامی�که قطعی گراف در •

می�باشد. یکسان آنها اندازه و مرتبه یکریخت، فازی گراف دو هر برای .٩.١.٣ قضیه

V ′ و �V زمینه�ی مجموعه�های با G̃′ و �G̃ فازی گراف�های بین یکریختی یک h : G̃ → G̃′ اگر برهان.
آنگاه باشد،

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V (١.٣)

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (٢.٣)

داریم: فازی گراف در مرتبه تعریف از استفاده با و (١.٣) به توجه با

O(G̃) =
∑
x∈V

σ(x) =
∑
x∈V

σ′(h(x)) = O(G̃′)

داریم: فازی گراف در اندازه تعریف از استفاده با و (٢.٣) به توجه با

S(G̃) =
∑
x,y∈V

µ(xy) =
∑
x,y∈V

µ′(h(x)h(y)) = S(G̃′).

نمی�باشد. برقرار لزوماً (٩.١.٣) قضیه عکس .١٠.١.٣ نتیجه
۵endomorphism
۶automorphism



۴١ یکریختی اساسی ویژگی�های .١.٣

زمینه�ی مجموعه�های با فازی گراف�های G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١١.١.٣ مثال
باشند. V ′ = {a′, b′, c′, d′} و V = {a, b, c, d}

σ(x) = ١ ∀x ∈ V و µ(ab) = ٠٫ ٢۵, µ(bc) = ٠٫ ۵, µ(cd) = ٠٫ ٢۵;

σ′(x) = ١ ∀x ∈ V و µ′(a′b′) = ٠٫ ٧۵, µ′(b′c′) = ٠٫ ١٢۵, µ′(b′d′) = ٠٫ ١٢۵;

می�باشد، S(G̃) = S(G̃′) = ١ و O(G̃) = O(G̃′) = ۴ ،(٣.٣) شکل در G̃′ و �G̃ فازی گراف دو در
می�باشد. برقرار (١٠.١.٣) نتیجه�ی بنابراین نیستند. یکریخت گراف دو اما

..
b(١)
.

a(١)

.
c(١)

.

d(١)

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

..
a′(١)
.

d′(١)

.
b′(١)

.

c′(١)

.
٠٫ ٧۵

.

٠٫ ١٢۵

.

٠٫ ١٢۵

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

یکریخت غیر اما یکسان اندازه�ی و مرتبه با گراف�هایی :٣.٣ شکل

اما است. یکسان آن�ها مرتبه�های آنگاه باشند، ضعیف یکریخت فازی گراف دو اگر .١٢.١.٣ ملاحظه
باشند. ضعیف یکریخت ندارد لزومی یکسان مرتبه�ی با گراف�های

ضعیف یکریخت اما می�باشند ٣ مرتبه�ی دارای فازی گراف دو هر ،(۴.٣) شکل در .١٣.١.٣ مثال
نیستند.

..
d(٠٫ ٢۵)

.
c(١)

.

a(١)

.

b(٠٫ ٧۵)

.
٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٢۵

..
d′(٠٫ ٧۵)

.
c′(٠٫ ٧۵)

.

a′(٠٫ ٧۵)

.

b′(٠٫ ٧۵)

.
٠٫ ٧۵

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٧۵

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

نیستند ضعیف یکریخت اما یکسان، مرتبه�ی با گراف�هایی :۴.٣ شکل

می�باشد. یکسان آن�ها اندازه�های آنگاه باشند، هم-ضعیف یکریخت فازی گراف دو اگر .١۴.١.٣ ملاحظه
باشند. هم-ضعیف یکریخت ندارد لزومی یکسان اندازه�ی با فازی گراف�های اما



۴٢ فازی های گراف روی یکریختی .٣

..
v(١)
.

u(١)

.
w(١)

.
١

.

٠٫ ٧۵

.

٠٫ ٢۵

..
v′(٠٫ ٧۵)

.

u′(٠٫ ٧۵)

.
w′(١)

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧۵

.
٠٫ ٧۵

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

نیستند هم-ضعیف یکریخت اما یکسان اندازه�ی با فازی گراف�های :۵.٣ شکل

می��باشند، ٢ اندازه�ی دارای (۵.٣) شکل در G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) فازی گراف دو .١۵.١.٣ مثال
نیستند. هم-ضعیف یکریخت اما

می�شود. حفظ آن�ها رئوس درجات آنگاه باشند، یکریخت فازی گراف�های G̃′ و G̃ اگر .١۶.١.٣ قضیه

یکریختی تعریف از استفاده با باشد. G̃′ روی بر �G̃ از یکریختی یک h : G̃ → G̃′ کنید فرض برهان.
داریم:

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V, (٣.٣)

داریم: فازی گراف یک در راس یک درجه�ی تعریف به توجه با و (٣.٣) از استفاده با هم�چنین،

d(u) =
∑
v ̸=u
v∈V

µ(uv) =
∑
v ̸=u
v∈V

µ′(h(u)h(v)) = d(h(u)).

. نمی�باشد برقرار لزوماً (١۶.١.٣) قضیه�ی عکس .١٧.١.٣ نتیجه

که V = {a, b} زمینه�ی مجموعه�ی با G̃ : (σ, µ) گراف .١٨.١.٣ مثال
σ(a) =

١
٢ , σ(a) =

١
۴ , µ(ab) =

١
۴ ;

که V ′ = {a′, b′} زمینه�ی مجموعه�ی با G̃′ : (σ′, µ′) گراف و

σ′(a′) =
١
٢ , σ

′(b′) =
٣
۴ , µ′(a′b′) =

١
۴ ;

اینجا در بگیرید. نظر در را

d(a) = d(b) = d(a′) = d(b′) =
١
۴

هستند. هم-ضعیف یکریخت فقط نیستند یکریخت G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) اما

حفظ آن�ها رئوس درجات آنگاه باشند، هم-ضعیف یکریخت فازی گراف دو اگر .١٩.١.٣ ملاحظه
باشند. ضعیف هم�- یکریخت ندارد لزومی می�کنند، حفظ را رئوس درجه�ی که فازی گراف� دو اما می�شود.



۴٣ یکریختی اساسی ویژگی�های .١.٣

..
w(٠٫ ۵)

.
x(١)

.

u(٠٫ ۵)

.

v(٠٫ ٧۵)

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ۵

..
w′(٠٫ ۵)

.
x′(٠٫ ۵)

.

u′(١)

.

v′(٠٫ ٢۵)

.
٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

.

٠٫ ٢۵

(a) G̃ : (σ, µ) (b) G̃′ : (σ′, µ′)

رئوس درجه�ی نگهدارنده�ی فازی گراف�های :۶.٣ شکل

گراف دو اما می�باشد ٠٫ ٧۵ راس هر درجه�ی ،(۶.٣) شکل در G̃′ و G̃ فازی گراف دو در .٢٠.١.٣ مثال
هستند. ضعیف هم�- یکریخت نه و ضعیف یکریخت نه

است. ارزی هم رابطه�ی یک فازی گراف�های بین یکریختی .٢١.١.٣ قضیه

با به�ترتیب فازی، گراف�های G̃′′ : (σ′′, µ′′) و G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض برهان.
باشند. V ′′ و V ′ و V زمینه�ی مجموعه�های

h(x) = x ،x ∈ V هر ازای به که بگیرید نظر در را h : V → V همانی نگاشت : انعکاسی .١
روابط و است دوسویی نگاشت یک h که می�باشد.

σ(x) = σ(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) = µ(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

فازی گراف بنابراین می�باشد. خودش به فازی گراف از یکریختی یک h این�رو از می�باشد. برقرار
است. برقرار انعکاسی رابطه�ی نتیجه در .(G̃ ∼= G̃ است(یعنی یکریخت خودش با G

نگاشت یک h آنگاه باشد، G̃′ روی بر �G̃ از یکریختی یک h : V → V ′ کنید فرض : تقارنی .٢
دوسویی

h(x) = x′, x ∈ V (۴.٣)

که است،
σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V
(۵.٣)

داریم: (۴.٣) از استفاده با است دوسویی h چون می�باشد. برقرار

h−١(x′) = x ∀x′ ∈ V ′; (۶.٣)



۴۴ فازی های گراف روی یکریختی .٣

داریم: (۵.٣) در (۶.٣) و (۴.٣) از استفاده با و
σ(h−١(x′)) = σ′(x′) ∀x′ ∈ V ′

µ(h−١(x′)h−١(y′)) = µ′(x′y′) ∀x′, y′ ∈ V ′ (٧.٣)

یکریختی یک که می�آوریم، به�دست را h−١ : V ′ → V پوشا و یک به یک نگاشت یک بنابراین
دیگر، به�عبارت می�باشد. G̃ روی بر G̃′ از

G̃ ∼= G̃′ =⇒ G̃′ ∼= G̃.

است. برقرار تقارنی رابطه�ی نتیجه در

و G̃′ روی بر �G از یکریختی�هایی ترتیب، به g : V ′ → V ′′ و h : V → V ′ کنید فرض : تعدی .٣
که است V ′′ به V از پوشا و یک به یک نگاشت یک g ◦ h آنگاه باشند. G′′ روی بر G̃′

(g ◦ h)(x) = g(h(x)) ∀x ∈ V

که می�باشد، h(x) = x′ ،x ∈ V هر ازای به که است، یکریختی یک h : V → V ′ هم�چنین
σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

دیگر، به�عبارت می�باشد. برقرار
σ(x) = σ′(x′) ∀x ∈ V (٨.٣)

µ(xy) = µ′(x′y′) ∀x, y ∈ V (٩.٣)

داریم: است V ′′ به V ′ از یکریختی یک g که آن�جایی از
g(x′) = x′′, x′ ∈ V ′

σ′(x′) = σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′ (١٠.٣)

µ′(x′y′) = µ′′(g(x′)g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′ (١١.٣)

داریم: h(x) = x′, x ∈ V از استفاده با و (١٠.٣) و (٨.٣) از

σ(x) = σ′(x′) ∀x ∈ V

= σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′

= σ′′(g(h(x))) ∀x ∈ V

داریم، (١١.٣) و (٩.٣) از

µ(xy) = µ′(x′y′) ∀x, y ∈ V

= µ′′(g(x′)g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′

= µ′′(g(h(x))g(h(y))) ∀x, y ∈ V.



۴۵ یکریختی اساسی ویژگی�های .١.٣

نتیجه در است. G̃′′ و G̃ بین یکریختی یک g ◦ h بنابراین است. برقرار تعدی رابطه�ی نتیجه در
است. ارزی هم رابطه�ی یک فازی گراف�های بین یکریختی

می�کند. برقرار را مرتب جزئاً رابطه�ی فازی گراف�های بین ضعیف یکریختی یک .٢٢.١.٣ قضیه

با به�ترتیب فازی گراف�های G̃′′ : (σ′′, µ′′) و G̃′ : (σ′, µ′) و G̃ : (σ, µ) کنید فرض برهان.
باشند. V ′′ و V ′ و V زمینه�ی مجموعه�های

h(x) = x ،x ∈ V هر ازای به که بگیرید، نظر در را h : V → V همانی :نگاشت انعکاسی .١
روابط و است دوسویی نگاشت یک h که می�باشد.

σ(x) = σ(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) = µ(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

�G̃ بنابراین می�باشد. خودش به فازی گراف از ضعیف یکریختی یک h این�رو از می�باشد. برقرار
است. برقرار انعکاسی رابطه�ی نتیجه در است. ضعیف یکریخت خودش با

�G̃′ بین ضعیف یکریختی یک g و �G̃′ و �G̃ بین ضعیف یکریختی یک h کنید فرض : پادتقارنی .٢
که است h(x) = x′, x ∈ V دوسویی نگاشت یک h : V → V ′ دیگر، به�عبارت باشند. G̃ و

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) ≤ µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (١٢.٣)

که است دوسویی نگاشت یک �g : V ′ → V و می�باشد برقرار
σ′(x′) = σ(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′

µ′(x′y′) ≤ µ(g(x′)g(y′)) ∀x′y′ ∈ V ′ (١٣.٣)

در فقط ،V ′ و V متناهی مجموعه�های روی بر ،(١٣.٣) و (١٢.٣) نامعادلات می�باشد، برقرار
یکسانی عضویت مقادیر متناظر یال�های و باشند داشته یکسانی یال�های تعداد ،G̃′ و G̃ صورتی�که

یکسانند. G̃′ و G بنابراین می�باشند. برقرار خوبی به باشند، داشته

بر �G از ضعیف یکریختی�هایی به�ترتیب، g : V ′ → V ′′ و h : V → V ′ کنید فرض : تعدی .٣
است V ′ به V از پوشا و یک به یک نگاشت یک g ◦ h آنگاه باشند. G̃′′ روی بر G̃′ و G̃′ روی

که
(g ◦ h)(x) = g(h(x)) ∀x ∈ V

داریم: است، ضعیف یکریختی یک h که آن�جایی از
h(x) = x′, x ∈ V, σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V (١۴.٣)



۴۶ فازی های گراف روی یکریختی .٣

µ(xy) ≤ µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (١۵.٣)

داریم: است، V ′′ به V ′ از ضعیف یکریختی یک g که آن�جایی از و
g(x′) = x′′, x′ ∈ V ′, σ′(x′) = σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′ (١۶.٣)

µ′(x′y′) ≤ µ′′(g(x′)g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′ (١٧.٣)

(١۶.٣) و (١۴.٣) از

σ(x) = σ′(x′) ∀x ∈ V

= σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′

= σ′′(g(h(x))) ∀x ∈ V

داریم: (١٧.٣) و (١۶.٣) و (١۵.٣) و (١۴.٣) از نتیجه در و

µ(xy) ≤ µ′(x′y′) ∀x, y ∈ V

≤ µ′′(g(x′)g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′

= µ′′(g(h(x))g(h(y))) ∀x, y ∈ V.

برقرار تعدی ی رابطه دیگر به�عبارت است. G̃′′ و G̃ بین ضعیف یکریختی یک g ◦ h بنابراین
است. مرتب جزیی به�طور رابطه�ی یک فازی گراف�های بین ضعیف یکریختی بنابراین است.

آن�ها متمم�های و یکریخت گراف�های ٢.٣

نمایش ¯̃G : (σ, µ̄) به�صورت �G̃ متمم باشد. فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
که می�شود داده

µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V.

باشند. یکریخت آنها متمم�های اگر فقط و اگر یکریختند فازی گراف دو .٢.٢.٣ قضیه

یک .G̃ ∼= G̃′ می�کنیم فرض می�باشند. شده داده فازی گراف دو G̃′ : (σ′, µ′) و �G̃ : (σ, µ) برهان.
که دارد وجود h : V → V ′ دوسویی نگاشت

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V
(١٨.٣)

داریم: متمم تعریف از استفاده با می�باشد. برقرار
µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V (١٩.٣)



۴٧ آن�ها متمم�های و یکریخت گراف�های .٢.٣

داریم: (١٩.٣) و (١٨.٣) از استفاده با

µ̄(xy) = σ′(h(x)) ∧ σ′(h(y))− µ′(h(x)h(y))

= µ̄′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

. ¯̃G ∼= ¯̃ ′
G دیگر، به�عبارت

که دارد وجود g : V → V ′ دوسویی نگاشت یک دیگر، به�عبارت ؛ ¯̃G ∼= ¯̃ ′
G که می�کنیم فرض برعکس،

σ(x) = σ′(g(x)) ∀x ∈ V

µ̄(xy) = µ̄′(g(x)g(y)) ∀x, y ∈ V
(٢٠.٣)

داریم: متمم تعریف از استفاده با

µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V (٢١.٣)

µ̄′(g(x)g(y)) = σ′(g(x)) ∧ σ′(g(y))− µ′(g(x)g(y)) (٢٢.٣)

داریم: (٢٠.٣) در (٢٢.٣) و (٢١.٣) معادله�ی دو کردن جایگزین با

µ(xy) = µ′(g(x)g(y)) ∀x, y ∈ V (٢٣.٣)

G̃′ و G̃ بین یکریختی یک g : V → V ′ نگاشت ، g : V → V ′ و (٢٠.٣) از استفاده با بنابراین
می�باشد. G̃ ∼= G̃′ دیگر به�عبارت است.

ضعیف یکریختی یک آنگاه باشد، داشته وجود G̃′ و G̃ بین ضعیف یکریختی یک اگر .٣.٢.٣ قضیه
دارد. وجود ¯̃G و ¯̃ ′

G بین

است دوسویی نگاشت یک h : V → V ′ آنگاه باشد G̃′ و G̃ بین ضعیف یکریختی یک h اگر برهان.
که

h(x) = x′, x ∈ V, σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V (٢۴.٣)

µ(xy) ≤ µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (٢۵.٣)

x ∈ V یک ،x′ ∈ V ′ هر ازای به بنابراین است، دوسویی نگاشت یک h−١ : V ′ → V که آن�جایی از
داریم: (٢۴.٣) در رابطه این از استفاده با .h−١(x′) = x که به�طوری دارد وجود

σ′(x′) = σ(h−١(x′)) ∀x′ ∈ V ′ (٢۶.٣)

زیر، رابطه�ی در (٢۵.٣) و (٢۴.٣) و h−١(x′) = x از استفاده با هم�چنین

µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V



۴٨ فازی های گراف روی یکریختی .٣

داریم:

µ̄(h−١(x′)h−١(y′)) ≥ σ′(h(x)) ∧ σ′(h(y))− µ′(h(x)h(y))

= σ′(x′) ∧ σ′(y′)− µ′(x′y′) ∀x′, y′ ∈ V ′

= µ̄′(x′y′) ∀x′, y′ ∈ V ′

دیگر، �عبارت به
µ̄′(x′y′) ≤ µ̄(h−١(x′)h−١(y′)) (٢٧.٣)

یکریختی یک (٢٧.٣) و (٢۶.٣) از استفاده با که است دوسویی نگاشت یک h−١ : V ′ → V بنابراین
می�باشد. ¯̃G و ¯̃ ′

G بین ضعیف

بین همریختی یک آنگاه باشد، داشته وجود G̃′ و �G̃ بین هم-ضعیف یکریختی یک اگر .۴.٢.٣ قضیه
باشد. داشته وجود می�تواند ¯̃ ′

G و ¯̃G

یک h : V → V ′ دیگر، به�عبارت باشد، G̃′ و �G̃ بین هم-ضعیف یکریختی h می�کنیم فرض برهان.
که است دوسویی نگاشت

σ(x) ≤ σ′(h(x)) ∀x ∈ V (٢٨.٣)

µ(xy) = µ′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (٢٩.٣)

داریم: (٢٩.٣) و (٢٨.٣) از استفاده با Ḡ در می�باشد، برقرار

µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V

≤ σ′(h(x)) ∧ σ′(h(y))− µ′(h(x)h(y))

= µ̄′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

بنابراین
µ̄(xy) ≤ µ̄′(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (٣٠.٣)

است. ¯̃ ′
G و ¯̃G بین دوسویی همریختی یک h ،(٣٠.٣) و (٢٨.٣) استفاده با

هم- یکریخت ¯̃ ′
G با ¯̃G ندارد لزومی آنگاه باشد، هم-ضعیف یکریخت G̃′ با G̃ اگر .۵.٢.٣ ملاحظه

باشد. ضعیف

و G̃ بین هم-ضعیف یکریختی یک شده ذکر مثال در بگیرید، نظر در را (۵.١.٣) مثال .۶.٢.٣ مثال
است. هم-ضعیف یکریخت (a) (٨.٣) شکل با (a) (٧.٣) شکل دیگر، عبارت به دارد. وجود G̃′

یک حالی�که در ندارد، وجود (b) (٨.٣) شکل و (b) (٧.٣) شکل بین هم-ضعیف یکریختی اما
دارد. وجود ¯̃ ′

G و ¯̃G بین همریختی



۴٩ آن�ها متمم�های و یکریخت گراف�های .٢.٣
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(a) G̃ : (σ, µ) (b) ¯̃G : (σ, µ̄)

¯̃Gآن ومتمم G̃ فازی های گراف :٧.٣ شکل

..
b′(١)
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a′(١٢)
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c′(١۴)

.
١
۵

.

١
٣

.

١
۴

..
b′(١)
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a′(١٢)
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c′(١۴)
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١
٢٠

.

١
۶

(a) G̃′(σ′, µ′) (b)
¯̃ ′
G : (σ′, µ̄′)

¯̃ ′
Gآن متمم و G̃′ فازی های گراف :٨.٣ شکل

فازی گراف�های از جزیی فازی زیرگراف دو به�ترتیب (σ٢, µ٢) و (σ١, µ١) کنید فرض .٧.٢.٣ قضیه
از یکریختی یک h آنگاه باشد، (σ٢, µ٢) و (σ١, µ١) از یکریختی یک h اگر باشند. G̃٢ و G̃١

می�باشد. (supp(σ٢), supp(µ٢)) روی بر (supp(σ١), supp(µ١))

فازی گراف از جزیی فازی زیرگراف یک با n مرتبه از G̃(σ, µ) ساده فازی گراف هر .٨.٢.٣ قضیه
است. یکریخت n مرتبه از kσ کامل

مرتبه از kσ یک ساختار اکنون باشد. n مرتبه از شده داده فازی گراف G̃(σ, µ) می�کنیم فرض برهان.
که است (σ, µ′) فازی گراف یک به�صورت ،n

µ′(xy) = σ(x) ∧ σ(y) ∀x, y ∈ V

داریم: معمول به�طور هم�چنین است. G̃ زمینه�ی مجموعه V که

µ(xy) = σ(x) ∧ σ(y) ∀x, y ∈ V

µ(xy) ≤ µ′(xy) ∀x, y ∈ V

از جزیی فازی زیرگراف یک با G̃ دیگر، عبارت به است، kn از فازی فراگیر زیرگراف یک G̃ بنابراین
است. یکریخت n مرتبه از kσ کامل فازی گراف



۵٠ فازی های گراف روی یکریختی .٣

خطی گراف باشد. �(V,E) زمینه گراف با فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٩.٢.٣ تعریف
داده نمایش L(G̃) : (ω, λ) توسط می�باشد، رئوس مجموعه �Z که ،(Z,W ) زمینه گراف با �G̃ از فازی٧

می�شود.

Z = {Sx = x ∪ ux, vx | x ∈ E, ux, vx ∈ V, x = (uxvx)}

W = {(SxSy) | (Sx ∩ Sy) ̸= ∅, x, y ∈ E, x ̸= y}

ω(Sx) = µ(x) ∀Sx ∈ Z

λ(SxSy) = µ(x) ∧ µ(y) ∀(SxSy) ∈ W

گراف�های آنگاه باشند، یکریخت فازی گراف دو G̃٢ : (σ٢, µ٢) G̃١و : (σ١, µ١) اگر .١٠.٢.٣ قضیه
هستند. یکریخت نیز آنها فازی خطی

باشند. V٢ و V١ زمینه�ی مجموعه�های با به�ترتیب یکریخت فازی گراف دو �G̃٢ و G̃١ کنید فرض برهان.
که دارد وجود h : V١ → V٢ دوسویی نگاشت یک دیگر، به�عبارت

σ١(x) = σ٢(h(x)) ∀x ∈ V١

µ١(xy) = µ٢(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V١

از فازی خطی گراف�های به�ترتیب L(G̃٢) : (ω٢, λ٢) و L(G̃١) : (ω١, λ١) کنید فرض می�باشد. برقرار
باشند. G̃٢ و G̃١

پوشا و یک به یک �h : V١ → V٢ چون و x = (uxvx) کنید فرض بگیرید. نظر در را x ∈ E١ یک
داریم: است،

h(x) = (h(ux)h(vx)) ∈ E٢

g(Sx) = Sh(x):داریم g : Z١ → Z٢ تعریف با نتیجه در
نظر در است. تعریف خوش و پوشا و یک به یک نگاشت یک g پوشاست، و یک به یک h هم�چنین

می�گیریم،

ω١(Sx) = µ١(x) ∀Sx ∈ Z١ فازی) خطی گراف تعریف از استفاده با )

ω١(Sx) = µ١(uxvx) = µ٢(h(ux)h(vx)) = µ٢(h(x))

ω١(Sx) = ω٢(Sh(x)) = ω٢(g(Sx)) ∀Sx ∈ Z١ (٣١.٣)

٧fuzzy line graph



۵١ آن�ها متمم�های و یکریخت گراف�های .٢.٣

λ١(SxSy) = µ١(x) ∧ µ١(y) ∀(SxSy) ∈ W١

= µ١(uxvx) ∧ µ١(uyvy)

= µ٢(h(ux)h(vx)) ∧ µ٢(h(uy)h(vy))

= µ٢(h(x)) ∧ µ٢(h(y))

= λ٢(Sh(x)Sh(y))

= λ٢(g(Sx)g(Sy)) ∀x, y ∈ E١

λ١(SxSy) = λ٢(g(Sx)g(Sy)) ∀Sx, Sy ∈ Z١ (٣٢.٣)

فازی خطی گراف�های L(G̃٢) : (ω٢, λ٢) و L(G̃١) : (ω١, λ١) ،(٣٢.٣) و (٣١.٣) معادلات از
باشند. یکریخت فازی گراف دو G̃٢ و G̃١ هنگامی�که هستند، یکریخت

مطلب اما می�دهد. نمایش را n به�طول دوری Cn که ،L(Cn) ∼= Cn قطعی گراف در .١١.٢.٣ ملاحظه
نیست. تعریف خوش فازی گراف در شده ذکر

به�صورت: �(V,E) زمینه گراف با G̃ : (σ, µ) فازی دور .١٢.٢.٣ مثال

V = {u, v, w} E = {(u, v), (v, w), (w, u)}

شرایط: با

σ(u) =
٣
۴ , σ(v) = ١, σ(w) = ١

µ(uv) =
١
٢ , µ(uw) =

١
٢ , µ(vw) = ١

�(Z,W ) زمینه گراف با L(G̃) : (ω, λ) ،G̃ : (σ, µ) فازی دور از فازی خطی گراف می�شود. داده نمایش
که می�باشد،

Z = {S١, S٢, S٣}

S١ = {(wu), {w}, {u}}, S٢ = {(uv), {u}, {v}}, S٣ = {(wv), {w}, {v}}

با (٩.٣) شکل در می�باشد.

W = {(SxSy) | (Sx ∩ Sy) ̸= ∅, x, y ∈ E, x ̸= y}

را یال�ها وزن اما می�کند حفظ را رئوس وزن که دارد وجود V → Z از نگاشت یک که آن�جایی از
درنتیجه: کند، حفظ نمی�تواند

L(G̃) ≇ G̃.
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.
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.
١
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.

١
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.

١
٢

G̃ : (σ, µ) L(G̃) : (ω, λ)

L(G̃) آن فازی خطی گراف و G̃ فازی گراف :٩.٣ شکل

متمم خود فازی گراف�های ٣.٣

باشد. G̃ ∼= ¯̃G اگر گوییم متمم٨ خود را ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک .١.٣.٣ تعریف

.G̃ ∼= ¯̃G یعنی است. متمم خود فازی گراف یک G̃ فازی گراف ،(١٠.٣) شکل در .٢.٣.٣ مثال

..
b(٠٫ ٨)

.

a(٠٫ ۶)

.
c(١)

.
٠٫ ۴

.
٠٫ ٣

.
٠٫ ٣

..
b(٠٫ ٨)

.

a(٠٫ ۶)

.
c(١)

.
٠٫ ۴

.
٠٫ ٣

.
٠٫ ٣

(a) G̃ : (σ, µ) (b) ¯̃G : (σ, µ̄)

خودمتمم فازی گراف :١٠.٣ شکل

.G̃ ≇ ¯̃G یعنی نیست. فازی متمم خود گراف یک ،G̃ فازی گراف ،(١١.٣) شکل در .٣.٣.٣ مثال

آنگاه باشد. متمم خود فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .۴.٣.٣ ∑قضیه
x ̸=y

µ(xy) =
١
٢
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y)).

آنگاه باشد، متمم خود فازی گراف یک G̃ اگر :(۴.٣.٣) قضیه�ی از نتیجه یک .۵.٣.٣ ملاحظه

S(G̃) =
١
٢
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y))

،(٣.۴.٣) مثال در زیرا نیست، درست (۴.٣.٣) قضیه�ی عکس اما
S(G̃) = ١٫ ۶, ١

٢
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y)) = ١٫ ۶

.G̃ ≇ ¯̃G اما
٨self complementary



۵٣ ضعیف متمم خود فازی گراف�های .۴.٣
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(a) G̃ : (σ, µ) (b) ¯̃G : (σ, µ̄)

نیست فازی خودمتمم که فازی گراف :١١.٣ شکل

ضعیف متمم خود فازی گراف�های ۴.٣

¯̃G خود، متمم با G̃ اگر گوییم، ضعیف٩ متمم خود فازی گراف یک را �G̃ فازی گراف .١.۴.٣ تعریف
باشد. ضعیف یکریخت

فازی گراف یک ،(٣.۴.٣) مثال در شده داده نشان (١٢.٣) شکل در G̃ فازی گراف .٢.۴.٣ ملاحظه
نیست. ضعیف متمم خود

ضعیف متمم خود فازی گراف یک G̃ بنابراین است، ضعیف یکریخت ¯̃G با G̃ مثال این در .٣.۴.٣ مثال
است.
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(a) G̃ : (σ, µ) (b) ¯̃G : (σ, µ̄)

ضعیف خودمتمم فازی گراف :١٢.٣ شکل

آنگاه باشد، ضعیف متمم خود فازی گراف یک G کنید فرض .۴.۴.٣ ∑قضیه
x ̸=y

µ(xy) ≤ ١
٢
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y)).

٩self weak complementary



۵۴ فازی های گراف روی یکریختی .٣

یک بنابراین، است. ضعیف یکریخت ¯̃G با G̃ بنابراین است. ضعیف متمم خود فازی �G̃گراف برهان.
که است دوسویی نگاشت یک ،�h : V → V دارد، وجود ضعیف یکریختی

σ(x) = σ(h(x)) ∀x ∈ V

و
µ(xy) ≤ µ̄(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V (٣٣.٣)

،(٣٣.٣) نامعادله�ی در متمم، تعریف از استفاده با می�باشد. برقرار

µ(xy) ≤ σ(h(x)) ∧ σ(h(y))− µ(h(x)h(y))

= σ(x) ∧ σ(y)− µ(h(x)h(y))

نتیجه: در
µ(xy) + µ(h(x)h(y)) ≤ σ(x) ∧ σ(y) (٣۴.٣)

داریم: (٣۴.٣) نامعادله�ی طرفین از گرفتن مجموع ∑با
x ̸=y

µ(xy) +
∑
x ̸=y

µ(h(x)h(y)) ≤
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y))

٢
∑
x ̸=y

µ(xy) ≤
∑
x ̸=y

(σ(x) ∧ σ(y)) است) متناهی مجموعه Vیک (زیرا

∑بنابراین
x̸=y

µ(xy) ≤ ١
٢
∑
x̸=y

(σ(x) ∧ σ(y)).

دارد. قرار V در

اگر باشد. فازی گراف یک �G̃ کنید فرض .۵.۴.٣ قضیه
µ(xy) ≤ ١

٢(σ(x) ∧ σ(y)) ∀x, y ∈ V,

می�باشد. ضعیف متمم خود فازی گراف یک �G̃ آنگاه

بگیرید: نظر در را h : V → V همانی نگاشت برهان.
σ(x) = σ(h(x)) ∀x ∈ V

داریم: متمم تعریف از استفاده با
µ̄(xy) = σ(x) ∧ σ(y)− µ(xy) ∀x, y ∈ V

داریم: نتیجه در ،µ(xy) ≤ ١
٢(σ(x) ∧ σ(y)) ،x, y ∈ V هر ازای به قضیه، صورت با توجه با چون

µ̄(xy) ≥ σ(x) ∧ σ(y)− ١
٢(σ(x) ∧ σ(y))

=
١
٢(σ(x) ∧ σ(y))

≥ µ(xy) ∀x, y ∈ V



۵۵ ضعیف متمم خود فازی گراف�های .۴.٣

دیگر، عبارت به
µ(xy) ≤ µ̄(h(x)h(y)) ∀x, y ∈ V

است. ضعیف متمم خود فازی گراف یک �G̃ بنابراین است. ضعیف یکریخت ¯̃G �با G̃ بنابراین

متمم خود فازی گراف یک �G̃ آنگاه باشد، هم-ضعیف یکریخت ¯̃G با �G̃ وقتی الف. .۶.۴.٣ ملاحظه
است.

آنگاه باشد، ضعیف متمم خود فازی گراف �G̃یک اگر ب.
O(G̃) = O( ¯̃G) S(G̃) ≤ S( ¯̃G)

نیست. صحیح دوم مورد عکس اما

،(٣.۴.٣) مثال در هم�چنین
O(G̃) = O( ¯̃G) = ٢٫ ٨ ٠٫ ٩ = S(G̃) ≤ S( ¯̃G) = ٢٫ ٣

نیست. ضعیف متمم خود فازی گراف یک G̃ اما



۵۶ فازی های گراف روی یکریختی .٣



۴ فصل

منتظم فازی گراف�های

ویژگی�های از برخی و تعریف را منتظم کلا فازی گراف�های و منتظم فازی گراف�های فصل این در
لم چند ذکر به ابتدا می�دهیم. قرار بررسی مورد را منتظم کلا فازی گراف�های و منتظم فازی گراف�های

است. شده آورده [٨] منبع از فصل این مطالب می�پردازیم. مقدمه عنوان تحت

مقدمه ١.۴

فازی دور یک G̃ آنگاه باشد. G∗ دور یک روی فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١.١.۴ لم
نباشد. فازی درخت یک G̃ اگر فقط و اگر است،

کنید فرض و باشد G∗ دور یک روی فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٢.١.۴ لم
t = ∧{µ(uv) | µ(uv) > ٠}.

هستند. �G فازی گراف از فازی پل�های ،µ(uv) > t که به�طوری uv یال�های همه�ی آنگاه

یک آنگاه باشد. دور یک G∗ که به�طوری باشد، فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٣.١.۴ لم
باشد. فازی پل دو از مشترک راس یک اگر فقط و اگر است، G̃ از فازی برشی راس یک راس،

منتظم کلا و منتظم فازی گراف�های ٢.۴

هر ازای به اگر باشد. G∗ : (V,E) روی فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١.٢.۴ تعریف
یک را G̃ آنگاه باشد، k یکسان درجه�ی دارای راس هر اگر دیگر) عبارت (به .dG̃(v) = k ،v ∈ V

منتظم گراف�های تعریف با که گوییم. منتظم -k فازی گراف یک یا k درجه�ی از منتظم١ فازی گراف
است. مشابه قطعی گراف نظریه�ی در

١regular fuzzy graph



۵٨ منتظم فازی گراف�های .۴

است. منتظم فازی گراف یک راس دو با همبند فازی گراف یک .٢.٢.۴ مثال

.δ = ∆ = k اگر تنها و اگر است، منتظم -k فازی گراف یک G̃ .٣.٢.۴ ملاحظه

گراف�های برای نتیجه این اما است. منتظم کامل، گراف هر قطعی گراف نظریه�ی در .۴.٢.۴ ملاحظه
باشد. منتظم فازی گراف یک نمی�تواند کامل فازی گراف یک نتیجه در نمی�کند. صدق فازی

می�باشد. (۴.٢.۴) ملاحظه�ی بیانگر ،(۵.٢.۴) مثال

بگیرید. نظر در را E = {uv, vw,wu} و V = {u, v, w} با G∗ : (V,E) گراف .۵.٢.۴ مثال
با را G̃ : (σ, µ) فازی گراف

σ(u) = ٠٫ ۵, σ(v) = ٠٫ ٧, σ(w) = ٠٫ ۶,

و
µ(uv) = ٠٫ ۵, µ(vw) = ٠٫ ۶, µ(wu) = ٠٫ ۵.

زیرا نیست منتظم فازی گراف اما است. کامل فازی گراف یک G̃ آنگاه می�کنیم. تعریف
d(u) = µ(uv) + µ(uw) = ٠٫ ۵+ ٠٫ ۵ = ١,

می�باشند. d(v) = d(w) = ١٫ ١ و

باشد. G∗ روی فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض راس: یک کلی٢ درجه�ی .۶.٢.۴ تعریف
به�صورت: u ∈ V راس یک از کلی درجه�ی

tdG̃(u) =
∑
u̸=v

µ(uv) + σ(u) =
∑
uv∈E

µ(uv) + σ(u) = dG̃(u) + σ(u).

می�کنیم. تعریف

از راس هر اگر بگیرید. نظر در را G̃ : (σ, µ) فازی گراف منتظم:٣ کلا فازی گراف .٧.٢.۴ تعریف
گراف یک را G̃ آنگاه .tdG̃(u) = k ،u ∈ V هر ازای به یعنی باشد، k یکسان کلی درجه�ی دارای G̃

گوییم. منتظم کلا-k فازی گراف یک یا k کلی درجه�ی از منتظم کلا فازی

با G∗ : (V,E) گراف .٨.٢.۴ مثال
V = {v١, v٢, v٣, v۴} و E = {v١v٢, v٢v٣, v٣v۴, v۴v١}.

با را G̃ : (σ, µ) فازی گراف بگیرید. نظر در
σ(v١) = ٠٫ ۵, σ(v٢) = ٠٫ ۴, σ(v٣) = ٠٫ ٧, σ(v۴) = ٠٫ ۵,

و
µ(v١v٢) = ٠٫ ٢, µ(v٢v٣) = ٠٫ ۴, µ(v٣v۴) = ٠٫ ٢, µ(v۴v١) = ٠٫ ۴.

٢total degree
٣totally regular fuzzy graph



۵٩ منتظم کلا و منتظم فازی گراف�های .٢.۴

آنگاه می�کنیم. تعریف
d(vi) = ٠٫ ۶ ∀i = ١,٢,٣,۴.

اما است. منتظم فازی گراف یک G̃ بنابراین

td(v١) =
∑
u̸=v١

µ(uv١) + σ(v١)

=
∑
uv١∈E

µ(uv١) + σ(v١) = dG(v١) + σ(v١)

= ٠٫ ۶+ ٠٫ ۵ = ١٫ ١.

بنابراین
td(v١) = ١٫ ١ ̸= ١ = td(v٢).

نیست. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ نتیجه در

گراف بگیرید. نظر در E = {v١v٢, v١v٣} و V = {v١, v٢, v٣} با G∗ : (V,E) گراف .٩.٢.۴ مثال
با را G̃(σ, µ) فازی

σ(v١) = ٠٫ ۴, σ(v٢) = ٠٫ ٨, σ(v٣) = ٠٫ ٧,

و
µ(v١v٢) = ٠٫ ٣, µ(v١v٣) = ٠٫ ۴.

آنگاه می�کنیم. تعریف را
td(vi) = dG̃(vi) + σ(vi) = ١٫ ١ ∀i = ١,٢,٣.

اما است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بنابراین
d(v١) = ٠٫ ٧ ̸= ٠٫ ٣ = d(v٢).

نیست. منتظم فازی گراف G̃یک نتیجه در

با G∗ : (V,E) گراف .١٠.٢.۴ مثال
V = {v١, v٢, v٣} و E = {v١v٢, v٢v٣, v٣v١}

با را G̃ : (σ, µ) فازی گراف بگیرید. نظر در
σ(v١) = σ(v٢) = σ(v٣) = ٠٫ ۴,

و
µ(v١v٢) = ٠٫ ٣, µ(v٢v٣) = µ(v٣v١) = ٠٫ ٣.

آنگاه
d(vi) = ٠٫ ۶ ∀i = ١,٢,٣.



۶٠ منتظم فازی گراف�های .۴

هم�چنین است. منتظم فازی گراف یک G̃ بنابراین

td(vi) = ١ ∀i = ١,٢,٣.

است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ رو این از

گراف بگیرید. نظر در E = {v١v٢, v١v٣} و V = {v١, v٢, v٣} با G∗ : (V,E)گراف .١١.٢.۴ مثال
با را G̃(σ, µ) فازی

σ(v١) = ٠٫ ٣, σ(v٢) = σ(v٣) = ٠٫ ۴,

و

µ(v١v٢) = ٠٫ ١, µ(v١v٣) = ٠٫ ٢.

هم�چنین نیست. منتظم فازی گراف یک G̃ بنابراین ،d(v١) = ٠٫ ٣ ̸= ٠٫ ١ = d(v٢) آنگاه

td(v١) = ٠٫ ۶ ̸= ٠٫ ۵ = td(v٢).

نیست. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ نتیجه در

گراف�های بین رابطه�ای هیچ معمول به�طور که است واضح امر این فوق مثال�های از .١٢.٢.۴ ملاحظه
این�که به نسبت کافی و لازم شرط یک چند هر ندارد. وجود منتظم کلا فازی گراف�های و منتظم فازی

است. شده ذکر (١٣.٢.۴) قضیه�ی در معادلند، یگریگر با فازی گراف�های از نوع دو این

تابع یک σ آنگاه باشد. G∗ : (V,E) روی فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١٣.٢.۴ قضیه
باشند: معادل زیر موارد اگر فقط و اگر است ثابت

است. منتظم فازی گراف یک G̃ .١

است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ .٢

می�کنیم: فرض باشد. ثابت تابع یک σ می�کنیم فرض برهان.

σ(u) = c, ∀u ∈ V

آنگاه باشد. منتظم -k١ فازی گراف یک �G̃ که می�کنیم فرض است. ثابت تابع یک

d(u) = k١, ∀u ∈ V

بنابراین

td(u) = d(u) + σ(u), ∀u ∈ V. (١.۴)

نتیجه در

td(u) = k١ + c, ∀u ∈ V.



۶١ منتظم کلا و منتظم فازی گراف�های .٢.۴

�G̃ که می�کنیم فرض حال می�شود. اثبات ١ ⇒ ٢ بنابراین است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ این�رو از
آنگاه باشد. منتظم کلا-k٢ فازی گراف یک

td(u) = k٢, ∀u ∈ V.

داریم: (١.۴) از استفاده با

⇒ d(u) + σ(u) = k٢, ∀u ∈ V.

،σ بودن ثابت به توجه با

⇒ d(u) + c = k٢, ∀u ∈ V.

⇒ d(u) = k٢ − c, ∀u ∈ V.

با (٢) و (١) نتیجه در می�شود. اثبات ٢ ⇒ ١ بنابراین است. منتظم فازی گراف یک G̃ بنابراین
معادلند. یکدیگر

منتظم فازی گراف یک G̃ دیگر، عبارت به معادلند. یکدیگر با (٢) و (١) که می�کنیم فرض برعکس،
می�کنیم. استفاده خلف برهان از باشد. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ اگر فقط و اگر است،

رئوس از جفت یک حداقل ازای به آنگاه نباشد. ثابت تابع یک σ می�کنیم، فرض خلف: فرض
.σ(u) ̸= σ(w) داریم: u,w ∈ V

بنابراین .d(u) = d(w) = k آنگاه باشد. k-منتظم فازی گراف یک �G̃ می�کنیم فرض

td(u) = d(u) + σ(u) = k + σ(u) و td(w) = d(w) + σ(w) = k + σ(w).

نیست، منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بنابراین .td(u) ̸= td(w) داریم: ،σ(u) ̸= σ(w) که آن�جایی از
است. متناقض ما فرض با که

آنگاه باشد. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ که می�کنیم فرض حال

td(u) = td(w) ⇒ d(u) + σ(u) = d(w) + σ(w)

⇒ d(u)− d(w) = σ(w)− σ(u) ̸= ٠

⇒ d(u) ̸= d(w).

و باطل خلف فرض بنابراین است. متناقض ما فرض با که نیست، منتظم فازی گراف یک G̃ بنابراین
است. ثابت تابع یک σ نتیجه در است. ثابت حکم

σ آنگاه باشد، منتظم کلا فازی گراف هم و منتظم فازی گراف هم G̃ فازی گراف اگر .١۴.٢.۴ قضیه
است. ثابت تابع یک

بنابراین باشد. منتظم کلا-k٢ فازی گراف یک و k١-منتظم فازی گراف یک �G̃ می�کنیم فرض برهان.
d(u) = k١, ∀u ∈ V و td(u) = k٢, ∀u ∈ V.



۶٢ منتظم فازی گراف�های .۴

داریم: قضیه فرض از استفاده با حال

td(u) = k٢, ∀u ∈ V.

⇒ d(u) + σ(u) = k٢, ∀u ∈ V.

⇒ k١ + σ(u) = k٢, ∀u ∈ V.

⇒ σ(u) = k٢ − k١, ∀u ∈ V.

است. ثابت تابع یک σ بنابراین

نمی�باشد. برقرار لزوماً (١۴.٢.۴) قضیه�ی عکس .١۵.٢.۴ ملاحظه

بگیرید. نظر در را E = {v١v٢, v١v٣} و V = {v١, v٢, v٣} با �G∗ : (V,E) گراف .١۶.٢.۴ مثال
µ(v١v٢) = ٠٫ ١, µ(v١v٣) = ٠٫ ٢ و σ(vi) = ٠٫ ۵, i = ١,٢,٣ با را G̃ : (σ, µ) فازی گراف

اما است. ثابت تابع یک σ آنگاه می�کنیم. تعریف
d(v٢) = ٠٫ ١ ̸= ٠٫ ٢ = d(v٣). و td(v٢) = ٠٫ ۶ ̸= ٠٫ ٧ = td(v٣).

نمی�باشد. منتظم کلا فازی گراف و منتظم فازی گراف دو از یک هیچ G̃ بنابراین

دور یک روی منتظم فازی گراف�های از ویژگی یک ٣.۴

G∗ : (V,E) که به�طوری ،G̃ : (σ, µ) منتظم فازی گراف از ویژگی یک (۴.٣.۴) و (١.٣.۴) قضیایای
آورده�اند. فراهم را باشد دور یک

فرد دور یک G∗ : (V,E) که به�طوری باشد، فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) که کنید فرض .١.٣.۴ قضیه
باشد. ثابت تابع یک µ اگر فقط و اگر است، منتظم فازی گراف یک G̃ آنگاه است.

توجه با آنگاه ،µ(uv) = c داریم، uv ∈ E هر ازای به می�گوییم باشد، ثابت تابع یک µ اگر برهان.
گراف یک G̃ بنابراین .d(v) = ٢c داریم، v ∈ V هر ازای به فازی، گراف در راس درجه�ی تعریف به

است. منتظم فازی
e١, e٢, . . . , e٢n+١ می�کنیم فرض باشد. k-منتظم فازی گراف یک �G̃ می�کنیم فرض برعکس،

باشند. G∗ از یال�هایی به�ترتیب
بنابراین: است، k-منتظم فازی گراف یک G̃ که آن�جایی از .µ(e١) = k١ می�کنیم فرض

µ(e٢) = k − k١,

µ(e٣) = k − (k − k١) = k١,

µ(e۴) = k − k١.



۶٣ دور یک روی منتظم فازی گراف�های از ویژگی یک .٣.۴

بنابراین می�باشد. ترتیب به�همین یال�ها سایر برای و

µ(ei) =

k١, باشد فرد i اگر

k − k١, باشد زوج i اگر

این�رو از

µ(e١) = µ(e٢n+١) = k١.

آنگاه است. d(u) = k چون باشند، متلاقی یکدیگر با u راس یک در e٢n+١ و e١ اگر بنابراین
µ(e١) + µ(e٢n+١) = k

⇒ k١ + k١ = k

⇒ ٢k١ = k

⇒ k١ =
k

٢

(٢.۴)

این�رو از

k − k١ = k − k

٢ =
k

٢
⇒ k − k١ =

k

٢ .

است. ثابت تابع یک µ نتیجه در .µ(ei) = k
٢ داریم، i هر ازای به بنابراین

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا فازی گراف�های برای (١.٣.۴) قضیه�ی .٢.٣.۴ ملاحظه

بگیرید. نظر در را E = {v١v٢, v٢v٣, v٣v١} و V = {v١, v٢, v٣} با G∗ : (V,E) دور .٣.٣.۴ مثال
با G̃ : (σ, µ) فازی گراف

σ(v١) = ٠٫ ۵, σ(v٢) = ٠٫ ۶, σ(v٣) = ٠٫ ۴.

و

µ(v١v٢) = ٠٫ ١, µ(v٢v٣) = ٠٫ ٢, µ(v٣v١) = ٠٫ ٣.

آنگاه بگیرید. نظر در را

td(vi) = ٠٫ ٩ ∀i = ١,٢,٣.

نیست. ثابت تابع یک µ اما است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بنابراین

آنگاه باشد. زوج دور یک G∗ که به�طوری باشد، فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه
مقادیر دارای متناوب یال�های یا باشد، ثابت تابع یک µ اگر فقط و اگر است، منتظم فازی گراف یک G̃

باشند. یکسان عضویت
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G̃ آنگاه باشند، یکسان عضویت مقادیر دارای متناوب یال�های یا باشد، ثابت تابع یک µ اگر برهان.
است. منتظم فازی گراف یک

به�ترتیب e١, e٢, . . . , e٢n می�کنیم فرض باشد. k-منتظم فازی گراف یک �G̃ می�کنیم فرض برعکس،
داریم: (١.٣.۴) قضیه در گرفته صورت فرایند از استفاده با باشند. G∗ زوج دور از یال�هایی

µ(ei) =

k١, باشد فرد i اگر

k − k١, باشد زوج i اگر

است. ثابت تابع یک µ بنابراین .µ(ei) = k
٢ نتیجه در ،k١ =

k
٢ آنگاه باشد، k١ = k − k١ اگر

هستند. یکسان عضویت مقادیر دارای متناوب یال�های آنگاه باشد، k١ ̸= k − k١ اگر

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا گراف�های برای بالا قضیه�ی .۵.٣.۴ ملاحظه

در را E = {v١v٢, v٢v٣, v٣v۴, v۴v١} و V = {v١, v٢, v٣, v۴} با G∗ : (V,E) دور .۶.٣.۴ مثال
با G̃ : (σ, µ) فازی گراف بگیرید. نظر

σ(v١) = ٠٫ ٩, σ(v٢) = ٠٫ ٧, σ(v٣) = ٠٫ ۵, σ(v۴) = ٠٫ ٧.

و
µ(v١v٢) = ٠٫ ٢, µ(v٢v٣) = ٠٫ ۵, µ(v٣v۴) = ٠٫ ۴, µ(v۴v١) = ٠٫ ٣.

آنگاه بگیرید. نظر در را
td(vi) = ١٫ ۴ ∀i = ١,٢,٣,۴.

نه است، ثابت تابع یک µ نه ، G̃ فازی گراف در اما است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بنابراین
هستند. یکسان µ-مقدار دارای متناوب یال�های

منتظم فازی گراف�های از ویژگی�هایی ۴.۴

،p = |V | که pk
٢ ،G∗ : (V,E)گراف روی G̃ : (σ, µ) k-منتظم فازی یکگراف اندازه�ی .١.۴.۴ قضیه

می�باشد.

داریم: G̃ اندازه�ی تعریف به توجه با برهان.
S(G̃) =

∑
uv∈E

µ(uv).

داریم: k-منتظم فازی گراف تعریف از استفاده با است، k-منتظم فازی گراف یک �G̃ که آن�جایی از
dG̃(v) = k, ∀v ∈ V.

داریم: فازی گراف در درجات مجموع قضیه�ی به توجه با ∑هم�چنین
v∈V

dG̃(v) = ٢
∑
uv∈E

µ(uv) = ٢S(G̃). (٣.۴)
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داریم: (٣.۴) رابطه�ی از بنابراین
٢S(G̃) =

∑
v∈V

dG̃(v) =
∑
v∈V

k = pk.

می�شود. اثبات قضیه نتیجه در می�باشد. S(G̃) = pk
٢ بنابراین

که ،٢S(G̃) + O(G̃) = pr آنگاه باشد، منتظم کلا-r فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) اگر .٢.۴.۴ قضیه
می�باشد. p = |V |

فازی گراف تعریف به توجه با آنگاه می�باشد، منتظم کلا-r فازی گراف یک �G̃ که آن�جایی از برهان.
داریم: منتظم کلا-r

r = td(v) = d(v) + σ(v) ∀v ∈ V (۴.۴)

داریم: (۴.۴) رابطه�ی در طرفین از مجموع گرفتن نظر در با ∑هم�چنین
v∈V

r =
∑
v∈V

dG̃(v) +
∑
v∈V

σ(v).

بودن ثابت به توجه با هم�چنین و فازی گراف در مرتبه تعریف و (١.۴.۴) قضیه�ی در (٣.۴) از استفاده با
داریم: p = |V | و r

pr = ٢S(G̃) +O(G̃).

آنگاه: باشد، منتظم کلا-r فازی گراف یک و k-منتظم فازی گراف یک �G̃ اگر .٣.۴.۴ نتیجه
O(G̃) = p(r − k).

داریم: (١.۴.۴) قضیه�ی از می�باشد، k-منتظم فازی گراف یک G̃ که آن�جایی از برهان.

S(G̃) =
pk

٢ یا ٢S(G̃) = pk.

داریم: (٢.۴.۴) قضیه�ی از می�باشد، منتظم کلا-r فازی گراف یک G̃ چون طرفی از
٢S(G̃) +O(G̃) = pr. (۵.۴)

می�شود: نتیجه (۵.۴) رابطه�ی از هم�چنین

O(G̃) = pr − ٢S(G̃)

= pr − pk

= p(r − k).

باشد. دور یک G∗ که به�طوری باشد، منتظم فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .۴.۴.۴ قضیه
باشد. فازی درخت یک نمی�تواند G̃ هم�چنین است. فازی دور یک G̃ آنگاه
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استفاده با آنگاه باشد. G∗ دور روی منتظم فازی گراف یک �G̃ : (σ, µ) که می�کنیم فرض برهان.
مقادیر دارای متناوب یال�های یا است ثابت تابع یک µ یا ،(۴.٣.۴) قضیه�ی و (١.٣.۴) قضیه�ی از

هستند. یکسان عضویت
باشد: زیر شرط دارای که ندارد، وجود xy واحد یال یک بنابراین

µ(xy) = ∧{µ(uv) | µ(uv) > ٠}.

استفاده با بنابراین است. فازی دور یک G̃ که می�شود نتیجه فازی دور یک تعریف از استفاده با بنابراین
باشد. فازی درخت یک نمی�تواند G̃ ،(١.١.۴) لم از

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا فازی گراف�های برای (۴.۴.۴) قضیه�ی .۵.۴.۴ ملاحظه

است. منتظم کلا فازی گراف ،(۶.٣.۴) مثال در شده گرفته نظر در G̃ : (σ, µ) فازی گراف .۶.۴.۴ مثال
که به�طوری می�باشد، v١v٢ واحد یال یک شامل G̃ هم�چنین

µ(v١v٢) = ∧{µ(xy) | xy ∈ E}.

است. فازی درخت یک G̃ نتیجه در نیست. فازی دور یک G̃ فازی گراف بنابراین

بنابراین باشد. فازی پل یک دارای نمی�تواند فرد دور یک روی منتظم فازی گراف یک .٧.۴.۴ قضیه
باشد. فازی برشی راس یک دارای نمی�تواند

تابع یک µ آنگاه باشد. G∗ فرد دور روی منتظم فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) که می�کنیم فرض برهان.
در یابد. کاهش نمی�تواند رئوس، از جفت هر بین همبندی شدت یالی، هر حذف با بنابراین است. ثابت
فازی برشی راس یک نمی�تواند G̃ ،(٣.١.۴) لم از استفاده با بنابراین است. فازی پل فاقد G̃ نتیجه

باشد. داشته

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا فازی گراف�های برای (٧.۴.۴) قضیه�ی .٨.۴.۴ ملاحظه

منتظم کلا فازی گراف یک (٣.٣.۴) مثال در شده گرفته نظر در G̃ : (σ, µ) فازی گراف .٩.۴.۴ مثال
هم�چنین، است.

∧{µ(xy) | xy ∈ E} = ٠٫ ١ و µ(v٢v٣) = ٠٫ ٢ > ٠٫ ١, µ(v٣v١) = ٠٫ ٣ > ٠٫ ١.

لم از استفاده با بنابراین هستند. G̃ از فازی پل�های v٣v١ و v٢v٣ ،(٢.١.۴) لم از استفاده با بنابراین
است. فازی برشی راس یک v٣ بنابراین می�باشد، v٣v١ و v٢v٣ فازی پل دو مشترک راس v٣ ،(٣.١.۴)

باشد. G∗ : (V,E) زوج دور یک روی منتظم فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید فرض .١٠.۴.۴ قضیه
هم�چنین می�باشد. ،q = |E| که طوری به فازی، پل q٢ شامل �G̃ یا است، فازی پل یک فاقد G̃ یا آنگاه

باشد. داشته فازی برشی راس یک نمی�تواند G̃
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استفاده با آنگاه باشد. G∗ زوج دور یک روی منتظم فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) می�کنیم فرض برهان.
هستند. یکسان عضویت مقادیر دارای متناوب یال�های یا است، ثابت تابع یک µ یا ،(۴.٣.۴) قضیه�ی از
رئوس از جفت هر بین همبندی شدت یالی، هر حذف با آنگاه است. ثابت تابع یک µ :١ ادعا

است. برشی راس فاقد G̃ نتیجه در باشد، فازی پل شامل نمی�تواند G̃ بنابراین نمی�یابد. کاهش
،(٢.١.۴) لم از استفاده با بنابراین هستند. یکسان عضویت مقادیر دارای متناوب یال�های ادعا٢:
، q

٢ یال�هایی، چنین تعداد هستند. G̃ فازی گراف از فازی پل�های بزرگتر، عضویت مقادیر با یال�های

دو از مشترک راس که راسی هیچ اما می�باشد. فازی پل q

٢ دارای G̃ نتیجه در می�باشد. q = |E| که
است. برشی راس فاقد G̃ بنابراین ندارد، وجود باشد فازی پل

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا فازی گراف�های برای (١٠.۴.۴) قضیه�ی .١١.۴.۴ ملاحظه

می�باشد. (١١.۴.۴) ملاحظه�ی بیانگر مثال این .١٢.۴.۴ مثال

است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بگیرید. نظر در (۶.٣.۴) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف .١
فازی برشی رئوس v۴ و v٣ بنابراین هستند. G̃ از فازی پل�های v۴v١ و v٣v۴ و v٢v٣ یال�های

دارد. فازی پل q٢ از بیشتر G̃ مثال این در هستند. G̃ از

که G∗ : (V,E) گراف .٢
V = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵, v۶} و E = {v١v٢, v٢v٣, v٣v۴, v۴v۵, v۵v۶, v۶v١}.

که به�طوری G∗ روی را G̃ : (σ, µ) فازی گراف و بگیرید. نظر در را
σ(v١) = ٠٫ ٩, σ(v٢) = ٠٫ ٧, σ(v٣) = ٠٫ ٨, σ(v۴) = σ(v۵) = σ(v۶) = ١

و
µ(v١v٢) = ٠٫ ٣, µ(v٢v٣) = ٠٫ ۴, µ(v٣v۴) = µ(v۴v۵) = µ(v۵v۶) = µ(v۶v١) = ٠٫ ٢.

آنگاه بگیرید. نظر در را
td(vi) = ١٫ ۴ ∀i = ١,٢,٣,۴,۵,۶.

هستند. G̃ از فازی پل�های v٢v٣ و v١v٢ یال�های و است. منتظم کلا فازی گراف یک G̃ بنابراین
q

٢(= ٣) از کمتر ،G̃ فازی پل�های تعداد مثال این در می�باشد. G̃ از فازی برشی راس v٢ نتیجه در
می�باشد.

دارای نمی�تواند ،( |V | = p) p ≥ ٣ با ،k > ٠ که همبند k-منتظم فازی گراف یک .١٣.۴.۴ قضیه
.( G∗ گراف در یک درجه�ی از راس (یک باشد انتهایی راس یک

می�کنیم. استفاده خلف برهان از اثبات برای برهان.
حداقل راس هر بنابراین . dG̃(v) > ٠ داریم ،v ∈ V هر ازای به بنابراین ،k > ٠ که آن�جایی از

است. مجاور راس یک با
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d(u) = آنگاه .uv ∈ E می�کنیم فرض و باشد انتهایی راس یک u می�کنیم فرض خلف: فرض
،w ̸= u که دیگر رئوس برخی با v نتیجه در ،p ≥ ٣ و است همبند G̃ که آن�جایی از . k = µ(uv)

آنگاه است. مجاور

d(v) ≥ µ(uv) + µ(vw)

> µ(uv).

نتیجه: در
d(v) > µ(uv) = k

یک نمی�تواند G̃ بنابراین است. متناقض فازی گراف بودن k-منتظم با که می�باشد، d(v) > k بنابراین
فازی گراف یک یعنی است، ثابت حکم و است باطل خلف فرض نتیجه در باشد. داشته انتهایی راس

باشد. انتهایی راس یک دارای نمی�تواند p ≥ ٣ با ،k > ٠ که همبند k-منتظم

نمی�باشد. برقرار منتظم کلا فازی گراف�های برای (١٣.۴.۴) قضیه�ی .١۴.۴.۴ ملاحظه

طوری به است، منتظم کلا فازی گراف یک ،(٩.٢.۴) مثال در G̃ : (σ, µ) فازی گراف .١۵.۴.۴ مثال
می�باشد. v٣ و v٢ انتهایی راس دو شامل که

،(۴.٣.۴) ،(١.٣.۴) قضایای که است واضح (١٣.٢.۴) قضیه�ی از استفاده با .١۶.۴.۴ ملاحظه
برقرارند، صورتی در منتظم کلا فازی گراف�های برای قضیه�ی(۴.۴.١٣) و (١٠.۴.۴)،(٧.۴.۴) ،(۴.۴.۴)

باشد. ثابت تابع یک σ که
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فازی مسطح گراف�های

مقدمه ١.۵

همبند، مسطح، گراف یک است. شده ارایه سوییسی ریاضیدان اویلر١ توسط مسطح گراف�های بار اولین
ناحیه�ی یک به و شده محصور تماماً نواحی دربردارنده�ی که نواحی، از تعداد یک به را (صفحه) سطح ساده،

می�کند. تقسیم نامتناهی خارجی

α-مسطح گراف و ماکسیمال فازی مسطح گراف فازی، مسطح گراف تعریف ضمن فصل این در
بررسی فازی مسطح گراف�های در اویلر فرمول نتیجه�ی برقراری چگونگی و فازی دوگان گراف فازی،
در α-سطح فازی تقاطع عدد صورت به مسطح گراف�های در تقاطع عدد مفهوم هم�چنین و می�شود.

می�شود. داه تعمیم فازی مسطح گراف�های

به�صورت: فازی گراف درجات مجموع تعریف از استفاده با رابطه این ∑در
v∈V

d(v) = ٢
∑
uv∈E

µ(uv)

زیر: به�صورت اویلر فرمول نتیجه�ی که می�دهیم ∑نشان
uv∈E

µ(uv) ≤ ٣n− ۶

می�باشد[۶]. برقرار

می�دهیم. نمایش G̃∗ با را فازی دوگان گراف و G∗ با را دوگان گراف فصل این در

١Euler
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تعاریف ٢.۵

شود، رسم صفحه در ای گونه به اگر می�شود نامیده مسطح٢ گراف یک G قطعی گراف .١.٢.۵ تعریف
نباشند[۴]. متلاقی یکدیگر با رئوس در جز به یالی دو هیچ که

است. شده ارائه (١.۵) شکل در مسطح گراف یک مثال این در .٢.٢.۵ مثال

.......

مسطح گراف :١.۵ شکل

می�شود[۴]. نامیده وجه٣ یک مسطح گراف یک در بسته ناحیه هر .٣.٢.۵ تعریف

G مسطح گراف از وجه یک φ کنید فرض مسطح: گراف یک در وجه یک درجه�ی .۴.٢.۵ تعریف
می�شود[۴]. داده نمایش d(φ) با و می�شود نامیده φ درجه�ی ،φ مرز روی شده واقع یال�های تعداد باشد.

می�باشد[۴]. برقرار d(φ) ≥ رابطه�ی٣ ساده، یکگرافمسطح از φ درونی وجه هر ازای به .۵.٢.۵ نکته

گراف یک ،G گراف از G∗ دوگان۴ گراف باشد. مسطح گراف یک �G کنید فرض .۶.٢.۵ تعریف
:[۴] می�باشد زیر ویژگی�های دارای که است، مسطح

می�باشد. راس یک دارای ،G گراف از وجه هر ازای به G∗ دوگان گراف •

است: زیر به�صورت G گراف از یالی با متناظر G∗ دوگان گراف یال�های •

باشد، Fj وجه دارای دیگر طرف از و Fi وجه دارای طرف یک از که باشد G گراف از یالی e اگر
وجوه با که G∗ از y و x رئوس کننده�ی متصل یال یک ،e ∈ E(G∗) متناظر دوگان یال آنگاه

می�باشد. متناظرند، Fj و Fi

دهیم: انجام را زیر مراحل می�توانیم ،G (قطعی) مسطح گراف از دوگان گراف یک رسم برای

می�گیریم. نظر در آن داخل در راس یک ،G گراف از وجه هر با متناظر .١

٢planar
٣face
۴dual graph



٧١ تعاریف .٢.۵

می�کنیم، متصل مجاور وجه در شده داده قرار راس با گونه�ای به را وجه هر در شده داده قرار راس .٢
نماید. قطع راس، محل غیر در و بار یک فقط را مجاور وجه از مشترک مرز(یال) که

می�دهیم. انجام را فوق عمل نیز، خارجی وجه برای .٣

یک که می�نامیم، دوگان گراف یک را حاصل گراف ،G مسطح گراف روی بر شده ذکر عملیات انجام با
است. مسطح گراف

می�باشد. دوگان گراف یک (٢.۵) شکل .٧.٢.۵ مثال

G∗ دوگان گراف :٢.۵ شکل

رئوس در فقط یال�ها که شود، رسم صفحه در گونه�ای به G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک اگر .٨.٢.۵ تعریف
.[۴] گوییم فازی۵ مسطح گراف یک را G̃ : (σ, µ) فازی گراف آنگاه کنند، قطع را یکدیگر

مسطح گراف یک را G̃ : (σ, µ) فازی گراف فازی: مسطح گراف از دیگری تعریف .٩.٢.۵ تعریف
.[۶] باشد مسطح گراف یک آن زمینه�ی گراف اگر گوییم، فازی

است. شده داده (٣.۵) شکل در فازی مسطح گراف از مثال یک .١٠.٢.۵ مثال

به دیگری یال هر افزودن با که به�طوری یال، تعداد بیشترین با فازی مسطح گراف به .١١.٢.۵ تعریف
.[۴] گوییم ماکسیمال۶ فازی مسطح گراف را شود فازی نامسطح گراف فازی، گراف

مسطح G̃ : (σ, µ) فازی گراف اگر گوییم، α-مسطح٧ را G̃ : (σ, µ) فازی گراف .١٢.٢.۵ تعریف
و باشد

µ(uv) ≥ α ∀(uv) ∈ E.

۵fuzzy dual graph
۶maximal fuzzy planar graph
٧α-planar



٧٢ فازی مسطح گراف�های .۵

..٠٫ ۶.
٠٫ ۶

.
٠٫ ٩

.

٠٫ ٧

.
٠٫ ۴

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٣

فازی مسطح گراف :٣.۵ شکل

.[۶] می�دهیم نمایش G̃α با را α-مسطح فازی گراف

می�باشد. ٠٫-مسطح ٣ ،(٣.۵) مثال فازی مسطح گراف .١٣.٢.۵ مثال

زیرا است، شده داده ٠٫-مسطح ۴ فازی گراف یک شکل در .١۴.٢.۵ مثال

µ(uv) ≥ ٠٫ ۴ ∀(uv) ∈ E.

..
d
.

a
.

c

.

b

.
٠٫ ۴

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ۵

G̃٠٫ ۴ فازی گراف :۴.۵ شکل

نمود. تعریف زیر به�صورت را فازی نامسطح گراف می�توان فازی، مسطح گراف تعریف با متناظر

.[۶] باشد نامسطح آن زمینه�ی گراف اگر گوییم، نامسطح٨ را G̃ : (σ, µ) فازی گراف .١۵.٢.۵ تعریف

را α-سطح فازی تقاطع عدد می�توان باشد، نامسطح G̃ : (σ, µ) فازی گراف که شود فرض اگر
نمود. تعریف زیر به�صورت

شرط: با یال حداقل تعداد به .١۶.٢.۵ تعریف

µ(uv) ≥ α ∀(uv) ∈ E,

٨non-planar



٧٣ تعاریف .٢.۵

گوییم[۶]. α-سطح٩ فازی تقاطع عدد را می�شود مسطح فازی، گراف آن�ها حذف با که به�طوری
زیر به�صورت را �G̃ : (σ, µ) فازی گراف فازی یال�های می�توان α-سطح، فازی تقاطع عدد تعیین برای

نمود: مرتب

µ(u١v١) ≤ µ(u٢v٢) ≤ µ(u٣v٣) ≤ . . . ∀ui, vi ∈ V

نمود. حذف تعلق مقدار مبنای بر را یال�ها و

فازی دوگان گراف ١.٢.۵

وجوه مجموعه و E یالی مجموعه ،V رئوس مجموعه با مسطح گراف یک G : (V,E, F ) کنید� فرض
مجموعه از فازی زیرمجموعه�ی یک ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف یک در می�دانیم که همان�طور باشد. F
در v عضویت درجه�ی σ(v) ،v ∈ V هر ازای به که می�باشد، σ : V → [٠,١] نگاشت یک ،V
نگاشت یک ،F وجوه مجموعه یک از فازی زیرمجموعه�ی یک هم�چنین، می�شود. نامیده G̃ فازی گراف
نامیده G̃ فازی گراف در f عضویت درجه�ی λ(f) ،f ∈ F هر ازای به که می�باشد. λ : F → [٠,١]
مجموعه�ی یک از مشخصه توابع ترتیب، به آن�ها آنگاه باشند، (پوشا) [٠,١] روی بر λ و σ اگر می�شود.

.[۴] هستند قطعی مجموعه�های که می�باشند، F Vو

از زیرمجموعه�ی یک ،V مجوعه�ی روی فازی رابطه�ی یک شد، گفته قبلا که همان�طور هم�چنین
که می�باشد، σ روی فازی رابطه�ی یک ،V روی µ فازی رابطه�ی یک است. V × V

µ(uv) ≤ σ(u) ∧ σ(v) ∀u, v ∈ V.

زیرمجموعه�ی یک σ که ،G̃ : (σ, µ, λ) گانه سه توابع توسط که فازی مسطح گراف یک این�جا در
مجموعه از فازی زیرمجموعه�ی یک λ و σ روی متقارن فازی رابطه�ی یک µ ،V رئوس مجموعه از فازی

می�کنیم. تعریف را می�باشد، F وجوه

عضویت توابع با فازی گراف یک از خاص مورد یک (V,E, F ) قطعی گراف که است توجه قابل
می�باشد. یک

کرد، خواهیم ایجاد را G̃∗ فازی گراف شده، داده G̃ فازی مسطح گراف یک ازای به .١٧.٢.۵ تعریف
.[۴] می�شود نامیده G̃ فازی گراف از فازی١٠ دوگان گراف که

می�شود: ایجاد زیر به�صورت مرحله ٣ در ساختار

گراف رئوس نقاط، این که می�دهیم، قرار را Ṽi
∗ از نقطه یک ،G̃ فازی گراف از F̃i وجه هر درون .١

می�باشند. σ(vi∗) = λ(fi) عضویت درجه با G̃∗ فازی دوگان

٩fuzzy α-level intersection number
١٠fuzzy dual graph



٧۴ فازی مسطح گراف�های .۵

از دیگری یال هیچ از می�گذرد(اما ẽ یال از که ẽ∗ خط یک ،G̃ فازی گراف از ẽ یال هر با متناظر .٢
می�کند. متصل یکدیگر به را دارند، قرار ẽ یال با مجاور f̃i وجوه در که ṽ∗i رئوس و نمی�گذرد)، G̃
می�کند: صدق زیر شرط در µ و ،µ(e∗i ) = µ(ei) عضویت درجه با G̃∗ از یال�هایی خطوط، این

µ(e∗i ) ≤ min(σ(v∗i ), σ(v
∗
i+١))

باشند. می ẽ∗i یال از انتهایی رئوس ṽ∗i+١ و ṽ∗i که

.λ(f ∗
i ) = σ(vi) که به�طوری داراست، را λ عضو یک G̃∗ فازی دوگان گراف از وجه هر .٣

زیر شرایط که است. G̃ فازی مسطح گراف از فازی دوگان گراف ،G̃∗ (۵.۵) شکل در .١٨.٢.۵ مثال
می�باشد: برقرار

σ(v∗١) = λ(f١) = ٠٫ ۵, σ(v∗٢) = λ(f٢) = ٠٫ ۶, σ(v∗٣) = λ(f٣) = ٠٫ ٧,

µ(e∗١) = µ(e١) = ٠٫ ٣ ≤ σ(v∗١) ∧ σ(v∗٣) = Min{٠٫ ۵,٠٫ ٧} = ٠٫ ۵

µ(e∗٢) = ٠٫ ٣ ≤ σ(v∗١) ∧ σ(v∗٣) = Min{٠٫ ۵,٠٫ ٧} = ٠٫ ۵,

µ(e∗٣) = ٠٫ ۵ ≤ σ(v∗٢) ∧ σ(v∗٣) = Min{٠٫ ۶,٠٫ ٧} = ٠٫ ۶,

µ(e∗۴) = ٠٫ ۴ ≤ σ(v∗٢) ∧ σ(v∗٣) = Min{٠٫ ۶,٠٫ ٧} = ٠٫ ۶,

µ(e∗۵) = ٠٫ ٢ ≤ σ(v∗٣) ∧ σ(v∗٣) = Min{٠٫ ٧,٠٫ ٧} = ٠٫ ٧,

λ(f ∗
١ ) = σ(v١) = ٠٫ ٩, λ(f ∗

٢ ) = σ(v٢) = ٠٫ ۶, λ(f ∗
٣ ) = σ(v٣) = ٠٫ ۵,

λ(f ∗
۴ ) = σ(v۴) = ٠٫ ٧, λ(f ∗

۵ ) = σ(v۵) = ٠٫ ۶.

اویلر فرمول به مربوط قضایای ٣.۵

می�باشد: زیر به�صورت اویلر فرمول به مربوط قضایای قطعی، مسطح گراف�های در

e ،n کنید فرض و باشد، همبند مسطح گراف یک �G کنید فرض اویلر:١١ فرمول [۵] .١.٣.۵ قضیه
آنگاه: باشند. G از وجوه و یال�ها رئوس، تعداد ترتیب به f و
n− e+ f = ٢.

،(۶.۵) شکل در است. برقرار زیر گراف در اویلر فرمول که می�دهیم نشان مثال این در .٢.٣.۵ مثال
و (داخلی) بسته وجوه برای را ٢ و ١ اعداد که می�دهیم. نمایش ٣ و ٢ و ١ اعداد با را گراف وجوه
٧ و راس ۶ دارای گراف که می�بینیم به�وضوح می�باشد. نامتناهی (بیرونی) خارجی وجه برای را ٣ عدد

١١Eulerian formulla



٧۵ اویلر فرمول به مربوط قضایای .٣.۵

..

F٠٫)١ ۵)

.

F٠٫)٢ ۶)

.

F٠٫)٣ ٧)

.v٠٫)١ ٩) .
v٠٫)٢ ۶). v٠٫)٣ ۵).

v۴(٠٫ ٧)

.

v۵(٠٫ ۶)

.
٠٫ ۵

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

.
٠٫ ٢

G̃ G̃∗

G̃∗آن فازی دوگان گراف و G̃فازی گراف :۵.۵ شکل

بنابراین می�باشد. ساده و همبند مسطح، گراف یک ،(۶.۵) شکل در G گراف هم�چنین و می�باشد، یال
داریم: گراف این در هم�چنین شد. خواهد برقرار اویلر فرمول
۶− ٧+ ٣ = ٢,

داریم: اویلر فرمول به توجه با نتیجه در
⇒ ٢ = ٢.

می�باشد. برقرار اویلر فرمول بنابراین

........ ٢...

٣

..

١

.

همبند مسطح گراف :۶.۵ شکل



٧۶ فازی مسطح گراف�های .۵

آنگاه: .n ≥ ٣ که باشد، یال e و راس n با ساده مسطح گراف یک G کنید فرض [۵] .٣.٣.۵ قضیه
e ≤ ٣n− ۶.

کمتر درجه�ی با راس یک حداقل دارای G آنگاه باشد، ساده مسطح گراف Gیک اگر [۵] .۴.٣.۵ نتیجه
دارد. وجود d(v) ≤ ۵ با v ∈ V راس یک دیگر، به�عبارت می�باشد، ۶ از

می�باشد: زیر به�صورت آن دوگان و مسطح گراف� هر رابطه�ی مسطح، گراف�های در هم�چنین

کنید فرض و باشد. وجه f و یال m راس، n با همبند مسطح گراف یک G کنید فرض [۵] .۵.٣.۵ لم
آنگاه باشد. وجه f ∗ و یال m∗ راس، n∗ شامل ،G گراف با متناظر G∗ دوگان گراف

n∗ = f, m∗ = m, f ∗ = n.

است. یکریخت �G با G∗∗ آنگاه باشد. همبند مسطح گراف یک G کنید فرض [۴] .۶.٣.۵ قضیه

می�باشد: زیر به�صورت فازی مسطح گراف�های به مربوط قضایای

(به یال e و راس n با ساده مسطح گراف یک G̃ : (σ, µ) فازی گراف کنید فرض [۶] .٧.٣.۵ قضیه
آنگاه: ،n ≥ ٣ که باشد، (

∑
(uv)∈E µ(uv) ≤ e که ∑طوری

(uv)∈E

µ(uv) ≤ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V.

داریم:
∑

(uv)∈E µ(uv) ≤ e رابطه�ی از استفاده با و (٣.٣.۵) قضیه�ی از استفاده با ∑برهان.
(uv)∈E

µ(uv) ≤ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V

شد. اثبات قضیه نتیجه در

حداقل دارای G̃ : (σ, µ) آنگاه باشد، ساده فازی مسطح گراف یک G̃ : (σ, µ) اگر [۶] .٨.٣.۵ نتیجه
دارد. وجود d(v) ≤ ۵ با v ∈ V راس یک دیگر، به�عبارت می�باشد، ۶ از کمتر درجه�ی با v راس یک

می�کنیم. ثابت را قضیه خلف برهان از استفاده با برهان.
G̃ : (σ, µ) اگر می�باشد. صفر درجه�ی دارای راس این باشد، راس یک شامل فقط G̃ : (σ, µ) اگر
که می�کنیم فرض حال می�باشند. یک حداکثر درجه�ی دارای راس دو هر آنگاه باشد، داشته راس دو

باشد. راس ٣ حداقل دارای �G̃ : (σ, µ) دیگر، به�عبارت ،n ≥ ٣
داریم: باشد، ۶ حداقل G̃ : (σ, µ) از راس هر درجه�ی خلف:اگر ∑فرض

v∈V

d(v) ≥ ۶n (١.۵)

داریم: فازی گراف در درجات مجموع قضیه�ی از ∑و
v∈V

d(v) = ٢
∑

(uv)∈E

µ(uv) (٢.۵)



٧٧ اویلر فرمول به مربوط قضایای .٣.۵

داریم: (٢.۵) و (١.۵) از استفاده با
٢
∑

(uv)∈E

µ(uv) =
∑
v∈V

d(v) ≥ ۶n

می�شود: نتیجه ∑بنابراین
(uv)∈E

µ(uv) ≥ ٣n

داریم: (٧.٣.۵) قضیه�ی از استفاده با زیرا است. ممکن غیر امر این ∑و
(uv)∈E

µ(uv) ≤ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V,

مسطح گراف که معنی این به می�شود، ثابت حکم و است باطل خلف فرض می�رسیم. تناقض به بنابراین
باشد. دارا را ۶ از کمتر درجه�ی از راس یک باید ساده فازی

.G̃∗∗ = G̃ دیگر، عبارت به است. فازی گراف خود دوگان، فازی گراف دوگان [۴] .٩.٣.۵ گزاره

به�صورت عضویت درجه�ی دارای G̃ فازی گراف دوگان دوگان، فازی گراف تعریف از استفاده با برهان.
می�باشد: زیر

σ(v∗i ) = λ(fi), µ(e∗i ) = µ(ei), λ(f ∗
i ) = σ(vi),

می�باشد: زیر به�صورت عضویت درجه�ی دارای دوگان، فازی گراف دوگان و
σ(v∗∗) = λ(f ∗) = σ(v)

=⇒ σ(v∗∗) = σ(v),

µ(e∗∗) = µ(e∗) = µ(e)

=⇒ µ(e∗∗) = µ(e),

λ(f ∗∗) = σ(v∗) = λ(f)

=⇒ λ(f ∗∗) = σ(v∗).

می�باشد، فازی گراف خود عضویت درجه�ی دوگان، فازی گراف دوگان عضویت درجه�ی که به�طوری
.G̃∗∗ = G̃ که به�طوری



٧٨ فازی مسطح گراف�های .۵



۶ فصل

فازی گراف کاربردهای

علوم مهندسی، علوم در جمله از علوم شاخه�های از بسیاری در قطعی گراف�های همانند فازی گراف�های
می�شود: پرداخته زیر کاربردهای به فصل این در دارد. کاربرد اجتماعی علوم و پزشکی

فازی گراف در انرژی و ویژه مقادیر .١

فازی گراف�های آمیزی رنگ .٢

فازی گراف�های در احاطه�گری .٣

فازی گراف در انرژی و ویژه مقادیر ١.۶

می�باشد. فازی گراف در انرژی و ویژه مقادیر فازی، گراف کاربردهای از یکی
است[٢]. شده ارائه ١٩٧٨ سال در گاتمن١ ایوان توسط بار اولین قطعی گراف انرژی

نامند، A ویژه٢ بردار یک را X ناصفر بردار آنگاه باشد، n× n ماتریسی A(G) اگر .١.١.۶ تعریف
. AX = λX باشیم داشته λ مقادیر از بعضی برای دیگر بیان به باشد. X از مضربی AX هرگاه

تساوی ویژه مقادیر یافتن برای می�نامند. λ نظیر A ویژه بردار را X و A ویژه٣ مقدار را λ عدد
داریم: بنابراین نوشت. AX = λIX فرم به می�توان را AX = λX

(λI − A)X = ٠

A ماتریس ویژه مقدار یک λ پس باشد. det(λI − A) = ٠ که دارد ناصفر جواب زمانی دستگاه این
باشد. det(A− λI) = ٠ اگر فقط و اگر است

١Ivan Gutman
٢eigenvector
٣eigenvalue

٧٩



٨٠ فازی گراف کاربردهای .۶

{v١, v٢, . . . , vn} راس، n با وزن بدون و جهت بدون و ساده Gگرافی : (V,E) فرضکنید تعریف۶.٢.١.
است: زیر صورت به� شده تعریف درایه�های با n× n ماتریسی ،A = [aij]

مجاورت۴ ماتریس باشد.

aij =

١, vivj ∈ E,

٠, vivj /∈ E.

می�شود: تعریف زیر صورت به G : (V,E) ساده گراف انرژی۵ .٣.١.۶ تعریف

E(G) =
n∑

i=١
|λi|

است. G گراف مجاورت ماتریس از حاصل ویژه مقادیر ،λi : ١ ≤ i ≤ n آن در که

می�شود. گرفته نظر در Ã = [ãij] ،G̃(σ, µ) فازی گراف از فازی۶ مجاورت ماتریس .۴.١.۶ تعریف

ãij =

µ(ui, uj), مجاورند ujو ui هرگاه

٠, موارد .سایر

مجموعه باشد. آن مجاورت ماتریس Ã و فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .۵.١.۶ تعریف
طیف ویژه، مقادیر این از یک هر تکرار مرتبه با همراه گراف مجاورت ماتریس از حاصل ویژه مقادیر
ترتیب به هریک تکرار مرتبه و λ̃١, . . . , λ̃n ویژه مقادیر اگر حال می�شود. تعریف فازی٧ گراف

می�دهیم: نشان زیر صورت به را G̃ : (σ, µ) فازی گراف طیف آنگاه باشد، m(λ̃١), . . . ,m(λ̃n)

Spec(G̃) =

(
λ̃١ λ̃٢ . . . λ̃n

m(λ̃١) m(λ̃٢) . . . m(λ̃n)

)
فازی٨ انرژی باشد. آن مجاورت ماتریس Ã و فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .۶.١.۶ تعریف
نمایش زیر به�صورت و می�شود تعریف G̃ از ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع ،G̃ : (σ, µ) فازی گراف از

می�شود: داده

E(G̃) =
n∑

i=١
|λ̃i|

باشد. آن مجاورت ماتریس B̃ و فازی گراف G̃ : (σ, µ) کنید فرض .٧.١.۶ مثال

B̃ =


٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ١
٠ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٣
٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ٣ ٠


است. {−٠٫ ٣۴۴٠٫−,٢ ١,٠٫ ٠٠۶۶,٠٫ ۴٣٧۶} ،B̃ مجاورت ماتریس از آمده به�دست ویژه مقادیر

شد. خواهد E(G̃) = ٠٫ ٨٨٨۴ گراف انرژی تعریف طبق بنابراین
۴adjacency matrix
۵energy
۶fuzzy adjacency matrix
٧fuzzy spectrum
٨fuzzy energy



٨١ فازی گراف�های آمیزی رنگ� .٢.۶

..٠٫ ١ .

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.٠٫ ١. ٠٫ ٢

G̃ فازی گراف :١.۶ شکل

فازی گراف�های آمیزی رنگ� ٢.۶

است. فازی گراف�های آمیزی رنگ فازی، گراف کاربردهای از دیگر یکی
٢٠٠۴ سال در اونق١٠ و اصلاحچی٩ چون نویسندگانی توسط بار اولین فازی گراف�های آمیزی رنگ
خاص�تر به�طور ٢٠٠۵ سال در موضوع این و گردید مطرح فازی گراف فازی آمیزی رنگ عنوان تحت
و رامیرز١٣ ، اورتینو١٢ ، مونز١١ چون نویسندگانی توسط فازی گراف�های آمیزی رنگ عنوان تحت

است[٣]. شده واقع توجه مورد گوناگون جنبه�های از آمیزی رنگ این تاکنون و گردید ارایه یانز١۴

قطعی گراف آمیزی رنگ ١.٢.۶

نگاشت یک ، آمیزی١۵ رنگ تابع یک بگیرید، نظر در را G : (V,E) قطعی گراف .١.٢.۶ تعریف
رنگ نمی�توانند مجاور راس دو که صورت این به� است، i راس رنگ ،C(i) که است C : V → N

می�شود. نامیده ناسازگار j و i رئوس که ،C(i) ̸= C(j) آنگاه {i, j} ∈ E اگر یعنی بگیرند، یکسان
است: زیر به�صورت متمایز رنگ k حداکثر با آمیزی رنگ تابع یک ،١۶Ck آمیزی k-رنگ

Ck : V → {١,٢, . . . , k}.

بپذیرد. را آمیزی k-رنگ یک اگر است پذیر١٧ k-رنگ گراف، یک .٢.٢.۶ تعریف
٩Eslahchi

١٠Onagh
١١Munez
١٢Ortuno
١٣Ramirez
١۴Yanez
١۵coloring function
١۶k-coloring Ck

١٧k-colored



٨٢ فازی گراف کاربردهای .۶

نامیده G رنگی١٨ عدد را باشد پذیر k-رنگ ،G قطعی گراف که k مقدار مینیمم به .٣.٢.۶ تعریف
می�شود. داده نمایش χ(G) با و می�شود

مربوطه آمیزی رنگ تابع و گراف رنگی عدد یافتن شامل گراف١٩ آمیزی رنگ مساله�ی .۴.٢.۶ تعریف
است.

فازی گراف آمیزی رنگ ٢.٢.۶

رنگ به بخش این در می�باشند، نوع دو یال یا راس بودن فازی بنابر فازی گراف�های این�که به توجه با
می�شود. پرداخته فازی یال و قطعی رئوس با فازی گراف�های آمیزی

G̃ : (V, µ) فازی یال و قطعی رئوس با فازی گراف آمیزی رنگ

فازی یال�های و V = {١,٢, . . . , n} قطعی رئوس مجموعه با فازی گراف یک G̃ : (V, µ) کنید فرض
می�باشد. یال�ها روی شده تعریف فازی عدد یک که باشد، µ شدت سطح با

و باشد فازی یال�های شدت سطوح از دنباله یک A = {α١ < α٢ · · · < αk} کنید فرض
به�صورت: یال�هایی مجموعه دارای Gα : (V,Eα) قطعی گراف ،α ∈ I هر ازای به ،I = A ∪ {٠}

Eα = {ij | ١ ≤ i < j ≤ n, µ(ij) ≥ α}

Ck
α آمیزی k-رنگ هر بنابراین است، شده تعریف α-برش مفهوم اساس بر آمیزی رنگ این است.

می�شود. تعیین دنباله�ها این بین از G̃ از آمیزی k-رنگ هر شود، بیان Gα روی می�تواند
می�شود: تعریف زیر به�صورت فازی گراف رنگی عدد

فازی عدد یک ،G̃ : (V, µ) فازی گراف رنگی عدد .۵.٢.۶ تعریف
χ(G̃) = {(x, ν(x)) | x ∈ X}

که به�طوری� است،

ν(x) = sup{α ∈ I | x ∈ Aα} ∀x ∈ X

X = {١,٢, . . . , |V |} و Aα = {١,٢, . . . χα} ∀α ∈ I

به�دست رنگی عدد که می�کنیم آمیزی رنگ معمولی به�صورت را Gα قطعی گراف یک α مقدار هر ازای به
است. �α سطح در سازگار ممکن دسته�های مقدار کمترین معنی به گراف�ها، این از یک هر برای آمده
به�دست G̃ : (V, µ) فازی گراف از که داریم {Gαi | i = ١, . . . , k} قطعی گراف k ترتیب این به�
عدد دارد. ν(x) عضویت تابع یک α سطح هر برای x عضو هر برای رنگی، عدد تعریف طبق می�آید.

١٨number coloring
١٩graph coloring problem



٨٣ فازی گراف�های در احاطه�گری مفهوم .٣.۶

قرار بررسی مورد α سطح یک فقط که باشد k = ١ اگر است، قطعی رنگی عدد از تعمیمی فازی رنگی
می�گیرد.

می�باشد. ترافیک چراغ مساله�ی در فازی گراف آمیزی رنگ کاربردهای از یکی

فازی گراف�های در احاطه�گری مفهوم ٣.۶

است. فازی گراف�های در احاطه�گری مفهوم فازی، گراف کاربردهای از دیگر یکی

پیش سال ۴٠٠ حدود در شطرنج مسابقات منشا به احاطه�گر مجموعه�های مورد در پیشنهادها اولین
که گونه�ای به است، بوده شطرنج مهره�های تعداد مینیمم دادن قرار هدف مسابقات این در برمی�گردد.
و گراف�ها در احاطه�گری مبانی با گسترده و جامع برخورد نحوه�ی کنند. احاطه را صفحه مربع�های تمامی
احاطه�گری اصول کتاب در همکارانش و ٢٠ هاینس توسط زمینه این در اولیه موضوعات از برخی هم�چنین
تعریف را فازی گراف�های در احاطه�گری ١٩٩٨ سال در ای.ساماساندرام٢١ است. شده مطرح گراف در

کرد[١]. مطرح فازی احاطه�گری عدد برای کران�هایی و نمود

در می�باشد. ارزشمند بسیار کاربردی هم و تئوری نظر از هم فازی، گراف�های در احاطه�گری مفهوم
نامیده فازی احاطه�گر مجموعه D ⊆ V می�باشد، �V رئوس زمینه�ی مجموعه دارای که �G̃ فازی گراف
مسائلی بیشتر در باشد. شده احاطه �u ∈ D مانند راسی توسط ،v ∈ V − D راس هر هرگاه می�شود
دقیق مساله�ی به مربوط اطلاعات و داده�ها است، شده مطرح گراف�ها در احاطه�گری مورد در تاکنون که
واقعی دنیای در حالی�که در می�باشد. قطعی به�صورت گراف یال�های و راس�ها وجود و است مشخص و
شاخه�های مسائل حل در گراف�ها در هستیم.احاطه�گری مواجه قطعی غیر اطلاعات و داده�ها با نوعاً ما

می�گیرد. قرار استفاده مورد مکانیابی مسائل مانند کاربردی علوم مختلف

هزینه�ترین کم یافتن مساله�ی می�شود، مطرح احاطه�گری مساله�ی عنوان تحت که مسائلی از یکی
پوشش ممکن زمان کوتاه�ترین در را محدوده یک در موجود مناطق تمام که است تاسیساتی یا مراکز تعداد
مثال برای می�باشند. نوع این از اورژانس مراکز و نشانی آتش دستگاه�های ایجاد نظیر مسائلی دهند.
نزدیک�ترین سوزی، آتش صورت در که گردند تاسیس مکان�هایی در بایستی نشانی آتش� ایستگاه�های
مهار را حریق و داده سرویس آن به مدت حداقل در بتواند سوزی آتش محل به نشانی آتش ایستگاه
می�کند. پیدا ضرورت فازی گراف��های در احاطه�گری مانند جدیدی مفاهیم بررسی ترتیب بدین نماید.

می�پردازیم. فازی گراف در احاطه�گری مفهوم با رابطه در تعاریفی به حال

،D ⊆ V باشد. �V رئوس زمینه�ی مجموعه� با فازی گراف یک G̃ : (σ, µ) کنید�� فرض .١.٣.۶ تعریف
،v ∈ V −Dراس هر برای هرگاه می�شود، نامیده G̃ : (σ, µ) فازی گراف در ٢٢ فازی احاطه�گر مجموعه

٢٠Haynes
٢١A.Somasundaram
٢٢fuzzy domination set



٨۴ فازی گراف کاربردهای .۶

که، باشد داشته وجود u ∈ D مانند راسی
µ(uv) = σ(u) ∧ σ(v).

با: است برابر D ⊆ V فازی٢٣ اندازه�ی .٢.٣.۶ تعریف
|D|f =

∑
v∈D

σ(v).

عدد ،G̃ : (σ, µ) در فازی احاطه�گر مجموعه�های تمامی میان در فازی اندازه�ی مینیمم .٣.٣.۶ تعریف
می�شود. داده نشان γf با اختصار به یا γf (G̃) با و می�شود نامیده فازی٢۴ احاطه�گر

می�دهیم. نشان γf − set با را γf اندازه�ی از فازی فازی احاطه�گر مجموعه •

آورده�ایم. به�دست را فازی احاطه�گر عدد ،(٢.۶) شکل در G̃ فازی گراف در .۴.٣.۶ مثال
γf = |{a, e}|f = ٠٫ ٧+ ٠٫ ۴ = ١٫ ١.

..
e (٠٫ ۴)

.

c (٠٫ ٣)

.

b (٠٫ ۵)

.
d (٠٫ ۵)

.

a (٠٫ ٧)

.
٠٫ ۴

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۵

.٠٫ ٢

G̃ فازی گراف :٢.۶ شکل

٢٣fuzzy size
٢۴fuzzy domination number



پیشنهادات: و نتیجه�گیری

اعمال و گرفت، قرار بررسی مورد آن کاربردهای از برخی و فازی گراف�های موضوع نامه پایان این در
برخی هم�چنین شد. مطالعه منتظم فازی گراف�های و فازی گراف�های یکریختی فازی، گراف�های روی
به می�توان مباحث، این جمله�ی از شد. داده تعمیم فازی حالت به قطعی گراف�های به مربوط مباحث
کاربردهای با رابطه در کرد. اشاره فازی مسطح گراف�های در اویلر فرمول و فازی مسطح گراف�های
در احاطه�گری مفهوم فازی، گراف آمیزی رنگ فازی، گراف در انرژی و ویژه مقادیر مسایل فازی گراف

شد. بررسی فازی گراف�
فازی همبندی و فازی جورسازی جمله از فازی حالت به قطعی گراف�های از موضوعات سایر تعمیم

می�باشد. آینده در کار برای
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Abstract

In this thesis we study fuzzy graphs and some of it’s applications, and extend some
properties of crisp graphs to fuzzy graphs. In the first chapter we state some basic defi-
nitions and properties of fuzzy graphs. In chapter 2, we study some operations on fuzzy
graphs such as union, join, cartesian product, composition, normal product and tensfor
product. In chapter 3 we study isomorphism on fuzzy graphs, and in chapter 4 we study
regular and totally regular fuzzy graphs. In chapter 5 we consider planar fuzzy graphs
and investigate Euler’s formula for fuzzy graphs. Finally in chapter 6, we state some
applications of fuzzy graph such as eigenvalues and energy in fuzzy graph, coloring fuzzy
graphs and dominition in fuzzy graph.
keywords:Fuzzy graph; Operations on fuzzy graph; Isomorphism; Regular fuzzy graph;
Fuzzy planar graph.
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