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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

و دلسوز مادر همراهͬ و همدلͬ به بیͺران سپاس با و بزرگوارم پدر پر�فتوح روح به فراوان درود با
پروراند. وجودم در را محبت گل ایثارش سجده که مهربانم

همواره که مس�فروش علͬ دکتر آقای جناب فرزانه، و فرهیخته استاد از شایسته تشͺر و تقدیر با
بودند. پایان�نامه این اکمال و اتمام در من راهͽشای و راهنما

بودند، من همͽام و همراه پایان�نامه، این نͽارش لحظه لحظه در که عزیزم همسر از پایان در
مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

ඌࣹن�ور ۱۳۹۲دی



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشͺده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حسین�پور هادی اینجانب
تحت ، تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشͽاه ریاضͬ

مͬ�شوم: متعهد مس�فروش علͬ دکتر راهنمایͬ

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیͽر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی

دانشͽاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلͬ نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
مͬ�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

ඌࣹن�ور ۱۳۹۲دی

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این مͬ�باشد. شاهرود دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب

نمͬ�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
ͬͺنیͺت با همراه را تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش به�نام جدید متناهͬ عناصر روش ͷی
مقیاس جواب مͬ�دهیم. توسعه جواب، ظریف مقیاس بخش از تقریبͬ آوردن بدست برای منظم،
زده تخمین شده�اند، حل عددی صورت به که مجزا موضعͬ مسایل جواب�های مجموع با ظریف،
گسسته�سازی مهم پارامترهای به که مͬ�گیریم نتیجه انرژی نورم در را پسینͬ خطای برآورد مͬ�شود.
و ظریف مقیاس مش اندازه درشت، مقیاس مش اندازه از: عبارتند پارامترها این است. وابسته
به�صورتخودکار که دهیم مͬ ارایه را تطبیقͬ الͽوریتمͬ پسین، خطای برآورد پایه بر وصله�ها. اندازه
این که مͬ�دهیم نشان مختلف، عددی مثال�های ارایه با نهایت در مͬ�کند. کنترل را پارامترها این

مͬ�کند. کار چͽونه عمل در روش

وردشͬ، چند�مقیاسͬ روش تطبیق، پسین، خطای برآورد دوگان، گالرکین، کلیدی: کلمات
موضعͬ. مسایل دوره�ای، سلولͬ، مساله همͽن�سازی،
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١ فصل

پیش�نیاز و مقدمه

مقدمه ١.١

بیشتر مسایل این هستند. محاسباتͬ ریاضیات در چالش�ها بزرگترین از چند�مقیاسͬ، مسایل امروزه
مͬ�شوند. چند�مقیاسͬ ویژگͬ�های با جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دستͽاه�هایͬ به تبدیل
وجود ١ زمانͬ گام�های از اندازه�ای و مش اندازه مانند پارامترهایͬ معمولͬ، مش با روش ͷی در

دارد.
اندازه مقیاس�ها، همه روی مش اندازه�های در�نظر�گرفتن به نیاز چند�مقیاسͬ، روش�های مطالعه برای
معادلات مختلفبرای مش�های موضعͬ، مسایل برای مرزی شرایط موضعͬ، مسایل برای زیر�دامنه�ها
که هر�چند مͬ�باشد. مشابه مواردی و مختلف معادلات برای مختلف زمان گام�های مختلف،
مͬ�شود. استفاده نیز خطا تخمین برای آن�ها از اما دارند، نظری جنبه بیشتر تطبیقͬ الͽوریتم�های
استفاده قبلͬ جواب�های از جواب، بهبود برای و مͬ�کنند عمل به�صورتتͺراری تطبیقͬ الͽوریتم�های

مͬ�کنند.
این انجام از جلوگیری برای که هستند سنͽین محاسباتͬ دارای مهندسͬ علوم از شاخه�هایͬ امروزه

دارند. زیادی کاربرد چندمقیاسͬ روش�های از استفاده پیچیده، محاسبات
با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید چند�مقیاسͬ روش ͷی توسعه پایان�نامه، این اصلͬ هدف

مͬ�باشد. روش این از تفͺی�ͷناپذیری بخش خطا، تطبیق و برآورد مͬ�باشد. جزیͬ مشتقات
در تطبیق برای چارچوبͬ عنوان به بتواند روش، این تطبیقͬ الͽوریتم و خطا برآورد که امیدواریم

گیرد. قرار استفاده مورد چند�مقیاسͬ مسایل

١Time Steps

١



٢ پیش�نیاز و مقدمه .١

تعاریف ٢.١

مͬ�کنیم. بیان مͬ�باشند، نیاز مورد که را تعاریفͬ بخش این در

به�صورت ٢ لاپلاس عملͽر .١.٢.١ تعریف

∆n =
n∑
i=١

∂٢

∂x٢
i

,

به�صورت ٣ گرادیان عملͽر و
∇ =

(
∂

∂x١
,
∂

∂x٢
, · · · , ∂

∂xn

)
,

مͬ�باشد: زیر به�صورت عملͽر دو این بین رابطه مͬ�شود. تعریف
∆ = ∇ · ∇.

زیر رابطه که به�گونه�ای ،L : V → R که است L مانند تابعͬ ،۴ خطͬ ͷتابعͷی .٢.٢.١ تعریف
باشد: برقرار

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v).

که است a : V × V → R مانند تابعͬ ،V روی a(·, ·) مانند ۵ دوخطͬ فرم ͷی .٣.٢.١ تعریف
داریم: λ, µ ∈ R و u, v, w ∈ V هر برای یعنͬ است. خطͬ خود آرگومان به نسبت

a(λu+ µw, v) = λa(u, v) + µa(w, v),

a(u, λv + µw) = λa(u, v) + µa(u,w).

هرگاه مͬ�نامیم ۶ متقارن را a(·, ·) دوخطͬ فرم .۴.٢.١ تعریف
a(v, w) = a(w, v), ∀v, w ∈ V,

هرگاه مͬ�گوییم ٧ مثبت معین آن�را و باشد
a(v, v) > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠,

باشد.

رابطه که باشد موجود Mبه�گونه�ای ثابت هرگاه است ٨ کراندار a(·, ·) دوخطͬ فرم .۵.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر

|a(w, v)| ≤M∥w∥V ∥v∥V , ∀v, w ∈ V.

٢Laplacian
٣Gradient
۴Linear Functional
۵Bilinear Form
۶Symmetric
٧Positive Definite
٨Bounded



٣ تعاریف .٢.١

باشد: برقرار زیر رابطه هرگاه مͬ�نامیم V در ٩ کورسیو را a(·, ·) دوخطͬ فرم .۶.٢.١ تعریف
a(v, v) ≥ α∥v∥٢

V , ∀v ∈ V, α > ٠.

آنͽاه باشد، کورسیو و کراندار V در که باشد متقارن دوخطͬ فرم ͷی a(·, ·) اگر .٧.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را ١٠ انرژی نورم

∥v∥a = a(v, v)
١
٢ ,

باشد. پیوسته مشتقات دارای کافͬ تعداد به هرگاه مͬ�شود نامیده ١١ هموار تابع ͷی تعریف٨.٢.١.

Rn در بردار دو Y = (y٠, · · · , yn) و X = (x٠, · · · , xn) که مͬ�کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را بردار دو این ١٢ داخلͬ ضرب باشند.

⟨X,Y ⟩ = x٠y٠ + · · ·+ xnyn.

مͬ�کنیم: مشخص زیر به�صورت را ماتریس�ها بین داخلͬ ضرب .١٠.٢.١ تعریف
A : B = tr

(
ATB

)
= aijbij.

مͬ�نامیم V ١٣ دوگان فضای را V روی کراندار خطͬ تابع�ͷهای همه مجموعه .١١.٢.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش V ∗ با آن�را و

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت L٢(Ω) فضای .١٢.٢.١ تعریف

L٢(Ω) =

{
v :

(∫
Ω

|v(x)|٢ dx

) ١
٢

<∞

}
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را H١

٠ فضای .١٣.٢.١ تعریف

H١
٠ (a, b) =

{
v ∈ L٢(a, b) :

∫ b

a

(
(v(x))٢ + (v′(x))٢) dx <∞, v(a) = v(b) = ٠

}
,

مͬ�دهیم. نمایش H−١ با را H١
٠ دوگان فضای همچنین

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت H١ فضای .١۴.٢.١ تعریف
H١ = {v : ∥v∥+ ∥∇v∥ <∞}.

باشد X ×X بر حقیقͬ تابعͬ d و دلخواه غیرتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف
که: به�طوری

,d(x؛ y) ≥ ٠ ،X از y و x هر ازای به .١

x؛ = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ ،X از y و x هر ازای به .٢
٩Coercive
١٠Energy Norm
١١Smooth
١٢Inner Product
١٣Dual



۴ پیش�نیاز و مقدمه .١

,d(x؛ y) = d(y, x) ،X از y و x هر ازای به .٣

،X از z و y ،x هر ازای به .۴
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

متریͷمͬ�نامند. فضای ͷی را (X, d) و X متریͷروی ͷی را d این�صورت، در

بازه روی را q مساوی یا کمتر درجه از چند�جمله�ای�های تمام شامل برداری فضای .١۶.٢.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش pq(a, b) نماد با (a, b)

تشͺیل λq, · · · , λ١, λ٠ توابع از که دهیم مͬ نشان {λi}qi=٠ نماد با را ١۴ لاگرانژ پایه�ای توابع
شͺل به (a, b) بازه در a = x٠ < x١ < · · · < xn = b گره�ای نقطه ͷی متناظر تابع هر شده�اند.

مͬ�شود: تعریف زیر

λi(xj) = δij =

١, i = j,

٠, i ̸= j.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت ١۵ شوارتز کوشͬ نامساوی .١٧.٢.١ تعریف
|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

رابطه ،ε ∈ Rd غیر�صفر بردار هر برای هرگاه مͬ�نامیم مثبت معین را Aماتریس .١٨.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر

εAε > ٠.

v٢ و v١ ثابت�های هرگاه مͬ�نامیم مثبت معین یͺنواخت به�طور را A ماتریس .١٩.٢.١ تعریف
رابطه که به�قسمͬ باشند موجود ،٠ < v١ < v٢ که به�گونه�ای

v١|ε|٢ ≤ ε · A(x)ε ≤ v٢|ε|٢, ∀x ∈ Ω, ∀ε ∈ Rd,

باشد. برقرار

باشد. v− = lims→٠+ v(tn− s) و v+ = lims→٠+ v(tn+ s) که مͬ�کنیم فرض .٢٠.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را tn زمان در ١۶ پرش

[vn] = v+n − v−n .

مرکز به باز گوی ͷی را s(a, r) = {x : d(x, a) < r} مجموعه ،r > ٠ ازای به .٢١.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. r شعاع و a

s(a, r) مانند بازی گوی صورتͬ�که در مͬ�نامیم درونͬ نقطه ͷی را a ∈ A نقطه .٢٢.٢.١ تعریف
باشد. درونͬ آن نقطه هر صورتͬ�که در مͬ�نامیم باز را A مجموعه باشد. A جز که یافت بتوان

١۴Lagrange Basis Functions
١۵Cauchy- Schwarz
١۶Jump



۵ تعاریف .٢.١

زیر�مجموعه�های Hاز خانواده Aباشد. ⊆M متریͷو Mیͷفضای فرضکنید تعریف٢٣.٢.١.
باز اعضایش که پوششͬ باشد. A ⊆ ∪B⊆HB صورتͬ�که در مͬ�شود نامیده A پوشش ͷی ،M

مͬ�شود. نامیده پوششباز باشند،

باشد. M از بازی ١٧ پوشش {uα} و باشد هموار M که مͬ�کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف
که: به�قسمͬ مͬ�باشد {ρα} هموار توابع از مجموعه�ای ،{uα} پوشش با ١٨ واحد افراز تابع

باشد: برقرار زیر رابطه α هر برای .١
٠ ≤ ρα ≤ ١.

باشد: برقرار زیر رابطه α هر برای .٢
supp(ρα) ≤ uα.

کند. قطع α متناهͬ تعداد برای را supp(ρα) که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی k ∈M نقطه هر .٣

باشد: برقرار زیر رابطه k ∈M هر برای .۴∑
α

ρα(k) = ١.

شرط با را q ∈ [١,+∞] این�صورت در باشد. p ∈ [١,+∞] که مͬ�کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف
١
p
+

١
q
= ١,

ضعیف همͽرایͬ u(x) ∈ Lq(Ω) به {un(x)}∞n=١ ∈ Lp(Ω) دنباله که مͬ�گوییم مͬ�گیریم. نظر در
مͬ�نویسیم: و دارد

un(x)⇀ u(x),

باشد: برقرار زیر رابطه این�که بر ∫مشروط
Ω

un(x)v(x) dx→
∫
Ω

u(x)v(x) dx, ∀v ∈ Lq(Ω).

قوی همͽرایͬ u(x) ∈ Lq(Ω) به {un(x)}∞n=١ ∈ Lp(Ω) دنباله که مͬ�گوییم .٢۶.٢.١ تعریف
مͬ�نویسیم: و دارد

un(x) → u(x),

باشد: برقرار زیر رابطه این�که بر مشروط
lim
n→∞

∥un(x)− u(x)∥ = ٠.

عددی k که باشد Ak+١ = A هرگاه مͬ�نامیم ١٩ دوره�ای را A مربعͬ ماتریس .٢٧.٢.١ تعریف
اندازه به دوره�ای Aماتریس مͬ�گوییم آنͽاه باشد، صحیح عدد کمترین k اگر است. مثبت و صحیح

دارد. k
١٧Cover
١٨Partition of Unity
١٩Periodic



۶ پیش�نیاز و مقدمه .١

ی�ͷدوره�ای توابع ،ͷی دوره با توابع به باشد. واحد یͷسلول y که کنیم فرضمͬ تعریف٢٨.٢.١.
نمایش H١

per(y)به�صورت را هستند دوره�ای ͷی که H١(Rd) هموار توابع از فضایͬ مͬ�شود. گفته
مͬ�دهیم.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را H فضای .٢٩.٢.١ تعریف

H =

{
u ∈ H١

per(y) :

∫
y

udy = ٠
}
.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که مͬ�دهیم نمایش H∗ با را H فضای دوگان .٣٠.٢.١ تعریف
H∗ =

{
u ∈

(
H١
per(y)

)∗
; ⟨u,١⟩(H١

per)
∗
,H١

per
= ٠

}
.

داخلͬ ضرب ͷی باشد، متقارن و مثبت معین که را V روی دوخطͬ فرم ͷی .٣١.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. V روی

داخلͬ ضرب فضای آن، روی شده تعریف داخلͬ ضرب همراه به را V فضای .٣٢.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم.

رابطه هرگاه مͬ�نامیم، V در کوشͬ دنباله ͷی را {vi}∞i=١ دنباله .٣٣.٢.١ تعریف
∥vi − vj∥ → ٠,

مͬ�کنند. میل بͬ�نهایت سمت به j و i آن در که باشد برقرار

ضرب فضای آنͽاه باشد، همͽرا V داخلͬ ضرب فضای در کوشͬ دنباله هر اگر .٣۴.٢.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده ٢٠ کامل ،V داخلͬ

مͬ�نامیم. ٢١ هیلبرت فضای آن�را باشد، کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی V اگر .٣۵.٢.١ تعریف

پواسون معادله ٣.١

معادله بیشتر پایان�نامه، این در مͬ�کنیم. بیان را ٢٢ پواسون معادله استاندارد فرمول�بندی فصل این در
مثال: برای مͬ�کنیم. بررسͬ را −∆uپواسون = f, in Ω,

u = ٠, on Γ,
(١.١)

این ویژگͬ مهمترین مͬ�باشد. مجهول جواب u و Γ مرز با دامنه�ای Ω مفروض، تابعͬ f آن در که
مدل این مͬ�باشد. هموار ،f یعنͬ ٢٣ بار تابع از ناهموار بخش�های از خارج که است این معادله
ظاهر الͺترومغناطیس و سازه ͷانیͺم حرارت، انتقال مثل مهندسͬ علوم از شاخه�ها همه در معادله

مͬ�شود.
٢٠Complete
٢١Hilbert Space
٢٢Poisson
٢٣Load



٧ متناهͬ عناصر روش .۴.١

متناهͬ عناصر روش ۴.١

جواب�های محاسبه برای ١٩۶٠ سال در بود، یافته توسعه ١٩۵٠ سال در که ٢۴ متناهͬ عناصر روش
برای بیشتر روش این آغاز، در شد. متناهͬ تفاضل روش�های جایͽزین دیفرانسیل معادلات تقریبͬ
پایه شد. پرداخته آن ریاضͬ جنبه�های به ادامه در ولͬ مͬ�گرفت، قرار استفاده مورد سازه ͷانیͺم
بهبود در مͬ�تواند که مͬ�کند فراهم خطا برآورد تحلیل برای ابزاری متناهͬ، عناصر روش ریاضͬ

گیرد. قرار استفاده مورد تقریبͬ جواب

ضعیف فرم ١.۴.١

این به مͬ�باشد. آن ٢۵ ضعیف فرم تشͺیل متناهͬ، عناصر روش به مساله فرمول�بندی در گام اولین
٢۶ آزمون تابع منظور

v ∈ V =
{
v ∈ H١(Ω) : v = ٠ on Γ

}
,

با و مͬ�کنیم انتͽرال�گیری Ω روی و کرده ضرب v ∈ V در را (١.١) معادله گرفته، نظر در را
مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت ضعیف فرم جز، به جز انتͽرال از استفاده

رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u ∈ V∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ V, (٢.١)

باشد. برقرار
بدست (١.١) معادله برای را (٢.١) معادله جواب از تقریبͬ که است این متناهͬ روشعناصر هدف

آورد.
که کنید فرض مͬ�سازد. ممͺن را خطا برآورد ،٢٧ تابعͬ آنالیز از ابزارهایͬ و ضعیف فرم از استفاده
از متشͺل مشͬ روی شده تعریف ٢٨ پیوسته قطعه�وار چند�جمله�ای�های شامل V گسسته فضای Vh

باشد. hk قطر با ∪K = K عناصر
مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت متناهͬ عناصر روش

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را U ∈ Vh∫
Ω

∇U · ∇V dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ Vh, (٣.١)

کند. صدق
باشد. آن از خوبͬ تقریب که امیدواریم اما بود، نخواهد برابر u با U ، Vh ⊂ V که آن�جا از

٢۴Finite Element Method
٢۵Weak Form
٢۶Test Function
٢٧Functional Analysis
٢٨Continuous Piecewise Polynomials



٨ پیش�نیاز و مقدمه .١

خطا برآورد ٢.۴.١

.٣١ پسین دیͽری و ٣٠ پیشین ͬͺی دارد، وجود متناهͬ عناصر ٢٩ خطای برآورد برای رده دو
و محاسبات خطا، برآورد این در دارد. ͬͽبست u یعنͬ معادله دقیق جواب به پیشین خطای برآورد

مͬ�گیرد. صورت محاسبات انجام از پیش و تئوری شͺل به خطا تحلیل
جواب آوردن بدست از پس خطا برآورد این واقع در است. مانده به وابسته پسین خطای برآورد

مͬ�شود. محاسبه U یعنͬ تقریبͬ
ͬͽوابست h و U به پسین برآورد در و h و u به پیشین برآورد در e = u− U برای خطا بالای کران

مͬ�گیریم. نظر در را پسین برآورد فقط پایان�نامه، این در دارد.
مراجعه [١٢] و [١۴] ،[٣] به مͬ�شود، یافت کتاب�ها از بسیاری در پواسون معادله پسین برآورد

مثال: برای شود.
∥e∥ ≤ C

(∑
K∈τh

R٢
K

) ١
٢
,

آن، در که
RK = h٢

K∥Auh − f∥K + h
٣
٢
K∥a[n · ∇uh]∥ ∂K

Γ
,

مͬ�کنیم: بیان انرژی نورم نیم در را برآوردی نمونه، برای همچنین مͬ�باشد. دیفرانسیل Aعملͽری که

∥∇e∥٢ ≤ C
∑
K∈K

p٢
K , (۴.١)

آن، در که
p٢
K = h٢

K∥f +∆U∥٢
K + hK∥[n · ∇u]∥٢

∂K ,

مͬ�کند مشخص را n نرمال مشتق در ∂K مرز سرتاسری پرش [n · ∇u] و مͬ�باشد K مرز ∂K که
مͬ�باشد. h از مستقل ثابت C و

تطبیقͬ الͽوریتم�های ٣.۴.١

حل Vh فضای ٣٢ تظریف با و مͺرر به�صورت را مساله که است تͺراری فرآیندی تطبیقͬ الͽوریتم
اجرای مثال، برای مͬ�شود. استفاده پسین خطای از تطبیقͬ، الͽوریتم�های پیاده�سازی برای مͬ�کند.

مͬ�گیرد: صورت زیر به�شͺل (۴.١) از استفاده با (٣.١) معادله برای تطبیقͬ الͽوریتم

ببینید). را (١.١) چپ سمت (شͺل مͬ�کنیم، حل اولیه مش روی را (٣.١) معادله .١

مͬ�کنیم. محاسبه (۴.١) معادله از را pK .٢

٢٩Error Estimation
٣٠A Priori
٣١A Posteriori
٣٢Refine



٩ متناهͬ عناصر روش .۴.١

تطبیقͬ به�طور تظریف�شده مش راست سمت شͺل و یͺنواخت مش چپ سمت شͺل :١.١ شͺل
مͬ�باشد.

بر را مش این�صورت غیر در و مͬ�شویم متوقف بود، ͷکوچ کافͬ اندازه به
∑

K∈K p
٢
K اگر .٣

برمͬ�گردیم. (١) به و مͬ�کنیم تظریف pK اساس

مͬ�کنید. مشاهده (١.١) راست سمت شͺل در را تطبیقͬ مش از نمونه�ای





٢ فصل

جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.٢

با دیفرانسیل معادلات روی چند�مقیاسͬ روش�های مورد در فصل، این در بحث مورد موضوع
با دیفرانسیل معادلات مورد در را مقدماتͬ توضیحاتͬ ابتدا مͬ�باشد. ١ بیضوی جزیͬ مشتقات
معادلات این روی همͽن�سازی مفهوم معرفͬ به سپس و مͬ�کنیم بیان بیضوی جزیͬ مشتقات

مͬ�پردازیم.
بررسͬ را دیریͺله مرزی مقدار مساله با همراه بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله همچنین

مͬ�کنیم.

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ٢.٢

مجموعه روی تعریف�شده تابع u واقع در که مͬ�باشد u کردن پیدا به�معنای (همͽن)، دیریͺله مساله
مͬ�باشد. Ω ⊂ Rd −∇.(A(x)∇u)باز = f, ∀x ∈ Ω,

u(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(١.٢)

داریم: همچنین و مͬ�باشد مثبت معین ماتریس ͷی A(x) که
f = f (x) ∈ H−١(Ω),

باشد. dبعدی ٢ واحد چنبره ͷی ،y = Td که مͬ�کنیم فرض مͬ�باشد. H١
٠ دوگان فضای H−١ که

که: به�قسمͬ باشد، مͬ u(y) ی�ͷدوره�ای تابع کردن پیدا دوره�ای، مساله
−∇y.(A(y)∇yu) = f(y), (٢.٢)

١Elliptic PDE
٢Unit Torus

١١



١٢ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢

مͬ�باشد. H دوگان H∗ که است f ∈ H∗ و دوره�ای مثبت معین ماتریس ،A(y) آن در که
مͬ�گیریم. نظر در را A(x) ضرایب از گروهͬ زیر، تعریف در

.٠ < α ≤ β <∞ که به�قسمͬ ،α, β ∈ R که مͬ�کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف
به�صورت ،A ∈ L∞(Ω;Rd×d) به�نام d × d ماتریس�های از مجموعه�ای به�صورت را M(α, β,Ω)

مͬ�کنیم: تعریف زیر
داریم: ،x ∈ Ω هر و ε ∈ Rd بردار هر برای

،⟨ε, A(x)ε⟩ ⩾ α|ε|٢ .١

.|A(x)ε| ≤ β|ε| .٢

ضرایب با ،M(α, β, y) در موجود ماتریس�های از مجموعه�ای به�صورت را ،Mper(α, β, y) به�علاوه
مͬ�کنیم. تعریف yدوره�ای

مͬ�کنیم: بررسͬ را زیر فرم در بیضوی عملͽرهای
A = −∇.(A∇) + b.∇+ c. (٣.٢)

مͬ�باشند: زیر به�صورت ماکزیمم اصل در بیضوی عملͽر�های
A = −A : ∇∇+ b.∇+ c. (۴.٢)

گفته بیضوی یͺنواخت به�طور (۴.٢) یا (٣.٢) در A عملͽر به آنͽاه باشد، A ∈ M(α, β,Ω)اگر
۴ غیر�واگرایͬ فرم به (۴.٢) فرم عملͽرهای و ٣ واگرایͬ فرم به (٣.٢) فرم عملͽرهای مͬ�شود.

هستند. معروف

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای دیریͺله مساله ١.٢.٢

نیازمندیم: خطͬ دو فرم معرفͬ به منظور این برای مͬ�کنیم. بیان را جواب از دقیقͬ تعریف ابتدا

a[ϕ, ψ] =

∫
Ω

∇ψT (x)A(x)∇ϕ(x) dx, ∀ ϕ, ψ ∈ H١
٠ (Ω). (۵.٢)

که: داریم توجه
a[ϕ, ψ] = (A∇ϕ,∇ψ).

از H−١(Ω) و H١
٠ (Ω) بین ۵ کردن جفت برای و (·, ·) از L٢(Ω) در استاندارد داخلͬ ضرب برای

مͬ�کنیم. استفاده ⟨·, ·⟩
مͬ�کنیم: بیان را ۶ میلͽرام لͺس بسیار�مهم قضیه حال

٣Divergence
۴Nondivergence
۵Pairing
۶Lax- Milgram



١٣ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله .٢.٢

کورسیو و کراندار ،V هیلبرت فضای در a(·, ·) دو�خطͬ فرم اگر میلͽرام). (لͺس ٢.٢.٢ قضیه
که: به�گونه�ای است موجود u ∈ V یͺتای بردار آنͽاه باشد، V در کرانداری خطͬ فرم L و باشد

a(u, v) = L(u), ∀v ∈ V. (۶.٢)

شود. مراجعه [١٢] به قضیه، این اثبات دیدن برای

رابطه اگر مͬ�باشد (١.٢) مرزی مقدار مساله ضعیف جواب ،u ∈ H١
٠ (Ω) .٣.٢.٢ تعریف

a[u, v] = ⟨f, v⟩H−١,H١
٠
, ∀v ∈ H١

٠ (Ω), (٧.٢)

باشد. برقرار

در شده ارایه A(x) ماتریس�های از کلاسͬ یͺتایͬ و وجود مͬ�توان ،(٢.٢.٢) قضیه به�وسیله
کرد. اثبات را (١.٢.٢) تعریف

است: زیر به�صورت (١.٢) مساله ضعیف فرم .۴.٢.٢ نͺته
رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u ∈ H١

٠ (Ω)

a[u, v] = (f, v), ∀v ∈ H١
٠ (Ω), (٨.٢)

باشد. برقرار

جواب ͷی ،f ∈ H−١(Ω) و A ∈ M(α, β,Ω) با همراه (١.٢) دیریͺله مساله .۵.٢.٢ قضیه
داریم: را زیر برآورد به�علاوه دارد. را u ∈ H١

٠ (Ω) واحد ضعیف

∥u∥H١
٠ (Ω) ≤

١
α
∥f∥H−١(Ω), (٩.٢)

داریم: مͬ�باشد، مثبت معین Aماتریس چون مͬ�کنیم. شروع کورسیوی، خاصیت با ابتدا برهان.

a[u, u] =

∫
Ω

⟨A∇u,∇u⟩ dx ≥ α

∫
Ω

|∇u|٢ dx = α∥u∥٢
H١

٠ (Ω)
, (١٠.٢)

آنͽاه: ،u دهیم قرار v به�جای ،(٨.٢) معادله در اگر
a[u, u] = ⟨f, u⟩ , (١١.٢)

داریم: شوارتز کوشͬ نامساوی بنا�به طرفͬ از
a[u, u] = ⟨f, u⟩ ≤ ∥f∥H−١(Ω)∥u∥H١

٠ (Ω), (١٢.٢)

داریم: (١٢.٢) و (١٠.٢) روابط از استفاده با
α∥u∥٢

H١
٠ (Ω)

≤ a[u, u] ≤ ∥f∥H−١(Ω)∥u∥H١
٠ (Ω).

مͬ�شود: حاصل زیر رابطه نهایت در
α∥u∥H١

٠ (Ω) ≤ ∥f∥H−١(Ω) ⇒ ∥u∥H١
٠ (Ω) ≤

١
α
∥f∥H−١(Ω).

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته قضیه این اثبات



١۴ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢

داریم: مͬ�گیریم. نظر در ،f ∈ L٢(Ω) و A ∈M(α, β,Ω) با همراه را (١.٢) معادله .۶.٢.٢ تذکر

∥u∥H١
٠ (Ω) ≤

CΩ

α
∥f∥L٢(Ω),

،∥u∥L٢(Ω) ≤ CΩ∥∇u∥L٢(Ω) یعنͬ پوانͺاره نامساوی در برایΩتعریفشده ٧ پوانͺاره CΩثابت که
مͬ�باشد.

هر برای که به�قسمͬ ،α ≤ β که دارد وجود β و α مثبت ثابت�های که کنید فرض .٧.٢.٢ قضیه
است. متعلق M(α, β,Ω) به ،Aε = Aε(x) ماتریس�های از پارامتری ͷی خانواده ،ε > ٠

مͬ�گیریم: نظر در را دیریͺله −∇.(Aε∇uε)مساله = f, ∀x ∈ Ω,

uε = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(١٣.٢)

که: به�قسمͬ دارد وجود ε از مستقلͬ C ثابت .f = f(x) ∈ H−١(Ω) با همراه
∥uε∥H١

٠ (Ω) ≤ C, (١۴.٢)

به قوی به�طور ،L٢(Ω) در uεn(x) که دارد وجود u ∈ H١
٠ (Ω) تابع و {εn}n≥٠ زیردنباله به�علاوه

مͬ�گراید. u(x)

شود. مراجعه [۵] به اثبات دیدن برای

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای دوره�ای مساله ٢.٢.٢

مͬ�کنیم: استفاده a١[., .] نماد از خطͬ دو فرم کردن مشخص برای

a١[u, v] =

∫
Y

∇yvA∇yu dy, ∀u, v ∈ H,

داریم: لذا

a١[u, v] =

∫
Y

⟨A(x)∇u(x),∇v(x)⟩ dx, ∀u, v ∈ H. (١۵.٢)

مͬ�شود. داده نمایش ⟨., .⟩H∗,H با (Hدوگان) H∗ و H بین کردن جفت که مͬ�شویم یادآور

باشیم: داشته اگر مͬ�باشد (٢.٢) مرزی مقدار مساله از ضعیفͬ جواب u ∈ H .٨.٢.٢ تعریف
a١[u, v] = ⟨f, v⟩H∗,H , ∀v ∈ H.

واحد ضعیف جواب ͷی ،f ∈ H∗ و A ∈ Mper(α, β, y) با همراه (٢.٢) مساله .٩.٢.٢ قضیه
داریم: را زیر برآورد همچنین دارد.

∥u∥H ≤ ١
α
∥f∥H∗ .

مͬ�کنیم. نظر صرف آن ارایه از مͬ�باشد، (۵.٢.٢) قضیه مشابه قضیه این اثبات این�که دلیل به
شود. مراجعه [۵] به اثبات مشاهده برای

٧Poincare



٣ فصل

با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی
بیضوی جزیͬ مشتقات

معادلات برای همͽن�سازی مساله مطالعه به ،١ چند������������مقیاسͬ بسط از استفاده با فصل این در
مͬ�پردازیم. واگرایͬ فرم در دوم مرتبه از بیضوی یͺنواخت �شͺل به جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل

کامل معادلات ١.٣

مرزی شرایط با واگرایͬ فرم در بیضوی یͺنواخت شͺل به جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
بͽیرید: نظر در را −∇.(Aε∇uε)دیریͺله = f, ∀x ∈ Ω,

uε = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(١.٣)

Aε = A
(x
ε

)
مͬ�شود. تعیین ادامه در که مͬ�باشد مجهولͬ اسͺالر میدان uε = uε(x) آن در که

مͬ�باشد. اسͺالری میدان f = f(x) و ماتریسͬ میدان
در را شده همͽن�سازی معادله ͷی که است این هدف باشد. y =

x

ε
که مͬ�گیریم نظر در ابتدا

آوریم. بدست مͬ�کند، میل صفر سمت به ε و شده حذف y که شرایطͬ
مͬ�کنیم. بررسͬ را شده همͽن�سازی ضرایب از متفاوتͬ ویژگͬ�های بر�این، علاوه

ماتریس تابع که مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در هموار مرز با کران�داری و باز مجموعه را Ω ⊂ Rd

مͬ�باشد. مثبت معین یͺنواخت به�طور و دوره�ای ͷی هموار، ،A(y) مقدار
مͬ�گیریم؛ نظر در ε از مستقل و هموار را f(x) تابع علاوه�بر�این

داریم: را زیر فرض�های خلاصه به�طور
f ∈ C∞ (Rd,R

)
, (٢.٣)

١Multiscale Expansions

١۵



١۶ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

A ∈ C∞
per

(
Td,Rd×d) , (٣.٣)

∃α > ٠ : ⟨ε, A(y)ε⟩ ≥ α|ε|٢ , ∀y ∈ Td , ∀ε ∈ Rd. (۴.٣)

مͬ�دهد: را زیر رابطه ،ε از مستقل α و مناسب β هر برای A روی فوق فرض�های
Aε ∈M(α, β,Ω).

شده ساده معادلات ٢.٣

مͬ��کنیم: تعریف زیر فرمول به�وسیله را شده همͽن�سازی ضریب

Ā =

∫
Td

(
A(y) + A(y)∇yχ(y)

T
)
dy, (۵.٣)

مͬ�کند: صدق ٢ سلولͬ مساله در χ : y −→ Rd برداری میدان آن در که
−∇y.

(
A(y)∇yχ(y)

T
)
= ∇.A(y)T , (۶.٣)

مͬ�باشد. ی�ͷدوره�ای χ(y) آن در که

معادله از u جواب از تقریبͬ ،(١.٣) معادله از uε جواب ،٠ < ε << ١ برای .١.٢.٣ نتیجه
مͬ�دهد: را زیر شده −Āهمͽن�سازی : ∇∇u = f, ∀x ∈ Ω,

u(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω.
(٧.٣)

موجود (۵.٣) χ∇در فقط چون اما، است. نشده�ای تعیین ثابت بردار χ میدان که داریم توجه البته
ماست. نظر مورد موضوع با ارتباط بͬ ثابت مقدار این مͬ�باشد،

اشتقاق ٣.٣

توانͬ سری�های بسط شͺل به جوابͬ به�دنبال شده�است، ظاهر (١.٣) معادله در ε پارامتر که آن�جا از
هستیم: ε در

uε = u٠ + εu١ + ε٢u٢ + · · · ,

آشͺار به�طور بسط، این در عبارات همه که کنیم فرض که است این چند�مقیاسͬ روش اصلͬ ایده
نظر، مورد جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ضرایب چون به�علاوه، است. وابسته y =

x

ε
و x به

داریم: پس مͬ�باشد. آرگومان از دوره�ای تابع همیشه جواب هستند، x

ε
از دوره�ای توابع

uε(x) = u٠

(
x,
x

ε

)
+ εu١

(
x,
x

ε

)
+ ε٢u٢

(
x,
x

ε

)
+ · · · , (٨.٣)

هستند. دوره�ای ،y در j = ٠,١, · · · برای uj(x, y) آن در که
برای مͬ�شوند. داده نمایش سریع و آهسته مقیاس�های به�عنوان به�ترتیب ،y =

x

ε
و x متغیرهای

٢Cell Problem



١٧ اشتقاق .٣.٣

بسیار مقیاس با مسایل در مͬ�کند. تغییر x متغیر به نسبت بیشتری سرعت با y متغیر ،ε << ١
فرض مͬ�گیریم. نظر در مستقل متغیر�های به�عنوان را y و x کرد. فرض ثابت را x مͬ�توان ،ͷکوچ
از مͬ�باشد. همͽن�سازی نظریه در اصلͬ موضوعات از ͬͺی مͬ�کند، میل صفر سمت به ε این�که

به�صورت x به نسبت جزیͬ مشتقات است، y =
x

ε
که آن�جا

∇x → ∇x +
١
ε
∇y,

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت ،f ε(x) := f
(
x,
x

ε

)
تابع از کلͬ مشتقات دیͽر، به�عبارت مͬ�باشد.

∇xf
ε(x) = ∇xf(x, y)|

y=
x

ε

+
١
ε
∇yf(x, y)|

y=
x

ε

,

از استفاده با مͬ�شود. تعیین y = z با h(x, y) تابع که معناست این به h(x, y)|y=z که داریم توجه
مͬ�کنیم: باز�نویسͬ را دیفرانسیل عملͽر دوباره فوق، اطلاعات
Aε := −∇. (A(y)∇) ,

زیر: فرم در

Aε =
١
ε٢A٠ +

١
ε
A١ +A٢, (٩.٣)

آن: در که
A٠ := −∇y. (A(y)∇y) , (١٠.٣)

A١ := −∇y. (A(y)∇x)−∇x. (A(y)∇y) , (١١.٣)

A٢ := −∇x.(A(y)∇x), (١٢.٣)

(٩.٣) معادله هستند. y از دوره�ای توابعͬ بالا عملͽرهای همه در ضرایب که داریم توجه مͬ�باشد.
داریم: مͬ�کنیم. جایͽذاری (١.٣) در را

( ١
ε٢A٠ +

١
ε
A١ +A٢

)
uε = f, ∀x ∈ Ω,

uε(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω.
(١٣.٣)

داریم: (١٣.٣) در (٨.٣) جایͽذاری )با ١
ε٢A٠ +

١
ε
A١ +A٢

)(
u٠ + εu١ + ε٢u٢

)
= f,

مͬ�رسیم: زیر عبارت به ساده محاسباتͬ انجام با
١
ε٢ (A٠u٠) +

١
ε
(A٠u١ +A١u٠) + (A٠u٢ +A١u١ +A٢u٠) +O(ε) = f, (١۴.٣)

معادلات از دنباله�ای و مͬ�دهیم قرار صفر برابر را ε از مساوی توان�های ضرایب فوق، معادله در
به�شͺل

O(
١
ε٢ ) A٠u٠ = ٠, (١۵.٣)

O(
١
ε
) A٠u١ = −A١u٠, (١۶.٣)

O(١) A٠u٢ = −A١u١ −A٢u٠ + f, (١٧.٣)



١٨ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

A٠ که داریم توجه مͬ�باشد. دوره�ای ͷی دوم آرگومان در uj(x, y) این�جا در مͬ�آوریم. بدست
ظاهر پارامتر ͷی به�عنوان فقط (١٧.٣) و (١۶.٣) معادلات در x و است y در دیفرانسیلͬ عملͽری

مͬ�گیریم: نتیجه را زیر عبارت (١۵.٣) از مͬ�شود.

u٠(x, y) = u(x),

معادلات یعنͬ باقͬ�مانده، معادله دو است. y از مستقل چند�مقیاسͬ، بسط از عبارت اولین بنابراین
شͺل به (١٧.٣) و (١۶.٣)

A٠v = h,

h = h(x, y) مشابه به�طور و بوده v = v(x, y) همچنین است، ی�ͷدوره�ای ،v آن در که هستند
پس مͬ�رویم، (١۶.٣) معادله سراغ به حال مͬ�شود. ظاهر پارامتر ͷی به�عنوان x پس مͬ�باشد.

داریم:

A٠u١ = (∇y.A
T ).∇xu,

∫
y

u١ dy = ٠, (١٨.٣)

است: صادق حل��پذیری شرط بنابراین مͬ�باشد. ی�ͷدوره�ای ،u(x) آن در ∫که
y

(∇y . A
T ).∇xu dy = ∇xu .

∫
y

∇y . A
T dy = ٠,

مͬ�کنیم: جستجو متغیرها جداسازی از استفاده با را (١٨.٣) از جوابͬ

u١(x, y) = χ(y) · ∇xu(x), (١٩.٣)

مͬ�آوریم. بدست χ(y) برداری میدان برای را (۶.٣) سلولͬ مساله ،(١٨.٣) در (١٩.٣) دادن قرار با
میدان الزام به�وسیله سلولͬ، مساله جواب ͬͽانͽی مͬ�نامیم. اول مرتبه ٣ اصلاح�گر میدان را χ(y)

مͬ�شود. تضمین صفر، میانͽین داشتن به اصلاح�گر
برقراری به منجر حل�پذیری شرط است، y از مستقل f(x) تابع که بودیم کرده فرض که آن�جا از

∫رابطه
y

(A٢u٠ +A١u١) dy = f, (٢٠.٣)

مͬ�شود.
است: زیر به�صورت (٢٠.٣) معادله چپ سمت از اول ∫عبارت

y

A٢u٠ dy =

∫
y

−∇x · (A(y)∇xu) dy

= −∇x

[(∫
y

A(y) dy
)
∇xu(x)

]
= −

(∫
y

A(y) dy
)
: ∇x∇xu(x). (٢١.٣)

٣Corrector Field



١٩ شده همͽن�سازی ضرایب از ویژگͬ�هایͬ .۴.٣

داریم: ترتیب همین ∫به
y

A١u١ =

∫
y

(
−∇y ·

(
A(y)∇xu١

)
−∇x ·

(
A(y)∇yu١

))
dy

=: I١ + I٢,

داریم: (١٩.٣) به توجه با مͬ�گیریم. نظر در را I٢ حال است. I١ = ٠ واگرایͬ، قضیه به بنا

I٢ =

∫
y

−∇x ·
(
A(y)∇yu١

)
dy

= −
∫
y

A(y) : ∇x∇y(χ · ∇xu) dy

= −
(∫

y

(
A(y)∇yχ(y)

T
)
dy
)
: ∇x∇xu. (٢٢.٣)

مͬ�آوریم: بدست را شده همͽن�سازی معادله (٢٠.٣) در و(٢٢.٣) (٢١.٣) جایͽذاری −Āبا : ∇x∇xu = f, ∀x ∈ Ω,

u(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,

مͬ�شود: حاصل زیر فرمول به�وسیله Ā شده همͽن�سازی ضریب آن در که
Ā =

∫
y

(
A(y) + A(y)∇χ(y)T

)
dy,

مͬ�باشد. (۵.٣) معادله همان واقع در فوق معادله که

شده همͽن�سازی ضرایب از ویژگͬ�هایͬ ۴.٣

که مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم. بررسͬ را ۴ موثر ضرایب اساسͬ ویژگͬ�های از برخͬ بخش این در
به�طور شده، همͽن�سازی دیفرانسیل عملͽر که مͬ�شود سبب این که است، مثبت معین Āماتریس
متناوبͬ نمایش کردن پیدا شده، همͽن�سازی ضرایب ماتریس به توجه با باشد. بیضوی یͺنواخت

دو�خطͬ فرم منظور، این به مͬ�باشد. متداول ،Ā از

a١(ψ, ϕ) =

∫
y

⟨∇yϕ,A(y)∇yψ⟩ dy, ∀ϕ, ψ ∈ C١(y), (٢٣.٣)

مͬ�کنیم. معرفͬ را
به�صورت A٠ عملͽر به وابسته دو�خطͬ فرم که داریم ∫توجه

Td

ϕA٠ψ dy = a١(ϕ, ψ), ∀ϕ, ψ ∈ C١
per(Td),

است.
مͬ�کنیم. شروع سلولͬ مساله برای متناوب و معادل فرمول�بندی ͷی آوردن بدست با را کار

۴Effective Coefficients



٢٠ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

در شده معرفͬ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ضعیف فرم به وابسته دقیق فرمول�بندی
مͬ�باشد. قبل قسمت�های

،χL(y) ∈ C١
per(Td) برای است، دوره�ای و مشتق�پذیر پیوسته به�طور بردار از مولفه هر این�که فرض

مͬ�باشد. کافͬ
yL که مͬ�کنیم فرض همچنین مͬ�باشد. δiL iام مولفه با یͺه�ای بردار نشان�دهنده eL که داریم توجه

که: داریم توجه باشد. y بردار از Lام مولفه مشخص�کننده
eL = ∇yyL.

مͬ�تواند سلولͬ مساله بنابراین باشد. A(y) از Lام ستون مشخص�کننده aL(y) که مͬ�کنیم فرض
به�صورت

∇y.(A∇yχL + aL) = ٠, L = ١, · · · , d,

آورد: بدست را زیر لم مͬ�توان اطلاعات، این از استفاده با شود. نوشته

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را سلولͬ مساله .١.۴.٣ لم
a١(χL + yL, ϕ) = ٠, ∀ϕ ∈ C١

per(y), L = ١, · · · , d.

شود. مراجعه [۵] به اثبات مشاهده برای
مͬ�باشد. متقارن نیز Ā است، متقارن A چون فوق، لم بنابر

مͬ�آید: بدست زیر طریق از که است مولفه�هایͬ دارای Ā موثر ماتریس .٢.۴.٣ لم
āij = a١(χj + yj, χi + yi), i, j = ١, · · · , d. (٢۴.٣)

شود. مراجعه [۵] به اثبات مشاهده برای
مͬ�باشد. مثبت معین نیز Ā تقارن، خاصیت بنابه

است. مثبت معین ،Ā شده همͽن�سازی ضرایب ماتریس .٣.۴.٣ قضیه

کنیم ثابت کافیست قضیه این اثبات برای باشد. دلخواهͬ بردار ε ∈ Rd که مͬ�کنیم فرض برهان.
که: به�قسمͬ دارد وجود ᾱ > ٠ ثابت ͷی ⟩که

ε, Āε
⟩
≥ ᾱ|ε|٢, ∀ε ∈ Rd.

رابطه حال
w = ε · (χ+ y), (٢۵.٣)

داریم: (٢۵.٣) گرفتن نظر در با و به(٣.٢۴) توجه با مͬ�گیریم. نظر در ⟩را
ε, Āε

⟩
= a١(w,w). (٢۶.٣)

رابطه است، مثبت معین A(y) این�که به توجه با
a١(w,w) ≥ α

∫
Td

|∇yw|٢ dy ≥ ٠,



٢١ کاربردها .۵.٣

مͬ�باشد. āij ≥ ٠ که گفت مͬ�توان واقع در است. نامنفͬ a١(w,w) پس است، بر�قرار
نتیجه: در مͬ�باشد، a١(w,w) = ٠ این�صورت در است، āij = ٠ که مͬ�کنیم فرض ⟩حال

ε, Āε
⟩
= ٠,

داریم: پس

٠ = a١(w,w) ≥ α

∫
Td

|∇yw|٢ dy ≥ ٠,

نتیجه: در
α

∫
Td

|∇yw|٢ dy = ٠,

پس: مͬ�باشد، α > ٠ طرفͬ از
∇yw = ٠.

داریم: (٢۵.٣) در w = c جایͽذاری با حال مͬ�باشد. ثابت برداری c که ،w = c لذا
ε · y = c− ε · χ, (٢٧.٣)

هم چپ سمت عبارت پس است، پیوسته و دوره��ای ͷی راست سمت عبارت ،(٢٧.٣) تساوی در
٠ < ε << ١ با تناقض که باشد، ε = ٠ که مͬ�افتد اتفاق زمانͬ فقط این و مͬ�باشد ترتیب همین به

.ā > ٠ دیͽر: به�عبارتͬ و āij > ٠ پس .āij ̸= ٠ نتیجه در است.

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته قضیه این اثبات
مͬ�شود. حفظ بودن بیضوی یͺنواخت به�طور همͽن�سازی، رویه در که مͬ�دهد نشان (٣.۴.٣) قضیه
که چرا بͽیرد، قرار خوبͬ فرم در شده همͽن�سازی معادله که مͬ�شود باعث خاص حالت در امر این
مͬ�شود. حاصل ثابت ضرایب با و بیضوی یͺنواخت به�طور جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی

اگر خاص، حالتͬ در نمͬ�کند. حفظ را همͽرایͬ همͽن�سازی، که داشته�باشید توجه .۴.۴.٣ تذکر
همͽن�سازی پخش ماتریس باشد، شده واقع قطر روی فقط ،A ۵ انتشار ماتریس غیر�صفر عناصر

مͬ�باشد. صفر غیر قطری غیر عناصر دارای Ā شده
فرمول از شده همͽن�سازی ماتریس قطری غیر عناصر این�جا در .aij = ٠, i ̸= j که مͬ�کنیم فرض

āij =

∫
Td

aii
∂χj
∂yi

dy, i ̸= j,

نیست. الزامͬ عبارت این بودن صفر مͬ�شود. محاسبه

کاربردها ۵.٣

مثال و بعدی ͷی حالت در اول مثال مͬ�کنیم. بیان را همͽن�سازی از مفید مثال دو بخش این در
تجزیه راه از تنها مͬ�تواند بعدی، ͷی حالت در سلولͬ مساله واقع، در مͬ�باشد. بالاتر ابعاد در دوم

۵Diffusivity



٢٢ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

که زمانͬ فقط بالاتر، ابعاد در آورد. بدست موثر انتشار برای صریح فرمولͬ مͬ�توان و شود حل
زمانͬ�که یعنͬ مͬ�گردد. حاصل موثر، انتشار برای صریح فرمولͬ داریم، را مسایل از خاصͬ ساختار
در ساده�سازی، قبیل این داد. کاهش بعدی ͷی حالت به را همͽن�سازی ضرایب محاسبات بتوان

مͬ�باشد. ممͺن مͬ�گیریم، نظر در دوم مثال در که ۶ لایه�ای مواد از حالتͬ

بعدی ͷی حالت ١.۵.٣

دو مرزی مقدار مساله به (١.٣) دیریͺله مساله باشد. Ω = [٠, L] و d = ١ که مͬ�کنیم فرض
مͬ�یابد: تقلیل −نقطه�ای d

dx

(
a(
x

ε
)
duε

dx

)
= f, ∀x ∈ (٠, L),

uε(٠) = uε(L) = ٠.
(٢٨.٣)

α ثابت�های که مͬ�کنیم فرض همچنین باشد. ͷی دوره با دوره�ای و هموار a(y) که مͬ�کنیم فرض
که: به�قسمͬ ،٠ < α ≤ β <∞ که دارند وجود β و

α ≤ a(y) ≤ β, ∀y ∈ [٠,١]. (٢٩.٣)

است. هموار f که مͬ�کنیم فرض همچنین
شرایط با معمولͬ دیفرانسیل معادله برای مرزی مقدار مساله ͷی سلولͬ، مساله ی�ͷبعدی حالت در

مͬ�باشد: دوره�ای، مرزی

− d

dy

(
a(y)

dχ

dy

)
=
da(y)

dy
, ∀y ∈ (٠,١), (٣٠.٣)

∫ ١

٠
χ(y) dy = ٠, (٣١.٣)

ͷی صورت که داریم موثر ضریب ͷی فقط است، d = ١ چون مͬ�باشد. ی�ͷدوره�ای ،χ آن در که
یعنͬ: مͬ�باشد. (۵.٣) از بعدی

ā =

∫ ١

٠

(
a(y) + a(y)

dχ(y)

dy

)
dy =

⟨
a(y)

(
١ +

dχ(y)

dy

)⟩
. (٣٢.٣)

نماد فصل، این از باقͬ�مانده قسمت در
⟨f(y)⟩ :=

∫
Td

f(y) dy,

مͬ�گیریم. به�کار Td روی f میانͽین برای را
داریم: [٠, y] بازه در انتͽرال�گیری با کرد. حل دقیق به�صورت مͬ�توان را (٣٠.٣) معادله

a(y)
dχ

dy
= −a(y) + c١, (٣٣.٣)

مͬ�باشد. مجهول نقطه این در c١ ثابت که
(٣٣.٣) رابطه مͬ�توانیم پس باشد، مثبت اکید به�طور a که مͬ�کند ایجاب (٢٩.٣) نامساوی چون

۶Layered Materials



٢٣ کاربردها .۵.٣

رابطه و مͬ�کنیم انتͽرال�گیری y تا ٠ از دوباره کنیم. تقسیم a(y) بر را

χ(y) = −y + c١

∫ y

٠

١
a(y)

dy + c٢,

مͬ�کنیم: استفاده است، دوره�ای تابع ͷی χ(y) این�که از c١ ثابت تعیین برای مͬ�گیریم. نتیجه را

χ(٠) = χ(١) =⇒ ٠ = ١ − c١

∫ ١

٠

١
a(y)

dy

=⇒ c١ =
١∫ ١

٠
١
a(y)

dy

:= ⟨a(y)−١⟩−١.

داریم: پس
c١ = ⟨a(y)−١⟩−١. (٣۴.٣)

داریم: (٣٣.٣) رابطه از نتیجه در

١ +
dχ

dy
=

١
⟨a(y)−١⟩a(y)

.

نیست. الزامͬ ā محاسبه برای c٢ آوردن بدست که داریم توجه
داریم: (٣٢.٣) در آمده بدست عبارت جایͽذاری با حال
ā = ⟨a(y)−١⟩−١, (٣۵.٣)

شده همͽن�سازی ضریب مͬ�کند. بیان را ی�ͷبعدی حالت در همͽن�سازی ضریب فرمول این که
مͬ�باشد. نشده همͽن�سازی ضریب وارون از میانͽینͬ تقریبا وارون،

لایه�ای مواد ٢.۵.٣

صدق دو�بعدی حالت در (۴.٣) و (٣.٣) ،(٢.٣) فرضیات به�همراه (١.٣) مساله مͬ�کنیم فرض
در فقط ماده این ویژگͬ�های مͬ�دهد. نمایش را لایه�ای ماده ͷی Ω ⊂ R٢ که مͬ�کنیم فرض کنند.
y = (y١, y٢)

T برای هستند. متغیر ͷی از توابعͬ A(y)ضرایب این�رو، از مͬ�کنند. تغییر جهت ͷی
داریم:

aij = aij(y١), i, j = ١,٢. (٣۶.٣)

مͬ�باشد. y١ از تنها تابعͬ ،(۶.٣) سلولͬ مساله راست سمت لذا هستند، y١ از توابعͬ ضرایب، چون
مͬ�باشد: y١ از تنها تابعͬ نیز سلولͬ مساله جواب نتیجه در

χL = χL(y١), L = ١,٢. (٣٧.٣)

به�صورت دوره�ای مرزی شرایط با سلولͬ مساله ،(۶.٣) در جایͽذاری با
− d

dy١

(
a١١(y١)

dχL(y١)

dy١

)
=
da١L(y١)

dy١
, L = ١,٢, (٣٨.٣)

به�صورت ،(۵.٣) شده همͽن�سازی ضریب فرمول مشابه به�طریق مͬ�باشد.

āij =

∫ ١

٠

(
aij(y١) + ai١(y١)

dχj(y١)

dy١

)
dy١, i, j = ١,٢, (٣٩.٣)



٢۴ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

برای کنیم. حل است، معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی که را (٣٨.٣) معادله مͬ�خواهیم است.
بدست را زیر رابطه و مͬ�کنیم تقسیم a١١(y١) بر را طرفین و مͬ�گیریم انتͽرال y تا ٠ از کار، این

مͬ�آوریم:
dχL
dy١

= −a١L
a١١

+ c١
١
a١١

, L = ١,٢, (۴٠.٣)

کار مͬ�گیریم. نظر در جداگانه را L = ٢ و L = ١ حالت است. شده مشخص c١ ثابت آن در که
مͬ�شود: ساده زیر به�صورت فوق معادله حالت این در مͬ��کنیم. شروع L = ١ با را

dχ١
dy١

= −١ + c١
١
a١١

,

عبارت به ،(٣۴.٣) رابطه به توجه با
dχ١
dy١

= −١ +
١

⟨a١١(y)−١⟩a١١(y)
, (۴١.٣)

مͬ�گیریم: نظر در L = ٢ حالت برای را (۴٠.٣) معادله حال مͬ�رسیم.
dχ٢
dy١

= −a١٢
a١١

+ c١
١
a١١

,

به χ٢(y١) الزام به�وسیله را c١ ضریب سپس مͬ�کنیم، انتͽرال�گیری فوق معادله از دیͽر بار ͷی
رابطه سرانجام مͬ�کنیم. مشخص بودن، دوره�ای

dχ٢(y١)

dy١
= −a١٢(y١)

a١١(y١)
+

⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩
١

a١١(y١)
, (۴٢.٣)

کرد. محاسبه را همͽن�سازی ضرایب مͬ�توان حال مͬ�آید. بدست
یعنͬ: مͬ�باشد. یͺسان بعدی ͷی حالت با محاسبه این مͬ�کنیم. شروع ā١١ با

ā١١ = ⟨a١١(y١)
−١−⟨١. (۴٣.٣)

مͬ�شود: نتیجه i = ١ و j = ٢ با (٣٩.٣) در (۴٢.٣) جایͽذاری با مͬ�کنیم. ā١٢ محاسبه به اقدام

ā١٢ =

∫ ١

٠

(
a١٢(y١) + a١١(y١)

dχ٢(y١)

dy١

)
dy

=
(
a١٢(y١) + a١١(y١)

(
− a١٢(y١)

a١١(y١)
+

⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩
١

a١١(y١)

))
dy

=

∫ ١

٠

(
a١٢(y١)− a١٢(y١) +

⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩

)
dy

=
⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩

⟨a−١
١١ (y١)⟩

,

داریم: بنابراین

ā١٢ =
⟨a١٢(y١)

a١١(y١)

⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩−١. (۴۴.٣)

داریم: مشابه به�طور

ā٢١ =
⟨a٢١(y١)

a١١(y١)

⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩−١. (۴۵.٣)



٢۵ موضوع تشریح .۶.٣

مͬ�گیریم: نظر در را ā٢٢ سرانجام

ā٢٢ =

∫ ١

٠

(
a٢٢(y١) + a٢١(y١)

dχ٢(y١)

dy١

)
dy

=

∫ ١

٠

(
a٢٢(y١) + a٢١(y١)

(
− a١٢(y١)

a١١(y١)
+

⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩
١

a١١(y١)

))
dy

=

∫ ١

٠

(
a١٢(y١)−

a١٢(y١)a٢١(y١)

a١١(y١)
+
a٢١(y١)

a١١(y١)

⟨a١٢(y١)/a١١(y١)⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩

)
dy

=
⟨a٢١(y١)

a١١(y١)

⟩⟨a١٢(y١)

a١١(y١)

⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩−١ +
⟨
a٢٢(y١)−

a١٢(y١)a٢١(y١)

a١١(y١)

⟩
,

داریم: نتیجه در

ā٢٢ =
⟨a٢١(y١)

a١١(y١)

⟩⟨a١٢(y١)

a١١(y١)

⟩
⟨a−١

١١ (y١)⟩−١ +
⟨
a٢٢(y١)−

a١٢(y١)a٢١(y١)

a١١(y١)

⟩
. (۴۶.٣)

و (۴۵.٣) ،(۴۴.٣) ،(۴٣.٣) معادلات از پیچیده، بسیار اصلͬ به وابسته همͽن�سازی�شده ضرایب
مͬ�شود. حاصل بدیهͬ شͺلͬ به و خطͬ غیر راه از ،(۴۶.٣)

موضوع تشریح ۶.٣

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ∇−ابتدا · (Aε∇uε) = f, ∀x ∈ Ω,

uε = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,

به�صورت شده همͽن�سازی معادله مͬ�گیریم. نظر در −Āرا : ∇∇u = f, ∀x ∈ Ω,

u = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,

داریم: (٨.٣) بنابه uε جواب مورد در است.
uε(x) = u٠

(
x,
x

ε

)
+ εu١

(
x,
x

ε

)
+ ε٢u٢

(
x,
x

ε

)
+ · · · .

مͬ�آوریم: بدست را u(x) شده، همͽن�سازی معادله حل از ابتدا
u٠

(
x,
x

ε

)
= u(x).

مͬ�شود: حاصل زیر معادله از u١

(
x, x

ε

)
هستیم. u٢

(
x, x

ε

)
و u١

(
x, x

ε

)
آوردن بدست به�دنبال حال

u١

(
x,
x

ε

)
= χ

(x
ε

)
· ∇xu(x) + û١(x),

سلولͬ مساله از ،χ(y) آن در که
−∇y.

(
A(y)∇yχ(y)

T
)
= ∇.A(y)T ,



٢۶ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای همͽن�سازی .٣

حل را بالاتر مراتب از معادلات مͬ�توانیم همچنین مͬ�باشد. ی�ͷدوره�ای χ(y) که مͬ�آید، بدست
حل با مͬ�توان مثال برای آوریم. بدست را دومقیاسͬ بسط در بالاتر مراتب از عبارات و کنیم

کرد: محاسبه را u٢(x, y) ،(١٧.٣) و (١۶.٣) ،(١۵.٣) معادلات
u٢(x, y) = Θ(y) : ∇x∇xu(x) + û٢(x),

مرزی مقدار مساله در که مͬ�باشد مقدار ماتریس تابعͬ ،Θ(y) دوم مرتبه اصلاح�گر میدان آن در که

A٠Θ = B,

داشتیم: طرفͬ از کند. مͬ صدق
A٠ := −∇y · (A(y)∇y),

مͬ�شود: محاسبه زیر فرمول از B(y) این�جا در
B(y) := −Ā+ A(y) + A(y)∇yχ(y)

T +∇yχ(y)A(y) + χ(y)⊗
(
∇y · A(y)T

)
.

هستند: زیر به�فرم بالاتر مراتب از معادلات تمام که است ذکر شایان
A٠uk+٢ = −A١uk+١ −A٢uk , k = ١,٢, · · · .



۴ فصل

با دیفرانسیل معادله برای همͽن�سازی
همͽرایͬ قضیه بیضوی: جزیͬ مشتقات

قضیه�ها ١.۴

بیضوی یͺنواخت به�طور جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای را همͽن�سازی قضیه فصل این در
مͬ�کنیم. اثبات دیریͺله، مرزی شرایط و دوره�ای ضرایب با دوم مرتبه از

معادله جواب uε که مͬ�کنیم فرض .١.١.۴ ∇−قضیه · (Aε∇uε) = f, ∀x ∈ Ω,

uε = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(١.۴)

آن: در که باشد

f = f(x) ∈ H−١(Ω), Aε(x) = A
(x
ε

)
,

A ∈Mper

(
α, β,Td

)
, ٠ < α ≤ β <∞,

شده همͽن�سازی مساله از جوابͬ u که مͬ�کنیم فرض به�علاوه، −Āاست. : ∇∇u = f, ∀x ∈ Ω,

u(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(٢.۴)

به�صورت Ā که باشد،

Ā =

∫
Td

(
A(y) + A(y)∇yχ(y)

T
)
dy, (٣.۴)

سلولͬ مساله از ضعیفͬ جواب ،χ(y) برداری میدان آن در که مͬ�باشد،

−∇y ·
(
∇yχ(y)A

T
)
= ∇y · AT , (۴.۴)

٢٧



٢٨ همͽرایͬ قضیه بیضوی: جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای همͽن�سازی .۴

uε و ضعیف همͽرایͬ ،u به ،H١
٠ (Ω) فضای در uε نتیجه در مͬ�باشد. ی�ͷدوره�ای χ(y) که است

دیͽر: به�عبارت دارد. قوی همͽرایͬ ،u به ،L٢(Ω) فضای در
uε ⇀ u in H١

٠ (Ω),

uε → u in L٢(Ω).

بسط در اضافͬ عبارات داشتن نͽه که مͬ�رسیم نتیجه این به همͽن�سازی، قضیه اساس بر
در مͬ�توانیم که است موضوع این نمایان�گر نتیجه این مͬ�شود. تقریب بهبود باعث چند�مقیاسͬ،

باشیم. داشته قوی همͽرایͬ ،H١(Ω) فضای

در باشند. قبل قضیه در شده تعریف جواب�های همان ،u و uε که مͬ�کنیم فرض .٢.١.۴ قضیه
داریم: این�صورت

lim
ε→٠

∥∥∥uε(x)− (u(x) + εχ
(x
ε

)
· ∇u(x)

)∥∥∥
H١(Ω)

= ٠. (۵.۴)

همͽن�سازی قضیه برهان ٢.۴

دو�مقیاسͬ همͽرای uε مͬ�گوییم باشد. L٢(Ω) در دنباله�ای uε که کنید فرض .١.٢.۴ تعریف
آزمون تابع هر برای اگر ،uε ٢

⇀ u٠ مͬ�نویسیم همچنین و است u٠(x, y) ∈ L٢(Ω × Td) به
باشیم: داشته ،ϕ ∈ L٢(Ω;Cper(Td))

lim
ε→٠

∫
Ω

uε(x)ϕ
(
x,
x

ε

)
dx =

∫
Ω

∫
Td

u٠(x, y)ϕ(x, y) dy dx. (۶.۴)

اثبات دو�مقیاسͬ همͽرایͬ از استفاده با را (١.١.۴) قضیه یعنͬ همͽن�سازی قضیه بخش، این در
زیر�دنباله�های دارای ∇uε و uε این�که اول مͬ�شویم. متذکر را نͺته دو اثبات، بیان از قبل مͬ�کنیم.

مͬ�کنیم: استفاده� زیر �فرم به آزمون تابع از این�که دوم مͬ�باشد. دو�مقیاسͬ همͽرای
ϕε(x) = ϕ٠(x) + εϕ١

(
x,
x

ε

)
, (٧.۴)

اثبات برای مͬ�کنیم. بیان را لم سه واقع در مͬ�کنیم. تقسیم بخش سه به را (١.١.۴) قضیه برهان
بپردازیم. لم سه این اثبات به که کافیست ،(١.١.۴) قضیه

باشد. (١.١.۴) قضیه فرض�های با (١.۴) مساله از جوابͬ uε(x) که مͬ�کنیم فرض .٢.٢.۴ لم
توابع سپس

{u(x), u١(x, y)} ∈
{
H١

٠ (Ω)× L٢(Ω;H١
per(y))

}
,

مͬ�باشند. ∇xu+∇yu١ و u(x) به دو�مقیاسͬ همͽرای ∇uε و uε که به�قسمͬ دارند وجود
مͬ�کنند: صدق زیر دو�مقیاسͬ دستͽاه در {u, u١} به�علاوه،

−∇y ·
(
A(y)(∇xu+∇yu١)

)
= ٠, in Ω× y, (٨.۴)

−∇x ·
(∫

y

A(y)(∇xu+∇yu١) dy
)
= f, in Ω, (٩.۴)

u(x) = ٠, on ∂Ω, (١٠.۴)



٢٩ همͽن�سازی قضیه برهان .٢.۴

مͬ�باشد. y در ی�ͷدوره�ای تابعͬ ،u١(x, y) آن در که

داریم: (٧.٢.٢) قضیه بنا�به برهان.
∥uε∥H١

٠ (Ω) ≤ C,

u١(x, y) ∈ L٢(Ω;H١
per(y)) و u(x) ∈ H١

٠ (Ω) توابع یعنͬ مͬ�دهد. نتیجه را لم اول قسمت که
که: قسمͬ به دارند وجود

uε(x)
٢
⇀ u(x), (١١.۴)

∇uε(x) ٢
⇀ ∇xu(x) +∇yu١(x, y). (١٢.۴)

مͬ�نویسیم: را (١.۴) مساله ضعیف فرم ∫ابتدا
Ω

⟨Aε(x)∇uε,∇ϕε⟩ dx = ⟨f, ϕε⟩, ∀ϕε ∈ H١
٠ (Ω). (١٣.۴)

مͬ�کنیم: استفاده (٧.۴) شͺل به آزمونͬ ͷی از
ϕε(x) = ϕ٠(x) + εϕ١

(
x,
x

ε

)
, ϕ٠ ∈ c∞٠ (Ω), ϕ١ ∈ c∞٠

(
Ω, c∞per(y)

)
,

مͬ�باشد. ϕε ∈ H١
٠ (Ω) که است واضح

داریم: عبارات مجدد کردن مرتب و (١٣.۴) در آزمون تابع این از استفاده ∫با
Ω

⟨
∇uε,

(
Aε(x)

)T
· ∇ϕε

⟩
dx =

∫
Ω

⟨
∇uε,

(
Aε(x)

)T
·
(
∇xϕ٠(x) +∇yϕ١(x,

x

ε
)
)⟩

dx

+ ε

∫
Ω

⟨
∇uε,

(
Aε(x)

)T
· ∇xϕ١(x,

x

ε
)
⟩
dx

:= I١ + εI٢ = ⟨f, ϕ٠ + εϕ١⟩,

آن در که مͬ�باشد ϕ١(y)ϕ٢(x, y) شͺل به (Aε(x))T ·
(
∇xϕ٠(x) +∇yϕ١(x,

x

ε
)
)
تابع

ϕ١(y) ∈ L∞(y), ϕ٢(x, y) ∈ L٢ (Ω; cper(y)) .

داریم: نتیجه در مͬ�باشد. قبول قابل مورد�نظر، آزمون تابع بنابراین

I١ →
∫
Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇xϕ٠ +∇yϕ١)⟩ dy dx.

داریم: که مͬ�باشد قبولͬ قابل آزمون تابع نیز Aε(x) · ∇xϕ١

(
x,
x

ε

)
تابع

I٢ → ٠,

برقراری موجب امر این که مͬ�گراید، ϕ٠ به ضعیف به��طور ، H١
٠ (Ω) فضای در ϕ٠ + εϕ١ به�علاوه،

رابطه
(f, ϕ٠ + εϕ١) → (f, ϕ٠),

داریم: آمده بدست عبارات گرفتن نظر در با ∫مͬ�شود.
Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇xϕ٠ +∇yϕ١)⟩ dy dx = ⟨f, ϕ٠⟩. (١۴.۴)



٣٠ همͽرایͬ قضیه بیضوی: جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای همͽن�سازی .۴

موجب امر این که هستند چͽال و هموار ϕ١ و ϕ٠ آزمون توابع که فرضمͬ�کنیم ،(١۴.۴) عبارت در
باشد. برقرار ϕ١ ∈ L٢ (Ω;H١

per(y)
)
و ϕ٠ ∈ L٢(Ω) هر برای (١۴.۴) عبارت تا مͬ�شود

مͬ�باشد. (١٠.۴) و (٩.۴) ،(٨.۴) دستͽاه از ضعیفͬ فرم (١۴.۴) که مͬ�دهیم نشان حال
داریم: پس ،ϕ٠ = ٠ مͬ�دهیم قرار (١۴.۴) عبارت در ∫ابتدا

Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇yϕ١)⟩ dy dx = ٠,

مͬ�باشد. (٨.۴) از ضعیفͬ فرم دقیق، به�طور عبارت این که
این�صورت در ،ϕ١ = ٠ مͬ�دهیم قرار (١۴.۴) عبارت در ∫حال

Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇xϕ٠)⟩ dy dx = ⟨f, ϕ٠⟩,

مͬ�باشد. (٩.۴) از ضعیفͬ فرم هم عبارت این که
مͬ�آید: بدست زیر روابط از نیز (١٠.۴) مرزی شرایط

u(x) ∈ H١
٠ (Ω), u١(x, y) ∈ L٢ (Ω;H١

per(y)
)
.

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته لم این اثبات

دارای (١٠.۴) و (٩.۴) ،(٨.۴) دو�مقیاسͬ دستͽاه به�همراه (١.١.۴) قضیه فرض�های .٣.٢.۴ لم
به�صورت واحدی جواب

{u(x), u١(x, y)} ∈
{
H١

٠ (Ω)× L٢ (Ω;H١
per(y)

)}
,

مͬ�باشد.

ثابت را جواب یͺتایͬ و وجود ،( میلͽرام لͺس قضیه ) (٢.٢.٢) قضیه از استفاده با برهان.
مͬ�باشد: زیر به�صورت (١٠.۴) و (٩.۴) ،(٨.۴) دو�مقیاسͬ دستͽاه از ضعیفͬ فرم مͬ�کنیم.

a[u, ϕ] = (f, ϕ٠), ∀ϕ ∈ H١
٠ (Ω)× L٢ (Ω;H١

per(y)
)
.

توضیحاتͬ کار، این انجام از قبل مͬ�کنیم. بررسͬ را فوق دو�خطͬ فرم بودن کورسیو و کران�دار حال
مͬ�دهیم. ارایه را مقدماتͬ

مͬ�باشد: زیر به�صورت داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای
(U, V )X = (∇u,∇v)L٢(Ω) + (∇yu١,∇yv١)L٢(Ω×y), ∀ U = (u, u١), V = (v, v١),

آن: در که
X = H١

٠ (Ω)× L٢ (Ω;H١
per(y)

)
.

نورم همچنین
∥U∥٢

X = ∥∇u∥٢
L٢(Ω)

+ ∥∇yu٢∥١
L٢(Ω×y),

مͬ�شویم: متذکر را زیر روابط ابتدا مͬ�گیریم. نظر در ∫را
Ω

∫
Td

|∇xa+∇yb|٢ dy dx = ∥{a, b}∥٢
X , (١۵.۴)



٣١ همͽن�سازی قضیه برهان .٢.۴∫
Ω

∫
Td

⟨∇xa,∇yb⟩ dy dx = ٠, (١۶.۴)

مͬ�باشد. دوره�ای Td در b و هستند هموار توابعͬ که b = b(x, y) و a = a(x) آن، در که
مͬ�کنیم. بررسͬ را نظر مورد دو�خطͬ فرم کران�داری

داریم: شوارتز ـ کوشͬ نا�مساوی و A(y) روی L∞ مرز از استفاده با

a[U, ϕ] =

∫
Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇xϕ٠ +∇yϕ١)⟩ dy dx

≤ β

∫
Ω

∫
Td

⟨∇xu+∇yu١,∇xϕ٠ +∇yϕ١⟩ dy dx

≤ β∥U∥X∥Φ∥X .

مͬ�پردازیم؛ بودن کورسیو بررسͬ به حال

a[U,U ] =

∫
Ω

∫
Td

⟨A(y) · (∇xu+∇yu١), (∇xu+∇yu١)⟩ dy dx

≥ α

∫
Ω

∫
Td

|∇xu+∇yu٢|١ dy dx

= α
(∫

Ω

∫
Td

|∇xu|٢ dy dx+ ٢
∫
Ω

∫
Td

∇xu · ∇yu١ dy dx+

∫
Ω

∫
Td

|∇yu٢|١ dy dx
)

= α
(
∥∇xu∥٢

X + ∥∇yu٢∥١
L٢(Ω×y)

)
= α∥U∥٢

X ,

داریم: بنابراین
a[U,U ] ≥ α∥U∥٢

X .

لͺس قضیه یعنͬ ،(٢.٢.٢) قضیه بنابه پس مͬ�باشد. کورسیو و کران�دار ،a[U,Φ] دو�خطͬ فرم پس
مͬ�باشد. X در (١٠.۴) و (٩.۴) ،(٨.۴) دو�مقیاسͬ دستͽاه در واحدی جواب دارای میلͽرام،

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته لم این اثبات

که: مͬ�کنیم فرض .۴.٢.۴ لم
(u, u١) ∈ H١

٠ (Ω)× L٢ (Ω;H١
per(y)

)
,

مساله از واحدی جواب u آنͽاه باشد. (١٠.۴) و (٩.۴) ،(٨.۴) دو�مقیاسͬ ازدستͽاه واحدی جواب
مͬ�شود: تعیین زیر به�صورت u١(x, y) و مͬ�باشد (٢.۴) شده همͽن�سازی

u١(x, y) = χ(y) · ∇u(x), (١٧.۴)

مͬ�باشد. (۴.۴) سلولͬ مساله از جوابͬ χ(y) آن در که

داریم: (٨.۴) در (١٧.۴) جایͽذاری با برهان.
−∇y ·

(
∇yχA

T
)
· ∇xu =

(
∇y · AT

)
· ∇xu.



٣٢ همͽرایͬ قضیه بیضوی: جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای همͽن�سازی .۴

(٩.۴) معادله مͬ�باشد. برقرار تساوی این باشد، (۴.۴) سلولͬ مساله از واحدی جواب χ ∈ H اگر
به�صورت

−∇x ·
(∫

Td

A(∇xu+ (∇yχ)
T∇xu) dy

)
= f,

داریم: بنابراین مͬ�شود،

−∇x ·
(∫

Td

A
(
I +

(
∇yχ

T
))

dy
)
∇xu = f,

داریم: ازاین�رو

−
(∫

Td

A
(
I +

(
∇yχ

T
))

dy
)
: ∇x∇xu = f,

که: داریم (٣.۴) بنابه پس
−Ā : ∇x∇xu = f.

مͬ�باشد. (٣.۴) شده همͽن�سازی ضرایب با شده همͽن�سازی معادله دقیق به�طور این که

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته لم این اثبات
با دیفرانسیل معادله برای همͽرایͬ قضیه همان که (١.١.۴) قضیه واقع در لم، سه این اثبات با

نموده�ایم. اثبات را مͬ�باشد بیضوی جزیͬ مشتقات
H١ در را قوی همͽرایͬ بعد، قسمت در شد. بررسͬ L٢(Ω) در قوی همͽرایͬ قسمت این در

مͬ�کنیم. بررسͬ

Hدر١ قوی همͽرایͬ برهان ٣.۴

برای حال دارد. قوی همͽرایͬ u(x) به L٢(Ω) در uε که گرفتیم نتیجه ،(١.١.۴) قضیه از برهان.
کنیم: ثابت را زیر رابطه کافیست (٢.١.۴) قضیه اثبات

lim
ε→٠

∥∥∥∇uε(x)−∇
(
u(x) + εu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= ٠,

معادل: به�طور یا
lim
ε→٠

∥∥∥∇uε(x)− (∇u(x) + ε∇xu١

(
x,
x

ε

)
+∇yu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= ٠,

xu١∇∥∥∥داریم:

(
x,
x

ε

)∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

≤ C,

داریم: مͬ�کند میل صفر سمت به ε که وقتͬ ε∇xu١∥∥∥بنابراین

(
x,
x

ε

)∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

→ ٠,

کنیم: ثابت که کافیست از�این�رو
lim
ε→٠

∥∥∥∇uε(x)− (∇u(x) +∇yu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= ٠.



٣٣ Hدر١ قوی همͽرایͬ برهان .٣.۴

که: مͬ�شود موجب ،A بودن بیضوی یͺنواخت به�طور

α
∥∥∥∇uε(x)− (∇u(x) +∇yu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= α

∫
Ω

∣∣∣∇uε(x)− (∇u(x) +∇yu١

(
x,
x

ε

))∣∣∣٢
dx

≤
∫
Ω

⟨
Aε(x) · (∇xu

ε −∇xu−∇yu١),∇xu
ε −∇xu−∇yu١

⟩
dx

≤
∫
Ω

⟨
Aε(x) · ∇xu

ε(x),∇xu
ε(x)

⟩
dx

+

∫
Ω

⟨
Aε(x) · (∇xu+∇yu١),∇xu+∇yu١

⟩
dx

−
∫
Ω

⟨
(Aε(x) + (Aε(x))T ) · ∇xu

ε,∇xu+∇yu١

⟩
dx

:= (f, uε) +

∫
Ω

∫
Td

⟨
A(y)

(
∇xu+∇yu١

)
,∇xu+∇yu١

⟩
dy dx

−
∫
Ω

∫
Td

⟨(
A(y) + (A(y))T

)
·
(
∇xu+∇yu١

)
,∇xu+∇yu١

⟩
dy dx,

(١٨.۴)

همͽرایͬ موجب قوی همͽرایͬ که آن�جا از دارد. قوی همͽرایͬ u به uε ،(١.١.۴) قضیه بنابر
داریم: پس شود، مͬ ضعیف

(f, uε) → (f, u) = a[u, u], (١٩.۴)

مͬ�شود: زیر به�صورت (١٨.۴) رابطه ،(١٩.۴) به توجه با
α
∥∥∥∇uε(x)− (∇u(x) +∇yu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= a[U,U ] + a[U,U ]− ٢a[U,U ] = ٠,

داریم: بنابراین
lim
ε→٠

∥∥∥∇uε(x)− (∇u(x) +∇yu١

(
x,
x

ε

))∥∥∥
L٢(Ω;Rd)

= ٠,

گردید. اثبات نیز (٢.١.۴) قضیه نتیجه در

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته اثبات این





۵ فصل

چند�مقیاسͬ روش�های

مͬ�باشد. [۴] مرجع از بر�گرفته فصل این مطالب
مساله مطالعه برای را چند�مقیاسͬ روش فصل این −div(Aε∇uε)در = f, in Ω,

uε = ٠, on ∂Ω,
(١.۵)

uε برای را متداولͬ مجانبͬ بسط و مͬ�کنیم معرفͬ را روش این فصل این در مͬ�گیریم. نظر در
معادله جواب uε که است ذکر به لازم مͬ�آوریم. Aεuبدست
ε = f, in Ω,

uε = ٠, on ∂Ω,
(٢.۵)

به�صورت Aε آن در که است،

Aε = −div(Aε∇) = −
N∑

i,j=١

∂

∂xi

(
aεij

∂

∂xj

)
, (٣.۵)

که، است شده تعریف
aεij(x) = aij

(x
ε

)
, in RN , ∀i, j = ١, · · · , N, (۴.۵)

و مͬ�باشد yدوره�ای ،i, j = ١, · · · , N هر برای aij که
A = (aij)١≤i,j≤N ∈M(α, β, Y ), (۵.۵)

مͬ�شود؛ بیان زیر تعریف با M(α, β, Y ) ٠بوده، < α < β که به�قسمͬ ،α, β ∈ R آن در که

،M(α, β,O) با .٠ < α < β که به�قسمͬ ،α, β ∈ R که مͬ�کنیم فرض .١.٠.۵ تعریف
که مͬ�کنیم مشخص را N ×N ماتریس�های از مجموعه�ای
A = (aij)١≤i,j≤N ,

داریم: ،λ ∈ RN هر برای که به�قسمͬ
(
A(x)λ, λ

)
≥ α|λ|٢,

|A(x)λ| ≤ β|λ|,

٣۵



٣۶ چند�مقیاسͬ روش�های .۵

هستند: زیر به�صورت شده تعریف ١ مرجع سلول�های Y این�جا، در
Y =]٠, L١[× · · ·×]٠, LN [,

مͬ�باشند. مثبت شده داده اعداد L١, · · · , LN آن در که

مجانبͬ بسط ١.۵

اگر واقع در مͬ�کند. تعریف را ٣ ͷوپیͺروسͺمی ͷی x
ε
متغیر و ٢ ͷوپیͺماکروس ͷی x متغیر

که: به�قسمͬ دارد وجود k ∈ ZN ،Y تعریف بنابه باشد، x ∈ Ω
x

ε
= (kL + y),

آن: در که y ∈ Y با همراه
kL = (k١L١, · · · , kNLN).

پس مͬ�دهد. Y مرجع سلول در را نقطه ͷی موقعیت y و Ω در را نقطه ͷی موقعیت x نتیجه، در
هستیم: زیر فرم به متداول مجانبͬ بسط ͷی دنبال

uε(x) = u٠

(
x,
x

ε

)
+ εu١

(
x,
x

ε

)
+ ε٢u٢

(
x,
x

ε

)
+ · · · , (۶.۵)

و شده�است تعریف ،y ∈ Y و x ∈ Ω برای uj(x, y) که ،j = ١,٢, · · · برای ،uj(x, y) با همراه
مͬ�باشد. Yدوره��ای ،uj(., y)

به�صورت ،Ψε با و باشد RN از متغیر دو به وابسته تابعͬ ،Ψ = Ψ(x, y) که مͬ�کنیم فرض
Ψε(x) = Ψ

(
x,
x

ε

)
,

که: داریم توجه است. وابسته متغیر ͷی به فقط که شود مشخص
∂Ψε(x)

∂xi
(x) =

١
ε

∂Ψ

∂yi

(
x,
x

ε

)
+
∂Ψ

∂xi

(
x,
x

ε

)
.

به�صورت را AεΨε مͬ�توان ،(٣.۵) از نتیجه در
AεΨε(x) =

[(
ε−٢A٠ + ε−١A١ +A٢

)
Ψ
](
x,
x

ε

)
, (٧.۵)

داریم: آن در که نوشت،
A٠ = −

∑N
i,j=١

∂
∂yi

(
aij(y)

∂
∂yj

)
,

A١ = −
∑N

i,j=١
∂
∂xi

(
aij(y)

∂
∂yi

)
−
∑N

i,j=١
∂
∂yi

(
aij(y)

∂
∂xj

)
,

A٢ = −
∑N

i,j=١
∂
∂xi

(
aij(y)

∂
∂xj

)
.

(٨.۵)

از مساوی توان�های با عبارات گرفتن نظر در یͺسان و (٢.۵) در (٨.۵) و (۶.۵) دادن قرار با
کنیم: حل را زیر معادلات از نامتناهͬ دستͽاهͬ باید ،ε

A٠u٠ = ٠, in Y, (٩.۵)
١Refrence
٢Macroscopic
٣Microscopic



٣٧ مجانبͬ بسط .١.۵

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u٠ آن در که
A٠u١ = −A١u٠, in Y, (١٠.۵)

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u١ آن در که
A٠u٢ = f −A١u١ −A٢u٠, in Y, (١١.۵)

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u٢ آن در که
A٠us+٢ = −A١us+١ −A٢us, in Y, (١٢.۵)

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در s ⩾ ١ هر برای us+٢ آن در که

مͬ�توانند uj مجهولات کنید. توجه دستͽاه�ها این خاص ساختار به چیز، هر از قبل .١.١.۵ تذکر
مͬ�باشد. u٠ مجهول شامل فقط ،(٩.۵) یعنͬ اول معادله واقع در شوند. تعیین متوالͬ به�صورت
مͬ�کنیم. مشخص u٠ از استفاده با را u١ ،(١٠.۵) یعنͬ دوم معادله در آنͽاه آید، بدست u٠ اگر

ترتیب همین به روند این و مͬ�کنیم تعیین u١ و u٠ از استفاده با را u٢ سوم، معادله در مشابه، به�طور
داشت. خواهد ادامه

به�همان مͬ�شود، ظاهر فوق معادلات همه در که A٠ عملͽر همواره که داریم توجه .٢.١.۵ تذکر
مرتبه عملͽر ͷی که شده�است، جایͽزین y توسط که x

ε
با Aε مانند مͬ�باشد. تعریف�شده، شͺل

مͬ�کند. ایفا را پارامتر ͷی نقش x فوق، معادلات همه در مͬ�باشد. y در دوم

مͬ�پردازیم؛ تعریف و قضیه چند بیان به مطالب، ادامه بیان از قبل

مͬ�گیریم: نظر در را زیر ۴ هم�ارزی رابطه .٣.١.۵ تعریف
باشد. ثابت عددی u− v اگر تنها و اگر است v هم�ارز u ،H١

per(Y ) در v و u هر برای
رده�های از فضایͬ ،Wper(Y ) = H١

per(Y )⧸R قسمت خارج فضای هم�ارزی، رابطه این به توجه با
مͬ�کند. تعریف را ارزی هم

مͬ�کنیم. مشخص را u توسط شده ارایه ارزی هم کلاس u̇ با

مͬ�کند: تعریف ،Wper(Y ) روی را نورم ͷی زیر مقدار .۴.١.۵ گزاره
∥u̇∥Wper(Y ) = ∥∇u∥L٢(Y ),

به�صورت را (Wper(Y ))′ دوگان فضای }به�علاوه،
F ∈

(
H١
per(Y )

)′ |F (c) = ٠ , ∀c ∈ R
}
,

با: �همراه
⟨F, u̇⟩(Wper(Y ))′·Wper(Y ) = ⟨F, u⟩(H١

per(Y ))′·H١
per(Y ) , ∀u ∈ u̇, u̇ ∈ Wper(Y ),

مͬ�گیریم. نظر در را دوره�ای مرزی شرایط از خاصͬ حالت این�جا در مͬ�کنیم. تعریف
به�صورت RN از بازه�ای Y که مͬ�کنیم فرض

Y =]٠, L١[× · · ·×]٠, LN [,
۴Equivalent



٣٨ چند�مقیاسͬ روش�های .۵

هستند. مثبت اعداد L١, · · · , LN آن در که باشد،
مساله ،f بودن Yدوره�ای فرض با باشند. Yدوره�ای ،aij ضرایب که مͬ�کنیم فرض

− div(A∇u) = f, in Y, (١٣.۵)

Wper(Y ) در جواب�ها برای طبیعͬ فضایͬ مͬ�باشد. Yدوره�ای ،u آن در که مͬ�گیریم نظر در را
شده�است. معرفͬ تعریف(۵.٣.١)، به�وسیله

مͬ�باشد: زیر به�صورت (Wper(Y ))′ در شده داده f برای ،(١٣.۵) مساله وردشͬ فرم
رابطه در که بیابید به�گونه�ای را u̇ ∈ Wper(Y )ȧY (u̇, v̇) = ⟨F, v̇⟩(Wper(Y ))′,Wper(Y ) ,

∀v̇ ∈ Wper(Y ),
(١۴.۵)

آن: در که کند صدق
ȧY (u̇, v̇) =

∫
Y

A∇u∇v dy ∀u ∈ u̇ , ∀v ∈ v̇ , ∀u̇, ∀v̇ ∈ Wper(Y ).

ضرایب با M(α, β, Y ) در ماتریس ͷی A که کنید فرض دوره�ای). مرزی (شرط ۵.١.۵ قضیه
دیͽر به�عبارت دارد. واحدی جواب ،(١۴.۵) مساله آنͽاه باشد. f ∈ (Wper(Y ))′ و Yدوره�ای

داریم:

∥u̇∥Wper(Y ) ≤
١
α
∥f∥(Wper(Y ))′ .

شود. مراجعه [۴] به قضیه این اثبات مشاهده برای

با M(α, β, Y ) در ماتریسͬ A که کنید فرض دوره�ای). مرزی شرط از دیͽر (نوع ۶.١.۵ قضیه
مͬ�گیریم: نظر در را زیر مساله همچنین باشد. f ∈ (Wper(Y ))′ و دوره�ای Y ضرایب

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را u ∈ Wper(Y )
∫
Y
A∇u∇v dy = ⟨F, v⟩(Wper(Y ))′,Wper(Y ) ,

∀v ∈ Wper(Y ),
(١۵.۵)

کند. صدق
داریم: به�علاوه است. واحدی جواب دارای ،(١۵.۵) مساله آنͽاه

∥u∥Wper(Y ) ≤
١
α
∥f∥(Wper(Y ))′ .

شود. مراجعه [۴] به قضیه این اثبات مشاهده برای

(١۴.۵) وردشͬ شͺل به (١٣.۵) مساله هستند. (١٣.۵) شͺل به فوق معادلات همه .٧.١.۵ تذکر
هم�ارزی رده ͷی جواب ،(۵.١.۵) قضیه بنابر اول حالت در مͬ�باشد. (١۵.۵) وردشͬ شͺل به یا و
مͬ�باشد. صفر متوسط مقدار با تابع ͷی جواب ،(۶.١.۵) قضیه بنابه دوم، حالت در و مͬ�باشد
به�کارگیری با به�ترتیب را (١١.۵) و (١٠.۵) دستͽاه�های مͬ�کنیم. استفاده فرم دو هر از این�جا در

مͬ�کنیم. حل فوق نتایج



٣٩ مجانبͬ بسط .١.۵

مͬ�باشد: (١۴.۵) به�صورت آن وردشͬ فرم که مͬ�کنیم شروع (٩.۵) دستͽاه با
رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u̇٠ ∈ Wper(Y )ȧY (u̇٠, v̇) = ٠,

∀v̇ ∈ Wper(Y ),
(١۶.۵)

آن: در که باشد برقرار
ȧY (u̇, v̇) =

∫
Y

A∇u∇v dy, ∀u ∈ u̇, ∀v ∈ v̇, ∀u̇, ∀v̇ ∈ Wper(Y ), (١٧.۵)

Wper(Y ) = H١
per(Y )⧸R.

مͬ�گیریم: نظر در را زیر هم�ارزی رابطه دوباره
باشد. ثابت عدد ͷی u− v اگر تنها و اگر است v هم�ارز u ،H١

per(Y ) در v و u هر برای
مͬ�باشد. هم�ارزی رابطه این به توجه با ارزی هم رده�های از فضایͬ ،Wper(Y ) که مͬ�شویم متذکر حال
قضیه به�کارگیری با مͬ�توانیم مͬ�کند. مشخص را v از ارزی هم رده�ای v̇ ،(٣.١.۵) تعریف بنابر

آوریم: بدست را زیر رابطه ،(١۶.۵) مساله در (۵.١.۵)
u̇٠ = ٠., in Wper(Y ),

مͬ�سپاریم. خاطر به را آن مͬ�باشد. واحد جواب ͷی که
بنابراین: باشد، y از مستقل (١۶.۵) جواب که مͬ�شود موجب u٠ = u٠(x, y)

u٠(x, y) = u٠(x), ∀u٠ ∈ u̇٠. (١٨.۵)

است، نوسانͬ تابعͬ برای پسین برآورد ،u٠ یعنͬ عنصر اولین ،(۶.۵) مجانبͬ بسط در .٨.١.۵ تذکر
و ε به و است وابسته x به فقط u٠ که مͬ�دهد نشان (١٨.۵) رابطه مͬ�باشد. x

ε
به وابسته u٠ چون

باشد. شده همͽن�سازی جواب u٠ که داریم انتظار لذا نیست. وابسته ،xε یعنͬ نوسان، سرعت
صدق u٠ جایͽذاری با که مͬ�باشد ،Ω در وجود صورت در معادله�ای یافتن مͬ��ماند، باقͬ که چیزی

مͬ�کنیم. پیدا نیز را شده سازی همͽن معادله این�صورت در مͬ�کند.
به�صورت مͬ�تواند (١٠.۵) معادله ،(١٨.۵) و (٨.۵) معادلات از استفاده با

A٠u١ = −
N∑

i,j=١

∂aij
∂yi

∂u٠
∂xj

, in Y, (١٩.۵)

زیر به�صورت آن وردشͬ فرمول�بندی همچنین مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u١ که شود، بازنویسͬ
است:

رابطه که بیابید به�گونه�ای را u̇١ ∈ Wper(Y )

ȧY (u̇١, v̇) = ⟨F, v̇⟩(Wper(Y ))′,Wper(Y ), ∀v̇ ∈ Wper(Y ), (٢٠.۵)

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت نیز F و شده داده (١٧.۵) معادله در ȧY آن در که باشد، ⟩برقرار
F, ψ̇

⟩
(Wper(Y ))′,Wper(Y )

=
N∑

i,j=١

∂u٠
∂xj

∫
Y

aij(y)
∂ψ

∂y١
dy, ∀ψ ∈ ψ̇, ψ̇ ∈ Wper(Y ).

(٢١.۵)
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داریم: آنͽاه باشد، ψ١, ψ٢ ∈ ψ̇ اگر که کنیم مͬ مشاهده
∂ψ١
∂yi

=
∂ψ٢
∂yi

,

داریم: بنابراین
⟨F, ψ١⟩(H١

per(Y ))′,H١
per(Y ) = ⟨F, ψ٢⟩(H١

per(Y ))′,H١
per(Y ) .

بودن خطͬ مͬ�آوریم. بدست (٢٠.۵) از را u̇١ ∈ Wper(Y ) واحد جواب ،(۵.١.۵) قضیه به�وسیله
y از مستقل ∂u٠

∂xj
که حقیقت این �همراه�با مͬ�باشد، y متغیر شامل فقط A٠ این�جا در که (١٩.۵)

هستیم: زیر خاص فرم به u̇١ به�دنبال که مͬ�دهد نشان است،

u̇١(x, y) = −
N∑
j=١

˙̂χj
∂u̇٠
∂xj

(x), in Wper(Y ), (٢٢.۵)

مͬ�کند: صدق زیر رابطه در ˙̂χ آن در که

A٠ ˙̂χj =
N∑
i=١

∂aij
∂yi

, in Y, ∀j = ١, · · · , N, (٢٣.۵)

مͬ�باشد. Yدوره�ای ، ˙̂χj آن در که

مͬ�گیریم: نظر در را زیر گزاره حال

به�صورت شده تعریف ماتریس A٠ که مͬ�کنیم فرض .٩.١.۵ گزاره
A٠λ =MY

(
A∇Ŵλ

)
, ∀λ ∈ RN ,

که: به�قسمͬ دارد وجود α٠ مثبت عدد که باشد،
N∑

i,j=١
a٠
ijεiεj ≥ α٠|ε|٢, ∀ε ∈ Rd,

(٢٣.۵) مساله از واحدی جواب ،(٩.١.۵) گزاره و (۵.١.۵) قضیه به بنا که مͬ�بینیم آسانͬ به
مͬ�شود. داده

که کرد انتخاب را ˙̂χ از نماینده عنصر ͷی مͬ�توان که مͬ�کنیم مشاهده (٧.١.۵) تذکر در به�علاوه،
کند: صدق زیر وردشͬ شͺل در

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را u̇ ∈ Wper(Y )
∫
Y
A∇u∇v dy = ⟨F, v⟩(Wper(Y ))′,Wper(Y ) ,

∀v ∈ Wper(Y ),
(٢۴.۵)

کند. صدق
است: زیر مساله از جوابͬ که مͬ�دهد، نشان را χ̂j ∈ ˙̂χ یͺتایͬ و وجود (۶.١.۵) قضیه این�جا، در

رابطه که بیابید رابه�گونه�ای χ̂j ∈ Wper(Y )uY (χ̂j, ψ) =
∑N

i=١
∫
Y
aij(y)

∂ψ
∂yi

dy,

∀ψ ∈ Wper(Y ),
(٢۵.۵)
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داریم: آن در که باشد برقرار
Wper(Y ) =

{
v ∈ H١

per(Y ) ; MY (v) = ٠
}
,

به (١٠.۵) معادله از u١(x, y) جواب هر که مͬ�کنیم مشاهده (٢٢.۵) رابطه از دیͽر، عبارت به
شͺل

u١(x, y) = −
N∑
j=١

χ̂j(y)
∂u̇٠
∂xj

+ ũ١(x), (٢۶.۵)

مͬ�باشد. y از مستقل ũ١ آن در که ،u١ ∈ u̇١ که مͬ�باشد،
داریم: (٢۶.۵) و (١٨.۵) گرفتن نظر در با مͬ�رویم. (١١.۵) معادله سراغ به حال

f−A١u١−A٢u٠ = f+
N∑

i,j=١

∂

∂yi

(
aij(y)

∂u١
∂xj

)
+

N∑
i,j=١

∂

∂xi

(
aij(y)

(∂u١
∂yj

+
∂u٠
∂xj

))
, (٢٧.۵)

مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت ،(١١.۵) معادله از وردشͬ شͺل بنابراین،
رابطه در که بیابید رابه�گونه�ای u̇٢ ∈ Wper(Y )ȧY (u̇٢, v̇) = ⟨F١, v̇⟩(Wper(Y ))′,Wper(Y ) ,

∀v̇ ∈ Wper(Y ),
(٢٨.۵)

است: شده تعریف زیر به�صورت F١ و شده داده ،(١٧.۵) معادله به�وسیله ،ȧY آن در که کند صدق

⟨
F١, ψ̇

⟩
(Wper(Y ))′,Wper(Y )

=

∫
Y

fψ dy −
N∑

i,j=١

∫
Y

aij(y)
∂u١
∂xj

∂ψ

∂yi
dy

+
N∑

i,j=١

∫
Y

∂

∂xi

(
aij(y)

(∂u١
∂yj

+
∂u٠
∂xj

))
ψ dy,

∀ψ ∈ ψ̇ , ψ̇ ∈ Wper(Y ),

(٢٩.۵)

اگر: مثال برای است. ۵ خوش�وضع مساله این باشد، (Wper(Y ))′ از عنصر ͷی F١ اگر
⟨F١,١⟩(H١

per(Y ))′,H١
per(Y ) = ٠,

مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت آنͽاه باشد،

−
N∑

i,j=١

∫
Y

∂

∂xi

(
aij(y)

(∂u١
∂yj

+
∂u٠
∂xj

))
dy =

∫
Y

f dy,

قضیه به توجه با و (٢٨.۵) مساله از u̇٢ جواب یͺتایͬ و وجود برای کافͬ و لازم شرط رابطه این
مͬ�باشد. (۵.١.۵)

در u٠ لذا مͬ�باشد، f = f(x) چون مͬ�کنیم. جایͽزین (٢٢.۵) فرمول به�وسیله را u١ این�جا در
مͬ�کند: صدق زیر رابطه

−
N∑

i,j,k=١

∫
Y

∂

∂xi

(
aij(y)

(
−∂χ̂k
∂yj

∂u٠
∂xk

+
∂u٠
∂xj

))
dy = |Y |f,

۵Well Posed
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داریم: (١٨.۵) گرفتن نظر در با معادل به�طور یا و

−
N∑

i,k=١

[
N∑
j=١

∫
Y

(
aik − aij

∂χ̂k
∂yj

)
dy

]
∂٢u٠
∂xi∂xk

= |Y |f. (٣٠.۵)

مͬ�گیریم: نظر در A٠ برای را زیر بسط حال
a٠
ij =MY (aij)−MY

(
N∑
k=١

aik
∂χ̂j
∂yk

)

=
١
|Y |

∫
Y

aij dy −
١
|Y |

N∑
k=١

∫
Y

aik
∂χ̂j
∂yk

dy, ∀i, j = ١, · · · , N.
(٣١.۵)

داریم: (٣١.۵) از استفاده با حال
N∑
j=١

∫
Y

(
aik − aij

∂χ̂k
∂yj

)
dy = |Y |a٠

ik, ∀i, k = ١, · · · , N.

مͬ�شود: زیر به�صورت (٣٠.۵) رابطه بنابراین

−
N∑

i,k=١

∂

∂xi

(
a٠
ik

∂u٠
∂xk

)
= f, in Ω. (٣٢.۵)

بنابراین مͬ�شود. نتیجه (٢.٢.٢) قضیه توسط u٠ ∈ H١
٠ (Ω) یͺتایͬ و وجود ،(٩.١.۵) گزاره از

داریم:
u٠ = u٠,

مͬ�باشد: زیر شده همͽن�سازی مساله از H١
٠ (Ω) در واحد جوابͬ u٠ آن در که

−
∑N

i,j=١
∂

∂xi

(
a٠
i,j

∂u٠

∂xj

)
= f, in Ω,

u٠ = ٠, on ∂Ω.

(٣٣.۵)

محاسبه را (٨.۵) مجانبͬ بسط در uj توابع مͬ�توانیم ،(١.١.۵) تذکر مشاهده با .١٠.١.۵ تذکر
انجام و (١١.۵) در (٢۶.۵) جایͽذاری با مͬ�دهیم. شرح را u٢ محاسبه فقط این�جا در کنیم.

مͬ�رسیم: زیر معادله به ساده، محاسباتͬ

A٠u٢ = f −
N∑

i,j,k=١
aij(y)

∂χ̂k
∂yj

∂٢u٠

∂xj∂xk

−
N∑

i,j,k=١

∂(aij(y)χ̂k)

∂yi

∂٢u٠

∂xi∂xk
+

N∑
i,j=١

aij(y)
∂٢u٠

∂xi∂xj
, in Y,

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u٢ آن در که
مͬ�شود: زیر به�صورت فوق معادله اندیس�ها، مجدد نام�گذاری و (٣٢.۵) از استفاده با

A٠u٢ = −
N∑

k,l=١
a٠
kl

∂٢u٠

∂xk∂xl
−

N∑
j,k,l=١

akj(y)
∂χ̂l
∂yj

∂٢u٠

∂xl∂xk

−
N∑

i,j,k=١

∂(aij(y)χ̂k)

∂yi

∂٢u٠

∂xj∂xk
+

N∑
j,l=١

ajl(y)
∂٢u٠

∂xj∂xl
, in Y,
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شود: بازنویسͬ زیر به�صورت مͬ�تواند که مͬ�باشد، Yدوره�ای ،y در u٢ آن در که

A٠u٢ = −
N∑

k,l=١
a٠
kl

∂٢u٠

∂xk∂xl
−

N∑
i,j,k,l=١

∂(aijδkjχ̂l)

∂yi

∂٢u٠

∂xk∂xl

−
N∑

i,k,l=١
akj

∂(χ̂l − yl)

∂yj

∂٢u٠

∂xk∂xl
, in Y,

(٣۴.۵)

زیر به�صورت مͬ�تواند ،(٢٩.۵) رابطه در نیز F١ بنابراین، مͬ�باشد. Yدوره�ای ،y در u٢ آن در که
شود: بازنویسͬ

⟨
F١, ψ̇

⟩
(Wper(Y ))′,Wper(Y )

=
N∑

k,l=١

[
−a٠

kl

∫
Y

ψ dy +
N∑

i,j=١

∫
Y

∂(aijδkjχ̂l)

∂yi
ψ dy

−
N∑
j=١

∫
Y

akj
∂(χ̂l − yl)

∂yj
ψ dy

]
∂٢u٠

∂xk∂xl
,

∀ψ ∈ ψ̇, ψ̇ ∈ Wper(Y ),

فرم به که هستیم u٢ ∈ u̇٢ دنبال به که مͬ�دهد نشان (٢٢.۵) رابطه در شده استفاده استدلال مشابه
مͬ�باشد: زیر

u̇٢(x, y) = −
N∑

k,l=١
θ̇kl(y)

∂٢u̇٠

∂xk∂xl
, (٣۵.۵)

مͬ�باشد: زیر مساله جواب ،θ̇kl تابع آن در که

A٠θ̇
kl = −a٠

kl −
N∑

i,j=١

∂(aijδkjχ̂l)

∂yi
−

N∑
j=١

akj
∂(χ̂l − yl)

∂yj
, inY,

مͬ�باشد. Yدوره�ای ،θ̇kl آن در که
زیر مساله جواب که مͬ�شود ثابت ،θ̂kl ∈ θ̇kl یͺتایͬ و وجود ،(۶.١.۵) قضیه از استفاده با دوباره

مͬ�باشد:
رابطه در که بیابید رابه�گونه�ای θ̂kl ∈ Wper(Y )

aY

(
θ̂klj, ψ

)
= −a٠

kl

∫
Y

ψ dy −
N∑

i,j=١

∫
Y

∂ (aijδkjχ̂l)

∂yi
ψ dy

−
N∑
j=١

∫
Y

akj
∂ (χ̂l − yl)

∂yj
ψ dy,

∀ψ ∈ Wper(Y ),

(٣۶.۵)

کند. صدق
است: زیر فرم به ،(١١.۵) از u٢ = u٢(x, y) جواب هر که مͬ�گیریم نتیجه (٣۵.۵) از

u٢(x, y) =
N∑

k,l=١
θ̂kl(y)

∂٢u٠

∂xk∂xl
+ ũ٢(x), (٣٧.۵)
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مͬ�باشد. y از مستقل ũ٢ آن در که u٢ ∈ u̇٢ همراه�با
و ũ١ = ٠ مͬ�گیریم نظر در (به�ترتیب u٢ و u١ از (٣٧.۵) و خاص(٢۶.۵) فرم�های جایͽذاری با

مͬ�آوریم: بدست ،(۶.۵) بسط در (ũ٢ = ٠

uε(x) = u٠(x)− ε
N∑
k=١

χ̂k

(x
ε

)∂u٠

∂xk
(x) + ε٢

N∑
k,l=١

θ̂kl
(x
ε

) ∂٢u٠

∂xk∂xl
(x) + · · · . (٣٨.۵)

مͬ�شود. گفته دوم مرتبه اصلاح�گر و اول مرتبه اصلاح�گر به�ترتیب ،θ̂kl و χ̂k توابع به .١١.١.۵ تذکر



۶ فصل

بر�پایه تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های
پسین: خطای برآورد

بیضوی مسایل برای انرژی نورم بر�آوردهای

مقدمه ١.۶

در پسین خطای برآورد آوردن بدست و ١ تطبیقͬ وردشͬ چند�����مقیاسͬ روش ارایه روی فصل این
مقیاس مانده تقسیم�بندی تطبیقͬ، وردشͬ چند�����مقیاسͬ روش اصلͬ ایده است. متمرکز انرژی نورم
متناظر مجزای موضعͬ مسایل حل و واحد افرازی از استفاده با ٢ موضعͬ کم�ͷهای به ظریف
مجموع با ۴ ظریف مقیاس جواب مͬ�باشد. همͽن، دیریͺله مرزی شرایط با همراه ٣ وصله�ها روی
زده تقریب ،i ۶ درشت ۵ گره با مرتبط موضعͬ مسایل برای Uf,i جواب�های از Uf =

∑
i Uf,i

که داریم توجه دارد. ͬͽوابست وصله�ها اندازه و h ظریف مقیاس مش اندازه به Uf دقت مͬ�شود.
باشد. مͬ موازی طبیعͬ به�طور ظریف مقیاس محاسبات

مش اندازه خودکار کنترل برای تطبیقͬ الͽوریتم ͷی ساخت به نیاز کارایͬ، بهینه�سازی منظور به
از پسین برآورد پایه بر الͽوریتم این مͬ�باشد. وصله�ها اندازه و h ظریف مش اندازه ،H درشت

١Adaptive Variational Multiscale Methods
٢Localized Contributions
٣Patches
۴Fine
۵Node
۶Coarse

۴۵
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مͬ�باشد: a متغیر ضریب با پواسون معادله برای انرژی نورم در e = u− Uc − Uf خطای

∥e∥٢
a ≤ C

∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+ C
∑
i∈F

(
∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
+ ∥hRi(Uf,i)∥٢

wi

)
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

,

(١.۶)

آن، در که
(−Σ(Uf,i), vf )∂wi

= (f +∇ · a∇Uc, φivf )wi
− a(Uf,i, vf )wi

,∀vf ∈ V h
f (w̄i), (٢.۶)

موضعͬ مسایل آن در که گره�هایͬ به F و شده حل غیرموضعͬ مسایل آن در که گره�هایͬ به C
{φi}i∈C∪F مͬ�باشد. U = Uc + Uf و درشت مقیاس جواب Uc دارد. اشاره شده�است، حل
مرز ͷی Ri(Uf,i) و f + ∇ · a∇U مانده از محاسبه�ای قابل مرز R(U) مͬ�باشد. واحدی افراز
مشتق با مرتبط Σ(Uf,i) مͬ�باشد. ،φi(f + ∇ · a∇Uc) + ∇ · a∇Uf,i ظریف مقیاس مانده از
فضای ،V h

f (w̄i) و مͬ�باشد وصله�ها برای محدودیت اثر محاسبه و Uf,i ظریف مقیاس جواب نرمال
مͬ�باشد. iظریف مقیاس موضعͬ مساله روی متناهͬ عناصر

از دیͽری انواع به تواند مͬ و مͬ�باشد کلͬ به�نسبت تطبیقͬ وردشͬ چند�����مقیاسͬ روش چارچوب
یابد. توسعه موضعͬ، ٧ نویمن مساله ͷی پایه بر مثال، برای چندمقیاسͬ، روش�های

است: زیر به�شرح فصل این ادامه
بخش در مͬ�کنیم؛ معرفͬ را تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ فرمول�بندی و مدل مساله ،(٢.۶) بخش در
خاصͬ حالت ،(۴.۶) بخش در مͬ�کنیم؛ اثبات و مͬ�دهیم ارایه را پسین خطای برآورد ͷی (٣.۶)
برآورد ͷی پایه بر تطبیقͬ الͽوریتم ͷی ،(۵.۶) بخش در مͬ�کنیم؛ بررسͬ را دوره�ای ضرایب از

مͬ�کنیم. بیان را گویا عددی نتایج ،(۶.۶) بخش در سرانجام و مͬ�دهیم؛ ارایه پسین خطای

وردشͬ چند�مقیاسͬ روش ٢.۶

مدل مساله ١.٢.۶

مͬ�گیریم: نظر در را استاندارد پواسون معادله −∆uابتدا = f, in Ω,

u = ٠, on Γ.
(٣.۶)

را فضا به وابسته متغیر ضریب این کرد. اضافه (٣.۶) معادله به را فضا به وابسته ضریبͬ مͬ�توان
است: زیر شرایط دارای مͬ�کنیم معرفͬ a با که

،a > ٠ .١

aمͬ�باشد، = a(x
ε
) یعنͬ دارد ε اندازه به دوره ͷی a .٢

٧Neumann
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مͬ�شود: زیر صورت به (٣.۶) معادله ∇−پس · a∇u = f, in Ω,

u = o, on Γ.

مͬ�کنیم: بررسͬ را همͽن دیریͺله مرزی شرایط و متغیر ضرایب با پواسون معادله
رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u ∈ H١

٠ (Ω)−∇ · a∇u = f, in Ω,

u = o, on Γ,
(۴.۶)

و مͬ�باشد Γ مرز با ٣ یا ٢ ،١ با برابر d و Rd در ٨ چند�ضلعͬ دامنه ͷی Ω این�جا در باشد. برقرار
که: به�قسمͬ مͬ�باشد، a ∈ L∞(Ω) و f ∈ L٢(Ω)

a(x) > ٠, ∀x ∈ Ω.

آوریم؛ بدست را (۴.۶) از وردشͬ فرم مͬ�خواهیم حال
به�صورت را آزمون تابع ابتدا ضعیف، فرم نوشتن برای مͬ�آوریم. بدست را ضعیف فرم ابتدا

V =
{
v ∈ H١(Ω); v = ٠ on Γ

}
,

مͬ�گیریم: انتͽرال Ω روی و کرده ضرب v ∈ V در را (۴.۶) معادله حال مͬ�گیریم. نظر ∫در
Ω

(−∇ · a∇u) · v dx =

∫
Ω

f · v dx,

داریم: جز به جز انتͽرال�گیری از استفاده با ∫حال
Ω

(−∇ · a∇u) · v dx = −av∇u|Γ +
∫
Ω

a∇u∇v dx = I,

داریم: پس مͬ�باشد، صفر با برابر Γ مرز روی v ∈ V ،V تعریف به توجه با

I =

∫
Ω

a∇u∇v dx,

داریم: نتیجه ∫در
Ω

a∇u∇v dx =

∫
Ω

f · v dx,

داریم: بنابراین
(a∇u,∇v) = (f, v).

مͬ�گیریم: نظر در را زیر دوخطͬ فرم حال
a(u, v) = (a∇u,∇v), ∀u, v ∈ V , (۵.۶)

مͬ�شود: زیر به�صورت ،(۵.۶) دوخطͬ فرم به توجه با (۴.۶) وردشͬ فرم بنابراین
رابطه در که بیابید به�گونه�ای را u ∈ V = H١

٠ (Ω)

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V , (۶.۶)

کند. صدق
٨Polygonal
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وردشͬ چند�مقیاسͬ روش ٢.٢.۶

مͬ�بریم. به�کار را وردشͬ چند�مقیاسͬ فرمول�بندی و مͬ�شویم متمرکز دو�مقیاس روی ما
که: قسمͬ به مͬ�گیریم، نظر در را Vf ⊂ V و Vc ⊂ V فضای دو

V = Vc ⊕ Vf ,

در فضاها این اعمال با مͬ�باشد. ظریف مقیاس فضای ،Vf و درشت مقیاس فضای ،Vc آن در که
مͬ�رسیم: زیر ضعیف فرم به ،(۶.۶) مساله

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را uf ∈ Vf و uc ∈ Vca(uc, vc) + a(uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(uc, vf ) + a(uf , vf ) = (f, vf ), ∀vf ∈ Vf ,
(٧.۶)

کند. صدق
مͬ�باشد: زیر به�صورت شده تعریف مانده نشان�دهنده که ،R : V → V ′ مͬ�گیریم نظر در

(R(v), w) = (f, w)− a(v, w), ∀w ∈ V . (٨.۶)

داریم: ،(٧.۶) معادله ظریف مقیاس بخش گرفتن نظر در با
a(uf , vf ) = (f, vf )− a(uc, vf ), ∀vf ∈ Vf , (٩.۶)

نوشت: زیر به�صورت را (٩.۶) معادله مͬ�توان ،(٨.۶) رابطه به توجه با
رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را uf ∈ Vf

a(uf , vf ) = (R(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , (١٠.۶)

باشد. برقرار
از منتج ظریف مقیاس جواب بنابراین مͬ�باشد. ظریف مقیاس معادله همان فوق، عبارت واقع در
نمایش uf = τR(uc) با را (١٠.۶) رابطه از uf جواب اگر مͬ�باشد. درشت مقیاس جواب مانده

مͬ�کند: تغییر زیر به�صورت درشت مقیاس مساله آنͽاه دهیم،
a(uc, vc) + a(τR(uc), vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc, (١١.۶)

درشت مقیاس روی ظریف مقیاس تاثیرات برای فوق، تساوی چپ سمت دوم عبارات آن در که
برقرار d بردار و T ماتریس تعدادی برای a(τR(ϕi), ϕj) = Tij + dj که آن�جا از مͬ�شود. محاسبه
را اصلاح�شده راست سمت ͷی و ١٠ اصلاح�شده ٩ سختͬ ماتریس ͷی ماتریسͬ، عبارات است،
در مͬ�باشد. معین v که شده تعریف (٨.۶) معادله در (R(v), w) که داریم توجه مͬ�دهد. ما به

داریم: پس ،ϕj مͬ��دهیم قرار vc جای به و ϕi مͬ�دهیم قرار uc به�جای (١١.۶) معادله
a(ϕi, ϕj) + a(τR(ϕi), ϕj) = (f, ϕj), ∀ϕj ∈ Vc.

داریم: a(τR(ϕi), ϕj) تعریف به توجه با
a(ϕi, ϕj) + Tij + dj = (f, ϕj), ∀ϕj ∈ Vc,

٩Stiffness
١٠Modified
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داریم: نتیجه در
a(ϕi, ϕj) + Tij = (f, ϕj)− dj, ∀ϕj ∈ Vc, (١٢.۶)

آنͽاه کنیم، مشخص b با را راست سمت عبارت و A با را استاندارد گالرکین سختͬ ماتریس اگر
داریم:

AUG = b, (١٣.۶)

بردار جای به همچنین و a(ϕi, ϕj) + Tij ماتریس سختͬ، ماتریس به�جای (١٣.۶) معادله در حال
داریم: پس مͬ�دهیم، قرار را (f, ϕj)− dj بردار ،b

(a(ϕi, ϕj) + Tij)Uc = (f, ϕj)− dj, ∀ϕj ∈ Vc,

است. شده استفاده Uc از UG جای به مͬ�باشد، درشت مقیاس مساله فوق معادله این�که به توجه با
داریم: پس ،bj مͬ�دهیم قرار (f, ϕj) جای به

(a(ϕi, ϕj) + Tij)Uc = bj − dj, ∀ϕj ∈ Vc,

لذا:
(A+ T )Uc = b− d, (١۴.۶)

مͬ�باشد. اولیه فرض عنوان به گالرکین جواب با تͺراری، به�صورت (٧.۶) معادله حل دیͽر، روشͬ

موضعͬ دیریͺله مسایل پایه بر ظریف مقیاس معادلات از تقریبͬ ٣.٢.۶

سپس و تجزیه را راست سمت در واحد افراز جمله از ظریف مقیاس معادلات که است این ایده
مͬ�کنیم. شروع اولیه نمادهای از برخͬ با کنیم. حل وصله�ها روی آن�را از ناشͬ مسایل

مͬ�کنیم. معرفͬ HK قطر با K درشت منظم شͺل با عناصر روی بر را Ω از K = {K} افراز ͷی
پیوسته قطعه�وار چند�جمله�ای�های از فضایͬ Vc و درشت گره�های از Nمجموعه�ای که فرضمͬ�کنیم

باشد. K روی شده تعریف p درجه از
باشد: برقرار زیر رابطه مͬ�کنیم فرض

uf =
∑
i∈N

uf,i,

داریم: این�جا در
a(uf,i, vf ) = (φiR(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , (١۵.۶)

پایه�ای توابع از مجموعه�ای را {φi}i∈N مͬ�توان مثال برای مͬ�باشد. واحد افرازی ،{φi}i∈N آن در که
عبارتسمت که داریم توجه گرفت. نظر در مقیاسظریف معادلات تجزیه منظور به ،Vc در لاگرانژ

مͬ�شود. مقایسه Ω با که ͷکوچ محمل ͷی و دارد φi مانند یͺسان ١١ محملͬ راست
مͬ�گیریم: نظر در را (٧.۶) ظریف مقیاس معادله ابتدا

a(uc, vf ) + a(uf , vf ) = (f, vf ), ∀vf ∈ Vf ,

١١Support
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در با و مͬ�کنیم اعمال (٧.۶) ظریف مقیاس معادله از راست سمت عبارت در را uf از بسط این
داریم: uf =

∑
i∈N uf,i گرفتن نظر

a(uc, vf ) + a
(∑
i∈N

uf,i, vf

)
= (f, vf ) =⇒ a

(∑
i∈N

uf,i, vf

)
= (f, vf )− a(uc, vf ),

داریم: (٨.۶) به توجه با حال

a
(∑
i∈N

uf,i, vf

)
= (R(uc), vf ) =⇒ a(uf,i, vf ) = (φiR(uc), vf ),

مͬ�شود: زیر به�صورت (٧.۶) معادله نتیجه ,a(ucدر vc) + a(uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(uf,i, vf ) = (φiR(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , i ∈ N .
(١۶.۶)

افراز در φi عضو هر برای مͬ�کنیم. حل تقریبͬ به�صورت را ظریف مقیاس معادلات بعدی گام در
wi موضعͬ دامنه مͬ�کنیم. حل را دیریͺله مساله آن در که مͬ�سازیم همراه را wi دامنه ͷی واحد،
اندازه به مناسب، تقریبͬ جوابͬ به رسیدن برای که مͬ�باشد φi واحد افراز عناصر از محملͬ شامل
فضای حال مͬ�شود. کنترل خطا برآوردهای به�وسیله جواب کیفیت مͬ�شود. انتخاب بزرگ کافͬ
wi وصله روی را درشت مش مͬ�کنیم. تعریف را i گره با همراه Vhf (wi) موضعͬ متناهͬ عناصر
مش این روی گره�ای ١٢ موروثͬ پایه ظریف بخش ،Vhf (wi) که مͬ�کنیم فرض و مͬ�کنیم تظریف
معناست بدان این مͬ�کند. برآورده wi وصله مرز روی را همͽن دیریͺله مرزی شرایط که باشد
گره�های در که مͬ�باشند p درجه از پیوسته قطعه�وار چند�جمله�ای�های ،Vhf (wi) فضای در توابع که
مرتبط ظریف مقیاس مش پارامتر h که مͬ�کنیم فرض هستند. صفر با برابر ظریف مقیاس درشت

مͬ�کند. مشخص را فضاها این با
مͬ�شود: خوانده زیر صورت به آمده بدست روش

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را ،Uf,i ∈ Vhf (wi) آن در که Uf =
∑

i∈N Uf,i و Uc ∈ Vca(Uc, vc) + a(Uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(Uf,i, vf ) = (φiR(Uc), vf ), ∀vf ∈ Vhf (wi), i ∈ N ,
(١٧.۶)

کند. صدق
Uf هستند، صفر با برابر ∂wi روی ،Vhf (wi) موضعͬ متناهͬ عناصر فضاهای در توابع که آن�جا از

بود. خواهند پیوسته ،U نتیجه در و

مسایل جواب دامنه، از بخشͬ روی که نیست لازم چند�مقیاسͬ، پدیده با مسایل برای .١.٢.۶ تذکر
مسایل که گره�هایͬ به ،C ⊂ N که مͬ�کنیم فرض باشد. موجود درشت گره�های همه برای موضعͬ
دارد. اشاره شده، حل آن در موضعͬ مسایل که گره�هایͬ به ،F ⊂ N و شده حل آن در موضعͬ غیر

مͬ�باشد. صفر با برابر Uf,i ،i ∈ C برای باشد. C ∪ F = N که است بدیهͬ

١٢Hierarchical
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با هموار ناحیه�ای در ظریف مقیاس معادلات از Uf,i موضعͬ جواب از نمونه ͷی :١.۶ شͺل
دامنه. کل و لایه�ای ستاره سه و دو ،ͷی از استفاده

مش برای نماد ͷی مͬ�باشد. مهم بسیار ،wi دامنه�های زیر انتخاب روش این در .٢.٢.۶ تذکر
است. زیر به�صورت بازگشتͬ به�صورت درشت عناصر از لایه زیاد تعداد با ١٣ ستاره�ای

یافته توسعه ستاره�ای مش باشد. i گره در φi لاگرانژ پایه�ای توابع از محملͬ Si١ که مͬ�کنیم فرض
مͬ�باشد: زیر به�صورت

SiL = ∪xj∈Si
L−١

Sj١,

این�جا در مͬ�شوند. شامل نیز را مرز روی گره�های و مͬ�باشد φj(xj) = ١ آن در که ،L > ١ برای
مͬ�کند. مشخص را لایه�ها تعداد ،L

ͷی انرژی نورم از گرفته الهام ظریف، مقیاس موضعͬ مسایل ساخت که داریم توجه .٣.٢.۶ تذکر
مͬ�باشد. ستاره�ها روی موضعͬ دیریͺله مسایل اساس بر پسین، خطای برآورد

جواب�های مͬ�یابد، افزایش wi دامنه که وقتͬ ،Uf,i موضعͬ جواب رفتار ͬͽونͽچ درک برای
در Uf,i چون�که کنید. مشاهده (١.۶) شͺل در را u جواب از هموار ناحیه ͷی در Uf,i مختلف
،(١٧.۶) ظریف مقیاس معادلات راست سمت عبارت چون�که و شده�است حل Vf برش فضای
(١.۶) شͺل در نیز این که شد خواهد تجزیه wi مرز به نسبت سرعت به Uf,i دارد، یͺسان محملͬ
لایه ستاره�های که حالͬ در مͬ�دهد را بدی دقت ،ͷی لایه ستاره�های که داریم توجه مͬ�شود. دیده

مͬ�دهد. را دقیق ظریف مقیاس جواب از اصلͬ ویژگͬ�های بیشتر، یا و دو
روی را کلͬ مساله این�که مثل آورد، خواهیم بدست را جواب همان ،wi = Ω بͽیریم نظر در اگر

کنیم. حل ظریف مشͬ
١٣Mesh Stars
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انرژی نورم در پسین خطای برآورد ٣.۶

مͬ�گیریم؛ نظر در را زیر قضیه ابتدا مͬ�کنیم. شروع مانده برای نمادهایͬ معرفͬ با

که به�قسمͬ� مͬ�باشد موجود دارد، ͬͽوابست τ زاویه به فقط که Ci درون�یابͬ ثابت .١.٣.۶ قضیه
صدق زیر رابطه در پواسون، معادله از u جواب به نسبت U گالرکین متناهͬ عنصر تقریب خطای

مͬ�کند:
∥∇u−∇U∥ ≤ Ci∥hR(U)∥, (١٨.۶)

داریم: آن در که
R(U) = R١(U) +R٢(U),

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت R٢(U) و R١(U) که
R١(U) = |f +∆U |, on K ∈ K,

R٢(U) =
١
٢ max
n∈∂K

h−١
K |[a∂nU ]|, on K ∈ K.

در که داریم توجه دارد. اشاره K درونͬ عناصر کل مانده به R١(U) شد، اشاره همچنان�که
پرش از مانده�ای به R٢(U) به�علاوه، مͬ�باشد. R١(U) = |f | قطعه�وار، خطͬ تقریب از حالتͬ
کنار در h عامل وجود که مͬ�کنیم مشاهده همچنین دارد. اشاره لبه�ها، سرتاسر در U نرمال مشتق

مͬ�شود؛ حاصل زیر برآورد و ١۴ گالرکین تعامد از ،(١٨.۶) در R(U) مانده
∥h−١(e− π̃he)∥ ≤ Ci∥∇e∥.

زیر به�صورت و (١.٣.۶) قضیه بنابه شده، تعریف مانده از مرزی R(U) که مͬ�کنیم فرض حال
باشد:

R(U) = |f +∇ · a∇U |+ ١
٢ max
∂K\Γ

H−١
K |[a∂nU ]|, on K ∈ K, (١٩.۶)

کنونͬ داخلͬ فضای طول در تابع مقدار تفاضل [·] و مش در عناصر از مجموعه�ای K آن در که
داریم: توجه مͬ�باشد.

|(R(U), v)| ⩽ ∥HsR(U)∥∥H−sv∥, ∀s ∈ R.

را Uf,i که تفاوت این با مͬ�کنیم، تعریف موضعͬ مش روی R(U) روش به�همان را Ri(Uf,i)

داریم: پس مͬ�دهیم. قرار f به�جای را φiR(Uc) و H به�جای را h ،U به�جای

R(Uf,i) = |φiR(Uc) +∇ · a∇Uf,i|+
١
٢ max
∂K\Γ

h−١
K |[a∂nUf,i]|, on K ∈ K,

مقیاس بخش Vhf (w̄i) مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. تعریف wi وصله�های روی جدیدی فضای همچنین
روی ظریف مش روی شده تعریف p درجه از قطعه�وار چند�جمله�ای�های از موروثͬ فضای از ظریف

١۴Galerkin Orthogonality
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برای الزامͬ هیچ ،Vhf (w̄i) در که تفاوت این با مͬ�باشد Vhf (wi) با مشابه فضا این باشد. wi وصله
که: معناست بدان این ندارد. وجود ∂wi مرز روی بودن صفر
Vhf (wi) ⊂ Vhf (w̄i),

تابع برای مͬ�کنیم. معرفͬ مͬ�باشد، Vhf (w̄i) از محدودتر مرز روی که را Vhf (∂wi) فضای همچنین
است. شده محدود Vhf (∂wi) مرز به v ،v ∈ Vhf (w̄i) شده داده

�باشد. ظریف مقیاس و درشت مقیاس خطای دو هر شامل که مͬ�گیریم نتیجه را خطا برآورد ͷی
است: زیر صورت به درشت مقیاس خطای

ec = uc − Uc,

مͬ�باشد: زیر به�صورت ظریف مقیاس خطای همچنین
ef =

∑
i∈N

ef,i :=
∑
i∈N

(uf,i − Uf,i),

مͬ�باشند. (١٧.۶) متناهͬ عناصر روش به�کارگیری از ناشͬ خطاها این که
را گالرکین تعامد کنیم، کم (١۶.۶) معادله درشت بخش از را (١٧.۶) معادله درشت بخش اگر

مͬ�آوریم: بدست
a(uc − Uc, vc) + a(uf − Uf , vc) = (f, vc)− (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

داریم: نتیجه در
a(ec, vc) + a(ef , vc) = ٠, ∀vc ∈ Vc. (٢٠.۶)

مͬ�دهد: نتیجه ،i ∈ F برای ظریف، مقیاس معادله روی استدلال همان
a(uf,i − Uf,i, vf ) = (φiR(uc)− φiR(Uc), vf ),

داریم: نتیجه در
a(ef,i, vf ) = (φi(R(uc)−R(Uc)), vf ),

داریم: پس است، خطͬ R چون�که
a(ef,i, vf ) = (φi(R(uc − Uc)), vf ) = (φi(R(ec)), vf ) = (R(ec), φivf ), (٢١.۶)

داریم: (٨.۶) تعریف به توجه با
(R(ec), φivf ) = (f, φivf )− a(ec, φivf ), (٢٢.۶)

داریم: (٢٢.۶) و (٢١.۶) گرفتن نظر در با
a(ef,i, vf ) = (f, φivf )− a(ec, φivf ),

داریم: نهایت در مͬ�باشد، (f, φivf ) = ٠ که آن�جا از
a(ef,i, vf ) = −a(ec, φivf ), ∀vf ∈ Vhf (wi). (٢٣.۶)

مͬ�کنیم: فرض .٢.٣.۶ گزاره
π : L٢(Ω) → Vh,
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مͬ�باشد. K مثلث روی Vh خطͬ قطعه�وار فضای روی بر ١۵ ژان اسͺات درون�یابͬ ،π آن در که
مͬ�باشد. پایدار نیز H١(Ω) در π که داریم نظر در همچنین

مشخص τh مثلث روی بر را پیوسته خطͬ قطعه�وار توابع ،S̃h که مͬ�کنیم فرض .٣.٣.۶ گزاره
گره�های همه {φj}Nh

j=١ به�وسیله نمͬ�کنند. میل صفر به لزوما ،Γ مرز روی توابع این�جا در مͬ�کند.
مͬ�باشند. Γ مرز روی که گره�هایͬ جمله از مͬ�شوند، مشخص Mh + ١ ≤ j ≤ Nh برای τh

مͬ�باشد. هرمͬ�شͺل توابع با متناظر {Φj}Nh

j=١ همچنین
مͬ�شود: تعریف زیر رابطه توسط ،Ih : C(Ω̄) → S̃h درون�یابͬ عملͽر

(Ihv)(x) =

Nh∑
i=١

viΦi(x),

داریم: یعنͬ است، برابر v با Ihv درون�یابͬ ،Pj گره�های روی ترتیب این به .vi = v(Pi) آن در که

(Ihv)(Pi) = v(Pi), ∀i = ١, · · · , Nh.

و |v|K = ∥v∥L٢(K) با همراه را زیر موضعͬ خطͬ برآوردهای خطͬ، قطعه�وار حالت ͷی در
داریم: |v|٢,K = ∥v∥H٢(K)

∥Ih(v)− v∥K ≤ CKh
٢
K |v|٢,K , ∀K ∈ τh, (٢۴.۶)

و
∥∇(Ih(v)− v)∥K ≤ CKhK |v|٢,K , ∀K ∈ τh. (٢۵.۶)

یا چندضلعͬ مرز با (d ≥ ٢)Rd در کران�دار دامنه ͷی Ω که مͬ�کنیم فرض .(١۶ (اثر ۴.٣.۶ قضیه
،γ : H١(Ω) → L٢(Γ) به مͬ�تواند ،γ : C١(Ω̄) → C(Γ) یعنͬ اثر عملͽر سپس باشد. Γ هموار
ثابت علاوه�بر�این، مͬ�باشد. γv ∈ L٢(Γ) تعریف، بنا�به ،v ∈ H١(Ω) هر برای که یابد توسعه

که: به�قسمͬ دارد وجود C = C(Ω)

∥γv∥L٢(Γ) ≤ C∥v∥١, ∀v ∈ H١(Ω), (٢۶.۶)

آن�جا�که: از مͬ�شود. گفته اثر نامساوی رابطه، این به که

∥v∥١ =
(
∥v∥٢

L٢
+ ∥∇v∥٢

L٢

) ١
٢
,

نوشت: زیر به�صورت را (٢۶.۶) رابطه مͬ�توان پس مͬ�باشد،

∥γv∥L٢(Γ) ≤ C
(
∥v∥٢

L٢
+ ∥∇v∥٢

L٢

) ١
٢
.

شود. مراجعه [١٢] به قضیه این اثبات مشاهده برای

١۵Scott Zhang
١۶Trace
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،Ω = (٠, L) × (٠, L) که مͬ�کنیم فرض .(١٧ شده مقیاس�بندی اثر نا�مساوی ) ۵.٣.۶ قضیه
زیر به�صورت شده مقیاس�بندی اثر نا�مساوی این�صورت در باشد. L ضلع با مربعͬ�شͺل دامنه ͷی

مͬ�باشد:

∥v∥L٢(Γ) ≤ C
(
L−١∥v∥٢

L٢(Ω) + L∥∇v∥٢
L٢(Ω)

) ١
٢
, ∀v ∈ C١(Ω̄). (٢٧.۶)

شود. مراجعه [١٢] به اثبات مشاهده برای

که: به�قسمͬ دارد وجود k به وابسته فقط ،C ثابت ͷی .۶.٣.۶ قضیه
∥πu∥p ≤ C∥u∥p, ∀u ∈ Lp(٠,١), ١ ≤ p ≤ ∞. (٢٨.۶)

شود. مراجعه [١٠] به اثبات مشاهده برای

رابطه که است به�گونه�ای افراز ،p > ١ برای و باشد ١ ≤ p ≤ ∞ که مͬ�کنیم فرض .٧.٣.۶ قضیه
داریم: پس مͬ�باشد. ١ ≤ α < (k + ١)

p
(p−١) آن در که �باشد برقرار ، hi

hj
≤ C٠α

|i−j|

∥∇(πu)∥p ≤ C∥∇u∥p, ∀u ∈ Ẇ ١
p (٠,١), (٢٩.۶)

مͬ�باشد. p > ١ برای ،p و α ،C٠ ،k به وابسته ،C آن در که
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت Ẇ ١

p (٠,١) این�جا در
Ẇ ١
p (٠,١) =

{
v ∈ Lp(٠,١) ; v′ = dv

dx
∈ Lp(٠,١) ; v(٠) = v(١) = ٠

}
.

شود. مراجعه [١٠] به اثبات مشاهده برای

حال مͬ�باشد. rhv ∈ Vh که مͬ�گیریم نظر در را rhv خطͬ قطعه�وار درون�یابͬ ابتدا .٨.٣.۶ گزاره
داریم: را زیر رابطه ،١ ≤ p ≤ ∞ برای

∥∇(rhv)∥p ≤ ∥∇v∥p, (٣٠.۶)

مͬ�کنیم: مشخص ∥ · ∥p.Ii با Lp(Ii) در را نورم

∥v − rhv∥p.Ii ≤
١
٢hi∥∇v∥p,

داریم: فوق رابطه از حال
١
hi
∥v − rhv∥p.Ii ≤

١
٢∥∇v∥p, (٣١.۶)

مͬ�کنیم: جمع هم با را (٣١.۶) و (٣٠.۶) روابط
١
hi
∥v − rhv∥p.Ii + ∥∇(rhv)∥p ≤

١
٢∥∇v∥p + ∥∇v∥p,

داریم: نتیجه در
١
hi
∥v − rhv∥p.Ii + ∥∇(rhv)∥p ≤ C∥∇v∥p, (٣٢.۶)

مͬ�رسانیم: ٢ به�توان را (٣٢.۶) رابطه طرفین حال
١
h٢
i

∥v − rhv∥٢
p.Ii

+ ∥∇(rhv)∥٢
p ≤ C∥∇v∥٢

p, (٣٣.۶)

١٧Scaled
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داریم: (٣٣.۶) رابطه طرفین در hi ضرب با
١
hi
∥v − rhv∥٢

p.Ii
+ hi∥∇(rhv)∥٢

p ≤ Chi∥∇v∥٢
p. (٣۴.۶)

مͬ�دهیم. ارایه ،∥e∥a = a(e, e)
١
٢ یعنͬ انرژی، نورم در خطا برای را برآوردی ادامه در

مساله دقیق جواب u اگر باشد. f ∈ L٢(Ω) و a ∈ L∞(Ω) که مͬ�کنیم فرض .٩.٣.۶ قضیه
در e = u− U خطای آنͽاه �باشد، (١٧.۶) مساله تقریبͬ جواب U = Uc +

∑
i∈N Uf,i و (۴.۶)

مͬ�کند: صدق زیر برآورد

∥e∥٢
a ≤ C

∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+ C
∑
i∈F

(
∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
+ ∥hRi(Uf,i)∥٢

wi

)
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

,

(٣۵.۶)

مͬ�شود: تعریف زیر عبارت توسط ،Σ(Uf,i) ∈ Vhf (∂wi) آن در که
(−Σ(Uf,i), vf )∂wi

= (φiR(Uc), vf )wi
− a(Uf,i, vf )wi

, ∀vf ∈ V h
f (w̄i). (٣۶.۶)

داریم: انرژی نورم تعریف به توجه با برهان.
∥e∥a = a(e, e)

١
٢ =⇒ ∥e∥٢

a = a(e, e), (٣٧.۶)

مͬ�گیریم. نظر در ،Vc درشت فضای روی بر πce ژان اسͺات درون�یابͬ به�عنوان �را vc
داریم: (٢٠.۶) خطای معادله از حال

a(ec, vc) + a(ef , vc) = ٠ =⇒ a(e, vc) = ٠, ∀vc ∈ Vc,

داریم: نتیجه در مͬ�باشد. a(e, πce) = ٠ پس است، πce ∈ Vc این�که به توجه با

∥e∥٢
a = a(e, e)− a(e, πce)

= a(e, e− πce)

= a(u− U, e− πce)

= a(u− (Uc + Uf ), e− πce)

= a(u− Uc, e− πce)− a(Uf , e− πce)

= (R(Uc), e− πce)− a(Uf , e− πce)

=
∑
i∈C

(φiR(Uc), e− πce) +
∑
i∈F

(φiR(Uc), e− πce)− a(Uf,i, e− πce)

=
∑
i∈C

(φiR(Uc), e− πce)

+
∑
i∈F

(φiR(Uc), e− πce− πf,ie+ πf,ie− πf,iπce+ πf,iπce)

− a(Uf,i, e− πce− πf,ie+ πf,ie− πf,iπce+ πf,iπce),
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داریم: بنابراین

∥e∥٢
a =

∑
i∈C

(φiR(Uc), e− πce)

+
∑
i∈F

(φiR(Uc), πf,i(e− πce))− a(Uf,i, πf,i(e− πce))

+
∑
i∈F

(φiR(Uc), e− πce− πf,i(e− πce))−
∑
i∈F

a(Uf,i, e− πce− πf,i(e− πce))

= I + II + III, (٣٨.۶)

مͬ�باشد. Vhf (w̄i) روی ژان اسͺات درون�یابͬ πf,i آن در که
مͬ�کنیم. شروع ،I یعنͬ (٣٨.۶) عبارت اولین از برآوردی با

داریم: کوشͬ�شوارتز نامساوی ∑بنابر
i∈C

(φiR(Uc), e− πce) ≤
∑
i∈C

∥φiR(Uc)∥wi
∥e− πce∥wi

, (٣٩.۶)

داریم: درون�یابͬ نظریه طبق
∥e− πce∥wi

≤ CH∥∇e∥wi
, (۴٠.۶)

داریم: (۴٠.۶) و (٣٩.۶) رابطه به توجه با حال
I =

∑
i∈C

(φiR(Uc), e− πce) ≤ C
∑
i∈C

∥HR(Uc)∥wi
∥∇e∥wi

. (۴١.۶)

به�عنوان را Σ(Uf,i) ∈ Vhf (∂wi) ابتدا مͬ�گیریم. نظر در را II یعنͬ ،(٣٨.۶) از عبارت دومین حال
مͬ�گیریم: نظر در ∂wi روی شده تعریف قطعه�وار چندجمله�ای

(−Σ(Uf,i), vf )∂wi
= (R(Uc), φivf )wi

− a(Uf,i, vf )wi
, ∀vf ∈ V h

f (w̄i), (۴٢.۶)

دارد. به�فرد منحصر جواب که
مͬ�آید: بدست II برای زیر برآورد تعریف، این با

II =
∑
i∈F

(−Σ(Uf,i), πf,i(e− πce))∂wi
, (۴٣.۶)

داریم: (۴٣.۶) عبارت در ١√
H
و
√
H ضرب با و کوشͬ�شوارتز لم از استفاده با

II ≤
∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥ ١√
H
πf,i(e− πce)∥∂wi

, (۴۴.۶)

مͬ�گیریم: نظر در را (٢٧.۶) رابطه حال

∥v∥L٢(Γ) ≤ C
(
L−١∥v∥٢

L٢(Ω) + L∥∇v∥٢
L٢(Ω)

) ١
٢
, ∀v ∈ C١(Ω̄). (۴۵.۶)

مͬ�رسانیم: ٢ به�توان را (۴۵.۶) رابطه طرفین
∥v∥٢

L٢(Γ)
≤ C

(
L−١∥v∥٢

L٢(Ω) + L∥∇v∥٢
L٢(Ω)

)
, ∀v ∈ C١(Ω̄), (۴۶.۶)

داریم: (۴۶.۶) رابطه به توجه با

∥πf,i(e− πce)∥٢
∂wi

≤ C
( ١
H
∥πf,i(e− πce)∥٢

wi
+H∥∇πf,i(e− πce)∥٢

wi

)
, (۴٧.۶)
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مͬ�باشد، ثابت H١ و L٢ در موجود منظم�شͺل مش�های در که ژان اسͺات درون�یابͬ از سپس
داریم: (٢٨.۶) رابطه بنا�به مͬ�کنیم. استفاده

∥πf,i(e− πce)∥wi
≤ C∥e− πce∥wi

, (۴٨.۶)

داریم: (٢٩.۶) رابطه گرفتن نظر در با همچنین

∥∇πf,i(e− πce)∥wi
≤ C∥∇(e− πce)∥wi

, (۴٩.۶)

داریم: (٣۴.۶) رابطه گرفتن نظر در همچنین و (۴٧.۶) در (۴٩.۶) و (۴٨.۶) روابط اعمال با حال

∥πf,i(e− πce)∥٢
∂wi

≤ C
( ١
H
∥(e− πce)∥٢

wi
+H∥∇(e− πce)∥٢

wi

)
≤ CH∥∇e∥٢

wi
,

(۵٠.۶)

مͬ�گیریم: جذر سپس و مͬ�کنیم ضرب ١
H
در را (۵٠.۶) رابطه طرفین

١
H
∥πf,i(e− πce)∥٢

∂wi
≤ C∥∇e∥٢

wi
=⇒ ∥ ١√

H
πf,i(e− πce)∥∂wi

≤ C∥∇e∥wi
, (۵١.۶)

داریم: (۴۴.۶) در (۵١.۶) رابطه دادن قرار با

II ≤ C
∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥∇e∥wi
. (۵٢.۶)

است: زیر به�صورت که مͬ�رویم III یعنͬ ،(٣٨.۶) معادله از سوم عبارت به�سراغ ∑حال
i∈F

(φiR(Uc), e− πce− πf,i(e− πce))− a(Uf,i, e− πce− πf,i(e− πce)),

مͬ�شود: حاصل زیر برآورد III عبارت برای قبل، قسمت�های مشابه استدلالͬ با

III ≤ C
∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥wi
∥∇(e− πce)∥wi

≤ C
∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥wi
∥∇e∥wi

.
(۵٣.۶)

مͬ�کنیم: مشاهده به�سادگͬ

∥∇e∥wi
= ∥ ١√

a
·
√
a ∇e∥wi

≤ ∥ ١√
a
∥wi

∥
√
a∇e∥wi

≤ ∥ ١√
a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

, (۵۴.۶)

،(۴١.۶) معادلات یعنͬ آمده بدست برآوردهای از استفاده با و بر�مͬ�گردیم (٣٨.۶) معادله به حال



۵٩ انرژی نورم در پسین خطای برآورد .٣.۶

داریم: (۵٣.۶) و (۵٢.۶)

∥e∥٢
a ≤

∑
i∈C

(φiR(Uc), e− πce)

+
∑
i∈F

(φiR(Uc), πf,i(e− πce))− a(Uf,i, πf,i(e− πce))

+
∑
i∈F

(φiR(Uc), e− πce− πf,i(e− πce))

−
∑
i∈F

a(Uf,i, e− πce− πf,i(e− πce))

≤ C
∑
i∈C

∥HR(Uc)∥wi
∥∇e∥wi

+ C
∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥∇e∥wi

+ C
∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥wi
∥∇e∥wi

, (۵۵.۶)

مͬ�شود: زیر به�صورت (۵۵.۶) رابطه ،(۵۴.۶) به توجه با

∥e∥٢
a ≤ C

∑
i∈C

∥HR(Uc)∥wi
∥ ١√

a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

+ C
∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥ ١√
a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

+ C
∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥wi
∥ ١√

a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

≤ C
(∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢
(
∥
√
a∇e∥٢

wi

) ١
٢

+ C
(∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢
(
∥
√
a∇e∥٢

wi

) ١
٢

+ C
(∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢
(
∥
√
a∇e∥٢

wi

) ١
٢
,

که: آن�جا )از
∥
√
a∇e∥٢

) ١
٢
=
(∫

Ω

(
√
a∇e)٢ dx

) ١
٢
=
(∫

Ω

a(∇e)٢ dx
) ١

٢
= ∥e∥a,

داریم: پس مͬ�باشد،

∥e∥٢
a ≤ C

(∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢∥e∥a

+ C
(∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢∥e∥a

+ C
(∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢∥e∥a,
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مͬ�رسانیم: دو به�توان را فوق رابطه طرفین حال

∥e∥۴
a ≤ C

(∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
∥e∥٢

a

+ C
(∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
∥e∥٢

a

+ C
(∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
∥e∥٢

a,

داریم: ∥e∥٢
a از فاکتورگیری با

∥e∥٢
a ≤ C

(∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
+ C

(∑
i∈F

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
+ C

(∑
i∈F

∥hRi(Uf,i)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
,

مͬ�شود: حاصل زیر رابطه سرانجام

∥e∥٢
a ≤ C

∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+ C
∑
i∈F

(
∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
+ ∥hRi(Uf,i)∥٢

wi

)
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

,

شد. اثبات قضیه به�این�ترتیب

مͬ�باشد. [٨] از برگرفته قضیه این اثبات

از وردشͬ تقریب ͷی به�عنوان مͬ�توان را (٣۶.۶) در شده تعریف Σ(Uf,i) مقدار .١٠.٣.۶ تذکر
مͬ�دهیم. توسعه Ω به را Uf,i واقع در ،Ω \ wi روی Uf,i = ٠ تعریف با کرد. تفسیر n · a∇Uf,i
در دومͬ، مقدار بنابراین مͬ�شود. ساده ∥

√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

به ∥
√
H[Σ(Uf,i)]∥∂wi

پرش سپسمانده
چند�جمله�ای ͷی Σ(Uf,i) که داریم توجه ،Σ(Uf,i) محاسبه برای مͬ�باشد. مانده مقدار ͷی حقیقت

شویم: مͬ یاد�آور را زیر رابطه مͬ�باشد. wi وصله مرز روی تعریف�شده قطعه�وار
(φiR(Uc), vf )wi

− (a∇Uf,i,∇vf )wi
= ٠, ∀vf ∈ Vhf (wi), (۵۶.۶)

آمده�است. بدست (١٧.۶) معادله ظریف بخش از (۵۶.۶) رابطه که
ͷی حل به ،Σ(Uf,i) محاسبه عمل در مͬ�گیریم. نتیجه را معادلات و مجهولات از یͺسانͬ تعداد

خواهد�یافت. کاهش وصله، مرز روی شده تعریف ١٨ جرم ماتریس با خطͬ دستͽاه
١٨Mass
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که فرضمͬ�کنیم دلیل، همین به مͬ�باشد. مانده محاسبه به نیاز خطا، برآورد به�منظور .١١.٣.۶ تذکر
،∇· a∇U غیر�این�صورت در هستند. ظریف مقیاس مش با هم�تراز ،aضریب روی ناپیوستͽͬ�های
a تقریب از نباشد، تراز هم ͬͽناپیوست اگر شود. منظور خطا، برآورد برای پایه به�عنوان نمͬ�تواند
در مدل خطای به�عنوان را گرفته صورت خطای و خواهیم�کرد استفاده است، پیوسته که دامنه�ها در

مͬ�گیریم. نظر
مثال برای مͬ�شود. نتیجه واقعͬ پدیده�های ریاضͬ توصیف در تقریب از مدل خطای کلͬ حالت در
کرد. اشاره حرارت، گنجایش مانند مواد خواص به وابسته A دیفرانسیل عملͽر ضریب به مͬ�توان

شود. مراجعه [۶] کتاب به مدل خطای مورد در بیشتر اطلاعات برای

دوره�ای ضرایب خاص: حالت ۴.۶

مͬ�باشند. دوره�ای ظریف مقیاس ویژگͬ�های با ساختاری دارای چند�مقیاسͬ کاربردهای از بسیاری
که مͬ�کنیم فرض یافت. دست محاسبات، از خارج اطلاعاتͬ به مͬ�توان خاص، حالت این در
که مͬ�کنیم فرض علاوه�بر�این، داریم. ١ اندازه به کلͬ مقیاس ͷی و ε اندازه به موضعͬ مقیاس
متناهͬ عناصر از استفاده با و ε < H مش پارامتر با را پواسون معادله اگر باشد. هموار ،a = a(x

ε
)

خواهیم�داشت. را زیر برآورد کنیم، ١٩ گسسته�سازی گالرکین

که: به�قسمͬ باشد، ٠ < a < β که مͬ�کنیم فرض .١.۴.۶ گزاره
a = a(

x

ε
), f ∈ L٢(Ω),

که: به�قسمͬ دارد وجود ε و H از مستقل C ثابت آنͽاه

∥e∥a ≤ C
H

ε
∥f∥, (۵٧.۶)

مͬ�باشد. [١٣] از برگرفته برآورد این که
شدن حاصل به امیدی نمͬ�توان ظریف، مقیاس�های مجدد حل بدون برآورد این از که است واضح
محاسباتͬ بخش، این در شده بیان وردشͬ چند�مقیاسͬ تقریب برای داشت. خوب، تقریب ͷی
اندازه همان به جواب که داریم انتظار ما مͬ�باشند، دوره�ای داده�ها آن�جا�که از مͬ�دهیم. ارایه مشابه
برای یͺسان دقت و اندازه با وصله�های از بنابراین باشد. دامنه بخش���های همه در حل برای دشوار
مͬ�کنیم. انتخاب نوسان از کوچ�ͷتر را ظریف مقیاس مش اندازه مͬ�کنیم. استفاده وصله�ها همه

که: قسمͬ به باشد، ٠ < a < β و f ∈ L٢(Ω) که مͬ�کنیم فرض .٢.۴.۶ قضیه
a = a(

x

ε
), u ∈ H٢(Ω),

داریم: را زیر خطای برآورد

∥e∥٢
a ≤ C

(h
ε

)٢
∥f∥٢ + C

∑
K∈K

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

. (۵٨.۶)

١٩Discretizing
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محاسبات در ،πv و h با مرتبط ظریف مش روی v از کلͬ ژان اسͺات درون�یابͬ ͷی از برهان.
مͬ�کنیم. استفاده زیر

داریم: انرژی نورم تعریف به توجه با
∥e∥a = a(e, e)

١
٢ =⇒ ∥e∥٢

a = a(e, e), (۵٩.۶)

داریم: پس مͬ�کنیم. کم و اضافه را a(e, πe) ،(۵٩.۶) رابطه راست طرف به
∥e∥٢

a = a(e, e)− a(e, πe) + a(e, πe), (۶٠.۶)

داریم: گالرکین تعامد بنابر
a(e, ππce) = ٠, (۶١.۶)

نوشت: زیر به�صورت را (۶٠.۶) رابطه مͬ�توان پس

∥e∥٢
a = a(e, e)− a(e, πe) + a(e, πe)− a(e, ππce)

= a(e, e− πe) + a(e, πe− ππce),

داریم: نتیجه در

∥e∥٢
a = a(e, e− πe) + a(e, π(e− πce))

= a(e, u− πu) +
∑
i∈N

a(ec, φiπf,i(e− ec)) +
∑
i∈N

a(ef,i, πf,i(e− πce)), (۶٢.۶)

مͬ�گیریم. نظر در را
∑

i∈N a(ec, φiπf,i(e− ec)) یعنͬ (۶٢.۶) از دوم عبارت حال
داریم: (٢٣.۶) رابطه از

a(ef,i, vf ) = −a(ec, φivf ) , ∀vf ∈ Vhf (wi),

داریم: vf = πf,i(e− ec) و ef,i = Uf,i گرفتن نظر در با
a(ec, φivf ) = −a(Uf,i, vf ) = −(φiR(Uc), vf ), (۶٣.۶)

داریم: ،(۶٣.۶) و (۶٢.۶) روابط از
∥e∥٢

a = a(e, u− πu)−
∑
i∈N

(φiR(Uc), πf,i(e− ec))

+
∑
i∈N

a(ef,i, πf,i(e− πce)),
(۶۴.۶)

مͬ�شود: زیر به�صورت (۶۴.۶) معادله ،(٣۶.۶) گرفتن نظر در با

∥e∥٢
a = a(e, u− πu) +

∑
i∈N

(Σ(Uf,i), πf,i(e− πce))∂wi

= I + II, (۶۵.۶)

مͬ�کنیم: استفاده ٢٠ تقریب نظریه از حاصل زیر نتیجه از مͬ�کنیم. شروع (۶۵.۶) از اول قسمت با

∥u− πu∥٢
a ≤ β٢∥∇(u− πu)∥٢ ≤ β٢h٢|u|٢

٢, (۶۶.۶)
٢٠Approximation Theory
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داریم: را زیر منظم برآورد و مͬ�باشد u از H٢(Ω) نورم نیم ،|u|٢ این�جا در

|u|٢ ≤ C

ε
∥f∥, (۶٧.۶)

مͬ�باشد. u در ͷکوچ مقیاس نوسانات از ناشͬ ،(۶٧.۶) معادله در ١
ε
عامل

داریم: (۶٧.۶) و (۶۶.۶) روابط گرفتن نظر در با حال

∥u− πu∥a ≤ βh∥u∥٢ ≤ Cβ
h

ε
∥f∥,

داریم: نتیجه در

∥u− πu∥a ≤ C
h

ε
∥f∥, (۶٨.۶)

مͬ�دهیم: ادامه را اثبات زیر محاسبات با حال
I = a(e, u− πu) ≤ ∥e∥a∥u− πu∥a, (۶٩.۶)

مͬ�کنیم: استفاده اثبات ادامه در آن از و مͬ�گیریم نظر در را زیر بدیهͬ روابط

(a− b)٢ ≥ ٠ =⇒ a٢ + b٢ ≥ ٢ab =⇒ ١
٢a

٢ +
١
٢b

٢ ≥ ab, (٧٠.۶)

،b =
√

٢∥u − πu∥a و a = ١√
٢∥e∥a که دهیم قرار (٧٠.۶) رابطه در اگر ،(۶٩.۶) به توجه با

داریم: آنͽاه
١√

٢
∥e∥a

√
٢∥u− πu∥a ≤

١
٢
( ١√

٢
∥e∥a

)٢
+

١
٢
(√

٢∥u− πu∥a
)٢
,

داریم: نتیجه در

∥e∥a∥u− πu∥a ≤
١
۴∥e∥٢

a + ∥u− πu∥٢
a, (٧١.۶)

داریم: (٧١.۶) و (۶٩.۶) از بنابراین

I ≤ ١
۴∥e∥٢

a + ∥u− πu∥٢
a, (٧٢.۶)

مͬ�شود: زیر به�صورت (٧٢.۶) نا�مساوی ،(۶٨.۶) رابطه گرفتن نظر در با
I ≤ ١

۴∥e∥٢
a + C

(h
ε

)٢
∥f∥٢. (٧٣.۶)

این�که و π از H١ پایداری مجموع، برای شوارتز کوشͬ نا�مساوی از ،(۶۵.۶) از دوم قسمت برای
مͬ�کنیم: استفاده مͬ�باشد، uf = u− uc

II =
∑
i∈N

(Σ(Uf,i), πf,i(e− πce))∂wi

≤
∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥ ١√
H
πf,i(e− πce)∥∂wi

,
(٧۴.۶)

داریم: (۵٠.۶) به توجه با
∥πf,i(e− πce)∥∂wi

≤ C
√
H∥∇e∥wi

, (٧۵.۶)

مͬ�کنیم: ضرب ١√
H
در را (٧۵.۶) طرفین

∥ ١√
H
πf,i(e− πce)∥∂wi

≤ C∥∇e∥wi
, (٧۶.۶)
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داریم: (٧۶.۶) و (۵۴.۶) به توجه با حال

∥ ١√
H
πf,i(e− πce)∥∂wi

≤ C∥ ١√
a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

, (٧٧.۶)

داریم: مجموع روی شوارتز کوشͬ نامساوی و (٧٧.۶) و (٧۴.۶) روابط از

II ≤ C
∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥∂wi

∥ ١√
a
∥L∞(wi)∥

√
a∇e∥wi

≤ C
(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢
(
∥
√
a∇e∥٢

wi

) ١
٢

≤ C
(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢∥e∥a, (٧٨.۶)

داریم: ،(٧٨.۶) عبارت در ١√
٢ و

√
٢ ضرب با حال

II ≤ C
√

٢
(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢ ١√

٢
∥e∥a, (٧٩.۶)

کنیم: فرض اگر حال

a = C
√

٢
(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢
, b =

١√
٢
∥e∥a,

داریم: (٧٠.۶) رابطه به توجه با آنͽاه

C
(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

) ١
٢∥e∥a ≤ C

(∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

)
+

١
۴∥e∥٢

a,

(٨٠.۶)

داریم: (٨٠.۶) و (٧٩.۶) گرفتن نظر در با پس

II ≤ C
∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+
١
۴∥e∥٢

a, (٨١.۶)

داریم: (٨١.۶) و (٧٣.۶) ،(۶۵.۶) به توجه با

∥e∥٢
a ≤ I + II

≤ ١
۴∥e∥٢

a + C
(h
ε

)٢
∥f∥٢ + C

∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+
١
۴∥e∥٢

a,

داریم: نتیجه در

∥e∥٢
a ≤ C

(h
ε

)٢
∥f∥٢ + C

∑
i∈N

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+
١
٢∥e∥٢

a (٨٢.۶)

داریم: (٨٢.۶) رابطه از
١
٢∥e∥٢

a ≤ C
(h
ε

)٢
∥f∥٢ + C

∑
K∈K

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

, (٨٣.۶)
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مͬ�کنیم: ضرب ٢ در را (٨٣.۶) رابطه طرفین نهایت در

∥e∥٢
a ≤ C

(h
ε

)٢
∥f∥٢ + C

∑
K∈K

∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

.

مͬ�باشد. [٨] از برگرفته قضیه این اثبات
مشتق اندازه به�وسیله وصله�ها، محدودیت به�وسیله گرفته صورت خطای که مͬ�کنیم مشاهده دوباره
کل با برابر وصله اندازه وقتͬ�که مͬ�شود. اندازه�گیری وصله مرز روی ظریف مقیاس جواب نرمال
به همͽرایͬ به روش این که معناست بدان این که آمد خواهد صفر سمت به مقدار این باشد، دامنه
حل دوره�ای ضرایب با را مسایل وقتͬ�که شده�است. تضمین کلͬ ظریف مش روش مرجع جواب
مͬ�باشد. منطقͬ یافته سازمان مش�های انتخاب آنͽاه باشد، ممͺن نوسانات با تراز اگر مͬ�کنیم،

مͬ�باشد. مهم تطبیقͬ، به��صورت L و h پارامترهای بین رابطه انتخاب هنوز به�هرحال،
سمت عبارت در فقط آنͽاه باشد، تراز دامنه درون شده حل موضعͬ مسایل نوسانات با مش اگر
مͬ�باشد. نا�چیز تقریبا محاسبات برای تلاش که معناست بدان این که بود، خواهد متفاوت راست
ماتریس با یͺسانͬ اشتراک ،(١۴.۶) معادله در موضعͬ محاسبات از باشد، دوره�ای همیشه f اگر

مͬ�آوریم. بدست ،d بردار و T اصلاح�شده
ظاهر تͺراری به�صورت محاسبات در همیشه مͬ�باشند، مرز از بخش�هایͬ شامل که وصله�هایͬ

دارد. محاسبه به نیاز نوع هر از ͬͺی و شد خواهند

تطبیقͬ الͽوریتم ۵.۶

را زیر برآورد مͬ�سازیم. تطبیقͬ الͽوریتم ͷی ،(٩.٣.۶) قضیه انرژی نورم برآورد از استفاده با حال
مͬ�آوریم: خاطر به

∥e∥٢
a ≤ C

∑
i∈C

∥HR(Uc)∥٢
wi
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

+ C
∑
i∈F

(
∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
+ ∥hRi(Uf,i)∥٢

wi

)
∥ ١√

a
∥٢
L∞(wi)

,

(٨۴.۶)

استاندارد پسین خطای برآورد ͷی عبارت اولین مͬ�باشد. فهم قابل به�راحتͬ خطا این بخش سه هر
را موضعͬ مسایل از ͷی هیچ اگر مثال به�عنوان مͬ�باشد. درشت مش روی گالرکین جواب برای
مسایل حل از ناشͬ خطای دوم، مجموع از بخش اولین مͬ�آوریم. بدست را عبارت این نͺنیم، حل
نرمال مشتق ،Σ(Uf,i) که داریم یاد به مͬ�دهد. نشان را دامنه کل به�جای ،wi وصله�های روی موضعͬ
دوم، مجموع از بخش دومین سرانجام، مͬ�دهد. نشان را وصله�ها مرز روی ظریف مقیاس جواب
دوم مجموع بخش دو مͬ�کنیم، استفاده روش این از که وقتͬ مͬ�کند. بیان را ظریف مقیاس دقت
اندازه افزایش مͬ�باشد. وصله اندازه عبارت، اولین مͬ�کند. اشاره سود پارامترهای به واضح به�طور
Uf,i نرمال مشتق از تقریب ͷی Σi(Uf,i) چون�که داد، خواهد کاهش را ∥

√
HΣi(Uf,i)∥∂wi

وصله،
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مقیاس معادلات راست سمت عبارت در موضعͬ بار از ناشͬ وصله اندازه افزایش با که مͬ�باشد
همه در Uf,i نیروهای که مͬ�کند تقسیم�بندی به�گونه�ای را فضاها و مͬ�یابد کاهش ،(١٧.۶) ظریف
با موضعͬ مسایل گسسته�سازی برای تلاش بخش، دومین مͬ�شود. صفر با برابر درشت گره�های

مͬ�کند. بیان را hظریف مقیاس مش اندازه از استفاده
مͬ�کنیم: بیان ،(٨۴.۶) خطای برآورد پایه بر را زیر تطبیقͬ الͽوریتم حال

الͽوریتم

مͬ�کنیم. شروع F درون گره�های گرفتن نظر در بدون .١

مͬ�کنیم. محاسبه درشت، مش روی (١٧.۶) معادله حل با را Uc جواب ͷی .٢

مͬ�کنیم: محاسبه زیر به�صورت و درشت گره هر برای را مانده ،i ∈ C هر برای .٣
Ri = ∥HR(Uc)∥٢

wi
.

دوم بخش و Si = ∥
√
HΣ(Uf,i)∥٢

∂wi
یعنͬ موضعͬ مسایل از اول بخش ،i ∈ F هر برای .۴
مͬ�کنیم. محاسبه را Wi = ∥hRi(Uf,i)∥٢

wi
یعنͬ

دو، هر یا Wi یا Si در بزرگ مقادیر برای مͬ�کنیم. اضافه F به را i ،Ri بزرگ مقادیر برای .۵
،i موضعͬ مساله برای را ظریف مقیاس مش اندازه یا و مͬ�دهیم افزایش را لایه�ها شمار یا
این�صورت غیر در و مͬ�شویم متوقف رسیدیم، مطلوب ٢١ تحملͬ به اگر مͬ�دهیم. کاهش

مͬ�گردیم. بر (٢) به

از استفاده با که مͬ�شود آغاز درشت مقیاس روی تطبیقͬ به�صورت مش تظریف با ایده، این
الͽوریتم از استفاده با زمانͬ�که مͬ�آید. بدست نمودن، درشت و ظریف با استاندارد، تͺنی�ͷهای
نمودن درشت از که دارد وجود امͺان این همیشه مͬ�کنیم، حل را موضعͬ مسایل و شروع بالا
پارامتر افزایش با مͬ�توان را کار این کنیم. استفاده دارند، خوب خیلͬ جواب که ناحیه�هایͬ در
انجام Wi و Si ٢٢ شاخص�های طبق بر آن که داد انجام ،L وصله� اندازه کاهش یا h موضعͬ مش

مͬ�گیرد.

عددی مثال�های ۶.۶

مͬ�کنیم. حل را یͺنواخت مثلثͬ مش ͷی روی شده تعریف خطͬ قطعه�وار تقریب با مدل مساله

به شͺافͬ با واحد مربعͬ به�شͺل Ω و f = ١ ،a = ١ که مͬ�کنیم فرض اول مثال در .١.۶.۶ مثال
با را مساله مͬ�باشد. صفر الزامͬ به�طور شͺاف، شامل مرز روی ،u جواب مͬ�باشد. بعلاوه، شͺل

٢١Tolerance
٢٢Indicators
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الͽوریتم در مرحله ͷی از بعد خطا میانͬ شͺل گالرکین، جواب سمتچپخطای شͺل :٢.۶ شͺل
مͬ�دهد. نشان را تطبیقͬ الͽوریتم در مرحله دو از بعد خطای راست سمت شͺل و تطبیقͬ

نا�پیوسته سیاه، نواحͬ روی a = ٠٫ ٠۵ و سفید نواحͬ روی a = ١ مقادیر با ضریب :٣.۶ شͺل
است.

ͷی با مͬ�کنیم. حل تͺرار، هر در ٢٠٪ تظریف سطح ͷی با شده ارایه تطبیقͬ الͽوریتم از استفاده
مͬ�کنیم. شروع موضعͬ، مسایل برای لایه�ای ستاره ͷی و تظریف

مͬ�یابد. افزایش دو به لایه�ها تعداد اما نمͬ�شود اضافه بیشتری موضعͬ مسایل دوم، تͺرار از بعد

مͬ�گیرد. درشت، گره�های همه برای لایه�ها تعداد افزایش به تصمیم الͽوریتم، که مͬ�شود مشاهده
همان دقیق به�طور این نیست. ͷکوچ وصله�ها مرز روی ،Uf,i نرمال مشتق که مͬ�دهد نشان این
شͺاف�ها به ͷنزدی مرکز با را Uf,i از خاص انتخاب ͷی اگر مͬ�آوریم، بدست که است چیزی
جواب در ثابت علامت�دار خطای ͷی که دارد ثابت علامت ͷی موضعͬ ͷکم کنیم. بررسͬ
از بعد جواب�های و استاندارد گالرکین جواب خطای ،(٢.۶) شͺل در مͬ�دهد. نشان را گالرکین
شͺل سه هر در مͬ�کنیم. بررسͬ مرجع جواب به نسبت را تطبیقͬ الͽوریتم دوم و اول مرتبه تͺرار
مثبت خطا و دارد تͺین نقاط در بزرگ خطای گالرکین جواب است. شده استفاده یͺسان مقیاسͬ از

مͬ�دهند. کاهش تͺرار هر در را خطا موضعͬ، مسایل که مͬ�بینیم مͬ�باشد.

ضریب اما مͬ�کنیم. استفاده واحد، مربع مثل ساده هندسͬ شͺل ͷی از مثال، این در .٢.۶.۶ مثال
ضخامت مͬ�گیریم. نظر در ،(٣.۶) شͺل به توجه با و ε = ١

٨ دوره با نوسان سرعت به�عنوان را a
آوردن بدست به�منظور که است مقیاسͬ این و مͬ�باشد ١

٩۶ با برابر a = ٠٫ ٠۵ با سیاه مربع�های
h = ١

١٩٢ آن در که ظریف فضای روی مرجع جواب ͷی داریم. آن، حل به نیاز خوب تقریب ͷی
روی مربع�سازی از استفاده با آمده بدست استاندارد گالرکین با را آن و مͬ�کنیم محاسبه مͬ�باشد،
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و درشت مش روی استاندارد گالرکین میانͬ شͺل مرجع، جواب چپ سمت شͺل :۴.۶ شͺل
مͬ�باشد. لایه�ای ستاره دو از استفاده با موضعͬ مسایل از حاصل جواب راست سمت شͺل

حاصل جواب خطای راست سمت شͺل و استاندارد گالرکین خطای چپ سمت شͺل :۵.۶ شͺل
مͬ�باشد. لایه�ای ستاره دو با موضعͬ مسایل از

گالرکین که مͬ�بینیم مͬ�کنیم. مقایسه موضعͬ، مسایل حل بدون و حل با ،H = ١
۴٨ درشت مش

ببینید) را (۴.۶) (شͺل مͬ�شود انجام مساله این برای بد شͺلͬ به درشت مش ͷی روی استاندارد
شده حل ظریف مقیاس ویژگͬ�های اگر که مͬ�بینیم (۵٧.۶) معادله از نیست. عجیب این البته که
H = ١

۴٨ حالت این در نداریم. خطا از کنترلͬ هیچ مͬ�کنیم، استفاده گالرکین از که زمانͬ تا نباشد
تͺرار از دوره�ای تا�کنون که چند هر مͬ�باشند، ١

٩۶ اندازه از ظریف مقیاس ویژگͬ�های اما مͬ�باشد،
بوده�است. ١

٨

از خوب بسیار بهبود ͷی دیͽر سوی از شده�است. محاسبه لایه�ای ستاره دو از استفاده با تقریب
به�علت فقط خطا و هستند شده حل ظریف مقیاس ویژگͬ�های این�جا، در مͬ�دهد. ارایه را جواب
مرجع جواب و جواب این بین خطای اگر و مͬ�باشد صحیح اندازه مͬ�باشد. وصله�ها به محدودیت
مش کنید. مشاهده را (۵.۶) شͺل مͬ�آوریم. بدست کوچ�ͷتر برابر ده خطایͬ کنیم، بررسͬ را
از کمͬ بسیار تعداد حل با مͬ�تواند جواب این بنابراین، مͬ�باشد. a نوسانات با هم�تراز درشت،

شود. محاسبه کم، بسیار هزینه�های صرف با و ͷکوچ موضعͬ مسایل
ͷی از استفاده به�جای اصلاح�شده سختͬ ماتریس ͷی محاسبه شد، گفته قبل از که همان�طور
بدانید است جالب روش این درک برای مͬ�باشد. موثر خیلͬ دوره�ای محیط در تͺراری، تقریب
از طیفͬ مطالعه به�وسیله، را کار این ما مͬ�کند. اصلاح را سختͬ ماتریس روش این چطور که
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و کم�اهمیت�ترین از تا بیست مͬ�دهیم. انجام لایه�ها از مختلفͬ شمار برای A + T ماتریس نتایج
که است این مͬ�کنیم توجه آن به که چیزی اولین مͬ�کنیم. بررسͬ را ٢٣ ویژه مقادیر پر�اهمیت�ترین
چون�که است، طبیعͬ امری این که مͬ�باشد A ویژه مقادیر از کوچͺتر همیشه A + T ویژه مقادیر
لایه، دو از پس که مͬ�کنیم مشاهده همچنین مͬ�دهد. افزایش را عملͽر ویژه مقادیر گسسته�سازی،

مͬ�آوریم. بدست مͬ�خواهیم، تقریب منظور به ما که صحیحͬ طیف با خوب خیلͬ سازش
هیچ�گاه تقریبͬ به�طور لایه�ای، ستاره ͷی از استفاده با که مͬ�گیریم نتیجه عددی، مثال�های از
خوب بسیار را گالرکین جواب لایه�ای، ستاره دو اما آورد بدست خوبͬ کافͬ اندازه به دقت نمͬ�توان

مͬ�بخشد. بهبود

٢٣Eigenvalues





٧ فصل

بر�پایه تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های
پسین: خطای برآورد

بیضوی مسایل برای دوگان تͺنی�ͷهای

مقدمه ١.٧

چند�مقیاسͬ، روش در ظریف مقیاس معادله عددی تقریب برای ساده ͷنیͺت ͷی فصل، این در
به واحد، افراز ͷی از استفاده با را ظریف مقیاس مانده که است این اصلͬ ایده مͬ�دهیم. ارایه
مرزی شرایط با وصله�ها، روی را متناظر مجزای موضعͬ مسایل و مͬ�کنیم تقسیم موضعͬ کم�ͷهای
زده تخمین ،Uf =

∑
i Uf,i مجموع به�وسیله ظریف مقیاس جواب مͬ�کنیم. حل همͽن دیریͺله

ظریف مقیاس مش اندازه به Uf دقت مͬ�باشند. موضعͬ مسایل جواب�های ،Uf,i آن در که مͬ�شود
موازی طبیعͬ به�طور ظریف، مقیاس محاسبات که داریم توجه دارد. ͬͽوابست وصله�ها، اندازه و h

مͬ�باشد.
درشت مش اندازه خودکار کنترل برای تطبیقͬ الͽوریتم ساخت به�دنبال کارایͬ، بهینه�سازی منظور به
خطای از پسین برآورد پایه بر الͽوریتم این هستیم. وصله�ها، اندازه و h ظریف مش اندازه ،H

مͬ�باشد: a متغیر ضریب با پواسون معادله برای ،e = u− Uc − Uf

(e, ψ) =
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

((φiR(Uc), ϕf )− a(Uf,i, ϕf )), (١.٧)

آن در موضعͬ غیر مسایل که گره�هایͬ به C مͬ�باشد. شده داده توزیع ͷی ،ψ ∈ H−١(Ω) آن در که
مقیاس جواب Uc دارد. اشاره شده�است، حل موضعͬ مسایل آن در که گره�هایͬ به نیز F و شده حل
،{φi}i∈C∪F مͬ�باشد. مانده ،R(U) = f + ∇.a∇U و است U = Uc + Uf و مͬ�باشد درشت
مͬ�باشد. ψ از منتج دوگان جواب ͷی از ظریف مقیاس بخش ،ϕf و هستند درشت پایه�ای توابع

عبارت مͬ�آید. بدست برآورد در اول عبارت فقط باشند، نشده حل ظریف مقیاس معادلات اگر
موضعͬ مسایل آن در که ،wi وصله اندازه با h ظریف مقیاس مش پارامتر به مͬ�شود مربوط دوم

٧١



٧٢ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

�آمده�است. بدست انرژی، نورم در خطا برای مشابه برآوردی ،(٩.٣.۶) قضیه در هستند. شده حل
بر مثال برای چند�مقیاسͬ، روش�های از دیͽری انواع به مͬ�تواند و است کلͬ به�نسبت چارچوب

یابد. توسعه موضعͬ نویمن مسایل اساس
مساله این از وردشͬ چند�مقیاسͬ فرمول�بندی و مͬ�کنیم معرفͬ را مدل مساله ابتدا بخش، این در
در مͬ�کنیم. بحث ظریف و درشت مقیاس فضاهای تقسیم مورد در همچنین مͬ�دهیم. انجام را
در مͬ�شوند. تطبیقͬ الͽوریتم به منجر نتایج این مͬ�دهیم. ارایه خطا از پسین برآورد ͷی بعد بخش

مͬ�آوریم. را عددی نتایج هم نهایت

وردشͬ چند�مقیاسͬ روش ٢.٧

مدل مساله ١.٢.٧

با مͬ�کنیم. بررسͬ مشابه، دیریͺله مرزی شرایط و a ١ نوسانͬ بسیار ضریب با را پواسون معادله
داریم: ،(۴.۶) رابطه به توجه

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را u ∈ H١
٠ (Ω)

−∇ · a∇u = f, in Ω, (٢.٧)

و مͬ�باشد Γ مرز با ٣ یا ٢ ،١ با برابر d و Rd در چند�ضلعͬ دامنه ͷی Ω آن در که کند، صدق
که: به�قسمͬ است، a ∈ L∞(Ω) و f ∈ L٢(Ω)

a(x) ≥ α٠ > ٠, ∀x ∈ Ω,

مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت ،(٢.٧) از وردشͬ فرم ،(۶.۶) رابطه به توجه با حال
رابطه که بیابید به�گونه�ای را u ∈ V = H١

٠ (Ω)

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V , (٣.٧)

خطͬ دو فرم به توجه با
a(u, v) = (a∇u,∇v), ∀u, v ∈ V , (۴.٧)

باشد. برقرار

وردشͬ چند�مقیاسͬ روش ٢.٢.٧

در را ظریف مقیاس ͷی و درشت مقیاس ͷی مͬ�گیریم، به�کار را وردشͬ چند�مقیاسͬ فرمول�بندی
که: به�قسمͬ مͬ�کنیم، انتخاب را Vf ⊂ V و Vc ⊂ V فضای دو مͬ�کنیم. معرفͬ مساله

V = Vc ⊕ Vf , (۵.٧)

١Highly Oscillating



٧٣ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش .٢.٧

داریم: (٣.٧) رابطه در اعمال با سپس
رابطه در که بیابید به�گونه�ای را uf ∈ Vf و uc ∈ Vca(uc, vc) + a(uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(uc, vf ) + a(uf , vf ) = (f, vf ), ∀vf ∈ Vf ,
(۶.٧)

کند. صدق
مͬ�باشد: زیر به�صورت شده تعریف مانده نشان�دهنده که ،R : V → V ′ گیریم مͬ نظر در

(R(v), w) = (f, w)− a(v, w), ∀w ∈ V , (٧.٧)

مͬ�شود: زیر به�صورت ظریف مقیاس معادله ،(٧.٧) رابطه بنابه
رابطه که بیابید به�گونه�ای را uf ∈ Vf

a(uf , vf ) = (R(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , (٨.٧)

باشد. برقرار
جواب گرفتن نظر در با مͬ�باشد. درشت مقیاس جواب مانده از منتج ظریف مقیاس جواب بنابراین
اصلاح درشت مقیاس مساله به ،(۶.٧) مساله درشت بخش برای ،uf = TR(uc) به�صورت uf

مͬ�رسیم: شده
a(uc, vc) + a(TR(uc), vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc, (٩.٧)

محاسبه درشت، مقیاس�های ظریفروی تاثیراتمقیاس�های برای سمتچپ، عبارتدوم آن در که
مͬ�شوند.

موضعͬ دیریͺله مسایل بر�پایه وردشͬ چند�مقیاسͬ روش ٣.٢.٧

مͬ�کنیم معرفͬ ،HK قطر با و K منظم شͺل با عناصر روی Ω دامنه از K = {K} افراز ͷی
از فضایͬ به�عنوان را Vc علاوه�بر�این، مͬ�گیریم. نظر در گره�ها از مجموعه�ای به�عنوان را N و

مͬ�گیریم. نظر در K روی شده تعریف ،p درجه از پیوسته قطعه�وار چند�جمله�ای�های
تخمین مجزا، مسایل از مجموعه ͷی با را ظریف مقیاس معادله که بسازیم الͽوریتمͬ باید اکنون

بزند.
داریم: این�جا در که ،uf =

∑
i∈N uf,i نوشتن با مͬ�کنیم شروع

a(uf,i, vf ) = (φiR(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , (١٠.٧)

افراز ͷی {φi}i∈N که داریم توجه مͬ�باشد. Vc در لاگرانژ پایه�ای توابع از مجموعه�ای {φi}i∈N و
با عناصر از مجموعه�ای به مͬ�باشد. i گره شده گذاشته اشتراک به عناصر روی بر محملͬ با واحد،
بنابراین مشخصمͬ�کنیم. Si١ با آن�را و مͬ�شود گفته i گره یͷمشستاره�ایدر ،i گره در یͷگوشه
این شده�است. ایجاد ،φiR(uc) موضعͬ مانده به�وسیله ظریف، مقیاس اثرات با متناظر uf,i توابع
زیر مساله و مͬ�کنیم اعمال ،(۶.٧) ظریف مقیاس معادله از راست سمت عبارت در را uf از بسط

مͬ�آوریم: بدست را



٧۴ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را uf =
∑

i∈N uf,i ∈ Vf و uc ∈ Vca(uc, vc) + a(uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(uf,i, vf ) = (φiR(uc), vf ), ∀vf ∈ Vf , i ∈ N ,
(١١.٧)

کند. صدق
گام، دو در تقریبͬ به�صورت (١١.٧) مساله حل برای متناهͬ، عناصر روش ساختار واقعیت از

مͬ�شود. استفاده

supp(φi) ⊂ wi ⊂ Ω که به�قسمͬ مͬ�کنیم تعریف wi وصله ͷی درشت، گروه هر برای •
مͬ�کنیم. مشخص ∂wi با را wi مرز باشد.

با ظریف مش ͷی به توجه با را Vhf (wi) قطعه�وار چند�جمله�ای فضاهای وصله�ها، این روی •
ظریف، مش روی قطعه�وار ثابت تابع ͷی به�عنوان که مͬ�گیریم نظر در ،h = h(x)مش تابع

هستند. صفر با برابر ∂wi مرز روی ،Vhf (wi) در توابع مͬ�شوند. تعریف

مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت �آمده بدست روش
رابطه در که بیابید به�گونه�ای را ،Uf,i ∈ Vhf (wi) آن در که Uf =

∑n
i Uf,i و Uc ∈ Vca(Uc, vc) + a(Uf , vc) = (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

a(Uf,i, vf ) = (φiR(Uc), vf ), ∀vf ∈ Vhf (wi), i ∈ N ,
(١٢.٧)

کند. صدق
هستند، صفر با برابر ∂wi مرز روی Vhf (wi) موضعͬ متناهͬ عناصر فضاهای در توابع که آن�جا از

بود. خواهند پیوسته ،U = Uc + Uf درنتیجه و Uf

مسایل جواب دامنه، از بخشͬ روی که نیست لازم چند�مقیاسͬ، پدیده با مسایل برای .١.٢.٧ تذکر
مسایل که گره�هایͬ به ،C ⊂ N که مͬ�کنیم فرض باشد. موجود درشت گره�های همه برای موضعͬ
هستند، شده حل آن در موضعͬ مسایل که گره�هایͬ به ،F ⊂ N و شده حل آن در موضعͬ غیر

مͬ�باشد. صفر با برابر Uf,i ،i ∈ C برای مͬ�باشد. C ∪ F = N که است بدیهͬ دارد. اشاره

ستاره�ای مش برای نماد ͷی است. مهم بسیار ،wi دامنه�های زیر انتخاب روش این در .٢.٢.٧ تذکر
است. زیر به�صورت بازگشتͬ به�صورت درشت عناصر از لایه زیاد تعداد با

یافته توسعه مش ستاره باشد. i گره در φi لاگرانژ پایه�ای توابع از پوششͬ Si١ که مͬ�کنیم فرض
مͬ�باشد: زیر به�صورت

SiL = ∪xj∈Si
L−١

Sj١,

این�جا در مͬ�شوند. شامل نیز را مرز روی گره�های و مͬ�باشد φj(xj) = ١ آن در که ،L > ١ برای
مͬ�کند. مشخص را لایه�ها تعداد ،L



٧۵ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش .٢.٧

زیر�فضاها ۴.٢.٧

پایه�ای روش سه شود. انجام مختلف روش�های به مͬ�تواند ،Vf ظریف مقیاس فضاهای انتخاب
یا ͷکوچ موج با اصلاح�شده موروثͬ پایه�ای روش و ٣ BPX مقدماتͬ شرط ،٢ HB یا موروثͬ
این مورد در را مقدماتͬ روش، سه این ارایه از پیش اما مͬ�کنیم. بیان اختصار به را ۴ WHB

مͬ�کنیم. بیان روش�ها
از متوالͬ تظریف مͬ�گیریم. نظر در چندسطحͬ موروثͬ پایه�ای توابع از بازه�ای به�عنوان را Sj ابتدا

مͬ�دهند: تشͺیل زیر به�صورت تو�در�تو دنباله�ای متناهͬ، عناصر فضاهای
S٠ ⊂ S١ ⊂ · · · ⊂ Sj ⊂ · · · ⊂ H١

٠ (Ω).

را موضعͬ شده تظریف مش ͷی در حاصل (ظریف) گره�های که مͬ�گیریم نظر در را N f
j حال

مͬ�شود: زیر به�صورت طبیعͬ به�طور ،j سطح در تجزیه سپس مͬ�کند. مشخص
Nj = Nj−١ ∪N f

j . (١٣.٧)

مͬ�باشد. متناظر گره��ای پایه�ای توابع در (١٣.٧) گره�های موروثͬ مرتب�سازی انعͺاس کلیدی، نͺته
مͬ�آوریم: بدست را موروثͬ تقسیم ͷی نتیجه در

Sj = Sj−١ ⊕ Sfj ,

انتخاب Sj−١ مͺمل به�عنوان Sfj برش فضای که داریم نظر در مͬ�نامند. برش فضای را Sfj آن در که
داریم: یعنͬ شده�است.

Sfj = (πj − πj−١)Sj,

مͬ�باشد: زیر ویژگͬ سه با خطͬ عملͽر ͷی ،πj : L٢ → Sj آن در که

πj|Sj = I,

πjπk = πmin{j, k},

∥(πj − πj−١)u
(j)∥L٢ ≃ ∥u(j)∥L٢ , u(j) ∈ (Ij − Ij−١)Sj,

مͬ�باشد. متناهͬ عنصر درون�یابͬ عملͽر مشخص�کننده ،Ij : L٢(Ω) → Sj آن در که
این که داریم قصد مͬ�کند. مشخص را L٢ نͽاشت ،Qj : L٢(Ω) → Sj که مͬ�کنیم فرض حال
به�ترتیب که ببریم به�کار مختلف، مثال�های روی ،Qj و Ij با برابر πj انتخاب به�وسیله را چارچوب

شد. خواهد منجر BPX و HB مقدماتͬ شرط به
شرطͬ عدد حالͬ�که در است، دیͽر روش دو از بهتر جهات برخͬ از ،WHB مقدماتͬ شرط
عملͽرهای از استفاده نوعͬ به و است پایدار ،πj تعریف در Qj دادن قرار با ،HB مقدماتͬ شرط
مͬ�کند. تضمین را تͺرار هر در ذخیره�سازی هزینه و محاسبات ͬͽبهین زمان، همان در Ij − Ij−١

٢Hierarchical Basis
٣Bramble-Pasciak-Xu Preconditioner
۴Wavelet Modified Hierarchical Basis



٧۶ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

هستند: زیر به�صورت مͬ�باشند، هدف دو هر پاسخͽوی حال، عین در که عملͽرهایͬ

Wk =

j−١∏
k=١

Ij +Qa
j (Ij+١ − Ij), (١۴.٧)

جایͽزین Qa
j محاسباتͬ، عملͬ تقریب ͷی به�وسیله ،L٢ دقیق نͽاشت این در .Wj = I همراه�با

زیر: صورت به شده�است، Qj

Qa
j : L٢ → Sj.

مͬ�گیریم: نظر در WHB و BPX ،HB روش سه هر برای را Sfj برش فضای نهایت در

HB : Sfj = (Ij − Ij−١)Sj , (١۵.٧)

BPX : Sfj = (Qj −Qj−١)Sj , (١۶.٧)

WHB : Sfj = (Wj −Wj−١)Sj = (I −Qa
j−١)(I − Ij−١)Sj . (١٧.٧)

φWHB با را ͷکوچ موج با اصلاح�شده موروثͬ پایه�ای تابع و φHB با را موروثͬ پایه�ای تابع اگر
داریم: (١٧.٧) و (١۵.٧) روابط گرفتن نظر در با آنͽاه دهیم، نمایش

φWHB = (I −Qa
j−١)φHB. (١٨.٧)

مͬ�کنیم؛ بیان را روش سه این اختصار به حال مͬ�باشد. [١] منبع از بر�گرفته فوق مقدماتͬ مطالب

موروثͬ پایه�ای روش

باشد: زیر به�صورت Vf که فرضمͬ�کنیم است. Vf برای تقریب ساده�ترین شاید و اولین روش، این

Vf = {v ∈ V : v(xj) = ٠, j = N},

قطعه�وار چند�جمله�ای�های توسط ،Vf که وقتͬ مͬ�باشند. درشت مش گره�های ،{xi}i∈N آن در که
مقیاسظریف، برای پایه�ای توابع معناستکه بدان مͬ�شود، رویمشظریفگسسته�سازی استاندارد

داشت. خواهند ظریف مقیاس ستاره�های روی محملͬ

BPX مقدماتͬ شرط

حالت این در مͬ�کند. استفاده Vc با L٢(Ω) تعامد از که مͬ�باشد Vf برای تقریب دومین روش این
ظریف ستاره�ای مش از خارج سرعت به اما داریم ظریف مقیاس پایه�ای توابع برای کلͬ محملͬ

مͬ�شود. تجزیه

ͷکوچ موج با اصلاح�شده موروثͬ پایه�ای روش

به�عنوان ،Vf مقیاسظریف فضای روش، این در مͬ�باشد. روشگفته�شده دو از روشترکیبͬ سومین
که نظرداریم در مͬ�شود. تعریف موروثͬ، پایه�ای روش از L٢(Ω) متعامد نسخه برای تقریب ͷی

برای ژاکوبͬ) تͺرارهای از اندکͬ (تعداد تقریبͬ جواب ͷی ،Qa
cv ∈ Vc

(Qa
cv, w) = (v, w), ∀w ∈ Vc, (١٩.٧)



٧٧ پسین خطای برآورد .٣.٧

ژاکوبͬ تͺرار دو با WHB تابع راست، سمت شͺل و HB تابع چپ، سمت شͺل :١.٧ شͺل
مͬ�باشد.

بنابه را φHB موروثͬ پایه�ای تابع با مرتبط ͷکوچ موج با اصلاح�شده موروثͬ تابع و مͬ�باشد
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت ،(١٨.٧)

φWHB = (I −Qa
c)φHB, (٢٠.٧)

مͬ�شویم. متمرکز ،WHB روش روی فصل این در کنید. مشاهده را (١.٧) شͺل

پسین خطای برآورد ٣.٧

دوگان مساله ١.٣.٧

ψ ∈ H−١(Ω) و e = u− U با همراه (e, ψ) شده داده خطͬ تابع ͷی در را خطا از پسینͬ برآورد
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را دوگان مساله مͬ�گیریم. نتیجه شده، داده وزن ͷی به�عنوان

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را ϕ ∈ V
a(v, ϕ) = (v, ψ), ∀v ∈ V , (٢١.٧)

کند. صدق
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت فرآیند این تطبیقͬ، وردشͬ چند�مقیاسͬ روش در

رابطه که بیابید به�گونه�ای را ϕf ∈ Vf و ϕc ∈ Vca(vc, ϕc) + a(vc, ϕf ) = (vc, ψ), ∀vc ∈ Vc,

a(vf , ϕf ) + a(vf , ϕc) = (vf , ψ), ∀vf ∈ Vf ,
(٢٢.٧)

باشد. برقرار

خطا نمایش فرمول ٢.٣.٧

دو هر شامل که مͬ�گیریم نتیجه ،(١٢.٧) متناهͬ عناصر روش از ۵ خطا نمایش فرمول ͷی حال
مͬ�باشد. ef =

∑
i∈N (uf,i − Uf,i) ظریف مقایس خطای و ec = uc − Uc درشت مقیاس خطای

۵Error Representation Formula



٧٨ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

خطای از خطͬ تابع ͷی برای را پسین خطای برآورد ͷی ،(٢٢.٧) دوگان مساله از استفاده با
(١١.٧) معادله درشت بخش از را (١٢.٧) معادله درشت بخش اگر مͬ�گیریم. نتیجه ،e = ec+ef

مͬ�شود: حاصل گالرکین تعامد کنیم، کم
a(uc − Uc, vc) + a(uf − Uf , vc) = (f, vc)− (f, vc), ∀vc ∈ Vc,

داریم: نتیجه در
a(ec, vc) + a(ef , vc) = ٠, ∀vc ∈ Vc. (٢٣.٧)

داریم: ،i ∈ F برای ظریف مقیاس معادله روی استدلال همین با
a(uf,i − Uf,i, vf ) = (φiR(uc)− φiR(Uc), vf ),

داریم: نتیجه در
a(ef,i, vf ) = (φi(R(uc)−R(Uc)), vf ),

داریم: پس است، خطͬ R که چون
a(ef,i, vf ) = (φi(R(uc − Uc)), vf ) = (φi(R(ec)), vf ) = (R(ec), φivf ), (٢۴.٧)

داریم: ،(٨.۶) تعریف به توجه با
(R(ec), φivf ) = (f, φivf )− a(ec, φivf ), (٢۵.٧)

داریم: (٢۵.٧) و (٢۴.٧) روابط گرفتن نظر در با
a(ef,i, vf ) = (f, φivf )− a(ec, φivf ), (٢۶.٧)

داریم: (٢۶.٧) رابطه از مͬ�باشد، (f, φivf ) = ٠ که جا آن از
a(ef,i, vf ) = −a(ec, φivf ), vf ∈ Vhf (w١). (٢٧.٧)

هستیم. خطا نمایش فرمول ͷی شرح برای آماده حال

داریم: آنͽاه باشد، ψ ∈ H−١(Ω) اگر .١.٣.٧ قضیه
(e, ψ) =

∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

((φiR(Uc), ϕf )− a(Uf,i, ϕf )). (٢٨.٧)

داریم: ،v = e = u− Uc − Uf گرفتن نظر در با و مͬ�کنیم شروع دوگان مساله تعریف با برهان.

(e, ψ) = a(e, ϕ)

= a(e, ϕf + ϕc)

= a(e, ϕf ) + a(e, ϕc), (٢٩.٧)

مͬ�گیریم: نظر در را (٢٣.٧) رابطه حال
a(ec, vc) + a(ef , vc) = ٠, ∀vc ∈ Vc, (٣٠.٧)

داریم: (٣٠.٧) رابطه از
a(e, vc) = ٠, ∀vc ∈ Vc, (٣١.٧)



٧٩ پسین خطای برآورد .٣.٧

داریم: (٣١.٧) رابطه به توجه با ،ϕc ∈ Vc که آن�جا از
a(e, ϕc) = ٠, (٣٢.٧)

داریم: (٢٩.٧) در (٣٢.٧) رابطه دادن قرار با حال

(e, ψ) = a(e, ϕf )

= a(u− Uc − Uf , ϕf )

= a(u− Uc, ϕf )− a(Uf , ϕf )

= (R(Uc), ϕf )− a(Uf , ϕf )

= (R(Uc), ϕf )−
∑
i∈F

a(Uf,i, ϕf )

=
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

(φiR(Uc), ϕf )−
∑
i∈F

a(Uf,i, ϕf )

=
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

((φiR(Uc), ϕf )− a(Uf,i, ϕf )).

شد. اثبات قضیه پس

باشد. مͬ [٧] از برگرفته قضیه این اثبات
مͬ�گیریم: نظر در را (١٢.٧) معادله از ظریف مقیاس بخش ابتدا

a(Uf,i, vf ) = (φiR(Uc), vf ), ∀vf ∈ Vhf (wi), i ∈ N , (٣٣.٧)

داریم: (٣٣.٧) رابطه از
a(Uf,i, vf )− (φiR(Uc), vf ) = ٠, ∀vf ∈ Vhf (wi), i ∈ N , (٣۴.٧)

داریم: (٣۴.٧) رابطه از ∑پس
i∈F

a(Uf,i, v
h
f,i)−

∑
i∈F

(φiR(Uc), v
h
f,i) = ٠, ∀vhf,i ∈ Vhf (wi), i ∈ N , (٣۵.٧)

توجه با مͬ�باشد. i ∈ F آن در که مͬ�گیریم نظر در را ϕf ∈ Vhf (wi) و vhf,i ∈ Vhf (wi) توابع حال
مͬ�شود: زیر به�صورت (٢٨.٧) معادله ،(٣۵.٧) رابطه به

(e, ψ) =
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

(φiR(Uc), ϕf )−
∑
i∈F

a(Uf,i, ϕf )

+
∑
i∈F

a(Uf,i, v
h
f,i)−

∑
i∈F

(φiR(Uc), v
h
f,i)

=
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

(φiR(Uc), ϕf − vhf,i)−
∑
i∈F

a(Uf,i, ϕf − vhf,i), (٣۶.٧)

مͬ�باشد. ژان اسͺات درون�یابͬ ،πh,iϕf آن در که مͬ�کنیم انتخاب را vhf,i = πh,iϕf مثال، برای
داریم: (٣۶.٧) رابطه به توجه با حال

(e, ψ) =
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf )+
∑
i∈F

((φiR(Uc), ϕf−πh,iϕf )−a(Uf,i, ϕf−πh,iϕf )) . (٣٧.٧)



٨٠ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

به نیاز است، دشوار اولیه مساله اندازه به ،(٢٢.٧) دوگان مساله حل که آن�جا از .٢.٣.٧ تذکر
تعامد دلیل به اولیه، مساله به مشابه دقت با دوگان مساله حل مͬ�باشد. معمول به�طور عددی حل
با ϕf محاسبه است. متفاوت کمͬ چیز همه زمینه این در به�هر�حال بود. نخواهد کافͬ گالرکین
صفر با برابر (e, ψ) خطای ͷی در i ∈ N برای موضعͬ مسایل روی بار)، ͷی) تظریف حداقل
که زمانͬ مͬ�باشد، wi روی محملͬ با ϕf از بخشͬ ذخیره فقط است، مهم که چیزی . نمͬ�شود
مͬ�توانند به�سختͬ ،ϕf توابع تمام مͬ�کنیم. محاسبه ،(٢٨.٧) معادلات از مجموعͬ در را i عبارت

شوند. ذخیره کامپیوتر حافظه در

تطبیقͬ الͽوریتم ۴.٧

عبارت مͬ�کنیم. استفاده تطبیقͬ الͽوریتم ساخت برای ،(١.٣.٧) قضیه در خطا نمایش فرمول از
مͬ�آوریم: یاد به را زیر

(e, ψ) =
∑
i∈C

(φiR(Uc), ϕf ) +
∑
i∈F

((φiR(Uc), ϕf )− a(Uf,i, ϕf )), (٣٨.٧)

استاندارد گالرکین از استفاده با که است چیزی آن به مشابه بسیار نمایشخطا�، فرمول از اول مجموع
دقیق به�طور مͬ�باشد، H∇ϕ با هم�ارز که ،ϕf = ϕ − ϕc تابع �مͬ�آید. بدست درشت، مش روی
مثال، برای داریم. اضافͬ تعامد ͷی دوم، مجموع برای داریم. انتظار ما که است چیزی همان

داریم: آنͽاه باشد، wi = Ω اگر مͬ�گیریم. نظر در را (٣٧.٧) معادله
ϕf − πh,iϕf ∼ h∇ϕ,

هستند. کوچ�ͷتر بسیار وصله�ها عمل در اما بدست�مͬ�آوریم، را ظریف مقیاس همͽرایͬ مثال، برای
پارامتر سه این�که مبحث این خلاصه داریم. همͽرایͬ ،H و h بین فضایͬ در نهایت، در بنابراین
اندازه و h ،H از عبارتند شوند، گرفته نظر در تطبیقͬ الͽوریتم ͷی در است نیاز که توجه مورد

وصله�ها.

تطبیقͬ الͽوریتم

مͬ�کنیم. شروع F درون گره�های گرفتن نظر در بدون .١

مͬ�کنیم. محاسبه را اولیه Uc ،(١٢.٧) معادله حل به�وسیله .٢

محاسبه درشت گره�های همه برای کم دقت با و موضعͬ به�صورت را ϕf دوگان جواب .٣
دقت با ϕf که نیست نیازی موضعͬ، محاسبات برای صحیح گره�های به اشاره (با مͬ�کنیم.

شود.) حل بالا بسیار

مقیاس مسایل آن در که درشت گره هر برای را Ci = (φiR(Uc), ϕf ) خطای کم�ͷهای .۴
برای را Fi = ((φiR(Uc), ϕf )−a(Uf,i, ϕf )) موضعͬ کم�ͷهای و شده�اند حل ظریف غیر

مͬ�کنیم. محاسبه شده�اند، حل ظریف مقیاس مسایل آن در که گره�هایͬ



٨١ عددی مثال�های .۵.٧

مͬ�باشد. هندسͬ شͺل این روی جوابمرجع راست، سمت و هندسͬ شͺل سمتچپ، :٢.٧ شͺل

،Fi در بزرگ مقادیر برای و مͬ�کنیم حل را بیشتری موضعͬ مسایل ،Ci در بزرگ مقادیر برای .۵
موضعͬ مساله برای را h ظریف مقیاس مش اندازه یا و مͬ�دهیم افزایش را لایه�ها تعداد یا
به این�صورت غیر در و مͬ�شویم متوقف شد حاصل مطلوب تحمل اگر مͬ�دهیم. کاهش ،i

مͬ�رویم. (٢)

عددی مثال�های ۵.٧

حل یͺنواخت، مثلثͬ مش ͷی روی تعریف�شده خطͬ پایه�ای توابع با را دوبعدی مدل مسایل
مͬ�کنیم.

بهبود�یافته بسیار دقتͬ ،ψ دوگان مساله در مͬ�توان چطور که مͬ�دهیم نشان مثال، این در .١.۵.٧ مثال
واحد مربعͬ آورد. بدست دامنه، این برای شاخص تابع با برابر بار انتخاب با دامنه از بخشͬ در
نظر در مͬ�باشد، صفر الزامͬ به�طور جواب آن در که بعلاوه، علامت ͷی شͺل به شͺاف ͷی با
سمت پایینͬ ربع در ψ که مͬ�کنیم فرض کنید. مشاهده را چپ) (سمت (٢.٧) شͺل مͬ�گیریم.
ͷی با برابر است، شده مشخص ͷباری شبͺه�ای به�صورت چپ) (سمت (٢.٧) شͺل در که چپ
پواسون معادله مرجع جواب راست)، (سمت (٢.٧) شͺل در باشد. صفر با برابر دامنه بقیه در و
ایده مͬ�شود. مشاهده هندسͬ، شͺل این روی همͽن دیریͺله مرزی شرایط و a = f = ١ همراه�با
شͺل در دارد. بالا دقت با حل به نیاز که نواحͬ آن انتخاب با مͬ�باشد، تطبیقͬ الͽوریتم از استفاده
از ظریف مقیاس بخش و چپ سمت در بالا در توصیف�شده ψ انتخاب با دوگان جواب ،(٣.٧)
به�وضوح تطبیقͬ، الͽوریتم در تͺرار دو از بعد شده�است. رسم راست، سمت در دوگان جواب
تطبیقͬ، الͽوریتم در دارند. چپ سمت پایین گوشه در گره�هایͬ فقط موضعͬ، مسایل که مͬ�بینیم
استاندارد گالرکین جواب ،(۴.٧) شͺل در مͬ�شود. دیده به�وضوح جواب در بهبود تͺرار، دو از بعد
مͬ�شود مشاهده مͬ�کنیم. مقایسه مرجع جواب با را تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش جواب و
بقیه در اما است، استاندارد گالرکین خطای از کوچ�ͷتر خیلͬ چپ، سمت پایینͬ ربع در خطا که



٨٢ دوگان تͺنی�ͷهای از استفاده با تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های .٧

مͬ�باشد. استاندارد گالرکین خطای به شبیه بسیار تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ خطای دامنه،

جواب از ظریف مقیاس بخش راست سمت شͺل و دوگان جواب چپ، سمت شͺل :٣.٧ شͺل
مͬ�باشد. ψ = I{٠⩽x,y⩽٠٫۵} با شده محاسبه دوگان

چند�مقیاسͬ روش خطای راست، سمت شͺل و گالرکین خطای چپ، سمت شͺل :۴.٧ شͺل
مͬ�باشد. تطبیقͬ وردشͬ

تطبیقͬ خطای راست، سمت شͺل و استاندارد گالرکین خطای چپ، سمت شͺل :۵.٧ شͺل
مͬ�باشد.



٨٣ عددی مثال�های .۵.٧

دامنه، از بخشͬ در نوسانͬ ضریب با مدل مساله ͷی به را شما توجه بعدی، مثال در .٢.۵.٧ مثال
مͬ�شود. دوگان و اولیه برابری موجب که ،f = ψ = ١ مͬ�کنیم انتخاب مثال این در مͬ�کنیم. جلب
این انجام منظور به را ψ لذا کنیم، تظریف را دامنه از معین بخش ͷی مͬ�خواستیم اول، مثال در
انتخاب را تطبیقͬ الͽوریتم و مͬ�خواهیم دامنه کل در را خوب دقت این�جا در کردیم. انتخاب کار،
ͷی با را جوابمان و استاندارد گالرکین دوباره دهد. انجام را تظریف عمل خودکار به�طور تا مͬ�کنیم
،(۵.٧) شͺل در نتیجه این مͬ�کنیم. مقایسه ظریف�تر، مش ͷی روی شده محاسبه مرجع جواب
مͬ�کنیم. مشاهده استاندارد گالرکین خطای با مقایسه در خوب بهبود ͷی دوباره مͬ�شود. مشاهده

مͬ�دهد. نشان را دامنه طول در خطا میانͽین کنترل ،ψ = ١ انتخاب
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Aabstract

We develop a new adaptive multiscale finite element method using the variational
multiscale framework together with a systematic technique for approximation of the fine
scale part of the solution. The fine scale is approximated by a sum of solutions to decoupled
localized problems, which are solved numerically. We derive an a posteriori error estimate
in the energy norm which captures the dependency of the crucial discretization parameters:
the coarse grid mesh size, the fine grid mesh size, and the sizes of the patches. Based on
the a posteriori error estimate we present an adaptive algorithm that automatically tunes
these parameters. Finally, we show how the method works in practice by presenting various
numerical examples.

Keywords: Galerkin, duality, a posteriori error estimation, adaptivity, variational
multiscale method, homogeneous, cell problem, periodic, localized problems.
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