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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

ایرانمنش، مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این

کاേઃیان ۱۳۹۲زଽه
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چൊیده
و معین K−مثبت عملگر A آن در که تکراری روش به را Ax = y معادله حل پایان�نامه، این در
کنیم. می بررسی باناخ فضای روی را است پذیر D(A)-معکوس پیوسته طور به و بسته عملگری K
یکتای جواب به موضعی همگرایی . دهیم می گسترش فریشه عملگر به را معین K−مثبت عملگر سپس
غیرخطی حالت که قوی افزاینده عملگر همچنین کنیم. می بررسی باناخ فضای روی را Ax = y معادله
می�کنیم. بیان عملگرها این برای را تقریب بهترین نتایجی و کرده معرفی را است معین عملگرK-مثبت

هموار، یکنواخت طور به باناخ فضای همگرایی، باناخ، فضای مثبت، عملگرK-معین کلیدی: کلمات
تقریب، بهترین قوی، افزاینده عملگر
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١ فصل

ها نیاز پیش و مقدمات

سپس و کرده، بیان را مجموعه این در بررسی مورد موضوع درباره مختصری تاریخچه ابتدا فصل این در
نظریه و تابعی آنالیز از پایه مفاهیم برخی به و کرده یادآوری را فصل�ها در نیاز مورد قضایای و تعاریف

کنیم. می اشاره است نیاز مورد که تقریب بهترین

تاریخچه ١.١

روش به است معین K-مثبت Aعملگر که Ax = f معادله حل تقریب زمینه در مختلفی نتایج تاکنون
از تکراری فرایند یک با را معادله جواب به قوی همگرایی ٢ آنک چیدوم١و است. شده بیان تکراری
فرایند یک از استفاده با مشابهی همگرایی نتیجه [۴] مرجع در کردند. اثبات K با A عملگر جابجایی
اوسیلیک٣ و چیدوم [٨] مرجع در همچنین آمده بدست عملگرها جابجایی اعمال بدون متفاوت تکراری
عملگرها فرضجابجای بدون (q > هموار(١ یکنواخت -به�طور q باناخ فضای روی بر را همگرایی نتایج

١Chidume

٢Aneke

٣Osilike



ها نیاز پیش و مقدمات .١ ٢

کرد. بررسی یکنواخت به�طور باناخ فضای روی بر را نتایج [١]این ۴ مرجع در چانزی بای دادند، تعمیم
و ، گسترش خاص باناخ فضای روی بر را معین K-مثبت عملگر مفهوم [۴] مرجع در آنک و چیدوم
عملگر جدید مفهوم راستا این در دادند. گسترش فرشه عملگرهای به را ها عملگر این ٢٠٠١ سال در

گرفت. قرار مطاله مورد باناخ فضای در و شد معرفی نیز مجانبی معین K-مثبت

قضایا و تعاریف ٢.١

آمده�اند. آتی فصل�های در نیاز مورد قضایای و تعاریف قسمت این در

مرتب زوج صورت این در باشد. ناتهی مجموعه�ی یک X کنیم فرض متریک) (فضای .١.٢.١ تعریف
هرگاه گوییم، متریک فضای یک را است حقیقی تابع یک d : X ×X → R که (X, d)

.d(x, y) ≥ ٠ (١
.x = yاگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ (٢

.d(x, y) = d(y, x) (٣
.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)(۴

گوییم، نرم�دار خطی فضای یک را X مختلط برداری فضای نرم�دار) خطی (فضای .٢.٢.١ تعریف
که باشند شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند نامنفی حقیقی عدد یک x ∈ X هر به هرگاه

. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،Xدر y و x هر ازای به (١

.∥αx∥ =| α | ∥x∥ آنگاه باشد اسکالر α و x ∈ X اگر (٢

x = ٠. آنگاه ∥x∥ = ٠ اگر (٣

است. کامل نرم�دار خطی فضای یک باناخ فضای باناخ) فضای ) .٣.٢.١ تعریف
باشد. همگرا فضا این در کشی دنباله هر یعنی بودن کامل

نامیده داخلی ضرب فضای یک X حقیقی خطی فضای ( داخلی ضرب (فضای .۴.٢.١ تعریف
کرد معرفی <x،y> مانند حقیقی اسکالر یک بتوان x, y ∈ X عناصر از زوج هر برای هرگاه می�شود،

باشد برقرار α ∈ R و x, y, z ∈ X هر برای زیر شرایط که
.< x, x >≥ ٠ (١

.x = ٠ اگر فقط و اگر < x, x >= ٠ (٢
.< x, y >=< y, x > (٣

۴Bia Chuanzhi



٣ قضایا و تعاریف .٢.١

.< αx, y >= α < x, y > (۴
.< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > (۵

هیلبرت فضای یک X داخلی ضرب فضای ۴.٢.١ تعریف بنابر هیلبرت) (فضای .۵.٢.١ تعریف
باشد. همگرا داخلی ضرب فضای این در کوشی دنباله�ی هر هرگاه است،

صورت این در باشند. هیلبرت فضای دو Hو٢H١ کنیم فرض ( خطی نگاشت ) .۶.٢.١ تعریف
داشته α, β اسکالرهای و x, y ∈ H١ هر برای هرگاه گوییم، خطی نگاشت را T : H١ −→ H٢ نگاشت

باشیم

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

عملگر یک از منظور صورت این در باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض ( (عملگر .٧.٢.١ تعریف
R(T ) آن برد و بوده H از فضایی زیر D(T ) آن قلمرو که است T مانند خطی نگاشت یک H در

باشد. H مشمول

کنیم می تعریف زیر صورت به را عملگر یک نرم ( عملگر نرم ) .٨.٢.١ تعریف

∥ T ∥= sup{∥ Tx ∥:∥ x ∥≤ ١}.

عملگر صورت این در باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض کراندار) عملگر ) .٩.٢.١ تعریف
x ∈ H هر برای که به�طوری باشد موجود c ثابت مقدار هرگاه گوییم، کراندار را T خطی

∥ T (x) ∥≤ c ∥ x ∥ .

دهیم. می نشان B(H) با را Hهیلبرت فضای روی کراندار خطی های عملگر تمام مجموعه همچنین،

یک T : D(T ) ⊆ H١ −→ H٢ و هیلبرت فضای H٢دو H١و فرضکنیم نمودار) ) .١٠.٢.١ تعریف
H١ ×H٢ از ای مجموعه زیر عنوان به را T (گراف) نمودار صورت این در باشد. D(T دامنه( با عملگر

کنیم. می تعریف زیر صورت به
G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )}.

گوییم، بسته را T عملگر باشند. باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض ( بسته (عملگر .١١.٢.١ تعریف
باشد. X × Y از بسته فضای زیر آن نمودار هرگاه

اگر n −→ ∞ وقتی که به�طوری باشد D(T ) در {xn}دنباله�ای اگر دیگر، عبارت به
xn −→ x∗ و Txn −→ y∗

آنگاه
x∗ ∈ D(T ) و y∗ = Tx∗

عملگری �T : X −→ Y و باناخ Yفضاهای Xو کنیم فرض بسته) گراف (قضیه .١٢.٢.١ قضیه
است. پیوسته T اگر فقط و اگر است بسته T گراف آنگاه باشد، خطی



ها نیاز پیش و مقدمات .١ ۴

شود. رجوع [١۵] مرجع به برهان.

S ∈ B(H) هرگاه است پذیر معکوس T ∈ B(H) عملگر معکوس�پذیر) (عملگر .١٣.٢.١ تعریف
.S = T−١ نویسیم می حالت این در .ST = I = TS که باشد موجود چنان

باشد. R میدان� روی دار نرم خطی فضای یک X کنیم فرض دوگان) فضای ) .١۴.٢.١ تعریف
شود. می نامیده X دوم دوگان فضای X∗∗ = B(X∗,R) و X دوگان فضای X∗ = B(X,R)

گوییم، تفکیک�پذیر را E باشد. متری فضای یک E کنیم فرض ( (تفکیک�پذیری .١۵.٢.١ تعریف
باشد. داشته چگال شمارش����پذیر حداکثر زیر�مجموعه یک حداقل E هرگاه

فاصله صورت این در .K ⊆ Eوx ∈ E باشد باناخ فضای E کنیم فرض فاصله) ) .١۶.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش dist(x,K) یا d(x,K) با را K مجموعه از x

d(x,K) = inf{∥x− y∥, y ∈ K}.

.K ⊆ Eوx ∈ E باشد. باناخ فضای E کنیم فرض تقریب) بهترین نقطه ) .١٧.٢.١ تعریف
هرگاه گوییم، x ( نقطه تقریب(نزدیک�ترین بهترین نقطه را x∗ ∈ K

∥x− x∗∥ = inf{∥x− y∥ : y ∈ K} = d(x,K).

x ∈ E و K ⊆ E برای باشد باناخ فضای E کنیم فرض تقریب) بهترین مجموعه ) .١٨.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان PK(x) با را K در x تقریب�های بهترین مجموعه

PK(x) = {y ∈ K, ∥x− y∥ = dist(x,K)}

می�نامیم. تقریب بهترین نگاشت را PK : E −→ ٢K و

هر برای هرگاه گوییم، ۵ چبیشف را E از K مجموعه زیر چبیشف) مجموعه زیر ) .١٩.٢.١ تعریف
باشد. موجود K در فرد منحصربه تقریب بهترین یک دقیقا x ∈ E

مجموعه �Kزیر که داد نشان راحتی به صورت این در K = {a} و a ∈ E کنیم فرض .٢٠.٢.١ مثال
است. �E از چبیشفی

این در باشد، تابع یک f : A −→ R و A ⊆ R کنیم فرض یکنواخت) (پیوستگی .٢١.٢.١ تعریف
هرگاه است، یکنواخت پیوسته A روی f صورت

∀ε > ٠∃δ > ٠s.t∀x٠ ∈ A, x ∈ A, [|x− x٠| < δ ⇒ |f(x)− f(x٠)| < ε]

و x, y ∈ A هر برای هرگاه است محدب A ⊆ R مجموعه ( محدب (مجموعه .٢٢.٢.١ تعریف
باشیم داشته λ ∈ [٠,١]

λx+ (١− λ)y ∈ A.

۵Chebyshev



۵ قضایا و تعاریف .٢.١

این در باشد. باناخ فضای E کنیم فرض ( محدب یکنواخت به�طور باناخ (فضای .٢٣.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به E روی را تحدب ضریب صورت

ψE(ε) = inf{١− ∥x+ y

٢ ∥ : ∥x∥ = ١ = ∥y∥, ∥x− y∥ ≥ ε}, ٠ ≤ ε ≤ ٢.

ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم، محدب یکنواخت به�طور را E باناخ فضای
.ψE(ε) > ٠

فضای دو بین پوشا و پیوسته خطی، عملگر A : X −→ Y اگر ( باز نگاشت قضیه ) .٢۴.٢.١ قضیه
است. باز نگاشت یک A آنگاه باشد، Y و Xباناخ

شود. رجوع [١۵] به برهان.

خطی عملگر T و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض کراندار) معکوس عملگر ) .٢۵.٢.١ تعریف
هرگاه گوییم، کراندار معکوس عملگر را T صورت این در باشد. D(T ) ⊂ X دامنه با Y توی به X از

باشیم داشته x ∈ D(T ) هر ازای به که طوری به باشد موجود m > ٠
∥x∥ ≤ m∥Tx∥.

دیگر، عبارت به
T−١ ∈ B(Y,X) ⇐⇒ ∃m > ٠, ∥x∥ ≤ m∥Tx∥.

و باناخ فضای دو Y Xو کنیم فرض کراندار) معکوس قضیه ) .٢۶.٢.١ قضیه
است. کراندار نیز T−١ صورت این در باشد. دوسویی و کراندار خطی، Tعملگری : X −→ Y

(٢۴.٢.١) قضیه بنابر پس می�باشد. Y و X باناخ فضای دو بین پوشا و پیوسته عملگری T برهان.
باز مجموعه هر برای صورت این در می�برد. Y در باز مجموعه به را X در بازی مجموعه T عملگر
و پیوسته T−١ لذا است باز Y در T (U) = (T−١)−١(U) رو این از است. باز Y در T (U) ،U ⊆ X

است. کراندار لذا

هر برای هرگاه گوییم، محدب را f : R −→ R تابع ( محدب (تابع .٢٧.٢.١ تعریف
باشیم داشته θ ∈ [٠,١] و x, y ∈ D(f)

f(θx+ (١− θ)y) ≤ θf(x) + (١− θ)f(y).

نگاشت صورت این در باشند. باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض ( (همانسانی .٢٨.٢.١ تعریف
باشد. پیوسته نیز T−١ و دوسویی پیوسته، نگاشتی T هرگاه گوییم، همانسانی را T : X −→ Y

f(x) = صورت این در باشند. مثبت حقیقی توابع g و f کنیم فرض ( بزرگ O ) .٢٩.٢.١ تعریف
.f(x) ≤ cg(x) که باشد داشته وجود c ثابت اگر فقط و اگر O(g(x))



٢ فصل

مربوط�به تکراری روش به معادلات حل

باناخ فضاهای در K − pd عملگر

مثبت −K عملگر را A : D(A) ⊆ E −→ E فصل این در باشد. باناخ فضای یک E کنیم فرض
دارای f ∈ E هر برای Ax = f معادله دهیم می نشان ابتدا گیریم. می نظر در D(A) دامنه با معین١
قرار مطالعه مورد را آن نتایج و کنیم می بررسی را یکتا جواب این به همگرایی سپس و است یکتا جوابی
باناخ فضای نیز و هموار یکنواخت به�طور تفکیک�پذیر باناخ فضای در را مسله این همچنین دهیم، می

می�دهیم. قرار مطالعه مورد هموار یکنواخت −q تفکیک�پذیر

١ K-positive definite operator

۶



٧ باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط تکراری روش به AX = F معادله حل .١.٢

عملگرهای به مربوط تکراری روش به Ax = f معادله حل ١.٢

باناخ فضاهای در K − pd

دامنه Kبا عملگر باشد. آن از چگال مجموعه زیر E١ و باناخ فضای یک E کنیم فرض .١.١.٢ تعریف
تحدید یعنی R(K|E١) هرگاه گوییم، پذیر E١-معکوس پیوسته طور به عملگر یک را E١ شامل D(K)

باشد. کراندار معکوس دارای K(E١) روی K و چگال E در نامیم می K(E١) را آن که E١ به K

گیریم. می نظر در A : D(A) −→ E عملگر باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف
مانند پذیر معکوس -D(A) به�طورپیوسته و بسته عملگری هرگاه گوییم، می معین K-مثبت عملگر را A

� (D(A) ⊆ D(K)) x ∈ D(A) هر برای که طوری به باشند، موجود α > ٠ همچنین و K

< Ax,Kx >≥ α∥Kx∥٢. (١.٢)

گوییم. می K − pd اختصار به را معین K-مثبت عملگر

نوشت توان می زیر �صورت (١.٢)به رابطه آنگاه باشد، Hروی همانی عملگر K = I اگر

< Ax, x >≥ α∥x∥٢

می�نامیم. معین مثبت عملگر را A صورت این در

ضابطه�ی با a ≥ ٠ و x = (x١, x٢, . . .) ∈ L٢ هر برای را A : L٢ −→ L٢ عملگر .٣.١.٢ مثال
آنگاه باشد همانی عملگر K = I اگر می�کنیم. تعریف Ax = (ax١, ax٢, . . .)

< Ax, x >=< (ax١, ax٢, ...), (x١, x٢, ....) > = a < x١, x١ > +a < x٢, x٢ > +....

= aΣ∞
i=١x

٢
i = a∥x∥٢ > (

١
٢a)∥x∥

٢.

است. معین مثبت عملگر یک A بنابراین

J : E −→ ٢E∗ نگاشت باشد. آن دوگان فضای E∗ و باناخ فضای یک E کنیم فرض .۴.١.٢ تعریف
می���نامیم. نرمال دوگان نگاشت کنیم می تعریف زیر صورت به راکه

Jx = {f ∈ E∗ :< x, f >= ∥x∥٢ = ∥f∥٢}.

است. E∗ و E عناصر بین نرمال دوگان زوج < ., . > آن در که
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برای �که می�دهیم. نمایش j : E −→ E∗ صورت به را مقداری تک نرمال دوگان نگاشت همچنین
کند می صدق زیر شرایط در که است E∗ از j(x)عضوی x ∈ E هر

< x, j(x) >= ∥x∥∥j(x)∥, ∥j(x)∥ = ∥x∥.

کنیم. می بیان را معین K-مثبت عملگر از تعریفی نرمال دوگان نگاشت تعریف از استفاده با

را A : D(A) −→ E صورت این در باشد. هیلبرت فضای یک H E کنیم فرض .۵.١.٢ تعریف
همچنین و K پذیر معکوس -D(A) به�طورپیوسته و بسته عملگر هرگاه گوییم، معین K−مثبت عملگر

باشد. برقرار زیر رابطه j(Kx) ∈ J(Kx) و x ∈ E هر برای که باشد موجود α > ٠
< Ax, j(Kx) >≥ α∥Kx∥٢.

صورت این در باشد K − pd عملگر یک A کنیم فرض .۶.١.٢ لم

کرانداراست. معکوس عملگر A (١

است. بسته Aعملگر (٢

u, v ∈ D(A) عضو دو هر برای (٣

< Au,Kv >=< Ku,Av > .

x ∈ D(A) هر برای K − pd عملگر تعریف و داخلی ضرب خواص از (١ برهان.
α∥Kx∥٢ ≤< Ax, j(Kx) >≤ ∥Ax∥∥j(Kx)∥ = ∥Ax∥∥Kx∥ (٢.٢)

بنابراین
α∥Kx∥ ≤ ∥Ax∥. (٣.٢)

است کراندار معکوس عملگر بردش روی پس است -معکوس�پذیر D(A) طور�پیوسته به K چون
x ̸= ٠ و x ∈ R(A) هر برای �که دارد وجود ای m > ٠ لذا

∥x∥ ≤ m∥Kx∥

پس
γ∥x∥ ≤ ∥Kx∥ که γ = m−١. (۴.٢)

x ∈ R(A) هر برای (۴.٢) و (٣.٢) بنابر .Kx ̸= ٠ لذا است پذیر معکوس K و x ̸= ٠ چون

αγ∥x∥ ≤ ∥Ax∥.

پس
∥x∥ ≤ m′∥Ax∥ که m′ = (αγ)−١.

است. کراندار معکوس عملگر A ٢۵.٢.١ تعریف بنابر
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اگر n −→ ∞ برای باشد، E از عنصری h و D(A) در {xn}دنباله�ای کنیم فرض (٢

مستلزم {Axn} همگرایی لذا α∥Kx∥ ≤ ∥Ax∥ چون .h = ٠ آنگاه xn −→ Axnو٠ −→ h

لذا است بسته عملگر K چون صورت این در xn −→ ٠ کنیم فرض است. {Kxn} همگرایی
(٢) قسمت بنابر باشد، D(A) در دلخواه عنصر یک y کنیم فرض Kxn −→ nآنگاه٠ −→ ∞

لم

< h,Ky >= lim
n→∞

< Axn, Ky >= lim
n→∞

< Kxn, Ay >= ٠.

پذیر -D(A)معکوس پیوسته K چون < h,Ky >= ٠ داریم y ∈ D(A) هر برای بنابراین
است. بسته عملگر A بنابراین .h = ٠ نتیجه در است. صفر مخالف K پس است

شود. رجوع [١٧] به (٣

در D(A) = D(K) �که باشد، معین K-مثبت عملگر A و باناخ فضای E کنیم فرض .٧.١.٢ قضیه
است برقرار زیر نامساوی x ∈ D(A) هر برای که دارد وجود β > ٠ صورت این

∥Ax∥ ≤ β∥Kx∥. (۵.٢)

معادله f ∈ E هر برای ، علاوه به است. E باناخ فضای با برابر A برد و بسته عملگر A همچنین،
دارد. یکتایی جواب Ax = f

می�کنیم تعریف زیر صورت به را جدید نرم و داخلی ضرب (D(A)) A دامنه روی برهان.
< x, j(y) >=< Kx, j(Ky) >, |x|١ = ∥Kx∥.

دهیم می نشان .R(K) = E بنابراین است پذیر طورپیوستهD(K)-معکوس به K چون
به دارد وجود R(K) در zn دنباله صورت این در باشد y ∈ R(K) کنیم فرض .R(K) = R(K)

پس همگرا Kxn چون .Kxn −→ y لذا xn ∈ D(K) که zn = K(xn) پس zn −→ y که قسمی
چون می�باشد α٠ به همگرا xn و K−١(K(xn)) = xn لذا است پیوسته K چون طرفی از است کشی

.R(K) = E نتیجه در y = Kα٠ ∈ R(K) پس است بسته K
یعنی R(K−١) = E داریم گیریم بکار K−١ برای K جای به را فوق بحث اگر حال

می�دهیم. نشان E٠ با را آن و است باناخ فضای یک D(K) پس .D(K) = R(K−١) = E

E٠ در دنباله�ای {xn} اگر زیرا است. بسته (D(K) = D(A)) E به E٠ از A خطی عملگر همچنین،
|xn − x١|٠ −→ ٠ .h = Ax٠ آنگاه Axn −→ h xn|و − x١|٠ −→ ٠ اگر , n −→ ∞ هرگاه باشد
لذا D(K)-معکوس�پذیر به�طورپیوسته K چون ∥K(xn − x٠)∥ −→ ٠ شده تعریف نرم به توجه با

∥xn − x٠∥ −→ ٠, n −→ ∞

داریم است بسته عملگری A لم١.٢.۶ (c) قسمت بنابر است K − pd عملگری A چون

∥A(xn − x٠)∥ −→ ٠, n −→ ∞
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قضیه(١٢.٢.١) به توجه با است. E٠بسته Ax٠پسAدر = h Axnبنابراین −→ Ax٠ دیگر عبارت به
x ∈ E هر برای �که دارد وجود β > ٠ پس است کراندار E٠ در A

∥Ax∥ ≤ β|x|١ = β∥Kx∥.

است. برقرار (۵.٢) عبارت پس

ای دنباله {xn} کنیم فرض است. بسته A : D(A) ⊆ E −→ R(A) ⊆ E دهیم می نشان اکنون
دنباله (٣.٢) بنابر .Ax = h آنگاه Axn −→ hوxn −→ x اگر n −→ ∞� � هرگاه باشد. D(A) در
Kxn −→ Kx, x ∈ D(K) هر برای می�شود نتیجه K عملگر بودن بسته است.از همگرا {Kxn}

D(A) = D(K) این�که و (۵.٢) بنابر . n −→ ∞ برای

∥A(xn − x)∥ ≤ β∥K(xn − x)∥ −→ ٠. n −→ ∞

اینکه و R(A) = E اثبات برای است. بسته عملگر A بنابراین Ax = hپس Axn −→ Ax نتیجه در
x١ ̸= xکنیم٢ فرض است. یک به یک Aکه کنیم اثبات است کافی دارد. یکتایی جواب Ax = f معادله
از استفاده با Ax١ = Ax٢ = f یا A(x١ − x٢) = ٠ صورت این در باشند Ax = f معادله جواب دو

داریم α∥Kx∥ ≤ ∥Ax∥ نامساوی

α∥K(x١ − x٢) ≤ ∥A(x١ − x٢)∥ = ٠.

شده گرفته فرض با که x١ = xنتیجه٢ در (x١ − x٢) = K−١٠ = ٠. یا K(x١ − x٢) = ٠ بنابراین
است. f ∈ E هر برای یکتا جواب دارای Ax = f معادله و R(A) = E لذا است. تناقض در

هر برای صورت این در باشد E روی دوگان نگاشت J و باناخ فضای Eیک کنیم فرض .٨.١.٢ لم
x, y ∈ E

∥x+ y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x+ y) > .

.s ∈ [٠,+∞] که φ(s) = ∥x+ sy∥٢ و باشند E دلخواه و ثابت عضو دو y و x کنیم فرض برهان.
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t ∈ [٠,١] و s١, s٢ ∈ [٠,+∞) برای صورت این در

φ(ts١ + (١− t)s٢) = ∥t(x+ s١y) + (١− t)(x+ s٢y)∥٢

≤ t٢∥x+ s١y∥٢ + (١− t)٢∥x+ s٢y∥٢ + ٢t(١− t)∥x+ s١y∥∥x+ s٢y∥

≤ t٢∥x+ s١y∥٢ ± t(١− t)∥x+ s١y∥٢ + (١− t)٢∥x+ s٢y∥٢

± t(١− t)∥x+ s٢y∥٢ + ٢t(١− t)∥x+ s١y∥∥x+ s٢y∥

≤ (t٢ + t(١− t))∥x+ s١y∥٢ + ((١− t)٢ + t(١− t))∥x+ s٢y∥٢

− t(١− t)[∥x+ s١y∥+ ∥x+ s٢y∥]٢

≤ (t٢ + t(١− t))∥x+ s١y∥٢ + ((١− t)٢ + t(١− t))∥x+ s٢y∥٢

= tφ(s١) + (١− t)φ(s٢).

s > t > ٠ هر برای پس است. محدب تابع φ : [٠,+∞) −→ [٠,+∞) صورت این در

φ(t) = φ(
t

s
· s+ (١− t

s
) · ٠)

≤ t

s
φ(s) + (١− t

s
)φ(٠)

=
t

s
(φ(s)− φ(٠)) + φ(٠).

لذا

t−١(φ(t)− φ(٠)) ≤ s−١(φ(s)− φ(٠)).
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است. موجود آن حد لذا است کراندار بالا از و افزایشی t −→ t−١(φ(t)−φ(٠)) تابع پس s > t چون

φ(١)− φ(٠) = ∥x+ y∥٢ − ∥x∥٢ ≥ lim
t→٠

t−١(φ(t)− φ(٠))

= lim
t→٠

∥x+ ty∥٢ − ∥x∥٢

t
= ٢∥x∥∥y∥

= ٢ < y, x >= ٢ < y, j(x) > .

پس
∥x+ y∥٢ ≥ ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x) > . (۶.٢)

کنیم می جایگزین x با را x− y

∥x∥٢ ≥ ∥x− y∥٢ + ٢ < y, j(x− y) > . (٧.٢)

−x با x جایگذاری با سپس
∥ − x∥٢ ≥ ∥ − x− y∥٢ − ٢ < y, j(−x− y) >

∥x∥٢ ≥ ∥x+ y∥٢ − ٢ < y, j(x+ y) > .

x, y ∈ E هر برای بنابراین
∥x+ y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x+ y) > .

صورت این در باشند. حقیقی اعداد از نامنفی های دنباله {σn} و {Φn}،{δn} کنیم فرض : .٩.١.٢ لم
�اگر

Φn+١ ≤ (١− δn)Φn + σn, n ≥ ٠ (٨.٢)

آن در که
σn = o(δn), Σδn = ∞, δ ∈ [٠,١]

آنگاه
n→ ∞ Φn → ٠.

شود. رجوع [١٩] به برهان.

با K − pd عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E و باناخ فضای E کنیم فرض .١٠.١.٢ قضیه
دارد. x∗ ∈ D(A) مانند یکتایی جواب Ax = f معادله ،f ∈ E هر برای باشد. D(A) = D(K)

در باشند. کراندار {Kvn} و {Kun} دنباله�های D(A)و در هایی دنباله {vn} و {un} کنیم فرض حال
{a′n}, {b′n}, {c′n}, {an}, {bn}, {cn} ⊆ [٠,١] حقیقی های دنباله مثبتλو و حقیقی عدد صورت این

می�کنند صدق زیر شرایط در که اند موجود
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an + bn + cn = ١ = a′n + b′n + c′n. ∀n ≥ ٠ (١

b′n ≤ bn ≤ λ, cn = b٢n. c′n = b′n. ∀n ≥ ٠ (٢

n −→ ∞, bn −→ ٠. Σn≥٠b
′
n = ∞ (٣

است. x∗ به همگرا شود می تولید زیر صورت به که {xn} تکراری دنباله x٠ ∈ D(A)

xn+١ = anyn + bn(yn − γn) + cn(vn + yn − γn). ∀n ≥ ٠

yn = a′nxn + b′n(xn − µn) + c′n(un + xn − µn). ∀n ≥ ٠

γn = K−١(Ayn − f) و µn = K−١(Axn − f). ∀n ≥ ٠

کنیم فرض دارد. یکتا جواب معادله قضیه٧.١.٢ بنابر برهان.

L = max{supn≥٠∥Kvn∥, supn≥٠∥Kun∥}.

B = max{∥Kµ٠∥, L}.

M = (١+ ٣β)B.

λ = min{ αB

٨β٢M ,
αB

٢βM − αβ
}.

صورت این در

Kγn = Ayn − f = (a′n + b′n + c′n)Axn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun − f

= Ayn − f − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun

= Kµn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun. ∀n ≥ ٠



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ١۴

ترتیب همین به

Kµn+١ = Axn+١ − f = (an + bn + cn)Ayn − (bn + cn)Aγn + cnAvn − f

= Ayn − f − (bn + cn)Aγn + cnAvn

= Kγn − (bn + cn)Aγn + cnAvn. ∀n ≥ ٠

٨.١.٢ لم بنابر

∥Kγn∥٢ = ∥Kµn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun∥٢

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢⟨(b′n + c′n)Aµn + c′nAun, j(Kµn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun)⟩

= ∥Kµn∥٢ − ٢⟨(b′n + c′n)Aµn, j(Kµn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun)⟩

+ ٢⟨c′nAun, j(Kµn − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun)⟩

= ∥Kµn∥٢ − ٢(b′n + c′n) < Aµn, j(Kγn) > +٢c′n < Aun, j(Kγn) >

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(b′n + c′n) < Aµn + Aγn − Aγn, j(Kγn) > +٢c′n < Aun, j(Kγn) >

= ∥Kµn∥٢ − ٢(b′n + c′n) < Aγn, j(Kγn) >

+ ٢(b′n + c′n) < Aγn − Aµn, j(Kγn) >

+ ٢c′n < Aun, j(Kγn) > .

٧.١.٢ قضیه و ٢.١.٢ تعریف بنابر



١۵ باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط تکراری روش به AX = F معادله حل .١.٢

∥Kγn∥٢ ≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢(b′n + c′n)[∥Aγn − Aµn∥]∥Kγn∥+ ٢c′n∥Aun∥∥Kγn∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢(b′n + c′n)[∥Aγn∥ − ∥Aµn∥]∥Kγn∥+ ٢c′n∥Aun∥∥Kγn∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢(b′n + c′n)[β∥Kγn∥∥Kγn∥ − β∥Kµn∥∥Kγn∥] + ٢c′n∥Kun∥∥Kγn∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢(b′n + c′n)β[∥Kµn∥ − (b′n + c′n)Aµn + c′nAun∥ − ∥Kµn∥]∥Kγn∥+ ٢c′n∥Kun∥∥Kγn∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢(b′n + c′n)β[(b
′
n + c′n)β∥Kµn∥+ c′nβ∥Kun∥]∥Kγn∥+ ٢c′n∥Kun∥∥Kγn∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(b′n + c′n)∥Kγn∥٢

+ ٢β٢[(b′n + c′n)∥Kµn∥+ c′n∥Kun∥](b′n + c′n)∥Kγn∥

+ ٢βc′n∥Kun∥∥Kγn∥.

(٩.٢)



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ١۶

ترتیب همین به

∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kγn∥٢ − ٢α(bn + cn)∥Kµn+٢∥١

+ ٢β(bn + cn)∥Kµn+١ −Kγn∥∥Kµn+١∥

+ ٢βcn∥Kvn∥∥Kµn+١∥

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢α(bn + cn)∥Kµn+٢∥١

+ ٢β٢(bn + cn)[(bn + cn)∥Kγn∥+ cn∥Kvn∥]∥Kµn+١∥

+ ٢βcn∥Kvn∥∥Kµn+١∥.

(١٠.٢)

همچنین

∥Kγn −Kµn∥ ≤ ∥Kγn∥ − ∥Kµn∥ ≤ ∥Kµn∥+ ∥(b′n + c′n)Aµn + c′nAun∥ − ∥Kµn∥

≤ (b′n + c′n)β∥Kµn∥+ c′nβ∥Kun∥

= β{(b′n + c′n)∥Kµn∥+ c′n∥Kun∥}.

(١١.٢)

ترتیب همین به

∥Kµn+١ −Kγn∥ ≤ β{(bn + cn)∥Kγn∥+ cn∥Kvn∥}. (١٢.٢)

B و (١٢.٢) ، (١١.٢) بنابر صورت این در ∥Kµn∥ ≤ B کنیم فرض



١٧ باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط تکراری روش به AX = F معادله حل .١.٢

∥Kγn∥ = ∥Kγn ±Kµn∥ ≤ ∥Kµn∥+ ∥Kγn −Kµn∥

≤ ∥Kµn∥+ β{(b′n + c′n)∥Kµn∥+ c′n∥Kun∥}

≤ B + β{(b′n + c′n)B + c′nL} (Lتعریف (از

≤ B + β{(b′n + c′n)B + c′nB} (Bتعریف (از

≤ B + βB[٣c′n] (٢ فرض (از

≤ B(١+ ٣β) =M.

از استفاده با .∥Kµn+١∥ ≤ M آنگاه ∥Kγn∥ ≤ B اگر ترتیب، همین به .∥Kγn∥ ≤ M نتیجه در
داریم حقیقی �های دنباله روی ٢ فرض

b′n ≤ λ =
Bα

٢Mβ −Bα
⇒ c′n ≤ bα

٢Mβ −Bα
b′n ⇒ c′n ≤ Bα

٢Mβ
(b′n + c′n) (١٣.٢)

برای خلف، برهان به ∥Kγn∥ ≤ B. آنگاه ∥Kµn∥ ≤ B اگر n ≥ ٠ همه برای کنیم می ثابت حال
(٩.٢) بنابر باشد. ∥Kµn∥ ≤ B و ∥Kγn∥ > B کنیم فرض n از تعدادی



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ١٨

∥Kγn∥٢ ≤ B٢ − ٢α(b′n + c′n)M
٢

+ ٢β٢[(b′n + c′n)B + c′nL](b
′
n + c′n)M + ٢βc′nBM

≤ [١− ٢α(b′n + c′n)]B
٢ + ٢β٢BM(b′n + c′n)(b

′
n + ٢c′n) + ٢βBMc′n

≤ [١− ٢α(b′n + c′n)]B
٢ + ۶β٢BMb′n(b

′
n + c′n) + ٢βBMc′n شرط٢) (از

≤ [١− ٢α(b′n + c′n)]B
٢ + ۶β٢BM(b′n + c′n)

Bα

٨Mβ٢
+ ٢βBM(b′n + c′n)

Bα

٢Mβ

≤ [١− α

۴ (b
′
n + c′n)]B

٢

≤ B٢.

n ≥ ٠ برای بنابراین است. تناقض در فرض با

∥Kµn∥ ≤ B =⇒ ∥Kγn∥ ≤ B. (١۴.٢)

n ≥ ٠ برای دهیم می نشان همچنین

∥Kµn∥ ≤ B =⇒ ∥Kµn+١∥ ≤ B. (١۵.٢)

(١٠.٢) ، (١۴.٢) بنابر

∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kγn∥٢ − ٢α(bn + cn)∥Kµn+٢∥١

+ ٢β٢(bn + cn)[(bn + cn)∥Kγn∥+ cn∥Kvn∥]∥Kµn+١∥

+ ٢βcn∥Kvn∥∥Kµn+١∥.



١٩ باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط تکراری روش به AX = F معادله حل .١.٢

لذا

∥Kµn+٢∥١ + ٢α(bn + cn)∥Kµn+٢∥١ = [١+ ٢α(bn + cn)]∥Kµn+٢∥١

≤ ∥Kγn∥٢ + ٢β٢(bn + cn)[(bn + cn)∥Kγn∥+ cn∥Kvn∥]∥Kµn+١∥

+ ٢βcn∥Kvn∥∥Kµn+١∥.

لذا ∥Kγn∥ ≤ B =⇒ ∥Kµn+١∥ ≤M چون

[١+ ٢α(bn + cn)]∥Kµn+٢∥١ ≤ B٢ + ٢β٢(bn + cn)[(bn + cn)B +Bcn]M + ٢βBMcn

≤ B٢ + ٢β٢BM(bn + cn)(bn + ٢cn) + ٢βBMcn

≤ B٢ + ۶β٢BM(bn + cn)
Bα

٨Mβ٢
+ ٢βMB(bn + cn)

Bα

٢Mβ

≤ [١+
٧α
۴ (bn + cn)]B

٢.

داریم n روی بر استقرا بنابر و ∥Kµ٠∥ ≤ B است. برقرار (١۵.٢) بنابراین
∥Kµn∥ ≤ B و ∥Kγn∥ ≤ B

که است موجود M٠ > ٠ ٢ فرض و (٩.٢) بنابر

∥Kγn∥٢ ≤ ∥Kµn∥٢ − ۴αb′n∥Kγn∥٢

+ ۴β٢]٢b′n∥Kµn∥+ b′n∥Kun∥]b′n∥Kγn∥

+ ٢βb′n∥Kun∥∥Kγn∥.

(١۶.٢)

(١۶.٢) نامساوی از b′n از فاکتورگیری با

∥Kγn∥٢ ≤ ∥Kµn∥٢ +M٠b
′
n.

که دارد وجود d > ٠ (١٠.٢) بنابر ترتیب همین به
[١+ ٢α(bn + cn)]∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kµn∥٢ + ٢βdcn.



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٢٠

، n ≥ ٠ هر برای پس (bn + cn ≥ bn)چون و Φn = ∥Kµn∥٢ کنیم فرض
(١+ ٢αbn)Φn+١ ≤ Φn + ٢βdcn. (١٧.٢)

داریم را زیر بسط ٠ < x < ١ برای
(١+ x)−١ ≤ ١− x+ x٢

(٢٢.٢) بنابر

Φn+١ ≤(١+ ٢αbn)−١Φn + (١+ ٢αbn)−١٢αdcn

≤ [(١− ٢αbn + (٢αbn)٢]Φn

+ [(١− ٢αbn + (٢αbn)٢[٢βdcn

پس bn −→ و٠ cn = b٢n چون
Φn+١ ≤ (١− ٢αbn)Φn + d∗cn

لم٩.١.٢ بنابر
Φn −→ ٠, n −→ ∞

θ−١∥x∥ ≤ ∥Kx∥ لذا است کراندار معکوس K چون .∥Kµn∥ −→ ٠ بنابراین

٠ = lim
n→∞

∥Kµn∥ = lim
n→∞

∥Axn − f∥ = lim
n→∞

∥A(xn − x∗)∥

≥ α lim
n→∞

∥K(xn − x∗)∥

≥ α

θ
lim
n→∞

∥xn − x∗∥

شود. می حاصل نتیجه n −→ ∞ xn −→ x∗ هرگاه

در ای دنباله {un} و باشد ١٠.١.٢ قضیه در شده تعریف E,A,K, f کنیم فرض .١١.١.٢ نتیجه
{bn} ، {an} های دنباله λو مثبت حقیقی عدد صورت این در باشد. کراندار {Kun} دنباله و D(A)

کنند می صدق زیر شرایط در که دارند وجود {cn} ،

an + bn + cn = ١ ∀n ≥ ٠ (١

bn ≤ λ, limn→∞ bn = ٠ (٢



٢١ باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط تکراری روش به AX = F معادله حل .١.٢

cn = b٢n, Σn≥٠bn = ∞ (٣

شوند می تولید زیر صورت به که {xn} تکراری دنباله و x٠ ∈ D(A)

xn+١ = anxn + bn(xn − µn) + cn(un + xn − µn) (١٨.٢)

µn = K−١(Axn − f) (١٩.٢)

است. همگرا Ax = f معادله یکتای جواب به

K بودن خطی بنابر آنگاه باشد، b′n = ٠ ١٠.١.٢ قضیه اثبات در اگر برهان.

Kµn+١ = Axn+١ − f = Axn(an + bn + cn)− Aµn(bn + cn) + cnAun − f

= Kµn − Aµn(bn + cn) + cnAun.

٨.١.٢ لم بنابر

∥Kµn+٢∥١ = ∥Kµn − Aµn(bn + cn) + cnAun∥٢

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢ < Aµn(bn + cn)− cnAun, j(Kµn − Aµn(bn + cn) + cnAun) >

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(bn + cn) < Aµn + Aµn+١ − Aµn+١, j(Kµn+١) >

+ ٢cn < Aun, j(Kµn+١) >

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(bn + cn) < Aµn+١, j(Kµn+١ >

+ ٢(bn + cn) < Aµn+١ − Aµn, j(Kn+١) > +٢cn < Aun, j(Kµn+١) >

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢α(bn + cn)∥Kµn+٢∥١ + ٢(bn + cn)∥Aµn − Aµn+١∥∥Kµn+١∥

+ ٢cn∥Kun∥∥Kµn+١∥.

(٢٠.٢)



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٢٢

٧.١.٢ قضیه بنابر

∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(bn + cn)α∥Kµn+٢∥١

+ ٢(bn + cn)[∥Aµn∥ − ∥Aµn+١∥]∥Kµn+١∥+ ٢cn∥Aun∥∥Kµn+١∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(bn + cn)α∥Kµn+٢∥١

+ ٢(bn + cn)β[∥Kµn∥ − ∥Kµn+١∥]∥Kµn+١∥+ ٢cnβ∥Kun∥∥Kµn+١∥

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢(bn + cn)α∥Kµn+٢∥١

+ ٢(bn + cn)β[∥Kµn∥ − ∥Kµn∥+ ∥(bn + cn)Aµn∥ − cn∥Aun∥]∥Kµn+١∥

+ ٢cnβ∥Kun∥∥Kµn+١∥.

لذا

[٢+١(bn + cn)α]∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kµn∥٢

+ ٢(bn + cn)β[∥Kµn∥ − ∥Kµn∥+ ∥(bn + cn)Aµn∥ − cn∥Aun∥]∥Kµn+١∥

+ ٢cnβ∥Kun∥∥Kµn+١∥.

(٢١.٢)

که دارد وجود d > ٠ (٢١.٢) بنابر
[١+ ٢α(bn + cn)]∥Kµn+٢∥١ ≤ ∥Kµn∥٢ + ٢αdcn.

، n ≥ ٠ هر برای پس (bn + cn ≥ bn) چون و Φn = ∥Kµn∥٢ کنیم فرض
(١+ ٢αbn)Φn+١ ≤ Φn + ٢βdcn. (٢٢.٢)

داریم را زیر بسط ٠ < x < ١ برای
(١+ x)−١ ≤ ١− x+ x٢



٢٣ خاص باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط AX = F معادله تکراری حل .٢.٢

(٢٢.٢) بنابر

Φn+١ ≤(١+ ٢αbn)−١Φn + (١+ ٢αbn)−١٢αdcn

≤ [(١− ٢αbn + (٢αbn)٢]Φn

+ [(١− ٢αbn + (٢αbn)٢[٢βdcn

پس bn −→ و٠ cn = b٢n چون
Φn+١ ≤ (١− ٢αbn)Φn + d∗cn

K چون .∥Kµn∥ −→ ٠ ،n −→ ∞ برای پس Φn −→ nآنگاه٠ −→ ∞ هرگاه لم٩.١.٢ بنابر
θ−١∥x∥ ≤ ∥Kx∥ لذا است کراندار معکوس

٠ = lim
n→∞

∥Kµn∥ = lim
n→∞

∥Axn − f∥ = lim
n→∞

∥A(xn − x∗)∥

≥ α lim
n→∞

∥K(xn − x∗)∥

≥ α

θ
lim
n→∞

∥xn − x∗∥

هرگاه بنابراین
n −→ xnآنگاه∞ −→ x∗

شود. می حاصل نتیجه

K − pd عملگرهای به مربوط Ax = f معادله تکراری حل ٢.٢

خاص باناخ فضاهای در

تفکیک�پذیر باناخ فضای و هموار یکنواخت تفکیک�پذیر باناخ فضای گرفتن نظر در با قسمت این در
. کنیم می بررسی فضا دو این روی را قبل بخش در آمده بدست نتایج هموار یکنواخت −q



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٢۴

n ≥ ١ برای هرگاه گوییم، می (کاهشی) کاهنده یکنواخت طور به� را {xn} دنباله .١.٢.٢ تعریف
xn+١ ≤ xn.

به را ρE : [٠,∞) −→ [٠,∞) تابع صورت این در باشد، باناخ Eفضای کنیم فرض .٢.٢.٢ ویژگی
کنیم. می تعریف زیر صورت

ρE(t) = sup{١٢
(
∥x+ y∥+ ∥x− y∥

)
− ١ ∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ t} > ٠ ∀t ∈ (٠,∞)

هرگاه گوییم، هموار یکنواخت طور به E باناخ فضای .٣.٢.٢ تعریف

lim
t→٠

ρE(t)

t
= ٠

که باشد موجود c ≥ ٠ هرگاه گوییم، هموار یکنواخت q−به�طور Eرا باناخ فضای .۴.٢.٢ تعریف
ρE(t) ≤ ctq, q ≥ ١.

صورت این در باشد هموار یکنواخت طور به باناخ فضای E کنیم فرض .۵.٢.٢ لم

که دارد وجود c, d مثبت ضرایب (١
∥x+ y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x) > +cmax{∥x∥+ ∥y∥, d}px(∥y∥)

برای و b(٠) = ٠ که است موجود b := [٠,∞) −→ [٠,∞) نزولی غیر و پیوسته تابع (٢
x, y ∈ E هر برای لذا c ≥ ١،b(ct) = cb(t)

∥x+ y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x) > +max{١, ∥x∥}∥y∥b(∥y∥)

کند. رجوع [١٨] به برهان.

صورت این در باشد حقیقی باناخ فضای E کنیم فرض .۶.٢.٢ لم

pE(٠) = ٠, pE(t) ≤ t, t ≥ ٠ (١

است. افزایشی و پیوسته محدب، [٠,∞) روی pE(t) (٢

است. افزایشی (٠,∞) pE(t)روی
t

(٣

شود. رجوع [١٨] به برهان.

Kبا − pd عملگر A و هموار یکنواخت به�طور و تفکیک�پذیر باناخ فضای E کنیم فرض .٧.٢.٢ قضیه
x ∈ D(A) هر برای �که دارد وجود ω > ٠ صورت این در باشد. D(A) = E

∥Ax∥ ≤ ω∥Kx∥.

دارد. یکتایی جواب Ax = f معادله f ∈ E هر برای و .R(A) = E و است Aبسته عملگر همچنین،

شود. رجوع [١] به برهان.



٢۵ خاص باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط AX = F معادله تکراری حل .٢.٢

عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E و هموار طوریکنواخت به باناخ فضای E کنیم فرض .٨.٢.٢ قضیه
صورت به که {xn} تکراری دنباله صورت این در و x٠ ∈ D(A) باشد. D(A) = D(K) با K − pd

شوند می تولید زیر

xn+١ = yn + tnγn. n ≥ ٠ (١

γn = K−١f −K−١Ayn. n ≥ ٠ (٢

yn = xn + rnµn. , n ≥ ٠ (٣

µn = K−١f −K−١Axn. n ≥ ٠ (۴

٠ ≤ tn ≤ ١, rn ≤ ١
٢α . n ≥ ٠ ( ۵

limn→∞ rn = ٠. (۶

Σ∞
n=٠tn = ∞, limn→∞ tn = ٠. (٧

b(βtn) ≤ ٢α
Bβ
, b(βrn) ≤ ٢α

Bβ
. (٨

K − pd عملگر تعریف ضریب α و ، ٧.١.٢ قضیه ضریب β و ۵.٢.٢ لم در شده تعریف تابع b(t) که
است.

B = max{١, ∥Kµ٠∥}. (٩

است. Ax = f معادله یکتای جواب به همگرا

۴و١ روابط و K و A بودن خطی بنابر دارد. یکتا جواب Ax = f معادله ٧.٢.٢ قضیه بنابر برهان.

Kµn+١ = K(K−١f −K−١Axn) = f − A(yn + tnγn)

= f − Ayn − tnAγn

= Kγn − tnAγn.



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٢۶

ترتیب همین به

Kγn = K(K−١f −K−١Ayn) = f − Ayn

= f − A(xn + rnµn)

= f − Axn − rnAµn

= Kµn − rnAµn.

۵.٢.٢ لم بنابر

∥Kγn∥٢ = ∥Kµn − rnAµn∥٢

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢ < rnAµn, J(Kµn) >

+max{∥Kµn∥,١}∥rnAµn∥b(∥rnAµn∥)

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢rnα∥Kµn∥٢ ( K − pdعملگر (تعریف

+max{∥Kµn∥,١}∥rnAµn∥b(∥rnAµn∥)

≤ ∥Kµn∥٢ − ٢rnα∥Kµn∥٢

+max{∥Kµn∥,١}rnβ∥Kµn∥b(rnβ∥Kµn∥) (βتعریف)

≤ (١− ٢αrn)∥Kµn∥٢

+max{∥Kµn∥,١}rnβ∥Kµn∥b(rnβ∥Kµn∥).

(٢٣.٢)



٢٧ خاص باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط AX = F معادله تکراری حل .٢.٢

ترتیب همین به

∥Kµn+٢∥١ = ∥Kγn − tnAγn∥٢

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢ < tnAγn, J(Kγn) >

+max{∥Kγn∥,١}∥tnAγn∥b(∥tnAγn∥)

≤ (١− ٢αtn)∥Kγn∥+max{∥Kγn∥,١}tnβ∥Kγn∥b(βtn∥Kγn∥).

(٢۴.٢)

.∥Kµn∥ ≤ B و ∥Kγn∥ ≤ B دهیم می nنشان > ٠ روی استقرا با

٩ فرض بنابر

∥Kµ٠∥ ≤ B (٢۵.٢)

٨ فرض و (٢٣.٢) و (٢۵.٢) بنابر

∥Kγ٢∥٠ ≤ (١− ٢αr٠)∥Kµ٢∥٠

+max{∥Kµ١,∥٠}r٠β∥Kµ٠∥b(βr٠∥Kµ٠∥) (B تعریف از )

≤ (١− ٢αr٠)B٢ +B٣αr٠b(αr٠)

≤ (١− ٢αr٠)B٢ + ٢αr٠B٢ (b(βrn) ≤
٢α
Bβ

)

≤ B٢

این در باشد درست ∥Kγm∥ ≤ B و ∥Kµm∥ ≤ B ، m ≥ ٠ برای کنیم فرض ∥Kγ٠∥ ≤ B پس



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٢٨

(٢۴.٢) بنابر صورت

∥Kµm+٢∥١ ≤ (١− ٢αtm)∥Kγm∥٢

+max{∥Kγm∥,١}tmβ∥Kγm∥b(βtn∥Kγm∥)

≤ (١− ٢αtm)B٢ +B٢βtmb(βtmB) (Bتعریف از )

≤ (١− ٢αtm)B٢ +B٢tmBβb(βtm)

≤ (١− ٢αtm)B٢ + ٢αtmB٢ = B٢.

(٢٣.٢) بنابر

∥Kγm+٢∥١ ≤ B٢.

n ≥ ٠ برای نتیجه در

∥Kγn∥ ≤ Bو∥Kµn∥ ≤ B. (٢۶.٢)

۵ بنابر

۴αtnrn ≤ ٢min{tn, rn} ≤ tn + rn

می�آوریم دست به را زیر رابطه�ی بالا نامساوی طرفین در α ضرب با

(١− ٢αtn)(١− ٢αrn) ≤ ١− α(tn + rn). (٢٧.٢)

(٢٧.٢) نامساوی و (٢۴.٢) بنابر



٢٩ خاص باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط AX = F معادله تکراری حل .٢.٢

∥Kµn+٢∥١ ≤ (١− ٢αtn)∥Kγn∥٢ +max{∥Kγn∥,١}∥tnAγn∥b(∥tnAγn∥)

≤ (١− ٢αtn)((١− ٢αrn)∥Kµn∥٢ +max{∥Kµn∥,١}∥rnAµn∥b(∥rnAµn∥))

+max{∥Kγn∥,١}∥tnAγn∥b(∥tnAγn∥)

≤ (١− ٢αtn)(١− ٢αrn)∥Kµn∥٢ (B تعریف )

+ (١− ٢αrn)B٣βtnb(βtn) +B٣βrnb(βrn)

≤ (١− α(tn + rn))∥Kµn∥٢

+B٣β(tnb(βtn)) + rnb(βrn).

(٢٨.٢)

در σn = B٣β(tnb(βtn) + rnb(βrn)) و δn = α(tn + rn) ،ϕn = ∥Kµn∥٢ دادن قرار با لذا
(٢٨.٢)

ϕn+١ ≤ (١− δn)ϕn + σn.

ϕn −→ ٠ آنگاه n −→ ∞، اگر لم٩.١.٢ بنابر
است،پس پذیر به���طورپیوستهD(A)-معکوس K چون . Kµn −→ f ، n −→ ∞ برای پس

x ∈ D(A) هر برای که دارد وجود θ > ٠
∥Kx∥ ≥ θ∥x∥,

معکوس دارای A چون و Axn −→ f پس . µn = (K−١f −K−١Axn) −→ ٠, n −→ ∞ هرگاه
شود. می حاصل نتیجه است. Ax = f معادله یکتای جواب که xn −→ A−١f پس است، کراندار

هموار �طوریکنواخت به و تفکیک�پذیر باناخ فضای E کنیم فرض .٩.٢.٢ نتیجه
تکراری دنباله x٠ ∈ D(A) باشد. D(A) = D(K) با K − pd عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E

شوند می تولید زیر صورت به که {xn}

xn+١ = xn + tnγn. n ≥ ٠ ١



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٣٠

γn = K−١f −K−١Axn. n ≥ ٠ ٢

٠ ≤ tn ≤ ١
٢α . n ≥ ٠ ٣

Σ∞
n=١tn = ∞. limn→∞ tn = ٠ ۴

b(βtn) ≤ ٢α
Bβ
. n ≥ ٠ ۵

عملگر تعریف ضریب α و ٧.١.٢ قضیه در ضریب β و ۵.٢.٢ لم در شده تعریف تابع b(t) که
است. K − pd

B = max{١, ∥Kγ٠∥}. (۶

است. Ax = f معادله یکتای جواب به قوی همگرا ، f ∈ E هر برای

شود. می حاصل نتیجه قبل قضیه اثبات در rn = ٠ دادن قرار با برهان.

A : اگر صورت این در qباشد. > ١ و تفکیک�پذیر باناخ فضای یک E کنیم فرض .١٠.٢.٢ لم
jq(Kx) ∈ Jq(Kx) و x ∈ D(A) هر برای آنگاه باشد، K − pd عملگر D(A) ⊆ E −→ E

< Ax, jq(Kx) >≥ α∥Kx∥q.

شود. رجوع [٩] به برهان.

فضای E صورت این در باشد. هموار طوریکنواخت به باناخ فضای E کنیم فرض .١١.٢.٢ قضیه
که باشد داشته وجود cq > ٠ اگر فقط و اگر است هموار یکنواخت طور q-به
∥x+ y∥q ≤ ∥x∥q + q < y, jq(x) > +cq∥y∥q.

شود. رجوع [٩] به برهان.

هموار یکنواخت q−به�طور و تفکیک�پذیر باناخ فضای E کنیم فرض .١٢.٢.٢ قضیه
دنباله صورت این در باشد. D(A) = D(K) Kبا − pd عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E و

می�شود تولید زیر صورت به که {xn} تکراری

xn+١ = xn + tnγn, n ≥ ٠

γn = K−١f −K−١Axn, n ≥ ٠

tn = [
< Aγn, jq(Kγn) >

cq∥Aγn∥q
](q−١)−١

, n ≥ ٠

lim
n→∞

tn = ٠

است. Ax = f معادله یکتای جواب به قوی همگرا ،f ∈ E هر برای



٣١ خاص باناخ فضاهای در K − PD عملگرهای به مربوط AX = F معادله تکراری حل .٢.٢

K و A بودن خطی بنابر دارد. یکتا جواب Ax = f معادله ٧.٢.٢ قضیه بنابر برهان.

Kγn+١ = K(K−١f −K−١Axn+١)

= f − A(xn + tnγn)

= f − tnAγn − Axn

= Kγn − tnAγn.

داریم ١١.٢.٢ قضیه بنابر با

∥Kγn+١∥q = ∥Kγn − tnAγn∥q

≤ ∥Kγn∥q − qtn < Aγn, jq(Kγn) > +cqt
q
n∥Aγn∥q

= ∥Kγn∥q − q
< Aγn, jq(Kγn) >

q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥q](q−١)−١ (tnتعریف (از

+
< Aγn, jq(Kγn) >

q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥q](q−١)−١ .

بنابراین

∥Kγn+١∥q ≤ ∥Kγn∥q − (q − ١)< Aγn, jq(Kγn) >
q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥q](q−١)−١ . (٢٩.٢)

از است. δq > ٠ حقیقی عدد به همگرا پس بنابراین است کاهشی دنباله یک {Kγn} (٢٩.٢) بنابر
داریم مسله فرض

lim
n→∞

< Aγn, jq(Kγn) >
q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥q](q−١)−١ = ٠ (٣٠.٢)

قضیه٧.٢.٢ و ١٠.٢.٢ لم بنابر

< Aγn, jq(Kγn) >
q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥]q(q−١)−١ ≥ (
α

β
)q(q−١)−١∥Kγn∥q

x ∈ D(K) هر برای که است موجود θ > ٠ پس است معکوس�پذیر −D(A) طور�پیوسته به K چون
∥Kx∥ ≥ θ∥x∥.



باناخ فضاهای در K − pd عملگر مربوط�به تکراری روش به معادلات حل .٢ ٣٢

لذا
< Aγn, jq(Kγn) >

q(q−١)−١

[cq∥Aγn∥]q(q−١)−١ ≥ (
α

β
)q(q−١)−١

θq∥γn∥q

دارای A چون .Axn −→ f نتیجه در γn −→ nآنگاه٠ −→ ∞ برای که می�دهد نتیجه (٣٠.٢) رابطه
حاصل نتیجه است. Ax = f ∈ E معادله یکتای جواب xn −→ A−١f پس است، کراندار معکوس

است.

Aعملگر : D(A) ⊆ E −→ E و تفکیک�پذیر (q > ١) E = Lq کنیم فرض .١٣.٢.٢ نتیجه
که {xn} تکراری دنباله صورت این در R(K) = D(A) = D(K). همچنین و باشد معین K-مثبت

می�شود تولید زیر صورت به

xn+١ = xn + tnK
−١γn n ≥ ٠

tn =
< Bγn, j(Kγn) >

(p− ١)∥Bγn∥٢
n ≥ ٠

x٠ ∈ D(A)

. γn = f − Axn, f ∈ R(K) و B = KA−١K آن در که
است. همگرا Ax = f معادله یکتای جواب به

شود. رجوع [٩] به برهان.



٣ فصل

فرشه عملگر و K − pd عملگر

دارد. را معین K-مثبت عملگر شرایط عملگر این که کنیم می تعریف ١را فرشه عملگر فصل این در
همچنین و مربوط قضایای و دارد یکتا جواب نیز موضعی طور به Ax = f معادله که دهیم می نشان

کنیم. می بیان را معادله یکتای جواب برای تقریب بهترین قضیه

فرشه عملگر و K − pd عملگر ١.٣

عملگر فریشه مشتق صورت این در باشند. نرم�دار برداری فضاهای Y و X کنیم فرض .١.١.٣ تعریف
کند می صدق زیر شرط در که است DF (a) : X −→ Y کراندار و خطی عملگر F : X −→ Y

lim
h→٠

∥F (a+ h)− F (a)−DF (a)h∥
∥h∥

= ٠.

مشتق تعمیم تعریف این آنگاه شود، گرفته نظر در F : R −→ R اگر ١.١.٣ تعریف در .٢.١.٣ گزاره
است. تابع

خطی عملگر T : X −→ X و سوپریمم) (نرم ∥.∥∞ نرم با X = C[a, b] کنیم فرض .٣.١.٣ مثال
باشد زیر صورت به انتگرال

(Tu)t =

∫ b

a

K(x, s)u(s)ds,

١ derivative Fréchet

٣٣



فرشه عملگر و K − pd عملگر .٣ ٣۴

است. [a, b]× [a, b] روی پیوسته تابع K(x, s) که
می�کنیم محاسبه را T (u+ h)− T (u) ،h ∈ X هر برای ابتدا

[T (u+ h)− T (u)](t) =

∫ b

a

K(x, s)[u(s) + h(s)]ds−
∫ b

a

K(x, s)u(s)ds

=

∫ b

a

K(x, s)[u(s) + h(s)− u(s)]ds

=

∫ b

a

K(x, s)h(s)ds.

پس h ̸= ٠ هر ازای به است. h(s) حسب بر خطی عملگر یک آخر انتگرال

∀h ̸= ٠, ١
∥h∥

[T (u+ h)− T (u)−
∫ b

a

K(x, s)h(s)ds] = ٠

بنابراین

DT (u) =

∫ b

a

K(x, s)h(s)ds,

uاست. از مستقل فرشه مشتق

فرشه مشتق دارای A هرگاه می�گوییم، معین K-مثبت را E باناخ فضای از A عملگر .۴.١.٣ تعریف
j ∈ J(Kx) برای �که باشند موجود c > ٠ Kو D(A)-معکوس�پذیر پیوسته به�طور و بسته عملگر و باشد

x ∈ D(A) و
< Ax, j >≥ c∥Kx∥٢

.

نگاشت را T : E −→ E نگاشت صورت این در باشد. باناخ فضای E کنیم فرض .۵.١.٣ تعریف
x, y ∈ E هر برای �که باشد ٠موجود ≤ c ≤ ١ هرگاه گوییم، می انقباضی

∥Tx− Ty∥ ≤ c∥x− y∥.

نگاشت یک T : E −→ E و باناخ فضای E کنیم فرض انقباضی: نگاشت قضیه .۶.١.٣ قضیه
دارد. یکتا ثابت نقطه یک T صورت این باشد.در انقباضی

، (a, b) بازه روی و پیوسته [a, b] بسته بازه روی f تابع کنیم فرض :٢ تیلور قضیه .٧.١.٣ قضیه
آنگاه باشند. (a, b) در نقاطی x, c هرگاه باشد. مشتق�پذیر پیوسته طور به بار (n+ ١)

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

٢! (x− c)٢ + . . .+
f (n)(c)

n!
(x− c)n + rn(x).

٢ Taylor’s Theorem



٣۵ فرشه عملگر و K − PD عملگر .١.٣

می�شود محاسبه زیر صورت به و می�باشد خطا مقدار rn(x) آن در که

rn(x) =

∫ x

c

(x− t)n

n!
fn+١(t)dt.

لذا باشد. (a, b) روی نقطه�ای x و c ∈ (a, b) نقطه در f برای n مرتبه تیلور �ای چندجمله pn(x) و

f(x) = pn(x) + rn(x).

نگاشت باشند. باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض :٣ معکوس تابع قضیه .٨.١.٣ قضیه
A′(x٠) اگر است. فرشه مشتقات دارای �طورپیوسته به x٠ ∈ X نقطه همسایگی در A : X −→ Y

A(x٠) از همسایگی به x٠ همسایگی از موضعی همانسانی A آنگاه باشد، Y به X از خطی همانسانی
است.

p ابتدا باشد کوچک کافی قدر به ∥y − y٠∥ که ای گونه به y ∈ Y و A(x٠) = y٠ کنیم فرض برهان.
لذا کند صدق A(x٠ + p) = y رابطه در که می�کنیم تعیین طوری را

A(x٠ + p)− A(x٠) = y − y٠ (١.٣)

داریم تیلور قضیه از x = x٠ + p دادن قرار با (١.٣) در است. پذیر مشتق� x٠ نقطه در A چون

A(x) = A(x٠) + A′(x٠)(x− x٠) +R(x٠, p).

A(x)− A(x٠) = A′(x٠)(x− x٠) +R(x٠, p).

لذا معکوس�پذیراست (همیومورفیسم) A′(x٠) A
′(x٠)p+R(x٠, p) = y − y٠.

p = [A′(x٠)]
−١[(y − y٠)−R(x٠, p)]

است زیر صورت به مانده باقی و

R(x٠, p) = A(x٠ + p)− A(x٠)− A′(x٠)p.

منظور این برای دارد. جواب یک فقط و یک کوچک کافی اندازه ∥p∥به برای (١.٣) که می�دهیم نشان
عملگر کوچک، کافی اندازه εبه > ٠ برای دهیم نشان است کافی

Tp = [A′(x٠)]
−١{(y − y٠)−R(x٠, p)}

p١, p٢ ∈ S(٠, ε) هر برای کنیم فرض است. خودش Xبه در S(٠, ε) کره از انقباضی نگاشت یک
(∥p١∥ ≤ ϵ, ∥p٢∥ ≤ ϵ)

٣The inverse function Theorem
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A′(x٠)(Tp٢ − Tp١) = R(x٠ − p١)−R(x٠ − p٢)

= A(x٠ + p١)− A(x٠ + p٢)− A′(x٠)(p١ − p٢)

=

∫ ١

٠
{A′(x٠ + tp١ + (١− t)p٢)− A′(x٠)}(p١ − p٢)dt.

بنابراین

∥Tp١−Tp٢∥ ≤ ∥
∫ ١

٠
[A′(x٠)]

−١∥A′(x٠+ tp١)+١− t)p٢)−A′(x٠)∥∥p١−p٢∥dt. (٢.٣)

انتگرال میانی جمله کوچک، کافی مقدار به ∥p١∥،∥p٢∥ برای انتخاب با و است C١ در نگاشتی A چون
هر برای که است موجود ٠ ≤ α ≤ ١ یعنی شود کوچک کافی اندازه به پیوستگی تعریف از ٢.٣

p١, p٢ ∈ S(٠, ε)

∀p١, p٢ ∈ S(٠, ε), ∥Tp١ − Tp٢∥ ≤ α∥p١ − p٢∥.

p ∈ S(٠, ε) هر برای . است انقباضی نگاشتی T پس
∥Tp∥ = ∥Tp− T (٠)∥+ ∥T (٠)∥ ≤ α∥p∥+ ∥T (٠)∥.

و
∥T (٠)∥ = ∥[A′(x٠)]

−١(y − y٠)∥ < (١− α)ε.

اینکه بر مشروط
∥y − y٠∥ < (١− α)ε∥[A′(x٠)]

−١−∥١.

با حال است، خودش به S(٠, ε) از انقباضی نگاشت T بنابراین ∥Tp∥ ≤ αϵ + (١ − α)ϵ = ϵ لذا
انتخاب طوری را آن و δ ≤ ε که دارد S(٠, δ) در p∗ ثابت نقطه یک T انقباضی نگاشت قضیه به توجه

که کنیم می
A(S(٠, δ) ⊂ S(y٠, (١− α)ε∥[A′(x٠)]

−١−∥١).

سویی دو عملگری Aپس شود می برده y٠ همسایگی از نقطه یک به x٠ همسایگی از نقطه هر بنابراین
نتیجه این باشد، کوچک کافی اندازه y∥به − y٠∥, ∥p∥ که زمانی اثبات، مراحل عکس انجام با است.
تعریف خوش A−١(y) = x همچنین دارد. جواب یک فقط و یک A(x٠ + p) = y که می�شود حاصل

است. X Yبه در S(y٠, (١− α)ε∥[A′(x٠)]
−١−∥١) کره از پیوسته نگاشت و

آن در که xn+١ = xn + [A′(x٠)]
−١rn تکراری، دنباله ٨.١.٣ قضیه شرایط به توجه با .٩.١.٣ قضیه

است. همگرا x٠ همسایگی Axدر = y معادله یکتای جواب به ،rn = [y − A(xn)]
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T یکتای ثابت نقطه به pn = Tpn−١ دنباله لذا است انقباضی عملگر T قضیه٨.١.٣ بنابر برهان.
جواب دارای Ax = y معادله کوچک، کافی اندازه به ∥y−A(x٠)∥ برای قضیه٨.١.٣ از است. همگرا
دنباله آنگاه است. p٠ = ٠ و pn+١ = Tpn دنباله ∗pحد آن در که است. x = x٠ + p∗ یکتا
با است. x٠ همسایگی در Ax = y معادله یکتای جواب که است x٠ + p∗ به همگرا xn = x٠ + pn

قضیه٨.١.٣ اثبات به توجه

xn = x٠ + pn = x٠ + Tpn−١

= x٠ + [A′(x٠)]
−١[y − A(x٠)−R(x٠, pn−١)]

= x٠ + [A′(x٠)]
−١[y − A(x٠)− A(x٠ + pn−١) + A(x٠) + A′(x٠)pn−١]

= x٠ + [A′(x٠)]
−١[y + A′(x٠)pn−١ − A(x٠ + pn−١)]

= x٠ + pn−١ + [A′(x٠)]
−١[y − A(xn−١)] (xn−١ = x٠ + pn−١)

= xn−١ + [A′(x٠)]
−١[y − A(xn−١)].

همگرااست. x٠ همسایگی در Ax = y معادله جواب به xn+١ تکراری دنباله پس

برد با E باناخ فضای از D(A) چگال دامنه روی K − pd عملگر A کنیم فرض .١٠.١.٣ نتیجه
از همومورفیسم یک A آنگاه باشد، F Eبه از خطی همومورفیسم A′(x٠)اگرx٠ ∈ E برای R(A)باشد.
کوچک کافی اندازه به ∥y − A(x٠)∥ اگر همچنین، است. A(x٠) همسایگی به x٠ همسایگی U(x٠)
معادله یکتای جواب به همگرا rn = [y − A(xn)] آن در که xn+١ = xn +K−١rn ی دنباله باشد،

است. x٠ از درهمسایگی Ax = y

شود. رجوع [۵] به برهان.

D(A) ⊆ E چگال دامنه K−pdروی عملگر یک A و باناخ فضای یک E کنیم فرض .١١.١.٣ قضیه
Lu = f معادله که دهیم می نشان است. D(A) ⊆ D(B) و کراندار غیر خطی عملگر یک B باشد.
یکتای جواب به که دارد وجود تکراری، روشی و است، منحصربفرد جوابی دارای ،L = A+B آن در که

است. همگرا معادله این

١−Aداریم � در مساوی طرف دو ضرب با Lu = (A+B)u = f کنیم فرض برهان.
u+ Tu = g
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T = A−١B عملگر است، پذیر �معکوس پیوسته طور به���� A چون g = A−١f و T = A−١B (١.٣) در
حالت این در L = A+B = ٢A آنگاه A = B اگر است. پیوسته کاملا

< Lu,Ku >= ٢ < Au,Ku > ≥ ٢α∥Ku∥٢ = β∥Ku∥٢

است. یکتا جواب دارای Lu = f معادله بنابراین است، معین K−مثبت عملگر L حالت این در
کوچک کافی اندازه به ∥g−Lu٠∥ اگر ٨.١.٣ قضیه اثبات مشابه روندی با تکراری: روش وجود

است زیر ی دنباله����� حد p∗ آن در که دارد، u = u٠ + p∗ یکتای جواب Lu = g شد، با

p٠ = ٠ pn+١ = Qpn

است. خودش به S(٠, ε) از انقباضی نگاشت Qکوچک کافی اندازه به ε برای و است.
است. U(u٠) در Lu = g معادله یکتای جواب که است همگرا u٠ + p∗ به un = u٠ + pnدنباله

حال

un = u٠ + pn = u٠ +Qpn−١

= u٠ + [L(u٠)]
−١[g − L(u٠)−R(u٠, pn−١)] تیلور) قضیه )

= u٠ + [L(u٠)]
−١[g + L(u٠)pn−١ − L(u٠ + pn−١)]

= u٠ + pn−١ + [L(u٠)]
−١[g − Lun−١].

بنابراین

un+١ = un + [L(u٠)]
−١[g − Lun]. (٣.٣)

مجانبی معین مثبت −K عملگر را A عملگر باشد. باناخ فضای E کنیم فرض .١٢.١.٣ تعریف
برای که باشند c > ٠ و موجود K معکوس�پذیر −D(A)به�طورپیوسته بسته خطی عملگری هرگاه گوییم،

داریم j(Ku) ∈ J(Ku)

⟨Kn−١Au, j(Knu)⟩ ≥ ckn∥Knu∥٢, ∀u ∈ D(A)

است. limn→∞ kn = ١, kn ≥ ١ و حقیقی دنباله یک {kn} آن در که

E باناخ فضای در x٠ همسایگی روی مجانبی معین K−مثبت عملگر A کنیم فرض .١٣.١.٣ قضیه
جواب به قوی همگرا شود می زیرتولید صورت به که {xn} دنباله صورت این در ،x٠ ∈ D(A) باشد.



٣٩ فرشه عملگر و K − PD عملگر .١.٣

است. Ax = f معادله یکتای

xn+١ = xn + rn n ≥ ٠

rn = K−١f −K−١Axn

f ∈ R(A)

K بودن خطی بنابر برهان.
Krn+١ = f − Axn+١ = f − A(xn + rn) = f − Axn − Arn = Krn − Arn.

٨.١.٢ لم و ١٢.١.٣ تعریف بنابر

∥Knrn+٢∥١ = ∥Knrn −Kn−١Arn∥٢

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn −Kn−١Arn)⟩

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn+١)⟩

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn+٢∥١.

بنابراین
(١+ ٢ckn)∥Knrn+٢∥١ ≤ ∥Knrn∥٢

یا ،
∥Knrn+٢∥١ ≤ (١+ ٢ckn)−١∥Knrn∥٢.

حقیقی عدد به همگرا پس می�یابد کاهش یکنواخت به�طور {Krn} دنباله می�دهد نشان نامساوی این
لذا است، �پذیر معکوس به�طورپیوسته K چون .limn→∞ ∥Knrn∥ = ٠ بنابراین است. δ ≥ ٠
معادله یکتای جواب که xn −→ A−١f پس است کراندار معکوس عملگر A چون و rn −→ ٠

است. Ax = f

مثبت اعداد از دنباله�ای {αk} و نامنفی اعداد از هایی {γn}دنباله و {λn} کنیم فرض .١۴.١.٣ لم
و باشد

Σ∞
١ {αk} = ∞,

γn
αn n→∞

−→ ٠
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باشد برقرار زیر نامساوی و

λn+١ ≤ λn − αnϕ(λn) + γn

limt→∞ ϕ(t) = که مثبتروی{٠}−+Rاست و افزایشی پیوسته، تابعی ϕ(λ) : R+ −→ R+ آن در که
صورت این در و∞ ϕ(٠) = ٠

n −→ ∞, λn −→ ٠.

شود. رجوع به[١٩] برهان.

به باناخ فضای در xهمسایگی٠ روی مجانبی معین K−مثبت عملگر A کنیم فرض .١۵.١.٣ قضیه
شود می تولید زیر صورت به را {xn} دنباله است. فریشه مشتق دارای A باشد. E هموار طوریکنواخت

است. Ax = y معادله یکتای جواب به قوی همگرا x٠ همسایگی در

x٠ ∈ U(x٠)

xn+١ = xn + rn, n ≥ ٠

rn = K−١y −K−١Axn.

y ∈ R(A)

و

xn+١ − xn −→ ٠, n −→ ∞.

K بودن خطی بنابر برهان.

Krn+١ = K(K−١y −K−١Axn+١)

= y − Axn+١ = y − Axn − Arn

= Krn − Arn.

Kn−١(Krn+١ = Krn − Arn).
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∥Knrn+٢∥١ = ∥Knrn −Kn−١Arn∥٢

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn −Kn−١Arn)⟩

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn+١)⟩ (±Knrn)

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn)⟩ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K

n−١rn+١ − j(Knrn)⟩

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn+١)− j(Knrn)⟩

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn∥٢ + ٢∥Kn−١Arn∥∥j(Knrn+١ − j(Knrn)∥.

اکنون

Knrn+١ −Knrn = Kn(rn+١ − rn) = KnK−١A(xn+١ − xn).

لذا است یکنواخت پیوسته j و xn+١ − xn −→ ٠ چون

n −→ ∞, ∥j(Knrn+١ − j(Knrn)∥ −→ ٠

بنابراین است. کراندار x٠ از همسایگی U(x٠) ∥Kn−١Arn∥ پس است فریشه مشتق دارای A چون و

∥Knrn+٢∥١ ≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn∥٢ +O(r).

١۴.١.٣ لم در ϕ(t) = t λnو = ∥Knrn∥٢ قراردادن با

n −→ ∞ ∥Knrn∥ −→ ٠

پس است، کراندار معکوس عملگر K چون

n −→ ∞, rn −→ ٠,

نتیجه در

Axn −→ y.

است. U(x٠) Axدر = y معادله یکتای جواب که xn −→ A−١y بنابراین
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باناخ فضای از x٠ همسایگی U(x٠) در مجانبی معین مثبت −K عملگر A کنیم فرض .١۶.١.٣ قضیه
شود تولید زیر صورت به {xn} تکراری ی دنباله باشد. E هموار یکنواخت

x٠ ∈ U(x٠)

xn+١ = xn + rn n ≥ ٠

rn = K−١y −K−١Axn

y ∈ D(A)

است. Ax = y معادله یکتای جواب به قوی همگرا

K و Aبودن خطی بنابر برهان.

K(rn+١) = K(K−١y −K−١A(xn+١)) = K(K−١y −K−١A(xn + rn)) = Krn − Arn

∥Knrn+٢∥١ = ∥Knrn −Kn−١Arn∥٢

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢⟨Kn−١Arn, j(K
nrn)⟩

+max{∥Knrn∥,١}∥Kn−١Arn∥b(∥Kn−١Arn∥)

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn∥٢ مجانبی) K-pdعملگر تعریف )

+max{∥Knrn∥,١}∥Kn−١Arn∥b(∥Kn−١Arn∥)

≤ ∥Knrn∥٢ − ٢ckn∥Knrn∥٢

+ (∥Knrn + ١)∥Kn−١Arn∥b(∥Kn−١Arn∥).
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∥Kn−١Arn∥b(∥Kn−١Arn∥) مقدار ،۵.٢.٢ لم در b تابع خاصیت به توجه با است فریشه مشتق Aدارای چون
که دارد وجود c گیرد. می قرار U(x٠) همسایگی در

∥Kn−١Arn∥b(∥Kn−١Arn∥) ≤ ckn∥Knrn∥٢ (۴.٣)

همگرا بنابراین است، کاهشی یکنواخت طور به ∥Knrn∥∞n=٠ دنباله گیریم می نتیجه (۴.٣) نامساوی از
درنتیجه است. δ ≥ ٠ کوچک حقیقی عدد به

lim
n−→∞

∥Knrn∥ = ٠

معکوس A چون .rn −→ ٠ که شود می نتیجه است پذیر D(A)-معکوس پیوسته طور به K چون
است. Ax = y ∈ U(x٠) معادله یکتای جواب که xn −→ A−١y پس دارد، کراندار

زیر عملگر دو با را تکراری روش به Ax = f معادله حل باشد. E = Lq, (q > ٢) کنیم فرض
می�کنیم بررسی

باشد. E روی K − pd و خطی عملگری A (١

باشد. E روی لیپ�شیتس و قوی K-افزاینده � عملگر A (٢

افزاینده را T : E −→ E عملگر صورت این در باشد. باناخ فضای E کنیم فرض .١٧.١.٣ تعریف
j ∈ J(x− y) و x, y ∈ E هر برای هرگاه گوییم،

< Tx− Ty, j >≥ ٠.

هرگاه گوییم، قوی افزاینده را T : E −→ E عملگر باشد. باناخ فضای E کنیم فرض .١٨.١.٣ تعریف
x, y ∈ E هر برای �که باشد موجود α > ٠

< Tx− Ty, j >≥ α∥x− y∥٢. (۵.٣)

زیر به�صورت x ∈ D(T ) هر برای (۵.٣) نامساوی باشد خطی عملگری T اگر ١٨.١.٣ تعریف در
کنیم می بیان

< Tx, j >≥ α∥x∥٢.

است. معین مثبت عملگر T صورت این در

باشد، مقداری تک نرمال دوگان نگاشت j : E −→ E∗ و E = Lq, (q > کنیم(٢ فرض .١٩.١.٣ لم
x, y ∈ E هر برای صورت این در

∥x+ y∥٢ ≤ (q − ١)∥y∥٢ + ∥x∥٢ + ٢ < y, j(x) > .

شود رجوع [١١] به برهان.
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را A : D(A) ⊆ E −→ E غیرخطی عملگر باشد باناخ فضای E کنیم فرض .٢٠.١.٣ تعریف
α > ٠ و موجود K D(A)-معکوس�پذیر پیوسته به�طور و بسته عملگر هرگاه گوییم، قوی K-افزاینده

x, y ∈ E هر برای �که باشد

< Ax− Ay, j(Kx−Ky) >≥ α∥Kx−Ky∥٢. (۶.٣)

می�شود ساده زیر به�صورت (۶.٣) نامساوی باشد خطی عملگری A اگر ٢٠.١.٣ تعریف در

< Ax, j(Kx) >≥ α∥Kx∥٢. ∀x ∈ D(A)

است. معین K-مثبت عملگر A صورت این در که

m > ٠ مانند مثبتی ثابت اگر کند می صدق شیتس لیپ شرط در T عملگر گوییم .٢١.١.٣ تعریف
x, y ∈ D(T ) هر برای که باشد داشته وجود

∥Tx− Ty∥ ≤ m∥x− y∥.

باشد موجود β > ٠ هرگاه گوییم، لیپ�شیتس معکوس�پذیر به�طورپیوسته را T عملگر .٢٢.١.٣ تعریف
x, y ∈ D(T ) هر برای �که

∥Tx− Ty∥ ≥ β∥x− y∥.

باشد K − pd خطی عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E و E = Lq کنیم فرض .٢٣.١.٣ قضیه
معادله یکتای جواب p که است Kp به همگرای می�شود، تولید زیر به�صورت که {Kxn} تکراری دنباله

می�باشد. Ax = f

Kxn+١ = Kxn + tnKγn. n ≥ ٠

tn =
< BKγn, j(Kγn) >

(q − ١)∥BKγn∥٢
. و B = AK−١

lim
n→∞

tn = ٠

Kγn = f −BKxn.
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n ≥ ٠ برای K و A بودن خطی بنابر برهان.

Kγn+١ = f −BKxn+١ = f −B(Kxn + tnKγn)

= f −BKxn −BKxn+١

= Kγn − tnBKγn.

١٩.١.٣ لم از

∥Kγn+٢∥١ = ∥Kγn − tnBKγn∥٢

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢tn < BKγn, j(Kγn) > +(q − ١)t٢n∥BKγn∥٢

= ∥Kγn∥٢ − ٢< BKγn, j(Kγn) >
٢

(q − ١)∥BKγn∥٢

+
< BKγn, j(Kγn) >

٢

(q − ١)∥BKγn∥٢
(tnتعریف)

= ∥Kγn∥٢ −
< BKγn, j(Kγn) >

٢

(q − ١)∥BKγn∥٢

≤ ∥Kγn∥٢.

(٧.٣)

حقیقی عدد به همگرا پس یابد، می� است) کاهشی (دنباله کاهش یکنواخت به�طور {Kγn} دنباله بنابراین
است. δ = ٠ فرض بنابر است. δ ≥ ٠

lim
n→∞

< BKγn, j(Kγn) >
٢

(q − ١)∥BKγn∥٢
= ٠.

اما

< BKγn, j(Kγn) >
٢

(q − ١)∥BKγn∥٢
=
< Aγn, j(Kγn) >

٢

(q − ١)∥Aγn∥٢

=
α٢∥Kγn∥۴

(q − ١)θ٢∥Kγn∥٢
(K-pd) عملگر تعریف

=
α٢

(q − ١)θ٢∥Kγn∥
٢.

(٨.٣)
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نتیجه در .Kγn −→ ٠ n −→ پس,∞

٠ = lim
n→∞

(f −BKxn) = f −BKp

= f − Ap (B = AK−١).

بنابراین .f = Ap = BKp نتیجه در

٠ = lim
n→∞

∥f −BKxn∥ = lim
n→∞

∥BK(p− xn)∥

= lim
n→∞

∥A(p− xn)∥

≥ α lim
n→∞

∥Kp−Kxn∥.

است. حاصل نتیجه .Kxn −→ Kp, n −→ ∞ برای

قوی K-افزاینده عملگر A : D(A) ⊆ E −→ E و E = Lq(q > ٢) کنیم فرض .٢۴.١.٣ قضیه
که {Kxn} تکراری دنباله صورت این در ،x٠ ∈ D(A) باشد. (L ≥ ١) لیپ�شیتس و (α > ٠)

باشد. می Ax = f معادله یکتای جواب p که است Kp به قوی همگرا می�شود، تولید زیر به�صورت

Kxn+١ = Kxn + λKγn

λ =
α

[(q − ١)L٢β٢]

Kγn = f −GKxn و G = AK−١.
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برهان.

Kγn+١ = f −GKxn+١ = f −G(Kxn + λKγn)

= f −GKxn − λGKγn

= Kγn −GKxn+١

= Kγn − (GKxn+١ −GKxn).
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١٩.١.٣ لم بنابر

∥Kγn+٢∥١ = ∥Kγn − (GKxn+١ −GKxn)∥٢

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢ < GKxn+١ −GKxn, j(Kγn) >

+ (q − ١)∥GKxn+١ −GKxn∥٢

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢ < Axn+١ − Axn, j(Kγn) >

+ (q − ١)∥Axn+١ − Axn∥٢ ( G (تعریف

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢λ < Axn+١ − Axn, j(λKγn) >

+ (q − ١)L٢∥xn+١ − xn∥٢ ( لیپ�شتز تعریف )

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢λ < Axn+١ − Axn, j(λKγn) >

+ β٢L٢(q − ١)∥Kxn+١ −Kxn∥٢

≤ ∥Kγn∥٢ − ٢αλ∥Kγn∥٢ + β٢L٢(q − ١)λ٢∥Kγn∥٢

= (١− ٢αλ+ β٢L٢(q − ١)λ٢)∥Kγn∥٢.

است λ =
α

β٢L٢(q − ١) اینکه به توجه با

∥Kγn+٢∥١ ≤ (١− α٢

β٢L٢(q − ١))∥Kγn∥
٢.

µ = (١− α٢

β٢L٢(q − ١)) دادن قرار با

∥Kγn+١∥ ≤ µ
n
٢ ∥Kγn∥.
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n = ٠ برای

∥Kγ١∥ ≤ ∥Kγ٠∥.

n = ١ برای

∥Kγ٢∥ ≤ µ
١
٢∥Kγ١∥ ≤ µ

١
٢∥Kγ٠∥.

داریم استقرا بنابر

∥Kγn∥ ≤ µ
n
٢ ∥Kγ٠∥.

نتیجه در .Kγn −→ ٠, n −→ ∞ برای µn
٢ ≤ ١ جون

٠ = lim
n→∞

Kγn = lim
n→∞

(f −GKxn)

= f −GKq

= f − Aq.

پس

٠ = lim
n→∞

∥Kγn∥ = lim
n→∞

∥f −GKxn∥

= lim
n→∞

∥Aq − Axn∥

≥ α lim
n→∞

∥Kxn −Kq∥.

است. حاصل نتیجه

قضیه در شده تعریف {Kxn} دنباله A,K,G هیلبرت فضای E = H کنیم فرض .٢۵.١.٣ نتیجه
است. برقرار ٢۴.١.٣ قضیه حکم صورت این در دهیم قرار λ = αL−٢β−٢ همچنین باشد، ٢۴.١.٣

است. حاصل نتیجه ٢۴.١.٣ قضیه در q = ٢ دادن قرار با برهان.
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Ax = f معادله حل و تقریب بهترین ٢.٣

PK : نگاشت باشد. E از تهی غیر مجموعه زیر �K و باناخ فضای E کنیم فرض .١.٢.٣ تعریف
می�نامیم. تقریب بهترین نگاشت را � E −→ ٢K

PKx = {x∗ ∈ K : ∥x− x∗∥ = d(x,K)}.

روی تقریب بهترین نگاشت PK و E باناخ فضای از تهی غیر مجموعه زیر K کنیم فرض .٢.٢.٣ لم
x, y ∈ E هر برای باشد. E

∥PKx− PKy∥ ≤ ∥x− y∥.

شود. رجوع [۶] به برهان.

PK : و باشد E از چبیشف و تهی غیر مجموعه زیر K و باناخ فضای �E کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه
x∗ ∈ K و دلخواه x ∈ E برای صورت این در است. E روی تقریب بهترین نگاشت E −→ K

x ∈ E, x∗ ∈ K, ∥PKx− PKx
∗∥ ≤ ∥x− x∗∥.

به[۶] شود رجوع برهان.

و پیوسته تابع p > ١ برای اگر فقط اگر است محدب یکنواخت به�طور باناخ فضای E .۴.٢.٣ قضیه
x, y ∈ Eهر برای به�طوری�که باشد موجود ϕ(٠) = ٠ و ϕ : R −→ R کاهشی
∥x+ y∥p ≥ ∥x∥p + p < y, jp(x) > +ϕ(∥y∥).

شود. رجوع به[١٨] برهان.

و بسته تهی غیر مجموعه زیر K و محدب یکنواخت به�طور باناخ فضای E کنیم فرض .۵.٢.٣ نتیجه
x∗ ∈ K و دلخواه x ∈ E هر برای صورت این در باشد. E از محدب

∥PKx− PKx
∗∥p ≤ ∥x− x∗∥p − g(∥x− PKx∥).

است. g(٠) = ٠ و کاهشی و پیوسته، محدب، تابع g : [٠,∞) −→ [٠,∞) آن در که

کاهشی و محدب پیوسته، تابع ۴.٢.٣ قضیه بنابر است، محدب یکنواخت �طور به �E چون برهان.
jp(x) ∈ Jp(x) و دلخواه x, y ∈ E هر برای �که است موجود g(٠) = ٠ و g : R −→ R

∥x+ y∥p ≥ ∥x∥p + p < y, jp(x) > +g(∥y∥). (٩.٣)

jp(u+ v) ∈ Jp(u+ v) برای (٩.٣) نامساوی در y := −v و x := u+ v دادن قرار با حال
∥u∥p ≥ ∥u+ v∥p − p < v, jp(u+ v) > +g(∥v∥)

∃jp(u+ v) ∈ Jp(u+ v) بنابراین
∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + p < v, jp(u+ v) > −g(∥v∥). (١٠.٣)
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jp(x
∗ − PK) ∈ jp(x

∗ − PKx) هر برای و باشد v = x− PKx و u = x∗ − x کنیم فرض

∥PKx
∗ − PKx∥p = ∥x∗ − x+ x− PKx∥p (x∗ ∈ KبنابراینPKx

∗ = x∗)

≤ ∥x− x∗∥p + p < x− PKx, jp(x
∗ − PKx) > −g(∥x− PKx∥)

≤ ∥x∗ − x∥p − g(∥x− PKx∥). (x∗ − PKx ⊥ x− PKx)

است. حاصل نتیجه

انقباضی شبه را E در R(T ) برد و D(T دامنه( با �T عملگر باناخ فضای �E کنیم فرض .۶.٢.٣ تعریف
r > ٠ و x, y ∈ D(T ) هر برای �که باشد موجود t ≥ ١ هرگاه گوییم، قوی

∥x− y∥ ≤ ∥(١+ r)(x+ y)− rt(Tx− Ty)∥.

می�نامیم. انقباضی را T عملگر آنگاه tباشد، = ١ اگر

∥x∥ ≤ α > ٠, هر برای صورت این در باشد، x, y ∈ E و باناخ فضای �E کنیم فرض .٧.٢.٣ لم
. < y, f >≥ ٠ �که باشد موجود f ∈ Jx اگر فقط اگر ∥x+ αy∥

شود. رجوع [۶] به برهان.

عملگر باشد، U : K −→ E همچنین و �E مجموعه زیر �K و باناخ فضای E کنیم فرض .٨.٢.٣ لم
باشد. قوی افزاینده عملگر T = I − U اگر فقط و اگر است قوی انقباضی شبه �U

x, y ∈ E هر برای �که است موجود t ≥ ١ بنابراین باشد قوی انقباضی شبه عملگر U کنیم فرض برهان.
r > ٠ و

∥x− y∥ ≤ ∥(١+ r)(x− y)− rt(Ux− Uy)∥

= ∥(١+ r)(x− y)− r(tUx− tUy)∥

= ∥x− y + r(x− tUx− y + tUy)∥.

j ∈ J(x− y) ٧.٢.٣ لم بنابر گیریم می نظر در I − tU = I − t(I − T ) = tT − (t− ١)I عملگر
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x, y ∈ K هر برای دارد�که وجود

< x− tUx− y + tUy, j >≥ ٠

x < I − tU, j > −y < I − tU, j >≥ ٠

x < tT − (t− ١)I, j > −y < tT − (t− ١)I, j >≥ ٠

< tT − (t− ١)I, j > (x− y) ≥ ٠

t < T, j > −(t− ١) < I, j > (x− y) ≥ ٠

t < Tx− Ty, j > −(t− ١) < x− y, j >≥ ٠

t < Tx− Ty, j >≥ (t− ١) < x− y, j >

< Tx− Ty, j >≥ (١− ١
t
)∥x− y∥٢.

است. قوی افزاینده عملگر T بنابراین
هر برای �که است موجود k > ٠ صورت این باشد،در قوی افزاینده عملگر T کنیم فرض برعکس،

j ∈ J(x− y) و x, y ∈ K

< Tx− Ty, j >≥ k∥x− y∥٢. (١١.٣)

نامساوی صورت این در باشد t = ١
١−k

و ٠ < k < ١ کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون
می�شود نوشته زیر صورت به (١١.٣)

< Tx− Ty, j >≥ (١− ١
k
)∥x− y∥٢.

قوی انقباضی شبه عملگر U صورت این در می�دهیم انجام عکس جهت در را بالا اثبات مراحل حال
است.

همچنین باشد، E از بسته و پروکسیمنال مجموعه زیر K و باناخ فضای E کنیم فرض .٩.٢.٣ قضیه
(I−T ) �که x∗ ∈ K ثابت نقطه با قوی انقباضی شبه و یکنواخت پیوسته به�طور عملگر T : K −→ E

و {βn}, {αn} حقیقی دنباله�های باشد. K روی تقریب بهترین نگاشت PK که است کراندار K روی
کنند می صدق زیر شرایط در {vn}, {un}
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٠ ≤ αn, βn < ١. n ≥ ٠ (١

limn→∞ αn = ٠ = limn→∞ βn. (٢∑
n≥٠ αn = ∞. (٣

∥vn∥ = o(αn), limn→∞∥un∥ = ٠. (۴

x∗ به قوی همگرا می�شود تولید زیر صورت به که {xn} تکراری دنباله ، u٠, v٠ ∈ E و دلخواه x٠ ∈ K

است.
xn+١ ∈ PKzn, zn = (١− αn)xn + αnTyn + vn. n ≥ ٠ (١٢.٣)

yn ∈ PKwn, wn = (١− βn)xn + βnTxn + un. n ≥ ٠ (١٣.٣)

شود. رجوع [۶] به برهان.

T : باشد. E از بسته و پروکسمینال مجموعه زیر �K و باناخ فضای E کنیم فرض .١٠.٢.٣ قضیه
جواب دارای f ∈ E هر برای Tx = f معادله و یکنواخت پیوسته و قوی افزاینده عملگر K −→ E

به تولیدشده {xn} تکراری دنباله u٠, v٠ ∈ E ، x٠ ∈ K برای صورت این در است. x∗ ∈ K یکتای
است. x∗ به قوی همگرا شود می تولید زیر صورت

xn+١ ∈ PKzn, zn = xn + αn(f − Tyn) + vn. n ≥ ٠

yn ∈ PKwn, wn = xn + βn(f − Txn) + un. n ≥ ٠

شود. رجوع [۶] به برهان.
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Aabstract

In this thesis, we discuss the equation Ax = y on the Banach space with iterative
method, where A is K-positive definite operator and k is a closed operator and continuous
D(A)-inverse. Then we extend K-positive definite operator to Fréchet operator and we
investigate local convergence towards unique equation Ax = y on Banach space. Also we
introduce K-strong accretive that it is the nonlinear case of K-positive definite operator
and we express results of the best approximation.

keywords: K-positive definite operator, Banach space, Convergence, Uniformly smooth
Banach space, Best approximation.
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