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چکیده
معادلات داراي بطوریکه رهگیري، نوع از هدف تابع مینیممسازي با متناظر بهینه کنترل مسئله پایاننامه این در

میشود. داده اولیه مسئله با متناظر بهینه سیستم 1 فصل در ابتدا میدهیم. قرار بررسی مورد را میباشد سهموي

توزیعی پارامتر بهینه سیستم حل براي 7 و 5 ،4 ،3 مرتبه اسپلاین - B کالوکیشن روشهاي 5-2 فصول در

توسط 7 و 5 ،4 ،3 مرتبه اسپلاین - B تقریبهاي کارایی فصل هر انتهاي در میگیرند. قرار استفاده مورد سهموي

بقدر که ν کنترل هزینه ضریب مقدار تغییر توسط مذکور طرحهاي کارایی که میشود داده نشان عددي مثال چند

پایاننامه سرتاسر در نمودارها رسم همچنین و شده انجام محاسبات تمام میشود. داده نشان است، کوچک کافی

است. گرفته صورت 7.12 متلب افزار نرم کمک به

کالوکیشن روش سهموي، توزیعی پارامتر بهینه سیستمهاي اسپلاین، -B بهینه، کنترل مسئله کلیدي: واژههاي
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مقدمه 1.1
دیفرانسیل معادلات با .... و کوانتوم مغناطیس، الکتریسیته، سیالات، دینامیک در چه فیزیکی، پدیدههاي اکثر

و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از خلاصهاي ابتدا ما فصل این در میشوند. توصیف جزئی1 مشتقات با

قضایاي و اولیه تعاریف بیان به سپس نموده، بیان را آنها مختلف انواع ردهبندي طرز از کوتاهی بحث همچنین

خواهیم اشاره بعدي فصلهاي در نیاز مورد قضایاي و تعاریف به انتها در میپردازیم. اسپلاینها2 -B به مربوط

کرد.

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله 2.1
با دیفرانسیل معادلات در حالیکه در دارد، بستگی متغیر یک به فقط مجهول تابع معمولی3 دیفرانسیل معادله در

دارد. بستگی متغیر چندین به مجهول تابع جزئی مشتقات

دادهایم: قرار نمادگذاري در سادگی براي

ut =
∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uxx =

∂٢u

∂x٢

میکنیم. بیان را معروف جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله چند حال

ut = uxx,
گرما4 معادله

utt = uxx,
موج5 معادله

uxx + uyy = ٠, لاپلاس6 معادله

1Partial Differential Equation
2B-Splins
3Ordinary Differential Equation
4Heat Equation
5Wave Equation
6Laplace’sEquation
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معادله استوکس10و - ناویه9 معادلات نیوتن8، تبرید قانون ماکسول7، معادلات نظیر فیزیک، قوانین اکثر

یعنی بیانند)؛ قابل (یا شدهاند بیان جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برحسب کوانتوم مکانیک در شرودینگر11

در مشتقها وجود میدهند. توضیح زمان به نسبت مشتقات و فضا ارتباط بهوسیله را فیزیکی پدیدهاي قوانین این

نمایش را جریان) شدت و شار نیرو، شتاب، سرعت، (مانند طبیعی عوامل مشتقها که است خاطر بدان معادلات این

میدهند.

حل نهایی و مرزي اولیه، شرایط با همراه را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات چطور که است این ما هدف

نماییم.

کنیم؟ حل چطور را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات که است این میآید پیش ما براي که سوالی

مشتقات با دیفرانسیل معادلات که هستند روشهایی آنها مهمترین دارند وجود کار این براي زیادي روشهاي

: از عبارتست روشها مهمترین از یکی دهند. تغییر معمولی دیفرانسیل معادلات به را جزئی

که تفاضلی معادلات دستگاه یک به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک روش این عددي12: روشهاي

که است تکنیکی تنها این حالات، بسیاري در میدهد. تغییر کرد حل کامپیوتر در مکرر تکنیکهاي با را آن بشود

دیگري روشهاي تفاضلی، معادلات با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله جایگزینی روشهاي بر علاوه میکند. کار

روشهاي بیشترین امروزه اسپلاین). (تقریبهاي میزنند تقریب چندجملهاي سطوح با را جوابها که هستند نیز

حجم وردشی17، تکرار آدومین16، مرزي15، عناصر متناهی14، تفاضلات متناهی13، عناصر روشهاي استفاده، مورد

7Maxwell
8Newton
9Navier

10Stokes
11Schrodinger
12Numerical Methods
13Finit Element Differential
14Boundary Element Method
15Finite Difference Method
16Adomian method
17Variational Iteration Method
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میباشد. هموتوپی19 و محدود18

کرد. مراجعه [1] به میتوان بیشتر جزئیات براي

سوبولف فضاهاي 3.1
انتگرال که میباشد f : Ω ⊆ Rn → R پذیر اندازه توابع همه فضاي ،(١ ≤ p ≤ ∞) Lp(Ω) .1.3.1 تعریف

یعنی: است، متناهی آنها ∫لبگ
Ω

|f |pdx <∞.

میشود: تعریف زیر بهصورت فضا این در نرم

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
) ١

p

.

میشود: داده نمایش زیر بهصورت که رسید خواهیم ∥.∥L٢(Ω) نرم به p = ٢ دادن قرار با حال

∥f∥L٢(Ω) =

(∫ b

a

|f(x)|٢dx
) ١

٢

زیر بهصورت که میباشد، متناهی نرم با Ω در f اندازهپذیر توابع تمام فضاي L∞(Ω) صورت این در ،p = ∞ اگر

میشود: تعریف

∥f∥L∞(Ω) = ess sup{|f(x)|; x ∈ Ω},

.ess sup f(x) = inf{M : µ{x : f(x) > M} = 0} اینجا در که
18Finite Volume Method
19Homotopy Perturbation Method
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میشود: تعریف زیر بهصورت ،l ≥ ٠ براي سوبولف20 فضاي .2.3.1 تعریف

H l,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω); ∥f∥l,p,Ω <∞},

آن در که

∥f∥l,p,Ω =
( ∑

٠≤|α|≤l

∫
Ω

|Dαf |p
) ١

p
,

میشود: تعریف زیر بهصورت که است α مرتبه ضعیف مشتقات بیانگر Dα و

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂α١x١∂α٢x٢ · · · ∂αnxn
,

.αi ∈ Z+ و |α| = α١ + α٢ + · · ·+ αn مینامند، چنداندیسه را α = (α١, α٢, · · · , αn) آن در که

میشود: تعریف زیر بهصورت نیز H l,∞ سوبولف فضاي نرم صورت این در ،p = ∞ اگر

∥f∥l,∞,Ω =
∑

٠≤|α|≤l

ess sup|Dαf|p.

میباشد: زیر بهصورت گرادیان اساس بر سوبولف فضاي از دیگري نمایش

H l,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω);∇kf ∈ Lp(Ω), k = ١, ..., l}.

میدهند. نمایش ،∥.∥l,Ω با را ∥.∥l,٢,Ω نرم و ،H l با را H l,٢ سوبولف فضاي ،p = ٢ که حالتی در

نسبی خطاي و ∥f−U∥بهصورت مطلق خطاي باشد، f ∈ C[a, b] معلوم تابع از Uتقریبی هرگاه تعریف3.3.1.
L∞ = ∥f−U∥∞ L٢و = ∥f−U∥٢ Uمیبایست تابع سنجشتقریب براي میشوند. تعریف ∥f−U∥

∥U∥ بهصورت

کنیم. مینیمم را
20Sobolev Space



6 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات انواع 4.1
است، مهمی مفهوم ردهبندي میشوند. ردهبندي مختلفی معیارهاي اساس بر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله

میشود. اعمال شده داده معادلات از رده یک بر فقط معمولا حل، روشهاي و عمومی نظریه زیرا

است: زیر بهصورت جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلی فرم

G(u, ux, uxx, ...ux(n) , ut, utt, ..., u
(m)
t , uxt, ...) = ٠, (1.1)

میباشد. t و x به وابسته تابعی u(x, t) آن در که

است. جزئی مشتق بالاترین مرتبه جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله یک مرتبه .1.4.1 تعریف

خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب 5.1
آنها کلاسیک جواب همراه به متفاوت مرزي شرایط با خطی جزئی مشتقات با معادلات مختلف انواع قسمت این در

میدهیم. قرار بررسی مورد را

بیضوي معادلات 1.5.1

میگیریم: نظر در را زیر بهصورت Q ⊂ Rn روي بیضوي دیفرانسیل معادله یک

Lu = div(k(x)∇u)− a(x)u = f(x), (2.1)

. هستند حقیقی ضرایب x ∈ Q هر براي ،k(x) ≥ k٠ > ٠ و k(x) ∈ C١(Q) ،a(x) ∈ C(Q) آن در که

) اول نوع مرزي مقدار مساله از 21 کلاسیک جواب یک را u(x) ∈ C٢(Q)
∩
C(Q) تابع (الف)- .1.5.1 تعریف

21Classical solution
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کند: صدق زیر مرزي شرط در و (2.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، (22 دیریشله مساله

u|∂Q = φ(x). (3.1)

نویمن (مساله سوم نوع مرزي مقدار مساله از کلاسیک جواب یک را u(x) ∈ C٢(Q)
∩
C١(Q) تابع (ب)-

کند: صدق زیر مرزي شرط در و (2.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، (23 دیریشله

(
∂u

∂n
+ δ(x)u

) ∣∣∣
∂Q

= φ(x), (4.1)

میشود. گرفته درنظر δ(x) > ٠ و δ(x) ∈ C(∂Q) آن در که

نوشته زیر بهصورت (4.1) مرزي شرط آنگاه شود، گرفته درنظر δ(x) = ٠ تابع (4.1) مرزي شرط در اگر

میشود:

∂u

∂n

∣∣∣
∂Q

= φ(x). (5.1)

مینامند. 24 نویمن مرزي شرط را (5.1) شرط

هذلولوي معادلات 2.5.1

کراندار استوانهاي ناحیه یک معادلات، این براي باشد. ∂D هموار مرز با Rn در کراندار دامنه یک D کنید فرض

تعریف میباشد. حقیقی مثبت عدد یک T آن در که میگیریم، نظر در را QT = D × (٠, T ) ⊂ Rn+١

22Dirichlet
23Neumann-Dirichlet
24Neumann
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میکنیم:

ΓT = ∂D × (٠, T ),

D٠ = D × {٠},

DT = D × {T}.

است: زیر بهصورت QT ⊂ Rn+١ روي هذلولوي دیفرانسیل معادله یک

Lu = utt − div(k(x)∇u) + a(x)u = f(x, t), (6.1)

.k(x) ≥ k٠ > ٠ و k(x) ∈ C١(D) ،a(x) ∈ C(D) آن در که

مساله از کلاسیک جواب یک را u(x, t) ∈ C٢(QT )
∩
C١(QT

∪
ΓT

∪
D٠) تابع (الف)- .2.5.1 تعریف

:D٠ روي زیر اولیه شرایط در و (6.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، دیریشله) (مساله اول نوع مرزي مقدار

u|t=٠ = φ(x), (7.1)

ut|t=٠ = ψ(x), (8.1)

کند: صدق ΓT روي زیر مرزي شرط در و

u|ΓT
= ξ. (9.1)

سوم نوع مرزي مقدار مساله از کلاسیک جواب یک را u(x, t) ∈ C٢(QT )
∩
C١(QT

∪
ΓT

∪
D٠) تابع (ب)-

زیر مرزي شرط در و ،(8.1)-(7.1) اولیه شرایط ،(6.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، دیریشله) نویمن (مساله

کند: صدق ΓT روي

(
∂u

∂n
+ δ(x)u

) ∣∣∣
ΓT

= ξ, (10.1)
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میشود. گرفته درنظر δ(x) ∈ C(ΓT ) آن در که

نوشته زیر بهصورت (10.1) مرزي شرط آنگاه شود، گرفته درنظر δ(x) = ٠ تابع (10.1) مرزي شرط در اگر

میشود:

∂u

∂n

∣∣∣
ΓT

= ξ. (11.1)

مینامند. نویمن مرزي شرط را (11.1) شرط

سهموي معادلات 3.5.1

استوانهاي ناحیه یک معادلات، از دسته این براي باشد. ∂D هموار مرز با ،Rn در کراندار دامنه یک D کنید فرض

تعریف است. حقیقی مثبت عدد یک T آن در که میگیریم، درنظر را QT = D × (٠, T ) ⊂ Rn+١ کراندار

میکنیم:

ΓT = ∂D × (٠, T ),

D٠ = D × {٠},

DT = D × {T}.

میشود: تعریف زیر بهصورت QT ⊂ Rn+١ روي سهموي دیفرانسیل معادله یک

Lu = ut − div(k(x)∇u) + a(x)u = f(x, t), (12.1)

.k(x) ≥ k٠ > ٠ و a(x) ∈ C(QT ) ،k(x) ∈ C١(QT ) آن در که

مساله از کلاسیک جواب یک را u(x, t) ∈ C٢,١(QT )
∩
C(QT

∪
ΓT

∪
D٠) تابع (الف)- .3.5.1 تعریف

:D٠ روي زیر اولیه شرط در و (12.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، دیریشله) مساله ) اول نوع مرزي مقدار

u|t=٠ = φ(x), (13.1)
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کند: صدق ΓT روي زیر مرزي شرط در و

u|ΓT
= ξ. (14.1)

از کلاسیک جواب یک را u(x, t) ∈ C٢,١(QT )
∩
C(QT

∪
ΓT

∪
D٠)

∩
C١,٠(QT

∩
ΓT ) تابع (ب)-

(13.1) اولیه شرط ،(12.1) معادله در تابع این هرگاه مینامند، دیریشله) نویمن (مساله سوم نوع مرزي مقدار مساله

کند: صدق ΓT روي زیر مرزي شرط در و

(
∂u

∂n
+ δ(x)u

) ∣∣∣
ΓT

= ξ, (15.1)

.δ(x) ∈ C(ΓT ) آن در که

نوشته زیر بهصورت مرزي شرط این آنگاه شود، گرفته درنظر δ(x) = ٠ تابع (15.1) مرزي شرط در اگر

میشود:

∂u

∂n

∣∣∣
ΓT

= ξ. (16.1)

مینامند. نویمن مرزي شرط را (16.1) شرط

سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مسائل 6.1
جزئی مشتقات با معادلات بهصورت قیودي داراي که گوناگون بهینه کنترل مسائل بررسی مورد در زیادي مطالب

متناهی عناصر تقریبهاي خطاي محاسبه زمینه در کمی نتایج فقط اینکه وجود با .[6]-[2] دارد وجود هستند،

در میشود، مربوط گرما معادله به که توزیعی بهینه کنترل مساله یک از گسسته کاملا محاسبات دارد، وجود 25

شبه سهموي جزئی مشتقات با قیود داراي توزیعی، بهینه کنترل مساله یک در[9] است. شده داده [8]-[7]

قیود داراي که بهینه کنترل مسائل استقرایی بررسی به مربوط نتایج از بعضی است. شده واقع بررسی مورد خطی،

از انواعی به آمده بدست نتایج است. شده داده توسعه [11]-[10] در هستند خطی سهموي جزئی مشتقات با

25Finite Element
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کاربرد نیز توزیعی کنترل مسائل در کنترلها این که میشوند مربوط نیز 26 رابین و نویمان کنترل جمله از کنترلها

بهصورت قیودي داراي رهگیري27 نوع از هدف تابع مینیممسازي براي نویمان مرزي کنترل یک [12] در دارند.

مساله محاسبات از نمونه یک [13] در است. شده گرفته بهکار خطی همگن سهموي جزئی مشتقات با معادله یک

[2] (همچنین [14] در است. شده بررسی خطی همگن سهموي جزئی مشتقات با قیود داراي نویمان مرزي کنترل

همگن سهموي جزئی مشتقات قیود داراي بهینه کنترل مسائل انواع بررسی براي 28 نیمگروه تقریب یک ببینید) را

است. گرفته قرار بررسی مورد متناهی عناصر تقریبهاي براي محاسبات این خطاي و است شده داده توسعه خطی

به مقید که رابین مرزي بهینه کنترل مسائل از 29 نیمهگسسته تقریب براي اول مرتبه محاسبه خطاي سرانجام،

مساله از نمونه یک میخواهیم اینک .[15] است شده ارائه هستند نیمهخطی سهموي جزئی مشتقات با معادلات

کنترل مساله دهیم. قرار بررسی مورد پایاننامه این در را هستند جزئی مشتقات با قیود داراي که بهینه کنترل

بگیرید: نظر در را زیر بهینه


minu∈L٢(Q) J(y, u),
subject to
−∂ty +△y = u, in Q = Ω× (٠, T ),
y(x,٠) = y٠(x), in Ω at t = ٠,
y(x, t) = ٠, on Σ = ∂Ω× (٠, T ).

(17.1)

است: زیر بهصورت رهگیري نوع از هدف تابع و y٠(x) ∈ H١
٠ (Ω) آن در که

J(y, u) =
١
٢
||y − z||٢L٢(Q) +

ν

٢
||u||٢L٢(Q). (18.1)

فوق، بهینه کنترل مساله براي میباشد. مطلوب حالت z ∈ L٢(Q) و کنترل هزینه وزن ν > ٠ آن در که

متغیر آن در که ببینید)، را [11]-[10]) دارد وجود (y∗, u∗) = (y∗(u∗), u) بهصورت یکتا بهینه جواب یک

.H٢,١(Q) = L٠)٢, T ;H٢(Ω) ∩H١
٠ (Ω)) ∩H٠)١, T ;L٢(Ω)) بهطوریکه y∗(u∗) ∈ H٢,١(Q)

26Robin
27Tracking
28Semi-group
29Semi-discrete
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است[16]: زیر بهصورت (18.1) هدف تابع با (17.1) مساله متناظر بهینگی شرایط

−∂ty +△y = u, (19.1)

∂tp+△p+ (y − z) = ٠, (20.1)

νu− p = ٠, (21.1)

براي p(x, T ) = ٠ پایانی شرط و زمان) در پیشرو (بهصورت حالت معادله براي y(x,٠) = y٠(x) اولیه شرط با

اینک .p, u ∈ H٢,١(Q) داریم (21.1) و (20.1) معادلات از .[16] زمان) در پسرو (بهصورت الحاقی30 معادله

از دوم فصل در آمد. خواهد بدست p با مستقیم رابطه یک اساس بر u ،(21.1) بهینگی شرط از که است واضح

در ترتیب همین به میپردازیم. سوم مرتبه -اسپلاین B از استفاده با فوق بهینه سیستم حل به پایاننامه، این

فصل هر در شد. خواهد گرفته بکار بهینه سیستم این حل براي 7 و 5 ،4 مرتبه اسپلاینهاي -B بعدي، فصول

آورد. خواهیم بدست u(x, t) بهینه کنترل تابع و p(x, t) الحاقی تابع ،y(x, t) حالت تابع از تقریبی یک

اسپلاینها - B 7.1

اساسی نظریه 1.7.1

تشکیل با میتوانند دیگر اسپلاین توابع کلیه آنها از که یافته اختصاص اسپلاین توابع از دستگاهی به بخش این

بنابراین و میکنند فراهم خاص اسپلاینهاي فضاهاي براي پایه یک اسپلاینها این آیند. بدست خطی ترکیبهاي

تولید قابل بهراحتی بازگشتی روابط بهوسیله اسپلاینها - B گرهها، بودن معلوم با میشوند. نامیده اسپلاین - B

رفتاري و جالب نظریهاي از برخورداري بهواسطه اسپلاینها - B است. ساده بهنسبت نیز آنها الگوریتم و هستند

کنند. پیدا تعمیم میتوانند اسپلاینها - B بعلاوه هستند. متمایز عددي محاسبات در نمونه

نیاز متناهی مجموعه یک به معمولاً عمل در میکنیم. شروع حقیقی اعداد روي بر xi گرههاي از دستگاهی با

شامل را −∞ تا چپ از و +∞ تا راست از نامتناهی مجموعه یک گرهها که است راحتتر گسترش براي اما است

30Adjoint
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باشند:

... < x−٢ < x−١ < x٠ < x١ < x٢ < ...

میکنیم. استوار گرهها این بر را اسپلاینها تمام و میشوند فرض ثابت گرهها این مباحث تمام در

صفر درجه اسپلاین - B 2.7.1

میکنیم. تعریف زیر بهصورت و میدهیم نمایش B٠
i نماد با را صفر درجه اسپلاین - B

.1.7.1 تعریف

B٠
i (x) =


١, xi ≤ x < xi+١,

٠, صورت این غیر در

میدهند. تشکیل را {B٠
i : i ∈ Z} نامتناهی دنباله اسپلاینها - B این میباشد. (1.1) شکل داراي که

است. آمده زیر در فوق اسپلاین - B خواص از برخی

میباشد. [xi, xi+١) بازه ( B٠
i ̸= ٠ که مجموعههایی (یعنی B٠

i
محمل31 .1

ها. iو ها x همه بهازاي B٠
i (x) ≥ ٠ .2

است. پیوسته راست از B٠
i .3

ها. x تمام بهازاي ∑+∞
i=−∞B٠

i (x) = ١ .4

تشکیل صفر درجه اسپلاینهاي - B همه براي پایه یک صفر درجه اسپلاینهاي - B که است این دیگر مهم نکته
ثابت32 قطعهاي اسپلاین این آنگاه باشد. صفر درجه اسپلاین تابع یک S کنید فرض ادعا، این اثبات براي میدهند.

31Support
32Piecewise Constant
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B٠
i اسپلاین - B :1.1 شکل

میشود: تعریف زیر بهصورت و است

xi ≤ x ≤ xi+١, i ∈ Z −→ S(x) = ci,

که است واضح

S(x) =
i=+∞∑
i=−∞

B٠
i (x),

نامتناهی سري یک بهصورت منحصربفرد نمایش یک فضا در بردار (هر داریم شودر33 مفهوم به پایه یک ما بنابراین

هستند. بالاتر درجه از اسپلاینهاي - B همه بازگشتی تعریف براي شروعی نقطه B٠
i توابع دارد).

∑i=+∞
i=−∞ ciB

٠
i

: از است عبارت بالاتر درجه با اسپلاینهاي - B آوردن بدست براي بازگشتی رابطه

Bk
i (x) = (

x− xi
xi+k − xi

)Bk−١
i (x) + (

xi+k+١ − x

xi+k+١ − xi+١
)Bk−١

i+١ (x), (k ≥ ١) (22.1)

توابع برخی کردن وارد با شد. خواهد نتیجه بازگشتی تعریف این از بالاتر درجه از اسپلاین - B ویژگیهاي تمام

33Schauder
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خاص خطی

V k
i (x) =

x− xi
xi+k − xi

, (23.1)

کنیم: بازنویسی زیر بهصورت را بازگشتی رابطه میتوانیم

Bk
i = V k

i B
k−١
i + (١ − V k

i+١)B
k−١
i+١ , (24.1)

حداکثر چندجملهاي B١یک
i لذا است خطی V k

i و است صفر درجه از قطعه34 به قطعه جملهاي چند B٠یک
i چون

حداکثر قطعه به قطعه چندجملهاي یک Bk
i کلی بهطور که داد نشان میتوان دلیل همین به میباشد. یک درجه از

میباشد. k درجه از

یک درجه اسپلاین - B 3.7.1

میآوریم: بهدست زیر بهصورت را یک درجه اسپلاین - B ،(22.1) رابطه به توجه با

B١
i (x) = (

x− xi
xi+١ − xi

)B٠
i (x) + (

xi+٢ − x

xi+٢ − xi+١
)B٠

i+١(x),

لذا:

B١
i (x) =



x−xi

xi+١−x
xi ≤ x < xi+١,

xi+٢−x
xi+٢−xi+١ xi+١ ≤ x < xi+٢,

٠ صورت. این غیر در

باشد. می زیر بهصورت یک درجه اسپلاین - B خواص دید. (2.1) شکل در میتوان را B١
i نمودار

34Piecewse Polynomial
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B١
i اسپلاین - B :2.1 شکل

میباشد. [xi, xi+٢) بازه B١
i محمل .1

ها. iو ها x همه بهازاي B١
i (x) ≥ ٠ .2

است. مشتقپذیر xi+٢ و xi+١ ،xi بهجز نقطه هر در و است پیوسته راست از B١
i .3

ها. x تمام بهازاي ∑+∞
i=−∞B١

i (x) = ١ .4

اسپلاین - Bخواص 4.7.1
.Bk

i (x) = ٠ آنگاه x /∈ (xi, xi+k+١), k ≥ اگر١ .2.7.1 لم

.Bk
i (x) > ٠ آنگاه ،x ∈ (xi, xi+١) اگر ،k ≥ ٠ کنید فرض .3.7.1 لم

∑+∞
−∞ ciB

k
i =

∑+∞
−∞[ciV

k
i + ci−١)١ − V k

i )]B
k−١
i : داریم .4.7.1 لم

(4.7.1) لم با متناظر عددي رویه

داده تابع یک محاسبه براي راهی موردنظر لم بنابراین باشند. تابع یا ثابت میتوانند ضرایب ،(4.7.1) لم در
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میکند: فراهم زیر بهشکل شده

f(x) =
+∞∑

i=−∞

Ck
i (x)B

k
i (x),

میکنیم: تعریف حال باشند. ثابت است ممکن آنها البته باشند؛ شده داده Ck
i توابع که میکنیم فرض

Ck−١
i (x) = Ck

i (x)V
k
i (x) + Ck

i−١(x)[١ − V k
i (x)], (25.1)

داریم: (25.1) رابطه و (4.7.1) لم بنابر سپس

+∞∑
i=−∞

Ck
i (x)B

k
i (x) =

+∞∑
i=−∞

Ck−١
i (x)Bk−١

i (x),

میآوریم: بدست بالاخره ٠,١, ..., k − ٢, k − ١ براي بحث تکرار با

+∞∑
i=−∞

Ck
i (x)B

k
i (x) =

+∞∑
i=−∞

C٠
i (x)B

٠
i (x),

رابطه است. C٠
j (x) برابر مقدارش ،xj ≤ x < xj+١ براي میشود. محاسبه بهراحتی راست سمت عبارت لذا

مینویسیم: زیر بهصورت بیشتر جزئیات با (24.1) رابطه از استفاده با را (25.1)

Cj−١
i (x) =

(x− xi)C
j
i (x) + (xi+j − x)Cj

i−١(x)

xi+j − xi
, (26.1)

میکند. هدایت زیر عددي رویه به را ما قبلی ملاحظات

داده x یک براي S(x) =
∑+∞

i=−∞Ck
i (x)B

k
i (x) اسپلاین تابع باشند، مفروض Ck

i ضرایب اگر الگوریتم:

استفاده با . xm ≤ x < xm+١ که کنید تعیین گونهاي به اندیسmرا شود: محاسبه زیر بهصورت میتواند شده

کنید. محاسبه را زیر مثلثی آرایه (26.1) معادله از
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Ck
m Ck−1

m ... C1
m C0

m

Ck
m−1 Ck−1

m−1 ... C1
m−1

...

Ck
m−k+1 Ck−1

m−k+1

Ck
m−k

. S(x) = Co
m آنگاه

،k هر بهازاي .5.7.1 لم
+∞∑

i=−∞

Bk
i (x) = ١.

اسپلاین - B انتگرال و مشتق 5.7.1

و کرده استفاده V k
i براي رابطه از است بهتر میدهد. ارائه Bk

i مشتق براي مهم فرمول کرد خواهیم ارائه که لمی

میدهیم: قرار

αk
i =

١
xi+k − xi

,

که میکنیم ملاحظه نمادگذاري این با
d

dx
V k
i (x) = αk

i ,

از: عبارتند است، بدیهی آنها تحقیق که دیگر فرمولهاي بقیه

αk
i V

k+١
i = αk+١

i V k
i ,

αk
i+١)١ − V k+١

i ) = αk+١
i (١ − V k

i+١),

k ≥ ٢ بهازاي .6.7.1 لم

d

dx
Bk

i (x) = (
k

xi+k − xi
)Bk−١

i (x)− (
k

xi+k+١ − xi+١
)Bk−١

i+١ ,

است. برقرار x = xi, xi+١, xi+٢ بهجز ها x تمام براي معادله k = ١ وقتی
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دارند. تعلق Ck−١(R) پیوستگی رده به Bk
i اسپلاینهاي - B ، k ≥ ١ بهازاي .7.7.1 لم

.8.7.1 لم

∫ x

−∞
Bk

i (s)ds = (
xi+k+١ − xi
k + ١

)
∞∑
j=i

Bk+١
j (x),

میدهد. نمایش را K به f تحدید35 f | K آنگاه باشد، دامنهاش از زیرمجموعه یک K و تابع یک f اگر

بنابراین،

(f | K)(x) = f(x) (x ∈ K),

دقیقتر (بهطور چندجملهاي یک Bk
i | (xj, xj+١) تابع هر زیرا میباشد، مفید اسپلاینها با کار در مفهوم این

مستقل K مجموعه یک روي بر fi توابع از مجموعه یک که میشود گفته وقتی است. چندجملهاي) یک تحدید

حال هستند. خطی مستقل معمول مفهوم به fi | K شدهي تحدید توابع مجموعه که معناست این به خطیاند،

(xv, xv+١) گرههاي بین تنهایی بازهي هر به اینها وقتی بگیرید. درنظر را Bk
n ،...،Bk

١ ،Bk
٠ اسپلاین - B توابع

فضاي براي پایه یک تحدیدها این باشد (xk, xk+١) از چندجملهايهایی از مجموعه یک آن نتیجه شوند، محدود

میدهند. تشکیل ∏k چندجملهايهایی

است. خطی مستقل (xk+j, xk+j+١) بازه روي بر {Bk
j , B

k
j+١, ..., B

k
j+k}اسپلاینهاي -B مجموعه .9.7.1 لم

خطیاند. مستقل (x٠, xn) بازه روي بر {Bk
−k, B

k
−k+١, ..., B

k
n−١} اسپلاینهاي - B مجموعه .10.7.1 لم

درجه از قطعه به قطعه چندجملهايهاي و Ck−١ رده از توابع تمام مجموعه Sk
n :Sk

nفضاي براي پایهاي

اسپلاینها - B دامنه اینکه براي میباشد. [x٠, x١], [x١, x٢], ..., [xn−١, xn]بازه n روي بر k مساوي کوچکتر

میدهیم. نمایش Bk
i | [x٠, xn]نماد با و میکنیم محدود [x٠, xn] بازه به را اسپلاینها - B باشد، یکسان

35Restriction
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.Q′
i و Qi مقادیر :1.1 جدول

x xi−١ xi xi+١ xi+٢

Qi ٠ 1 1 ٠

Q
′

i ٠ −٢
h

٢
h ٠

از است عبارت Sk
n فضاي براي پایه یک .11.7.1 قضیه

{Bk
i | [x٠, xn] : −k ≤ i ≤ n− ١}, (27.1)

میباشد. n+ k ،Sk
n بعد نتیجه در

بالاتر مراتب اسپلاینهاي - B 8.1
رابطه به توجه با کردیم اشاره همچنین کردیم. اشاره یک درجه و صفر درجه اسپلاین - B به قبلی بخشهاي در

کرد. تولید را خواص همان با بالاتر درجه اسپلاینهاي - B میتوان بازگشتی

حال .h = xi+١ −xi یعنی باشد ثابت یکدیگر از گرهها فاصله میکنیم فرض نویسی ساده و کار راحتی براي

آورد: بدست زیر بهصورت را دو36 مرتبه اسپلاین - B میتوان یک مرتبه اسپلاین - B و (24.1) رابطه به توجه با

Qi(x) =
١
h٢


(xi+٢ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٢ + ٣(xi − x)٢, [xi−١, xi],

(xi+٢ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٢, [xi, xi+١],

(xi+٢ − x)٢, [xi+١, xi+٢],

٠, صورت این غیر در

(28.1)

رابطه به توجه با دوباره است. شده آورده بدست گرهها در مشتقاتش و اسپلاین - B مقادیر (1.1) جدول در و

36Quadratic B-Spline



21 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

.Q′′
i ،Q

′
i و Qi مقادیر :2.1 جدول

x xi−٢ xi−١ xi xi+١ xi+٢

Qi ٠ 1 4 1 ٠

Q
′

i ٠ ٣
h ٠ −٣

h ٠

Q
′′

i ٠ ۶
h٢

−١٢
h٢

۶
h٢ ٠

با است برابر سه37 مرتبه اسپلاین -B (28.1) رابطه و (24.1) بازگشتی

Qi(x) =
١
h٣



(x− xi−٢)
٣, [xi−٢, xi−١],

h٣ + ٣h٢(x− xi−١) + ٣h(x− xi−١)
٢ − ٣(x− xi−١)

٣, [xi−١, xi],

h٣ + ٣h٢(xi+١ − x)٢ + ٣h(xi+١ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٣, [xi, xi+١],

(xi+٢ − x)٣, [xi+١, xi+٢],

٠, صورت این غیر در

(29.1)

که داشت خواهیم زیر بهصورت 41را هفت و شش40 ،39 پنج ،38 چهار درجه اسپلاینهاي - B منوال همین به

(6.1) و (5.1) ،(4.1) ،(3.1) جدولهاي بهترتیب و میباشند دارا را پیشین بخشهاي در شده ذکر خواص همگی

میباشد. گرهاي نقاط در اسپلاین - B مقادیر نشاندهنده

Qi(x) =
١
h۴



(x− xi−٢)
۴, [xi−٢, xi−١],

(x− xi−٢)
۴ − ۵(x− xi−١)

۴, [xi−١, xi],

(x− xi−٢)
۴ − ۵(x− xi−١)

۴ + ١٠(x− xi)
۴, [xi, xi+١],

(xi+٣ − x)۴ − ۵(xi+٢ − x)۴, [xi+١, xi+٢],

(xi+٣ − x)۴, [xi+٢, xi+٣],

٠, صورت این غیر در

(30.1)
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.Q′′′
i ،Q′′

i ،Q
′
i ،Qi مقادیر :3.1 جدول

x xi−٢ xi−١ xi xi+١ xi+٢ xi+٣

Qi ٠ 1 11 11 1 ٠

Q
′

i ٠ ۴
h

١٢
h

−١٢
h

−۴
h ٠

Q
′′

i ٠ ١٢
h٢

−١٢
h٢

−١٢
h٢

١٢
h٢ ٠

Q
′′′

i ٠ ٢۴
h٣

−٧٢
h٣

٧٢
h٣

−٢۴
h٣ ٠

.Q′′′
i ،Q′′

i ،Q
′
i ،Qi مقادیر :4.1 جدول

x xi−٣ xi−٢ xi−١ xi xi+١ xi+٢ xi+٣

Qi ٠ 1 26 66 26 1 ٠

Q
′

i ٠ ۵
h

۵٠
h ٠ −۵٠

h
−۵
h ٠

Q
′′

i ٠ ٢٠
h٢

۴٠
h٢

−١٢٠
h٢

۴٠
h٢

٢٠
h٢ ٠

Q
′′′

i ٠ ۶٠
h٣

−١٢٠
h٣ ٠ ١٢٠

h٣
−۶٠
h٣ ٠

Qi(x) =
١
h۵



(x− xi−٣)
۵, [xi−٣, xi−٢],

(x− xi−٣)
۵ − ۶(x− xi−٢)

۵, [xi−٢, xi−١],

(x− xi−٣)
۵ − ۶(x− xi−٢)

۵ + ١۵(x− xi−١)
۵, [xi−١, xi],

(xi+٣ − x)۵ − ۶(xi+٢ − x)۵ + ١۵(xi+١ − x), [xi, xi+١],

(xi+٣ − x)۵ − ۶(xi+٢ − x)۵, [xi+١, xi+٢],

(xi+٣ − x)۵, [xi+٢, xi+٣],

٠, صورت این غیر در

(31.1)

37Cubic B-Spline
38Quartic B-Spline
39Quintic B-Spline
40Sextic B-Spline
41Septic B-Spline
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.Q′′′
i ،Q′′

i ،Q
′
i ،Qi مقادیر :5.1 جدول

x xi−٣ xi−٢ xi−١ xi xi+١ xi+٢

Qi 1 57 302 302 57 1

Q
′

i
−۶
h

−١۵٠
h

−٢۴٠
h

٢۴٠
h

١۵٠
h

۶
h

Q
′′

i
٣٠
h٢

٢٧٠
h٢

−٣٠٠
h٢

−٣٠٠
h٢

٢٧٠
h٢

٣٠
h٢

Q
′′′

i
−١٢٠
h٣

−١٢٠
h٣

−٩۶٠
h٣

٩۶٠
h٣

١٢٠
h٣

١٢٠
h٣

Qi(x) =
١
h۶



(x− xi−٣)
۶, [xi−٣, xi−٢],

(x− xi−٣)
۶ − ٧(x− xi−٢)

۶, [xi−٢, xi−١],

(x− xi−٣)
۶ − ٧(x− xi−٢)

۶ + ٢١(x− xi−١)
۶, [xi−١, xi],

(x− xi−٣)
۶ − ٧(x− xi−٢)

۶ + ٢١(x− xi−١)
۶ − ٣۵(x− xi)

۶, [xi, xi+١],

(x− xi−۴)
۶ − ٧(x− xi−٣)

۶ + ٢١(x− xi−٢)
۶, [xi+١, xi+٢],

(x− xi−۴)
۶ − ٧(x− xi−٣)

۶, [xi+٢, xi+٣],

(x− xi−۴)
۶, [xi+٣, xi+۴],

٠, صورت این غیر در

(32.1)

Qi(x) =
١
h٧



(x− xi−۴)
٧, [xi−۴, xi−٣],

(x− xi−۴)
٧ − ٨(x− xi−٣)

٧, [xi−٣xi−٢],

(x− xi−۴)
٧ − ٨(x− xi−٣)

٧ + ٢٨(x− xi−٢)
٧, [xi−٢, xi−١],

(x− xi−۴)
٧ − ٨(x− xi−٣)

٧ + ٢٨(x− xi−٢)
٧ − ۵۶(x− xi−١), [xi−١, xi],

(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧ + ٢٨(xi+٢ − x)٧ − ۵۶(xi+١ − x), [xi, xi+١],

(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧ + ٢٨(xi+٢ − x)٧, [xi+١, xi+٢],

(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧, [xi+٢, xi+٣],

(xi+۴ − x)٧, [xi+٣xi+۴],

٠, صورت این غیر در

(33.1)
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.Qm, Q
′
m, Q

′′
m, Q

′′′
m مقادیر :6.1 جدول

x xm−۴ xm−٣ xm−٢ xm−١ xm xm+١ xm+٢ xm+٣ xm+۴

Qi ٠ 1 120 1191 2416 1191 120 1 ٠

Q
′

i ٠ ٧
h

٣٩٢
h

١٧١۵
h ٠ −١٧١۵

h
−٣٩٢
h

−٧
h ٠

Q
′′

i ٠ ۴٢
h٢

١٠٠٨
h٢

۶٣٠
h٢

−٣٣۶٠
h٢

۶٣٠
h٢

١٠٠٨
h٢

۴٢
h٢ ٠

Q
′′′

i ٠ ٢١٠
h٣

١۶٨٠
h٣

−٣٩٩٠
h٣ ٠ ٣٩٩٠

h٣
−١۶٨٠٠

h٣
−٢١٠
h٣ ٠

شبهمعکوس و تکین مقدار تجزیه 9.1
از آنها حل براي که میرسیم غیرمربعی ماتریسی دستگاه حل به موارد بعضی در عددي نتایج آوردن بدست در

دهیم. توضیح آن مورد در کمی اینجا در دانستم لازم برخود کردهایم استفاده آنها [23] 42 تکین مقدار تجزیه

متعامد ماتریسهاي آنگاه باشد m× n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض تکین: مقدار تجزیه .1.9.1 قضیه
بهطوريکه دارند وجود V و U

UTAV =


Σ١ ٠

٠ ٠

 = Σ,

ناصعودي بهترتیب میتوانند و هستند نامنفی همگی Σ قطر عناصر است. نامنفرد قطري ماتریس یک Σ١ آن در که

. است Aماتریس رتبه با برابر Σ صفر مخالف قطري عناصر تعداد شوند. مرتب

یک تکین مقدار تجزیه که میدهیم نشان است. منحصربفرد و دارد وجود همیشه ماتریس یک شبهمعکوس

است زیر خاصیتهاي داراي و داده نمایش A† با را Aشبهمعکوس میسازد. فراهم شبهمعکوس براي جالب عبارت

:

.AA†A = A (1
42�Singular Value Decomposition Method
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.A†AA† = A† (2

.(AA†)T = AA† (3

.(A†A)T = A†A (4

آن در که A† = V Σ†UT آنگاه باشد، Aماتریس تکین مقدار تجزیه ، A = UΣV T کنید فرض

Σ† = diag(
١
σ١
,

١
σ٢
, ...,

١
σr
,٠, ...,٠) ∈ Rm×n,

تعریف یک باشد. اقلیدسی نرم کمترین داراي که است مجموعه این از عنصري مینیمال، جواب .2.9.1 تعریف
کنید فرض اقلیدسی، نرم از استفاده با میشود: بیان زیر بهصورت دیگر

ρ = inf{||Ax− b||2 : x ∈ Cn}

K = {x : ||Ax−b||٢ = ρ} مجموعه از نرم کمترین با عنصري Ax = b معادله مینیمال جواب صورت این در

است.

میپردازیم: شبهمعکوسها از استفاده با دستگاه حل براي زیر قضیه بیان به فوق تعابیر با اینک

میشود: ارائه زیر بهصورت شبهمعکوس توسط ،Ax = b معادله مینیمال جواب یک .3.9.1 قضیه

x = A†b

گردد. مراجعه [17] به اثبات.



2 فصل

پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل
مرتبه اسپلاین - B از استفاده با سهموي توزیعی

3

26
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مقدمه 1.2
که زمانی جزئی مشتقات با معادلات و 1 مرزي مقدار مسائل توابع، تقریب زمینههاي در اسپلاین توابع نظریه

چندجملهاي اسپلاینهاي اسپلاینها، مختلف انواع میان در دارند. کاربرد بسیار باشد، نظر مورد آنها عددي حل

بهعنوان میکنند. فراهم [9]-[6] اسپلاینها - B فضاي براي پایه یک آنها اینکه بهدلیل هستند توجه مورد بیشتر

سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل در عددي روشهاي براي اساسی ابزاري اسپلاینها -B قطعهاي، چندجملههاي

حل یک روشها این لذا میباشد، آن سرعت اسپلاین، B روش از استفاده اصلی مزیت هستند. توزیعی پارامتر

کوچکتر کنترل هزینه ضریب اینکه وجود با که است این توجه جالب نکته میآورند. بوجود مساله براي را سریع

بازه در را بهینه کنترل مسائل بتوان که حالتی براي اینک نمیشود. بدتر مذکور طرح همگرایی رفتار میشود،

این در کرد. استفاده [9] 2 افق پسرو تکنیکهاي قالب در شده ارائه تقریب از میتوان کرد، حل نیز نامحدود زمانی

با بهینه کنترل مساله حل براي کالوکیشن3 روش و 3 مرتبه اسپلاین - B توابع براساس عددي روش یک فصل،

انتخاب به وابسته اسپلاین - B کالوکیشن روش موفقیت شد. خواهد استفاده خطی سهموي دیفرانسیل معادلات

دیفرانسیل معادلات از برخی براي تقریبی حل راه ایجاد منظور به 3 مرتبه اسپلاین - B است. اسپلاین - B پایه

خطاي آنها در که است شده ارائه عددي نتایج فصل پایان در .[21]-[18] است شده استفاده غیرخطی و خطی

یک روش این که است این دهنده نشان عددي نتایج است. شده محاسبه 5 ماکزیمم خطاي و مربع4 میانگین

است. مساله جواب محاسبه براي خوب بسیار تقریبی و کاربردي تکنیک

1Boundary Value Problems
2Receding Horizon Techniques
3Collocation Method
4Mean Square Error
5Maximum Error
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کالوکیشن روش و 3 مرتبه اسپلاین - B 2.2
ابتدا کنیم، حل 3 مرتبه اسپلاین - Bروش از استفاده با را (21.1)-(19.1) بهینه سیستم میخواهیم بخش این در

میگیریم: نظر در زیر بهصورت را سیستم این شده ساده شکل

−∂ty +△y = p
ν
, in Q, (1.2)

y(x,٠) = y٠(x), in Ω at t = ٠, (2.2)

y(x, t) = ٠, on Σ, (3.2)

∂tp+△p+ (y − z) = ٠, in Q, (4.2)

p(x, T ) = ٠, in Ω at t = T, (5.2)

p(x, t) = ٠, on Σ. (6.2)

a = x٠ < x١ < · · · < xN = b شبکه بهصورت [a, b] بازه از یکنواخت افراز یک Ω کنید فرض حال

سه مرتبه اسپلاینهاي - B مجموعه .m = −١,٠, ..., N + ١ و h = xm+١ − xm آن در که باشد

روي سه مرتبه اسپلاین - B توابع همچنین میدهند[22]. تشکیل [a, b] روي پایه یک {Q−١, Q٠, ..., QN+١}

گرفته نظر در مساله، دامنه خارج در اضافی گره 6 بعلاوه مساله، دامنه در گره N + ١ از صعودي مجموعه یک

میباشند: زیر بهصورت اضافی گره 6 این که میشود

x−٣ < x−٢ < x−١ < x٠, xN < xN+١ < xN+٢ < xN+٣.

میشود: تعریف زیر بهصورت که ،m = −١,٠, ..., N + ١ آن در که Qm(x) کنید فرض

Qm(x) =
١
h٣


(x− xm−٢)

٣, x ∈ [xm−٢, xm−١],
h٣ + ٣h٢(x− xm−١) + ٣h(x− xm−١)

٢ − ٣(x− xm−١)
٣, x ∈ [xm−١, xm],

h٣ + ٣h٢(xm+١ − x) + ٣h(xm+١ − x)٢ − ٣(xm+١ − x)٣, x ∈ [xm, xm+١],
(xm+٢ − x)٣, x ∈ [xm+١, xm+٢],
٠, صورت این غیر در

(7.2)
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.Q′′
m ،Q′

m ،Qm مقادیر :1.2 جدول
x xm−٢ xm−١ xm xm+١ xm+٢

Qm 0 1 4 1 0

Q
′

m 0 ٣
h 0 −٣

h 0

Q
′′

m 0 ۶
h٢

−١٢
h٢

۶
h٢ 0

-(1.2) سیستم تقریبی جوابهاي اکنون است. صفر [xm−٢, xm+٢] بازه بیرون که باشد، 3 مرتبه اسپلاین - B

میگیریم: نظر در زیر بهصورت را (6.2)

y(x, t) =
N+١∑
m=−١

cm(t)Qm(x), (8.2)

p(x, t) =
N+١∑
m=−١

dm(t)Qm(x), (9.2)

میشوند. تعیین نهایی و مرزي اولیه، شرایط از که هستند زمان به وابسته مجهول مقادیر dm(t) و cm(t) آن در که

است. شده آورده بدست (1.2) جدول در گرهها در Q′′
m(x) ،Q

′
m(x) یعنی آن اولی مشتقات دو و Qm(x) مقادیر

(6.2)-(1.2) معادلههاي در را (9.2)-(8.2) روابط از p(x, t) و y(x, t) شده گرفته نظر در تقریبی جواب اکنون

میدهیم: قرار زیر بهصورت

−c′−١(t)Q−١(xi)− c′٠(t)Q٠(xi)− ...− c′N+١(t)QN+١(xi) + c−١(t)Q
′′
−١(xi) + c٠(t)Q

′′
٠(xi)+

...+ cN+١(t)Q
′′
N+١(xi)− ١

ν
(d−١(t)Q−١(xi) + d٠(t)Q٠(xi) + ...+ dN+١(t)QN+١(xi)) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (10.2)

d′−١(t)Q−١(xi) + d′٠(t)Q٠(xi) + ...+ d′N+١(t)QN+١(xi) + d−١(t)Q
′′
−١(xi) + d٠(t)Q

′′
٠(xi)

+...+ dN+١(t)Q
′′
N+١(xi) + c−١(t)Q−١(xi) + c٠(t)Q٠(xi) + ...+ cN+١(t)QN+١(xi) = z(t, xi),

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (11.2)
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اولیه شرایط با

c−(٠)١Q−١(xi) + c(٠)٠Q٠(xi) + ...+ cN(٠)QN(xi) + cN+(٠)١QN+١(xi) = y٠(xi),

i = ١, ..., N − ١, t = ٠, (12.2)

مرزي شرایط

c−١(t)Q−١(xi) + c٠(t)Q٠(xi) + ...+ cN(t)QN(xi) + cN+١(t)QN+١(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (13.2)

d−١(t)Q−١(xi) + d٠(t)Q٠(xi) + ...+ dN(t)QN(xi) + dN+١(t)QN+١(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (14.2)

نهایی شرایط و

d−١(T )Q−١(xi) + d٠(T )Q٠(xi) + ...+ dN(T )QN(xi) + dN+١(T )QN+١(xi) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t = T. (15.2)

میآید: بدست زیر دستگاه حل توسط {xi}Ni=٠ گرههاي در ، (15.2)-(10.2) معادلات از اسپلاین - B جواب

AX = B, (16.2)

سطر ۴N با ستونی ماتریس یک Bماتریس و (۴N) × (۶N + ١٨) با برابر A ماتریس بعد آن در که

حل ، نوشتهایم تکین مقدار تجزیه روش براساس که برنامهاي توسط بار (N + ١) را (16.2) سیستم است.

p(x٠, ti), p(x١, ti), ..., p(xN , ti) متغیرهاي (9.2) و (8.2) روابط از استفاده با مرحله هر در و میکنیم

نیز بهینه کنترل تابع میآوریم. بدست را ،i = ٠,١, ..., N آن در که y(x٠, ti), y(x١, ti), ..., y(xN , ti)و
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میآید: بدست زیر بهصورت

u(x, t) =
p(x, t)

ν
. (17.2)

عددي نتایج 1.2.2

را سهموي جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات شامل توزیعی پارامتر سیستمهاي از عددي حل بخش این در

نقطه هر در تحلیلی و تقریبی حل بین اختلاف محاسبه توسط را عددي روش دقت میکنیم. بیان مساله سه براي

ŷ اگر حال میکنیم. استفاده L∞ نرم خطاي و L٢ نرم خطاي محاسبه براي آنها از و میکنیم محاسبه شبکه از

میشوند[24]: گرفته درنظر زیر رابطههاي بهصورت ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي باشد، y متغیر از تقریبی

L٢(y) =

√√√√ ١
N

N∑
i=١

|y(xi, ti)− ŷ(xi, ti)|, (18.2)

L∞(y) = max
١≤i≤N

|y(xi, ti)− ŷ(xi, ti)|. (19.2)

است. برقرار مشابه بهطور نیز باشد، p متغیر از تقریبی p̂ که حالتی براي فوق روابط

و T = ١ ، x ∈ [٠,١] با را شد، گفته 1 فصل در که (17.1) بهینه کنترل مساله .1.2.2 مثال

z = ν(٢(t− ٣(١x(x− ١)− ۶t٢(t− ٢(١ − ۴t(t− ٣(١ + ١٢t(t− ٢(١x(x− ١) + ٣t٢

(٢t− ٢)x(x− ١) + ۴t(t− ٣(١ + ۶t٢(t− ٢(١) + t١)٢ − t)٣x(x− ١)

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٣x(x− ١),

p = ν(٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١)),

u = p
ν
= ٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١).

p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي براي ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي ν = ١٠−۶ و N = ٨٠ بهازاي حال

دوبعدي نمودار است. شده ارائه (2.2) جدول در نتایج و شده حساب t = ٠,٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧,١ زمانهاي در

t = ٠,٠٫ ١,٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧,٠٫ ٩,١ زمانهاي در ν = ١٠−۶ و N = ٨٠ بهازاي p(x, t) و y(x, t)
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.(1.2.2) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :2.2 جدول
t t = ٠ t = ٠٫ ٣ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧ t = ١

L٢(y) ٢٫ ۶٣۶ × ١٢−١٠ ۶٫ ۵١٣٨ × ١٠−۴ ۶٫ ۶٧۵٢ × ١٠−۴ ١٫ ١٩۶۵ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ۶٫ ٢٧۶ × ١−١٠۴ ١٫ ۴٨٧٢ × ١٠−۵ ١٫ ۵٢۴١ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣١٨ × ١٠−۶ ٠

L٢(p) ١٫ ١١٨١ × ١٩−١٠ ٢٫ ٨١۵٧ × ١١−١٠ ٢٫ ٨٧٣٠ × ١١−١٠ ۵٫ ١۴۵٨ × ١٢−١٠ ٠

L∞(p) ۴٫ ٧٠٨٠ × ٢٠−١٠ ١٫ ١۶٣۴ × ١١−١٠ ١٫ ١٩٢٢ × ١١−١٠ ٢٫ ١٣۶٨ × ١٢−١٠ ٠
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.(1.2.2) مثال در مختلف هاي t بهازاي y(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :1.2 شکل

(x, t) ∈ [٠,١] × [٠,١] که حالتی براي همچنین میشود. داده نشان (2.2) و (1.2) شکلهاي در بهترتیب

ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي نمودار و ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y − ŷ خطاي نمودار باشد،

N = ٢٠ بهازاي کنترل تقریبی جواب نمودار درنهایت است. شده داده نشان (4.2) و (3.2) شکلهاي در بهترتیب

است. شده داده نمایش (5.2) شکل در ν = ٣−١٠ و
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.(1.2.2) مثال در مختلف هاي t بهازاي p(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :2.2 شکل
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.(1.2.2) مثال در ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ با y − ŷ خطاي :3.2 شکل
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.(1.2.2) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :4.2 شکل
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و T = ١ ، x ∈ [٠,١] با را (17.1) بهینه کنترل مساله .2.2.2 مثال

z = ν(٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ + π۴t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢ − ٢t٢(t− ٢(١ − ٢t٢(t− ٢(٢ − ٢(t− ٢(١(t− ٢(٢ − ٢t٢)٢t− ٢)(٢t− ۴)− ۴t(٢t

−٢)(t− ٢(٢ − ۴t(٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − π٢t٢

(٢t− ۴)(t− ٢(١) sin(πx) + t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید، درنظر

y = t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

p = ν(−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx),

u = p
ν
= (−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx).

میانگین خطاي نتایج مساله، تحلیلی جواب با 3 مرتبه اسپلاین - B تقریبی روش از آمده بدست جواب مقایسه در

در t = ٠,٠٫ ٢۵,٠٫ ۵,٠٫ ٧۵,١ زمانهاي و x ∈ [٠,١] در ν = ١٠−۵ Nو = ١٠ با ماکزیمم خطاي و مربع

N = ١٠ بهازاي [٠,١] بازه از متفاوت هاي t بهازاي دوبعدي نمودار همچنین است. شده داده نشان (3.2) جدول

و (6.2) شکلهاي در بهترتیب p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي تحلیلی و تقریبی جوابهاي براي ν = ١٠−۵ و

براي p − p̂ خطاي ، ν = ٨−١٠ و N = ٣٣ براي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار نیز و است شده رسم (7.2)

ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ بهازاي u(x, t) کنترل متغیر تقریبی جواب سهبعدي نمودار و ν = ٨−١٠ و N = ٢٠

است. شده داده نشان (10.2)-(8.2) شکلهاي در بهترتیب

و T = ١ ، x ∈ [٠,١] با را (17.1) مساله مثال این در .3.2.2 مثال

z = ν((١۶π۴t٣(t− ٣(١ − ٣t٢)٣t− ٢)− ١٨t٢(t− ٢(١ − ۶t(t− ٣(١) cos(٢πx)) + ν(٣t٣

(٢t− ٢) + ١٨t٢(t− ٢(١ + ۶t(t− ٣(١) + t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),
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.(2.2.2) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :3.2 جدول
t t = ٠ t = ٠٫ ٢۵ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧۵ t = ١

L٢(y) ٧٫ ۶٠١٧ × ١١−١٠ ٣٫ ٠٢ × ٢−١٠ ۴٫ ۶ × ٣−١٠ ۴٫ ٧۵١١ × ١٢−١٠ ۴٫ ۶ × ٣−١٠

L∞(y) ١٫ ۵٩٣٣ × ١١−١٠ ۶٫ ۴ × ٣−١٠ ٩٫ ٧٣۵۴ × ١٠−۴ ٩٫ ٩۵٨۴ × ١٣−١٠ ٩٫ ٧٣۵۴ × ١٠−۴

L٢(p) ٧٫ ۶٣٨٨ × ١٩−١٠ ٢٫ ٣۶٣١ × ١٠−١٠ ٣٫ ۵٧٨۶ × ١١−١٠ ۴٫ ٧٧۴٢ × ٢٠−١٠ ٣٫ ٨١٨۶ × ١١−١٠

L∞(p) ٢٫ ۴٨٢۴ × ١٩−١٠ ٧٫ ۶٧٢١ × ١١−١٠ ١٫ ١٧٠۶ × ١١−١٠ ١٫ ۵۵١۵ × ٢٠−١٠ ١٫ ٢٠۶٢ × ١١−١٠
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.(2.2.2) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :9.2 شکل
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است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید، نظر در

y = t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

p = ν((−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١))− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx)),

u = p
ν
= (−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١)− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx).

ν = و N = ۵٠ بهازاي L∞ و L٢ نرمهاي توسط شده ارائه طرح دقت مساله، تحلیلی جواب داشتن با

نمایش (4.2) جدول در و آمده بدست t = ٠,٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ ۶,٠٫ ٨,١ زمانهاي در ٣,١٠−١٠−۵,٧−١٠

جواب براي [٠,١] بازه از متفاوت هاي t بهازاي p(x, t) و y(x, t) دوبعدي نمودار همچنین است. شده داده

(12.2) و (11.2) شکلهاي در بهترتیب N = ۵٠ و ν = ١٠−۵, ν = ٧−١٠ بهازاي تحلیلی جواب و تقریبی

و N = ٢٠ براي p− p̂ خطاي ، ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ براي y − ŷ خطاي نمودار همچنین است. شده رسم

(15.2)-(13.2) شکلهاي در بهترتیب ν = ٢−١٠ Nو = ٢٠ ازاي به کنترل تقریبی جواب نمودار و ν = ٨−١٠

جدول مشاهده با کنیم. تشریح فوق عددي مثال از را توجهی قابل نتیجه است لازم پایان در است. شده داده نشان

یا کنترل هزینه ضریب کاهش با که است واضح ،p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي براي ، L∞ و L٢ نرمهاي به مربوط

گرفتن نظر در با سیستم این یعنی میشود. کوچکتر نیز ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي ν پارامتر همان

y(x, t)متغیرهاي دوبعدي نمودار رسم با ما این، بر علاوه شد. نزدیکخواهد دقیق جواب به زودتر کوچک ν پارامتر

سعی t = ٠,٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ ۶,٠٫ ٨,١ زمانهاي در ν = ١٠−۵,٧−١٠ مانند مختلف هاي ν بهازاي p(x, t) و

(12.2)-(11.2) نمودارهاي در امر این که داشتهایم، مساله جواب در ν کنترل هزینه ضریب پارامتر اثر مشاهده در

است. شده داده نشان
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(3.2.2) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :4.2 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢ t = ٠٫ ۴ t = ٠٫ ۶ t = ٠٫ ٨ t = ١

ν = ٣−١٠

L٢(y) ٠ ١٫ ٣ × ٣−١٠ ١٫ ۴۶ × ٢−١٠ ١٫ ۴۶ × ٢−١٠ ١٫ ٣ × ٣−١٠ ٠

L∞(y) ٠ ٧٫ ٧٩۵۴ × ١٠−۵ ٩٫ ٠١١۴ × ١٠−۴ ٩٫ ٠١١۴ × ١٠−۴ ٧٫ ٧٩۵۴ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۵٫ ١٧٩٧ × ١٠−۶ ۵٫ ٨١۶١ × ١٠−۵ ۵٫ ۶۴٠٨ × ١٠−۵ ۴٫ ۴٨۴٨ × ١٠−۶ ٠

L∞(p) ٠ ٩٫ ٣٢۴٣ × ٧−١٠ ١٫ ١٣٣ × ١٠−۵ ١٫ ١٣٣٠ × ١٠−۵ ٩٫ ٣٢۴٣ × ٧−١٠ ٠

ν = ١٠−۵

L٢(y) ٠ ٣٫ ٢۵۵۴ × ١٠−۴ ٣٫ ٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٢۵۵۴ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ٧١٧۶ × ١٠−۵ ١٫ ٩۵٣٩ × ١٠−۴ ١٫ ٩۵٣٩ × ١٠−۴ ١٫ ٧١٧۶ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ٨٫ ۶١٧۴ × ١١−١٠ ۶٫ ۵١۵٨ × ١٠−١٠ ۵٫ ۶١١٨ × ١٠−١٠ ۵٫ ٠۴٣٣ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ٢٫ ٠۴۶٢ × ١١−١٠ ٢٫ ٣٣۵٣ × ١٠−١٠ ٢٫ ٣٣۵٣ × ١٠−١٠ ٢٫ ٠۴۶٢ × ١١−١٠ ٠

ν = ٧−١٠

L٢(y) ٠ ٣٫ ١٧۶٣ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١٧۶٣ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ٧٠٠۵ × ١٠−۵ ١٫ ٩٣۶٩ × ١٠−۴ ١٫ ٩٣۶٩ × ١٠−۴ ١٫ ٧٠٠۵ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۵٫ ۵٠۶٧ × ١−١٠۵ ٢٫ ٨٩٢٢ × ١−١٠۴ ١٫ ٩۴۶١ × ١−١٠۴ ١٫ ٧۶٨٨ × ١−١٠۵ ٠

L∞(p) ٠ ٣٫ ١٧۶۵ × ١−١٠۶ ٢٫ ١١۵٨ × ١−١٠۵ ٢٫ ١١۵٨ × ١−١٠۵ ١٫ ٨۵٧۵ × ١−١٠۶ ٠
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ١٠−۵ با y(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :11.2 شکل

.(3.2.2) مثال در مختلف هاي t ازاي به
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ١٠−۵ با p(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :12.2 شکل

.(3.2.2) مثال در مختلف هاي t ازاي به
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.(3.2.2) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با y − ŷ خطاي :13.2 شکل
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.(3.2.2) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :14.2 شکل
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.(3.2.2) مثال در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :15.2 شکل
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مقدمه 1.3
بهینه کنترل مساله حل در عددي روشهاي براي اساسی ابزاري اسپلاینها - B قطعهاي، چندجملههاي میان از

حل براي را کالوکیشن روش و 4 مرتبه اسپلاین - B عددي روش فصل، این در هستند. توزیعی پارامتر سیستمهاي

میدهیم. قرار استفاده مورد شد، ارائه اول فصل در که خطی سهموي دیفرانسیل معادلات با بهینه کنترل مساله

منظور به 4 مرتبه اسپلاین - B است. اسپلاین - B پایه انتخاب به وابسته اسپلاین - B کالوکیشن روش موفقیت

پایان در است[25]-[30]. شده استفاده غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات از برخی براي تقریبی حل راه ایجاد

خوب بسیار تقریبی و کاربردي تکنیک یک نیز روش این که است این دهنده نشان شده، ارائه عددي نتایج فصل

است. بهینه کنترل مساله جواب از

کالوکیشن روش و 4 مرتبه اسپلاین - B 2.3
آن در که باشد a = x٠ < x١ < · · · < xN = b بهصورت [a, b] بازه از یکنواخت افراز یک Ω کنید فرض

{Q−٢, Q−١, ..., QN+١} چهار مرتبه اسپلاینهاي - B مجموعه .j = ٠,١, · · · , N −١ و h = xj+١ −xj

صعودي مجموعه یک روي چهار مرتبه اسپلاین - B توابع همچنین .[22] میدهند تشکیل [a, b] روي پایه یک

گره 8 این که میشود گرفته درنظر مساله، دامنه خارج در اضافی گره 8 بعلاوه مساله، دامنه در گره N + ١ از

: میباشند زیر بهصورت اضافی

x−۴ < x−٣ < x−٢ < x−١ < x٠, xN < xN+١ < xN+٢ < xN+٣ < xN+۴.

شود: تعریف زیر بهصورت که ، m = −١−,٢, ..., N + ١ آن در که Qm(x) کنید فرض

Qm(x) =
١
h۴



(x− xm−٢)
۴, x ∈ [xm−٢, xm−١],

(x− xm−٢)
۴ − ۵(x− xm−١)

۴, x ∈ [xm−١, xm],
(x− xm−٢)

۴ − ۵(x− xm−١)
۴ + ١٠(x− xm)

۴, x ∈ [xm, xm+١],
(xm+٣ − x)۴ − ۵(xm+٢ − x)۴, x ∈ [xm+١, xm+٢],
(xm+٣ − x)۴, x ∈ [xm+٢, xm+٣],
٠, صورت این غیر در

(1.3)
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.Q′′′
m ،Q′′

m ،Q′
m ،Qm مقادیر :1.3 جدول

x xm−٢ xm−١ xm xm+١ xm+٢ xm+٣

Qm 0 1 11 11 1 0

Q
′

m 0 ۴
h

١٢
h

−١٢
h

−۴
h 0

Q
′′

m 0 ١٢
h٢

−١٢
h٢

−١٢
h٢

١٢
h٢ 0

Q
′′′

m 0 ٢۴
h٣

−٧٢
h٣

٧٢
h٣

−٢۴
h٣ 0

سیستم از تقریبی جوابهاي اکنون است. صفر [xm−٢, xm+٣] بازه بیرون که باشد، 4 مرتبه اسپلاین - B

میگیریم: نظر در زیر بهصورت را (6.2)-(1.2)

y(x, t) =
N+١∑
m=−٢

cm(t)Qm(x), (2.3)

p(x, t) =
N+١∑
m=−٢

dm(t)Qm(x), (3.3)

میشوند. تعیین نهایی و مرزي اولیه، شرایط از که هستند زمان به وابسته مجهول مقادیر dm(t) و cm(t) آن در که

آورده بدست (1.3) جدول در گرهها در Q′′′
m(x) ،Q

′′
m(x) ،Q

′
m(x) یعنی آن اولی مشتقات سه و Qm(x) مقادیر

است. شده

(6.2) - (1.2) معادلههاي در را (3.3) و (2.3) روابط از p(x, t) و y(x, t) شده گرفته نظر در تقریبی جواب حال
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میدهیم: قرار زیر بهصورت

−c′−٢(t)Q−٢(xi)− c′−١(t)Q−١(xi)− ...− c′N+١(t)QN+١(xi) + c−٢(t)Q
′′
−٢(xi) + c−١(t)Q

′′
−١(xi)+

...+ cN+١(t)Q
′′
N+١(xi)− ١

ν
(d−٢(t)Q−٢(xi) + d−١(t)Q−١(xi) + ...+ dN+١(t)QN+١(xi)) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (4.3)

d′−٢(t)Q−٢(xi) + d′−١(t)Q−١(xi) + ...+ d′N+١(t)QN+١(xi) + d−٢(t)Q
′′
−٢(xi) + d−١(t)Q

′′
−١(xi)

+...+ dN+١(t)Q
′′
N+١(xi) + c−٢(t)Q−٢(xi) + c−١(t)Q−١(xi) + ...+ cN+١(t)QN+١(xi) = z(t, xi),

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (5.3)

اولیه شرایط با

c−(٠)٢Q−٢(xi) + c−(٠)١Q−١(xi) + ...+ cN(٠)QN(xi) + cN+(٠)١QN+١(xi) = y٠(xi),

i = ١, ..., N − ١, t = ٠, (6.3)

مرزي شرایط

c−٢(t)Q−٢(xi) + c−١(t)Q−١(xi) + ...+ cN(t)QN(xi) + cN+١(t)QN+١(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (7.3)

d−٢(t)Q−٢(xi) + d−١(t)Q−١(xi) + ...+ dN(t)QN(xi) + dN+١(t)QN+١(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (8.3)

نهایی شرایط و

d−٢(T )Q−٢(xi) + d−١(T )Q−١(xi) + ...+ dN(T )QN(xi) + dN+١(T )QN+١(xi) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t = T. (9.3)



48 4 مرتبه اسپلاین - B از استفاده با سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل .3 فصل

میآید: بدست زیر دستگاه حل توسط {xi}Ni=٠ گرههاي در (9.3)-(4.3) معادله از اسپلاین - B جواب

AX = B, (10.3)

سیستم است. سطر ۴N با ماتریسستونی ماتریسBیک و (۴N)×(۶N+٢۴) با ماتریسAبرابر بعد آن در که

هر در و میکنیم حل نوشتهایم، تکین مقدار تجزیه روش اساس بر که برنامهاي توسط بار (N + ١) را (10.3)

i = ٠,١, ..., N آن در که y(x٠, ti), y(x١, ti), ..., y(xN , ti)و p(x٠, ti), p(x١, ti), ..., p(xN , ti) مرحله

میآید: بدست زیر بهصورت نیز بهینه کنترل تابع میآوریم. بدست را ،

u(x, t) =
p(x, t)

ν
. (11.3)

عددي نتایج 1.2.3

میکنیم. بررسی مساله چند روي را شده داده توضیح روش بخش این در

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله .1.2.3 مثال

z = ν(٢(t− ٣(١x(x− ١)− ۶t٢(t− ٢(١ − ۴t(t− ٣(١ + ١٢t(t− ٢(١x(x− ١) + ٣t٢

(٢t− ٢)x(x− ١) + ۴t(t− ٣(١ + ۶t٢(t− ٢(١) + t١)٢ − t)٣x(x− ١),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٣x(x− ١),

p = ν(٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١)),

u = p
ν
= ٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١).

و y(x, t) متغیرهاي براي ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي ν = ١٠−۶ و N = ٨٠ ازاي به حال

است. شده داده نشان (2.3) جدول در نتایج و شده حساب t = ٠,٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧,١ زمانهاي در p(x, t)

جواب و تحلیلی جواب دوبعدي نمودار ،ν = ١٠−۶ و مساله از متفاوت هاي t بهازاي ،N = ٨٠ براي اینک

حالتی براي همچنین است. شده داده نمایش (2.3) و (1.3) شکلهاي در p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي تقریبی
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.(1.2.3) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :2.3 جدول
t t = ٠ t = ٠٫ ٣ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧ t = ١

L٢(y) ٢٫ ۶۵۵۶ × ١٢−١٠ ۶٫ ۴۵٩٢ × ١٠−۴ ۶٫ ۶١٩٣ × ١٠−۴ ١٫ ١٨۶۵ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ۶٫ ٢۵۴١ × ١−١٠۴ ١٫ ۴٨٨٠ × ١٠−۵ ١٫ ۵٢۴٨ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣٣٢ × ١٠−۶ ٠

L٢(p) ١٫ ٣٣۶٧ × ١٩−١٠ ٣٫ ٣۴۶۴ × ١١−١٠ ٣٫ ۴١٧٠ × ١١−١٠ ۶٫ ١٢١٣ × ١٢−١٠ ٠

L∞(p) ۵٫ ۵۴۵٢ × ٢٠−١٠ ١٫ ٣۶۶۴ × ١١−١٠ ١٫ ۴٠٠٢ × ١١−١٠ ٢٫ ۵٠٩۵ × ١٢−١٠ ٠
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.(1.2.3) مثال در مختلف هاي t ازاي به y(x, t) تقریبی و تحلیلی جواب مقایسه :1.3 شکل

p − p̂ خطاي ، ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y − ŷ خطاي نمودار باشد، (x, t) ∈ [٠,١] × [٠,١] که

کنترل تقریبی جواب ادامه در است. شده داده نشان (4.3) و (3.3) شکلهاي در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ براي

است. شده داده نشان (5.3) شکل در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ بهازاي u(x, t)

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) بهینه کنترل مساله .2.2.3 مثال
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.(1.2.3) مثال در مختلف هاي t ازاي به p(x, t) تقریبی و تحلیلی جواب مقایسه :2.3 شکل
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مثال(1.2.3). در ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ با y − ŷ خطاي :3.3 شکل



51 4 مرتبه اسپلاین - B از استفاده با سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل .3 فصل

0

0.5

1

0

0.5

1
−3

−2

−1

0

1

2

3

x 10
−9

 

tx
 

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x 10
−9

مثال(1.2.3). در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :4.3 شکل
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.(1.2.3) مثال در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :5.3 شکل
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.(2.2.3) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :3.3 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢۵ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧۵ t = ١

L٢(y) ٧٫ ٨٣٧٧ × ٩−١٠ ١٫ ۵ × ٢−١٠ ٢٫ ۵٧ × ٢−١٠ ٣٫ ٩ × ٣−١٠ ۴٫ ٨٩٨۶ × ١٠−١٠

L∞(y) ١٫ ۵٩١٢ × ٩−١٠ ٢٫ ٩ × ٣−١٠ ۵ × ٣−١٠ ٧٫ ۵٧٢٢ × ١٠−۴ ٩٫ ٩۴۵٢ × ١١−١٠

L٢(p) ۴٫ ٣٩٣۵ × ١−١٠۴ ٨٫ ٠٠٧٧ × ٨−١٠ ١٫ ٣۵٩٢ × ٧−١٠ ٢٫ ٠٧١٨ × ٨−١٠ ٢٫ ٧۴۵٩ × ١−١٠۵

L∞(p) ۴٫ ٣١۴٣ × ١−١٠۴ ٧٫ ٨٣٢٣ × ٨−١٠ ١٫ ٣٣۶١ × ٧−١٠ ٢٫ ٠٣٧۶ × ٨−١٠ ٢٫ ۶٩۶۴ × ١−١٠۵

z = ν(٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ + π۴t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢ − ٢t٢(t− ٢(١ − ٢t٢(t− ٢(٢ − ٢(t− ٢(١(t− ٢(٢ − ٢t٢)٢t− ٢)(٢t− ۴)− ۴t(٢t

−٢)(t− ٢(٢ − ۴t(٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − π٢t٢

(٢t− ۴)(t− ٢(١) sin(πx) + t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

: است زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

p = ν(−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx),

u = p
ν
= (−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx).

میانگین خطاي نتایج مساله، تحلیلی جواب با 4 مرتبهي اسپلاین - B تقریبی روش از آمده بدست جواب مقایسه در

جدول در t = ٠,٠٫ ٢۵,٠٫ ۵,٠٫ ٧۵,١ زمانهاي در ν = ١٠−۵ و N = ١٠ بهازاي ماکزیمم خطاي و مربع

مساله از متفاوت هاي t بهازاي p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي دوبعدي نمودار همچنین است. شده داده نشان (3.3)

شده داده نمایش (7.3) و (6.3) شکلهاي در بهترتیب تحلیلی و تقریبی جواب براي ν = ١٠−۵ و N = ١٠ و

بهازاي p − p̂ خطاي سهبعدي نمودار ،ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ براي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار است.

سهبعدي نمودار نهایت در است. شده داده نشان (9.3) و (8.3) شکلهاي در بهترتیب ν = ٨−١٠ و N = ٢٠
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.(2.2.3) مثال در مختلف هاي t ازاي به y(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :6.3 شکل

است. شده داده نمایش (10.3) نمودار در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ براي u(x, t) کنترل تقریبی جواب

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) بهینه کنترل مساله مثال، این در .3.2.3 مثال

z = ν((١۶π۴t٣(t− ٣(١ − ٣t٢)٣t− ٢)− ١٨t٢(t− ٢(١ − ۶t(t− ٣(١) cos(٢πx)) + ν(٣t٣

(٢t− ٢) + ١٨t٢(t− ٢(١ + ۶t(t− ٣(١) + t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

p = ν((−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١))− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx)),
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.(2.2.3) مثال در مختلف هاي t ازاي به p(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :7.3 شکل
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مثال(2.2.3). در ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ ازاي به y − ŷ خطاي :8.3 شکل
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مثال(2.2.3). در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ ازاي به p− p̂ خطاي :9.3 شکل
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مثال(2.2.3). در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :10.3 شکل
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ با y(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :11.3 شکل

.(3.2.3) مثال در مختلف هاي t بهازاي

u = p
ν
= (−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١)− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx).

t = ٠,٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ هاي۶ زمان ∞Lدر L٢و نرمهاي توسط شده ارائه دقتطرح مساله، تحلیلی جواب داشتن با

شده داده نمایش (4.3) جدول در و شده محاسبه ν = ٣,١٠−١٠−۵,٧−١٠ و N = ۵٠ با ,٠٫ ٨,١

N = ۵٠ بهازاي مساله تحلیلی و تقریبی جواب دوبعدي نمودار [٠,١] بازه از مختلف هاي t ازاي به است.

سهبعدي نمودار همچنین شدهاند. مقایسه هم با و رسم (12.3) و (11.3) شکلهاي در ν = ٧−٣,١٠−١٠ و

ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ بهازاي p− p̂ خطاي سهبعدي نمودار ، ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y − ŷ خطاي

شکلهاي در بهترتیب ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب سهبعدي نمودار همچنین و

است. شده داده نمایش (15.3)-(13.3)
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(3.2.3) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :4.3 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢ t = ٠٫ ۴ t = ٠٫ ۶ t = ٠٫ ٨ t = ١

ν = ٣−١٠

L٢(y) ٠ ١٫ ٣ × ٣−١٠ ١٫ ۵ × ٢−١٠ ١٫ ۵ × ٢−١٠ ١٫ ٣ × ٣−١٠ ٠

L∞(y) ٠ ۴٫ ٧٠۵٨ × ١٠−۵ ۵٫ ٢٨۴۵ × ١٠−۴ ۵٫ ٢٨۴۴ × ١٠−۴ ۴٫ ٧٠۵٨ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ٧٫ ٩۵١٧ × ٧−١٠ ۶٫ ٠٢٠٠ × ١٠−۶ ۴٫ ٨٧۵٩ × ١٠−۶ ٣٫ ٣٠٢۶ × ٧−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ۵٫ ١١۶۴ × ٨−١٠ ۶٫ ٩٩٧۴ × ٧−١٠ ۶٫ ٩٩٧۴ × ٧−١٠ ۵٫ ١١۶۴ × ٨−١٠ ٠

ν = ١٠−۵

L٢(y) ٠ ٣٫ ٢۵٢۴ × ١٠−۴ ٣٫ ٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٢۵٢۴ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶٩٩٣ × ١٠−۵ ١٫ ٩٣٣٠ × ١٠−۴ ١٫ ٩٣٣٠ × ١٠−۴ ١٫ ۶٩٩٣ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۶٫ ٨۵١٢ × ١١−١٠ ۴٫ ۴٧١٧ × ١٠−١٠ ٣٫ ۵۵١٩ × ١٠−١٠ ٣٫ ٢١۵٢ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ١٫ ٠٧٣۶ × ١١−١٠ ١٫ ٢٢۵۶ × ١٠−١٠ ١٫ ٢٢۵۶ × ١٠−١٠ ١٫ ٠٧٣۶ × ١١−١٠ ٠

ν = ٧−١٠

L٢(y) ٠ ٣٫ ١۴۵٣ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١۴۵٣ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶٧۶٩ × ١٠−۵ ١٫ ٩١٠٠ × ١٠−۴ ١٫ ٩١٠٠ × ١٠−۴ ١٫ ۶٧۶٩ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۵٫ ٣٠۴۵ × ١−١٠۵ ٢٫ ۶۶٧۵ × ١−١٠۴ ١٫ ٧٢۴۵ × ١−١٠۴ ١٫ ۵٧٩١ × ١−١٠۵ ٠

L∞(p) ٠ ٢٫ ٩۵۶٣ × ١−١٠۶ ١٫ ۶۴٩٩ × ١−١٠۵ ١٫ ۶۴٩٩ × ١−١٠۵ ١٫ ۴۴٨۵ × ١−١٠۶ ٠
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ با p(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :12.3 شکل

.(3.2.3) مثال در مختلف هاي t بهازاي
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مقدمه 1.4
روش توسط عددي بهصورت خطی سهموي دیفرانسیل معادلات با بهینه کنترل مساله پایاننامه از فصل این در

حل راه ایجاد منظور به 5 مرتبه اسپلاین - B شد. خواهد حل کالوکیشن روش و 5 مرتبه اسپلاین - B تقریبی

ارائه با فصل پایان در است[31]-[36]. شده استفاده غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات از برخی براي تقریبی

است. شده ارائه طرح خوب دقت بر تائیدي که است شده مقایسه تحلیلی جواب با طرح این نتایج عددي، مثال 3

کالوکیشن روش و 5 مرتبه اسپلاین - B 2.4
آن در که باشد a = x٠ < x١ < · · · < xN = b بهصورت [a, b] بازه از یکنواخت افراز یک Ω کنید فرض

پایه یک {Q−٢, Q−١, ..., QN+٢} پنج مرتبه اسپلاینهاي - B مجموعه .j = ١, · · · , N و h = xj −xj−١

N + ١ از صعودي مجموعه یک روي پنج مرتبه اسپلاین - B توابع همچنین میدهند[22]. تشکیل [a, b] روي

اضافی گره 10 این که میشود گرفته درنظر مساله، دامنه خارج در اضافی گره 10 بعلاوه مساله، دامنه در گره

میباشند: زیر بهصورت

x−۵ < x−۴ < x−٣ < x−٢ < x−١ < x٠, xN < xN+١ < xN+٢ < xN+٣ < xN+۴ < xN+۵.

میشود: تعریف زیر بهصورت که ، m = −١−,٢, ..., N + ٢ آن در که Qm(x) کنید فرض

Qm(x) =
١
h۵



(x− xm−٣)
۵, x ∈ [xm−٣, xm−٢],

(x− xm−٣)
۵ − ۶(x− xm−٢)

۵, x ∈ [xm−٢, xm−١],
(x− xm−٣)

۵ − ۶(x− xm−٢)
۵ + ١۵(x− xm−١)

۵, x ∈ [xm−١, xm],
(xm+٣ − x)۵ − ۶(xm+٢ − x)۵ + ١۵(xm+١ − x)۵, x ∈ [xm, xm+١],
(xm+٣ − x)۵ − ۶(xm+٢ − x)۵, x ∈ [xm+١, xm+٢],
(xm+٣ − x)۵, x ∈ [xm+٢, xm+٣],
٠, صورت این غیر در

(1.4)
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.Q′′′
m ،Q′′

m ،Q′
m ،Qm مقادیر :1.4 جدول

x xm−٣ xm−٢ xm−١ xm xm+١ xm+٢ xm+٣

Qm 0 1 26 66 26 1 0

Q
′

m 0 ۵
h

۵٠
h ٠ −۵٠

h
−۵
h 0

Q
′′

m 0 ٢٠
h٢

۴٠
h٢

−١٢٠
h٢

۴٠
h٢

٢٠
h٢ 0

Q
′′′

m 0 ۶٠
h٣

−١٢٠
h٣ ٠ ١٢٠

h٣
−۶٠
h٣ 0

بهینه سیستم از تقریبی جوابهاي اکنون است. صفر [xm−٣, xm+٣] بازه بیرون که باشد، 5 مرتبه اسپلاین - B

میگیریم: نظر در زیر بهصورت را (6.2)-(1.2)

y(x, t) =
N+٢∑
m=−٢

cm(t)Qm(x), (2.4)

p(x, t) =
N+٢∑
m=−٢

dm(t)Qm(x), (3.4)

میشوند. تعیین نهایی و مرزي اولیه، شرایط از که هستند زمان به وابسته مجهول مقادیر dm(t) و cm(t) آن در که

آورده بدست (1.4) جدول در گرهها در Q′′′
m(x) ،Q

′′
m(x) ،Q

′
m(x) یعنی آن اولی مشتقات سه و Qm(x) مقادیر

شدهاند.

- (1.2) معادلههاي در را (3.4) و (2.4) روابط از p(x, t) و y(x, t) شده گرفته نظر در تقریبی جواب اکنون
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میدهیم: قرار زیر بهصورت (6.2)

−c′−٢(t)Q−٢(xi)− c′−١(t)Q−١(xi)− ...− c′N+٢(t)QN+٢(xi) + c−٢(t)Q
′′
−٢(xi) + c−١(t)Q

′′
−١(xi)+

...+ cN+٢(t)Q
′′
N+٢(xi)− ١

ν
(d−٢(t)Q−٢(xi) + d−١(t)Q−١(xi) + ...+ dN+٢(t)QN+٢(xi)) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (4.4)

d′−٢(t)Q−٢(xi) + d′−١(t)Q−١(xi) + ...+ d′N+٢(t)QN+٢(xi) + d−٢(t)Q
′′
−٢(xi) + d−١(t)Q

′′
−١(xi)

+...+ dN+٢(t)Q
′′
N+٢(xi) + c−٢(t)Q−٢(xi) + c−١(t)Q−١(xi) + ...+ cN+٢(t)QN+٢(xi) = z(t, xi),

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (5.4)

اولیه شرایط با

c−(٠)٢Q−٢(xi) + c−(٠)١Q−١(xi) + ...+ cN+(٠)١QN+١(xi) + cN+(٠)٢QN+٢(xi) = y٠(xi),

i = ١, ..., N − ١, t = ٠, (6.4)

مرزي شرایط

c−٢(t)Q−٢(xi) + c−١(t)Q−١(xi) + ...+ cN+١(t)QN+١(xi) + cN+٢(t)QN+٢(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (7.4)

d−٢(t)Q−٢(xi) + d−١(t)Q−١(xi) + ...+ dN+١(t)QN+١(xi) + dN+٢(t)QN+٢(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (8.4)

نهایی شرایط و

d−٢(T )Q−٢(xi) + d−١(T )Q−١(xi) + ...+ dN+١(T )QN+١(xi) + dN+٢(T )QN+٢(xi) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t = T. (9.4)
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آید: می بدست زیر دستگاه حل توسط {xi}Ni=٠ گرههاي در (9.4)- (4.4) معادلات از اسپلاین - B جواب

AX = B, (10.4)

است. سطر ۴N با ستونی ماتریس یک Bماتریس و (۴N) × (۶N + ٣٠) با برابر A ماتریس بعد آن در که

هر در و میکنیم حل نوشتهایم، تکین مقدار تجزیه براساسروش که برنامهاي توسط بار (N+١) را (10.4) سیستم

i = ٠,١, ..., N آن در که y(x٠, ti), y(x١, ti), ..., y(xN , ti) و p(x٠, ti), p(x١, ti), ..., p(xN , ti) مرحله

میآید: بدست زیر بهصورت نیز بهینه کنترل تابع میآوریم. بدست را ،

u(x, t) =
p(x, t)

ν
. (11.4)

عددي نتایج 1.2.4

میکنیم. بررسی عددي مثال چند با را شده داده توضیح روش بخش این در

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله .1.2.4 مثال

z = ν(٢(t− ٣(١x(x− ١)− ۶t٢(t− ٢(١ − ۴t(t− ٣(١ + ١٢t(t− ٢(١x(x− ١)

+٣t٢)٢t− ٢)x(x− ١) + ۴t(t− ٣(١ + ۶t٢(t− ٢(١) + t١)٢ − t)٣x(x− ١),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٣x(x− ١),

p = ν(٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١)),

u = p
ν
= ٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١).

p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي براي ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي ν = ١٠−۶ و N = ٨٠ بهازاي حال

است. شده ارائه (2.4) جدول در نتایج و شده حساب t = ٠,٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧,١ زمانهاي در
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.(1.2.4) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :2.4 جدول
t t = ٠ t = ٠٫ ٣ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧ t = ١

L٢(y) ٢٫ ۶۵۴٩ × ١٢−١٠ ۶٫ ۵٠٠۴ × ١٠−۴ ۶٫ ۶۶١۵ × ١٠−۴ ١٫ ١٩۴٠ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ۶٫ ٢۵٧٠ × ١−١٠۴ ١٫ ۴٩٠٨ × ١٠−۵ ١٫ ۵٢٧٧ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣٨۴ × ١٠−۶ ٠

L٢(p) ١٫ ٠١۵٢ × ١٨−١٠ ٢٫ ۴۴۵۵ × ١٠−١٠ ٢٫ ۵٠۴٨ × ١٠−١٠ ۴٫ ۴٨٨٩ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٩٫ ٣٣۵٢ × ١٩−١٠ ٢٫ ٢۴٢۶ × ١٠−١٠ ٢٫ ٢٩٨١ × ١٠−١٠ ۴٫ ١١٨٧ × ١١−١٠ ٠

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1
x 10

−3

x

y

 

 

Exact t=0

Approximated t=0

Exact t=0.1

Approximated t=0.1

Exact t=0.5

Approximated t=0.5

Exact t=0.7

Approximated t=0.7

Exact t=0.9

Approximated t=0.9

Exact t=1

Approximated t=1

.(1.2.4) مثال در مختلف هاي t ازاي به y(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :1.4 شکل
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.(1.2.4) مثال در ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ با y − ŷ خطاي :3.4 شکل
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.(1.2.4) مثال در ν = ٨−١٠ و N = با٢٠ p− p̂ خطاي :4.4 شکل

جواب و تحلیلی جواب دوبعدي نمودار ،ν = ١٠−۶ و مساله از متفاوت هاي t بهازاي ،N = ٨٠ براي اینک

حالتی براي همچنین است. شده داده نمایش (2.4) و (1.4) شکلهاي در p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي تقریبی

خطاي ،ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار باشد، (x, t) ∈ [٠,١] × [٠,١] که

سهبعدي نمودار ادامه در است. شده داده نشان (4.4) و (3.4) شکلهاي در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ براي p− p̂

است. شده داده نمایش (5.4) شکل در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ بهازاي u(x, t) کنترل تقریبی جواب

و T = ١ ،x ∈ [٠,١] با را (17.1) بهینه کنترل مساله .2.2.4 مثال

z = ν(٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ + π۴t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢ − ٢t٢(t− ٢(١ − ٢t٢(t− ٢(٢ − ٢(t− ٢(١(t− ٢(٢ − ٢t٢)٢t− ٢)(٢t− ۴)− ۴t(٢t

−٢)(t− ٢(٢ − ۴t(٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − π٢t٢

(٢t− ۴)(t− ٢(١) sin(πx) + t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),
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.(1.2.4) مثال در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :5.4 شکل

p = ν(−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx),

u = p
ν
= (−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx).

میانگین خطاي نتایج مساله، تحلیلی جواب با 5 مرتبه اسپلاین - B تقریبی روش از آمده بدست جواب مقایسه در

جدول در t = ٠,٠٫ ٢۵,٠٫ ۵,٠٫ ٧۵,١ زمانهاي در ν = ١٠−۵ و N = ١٠ بهازاي ماکزیمم خطاي و مربع

از متفاوت هاي t ازاي به p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي دوبعدي نمودار همچنین است. شده داده نشان (3.4)

داده نمایش (7.4) و (6.4) شکلهاي در بهترتیب تحلیلی و تقریبی جواب براي ν = ١٠−۵ و N = ١٠ مساله،

بهازاي p− p̂ خطاي سهبعدي نمودار ،ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ براي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار است. شده

جواب سهبعدي نمودار است. شده داده نشان (9.4) و (8.4) شکلهاي در بهترتیب ν = ٨−١٠ و N = ٢٠

است. شده داده نمایش (10.4) نمودار در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ براي u(x, t) کنترل تقریبی



69 5 مرتبه -اسپلاین B از استفاده با سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل .4 فصل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

x

y

 

 
Exact t=0

Approximated t=0

Exact t=0.25

Approximated t=0.25

Exact t=0.5

Approximated t=0.5

Exact t=0.75

Approximated t=0.75

Exact t=1

Approximated t=1

.(2.2.4) مثال در مختلف هاي t ازاي به y(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :6.4 شکل
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.(2.2.4) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :3.4 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢۵ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧۵ t = ١

L٢(y) ٧٫ ١٩٧٢ × ٩−١٠ ١٫ ٨ × ٢−١٠ ٣٫ ٠٧ × ٢−١٠ ۴٫ ٧ × ٣−١٠ ۴٫ ۴٩٨٢ × ١٠−١٠

L∞(y) ١٫ ۵٢٠٨ × ٩−١٠ ٣٫ ۵ × ٣−١٠ ۶ × ٣−١٠ ٩٫ ١٢٧٧ × ١٠−۴ ٩٫ ۵٠۵ × ١١−١٠

L٢(p) ٣٫ ٠۴٢٧ × ١−١٠۴ ۵٫ ۵۵٢۶ × ٨−١٠ ٩٫ ۴٠۶ × ٨−١٠ ١٫ ۴٣٣٧ × ٨−١٠ ١٫ ٩٠١٧ × ١−١٠۵

L∞(p) ٢٫ ٩١٣٣ × ١−١٠۴ ۵٫ ٢٨٩ × ٨−١٠ ٩٫ ٠٢٢١ × ٨−١٠ ١٫ ٣٧۵٩ × ٨−١٠ ١٫ ٨٢٠٨ × ١−١٠۵

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله مثال، این در .3.2.4 مثال

z = ν((١۶π۴t٣(t− ٣(١ − ٣t٢)٣t− ٢)− ١٨t٢(t− ٢(١ − ۶t(t− ٣(١) cos(٢πx)) + ν(٣t٣

(٢t− ٢) + ١٨t٢(t− ٢(١ + ۶t(t− ٣(١) + t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

p = ν((−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١))− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx)),

u = p
ν
= (−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١)− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx).

t = ٠,٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ هاي۶ زمان ∞Lدر L٢و نرمهاي توسط شده ارائه دقتطرح مساله، تحلیلی جواب داشتن با

بهازاي است. شده داده نمایش (4.4) جدول در و آمده بدست ν = ٣,١٠−١٠−۵,٧−١٠ Nو = ۵٠ با ,٠٫ ٨,١

ν = ٣,١٠−١٠−۵ Nو = ۵٠ بهازاي مساله تحلیلی و تقریبی جواب دوبعدي نمودار [٠,١] بازه از مختلف هاي t

بهازاي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار همچنین شدهاند. مقایسه هم با و رسم (12.4) و (11.4) شکلهاي در

نمودار نهایت در و ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ بهازاي p − p̂ خطاي سهبعدي نمودار ،ν = ٧−١٠ و N = ٣٨
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.(2.2.4) مثال در ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ با y − ŷ خطاي :8.4 شکل
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.(2.2.4) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :9.4 شکل
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.(2.2.4) مثال در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :10.4 شکل

نمایش (15.4)-(13.4) شکلهاي در بهترتیب ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب سهبعدي

است. شده داده
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(3.2.4) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :4.4 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢ t = ٠٫ ۴ t = ٠٫ ۶ t = ٠٫ ٨ t = ١

ν = ٣−١٠

L٢(y) ٠ ١٫ ۴ × ٣−١٠ ١٫ ۶١ × ٢−١٠ ١٫ ۶١ × ٢−١٠ ١٫ ۴ × ٣−١٠ ٠

L∞(y) ٠ ۵٫ ٩۶٠٧ × ١٠−۵ ۶٫ ٧۶۵٢ × ١٠−۴ ۶٫ ٧۶۵٢ × ١٠−۴ ۵٫ ٩۶٠٧ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۶٫ ۴۵۶ × ٧−١٠ ٣٫ ٠٧۵٣ × ١٠−۶ ١٫ ۵٧١۵ × ١٠−۶ ۴٫ ۴٨٢١ × ٨−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ٣٫ ٣۵۶٢ × ٨−١٠ ١٫ ۶٧٨٣ × ٧−١٠ ١٫ ۶٧٣٧ × ٧−١٠ ١٫ ٠٩٧٣ × ٨−١٠ ٠

ν = ١٠−۵

L٢(y) ٠ ٣٫ ١٩۴۵ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١٩۴۵ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶٩٧۴ × ١٠−۵ ١٫ ٩٣٠٩ × ١٠−۴ ١٫ ٩٣٠٩ × ١٠−۴ ١٫ ۶٩٧۴ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ١٫ ١٧٩٩ × ١٠−١٠ ١٫ ٠١٩٣ × ٩−١٠ ٩٫ ٣١۶٢ × ١٠−١٠ ٨٫ ٣٣٣ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ٣٫ ٣٨٨۵ × ١١−١٠ ٣٫ ٨۶۶٨ × ١٠−١٠ ٣٫ ٨۶۶٨ × ١٠−١٠ ٣٫ ٣٨٨۵ × ١١−١٠ ٠

ν = ٧−١٠

L٢(y) ٠ ٣٫ ١٣٧۴ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١٣٧۴ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶٨٢۴ × ١٠−۵ ١٫ ٩١۶٣ × ١٠−۴ ١٫ ٩١۶٣ × ١٠−۴ ١٫ ۶٨٢۴ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۶٫ ٩١۶٧ × ١−١٠۵ ۴٫ ۵١۴ × ١−١٠۴ ٣٫ ۵٧۶٨ × ١−١٠۴ ٣٫ ٢١۴١ × ١−١٠۵ ٠

L∞(p) ٠ ٧٫ ٢۴٢١ × ١−١٠۶ ٨٫ ۶٧۴٣ × ١−١٠۵ ٨٫ ٩٢١٩ × ١−١٠۵ ٨٫ ٢٢٠۴ × ١−١٠۶ ٠
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پایین شکل در ١٠−۵ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ بهازاي y(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :11.4 شکل

.(3.2.4) مثال در مختلف هاي t بهازاي
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پایین شکل در ١٠−۵ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ بهازاي p(x, t) دقیق و تقریبی جواب مقایسه :12.4 شکل

.(3.2.4) مثال در مختلف هاي t بهازاي
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.(3.2.4) مثال در ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ با y − ŷ خطاي :13.4 شکل

0

0.5

1

0

0.5

1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

x 10
−8

 

tx
 

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

x 10
−9

.(3.2.4) ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :14.4 شکل
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.(3.2.4) مثال در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :15.4 شکل
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مقدمه 1.5
را کالوکیشن روش و 7 مرتبه اسپلاین -B توابع اساس بر روشعددي یک میخواهیم پایاننامه، این از آخر فصل در

7 مرتبه اسپلاین - B دهیم. قرار استفاده مورد خطی، سهموي دیفرانسیل معادلات با بهینه کنترل مساله حل براي

است[37]-[38]. شده استفاده غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات از برخی براي تقریبی حل راه ایجاد منظور به

محاسبه ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي آنها در که شده ارائه مثال 3 توسط عددي نتایج فصل پایان در

شده، ارائه قبل فصول در که روشهایی بر علاوه نیز روش این که است این دهنده نشان عددي نتایج است. شده

است. مساله جواب از خوب بسیار تقریبی همچنین و کاربردي تکنیک یک

کالوکیشن روش و 7 مرتبه اسپلاین - B 2.5
توسط a ≤ x ≤ b جواب دامنه از یکنواخت افراز یک بهعنوان ، a = x٠ < x١ < ... < xN = b شبکه

نظر در h = xm+١ − xm و m = −١,٠−,٢−,٣, ..., N,N + ١, N + ٢, N + ٣ که xm گرههاي

مساله، دامنه در گره N + ١ از صعودي مجموعه یک روي هفت مرتبه اسپلاین - B توابع همچنین میگیریم.

میباشند: زیر بهصورت اضافی گره 14 این که میشود گرفته درنظر مساله، دامنه خارج در اضافی گره 14 بعلاوه

x−٧ < x−۶ < x−۵ < x−۴ < x−٣ < x−٢ < x−١ < x٠,

xN < xN+١ < xN+٢ < xN+٣ < xN+۴ < xN+۵ < xN+۶ < xN+٧.



79 7 مرتبه اسپلاین - B از استفاده با سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل .5 فصل

شوند: تعریف زیر بهصورت شبکه گرههاي در 7 مرتبه اسپلاین - B توابع کنید فرض

ϕm(x) =
١
h٧



(x− xm−۴)
٧, x ∈ [xm−۴, xm−٣],

(x− xm−۴)
٧ − ٨(x− xm−٣)

٧, x ∈ [xm−٣, xm−٢],
(x− xm−۴)

٧ − ٨(x− xm−٣)
٧ + ٢٨(x− xm−٢)

٧, x ∈ [xm−٢, xm−١],
(x− xm−۴)

٧ − ٨(x− xm−٣)
٧ + ٢٨(x− xm−٢)

٧−
۵۶(x− xm−١)

٧, x ∈ [xm−١, xm],
(xm+۴ − x)٧ − ٨(xm+٣ − x)٧ + ٢٨(xm+٢ − x)٧−
۵۶(xm+١ − x)٧, x ∈ [xm, xm+١],
(xm+۴ − x)٧ − ٨(xm+٣ − x)٧ + ٢٨(xm+٢ − x)٧, x ∈ [xm+١, xm+٢],
(xm+۴ − x)٧ − ٨(xm+٣ − x)٧, x ∈ [xm+٢, xm+٣],
(xm+۴ − x)٧, x ∈ [xm+٣, xm+۴],
٠, صورت این غیر در

(1.5)

روي جواب فضاي براي پایه یک {ϕ−٣, ϕ−٢, ϕ−١, ϕ٠, ..., ϕN , ϕN+١, ϕN+٢, ϕN+٣} اسپلاینهاي مجموعه

دوم اول، مرتبه ومشتقات 7 مرتبه اسپلاین - B توابع مقادیر که است معنی بدین این میدهند. تشکیل [a, b] بازه

در گرهاي نقاط در آن مشتقات و 7 مرتبه اسپلاین - B مقادیر هستند. صفر [xm−۴, xm+۴] بازه بیرون سوم و

است. شده داده نشان (1.5) جدول

.ϕm, ϕ
′
m, ϕ

′′
m, ϕ

′′′
m مقادیر :1.5 جدول

x xm−۴ xm−٣ xm−٢ xm−١ xm xm+١ xm+٢ xm+٣ xm+۴

ϕm ٠ 1 120 1191 2416 1191 120 1 ٠

ϕ
′

m ٠ ٧
h

٣٩٢
h

١٧١۵
h ٠ −١٧١۵

h
−٣٩٢
h

−٧
h ٠

ϕ
′′

m ٠ ۴٢
h٢

١٠٠٨
h٢

۶٣٠
h٢

−٣٣۶٠
h٢

۶٣٠
h٢

١٠٠٨
h٢

۴٢
h٢ ٠

ϕ
′′′

m ٠ ٢١٠
h٣

١۶٨٠
h٣

−٣٩٩٠
h٣ ٠ ٣٩٩٠

h٣
−١۶٨٠٠

h٣
−٢١٠
h٣ ٠

استفاده 7 مرتبه اسپلاین - B با همراه کالوکیشن روش از ،(17.1) سیستم بهینه کنترل مساله عددي حل در

داده زیر بهصورت که میباشد، (6.2)-(1.2) سیستم براي p(x, t) و y(x, t) تقریبی جواب یافتن هدف میکنیم.
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است: شده

y(x, t) =
N+٣∑
m=−٣

cm(t)Qm(x), (2.5)

p(x, t) =
N+٣∑
m=−٣

dm(t)Qm(x), (3.5)

میشوند. تعیین نهایی و مرزي اولیه، شرایط از که هستند زمان به وابسته مجهول مقادیر dm(t) و cm(t) آن در که

(6.2) - (1.2) معادلههاي در را (3.5) و (2.5) روابط از p(x, t) و y(x, t) شده گرفته نظر در تقریبی جواب حال

میدهیم: قرار زیر بهصورت

−c′−٣(t)Q−٣(xi)− c′−٢(t)Q−٢(xi)− ...− c′N+٣(t)QN+٣(xi) + c−٣(t)Q
′′
−٣(xi) + c−٢(t)Q

′′
−٢(xi)+

...+ cN+٣(t)Q
′′
N+٣(xi)− ١

ν
(d−٣(t)Q−٣(xi) + d−٢(t)Q−٢(xi) + ...+ dN+٣(t)QN+٣(xi)) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (4.5)

d′−٣(t)Q−٣(xi) + d′−٢(t)Q−٢(xi) + ...+ d′N+٣(t)QN+٣(xi) + d−٣(t)Q
′′
−٣(xi) + d−٢(t)Q

′′
−٢(xi)

+...+ dN+٣(t)Q
′′
N+٣(xi) + c−٣(t)Q−٣(xi) + c−٢(t)Q−٢(xi) + ...+ cN+٣(t)QN+٣(xi) = z(t, xi),

i = ١, ..., N − ١, t ∈ (٠, T ), (5.5)

اولیه شرایط با

c−(٠)٣Q−٣(xi) + c−(٠)٢Q−٢(xi) + ...+ cN+(٠)٢QN+٢(xi) + cN+(٠)٣QN+٣(xi) = y٠(xi),

i = ١, ..., N − ١, t = ٠, (6.5)

مرزي شرایط
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c−٣(t)Q−٣(xi) + c−٢(t)Q−٢(xi) + ...+ cN+٢(t)QN+٢(xi) + cN+٣(t)QN+٣(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (7.5)

d−٣(t)Q−٣(xi) + d−٢(t)Q−٢(xi) + ...+ dN+٢(t)QN+٢(xi) + dN+٣(t)QN+٣(xi) = ٠,

i = ٠, N, t ∈ (٠, T ), (8.5)

نهایی شرایط و

d−٣(T )Q−٣(xi) + d−٢(T )Q−٢(xi) + ...+ dN+٢(T )QN+٢(xi) + dN+٣(T )QN+٣(xi) = ٠,

i = ١, ..., N − ١, t = T. (9.5)

میآید: بدست زیر دستگاه حل توسط {xi}Ni=٠ گرههاي در (9.5)-(4.5) معادلات از اسپلاین - B جواب

AX = B, (10.5)

است. سطر ۴N با ستونی ماتریس یک Bماتریس و (۴N) × (۶N + ۴٢) با برابر A ماتریس بعد آن در که

هر در و میکنیم حل نوشتهایم، تکین مقدار تجزیه براساسروش که برنامهاي توسط بار (N+١) را (10.5) سیستم

،i = ٠,١, ..., N آن در که y(x٠, ti), y(x١, ti), ..., y(xN , ti)و p(x٠, ti), p(x١, ti), ..., p(xN , ti) مرحله

میآید: بدست زیر بهصورت نیز بهینه کنترل تابع میآوریم. بدست را

u(x, t) =
p(x, t)

ν
. (11.5)

عددي مثالهاي 3.5
میکنیم. بررسی مساله چند روي را شده داده توضیح روش بخش این در

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله .1.3.5 مثال
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.(1.3.5) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :2.5 جدول
t t = ٠ t = ٠٫ ٣ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧ t = ١

L٢(y) ٢٫ ۶۵۴٩ × ١٢−١٠ ۶٫ ۵٠٠۴ × ١٠−۴ ۶٫ ۶۶١۵ × ١٠−۴ ١٫ ١٩۴٠ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ۶٫ ٢۵٧٠ × ١−١٠۴ ١٫ ۴٩٠٨ × ١٠−۵ ١٫ ۵٢٧٧ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣٨۴ × ١٠−۶ ٠

L٢(p) ١٫ ٠١۵٢ × ١٨−١٠ ٢٫ ۴۴۵۵ × ١٠−١٠ ٢٫ ۵٠۴٨ × ١٠−١٠ ۴٫ ۴٨٨٩ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٩٫ ٣٣۵٢ × ١٩−١٠ ٢٫ ٢۴٢۶ × ١٠−١٠ ٢٫ ٢٩٨١ × ١٠−١٠ ۴٫ ١١٨٧ × ١١−١٠ ٠

z = ν(٢(t− ٣(١x(x− ١)− ۶t٢(t− ٢(١ − ۴t(t− ٣(١ + ١٢t(t− ٢(١x(x− ١) + ٣t٢

(٢t− ٢)x(x− ١) + ۴t(t− ٣(١ + ۶t٢(t− ٢(١) + t١)٢ − t)٣x(x− ١),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٣x(x− ١),

p = ν(٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١)),

u = p
ν
= ٢t(t− ٣(١x(x− ١)− ٢t٢(t− ٣(١ + ٣t٢(t− ٢(١x(x− ١).

در p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي براي ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي ν = Nو۶−١٠ = ٨٠ بهازاي حال

،N = ٨٠ براي اینک است. شده ارائه (2.5) جدول در نتایج و شده حساب t = ٠,٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧,١ زمانهاي

و y(x, t) متغیرهاي تقریبی جواب و تحلیلی جواب دوبعدي نمودار ،ν = ١٠−۶ و مساله از متفاوت هاي t بهازاي

(x, t) ∈ [٠,١]× [٠,١] که حالتی براي همچنین است. شده داده نمایش (2.5) و (1.5) شکلهاي در p(x, t)

N = ٢٠ براي p− p̂ خطاي نیز و ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y− ŷ خطاي سهبعدي نمودار میکند، تغییر

کنترل تقریبی جواب سهبعدي نمودار ادامه در است. شده داده نشان (4.5) و (3.5) شکلهاي در ν = ٨−١٠ و

است. شده داده نمایش (5.5) شکل در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ بهازاي u(x, t)

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله .2.3.5 مثال

z = ν(٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ + π٢t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ + π۴t٢(t− ٢(١
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. مثال(1.3.5) در ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ با y − ŷ خطاي :3.5 شکل
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. (1.3.5) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :4.5 شکل
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. (1.3.5) مثال در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) تقریبی جواب :5.5 شکل

(t− ٢(٢ − ٢t٢(t− ٢(١ − ٢t٢(t− ٢(٢ − ٢(t− ٢(١(t− ٢(٢ − ٢t٢)٢t− ٢)(٢t− ۴)− ۴t(٢t

−٢)(t− ٢(٢ − ۴t(٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢π٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − π٢t٢

(٢t− ۴)(t− ٢(١) sin(πx) + t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

است: زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٢ − t)٢)٢ − t)٢ sin(πx),

p = ν(−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx),

u = p
ν
= (−t٢)٢t− ٢)(t− ٢(٢ − t٢)٢t− ۴)(t− ٢(١ − ٢t(t− ٢(١(t− ٢(٢ − π٢t٢(t− ٢(١

(t− ٢(٢) sin(πx).

میانگین خطاي نتایج مساله، تحلیلی جواب با 5 مرتبهي اسپلاین - B تقریبی روش از آمده بدست جواب مقایسه در

جدول در t = ٠,٠٫ ٢۵,٠٫ ۵,٠٫ ٧۵,١ زمانهاي در ν = ١٠−۵ و N = ١٠ بهازاي ماکزیمم خطاي و مربع

مساله، از متفاوت هاي t بهازاي p(x, t) و y(x, t) متغیرهاي دوبعدي نمودار همچنین است. شده داده نشان (3.5)

شده داده نمایش (7.5) و (6.5) شکلهاي در بهترتیب تحلیلی و تقریبی جواب براي ν = ١٠−۵ و N = ١٠
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(2.3.5) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :3.5 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢۵ t = ٠٫ ۵ t = ٠٫ ٧۵ t = ١

L٢(y) ٧٫ ٧٨٨٨ × ٩−١٠ ١٫ ۵ × ٢−١٠ ٢٫ ۵۵ × ٢−١٠ ٣٫ ٩ × ٣−١٠ ۴٫ ٨۶٨٠ × ١٠−١٠

L∞(y) ١٫ ۵٩٧٢ × ٩−١٠ ٢٫ ٩ × ٣−١٠ ۴٫ ٩ × ٣−١٠ ٧٫ ۵۴۴١ × ١٠−۴ ٩٫ ٩٨٢٣ × ١١−١٠

L٢(p) ٣٫ ١١۶۴ × ١−١٠۶ ٩٫ ١٠٧٨ × ١٠−١٠ ٨٫ ۵۶٢۴ × ١٠−١٠ ١٫ ١۶۶٨ × ١٠−١٠ ١٫ ٩۴٧٨ × ١٧−١٠

L∞(p) ٧٫ ٧٧١٧ × ١٧−١٠ ٢٫ ١٩۴٢ × ١٠−١٠ ٢٫ ٨٧١٩ × ١٠−١٠ ٣٫ ۶٧٠۶ × ١١−١٠ ۴٫ ٨۵٧٣ × ١٨−١٠

بهازاي p − p̂ خطاي سهبعدي نمودار و ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ براي y − ŷ خطاي سهبعدي نمودار است.

جواب سهبعدي نمودار است. شده داده نشان (9.5) و (8.5) شکلهاي در بهترتیب ν = ٨−١٠ و N = ٢٠

است. شده داده نمایش (10.5) نمودار در ν = ٢−١٠ و N = ٢٠ براي u(x, t) کنترل تقریبی

و T = ١، x ∈ [٠,١] با را (17.1) سیستم بهینه کنترل مساله مثال، این در .3.3.5 مثال

z = ν((١۶π۴t٣(t− ٣(١ − ٣t٢)٣t− ٢)− ١٨t٢(t− ٢(١ − ۶t(t− ٣(١) cos(٢πx)) + ν(٣t٣

(٢t− ٢) + ١٨t٢(t− ٢(١ + ۶t(t− ٣(١) + t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

: است زیر بهصورت (y, p, u)T براي آن تحلیلی جواب که بگیرید نظر در

y = t١)٣ − t)١)٣ − cos(٢πx)),

p = ν((−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١))− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx)),

u = p
ν
= (−٣t٢(t− ٣(١ − ٣t٣(t− ٢(١)(cos(٢πx)− ١)− ۴π٢t٣(t− ٣(١ cos(٢πx).

t = ٠,٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ هاي۶ زمان ∞Lدر L٢و نرمهاي توسط شده ارائه دقتطرح مساله، تحلیلی جواب داشتن با

شده داده نمایش (4.5) جدول در و شده محاسبه ν = ٣,١٠−١٠−۵,٧−١٠ و N = ۵٠ با ,٠٫ ٨,١

N = ۵٠ بهازاي مساله تحلیلی و تقریبی جواب دوبعدي نمودار [٠,١] بازه از مختلف هاي t ازاي به است.

سهبعدي نمودار همچنین شدهاند. مقایسه هم با و رسم (12.5) و (11.5) شکلهاي در ν = ٧−٣,١٠−١٠ و

ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ بهازاي p− p̂ خطاي سهبعدي نمودار ،ν = ٧−١٠ و N = ٣٨ بهازاي y − ŷ خطاي
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. (2.3.5) مثال در ν = ١٠−۶ و N = ٢٠ با y − ŷ خطاي :8.5 شکل

شکلهاي در بهترتیب ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب سهبعدي نمودار همچنین و

است. شده داده نمایش (15.5)-(13.5)



89 7 مرتبه اسپلاین - B از استفاده با سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مساله حل .5 فصل

0

0.5

1

0

0.5

1
−8

−6

−4

−2

0

2

4

x 10
−8

 

tx
 

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−8

. (2.3.5) مثال در ν = ٨−١٠ و N = ٢٠ با p− p̂ خطاي :9.5 شکل
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.(3.3.5) مثال در مختلف هاي t و x ∈ [٠,١] در ماکزیمم خطاي و مربع میانگین خطاي نتایج :4.5 جدول

t t = ٠ t = ٠٫ ٢ t = ٠٫ ۴ t = ٠٫ ۶ t = ٠٫ ٨ t = ١

ν = ٣−١٠

L٢(y) ٠ ٩٫ ٠٠٧٢ × ١٠−۴ ١٫ ٠٢ × ٢−١٠ ١٫ ٠٢ × ٢−١٠ ٩٫ ٠٠٧٣ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ٣٫ ٩٠۵۶ × ١٠−۵ ۴٫ ٣۵٨٧ × ١٠−۴ ۴٫ ٣۵٨۶ × ١٠−۴ ٣٫ ٩٠۵۶ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۵٫ ۶٢٩۵ × ٧−١٠ ٢٫ ۴٨۴٨ × ١٠−۶ ١٫ ٢٣٧٢ × ١٠−۶ ۶٫ ٠۵۵٩ × ٨−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ٢٫ ٩١٠۶ × ٨−١٠ ١٫ ٠۵١۶ × ٧−١٠ ٩٫ ٠٣٣١ × ٨−١٠ ۵٫ ۶٩٢٨ × ٩−١٠ ٠

ν = ١٠−۵

L٢(y) ٠ ٣٫ ١۴٩١ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١۴٩١ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶۶۶٧ × ١٠−۵ ١٫ ٨٩۵٩ × ١٠−۴ ١٫ ٨٩۵٩ × ١٠−۴ ١٫ ۶۶۶٧ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ١٫ ٠٠٢۵ × ١٠−١٠ ٨٫ ١۵٧١ × ١٠−١٠ ٧٫ ٢٧۴٧ × ١٠−١٠ ۶٫ ۵٣۶۵ × ١١−١٠ ٠

L∞(p) ٠ ٣٫ ٣۴۴۵ × ١١−١٠ ٣٫ ٨١٢٧ × ١٠−١٠ ٣٫ ٨١٠۶ × ١٠−١٠ ٣٫ ٣٣۶١ × ١١−١٠ ٠

ν = ٧−١٠

L٢(y) ٠ ٣٫ ١۴۵٣ × ١٠−۴ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ۶ × ٣−١٠ ٣٫ ١۴۵٣ × ١٠−۴ ٠

L∞(y) ٠ ١٫ ۶۵٩۴ × ١٠−۵ ١٫ ٨٧٢٩ × ١٠−۴ ١٫ ٨٧٢٩ × ١٠−۴ ١٫ ۶۵٩۴ × ١٠−۵ ٠

L٢(p) ٠ ۵٫ ٣۴٢٣ × ١−١٠۵ ٢٫ ٧١٠٨ × ١−١٠۴ ١٫ ٧۶٧٩ × ١−١٠۴ ١٫ ۶١٧۵ × ١−١٠۵ ٠

L∞(p) ٠ ٣٫ ٠۵١٢ × ١−١٠۶ ١٫ ٧۵٣١ × ١−١٠۵ ١٫ ٧۵٣١ × ١−١٠۵ ١٫ ۵٣٩٠ × ١−١٠۶ ٠
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ با y(x, t)تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :11.5 شکل

.(3.3.5) مثال در مختلف هاي t بهازاي
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پایین شکل در ν = ٧−١٠ و بالا شکل در ν = ٣−١٠ با p(x, t) تحلیلی و تقریبی جواب مقایسه :12.5 شکل

.(3.3.5) مثال در مختلف هاي t بهازاي
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.(3.3.5) مثال در ν = ٣−١٠ و N = ٢٠ با u(x, t) کنترل تقریبی جواب :15.5 شکل



آینده کارهاي براي پیشنهاداتی و نتایج

سهموي جزئی مشتقات با معادلات داراي بهینه کنترل مسئله عددي حل بررسی ما هدف نامه، پایان این در

پزشکی، در متنوعی بهینهسازي مسائل دارند. کاربردي ریاضیات در مهم بسیار نقش دیفرانسیل معادله چون بود.

در است ممکن اینکه بهدلیل اما کرد. بیان توزیعی پارامتر سیستمهاي زبان به میتوان را و... فیزیک مهندسی،

سریع شدن غیرخطی نرمافزار، نبودن کارا مسئله، بعد شدن بزرگ جمله از مشکلاتی با مسائل این مستقیم1 حل

را مختلف بازههاي در نیاز مورد جواب تا میکنیم استفاده 2 غیرمستقیم روشهاي از لذا شویم، مواجه ... و مسئله

توابع میگیرند قرار استفاده مورد ما عددي حل در اساسی ابزار از یکی بهعنوان اینجا در که توابعی آوریم. بدست

بررسی به ،5 تا 2 هاي فصل در ما میباشند. جواب فضاهاي براي مناسب بسیار پایههاي که هستند اسپلاین - B

نرمهاي ارائه و سهموي توزیعی پارامتر بهینه کنترل مسئله حل براي 7 و 5 ،4 ،3 مرتبه -اسپلاین B روشهاي

هزینه ضریب کاهش با که است واضح میپردازیم. فصل هر از سوم مثال در متفاوت هاي ν بهازاي L∞ و L٢

افزایش اسپلاین - B پایه مرتبه هرچه طرفی از رسید، خواهد دقیقتري جواب به بهینه کنترل مساله ،ν کنترل

که جوابی لذا میشویم، کوچکتري بازههاي در جواب یافتن به ملزم ما و یافته افزایش گرهاي نقاط تعداد مییابد

است این نشاندهنده نتیجهگیري این بود، خواهد نزدیکتر دقیق جواب به میآید بدست کوچکتر بازههاي زیر در

از خوب بسیار تقریبی همچنین و کاربردي تکنیک یک پایاننامه این در شده استفاده تقریبی روشهاي همه که،

میباشند. مساله جواب

از استفاده با را سهموي توزیعی پارامتر سیستمهاي بهینه کنترل مسائل از دسته این میتوان آتی کارهاي براي

1Direct
2Indirect

94



95

بهینه کنترل مسائل از میتوان همچنین نمود. حل شعاعی4 پایهاي توابع یا موجکها3 مثل دیگر پایهاي توابع

کرد. استفاده نیز هذلولوي و بیضوي توزیعی پارامتر سیستمهاي

3Wavelet
4Radial Basis Functions
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Abstract

In this thesis, The optimal control problem considered here is associated to the min-

imization of the tracking functional subject to parabolic equations is examined. At

first, in chapter 1 the corresponding optimality system of the origional problem is

first given. In chapters 2-5 Cubic, Quartic, Quintic and Septic B- spline collocation

methods that solves parabolic distributed optimality system, are then investigated.

The end of chapter, accuracy properties of Cubic, Quartic, Quintic and Septic B-

spline collocation methods are showed by using several numerical simulations, that

the resulting scheme also shows robustness with respect to changes of the value of

cost of the control, is sufficiently small. Note that we have computed the numerical

results by Matlab programming.

Keywords: Optimal Control Problem, B-Spline, Parabolic Distributed Optimality

System, Collocation Method
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