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میعاد نام: پاشاکلایی ولیپور دانشجو: خانوادگی نام

بتا رگرسیون با نسبت و نرخ داده�های مدل�بندی عنوان:

باغیشنی حسین دکتر راهنما: استاد
آرشی محمد دکتر مشاور: استاد

ریاضی آمار گرایش: آمار رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده شاهرود صنعتی دانشگاه دانشگاه:
١٠١ صفحات: تعداد ١٣٩٢ دی فارغ�التحصیلی: تاریخ

مدل�های فیشر، اطلاع ماتریس بتا، رگرسیون مجانبی، توزیع پیوند، تابع امتیاز، تابع کلیدی: واژگان
تعمیم�یافته. خطی

چکیده
دیگر متغیرهای با متغیر یک بین رابطه کشف به علاقه�مند محققین کاربردها، از بسیاری در
است، آماری مدل�های پرطرفدارترین از یکی که رگرسیونی مدل� از منظور، این برای می�باشند.
به می�باشد. نسبت و نرخ صورت به پاسخ متغیر ماهیت کاربردها، از بسیاری در می�شود. استفاده
بیکاری، نرخ رشد، نرخ بین رابطه درک دنبال به اقتصاددانان اقتصادی، علوم در مثال: چند عنوان
با داده�هایی مدل�بندی برای معمولا هستند؛ دیگر اقتصادی متغیر چند با غیره و ملی تولید درصد
داده�های که آن�جا از اما می�شود. استفاده پرابیت و لجستیک مدل�های از ،(٠,١) تغییرات دامنه
عبارتی (به هستند متمرکز خود تغییرات دامنه از مشخصی زیرفاصله یک در معمولا نرخ، یا نسبت
آن�ها مدل�بندی برای پرابیت و لجستیک مدل�های است)، چوله شدت به داده�ها نوع این توزیع
مشتریان نسبت یا درصد ٣٠ از بیشتر بیکاری نرخ معمول طور به مثال، عنوان به نیستند. مناسب
این برای کارا و مناسب مدل محدودیت�ها، این به توجه با نیست. درصد ٧٠ از کمتر خوش�حساب
و مدل پارامتر�های برآورد به مدل، معرفی از پس پایان�نامه، این در است. بتا رگرسیون داده�ها،
بررسی مورد را پیشنهادی مدل کارایی شبیه�سازی، از استفاده با سپس می�پردازیم. آماری استنباط
بنزین درصد به مربوط داده�های یکی واقعی، مثال دو در را مدل کاربرد نهایت در می�دهیم. قرار

داد. خواهیم نشان بتن، مقاوت به مربوط داده�های دیگری و خام نفت از تبدیل�شده



م دروما م قد



ت

ان ی وس یا ا وچک ی گا ود طا ن یرا وا ن دوا ن ل ششا فو یرا دا پاس مدو
دارم. عمو

بی�دریغ زحمات از ابتدا، رسانده�ام، پایان به را تحصیلی دوره این متعال، خداوند لطف با که اکنون
با تحقیق، انجام طی در و راه ابتدای از که باغیشنی حسین دکتر آقای جناب محترم، راهنمای استاد
که نیز آرشی دکتر آقای از می�کنم. سپاسگزاری نمودند، یاری اثر این نگارش در مرا خود راهنمایی�های
محترم اساتید از که می�دانم لازم خود بر می�کنم. تشکر داشتند، عهده بر را پایان�نامه این مشاوره زحمت
دانشگاه آمار گروه فرهیخته اساتید تمام از همچنین و کریمی، دکتر و شاهسونی دکتر آقایان جناب داور،

نمایم. قدردانی و تشکر شاهرود
من راهنمای پیوسته که فداکارم و دلسوز عزیز، بسیار مادر و پدر زحمات از که می�دانم خود وظیفه
بوده�اند، من پشتیبان همواره که خواهرانم و برادرم از همچنین آورم. عمل به قدردانی بوده�اند، زندگی در

می�کنم. سپاسگزاری صمیمانه
یعقوبی، علی اسحقی، احسان آقایان گران�مایه�ام، همکلاسی�های و دوستان خدمت بی�دریغ سپاس با
صمیمانه مرا که مقدم و رضایی خانم�ها و شهابی مسعود ثقفی، دانیال اکبری، روح�اله کرمی�کبیر، حمید

داده�اند. یاری مشفقانه و
بوده�اند، من پشتیبان و حامی مجموعه این گردآوری در که کسانی و گرامی دوستان همه از پایان در

دارم. را تشکر کمال

ی ورپاشاکلا عادو
دی۱۳۹۲



پیش�گفتار

یک تغییرات اثر بتوان آن کمک به که است رابطه�هایی یافتن آماری، بررسی�های بیشتر اهداف از یکی

رگرسیون هدف، این به نیل برای ابزار معمول�ترین کرد. ارزیابی دیگر متغیر�های روی بر را متغیر چند یا

چند عنوان به می�باشد. نسبت و نرخ صورت به پاسخ متغیر ماهیت کاربردها، از بسیاری در است.

ملی تولید درصد بیکاری، نرخ رشد، نرخ بین رابطه درک دنبال به اقتصاددانان اقتصادی، علوم در مثال:

باعث که است عواملی یافتن دنبال به مدیر یک صنعت، در هستند؛ دیگر اقتصادی متغیر چند با غیره و

شناخت دنبال به مدیران بانکداری، علوم در می�باشد؛ توربین مانند دستگاه یک نقص ایجاد نرخ افزایش

برنامه�ریزی�های برای خوش�قول)، مشتریان (شناخت مشتریان به واگذارشده وام�های بازپس�دهی نرخ

بیماران کل از نسبتی چه که هستند موضوع این کشف دنبال به محققین پزشکی، در و هستند؛ آینده

داده�ها گونه این در پاسخ متغیر واقع در می�باشند. ریه سرطان دارای خاص، منطقه یک در سرطانی،

از ،(٠,١) تغییرات دامنه با داده�هایی مدل�بندی برای معمولا است. (٠,١) فاصله در تکیه��گاهی دارای

یک در معمولا نرخ، یا نسبت داده�های که آن�جا از اما می�شود. استفاده پرابیت و لجستیک مدل�های

شدت به داده�ها نوع این توزیع عبارتی (به هستند متمرکز خود تغییرات دامنه از مشخصی زیرفاصله

طور به مثال، عنوان به نیستند. مناسب آن�ها مدل�بندی برای پرابیت و لجستیک مدل�های است)، چوله

با نیست. درصد ٧٠ از کمتر خوش�حساب مشتریان نسبت یا درصد ٣٠ از بیشتر بیکاری نرخ معمول

مقدمه�، این به توجه با است. بتا رگرسیون داده�ها، این برای کارا و مناسب مدل محدودیت�ها، این به توجه

است: زیر صورت به پایان�نامه این ساختار

می�کنیم. مطرح را پایان�نامه این در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •

می�کنیم. معرفی را است، ثابت آن دقت پارامتر که حالتی در بتا، رگرسیونی مدل دوم، فصل در •

را آن عملکرد شبیه�سازی، مطالعه با و می�کنیم تشریح را آن در استنباط و برازش نحوه سپس

می�کنیم. ارزیابی



ج

تبیینی متغیرهای از تابعی نیز دقت پارامتر که حالتی برای را بتا رگرسیونی مدل سوم، فصل در •

شبیه�سازی، مطالعه با سپس می�کنیم. تشریح را آن در استنباط نحوه و می�دهیم تعمیم باشد،

می�دهیم. قرار ارزیابی مورد نیز را مدل این عملکرد

،betareg بسته از استفاده با را بتا رگرسیونی مدل�های در استنباط و برازش نحوه چهارم، فصل در •

داده�های شامل واقعی مثال دو با را مدل کاربرد سپس می�کنیم. تشریح ،R نرم�افزار در موجود

می�دهیم. نمایش بتن مقاومت میزان و خام نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت

در موجود مثال�های بازتولید برای R محیط در نوشته�شده کدهای شامل نیز پایان�نامه این پیوست •

است. پایان�نامه

داده�ایم. نمایش * علامت با است، شده ارایه نویسنده خود توسط برهان که را مواردی پایان�نامه، این در



مطالب فهرست

ذ جداول فهرست

ر تصاویر فهرست

٢ اولیه مفاهیم و تعاریف ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا تصادفی متغیر ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی رگرسیون مدل ٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی مدل�های ۴.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع�های خانواده ١.۴.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی مدل�های مولفه�های ٢.۴.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی مدل�های برازش ٣.۴.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل ارزیابی ۴.۴.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل� دقت اندازه�گیری معیارهای ۵.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا دوم توان میانگین ١.۵.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریبی ٢.۵.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاییک آ اطلاع معیار ٣.۵.١

چ



ح مطالب فهرست

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لازم تعاریف سایر ۶.١

٢٣ بتا رگرسیونی مدل ٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل معرفی ١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش ٢.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها مجانبی توزیع ٣.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیه آزمون و اطمینان فاصله ۴.٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا رگرسیونی مدل برای باقی�مانده�ها تحلیل ۵.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ۶.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مثال ١.۶.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مثال ٢.۶.٢

۴۴ متغیر دقت پارامتر با بتا رگرسیونی مدل ٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل معرفی ١.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش ٢.٣

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطمینان فاصله و مجانبی ویژگی�های ٣.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ۴.٣

۵٨ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد ۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی مثال دو در مدل کاربرد ٢.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنزین داده�های ١.٢.۴

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت میزان ٢.٢.۴



خ مطالب فهرست

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ٣.۴

٧٧ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�

٨٩ مراجع

٩٣ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩۶ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



د مطالب فهرست



جداول فهرست

٣٩ . . . (١۶.٢) خطی پیشگوی با (١.٢) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج ١.٢

۴٠ (١٧.٢) خطی پیشگوی با (١.٢) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج خلاصه ٢.٢

۴٣ . . . . . . . . (١۶.٢) مدل از شبیه�سازی�شده داده مجموعه روی بر برازش نتایج ٣.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . (١٧.٢) و (١۶.٢) مدل دو برای AIC مقایسه ۴.٢

۵۴ . . . (١۵.٣) خطی پیشگوی با (١.٣) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج ١.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . betareg بسته در موجود روش�های و توابع ١.۴

۶٢ . . . . . . . . . . ثابت ϕ با بنزین داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های ٢.۴

۶۵ . . . . . . . . . . متغیر ϕ با بنزین داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های ٣.۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴) و (١.۴) مدل دو برای AIC مقایسه ۴.۴

۶٨ . . . . . . . ثابت ϕ با بتن ساخت داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های ۵.۴

از تابعی ϕ که حالتی برای بتن ساخت داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های ۶.۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است تبیینی متغیرهای

ذ



تصاویر فهرست

٢۵ . . . . . . . . . . µ و ϕ از مختلفی مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای ١.٢

خطی پیشگوی با ،(١.٢) مدل پارامترهای برآوردهای چندک-چندک نمودارهای ٢.٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی�شده داده مجموعه ١٠٠٠ اساس بر (١٧.٢)

توپر) (منحنی (١٧.٢) مدل استانداردشده پارامترهای برآوردهای چگالی نمودارهای ٣.٢

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . چین) (نقطه استاندارد نرمال چگالی همراه به

مدل در دقت پارامتر و میانگین رگرسیونی ضرایب برآورد چندک-چندک نمودارهای ١.٣

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۴٠٠ برای (١۵.٣)

آن واقعی مقدار نمایش همراه به رگرسیونی، ضرایب برآورد برای چگالی نمودارهای ٢.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۴٠٠ برای (١۵.٣) مدل در

برای لوجیت پیوند تابع با بتا، رگرسیونی مدل برای موثر نقاط شناسایی نمودارهای ١.۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنزین داده�های

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت درصد پاسخ متغیر بافت�نگار نمودار ٢.۴

مقاومت داده�های برای لوجیت پیوند تابع با بتا رگرسیونی مدل شناسایی نمودارهای ٣.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن

ر



١ تصاویر فهرست

مشاهده حذف از پس لوجیت، پیوند تابع با بتا رگرسیونی مدل شناسایی نمودارهای ۴.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های برای ٢١ام

٧٢ . . . . . . . . سیمان از مختلفی دسته�های در بتن مقاومت میزان جعبه�ای نمودار ۵.۴

٧٢ . . . . . . . . . ماسه از مختلفی دسته�های در بتن مقاومت میزان جعبه�ای نمودار ۶.۴
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

مدل�بندی برای اهمیت با و مهم بسیار موضوع�های از یکی آماری درست تحلیل انتخاب آمار، علم در

دارد. بستگی داریم، آن�ها تحلیل از که هدفی و داده�ها طبیعت به درست انتخاب این می�باشد. پدیده یک

می�شوند تحلیل و گردآوری نیاز مورد داده�های سپس می�شود، شروع اهداف تعیین و مسأله تعریف با آمار

می�یابد. خاتمه نتایجی استنتاج با سرانجام و

رگرسیون گفت، می�توان عبارتی به می�نامند. رگرسیون را متغیر�ها بین موجود رابطه�های مدل�بندی

به چرا حال .(١٣٨٧ (نیرومند، است روابط این تحلیل و آماری متغیرهای بین نادقیق روابط تعیین

شده داده می�باشد، برگشت آن واژگانی معنی که رگرسیون انتظار از دور واژه آماری قدرتمند روش چنین

میانگین بین ارتباط آن با و برد به�کار را واژه این گالتن فرانسیس بار نخستین تاریخی، نظر از است؟

قامت طول گرفت نتیجه مشاهداتش روی از گالتن داد. قرار مطالعه مورد را پسران و پدران قامت طول

به نه البته است؛ متوسط قامت طول از کوتاه�تر) (یا بلندتر کوتاه)، (یا بلند�قد خیلی والدین با پسران

حد به�سوی ارثی قد برگشت١ عنوان با ١٨٨۵ سال در نتیجه�گیری این والدینشان. قد کوتاهی) (یا بلندی

شد. منتشر متوسط

١Regression

٢



٣ مقدمه .١.١

ماهیت کشف برای بیشتر، یا متغیر دو شامل داده�هایی تحلیل شامل رگرسیونی تحلیل مقدمه، این با

را متغیر نوع دو می�توان این�جا در است. پیش�گویی هدف�های برای تحقیق سپس و آ�ن�ها میان رابطه

دسته آن تبیینی، متغیر�های از منظور پاسخ. متغیر و کنترل�شده) (متغیر تبیینی متغیر کرد: دسته�بندی

فرآورده� یک قیمت مانند هستند؛ کنترل�پذیر و کنند اختیار معینی مقادیر می�توانند که هستند متغیر�ها از

مشاهده قابل می�توانند می�کنند اختیار که مقادیری همچنین سمی. شیمیایی ماده یک غلظت یا جدید

صورت به که، تغییراتی نتیجه� در سواد. سطح و رودخانه آب تخلیه نرخ مانند باشند؛ کنترل�ناپذیر ولی

مانند می�شود؛ منتقل پاسخ متغیر به اثر یک می�آیند، به�وجود تبیینی متغیرهای برای غیر�عمدی، یا عمدی

دادن. رای برای شرایط واجد افراد درصد و پشه�ها میر و مرگ درصد جدید، فرآورده یک فروش امکان

پژوهش هدف�های به گاهی و نیست محسوس کامل به�طور همیشه پاسخ، و تبیینی متغیر�های بین تفاوت

به پاسخ متغیر یک و پاسخ متغیر عنوان به است ممکن تبیینی متغیر یک که معنی این به دارد، بستگی

انسان�ها، وزن و قامت طول بین رابطه بررسی در مثال برای شود. گرفته �نظر در تبیینی متغیر یک عنوان

آن. برعکس هم و پاسخ متغیر عنوان به قامت طول و شود ظاهر تبیینی متغیر عنوان به می�تواند وزن هم

می�توان آن�ها تحلیل برای که می�شوند، مشاهده (٠,١) بازه در پاسخ متغیر مقادیر متعددی موارد در

متغیر که زمانی در اما کرد. استفاده (٢٠١٣ لمشو، و (هاسمر پرابیت و لوجیت رگرسیونی مدل�های از

به توجه با لذا دهند. برازش را داده�ها خوبی به نمی�توانند نیز مدل دو این باشد، چولگی دارای پاسخ

(فراری است معروف بتا رگرسیونی مدل به که می�دهیم ارایه را مدلی بتا، توزیع خوب بسیار انعطاف

گرفتن نظر در برای بتا توزیع انعطاف�پذیری در بتا رگرسیون معرفی اصلی انگیزه .(٢٠٠۴ سریباری، و

کنیم. معرفی را بتا توزیع ابتدا است لازم بنابراین، است. (٠,١) فاصله در چوله٢ توزیع�های انواع

٢Skewed Distributions



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

بتا تصادفی متغیر ٢.١

احتمال چگالی تابع دارای Y تصادفی متغیر اگر

fp,q(y) =
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
yp−١)١− y)q−١, ٠ < y < ١, p > ٠, q > ٠,

نشان Y ∼ Beta(p, q) نماد با را آن و است q و p پارامترهای با بتا توزیع دارای Y گوییم باشد،

فاصله یک آن ممکن مقادیر مجموعه که تصادفی پدیده�های مدل�بندی برای می�تواند بتا توزیع می�دهیم.

واحد عنوان به d − c اختیار و مبدا عنوان به c گرفتن نظر در با رود. به�کار است، [c, d] متناهی

که پیوسته�ایست احتمالی توزیع بتا، توزیع کرد. تبدیل [٠,١] فاصله به را فوق فاصله می�توان اندازه�گیری،

تصادفی متغیر کنید فرض مثال، عنوان به است. شکل٣ پارامتر دو دارای و شده تعریف (٠,١) بازه بر

با بتا توزیع دارای Y کنید فرض همچنین می�شود. پس�انداز که بوده فرد درآمد از درصدی نشان�دهنده Y

باشد: زیر به�صورت چگالی تابع با (Y ∼ B(٢,١٩) (یعنی q = ١٩ و p = ٢ پارامترهای

fY (y) =
Γ(٢١)

Γ(٢)Γ(١٩)y
١)١−٢− y)١−١٩ ٠ < y < ١.

به�صورت توزیع تابع

FY (y) =


٠ y ≤ ٠,∫ y
٠ ٣٨٠y(١− y)١٨dy = ١− (١− y)١)١٩+ ١٩y) ٠ < y < ١,
١ y ≥ ١,

کند، پس�انداز را خود درآمد ٠٫ ٠۵ از کمتر فردی این�که احتمال مثال، به�عنوان اکنون، می�آید. به�دست

است: محاسبه قابل زیر به�صورت

P (Y < ٠٫ ٠۵) = FY (٠٫ ٠۵) = ٠٫ ٢۶۴.

کرد. استفاده می�توان نسبت، و درصد نرخ، ماهیت با داده�هایی تحلیل برای را توزیع این

٣Shape Parameter



۵ خطی رگرسیون مدل .٣.١

خطی رگرسیون مدل ٣.١

متخصص افراد توسط تبیینی، متغیرهای مجموعه و پاسخ متغیر بر حاکم ریاضی) (ضابطه ارتباطی مدل

که مدل این می�شود. تعیین آن�ها ذهنی و عینی قضاوت�های یا دانش مبنای بر مطالعه، مورد زمینه در

معادله در اگر می�شود. نامیده پارامتری مدل یک باشد، داشته بر در را زیادی نامعلوم پارامترهای می�تواند

یک در می�نامند. ساده خطی رگرسیونی مدل آن�را باشد، داشته وجود تبیینی متغیر یک تنها رگرسیونی

تبیینی متغیرهای معمولا، است. پاسخ متغیر روی بر تبیینی متغیرهای اثر بررسی هدف رگرسیونی، مدل

همچنین می�دهند. نمایش Y با را پاسخ متغیر و باشد) داشته ١ از بزرگ�تر بعدی می�تواند (که X با را

غیرخطی، یا خطی رابطه از منظور که باشیم داشته توجه باید باشد. غیرخطی یا خطی می�تواند ضابطه این

وارد غیرخطی یا خطی به�طور رگرسیونی پارامترهای واقع در بلکه نیست Xiها و Y بین رابطه مورد در

Y و X بین رابطه که چند هر خطی�اند زیر روابط از یک هر مثال، به�عنوان می�شوند. رگرسیون معادله

نباشد: خطی است ممکن

Y = β٠ + β١X + ε,

Y = β٠ + β١e
X + ε,

Y = β٠ + β١ logX + ε.

مدل یک از مثال�هایی مشاهده. قابل غیر و تصادفی است متغیری که می�باشد خطا جمله ε همچنین

از: عبارتند رگرسیونی

تولید بر لازم زمان مدت بر تبیینی) (متغیر دستگاه یک ساخت در لازم قطعات تعداد اثر بررسی (١)

پاسخ) (متغیر آن

پاسخ) (متغیر ملی خالص تولید بر تبیینی) (متغیر ملی خالص سرانه تاثیر بررسی (٢)

پاسخ) (متغیر قلب ضربان تعداد بر تبیینی) (متغیر سن تاثیر بررسی (٣)



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

نبوده تصادفی X که حالی در است، پیوسته تصادفی متغیر یک Y پاسخ متغیر خطی، رگرسیونی مدل در

ممکن مقدار هر ازای به بنابراین می�شود. اندازه�گیری اغماضی قابل خطای با و کنترل تحلیل�گر توسط و

E(Y |x) که است این رگرسیونی مدل از منظور کلی، به�طور دارد. وجود احتمال توزیع یک Y برای X

آن ریاضی امید که ،ε خطا، جمله یک همراه به ،X از تابعی حسب بر را Y یا ،X از تابعی حسب بر را

بنابراین بنویسیم. می�شود، فرض صفر

Y = β٠ + β١X + ε, E(Y |X) = β٠ + β١X,

معادل�اند. دو هر

نظر در پذیره چهار نیز خطی رگرسیونی مدل برای می�شود. ساخته پذیره�هایی بر مبتنی آماری مدل هر

می�شود: گرفته

E(Y |X) رگرسیونی تابع ضابطه بودن خطی (١)

خطا جمله واریانس بودن ثابت (٢)

خطا مولفه�های �بودن ناهمبسته (٣)

خطاها بودن نرمال نیاز) حسب (بر (۴)

نظر مورد مدل شدن نامناسب به منجر می�تواند اول)، پذیره ویژه (به پذیره�ها این از کدام هر از تخطی

شود.

تعمیم�یافته خطی مدل�های ۴.١

و گرفته�اند قرار استفاده مورد چشم�گیری به�طور (GLM) تعمیم�یافته۴ خطی مدل�های اخیر، سال�های در

مدل�ها از دسته این رشد روند از قسمتی در�آمده�اند. تحریر رشته به زمینه این در متعددی آماری متون
۴Generalized Linear Models



٧ تعمیم�یافته خطی مدل�های .۴.١

نلدر توسط خطی، مدل�های تعمیم عنوان به تعمیم�یافته، خطی مدل�های نوشت: شرح بدین می�توان را

(١٩٨٩) نلدر و کالا مک در مدل�ها از دسته این دقیق نظری بررسی شد. معرفی (١٩٧٢) ودربرن و

ذکر به لازم است. مدل�ها این شهودی دیدگاه برای خوبی منبع نیز (٢٠٠٢) همکاران و میر است. آمده

تحلیل در خطی۵ لگ مدل�های برابر در قوی رقیبی عنوان به مدل�ها این از استفاده بیشترین که است

خطی لگ مدل�های با ارتباط و مورد این در بیشتر اطلاعات برای است. یافته گسترش گسسته داده�های

کنید. مراجعه (١٩٩۶) اگرستی به

توزیع بر مبتنی خطی مدل�های از تعمیمی می�آید، بر تعمیم�یافته خطی مدل�های نام از که همان�طور

می�باشد: قسمت دو شامل تعمیم این هستند. نرمال

شوند. گرفته نظر در پاسخ متغیر توزیع به�عنوان می�توانند نیز نرمال به�جز توزیع�هایی GLM در .١

و کالا (مک خانواده این به شبیه یا نمایی خانواده به متعلق باید شده گرفته نظر در توزیع البته

باشد. (١٩٨٩ نلدر،

پیوند۶ تابع از استفاده با آن از تبدیلی بلکه نمی�شود، مدل�بندی مستقیم به�طور پاسخ میانگین .٢

می�گردد. مدل�بندی

برآورد برای عددی روش�های گسترش و نمایی توزیع�های خانواده خوب ویژگی�های شناخت واقع، در

نرمال بجز توزیع�هایی دارای پاسخ متغیرهای که حالت�هایی در تا می�دهد ما به را امکان این پارامتر�ها،

از نیستند، ساده خطی شکل به تبیینی متغیرهای و پاسخ متغیر بین رابطه که حالت�هایی و هستند

خطی مدل بیان از قبل کنیم. استفاده شده�اند، داده خطی مدل�های برای آن�چه با مشابه روش�های

است. لازم نمایی توزیع�های خانواده معرفی تعمیم�یافته،

۵Log-Linear Models
۶Link Function



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

نمایی توزیع�های خانواده ١.۴.١

را آن احتمال چگالی تابع بتوان اگر گوییم، نمایی توزیع�های خانواده عضو را توزیع�ها از خانواده�ای

نوشت: زیر به�صورت

fYi(yi) = exp

{
[yiγi − b(γi)]

τ٢
− c(yi, τ)

}
, (١.١)

از بسیاری برای هستند. معلوم توابع c(yi, τ) و b(γi) و توزیع خانواده پارامترهای τ و γi آن در که

است. ١ با برابر τ خانواده این اعضای

آماردان سه توسط مستقل، به�طور ،١٩٣٨ و ١٩٣٧ سال�های در نمایی توزیع�های خانواده ویژگی�های

توزیعی دارای Yi اگر که داد نشان می�توان شده�اند. بررسی و مطالعه دارمویس و پیتمن کوپمن، نام�های به

بود: خواهند زیر به�صورت آن واریانس و ریاضی امید� باشد، نمایی خانواده از

E(Yi) = µ = b′(γi), (٢.١)

V ar(Yi) = σ٢i = b′′(γi)τ
٢. (٣.١)

توزیع و بتا گاما، نمایی، پواسن، دو�جمله�ای، نرمال، توزیع به می�توان معروف نمایی توزیع�های ازجمله

بگیرید: نظر در را نرمال توزیع مثال، عنوان به کرد. اشاره معکوس گاوسی

f(yi) =
١√
٢πσ٢

exp
[
− ١
٢
(yi − µi)

٢

σ٢
]
.

نوشت: نمایی خانواده شکل به را آن می�توان که

f(yi) = exp[
yiµi − ١

٢µ
٢
i

σ٢
− y٢i
٢σ٢ − ١

٢ log(٢πσ٢)]

می�آیند: به�دست (٣.١) و (٢.١) روابط مشابه نیز آن واریانس و میانگین

E(Yi) = b′(γi) = γi = µi,

var(Yi) = b′′(γi)τ
٢ = σ٢.



٩ تعمیم�یافته خطی مدل�های .۴.١

تعمیم�یافته خطی مدل�های مولفه�های ٢.۴.١

می�کنیم: مطرح سوال چند تعمیم�یافته، خطی مدل� یک مولفه�های معرفی از قبل

هستند؟ توزیعی چه دارای داده�ها .١

باشد؟ چه خطی پیشگوی .٢

شود؟ گرفته نظر در خطی پیشگوی برای میانگین از تابعی چه .٣

می�کنیم: معرفی زیر به�صورت را تعمیم�یافته خطی مدل�های مولفه�های سوال�ها، این طرح با

پاسخ، متغیر توزیع و هستند مستقل هم از ،i = ١, · · · , n ،yi مشاهدات تصادفی: مولفه .١

است. (١.١) به�صورت نمایی خانواده از عضوی

است β پارامتر�های بردار و x١, ..., xp تبیینی متغیر�های شامل مولفه این سیستماتیک: مولفه .٢

می�دهند. تشکیل ،η =
∑p

j=١ xjβj به�صورت را خطی پیشگوی که

می�شود. استفاده تصادفی مولفه به سیستماتیک مولفه دادن ارتباط منظور به پیوند تابع پیوند: تابع .٣

به�طوری�که است، مشتق�پذیر و یکنوا تابع یک g(·) پیوند تابع

g(µi) = ηi = x′iβ.

یک پیوند تابع عبارتی، به .η = µ یعنی هستند؛ یکی میانگین و خطی پیشگوی خطی، مدل�های در

را یکنوا مشتق�پذیر تابع هر که است پیوند تابع انتخاب به مربوط GLM تعمیم دومین است. همانی تابع

می�رود، به�کار شمارشی داده�های مدل�بندی برای معمولا که پواسن توزیع در مثال، به�عنوان می�شود. شامل

تابع پس نباشد. مثبت ،η خطی، پیشگوی است ممکن که حالی در است، نامنفی ،µ توزیع، میانگین

در لگاریتمی به�صورت را پیوند تابع می�توان حالت، این در باشد. مناسبی انتخاب نمی�تواند همانی پیوند

گرفت: نظر

η = g(µ) = ln(µ).
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داشت خواهیم صورت این در

µ = eη > ٠.

دیگر، مثالی به�عنوان می�شوند. تبدیل µ در موثر ضربی اثرات به η در موثر جمعی اثرات ترتیب این به

این در می�شود. تعبیر موفقیت احتمال همان که است p برابر توزیع میانگین ،ber(p) برنولی، توزیع در

(٠,١) فاصله به را خطی پیشگوی که شود انتخاب طوری باید پیوند تابع بنابراین .p ∈ (٠,١) حالت

کرد. تعریف ،g(p) = logit(p) = log
(

p
١−p

)
را، لوجیت پیوند تابع می�توان مثال، به�عنوان بنگارد.

تابع چنین دارد. وجود بسنده آماره آن برای که دارد ویژه پیوند تابع یک نمایی خانواده توزیع هر

پواسن، توزیع برای می�نامند. متعارف٧ پیوند تابع را آن و باشد γ = η که می�شود ایجاد زمانی پیوندی،

توزیع برای و همانی نرمال، توزیع برای متعارف پیوند است. متعارف پیوند تابع لگاریتمی٨ پیوند تابع

است. لجیت برنولی،

نوشت: را زیر رابطه می�توان است، معکوس�پذیر نتیجه در و یکنوا پیوند، تابع آن�جایی�که از

µi = g−١(ηi) = g−١(x′iβ).

تعمیم�یافته خطی مدل�های برازش ٣.۴.١

خواهد زیر به�صورت آن درست�نمایی لگاریتم تابع آن�گاه باشد، (١.١) به�صورت چگالی تابع دارای y اگر

بود:

ℓ =
n∑
i=١

[yiγi − b(γi)]

τ٢
−

n∑
i=١

c(yi, τ). (۴.١)

کنیم. بیان را آن مفید مشخصه�های برخی که است نیاز آوریم، به�دست را درست�نمایی معادله این�که از قبل

،(٢٠٠٢ برگر، و (کسلا نظم شرایط طبق که می�باشند واریانس و ریاضی امید شامل مشخصه�ها، این

داشت خواهیم

E

[
∂ℓ

∂γi

]
= ٠, (۵.١)

٧Canonical Link Function
٨Log Link Function
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و

var

(
∂ℓ

∂γi

)
= −E

[
∂٢ℓ

∂γ٢i

]
. (۶.١)

داریم ،(۵.١) و (١.١) روابط با توجه با

E


{
Yi − ∂b(γi)

∂γi

}
τ٢

 = ٠,

دیگر عبارت به یا

E[Yi] = µi =
∂b(γi)

∂γi
. (٧.١)

نوشت می�توان ،(۶.١) و (١.١) رابطه دو از استفاده با همچنین

var


{
Yi − ∂b(γi)

∂γi

}
τ٢

 = −E
[
− ١
τ٢
∂٢b(γi)

∂γ٢i

]
,

داریم ،(٧.١) رابطه به توجه با که

var

(
Yi − µi
τ٢

)
=

١
τ٢
∂٢b(γi)

∂γ٢i
,

یا

var(Yi) = τ٢
∂٢b(γi)

∂γ٢i
.

نوشت می�توان نهایت در

var(Yi) ≡ τ٢υ(µi),

راستا، همین در می�شود. شناخته yi پاسخ متغیر برای واریانس تابع به�عنوان υ(µi) = ∂٢b(γi)

∂γ٢i
که

کرد: اشاره دیگر ویژگی دو به می�توان
∂γi
∂µi

=

(
∂µi
∂γi

)−١
=

(
∂٢b(γi)

∂γ٢i

)−١

=
١

υ(µi)
, (٨.١)

نوشت می�توان زنجیره�ای، قاعده و g(µi) = x′iβ رابطه به توجه با و

∂µi
∂β

=
∂µi
∂g(µi)

∂g(µi)

∂β
=

(
∂g(µi)

∂µi

)−١
∂x′iβ

∂β

=

(
∂g(µi)

∂µi

)−١
x′i =

١
gµ(µi)

xi, (٩.١)
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رابطه به توجه با آورد. به�دست β برای را درست�نمایی معادله می�توان حال .gµ(µi) = ∂g(µi)
∂µi

آن در که

داریم ،(۴.١)

∂ℓ

∂β
=

١
τ٢

∑
i

[
yi
∂γi
∂β

− ∂b(γi)

∂γi

∂γi
∂β

]
.

نوشت می�توان (٧.١) رابطه بنابر لذا

١
τ٢

∑
i

[
yi
∂γi
∂β

− ∂b(γi)

∂γi

∂γi
∂β

]
=

١
τ٢

∑
i

(yi − µi)
∂γi
∂β

,

می�شود نتیجه زنجیره�ای، قاعده از استفاده با که

١
τ٢

∑
i

(yi − µi)
∂γi
∂β

=
١
τ٢

∑
i

(yi − µi)
∂γi
∂µi

∂µi
∂β

.

داشت خواهیم ،(٩.١) و (٨.١) روابط به توجه با نهایت در

∂ℓ

∂β
=

١
τ٢

∑
i

(yi − µi)

υ(µi)gµ(µi)
x′i

=
١
τ٢

∑
i

(yi − µi)wigµ(µi)x
′
i, (١٠.١)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (١٠.١) رابطه ماتریسی شکل .wi = [υ(µi)g
٢
µ(µi)]

−١ آن در که

∂ℓ

∂β
=

١
τ٢
X ′W∆(y − µ), (١١.١)

بعدی n قطری ماتریس یک ،diag(wi) از منظور و ∆ = diag(gµ(µi)) و W = diag(wi) آن در که

به�صورت می�توان را درست�نمایی معادله� بنابراین است. wi مولفه�های با

X ′W∆y = X ′W∆µ, (١٢.١)

از غیرخطی توابعی این�ها معمولا هستند. β نامعلوم پارامترهای شامل ،µ و ∆ ،W به�طوری�که نوشت،

مثال، عنوان به کرد. حل را (١٢.١) رابطه سرراست، جبری روابط از استفاده با نمی�توان و هستند β

پارامتر با برنولی توزیع دارای y آن در که ،p = Φ(Xβ) رابطه به توجه با پرابیت، پیوند تابع با مدل برای

به�صورت ،β به نسبت آن مشتق و درست�نمایی تابع لگاریتم استاندارد، نرمال توزیع تابع Φ(·) و است p
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می�شوند: محاسبه زیر

ℓ =
n∑
i=١

(yi{log Φ(x′iβ)− log[١− Φ(x′iβ)]}+ log[١− Φ(x′iβ)]),

∂ℓ

∂β
=

n∑
i=١

[
yi

(
ϕ(x′iβ)

Φ(x′iβ)
x′i +

ϕ(x′iβ)

١− Φ(x′iβ)
x′i

)
− ϕ(x′iβ)

١− Φ(x′iβ)
x′i

]

=
n∑
i=١

[yi − Φ(x′iβ)]ϕ(x
′
iβ)

Φ(x′iβ)[١− Φ(x′iβ)]
x′i

=
n∑
i=١

(yi − µi)ϕ(x
′
iβ)

µi(١− µi)
x′i.

بگیریم. ریاضی امید درست�نمایی، لگاریتم تابع دوم مشتق از باید درست�نمایی، تابع معادله�های حل برای

نوشت می�توان منظور، همین به
∂٢ℓ

∂β∂β′ = − ١
τ٢
X ′W∆

∂µ

∂β′ +
١
τ٢
X ′∂W∆

∂β′ (y − µ).

بنابراین

−E
[
∂٢ℓ

∂β∂β′

]
=

١
τ٢
X ′W∆

∂µ

∂β′ + ٠.

نوشت می�توان ،(٩.١) رابطه از استفاده با لذا
١
τ٢
X ′W∆

∂µ

∂β′ + ٠ =
١
τ٢
X ′W∆∆−١X.

داشت خواهیم نهایت در

− E

[
∂٢ℓ

∂β∂β′

]
=

١
τ٢
X ′WX, (١٣.١)

داریم ،(٢٠٠١)� سیرل و مک�کالاک بنابر همچنین .W = diag(wi) =
(
[υ(µi)g

٢
µ(µi)]

−١) آن در که
−E

[
∂٢ℓ

∂β∂τ٢

]
= −E

[
∂

∂τ٢
١
τ٢
X ′W∆(y − µ)

]
=

١
τ۴
X ′W∆E[y − µ] (١۴.١)

= ٠.
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دوم توان�های کمترین تکراری روش از معمولا ، (١٢.١) رابطه در درست�نمایی ماکسیمم معادله حل برای

می�شود: منتهی زیر تکراری فرمول به روش این از استفاده می�شود. استفاده موزون٩

θ(m+١) = θ(m) + I(θ(m))−١ ∂l

∂θ
|θ=θ(m) ,

می�باشند. پارامترها بردار θ و فیشر١٠ اطلاع ماتریس I(θ) تکرارها، تعداد m آن در که

نوشت می�توان (١۴.١) و (١٣.١) ،(١١.١) روابط به توجه با حال

β(m+١) = β(m) + (X ′WX)−١X ′W∆(y − µ).

مدل ارزیابی ۴.۴.١

مدل�های برای است. مدل برازش نیکویی سنجش همان یا ارزیابی آماری، مدل�بندی اصلی مراحل از یکی

می�کنیم. اشاره آن�ها به قسمت این در که می�شود انجام معیارهایی توسط سنجش این تعمیم�یافته، خطی

انحراف و درست�نمایی نسبت آزمون •

مهم روش�های از یکی شود. بررسی مختلف روش�های به می�تواند مدل برازش نیکویی یا کیبش١١

این واقع در می�شود. نامیده انحراف که درست�نمایی�هاست نسبت لگاریتم مدل�ها، از رده این در

مدل می�کند. مقایسه کامل مدل درست�نمایی با را نظر مورد مدل به مربوط درست�نمایی معیار،

به�جای .(٢٠٠١ سیرل، و کالاک (مک دارد پارامتر مشاهدات اندازه به که است مدلی کامل،

بر را آن که است مناسب�تر بگیریم، نظر در ،γ متعارف، پارامتر از تابعی را درست�نمایی تابع آن�که

درست�نمایی تابع ماکسیمم L(µ̂, τ, y) اگر ترتیب، این به کنیم. بیان ،µ میانگین، پارامتر حسب

تحت درست�نمایی تابع ماکسیمم L(µ, τ, y) و است ثابت مقداری ϕ به�طوری�که باشد، β برحسب

تعمیم�یافته درست�نمایی نسبت آماره آن�گاه شود، گرفته نظر در پارامتر n با کامل مدل

λ =
L(µ, τ, y)

L(µ̂, τ, y)
,

٩Minimum Weighted Least Square
١٠Fisher’s Information Matrix
١١Deviance
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می�دهد. نشان را مدل برازش نیکویی از اندازه�ای

تقریبی به�طور باید ،L(µ̂, τ, y)صورت این در کند، توصیف خوبی به را داده�ها نظر، مورد مدل اگر

می�کنیم تعریف زیر صورت به را درست�نمایی نسبت لگاریتم منهای آماره شود. L(µ, τ, y) با برابر

می�نامیم: برازش انحراف را آن و

−٢ log λ = ٢
n∑
i=١

yi(γ̃i − γ̂i)− b(γ̃i) + b(γ̂i)

ai(τ)
,

مدل و نظر مورد مدل پارامترهای برآورد�های ترتیب به γ̃i = γi(β̃) و γ̂i = γi(β̂) آن در که

می�باشند. کامل

به�صورت می�توان را کیبش آن�گاه ،ai(τ) = τ
pi
این�که بافرض

Dµ̂(y) = ٢
n∑
i

pi[yi(γ̃i − γ̂i)− b(γ̃i) + b(γ̂i)],

می�نامند. مقیاس�بندی�شده١٢ کیبش را Dµ̂(y) که کرد تعریف

در .ai(τ) = σ٢ و b(γi) = ١
٢γ

٢
i ،γi = µi داریم ،N(µ, σ٢) نرمال توزیع در .١.۴.١ مثال

بنابراین هستند. یک برابر piها توزیع این

Dµ̂(y) = ٢
∑
i

{yi(yi − µ̂i)−
١
٢y

٢
i +

١
٢ µ̂i

٢}

= ٢
∑
i

{١٢y
٢
i − yiµ̂i

٢ +
١
٢ µ̂i

٢

=
∑
i

(yi − µ̂i)
٢.

دوم توان�های مجموع با برابر مقیاس�بندی�شده، کیبش نرمال، توزیع برای که می�کنید ملاحظه

باقی�مانده�هاست.

p٢ > p١ و M١ ∈M٢ به�طوری�که پارامتر، p٢ با M٢ و پارامتر p١ با M١ مدل دو مقایسه برای

برای ماکسیمم درست�نمایی نسبت لگاریتم است)، لانه�ای١٣ M٢ مدل در M١ مدل واقع در (که
١٢Scaled Deviance
١٣Nested
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نوشت: دو آن انحراف�های تفاضل به�صورت می�توان را مدل دو

−٢ log λ =
D(M١)−D(M٢)

ϕ
.

به تعمیم�یافته خطی مدل�های برای و می�باشد کی�دو توزیع دارای خطی مدل�های برای انحراف

به�عنوان انحراف، کلی مزیت .(٢٠٠١ داکسوم، و (بیکل است کی�دو توزیع دارای مجانبی طور

انحراف شود، استفاده ماکسیمم درست�نمایی برآورد�های از اگر که است این انحراف، اندازه یک

(مک�کالاک ندارد خاصیتی چنین کی�دو آماره که صورتی در است، جمع�پذیر لانه�ای مدل�های برای

خطی مدل�های در واریانس تحلیل مشابه GLM در انحراف تحلیل نقش .(٢٠٠١ سیرل، و

استفاده مورد نیز پاسخ متغیر بر تبیینی متغیر�های اثر معنی�داری بررسی برای و می�باشد کلاسیک

خوب برازش�شده مدل بگوییم می�توانیم باشد، کوچک انحراف اگر مثال عنوان به می�گیرد. قرار

است). (ضعیف نیست خوب برازش�شده مدل می�گوییم باشد، بزرگ اگر و است

آن در که نوشت، نیز Dµ̂,ϕ(y) =
∑n

i=١(r
d
i )

٢ صورت به می�توان را انحراف

rdi = sign(yi − µ̂i) {٢(ℓi(µi, ϕ)− ℓi(µ̂i, ϕ))}
١
٢ .

برازش انحراف برای که دیگری مهم معیار می�نامند. نیز انحراف باقی�مانده�های را rdi همچنین

به�صورت که است پیرسون١۴ کی�دو آماره دارد، وجود

X٢ =
∑ (y − µ̂)٢

V (µ̂)
,

می�شود. تعریف

والد١۵ آزمون •

اگر .(١٩۴٣ (والد، است والد آزمون فرضیه، آزمون برای عمومی بسیار روش�های از دیگر یکی

آن�گاه باشد، θ̂ برای فیشر اطلاع ماتریس I(θ) و p بعد با θ از برآورد� یک θ̂

(θ̂ − θ∗)
′[I(θ∗)]

−١(θ̂ − θ∗),

١۴Chi-Square Pearson Statistic
١۵Wald’s Test
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با کی�دو آماره این مجانبی توزیع است. H٠ : θ = θ∗ فرضیه برای والد) (آماره آزمون آماره یک

و (یانکینگ است χ٢p دقیقا خطی، مدل�های برای آن توزیع البته می�باشد. ،χ٢p آزادی، درجه p

.(٢٠١١ ونگ،

باقی�مانده�ها تحلیل •

جنبه�های بررسی اما می�کنند، فراهم را الگو یک کفایت برای کلی معیار برازش، نیکویی آماره�های

منظور به خطی، پیشگوی جمله�های و پیوند تابع واریانس، تابع انتخاب شامل ،GLM مختلف

باقی�مانده�ها همچنین می�شود. انجام باقی�مانده�ها از استفاده با برازش�شده، یکمدل کفایت بررسی

باقی�مانده�ها تعریف تعمیم به تعمیم�یافته، خطی مدل�های برای می�کنند. شناسایی را غیرعادی مقادیر

کابرد قابل شوند، جایگزین نرمال به�جای می�توانند که توزیع�هایی همه برای به�طوری�که داریم، نیاز

باشد.

باقی�مانده�های از عبارتند که می�شوند تعریف GLM در باقی�مانده�ها از تعمیم�یافته شکل سه

باقی�مانده�های مثال، عنوان به .(١٩٨٩ نلدر، و کالا (مک انحراف و انس�کمب١٧ پیرسونی١۶،

می�شوند. تعریف rp = y−µ√
v(µ)

صورت به پیرسونی

مدل� دقت اندازه�گیری معیارهای ۵.١

نتایج بتوان تا می�شود استفاده معیارها از برخی از پاسخ، متغیر برآورد در مدل�ها توانایی ارزیابی به�منظور

دقت یا برآورد خطای اندازه�گیری با معیارها این واقع، در کرد. مقایسه یکدیگر با را مختلف مدل�های

معیارهای آمار، در می�کنند. نتایج سایر با قیاس�پذیر و ارزیابی قابل را حاصل نتایج مدل، یک برآورد

می�کنیم. معرفی را پرطرفدار معیار سه زیربخش، این در دارند. وجود هدف این برای متفاوتی

١۶Pearson Residuals
١٧Anscombe Residuals



١٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

خطا دوم توان میانگین ١.۵.١

است. (MSE)خطا١٨ دوم توان میانگین معیار از استفاده مدل، برآورد خطای اندازه�گیری راه�های از یکی

اریبی�های با پارامتر، یک برآوردگر دو مقایسه یا نااریب برآوردگرهای با اریب برآوردگرهای مقایسه برای

به�صورت آن مقدار و است مفید ملاکی MSE مختلف،

MSE(θ̂) = E[(θ̂ − θ)٢],

مقدار چنان�چه می�باشند. پارامتر برآوردشده مقدار θ̂ و پارامتر واقعی مقدار θ آن، در که می�آید به�دست

است. θ̂ بودن سازگار١٩ بیان�گر کند، میل صفر سمت به MSE(θ̂)

اریبی ٢.۵.١

آن واقعی مقدار و برآوردگر ریاضی امید اختلاف با است برابر پارامتر یک برآوردگر اریبی٢٠ آمار، در

می�شود: تعریف زیر صورت به اریبی باشد، پارامتر برآوردگر θ̂ اگر به�عبارتی پارامتر.

Bias(θ̂) = E(θ̂)− θ = E(θ̂ − θ).

کاییک آ اطلاع معیار ٣.۵.١

این است. نامزد چند بین از آماری مدل بهترین انتخاب برای معیاری ،(AIC) کاییک٢١ آ اطلاع معیار

در کاییک آ توسط که می�گیرد نظر در توام، به�طور آن، پیچیدگی با همراه را مدل برازش نیکویی معیار،

رتبه�بندی AIC مقدار حسب بر رقیب مدل چند مشاهده�شده، داده�های با شد. پیشنهاد ١٩٧۴ سال

صورت به AIC کلی، حالت در است. بهترین AIC کمترین با مدل و می�شوند

AIC = ٢k − ٢ln(L),

١٨Mean Squared Error
١٩Consistency
٢٠Bias
٢١Akaike Information Criterion



١٩ لازم تعاریف سایر .۶.١

مدل برای درست�نمایی تابع ماکسیمم مقدار L و مدل پارامترهای تعداد k آن در که می�شود تعریف

است. برآوردشده

لازم تعاریف سایر ۶.١

بیشتر جزییات می�کنیم. بیان را می�شود استفاده آن�ها از پایان�نامه این در که تعریف چند بخش، این در

بیابید. (٢٠٠٣ (استرانگ در می�توانید را تعاریف این

ترانهاده٢٢ ماتریس .١.۶.١ تعریف

حاصل ماتریس نماییم، تعویض آن سطر�های یا ستون با را Aماتریس ستون�های یا سطرها جای اگر

می�دهیم: نمایش A′ نماد با و می�شود نامیده Aماتریس ترانهاده

A′ = (aij)
′ = (aji),

می�باشد. jام ستون و iام سطر در موجود عنصر aij آن در که

دترمینان٢٣ .٢.۶.١ تعریف

تعریف زیر به�صورت و است اسکالر تابعی که داده نشان |A| نماد با را Ap×p ماتریس دترمینان

}می�شود:
|A| = a١١ p = ١,
|A| =

∑p
j=١ |A١j|(−١)١+j p > ١,

به�دست Aماتریس ستون و سطر jامین حذف با و است (n− ١)× (n− ١) ماتریسی A١j آن در که

می�آید.

همسازه٢۴ ماتریس .٣.۶.١ تعریف

٢٢Transpose Matrix
٢٣Determinant
٢۴Cofactor Matrix



٢٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

می�آیند: به�دست زیر رابطه وسیله به آن درایه�های که است ماتریسی همسازه، ماتریس

Aij = (−١)i+j|Mij|,

jام ستون و iام سطر حذف از که می�باشد نظر مورد ماتریس کهاد٢۵ jامین و i معنی به Mij آن در که

همسازه ماتریس فوق، فرمول از استفاده با درایه�ها تک تک محاسبه از پس می�آید. به�دست اولیه ماتریس

می�آید. به�دست

الحاقی٢۶ ماتریس .۴.۶.١ تعریف

می�آید. به�دست اصلی قطر به نسبت همسازه ماتریس کردن معکوس از الحاقی ماتریس

ماتریس٢٧ معکوس .۵.۶.١ تعریف

آن�گاه باشد، n× nماتریس یک A اگر

A′A∗ = |A|In,

،|A| ̸= ٠ اگر است. Aماتریس دترمینان |A| و Aماتریس ترانهاده A′ الحاقی، ماتریس A∗ آن در که

صورت به Aماتریس معکوس آن�گاه باشد، وارون�پذیر ماتریس یعنی

A−١ =
١
|A|

(A∗)′,

ترانهاده سپس و می�یابیم را الحاقی ماتریس ابتدا ،A ماتریس وارون یافتن برای پس می�شود. محاسبه

می�کنیم. تقسیم A دترمینان بر را آن

مثبت٢٨ معین ماتریس .۶.۶.١ تعریف

باشد، X ̸= ٠ هر ازای به (X ′AX ≥ ٠) X ′AX > ٠ ویژگی با متقارن ماتریس یک A اگر

معین ماتریس را Aماتریس و مثبت٢٩) معین (نیمه مثبت معین را X ′AX > ٠ دوم درجه شکل آن�گاه

می�نامند. مثبت) معین (نیمه مثبت
٢۵Minor
٢۶Adjoint Matrix
٢٧Inverse of a Matrix
٢٨Positive Definite Matrix
٢٩Positive Semi Matrix



٢١ لازم تعاریف سایر .۶.١

فیشر اطلاع ماتریس .٧.۶.١ تعریف

نشان IX(θ) با را فیشر اطلاع ماتریس ،fθ(x) احتمال (چگالی) تابع با X تصادفی متغیر برای

با است برابر ،θ ∈ Θ ⊆ RK که است مثبت معین نیمه ماتریسی و می�دهیم

IX(θ) = E[(
∂

∂θ
lnfθ(x))

٢].

به�صورت نیز آن ماتریسی شکل

IX(θ) = −E


∂٢

∂θ٢١
ln fθ(x)

∂٢

∂θ١∂θ٢
ln fθ(x) · · · ∂٢

∂θ١∂θK
ln fθ(x)

... ... ...
∂٢

∂θK∂θ١
ln fθ(x)

∂٢

∂θK∂θ٢
ln fθ(x) · · · ∂٢

∂θ٢K
ln fθ(x)

 ,
می�باشد.

٣٠ گاما چند تابع .٨.۶.١ تعریف

تعریف زیر به�صورت و می�دهیم، نشان ،ψm(·),m = ٠,١, · · · به�صورت را چندگاما تابع کلی به�طور

می�شود:

ψm(x) =
dm+١

dxm+١ log Γ(x), x > ٠.

نظم شرایط .٩.۶.١ تعریف

این در است، F = {fθ, θ ∈ Θ} احتمال توزیع�های خانواده از تصادفی متغیر یک X کنید فرض

است. برقرار نظم شرایط می�گوییم زیر شرایط برقراری با صورت

بستگی θ به Sx = {x; fθ(x) > ٠} ،X تکیه�گاه و باشد حقیقی اعداد از باز فاصله یک Θ ⊆ R .١

باشد. نداشته

باشد. متناهی و موجود θ ∈ Θ مقادیر تمام ازای به ∂
∂θ

log fθ(x) .٢

٣٠Polygamma Function



٢٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

برقرار زیر رابطه آن�گاه ،Eθ|h(X)| < ∞ به�طوری�که باشد، x از حقیقی تابع یک h(X) هرگاه .٣

می�باشد:

∂

∂θ
E(h(X)) =

∂

∂θ

∫
h(X)fθ(x)dx

=

∫
h(x)

∂

∂θ
fθ(x)dx.

.۴

٠ < E[(
∂

∂θ
lnfθ(x))

٢] <∞.

کوک٣١ فاصله (٢٠١١ همکاران، و (واشنگتن .١٠.۶.١ تعریف

رگرسیون به توجه با می�گیرد. قرار استفاده مورد موثر و دورافتاده نقاط شناسایی برای کوک فاصله

داریم j = ١, · · · , n ،(yj, x١j, · · · , xkj) داده مجموعه از استفاده با و (x١, · · · , xk) روی Y

Di =

∑n
j=١(ŷj − ŷj(i))

٢

(k + ٢(١s٢ , i = ١, · · · , n,

،ŷj(i)) و ،E(Yj|x١j, · · · , xjk) شرطی، میانگین ،ŷj خطا، دوم توان�های میانگین ریشه ،s آن در که

می�باشد. iام مشاهده حذف از پس شرطی میانگین

٣١Cook’s Distance



٢ فصل

بتا رگرسیونی مدل

فاصله در پیوسته به�طور که وابسته�ای متغیر مدل�بندی برای را مناسب رگرسیونی مدل یک فصل، این در

پیروی پذیره اساس بر مدل می�کنیم. معرفی می�شود، اندازه�گیری ،٠ < y < ١ یعنی استاندارد، واحد

است. شده نهاده بنا بتا، توزیع از پاسخ متغیر

مدل معرفی به رگرسیونی، مدل برای بتا چگالی توزیع از مناسبی پارامتری شکل ارایه با ابتدا ادامه در

رگرسیونی مدل برای استنباط روند است، نمایی خانواده از عضوی بتا توزیع �که آن�جایی از می�پردازیم.

ماکسیمم درست�نمایی روش با را مدل برازش بنابراین، است. تعمیم�یافته خطی مدل�های مشابه بتا،

را فرضیه�ها آزمون و اطمینان فاصله و کرده معرفی را برآوردگرها مجانبی توزیع سپس می�دهیم. انجام

برآورد�گرها مجانبی ویژگی�های شبیه�سازی، مطالعه با پایان، در می�دهیم. قرار بررسی مورد مدل این برای

می�کنیم. ارزیابی نمونه کوچک در را

مدل معرفی ١.٢

رگرسیونی مدل معمول، به�طور باشد. q و p پارامتر�های با بتا توزیع دارای y پاسخ متغیر کنید فرض

مبنای بر مناسب رگرسیونی مدل یک برای بنابراین، می�شود. فرمول�بندی پاسخ میانگین حسب بر

و میانگین پارامترهای حسب بر که هستیم، بتا توزیع چگالی تابع از متفاوتی صورت نیازمند بتا، توزیع

٢٣



٢۴ بتا رگرسیونی مدل .٢

داشت خواهیم ،ϕ = p + q و µ = p
p+q

کنیم تعریف اگر منظور، این برای باشد. شده تعریف دقت١

نوشت می�توان پس .p = µϕ و q = (١− µ)ϕ

E(Y ) = µ,

V ar(Y ) =
ϕ٢µ(١− µ)

ϕ٢(ϕ+ ١) =
µ(١− µ)

ϕ+ ١ =
V (µ)

١+ ϕ
.

ϕ هرگاه ثابت µ برای است، پاسخ متغیر میانگین µ آن در که ،V (µ) = µ(١ − µ) آن�که به توجه با

ارزیابی پارامتر یک به�عنوان را ϕ می�توان بنابراین می�یابد. کاهش پاسخ متغیر واریانس یابد، افزایش

می�شود: حاصل زیر به�صورت پاسخ متغیر چگالی تابع جدید، پارامترهای تعریف با کرد. تعبیر مدل دقت

f(y | µ, ϕ) = Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١, ٠ < y < ١, ٠ < µ < ١, ϕ > ٠.

(١.٢)

شکل شود. داده نمایش مختلفی شکل�های به می�توانند چگالی تابع پارامتر، دو این از استفاده با

در مقادیر این می�دهد. نمایش را (µ, ϕ) مختلف پارامترهای با بتا توزیع از متفاوتی چگالی توابع ١.٢

(µ = ١
٢) متقارن، می�توانند خصوص به دارند. قرار µ ∈ (٠٫ ٠٠٢,٠٫ ٩٩) و ϕ ∈ (۵,١٠٠) دامنه�های

باشند. (µ ̸= ١
٢) نامتقارن یا

،i = ١, · · · , n ،yi احتمال چگالی تابع به�طوری�که باشند، مستقل متغیر�های y١, · · · , yn فرضکنید

به�عنوان µi گرفتن نظر در با است. شده داده نشان ϕ نامعلوم دقت پارامتر و µi میانگین با (١.٢) در

می�شود: داده پیوند میانگین به زیر به�صورت مدل خطی پیشگوی میانگین، پارامتر

g(µi) =
k∑
j=١

xijβj = ηi,

،xi١, · · · , xik است؛ رگرسیون مجهول پارامتر�های بردار (β ∈ Rk) β = (β١, · · · , βk)′ آن در که

است. پیوند تابع g(·) و می�باشند (k < n) متغیر k روی مشاهدات

لوجیت، پیوند تابع از می�توان مثال، به�عنوان دارد. وجود انتخاب چندین g(·) پیوند تابع برای

١Precision



٢۵ مدل برازش .٢.٢
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(د)

µ و ϕ از مختلفی مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای :١.٢ شکل

،g(µ) = − log{− log(µ)} مکمل، لگاریتم و ،g(µ) = Φ−١(µ) پرابیت، ،g(µ) = log{ µ
(١−µ)}

.(١٩٨٩ نلدر، و کالا (مک کرد استفاده

مدل برازش ٢.٢

به�صورت ،n حجم به نمونه یک برای درست�نمایی تابع

ℓ(β, ϕ) =
n∑
i=١

ℓi(µi, ϕ),

آن در که می�شود، بیان

ℓi(µi, ϕ) = log Γ(ϕ)− log Γ(µiϕ)− log Γ((١− µi)ϕ)

+ (µiϕ− ١) log yi + {(١− µi)ϕ− ١} log(١− yi). (٢.٢)



٢۶ بتا رگرسیونی مدل .٢

آوریم. به�دست را ϕ و β با متناظر ٢ امتیاز توابع باید پارامتر�ها، برآورد برای

از عبارتند ϕ و β با متناظر امتیاز توابع * .١.٢.٢ قضیه

Uβ(β, ϕ) = ϕX ′T (y∗ − µ∗),

Uϕ(β, ϕ) =
n∑
i=١

{µi(y∗i − µ∗
i ) + log(١− yi) + ψ((١− µi)ϕ) + ψ(ϕ)}.

،T = diag( ١
g′(µ١)

, . . . , ١
g′(µn)

) ،µ∗
i = ψ(µiϕ) − ψ((١ − µi)ϕ) و y∗i = log yi

١−yi آن در که

.µ∗ = (µ∗
١, . . . , µ

∗
n)

′ و y∗ = (y∗١, . . . , y
∗
n)

′

داریم ،βi امتیاز تابع محاسبه برای زنجیره�ای، مشتق از استفاده با برهان.

Uβr(β, ϕ) =
∂ℓ(β, ϕ)

∂βr
=

n∑
i=١

∂ℓi(µi, ϕ)

∂µi

dµi
dηi

∂ηi
∂βr

. (٣.٢)

و محاسبه ترتیب، به را آن راست سمت مجموع جزیی مشتق�های باید ،(٣.٢) محاسبه برای بنابراین

داریم ،(٢.٢) رابطه به توجه با می�آوریم. به�دست را ∂ℓi(µi,ϕ)
∂µi

ابتدا کنیم. جایگذاری
∂ℓi(µi, ϕ)

∂µi
= −ϕ d

dµi
log Γ(µiϕ) + ϕ

d

dµi
log Γ((١− µi)ϕ) + ϕ log yi − ϕ log(١− yi).

می�شود نتیجه ، d
dz
log Γ(z) = ψ(z) تعریف با

∂ℓi(µi, ϕ)

∂µi
= ϕ

[
log

yi
١− yi

− {ψ(µiϕ) + ψ((١− µi)ϕ)}
]
. (۴.٢)

بنابراین است. باز�نویسی قابل ϕ(y∗ − µ∗) به�صورت (۴.٢) رابطه بالا، در y∗i و µ∗
i تعریف به توجه با

به�صورت می�توان را (٣.٢)
∂ℓ(β, ϕ)

∂βr
= ϕ

n∑
i=١

(y∗i − µ∗
i )
dµi
dηi

∂ηi
∂βr

, (۵.٢)

داریم ،µi = g−١(ηi) رابطه به توجه با نوشت.
dµi
dηi

=
١

d
dµi
g(µi)

. (۶.٢)

٢Score Function



٢٧ مدل برازش .٢.٢

طرفی از

∂ηi
∂βr

= xir. (٧.٢)

می�شود نتیجه ،(٣.٢) در (٧.٢) و (۵.٢) روابط جایگذاری با نهایت در

Uβr(β, ϕ) = ϕ
n∑
i=١

(y∗i − µ∗
i )

g′(µi)
xir.

بنابراین

Uβ =

Uβ١...
Uβk

 = ϕ


∑n

i=١
(y∗i −µ∗i )
g′(µi)

xi١
...∑n

i=١
(y∗i −µ∗i )
g′(µi)

xik

 = ϕX ′T (y∗ − µ∗).

داریم ،ϕ امتیاز تابع محاسبه برای مشابه به�طور

Uϕ(β, ϕ) =
∂ℓ(β, ϕ)

∂ϕ
,

داشت خواهیم (٢.٢) رابطه از مشتق�گیری با که

∂ℓi(µi, ϕ)

∂ϕ
=

d

dϕ
log Γ(ϕ)− µi

d

dϕ
log Γ(µiϕ)− (١− µi)

d

dϕ
log Γ((١− µi)ϕ)

+µi log yi + (١− µi) log(١− yi)

=
d

dϕ
log Γ(ϕ)− µi

d

dϕ
log Γ(µiϕ)−

d

dϕ
log Γ((١− µi)ϕ)

+µi
d

dϕ
log Γ((١− µi)ϕ) + µi log yi + log(١− yi)− µi log(١− yi)

= µi log
yi

١− yi
− µiψ(µiϕ)− ψ((١− µi)ϕ) + µiψ((١− µi)ϕ)

+ log(١− yi) + log Γ(ϕ)

= µiy
∗
i − µiψ(µiϕ)− ψ((١− µi)ϕ) + µiψ((١− µi)ϕ)

+ log(١− yi) + log Γ(ϕ)

= µiy
∗
i − µiµ

∗
i − ψ((١− µi)ϕ) + log(١− yi) + log Γ(ϕ)

= µi(y
∗
i − µ∗

i ) + log(١− yi) + ψ((١− µi)ϕ) + ψ(ϕ),



٢٨ بتا رگرسیونی مدل .٢

بنابراین

Uϕ(β, ϕ) =
n∑
i=١

∂ℓi(µi, ϕ)

∂ϕ
=

n∑
i=١

µi(y
∗
i −µ∗

i )+log(١−yi)+ψ((١−µi)ϕ)+ψ(ϕ). (٨.٢)

بنابراین هستیم. آمده به�دست برآوردگر�های دقت از اطلاع نیازمند مدل، برازش فرآیند تکمیل برای

کوواریانس ماتریس ماتریس، این معکوس آوریم. به�دست را برآوردگر�ها فیشر اطلاع ماتریس باید

بیان را مدل برای فیشر اطلاع ماتریس محاسبه نحوه زیر قضیه می�دهد. نتیجه را مدل برآوردگر�های

می�کند.

به�صورت (١.٢) مدل پارامتر�های برای فیشر اطلاع ماتریس * .٢.٢.٢ قضیه

K = K(β, ϕ) =

(
Kββ Kβϕ

Kϕβ Kϕϕ

)
, (٩.٢)

که به�طوری Kϕϕ = tr(D) و Kβϕ = K ′
ϕβ = X ′Tc ،Kββ = ϕX ′WX آن در که می�باشد

c = (c١, · · · , cn)′,

c = −ϕ
{ d
dϕ
ψ(µiϕ)µi −

d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ)(١− µi)

}
,

W = diag
(
w١, · · · , wn

)
,

D = diag
(
d١, · · · , dn

)
,

di =
d

dϕ
ψ(µiϕ)µ

٢
i +

d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ)(١− µi)

٢ − d

dϕ
ψ(ϕ),

است. شده تعریف ١.٢.٢ قضیه در T و

داریم ،β به نسبت (٣.٢) از مشتق�گیری با برهان.

∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂βs
=

n∑
i=١

∂

∂µi

(
∂ℓi(µi, ϕ)

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

∂ηi
∂βs

xir

=
n∑
i=١

(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂µ٢i

dµi
dηi

+
∂ℓ(β, ϕ)

∂µi

∂

∂µi

dµi
dηi

)
dµi
dηi

xirxis.



٢٩ مدل برازش .٢.٢

،E(∂ℓi(µi,ϕ)
∂µi

) = ٠ که آن�جایی از

E

(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂βs

)
=

n∑
i=١

E

(
∂٢ℓi(µi, ϕ)

∂µ٢i

)(
dµi
dηi

)٢
xirxis.

گرفت نتیجه می�توان ،µi به نسبت (۴.٢) رابطه از مشتق�گیری با

∂٢ℓi(µi, ϕ)

∂µ٢i
=

d

dµi

(
ϕ

[
log

yi
١− yi

− ψ(µϕ) + ψ((١− µi)ϕ)

])
= ϕ

(
−ϕ d

dµi
ψ(µiϕ)− ϕ

d

dµi
ψ((١− µi)ϕ)

)
= −ϕ٢

(
d

dµi
ψ(µiϕ) +

d

dµi
ψ((١− µi)ϕ)

)
.

داشت خواهیم ،(۶.٢) بنابر همچنین

(
dµi
dηi

)٢ =
١

(g′(µi))٢
.

wi = ϕ
{

d
dµi
ψ(µiϕ) +

d
dµi
ψ((١− µi)ϕ)

}
١

{g′(µi)}٢
آن در که ،W = diag

(
w١, ..., wn

)
فرضکنید

بنابراین می�باشد. (٢٠١٠ فنگ، و (بای�نی تری�گاما٣ تابع d
dµi
ψ(.) و

E

(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂βs

)
= −ϕ

n∑
i=١

wixirxis.

نوشت می�توان نتیجه در

Kββ = −E
(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂β∂β′

)
= ϕX ′WX.

داریم ،ϕ به نسبت ،(۴.٢) رابطه از مشتق�گیری با Kϕβ و Kβϕ برای مشابه، به�طور

∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂ϕ
=

d

dϕ

[
ϕ

n∑
i=١

(y∗i − µ∗
i )

١
g′(µi)

xir

]

=
d

dϕ

[
ϕ

n∑
i=١

y∗i
١

g′(µi)
xir − ϕ

n∑
i=١

µ∗
i

١
g′(µi)

xir

]

=
n∑
i=١

y∗i
١

g′(µi)
xir −

[
n∑
i=١

µ∗
i

١
g′(µi)

xir + ϕ
∂µ∗

i

∂ϕ

]

=
n∑
i=١

[
(y∗i − µ∗

i )− ϕ
∂µ∗

i

∂ϕ

]
١

g′(µr)
xir. (١٠.٢)

٣Trigamma Function



٣٠ بتا رگرسیونی مدل .٢

نوشت می�توان طرفی از

∂µ∗
i

∂ϕ
=

d

dϕ
(ψ(µiϕ) + ψ((١− µi)ϕ))

= µi
d

dϕ
ψ(µiϕ)− (١− µi)

d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ). (١١.٢)

می�شود نتیجه ،(١٠.٢) در (١١.٢) جایگذاری با
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂ϕ
=

n∑
i=١

[
(y∗i − µ∗

i )− ϕ(µi
d

dϕ
ψ(µiϕ)− (١− µi)

d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ))

]
١

g′(µi)
xir.

پس ،E(y∗i ) = µ∗
i که آن�جایی از

E

(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂βr∂ϕ

)
= −

n∑
i=١

ci
١

g′(µi)
xir. (١٢.٢)

به�صورت (١٢.٢) رابطه ماتریسی شکل

E

(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂β∂ϕ

)
= −X ′Tc,

بنابراین می�شود. نوشته

Kβϕ = −E
(
∂٢ℓ(β, ϕ)

∂β∂ϕ

)
= X ′Tc.

نوشت می�توان ،(٨.٢) رابطه از استفاده با ،Kϕϕ برای

∂٢ℓ(β, ϕ)

∂ϕ٢
=

d

dϕ

(
n∑
i=١

{µi(y∗i − µ∗
i ) + log(١− yi)− ψ((١− µi)ϕ) + ψ(ϕ)}

)

=
d

dϕ

(
n∑
i=١

{
µiy

∗
i − µiψ(µiϕ) + µiψ((١− µi)ϕ) + log(١− yi)

−ψ((١− µi)ϕ) + ψ(ϕ)
})

=
n∑
i=١

{
−µ٢i

d

dϕ
ψ(µiϕ) + µi(١− µi)

d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ)

−(١− µi)
d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ) +

d

dϕ
ψ(ϕ)

}

=
n∑
i=١

−

(
µ٢i

d

dϕ
ψ(µiϕ) + (١− µi)

٢ d

dϕ
ψ((١− µi)ϕ)−

d

dϕ
ψ(ϕ)

)
.



٣١ برآوردگرها مجانبی توزیع .٣.٢

لذا

∂٢ℓ(β, ϕ)

∂ϕ٢
= −

n∑
i=١

di = −tr(D).

نتیجه در

Kϕϕ = −E(∂
٢ℓ(β, ϕ)

∂ϕ٢
) = tr(D).

برآوردگرها مجانبی توزیع ٣.٢

کنیم. مطرح را زیر لم باید ابتدا مدل، پارامترهای برآوردگرهای مجانبی توزیع بیان از قبل

باشد: شده تجزیه زیر به�صورت K کنید فرض (٢٠٠٣ (استرانگ، .١.٣.٢ لم

K =

(
A B
C D

)
,

صورت به K ماتریس معکوس آن�گاه

K−١ =

(
A−١ + A−١B(D − CA−١B)−١CA−١ −A−١B(D − CA−١B)−١

−(D − CA−١B)−١CA−١ (D − CA−١B)−١

)
,

می�باشد. محاسبه قابل

،(٢٠٠١ داکسوم، و (بیکل درست�نمایی ماکسیمم برآوردگر�های برای نظم شرایط تحت * .١.٣.٢ قضیه

از است� عبارت� باشد، بزرگ نمونه اندازه وقتی مجانبی، )توزیع
β̂

ϕ̂

)
∼ Nk+١

((
β٠
ϕ٠

)
, K−١

)
,

(ماتریس فیشر اطلاع ماتریس معکوس همچنین هستند. پارامتر�ها واقعی مقادیر ϕ٠ و β٠ آن در که

به�صورت برآوردگر�ها) مجانبی کوواریانس

K−١ = K−١(β, ϕ) =

(
Kββ Kβϕ

Kϕβ Kϕϕ

)
,



٣٢ بتا رگرسیونی مدل .٢

آن در که است،

Kββ =
١
ϕ
(X ′WX)

−١
{
Ik +

X ′Tcc′T ′X (X ′WX)−١

γϕ

}
,

Kβϕ = (Kϕβ)′ = − ١
γϕ

(X ′WX)−١X ′Tc,

Kϕϕ =
[
tr(D)− ϕ−١c′T ′X(X ′WX)−١X ′Tc

]−١
,

γ = tr(D)− ϕ−١c′T ′X(X ′WX)−١X ′Tc,

است. k بعد با همانی ماتریس یک Ik و

قابل (٢٠٠١) داکسوم و بیکل در (٢.٣.١) لم بنابر (β̂, ϕ̂) برآورد�گر�های نرمال مجانبی توزیع برهان.

آوردن به�دست برای کنیم. محاسبه را فیشر اطلاع ماتریس معکوس کافیست پس است. استنتاج

نوشت می�توان ١.٣.٢ لم بنابر و فیشر اطلاع ماتریس معکوس

K−١ = K−١(β, ϕ) =

(
Kββ Kβϕ

Kϕβ Kϕϕ

)
(١٣.٢)

با است برابر )که
K−١
ββ +K−١

ββKβϕ(Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١KϕβK
−١
ββ −K−١

ββKβϕ(Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١

−(Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١KϕβK
−١
ββ (Kϕϕ −KϕβK

−١
ββKβϕ)

−١

)
.

داریم (١٣.٢) و (٩.٢) روابط به توجه با ،Kββ محاسبه برای

Kββ = K−١
ββ +K−١

ββKβϕ(Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١KϕβK
−١
ββ

=
١
ϕ
(X ′WX)−١ +

١
ϕ
(X ′WX)−١X ′Tc(tr(D)− c′T ′X

١
ϕ
(X ′WX)−١X ′Tc︸ ︷︷ ︸
γ

)−١

×c′T ′X
١
ϕ
(X ′WX)−١

=
١
ϕ
(X ′WX)−١

[
I +

X ′Tcc′T ′X(X ′WX)−١

γϕ

]
داشت خواهیم ،Kϕϕ برای مشابه طور به

Kϕϕ = (Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١



٣٣ فرضیه آزمون و اطمینان فاصله .۴.٢

=
(
tr(D)− ϕ−١c′T ′X(X ′WX)−١X ′Tc

)−١

= γ−١

داریم Kϕβ و Kβϕ برای همچنین

Kβϕ = −K−١
ββKβϕ(Kϕϕ −KϕβK

−١
ββKβϕ)

−١

= −١
ϕ
(X ′WX)−١X ′Tc(tr(D)− c′T ′X

١
ϕ
(X ′WX)−١X ′Tc︸ ︷︷ ︸
γ

)−١

= − ١
ϕγ

(X ′WX)−١X ′Tc,

Kϕβ = −(Kϕϕ −KϕβK
−١
ββKβϕ)

−١KϕβK
−١
ββ

= −(tr(D)− c′T ′X
١
ϕ
(X ′WX)−١X ′Tc︸ ︷︷ ︸
γ

)−١c′T ′X
١
ϕ
(X ′WX)−١

= − ١
ϕγ
c′T ′X(X ′WX)−١,

می�باشد. Kβϕ = (Kϕβ)′ که

فرضیه�ها، آزمون و اطمینان فاصله شامل آماری، استنباط�های سایر برای معمولا مجانبی، توزیع�های

می�شوند. استفاده

فرضیه آزمون و اطمینان فاصله ۴.٢

منجر می�تواند آن�ها از یک هر و دارند هم با نزدیکی ارتباط فرضیه�ها آزمون و فاصله�ای برآورد مفاهیم

می�شود. تشکیل بخش دو از نیز فاصله�ای برآورد نقطه�ای، برآورد نظیر شود. دیگری مفهوم معرفی به

برآورد تعیین دیگر عبارت به یا خوب فاصله�ای آوردن به�دست آن دنبال به و فاصله�ای برآورد تعیین ابتدا

برابر، دم�های با اطمینان فاصله�های به می�توان فاصله�ای، برآورد�های انواع جمله از بهینه. فاصله�ای

کرد. اشاره مجانبی و نااریب کوتاهترین،



٣۴ بتا رگرسیونی مدل .٢

نامتقارن توزیع�های با محوری کمیت�های از که یادشده اطمینان� فاصله�های بودن متفاوت علی�رغم

از می�شوند. نزدیک یکدیگر به ذکرشده اطمینان فاصله�های همه نمونه، اندازه افزایش با می�آیند، به�دست

کمیت�های از بسیاری که داد نشان می�توان ،(٢٠٠٢ برگر، و (کسلا مرکزی حد قضیه به توجه با دیگر، طرف

فواصل را بزرگ اندازه��های با آمده به�دست اطمینان فواصل هستند. نرمال تقریبی توزیع دارای محوری

والد و درست�نمایی نسبت آزمون آماره�های بودن مجانبی نرمال بخش، این در می�نامند. مجانبی اطمینان

دارد. برتری والد آزمون به نسبت درست�نمایی، نسبت آزمون که می�کنیم بیان همچنین می�دهیم. نشان را

در H٠ : β١ = β
(٠)
١ فرضیه می�خواهیم داریم. اختیار در مشاهدات از بزرگ نمونه یک کنید فرض

.β(٠)
١ = (β

(٠)
١ , . . . , β

(٠)
m ) و β١ = (β١, . . . , βm)

′ آن در که کنیم، آزمون را H١ : β١ ̸= β
(٠)
١ مقابل

است. معلوم مقداری ،β(٠)
١ و است رگرسیونی پارامترهای کل تعداد k آن در که m < k همچنین

w١ = ٢{ℓ(β̂, ϕ̂) − ℓ(β̃, ϕ̃)} صورت به درست�نمایی نسبت آماره لگاریتم می�دانیم ،١ فصل از

است، (β′, ϕ)′ پارامترهای بردار محدودشده درست�نمایی ماکسیمم برآورد بردار نیز، (β̃′, ϕ̃)′ و می�باشد

آماره باشد، زیاد نمونه حجم وقتی نظم، شرایط تحت طرفی، از است. شده محاسبه صفر فرضیه تحت که

بنابراین .(٢٠٠١ سیرل، و کالاک (مک می�شود نزدیک آزادی mدرجه با کی�دو توزیع به نظر مورد آزمون

مقایسه χ٢m توزیع با را آن صفر، فرضیه تحت درست�نمایی نسبت آزمون آماره معنی�داری برای می�توان

کرد.

داشت. نخواهد را خود خواصمطلوب درست�نمایی، تابع باشند، داشته وجود مزاحم پارامترهای وقتی

مارسلو، و (سریباری نمی�باشد برقرار اطلاعات برابری و نیست صفر امتیاز تابع میانگین دیگر، عبارت به

حجمی۴ ریخت�افتادگی�های از می�توانند درست�نمایی، تابع ویژگی�های مبنای بر فرضیه�ها، آزمون .(٢٠١٢

باشد. داشته وجود مزاحم پارامتر چندین وقتی ویژه به دهند، نشان را کوچک نمونه�های در نظر مورد

آماره از استفاده با می�توان را صفر فرضیه آزمون باشد، داشته ١ برابر بعد علاقه، مورد پارامتر هنگامی�که

۴Display Considerable Size Distortions



٣۵ فرضیه آزمون و اطمینان فاصله .۴.٢

:(٢٠١٢ مارسلو، (سریباری کرد آزمون علامت�دار، درست�نمایی

R = sign(β − β̂){٢(ℓ(β̃, ϕ̃)− ℓ(β̂, ϕ̂))}
١
٢ .

و (سریباری زد تقریب استاندارد نرمال توزیع با صفر فرضیه تحت می�توان را فوق آزمون آماره توزیع

بارندرف باشد. ضعیف است ممکن کوچک نمونه�های برای تقریب این حال، این با .(٢٠١٢ مارسلو،

کرد: معرفی را زیر اصلاح�شده� علامت�دار درست�نمایی نسبت آماره (١٩٨٣) نیلسن

R∗ = R +R−١ log(
u

R
), (١۴.٢)

با نرمال تقریبی توزیع دارای نیز آزمون آماره این می�باشد. نمونه فضای مشتق�های شامل u آن در که

اوقات اغلب در که کرد اشاره باید می�باشد. علامت�دار درست�نمایی نسبت آماره به نسبت بیشتری دقت

در کرد. محاسبه را نمونه فضای مشتق�های باید زیرا است، دشواری بسیار کار آماره این آوردن به�دست

برای بعدها او نتایج که آورد به�دست (١۴.٢) آماره برای تقریب یک (٢٠٠١) اسکوگارد راستا همین

.(٢٠١٢ مارسلو، و (سریباری کرد پیدا تعمیم نیز، باشد برداری نظر، مورد پارامتر که مواقعی

آزمون برای والد آزمون آماره داد. انجام را مجانبی استنباط می�توان نیز والد آزمون از استفاده با

صورت به H٠ : β١ = β
(٠)
١

w٢ =
(
β̂١ − β

(٠)
١

)′ (
K̂ββ

١١

)−١ (
β̂١ − β

(٠)
١

)
,

شده�است مقداردهی β̂١ در که است β̂١ برآوردگر برای فیشر ماتریسm×mاطلاع K̂ββ
١١ آن در که است،

زیاد نمونه حجم وقتی نظم، شرایط تحت نیز، آزمون این برای است. β١ درست�نمایی برآوردگر β̂١ و

می�شود. نزدیک آزادی درجه m با کی�دو توزیع به نظر مورد آزمون آماره باشد،

در حال، این با ولی، می�شوند. مشابه نتایج به منجر اغلب درست�نمایی، نسبت و والد آزمون�های

.(٢٠٠۴ سریباری، و (فراری است تاثیرگذار نتیجه�گیری در که دارند محسوسی اختلاف موارد بعضی

دارد وجود امکان این اول، می�دهند: ترجیح والد آزمون به را درست�نمایی نسبت آزمون دلیل، چند به

والد آزمون آماره به�عبارتی، یا بدهد مختلف پاسخ چند سوال، نوع به بسته سوال، یک به والد آزمون که



٣۶ بتا رگرسیونی مدل .٢

به�دست والد آماره اما ،logR = ٠ با است معادل R = ١ مثال، به�عنوان نیست. پایا تبدیل�ها به نسبت

درست�نمایی نسبت آزمون ولی نیست. logR = ٠ برای آمده به�دست آماره همان ،R = ١ برای آمده

والد آزمون دوم می�دهد؛ ما به آن از تبدیلی هر یا logR = ٠ و R = ١ برای یکسانی جواب�های دقیقا

درست�نمایی نسبت آزمون ولی می�کند، عمل کی�دو) توزیع و استاندارد (خطای تقریب دو از استفاده با

کی�دو). (توزیع تقریب یک از استفاده با

نسبت آزمون و والد آزمون برای خوبی جایگزین می�تواند که دارد وجود نیز دیگری آزمون آماره

.(٢٠١٢ مارسلو، و (سریباری است معروف (رائو) امتیاز آزمون آماره به که باشد، درست�نمایی

تقریبی اطمینان فاصله است، نرمال ذکرشده آزمون آماره�های مجانبی توزیع آن�که به توجه با

صورت به ،i = ١, . . . , k ،βi برای ١)١٠٠− α)٪

β̂i ∓ Φ−١)١− α

٢ )se(β̂i),

به ϕ دقت پارامتر برای ١)١٠٠ − α)٪ مجانبی اطمینان فاصله یک مشابه، به�طور می�آید. به�دست

صورت

ϕ̂∓ Φ−١)١− α

٢ )se(ϕ̂),

(L,U) به�صورت می�توان نیز را µ برای ١)١٠٠ − α)٪ تقریبی اطمینان فاصله یک می�شود. حاصل

آن در که نوشت

L = g−١(η̂ − Φ−١))١− α

٢ )se(η̂)), U = g−١(η̂ + Φ−١))١− α

٢ )se(η̂)),

.se(η̂) =
√
x′ĉov(β̂)x و η̂ = x′β̂ که به�طوری

بر مبتنی استنباط�های معمولا، می�دهد، نشان مختلف، نویسندگان توسط ارایه�شده عددی شواهد

کوچک، نمونه حجم�های در درست�نمایی، نسبت آزمون آماره�های با مقایسه در اصلاح�شده آزمون آماره�های

روش�های از می�توان کوچک، نمونه�های برای حاصل استنباط��های در دقت بهبود منظور به هستند. دقیق�تر



٣٧ بتا رگرسیونی مدل برای باقی�مانده�ها تحلیل .۵.٢

کرد. استفاده (١٩٧٩ (افرون، بوت�استرپ۶ مانند (٢٠٠٢ (ریزو، بازنمونه�گیری۵

بتا رگرسیونی مدل برای باقی�مانده�ها تحلیل ۵.٢

می�کنیم. معرفی را باقی�مانده�ها انواع و می�پردازیم باقی�مانده�ها تحلیل به بخش، این در

باقی�مانده�ها، تحلیل از هدف دسترسهستند. در بتا رگرسیونی مدل برای باقی�مانده�ها، از مختلفی انواع

مورد باقی�مانده�های انواع از یکی است. بی�قاعده مشاهدات شناسایی و مدل برازش نیکویی ارزیابی

معمولی باقی�مانده�های را آن (٢٠٠۴) سریباری و فراری که است پیرسونی باقی�مانده�های استفاده،

می�شوند: تعریف زیر صورت به و نامیدند، استانداردشده

ri =
yi − µ̂i√
v̂ar(yi)

, i = ١, · · · , n, (١۵.٢)

درست�نمایی ماکسیمم برآورد�های به�ترتیب ϕ̂ و β̂ و µ̂i = g−١(x′iβ̂) ،v̂ar(yi) = µ̂i(١−µ̂i)
١+ϕ̂ آن در که

می�باشند. ϕ و β پارامترهای

و انس�کمب باقی�مانده�های می�توان (١۵.٢) پیرسونی باقی�مانده�های مشابه بتا، رگرسیونی مدل برای

کرد. تعریف هستند، معمول تعمیم�یافته خطی مدل�های در آن�ها از استفاده که را انحراف

(٢٠٠٨) همکاران و اسپینهیرا شده�اند. معرفی رگرسیونی مدل این برای دیگری جدید باقی�مانده�های

می�شوند: تعریف زیر به�صورت که کردند پیشنهاد را r∗i باقی�مانده�های

r∗i =
y∗i − µ̂∗

i√
ϕυi

, i =, · · · , n,

این�که به توجه با همچنین .υi = { dψ
dµi

(µiϕ) +
dψ
dµi

((١− µi)ϕ)} آن در که

var(y∗i ) =
dψ

dµi
(µtϕ) +

dψ

dµi
((١− µi)ϕ) = υi,

صورت به نیز استانداردشده جدید موزون باقی�مانده�های

rwi = ϕ
١
٢ r∗i =

y∗i − µ̂∗
i√

υi
,

۵Resampling Methods
۶Bootstrap



٣٨ بتا رگرسیونی مدل .٢

betareg بسته در باقی�مانده�ها این انواع همه .(٢٠٠٨ همکاران، و (اسپینهیرا می�شوند تعریف

هستند. محاسبه قابل R نرم�افزار در (٢٠١٠ زیلیز، و (سریباری

شبیه�سازی مطالعه ۶.٢

به�طور فصل، این در که را بتا رگرسیونی مدل پارامترهای برآوردگرهای مجانبی ویژگی�های بخش، این در

شبیه�سازی�ها می�دهیم. قرار ارزیابی مورد متوسط و کوچک نمونه حجم�های برای کردیم، بیان نظری،

تابع از بسته این که است ذکر به لازم شده�اند. اجرا betareg بسته کمک با و R افزار نرم محیط در

رایت، و (نکدال BFGS عددی روش از معمولا و می�کند استفاده برآوردها حصول برای optim()

برازش نحوه می�برد. بهره است، (١٩٩۵ همکاران، و (بیرد نیوتن شبه روش�های از یکی که ،(١٩٩٩

کرد. خواهیم تشریح کامل به�طور ۴ فصل در را betareg بسته از استفاده با بتا رگرسیونی مدل یک

طراحی با است، ϕ = ١/۵ دقت پارامتر واقعی مقدار که حالتی برای را برآوردگرها مجانبی ویژگی�های

می�کنیم. بررسی شبیه�سازی�، مثال دو

اول مثال ١.۶.٢

به�صورت خطی پیشگوی کردیم فرض ،(١.٢) مدل در شبیه�سازی، اول مثال برای

logit(µi) = ηi = β٠ + β١x١i, i = ١, · · · , n, (١۶.٢)

از را x١ تبیینی متغیر مقادیر شدند. انتخاب β١ = ٢ و β٠ = ١ واقعی مقادیر آن در که باشد،

نمونه حجم پنج برآوردگرها، مجانبی ویژگی�های بررسی برای همچنین کردیم. تولید N(٠,١) توزیع

شبیه�سازی داده مجموعه ١٠٠٠ اساس بر را نتایج گرفتیم. نظر در را n = ٣٠,۵٠,١٠٠,٢٠٠,۴٠٠

هر نهایی برآورد می�دهد. نشان را نتایج ١.٢ جدول آوردیم. به�دست (١۶.٢) خطی پیشگوی از شده

است. آمده به�دست مذکور مجموعه ١٠٠٠ در حاصله برآوردهای از میانگین�گیری با پارامتر،

کاهش حال در MSEبرآوردها مقدار نمونه، حجم افزایش با که است واضح جدول، نتایج به توجه با



٣٩ شبیه�سازی مطالعه .۶.٢

(١۶.٢) خطی پیشگوی با (١.٢) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج :١.٢ جدول
اریبی MSE برآورد واقعی مقدار پارامترها نمونه حجم

−٠٫ ٠٨١ ٠٫ ٠۶٧ ٠٫ ٩١٨ ١ β٠ ٣٠
−٠٫ ١٨٩ ٠٫ ١٣٣ ١٫ ٨١٠ ٢ β١
٠٫ ١٠٠ ٠٫ ٢٧٠ ١٫ ۶٠٠ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ٠٧۵ ٠٫ ٠٣٣ ٠٫ ٩٢۴ ١ β٠ ۵٠
−٠٫ ١١١ ٠٫ ٠۶٠ ١٫ ٨٨٨ ٢ β١
٠٫ ١٢٧ ٠٫ ١۴٩ ١٫ ۶٢٧ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ١٠٧ ٠٫ ٠٢٧ ٠٫ ٨٩٢ ١ β٠ ١٠٠
−٠٫ ١۶٠ ٠٫ ٠۵١ ١٫ ٨٣٩ ٢ β١
−٠٫ ٠١٠ ٠٫ ٠۵٠ ١٫ ۴٨٩ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ١٠۶ ٠٫ ٠١٨ ٠٫ ٨٩٣ ١ β٠ ٢٠٠
−٠٫ ١۵٧ ٠٫ ٠٣٧ ١٫ ٨۴٢ ٢ β١
−٠٫ ٠١۶ ٠٫ ٠٢۶ ١٫ ۴٨٣ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ١١٠ ٠٫ ٠١۶ ٠٫ ٨٨٩ ١ β٠ ۴٠٠
−٠٫ ١۵٩ ٠٫ ٠٣١ ١٫ ٨۴٠ ٢ β١
−٠٫ ٠٣٩ ٠٫ ٠١٣ ١٫ ۴۶٠ ١٫ ۵ ϕ

در را برآوردگرها سازگاری می�توان بنابراین، هستند. ناچیز برآوردگرها اریبی مقادیر طرفی، از است.

گرفت. نتیجه نیز متوسط و کوچک نمونه حجم�های حالت

دوم مثال ٢.۶.٢

به�صورت را خطی پیشگوی ،(١.٢) مدل در دوم، مثال برای

logit(µi) = ηi = β٠ + β١x١i + β٢x٢i, (١٧.٢)

مقادیر شدند. انتخاب β٢ = ٠٫ ۵ و β١ = ١ ،β٠ = ٢ واقعی مقادیر آن در که گرفتیم، نظر در

تولید ٠٫ ۶ موفقیت احتمال با برنولی توزیع از را x٢ مقادیر و N(٠,١) توزیع از را x١ تبیینی متغیر

پنج نمونه، کوچک در رگرسیونی ضرایب برآوردگرهای مجانبی ویژگی�های بررسی برای همچنین کردیم.



۴٠ بتا رگرسیونی مدل .٢

داده مجموعه ١٠٠٠ اساس بر را نتایج گرفتیم. نظر در را n = ٣٠,۵٠,١٠٠,٢٠٠,۴٠٠ نمونه حجم

MSE و اریبی مقادیر تغییرات روند می�دهد. نشان را نتایج ٢.٢ جدول آوردیم. به�دست شبیه�سازی�شده

گرفت. نتیجه را برآوردگرها سازگاری می�توان نیز این�جا در و هستند اول مثال مشابه برآوردگرها،

(١٧.٢) خطی پیشگوی با (١.٢) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج خلاصه :٢.٢ جدول
اریبی MSE برآورد واقعی مقدار پارامترها نمونه حجم

−٠٫ ٠٧۴ ٠٫ ٠۵٣ ١٫ ٩٢۵ ٢ β٠ ٣٠
−٠٫ ٢٠٢ ٠٫ ٠۵۴ ٠٫ ٧٩٧ ١ β١
−٠٫ ٠٩۶ ٠٫ ٠۵٨ ٠٫ ۴٠٣ ٠٫ ۵ β٢
٠٫ ٠٨٩ ٠٫ ١٠١ ١٫ ۵٨٩ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ٠٩٢ ٠٫ ٠۴٣ ١٫ ٩٠٧ ٢ β٠ ۵٠
−٠٫ ١٩١ ٠٫ ٠۴٧ ٠٫ ٨٠٨ ١ β١
−٠٫ ٠٨٢ ٠٫ ٠۴١ ٠٫ ۴١٧ ٠٫ ۵ β٢
٠٫ ٠۵٨ ٠٫ ٠۶٨ ١٫ ۵۵٨ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ٠٨٣ ٠٫ ٠٣١ ١٫ ٩١۶ ٢ β٠ ١٠٠
−٠٫ ٢٠١ ٠٫ ٠۴٨ ٠٫ ٧٩٨ ١ β١
−٠٫ ١٠٢ ٠٫ ٠٣۴ ٠٫ ٣٩٧ ٠٫ ۵ β٢
٠٫ ٠۴۴ ٠٫ ٠۴٨ ١٫ ۵۴۴ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ٠٢۴ ١٫ ٩٠۵ ٢ β٠ ٢٠٠
−٠٫ ٢٠۵ ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ٧٩۴ ١ β١
−٠٫ ٠٩۶ ٠٫ ٠٢۴ ٠٫ ۴٠٣ ٠٫ ۵ β٢
٠٫ ٠٢٢ ٠٫ ٩۵۴ ١٫ ۵٣٢ ١٫ ۵ ϕ

−٠٫ ٠٩٨ ٠٫ ٠٢١ ١٫ ٩٠١ ٢ β٠ ۴٠٠
−٠٫ ٢٠٢ ٠٫ ٠۴۴ ٠٫ ٧٩٧ ١ β١
−٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ٠١٩ ٠٫ ۴٠۵ ٠٫ ۵ β٢
٠٫ ٠١۶ ٠٫ ٠٢٠ ١٫ ۵١۶ ١٫ ۵ ϕ

کوچک در ویژگی این بررسی برای است. نرمال برآورد�گرها، مجانبی توزیع ،١.٣.٢ قضیه به توجه با

پارامترهای چندک-چندک نمودارهای ،٢.٢ شکل کردیم. استفاده ٧ چندک-چندک نمودارهای از نمونه،

در می�دهد. نمایش ،(١٧.٢) خطی پیشگوی برای را شبیه�سازی�شده داده مجموعه ١٠٠٠ در برآوردشده
٧Quantile-Quantile Plot
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نمودار�های در ترتیب به ،ϕ و β٢ ،β١ ،β٠ رگرسیونی ضرایب برای چندک-چندک نمودار�های شکل، این

توجه با شده�اند. گزارش شبیه�سازی�شده، داده مجموعه ١٠٠٠ و n = ۴٠٠ برای (د) و (ج) (ب)، (آ)،

کاملا تقریب نرمال توزیع زیرا گرفت، نتیجه را برآوردگرها بودن مجانبی نرمال می�توان نمودارها، این به

روش که کرد عنوان می�توان آمده، به�دست نتایج به توجه با می�باشد. برآوردگرها توزیع برای مناسبی

است. اعتماد قابل پیشنهادی برازش
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(١٧.٢) خطی پیشگوی با ،(١.٢) مدل پارامترهای برآوردهای چندک-چندک نمودارهای :٢.٢ شکل
شبیه�سازی�شده داده مجموعه ١٠٠٠ اساس بر

نرمال چگالی همراه به را توپر) (منحنی استانداردشده برآوردهای چگالی نمودارهای ،٣.٢ شکل

ترتیب به (د) و (ج) (ب)، (آ)، منحنی�های شکل این در می�دهد. نشان چین)، نقطه (منحنی استاندارد

مناسب بر دیگری تایید نیز منحنی�ها این می�باشند. ϕ و β٢ ،β١ ،β٠ پارامترهای برآوردگرهای به مربوط

است. برآوردگرها توزیع تقریب به�عنوان نرمال توزیع بودن

نرمال، به ϕ̂ توزیع شدن همگرا برای (د)، ٣.٢ و (د) ٢.٢ شکل�های به توجه با که باشید داشته دقت
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همراه به توپر) (منحنی (١٧.٢) مدل استانداردشده پارامترهای برآوردهای چگالی نمودارهای :٣.٢ شکل
چین) (نقطه استاندارد نرمال چگالی

است. قبول قابل نیز کوچک نمونه�های در رگرسیونی، ضرایب برای اما است. نیاز بالاتری نمونه حجم به

نیز را رگرسیونی) پارامتر�های فرضیه (آزمون مدل بهترین انتخاب بحث شبیه�سازی، مطالعه تکمیل در

(١۶.٢) خطی پیشگوی با بتا رگرسیونی مدل از درست، مدل انتخاب عملکرد بررسی برای کردیم. دنبال

و (١۶.٢) مدل دو تولیدشده داده�های این روی بر سپس و کردیم تولید ۵٠ حجم به داده مجموعه یک

مدل برازش برای شده�اند. گزارش ٣.٢ جدول در برازش�شده مدل دو این نتایج دادیم. برازش را (١٧.٢)

کردیم. تولید ٠/٧ موفقیت احتمال با برنولی توزیع از جدا�گانه را x٢ مقادیر ،(١٧.٢)

بخش�های در که مجانبی آزمون آماره�های و پیشنهادی برآورد روش که است واضح نتایج، به توجه با

انتخاب معیار از مدل، انتخاب برای می�کنند. عمل خوب واقعی مدل تشخیص در شدند، مطرح قبلی

گزارش ۴.٢ جدول در (١٧.٢) و (١۶.٢) مدل دو برای AIC مقادیر کردیم. استفاده نیز AIC مدل

می�کند. انتخاب را (١۶.٢) واقعی مدل نیز معیار این که می�کنید مشاهده مقادیر، این به توجه با شده�اند.
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(١۶.٢) مدل از شبیه�سازی�شده داده مجموعه روی بر برازش نتایج :٣.٢ جدول
p-مقدار والد آماره استاندارد خطای برآورد پارامتر
< ٠٫ ٠٠١ ١١٫ ٢۶ ٠٫ ٠٩١ ١٫ ٠٣٣ β٠ درست
< ٠٫ ٠٠١ −١۵٫ ٨٨ ٠٫ ١١۶ −١٫ ٨۵٢ β١
< ٠٫ ٠٠١ ٩٫ ٢۴١ ٠٫ ١٧٨ ١٫ ۶۴٨ ϕ
< ٠٫ ٠٠١ ٣٫ ۶٣۴ ٠٫ ٢٧۶ ١٫ ٠٠٣ β٠ نادرست
< ٠٫ ٠٠١ −٨٫ ۶۵٣ ٠٫ ٢٢٧ −١٫ ٩۶۵ β١
٠٫ ٢٠۶ −٠٫ ١۴٧ ٠٫ ٣٣۵ −٠٫ ٠۴٩ β٢
< ٠٫ ٠٠١ −٠٫ ١۴٧ ٠٫ ٣٣۵ ١٫ ۵٢٣ ϕ

(١٧.٢) و (١۶.٢) مدل دو برای AIC مقایسه :۴.٢ جدول
df AIC

(١۶.٢) مدل ٣ −١۵٢۵٫ ٣١١
(١٧.٢) مدل ۴ −١٠٩٧٫ ۴٣٧



٣ فصل

متغیر دقت پارامتر با بتا رگرسیونی مدل

دادیم. قرار بررسی مورد بود، ثابت ،ϕ دقت، پارامتر که حالتی برای را بتا رگرسیونی مدل قبل فصل در

تعمیم باشد، تبیینی متغیرهای از تابعی خود و متغیر ϕ پارامتر که حالتی برای را مدل فصل، این در

مطالعه با ادامه در می�پردازیم. ماکسیمم درست�نمایی روش از استفاده با مدل برازش به همچنین می�دهیم.

می�دهیم. قرار ارزیابی مورد تعمیم�یافته، مدل این برای را برآورد�گرها مجانبی ویژگی��های شبیه�سازی،

مدل معرفی ١.٣

است: زیر به�صورت بتا توزیع دارای y پاسخ متغیر کردیم، بیان قبل فصل در که همان�طور

f(y | µ, ϕ) = Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١. (١.٣)

تبیینی متغیرهای که به�طوری است، مشاهدات از تابعی نیز ϕ دقت پارامتر می�کنیم فرض اکنون

مدل�بندی زیر به�صورت yi برای دقت پارامتر و میانگین کنید فرض دارند. تاثیر آن روی بر (z١, · · · , zn)

شوند:

g١(µi) = η١i = x′iβ, g٢(ϕi) = η٢i = z′iθ, (٢.٣)

برای نامعلوم پارامتر�های بردار�های ترتیب به ،θ = (θ١, · · · , θh)′ و β = (β١, · · · , βk)′ آن�ها در که

،η٢i و η١i توابع همچنین .k + h < n و θ ∈ Rh ،β ∈ Rk که هستند، دقت و میانگین توابع

۴۴
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برخی البته می�باشند. معلوم تبیینی متغیر�های zi١, · · · , zih و xi١, · · · , xik و هستند خطی پیشگو�های

ماتریس�های ،Z و X ماتریس�های می�کنیم فرض باشند. یکسان می�توانند zi و xi متغیرهای تمام یا

به�صورت که باشند، z١, · · · , zh و x١, · · · , xk تبیینی متغیرهای با متناظر طرح

X =

x١١ · · · x١k
... ...
xn١ · · · xnk

 , Z =

z١١ · · · z١h
... ...
zn١ · · · znh

 ,
یکنوای ،g٢ : (٠,∞) → R و g١ : (٠,١) → R پیوند توابع می�کنیم فرض این، بر علاوه هستند.

معمولا مبدا، از عرض پارامتر گرفتن نظر در برای که است ذکر به لازم هستند. مشتق�پذیر بار دو و اکید

هستند. ١ = (١, · · · ,١) nبعدی بردار ماتریس، دو این اول ستون�های

،g٢(·) برای هستند. ٢ فصل در معرفی�شده پیوند� توابع همانند ،g١(·) برای استفاده قابل پیوند� توابع

،g٢(ϕ) = log ϕ لگاریتمی، پیوند توابع آن�ها، مهم�ترین کرد. معرفی می�توان را مختلف پیوند تابع چند نیز

برای لگاریتمی پیوند تابع اساس بر را شبیه�سازی�ها فصل، این در هستند. ،g٢(ϕ) =
√
ϕ دوم، ریشه و

می�دهیم. انجام دقت پارامتر

مدل برازش ٢.٣

به�صورت بتا رگرسیون مدل این برای ،n حجم به نمونه یک برای درست�نمایی لگاریتم تابع

ℓ(β,θ) =
n∑
i=١

ℓi(µi, ϕi), (٣.٣)

آن در که می�باشد،

ℓi(µi, ϕi) = log Γ(ϕi)− log Γ(µiϕi)− log Γ((١− µi)ϕi)

+ (µiϕi − ١) log yi + {(١− µi)ϕi − ١} log(١− yi). (۴.٣)

θ و β از توابعی ترتیب به شده�اند، تعریف (٢.٣) رابطه در که ϕi = g−١
٢ (η٢i) و µi = g−١

١ (η١i) توابع

آوریم. به�دست را θ و β با متناظر امتیاز توابع باید ،٢ فصل مشابه پارامتر�ها، برآورد برای می�باشند.



۴۶ متغیر دقت پارامتر با بتا رگرسیونی مدل .٣

را U(ξ) k)بعدی + h) امتیاز بردار بگیرید. نظر در را ξ = (β′, θ′)′ پارامتر بردار * .١.٢.٣ قضیه

از عبارتند θ و β با متناظر امتیاز توابع که می�نویسیم، (Uβ(β, θ)′, Uθ(β, θ)′)′ به�صورت

Uβ(β, θ) = X′ϕT١(y
∗ − µ∗),

Uθ(β, θ) = Z′T٢v,

به�طوری�که ،v = (v١, · · · , vn)′ همچنین .T٢ = diag( dϕi
dη٢i

) ،T١ = diag( dµi
dη١i

) آن�ها در که

vi = µi(y
∗
i − µ∗

i ) + ψ(ϕi)− ψ((١− µi)ϕ) + log(١− yi),

هستند. ٢ فصل در تعریف�شده کمیت�های مشابه µ∗ و y∗ و

لگاریتم تابع از مشتق�گیری با ،βr امتیاز تابع محاسبه برای زنجیره�ای، مشتق از استفاده با برهان.

داریم ،r = ١, · · · , k برای ،(٣.٣) درست�نمایی

Ur(β, θ) =
∂ℓ(β, θ)

∂βr
=

n∑
i=١

∂ℓi(µi, ϕi)

∂µi

dµi
dη١i

dη١i
∂βr

. (۵.٣)

و محاسبه ترتیب به را آن راست سمت مجموع جزیی مشتق�های باید ،(۵.٣) محاسبه برای بنابراین

داریم ،(۴.٣) رابطه به توجه با می�آوریم. به�دست را ∂ℓi(µi,ϕi)
∂µi

ابتدا کنیم. جایگذاری
∂ℓi(µi, ϕi)

∂µi
= −ϕi

d

dµi
log Γ(µiϕi)+ϕi

d

dµi
log Γ((١−µi)ϕi)+ϕi log yi−ϕi log(١− yi).

داریم دوم، فصل در ،ψ(z) تعریف به توجه با
∂ℓi(µi, ϕi)

∂µi
= ϕi

[
log

yi
١− yi

−
{
ψ(µiϕi)− ψ((١− µi)ϕi)

}]
. (۶.٣)

به�صورت (۶.٣) رابطه ،y∗i = log( yi
١−yi ) و µ

∗
i = ψ(µiϕi)− ψ((١− µi)ϕi) تعریف�های به توجه با

به�صورت می�توان را (۵.٣) بنابراین است. باز�نویسی قابل ϕi(y∗i − µ∗
i )

∂ℓ(β, θ)

∂βr
=

n∑
i=١

ϕi(y
∗
i − µ∗

i )
dµi
dη١i

∂η١i
∂βr

, (٧.٣)

داریم ،µi = g−١
١ (η١i) رابطه به توجه با نوشت.

dµi
dη١i

=
١

g′١(µi)
, (٨.٣)
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طرفی از .g′١(µi) = d
dµi
g١(µi) آن در که

dη١i
dβr

= xir. (٩.٣)

می�شود نتیجه ،(۵.٣) در (٩.٣) و (٨.٣) ،(٧.٣) روابط جایگذاری با نهایت در

Ur(β, θ) =
n∑
i=١

ϕi
(y∗i − µ∗

i )

g′١(µi)
xir.

بنابراین

Uβ =

U١
...
Uk

 =


∑n

i=١ ϕi
(y∗i −µ∗i )
g′١(µi)

xi١
...∑n

i=١ ϕi
(y∗i −µ∗i )
g′١(µi)

xik

 = X′ϕT١(y
∗ − µ∗).

داریم ، R = ١, · · · , h ،θR امتیاز تابع محاسبه برای مشابه طور به

UR(β, θ) =
∂ℓ(β, θ)

∂θR
.

درست�نمایی، لگاریتم تابع از مشتق�گیری با ،θR امتیاز تابع محاسبه برای زنجیره�ای، مشتق از استفاده با

می�شود نتیجه ،R = ١, · · · , h برای

UR(β, θ) =
∂ℓ(β, θ)

∂θR
=

n∑
i=١

∂ℓi(µi, ϕi)

∂ϕi

dϕi
dη٢i

dη٢i
dθR

. (١٠.٣)

و محاسبه ترتیب به را آن راست سمت مجموع جزیی مشتق�های باید ،(١٠.٣) محاسبه برای بنابراین

نوشت می�توان ،(۴.٣) رابطه به توجه با می�آوریم. به�دست را ∂ℓi(µi,ϕi)
∂ϕi

ابتدا کنیم. جایگذاری

∂ℓi(µi, ϕi)

∂ϕi
=

d

dϕi
log Γ(ϕi)− µi

d

dϕi
log Γ(µiϕi)− (١− µi)

d

dϕi
log Γ((١− µi)ϕi)

+ µi log yi + (١− µi) log(١− yi)

=
d

dϕi
log Γ(ϕi)− µi

d

dϕi
log Γ(µiϕi)−

d

dϕi
log Γ((١− µi)ϕi)

+ µi
d

dϕi
log Γ((١− µi)ϕi) + µi log yi + log(١− yi)− µi log(١− yi).
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داشت خواهیم داشتیم، قبل از که تعاریفی طبق نتیجه در

∂ℓi(µi, ϕi)

∂ϕi
= µi

[
log

yi
١− yi

− ψ(µiϕi) + ψ((١− µi)ϕi)

]
+ ψ(ϕi)− ψ((١− µi)ϕi) + log(١− yi). (١١.٣)

به�صورت (١١.٣) رابطه ،y∗i و µ∗
i تعریف�های به توجه با

∂ℓi(µi, ϕi)

∂ϕi
= µi(y

∗
i − µ∗

i ) + ψ(ϕi)− ψ((١− µi)ϕi) + log(١− yi),

به�صورت می�توان را (١٠.٣) رابطه ،vi تعریف به توجه با بنابراین است. باز�نویسی قابل
∂ℓ(β, θ)

∂θR
=

n∑
i=١

vi
dϕi
dη٢i

dη٢i
dθR

, (١٢.٣)

داریم ،ϕi = g−١
٢ (η٢i) رابطه به توجه با نوشت.

dϕi
dη٢i

=
١

g′٢(ϕi)
, (١٣.٣)

طرفی از .g′٢(ϕi) = d
dϕi
g٢(ϕi) آن در که

dη٢i
dθR

= ziR. (١۴.٣)

می�شود نتیجه (١٢.٣) در (١۴.٣) و (١٣.٣) روابط جایگذاری با نهایت در

UR(β, θ) =
n∑
i=١

vi
g′٢(ϕi)

ziR.

بنابراین

Uθ =

U١
...
Uh

 =


∑n

i=١
vi

g′٢(ϕi)
zi١

...∑n
i=١

vi
g′٢(ϕi)

zih

 = Z′T٢v.

بنابراین هستیم. آمده به�دست برآوردگر�های دقت از اطلاع نیازمند مدل، برازش فرآیند تکمیل برای

ماتریس محاسبه نحوه ٢.٢.٣ قضیه ادامه، در آوریم. به�دست را برآوردگر�ها فیشر اطلاع ماتریس باید

می�کند. بیان نظر مورد مدل برای را فیشر اطلاع
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K(ξ)می�باشد = P ′WP به�صورت (١.٣) مدل پارامتر�های برای فیشر ماتریساطلاع * .٢.٢.٣ قضیه

آن در که

P =

(
X ٠
٠ Z

)
,

به�صورت ٢n× ٢nماتریس یک W و

W =

(
Wββ Wβθ

Wβθ Wθθ

)
,

به�طوری�که است،

Wββ = diag

(
ϕ٢i ai

(
١

g′١(µi)

)٢
)
,

Wβθ = diag

(
ϕi{µici −

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)}

(
١

g′١(µi)

)(
١

g′٢(ϕi)

))
,

Wθθ = diag

(
bi

(
١

g′٢(ϕi)

)٢
)
,

آن�ها در که

ai =
d

dµi
ψ((١− µi)ϕi) +

d

dµi
ψ(µiϕi),

bi =
d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)(١− µi)

٢ +
d

dϕi
ψ(µiϕi)µ

٢
i −

d

dϕi
ψ(ϕi),

ci =
d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi) +

d

dϕi
ψ(µiϕi).

داریم می�گیریم. مشتق β حسب بر دیگر بار یک (۵.٣) رابطه از برهان.

∂٢ℓ(β,θ)

∂βr∂βs
=

n∑
i=١

∂

∂µi

(
∂ℓi(µi, ϕi)

∂µi

dµi
dη١i

)
dµi
dη١i

∂η١i
∂βs

xir

=
n∑
i=١

(
∂٢ℓi(β, θ)

∂µ٢i

dµi
dη١i

+
∂ℓi(β, θ)

∂µi

∂

∂µi

dµi
dη١i

)
dµi
dη١i

xirxis.

داریم ،E
(
∂ℓi(µi,ϕi)

∂µi

)
= ٠ که آن�جایی از

E

(
∂٢ℓ(β,θ)

∂βr∂βs

)
=

n∑
i=١

E

(
∂٢ℓi(µi, θi)

∂µ٢i

)(
dµi
dη١i

)٢
xirxis.
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داریم ،(۶.٣) رابطه از مشتق�گیری با

∂٢ℓi(µi, ϕi)

∂µ٢i
=

d

dµi

(
ϕi

[
log

yi
١− yi

−
{
ψ(µiϕi)− ψ((١− µi)ϕi)

}])
= ϕi

(
−ϕi

d

dµi
ψ(µiϕi)− ϕi

d

dµi
ψ((١− µi)ϕi)

)
= −ϕ٢i

(
d

dµi
ψ(µiϕi)−

d

dµi
ψ((١− µi)ϕi)

)
.

نوشت می�توان ،ai تعریف به توجه با
∂٢ℓi(µi, ϕi)

∂µ٢i
= −ϕ٢i ai.

داریم ،(٨.٣) بنابر )همچنین
dµi
dη١i

)٢
=

(
١

g′١(µi)

)٢
.

نوشت می�توان بنابراین

E

(
∂٢ℓ(β, θ)

∂βr∂βs

)
= −

n∑
i=١

(ϕ٢i ai)

(
١

g′١(µi)

)٢
xirxis.

نتیجه در

−E
(
∂٢ℓ(β, θ)

∂β∂β′

)
= X ′diag

(
ϕ٢i ai

(
١

g′١(µi)

)٢
)
X = X ′WββX.

داریم ،ϕi به نسبت (۶.٣) رابطه از مشتق�گیری با ،Wβθ محاسبه برای مشابه، به�طور

∂٢ℓi(µi, ϕi)

∂µi∂ϕi
=

d

dϕi

(
ϕi

[
log

yi
١− yi

−
{
ψ(µiϕi)− ψ((١− µi)ϕi)

}])
= log

yi
١− yi

− ψ(µiϕi) + ψ((١− µi)ϕi)

−ϕiµi
d

dϕi
ψ(µiϕi) + ϕi(١− µi)

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

= ϕi

[
d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)− µi

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)− µi

d

dϕi
ψ(µiϕi)

]
+ψ((١− µi)ϕi)− ψ(µiϕi) + log

yi
١− yi

= ϕi

[
−µi

{ d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi) +

d

dϕi
ψ(µiϕi)

}
+

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

]
+ψ((١− µi)ϕi)− ψ(µiϕi) + log

yi
١− yi
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= −ϕi
[
µiai −

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

]
+ ψ((١− µi)ϕi)− ψ(µiϕi) + log

yi
١− yi︸ ︷︷ ︸

∂ℓi(µi,ϕi)
∂µi
ϕi

.

نوشت می�توان (۶.٣) بنابر و ،E
(
∂ℓi(µi,ϕi)

∂µi

)
= ٠ آن�جایی�که از

E

(
∂٢ℓ(β,θ)

∂βr∂θs

)
=

n∑
i=١

E

(
∂٢ℓi(µi, θi)

∂µi∂θi

)(
١

g′١(µi)

)(
١

g′٢(ϕi)

)
xirzis

=
n∑
i=١

−ϕi
[
µici −

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

](
١

g′١(µi)

)(
١

g′٢(ϕi)

)
xirzis.

نتیجه در

−E
(
∂٢ℓ(β,θ)

∂β∂θ

)
= X ′diag

(
ϕi

{
µici −

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

}(
dµi
dη١i

)(
dϕi
dη٢i

))
Z

= X ′WβθZ.

نوشت می�توان ،(١١.٣) رابطه از استفاده با Wθθ محاسبه برای

∂٢ℓi(µi, ϕi)

∂ϕ٢i
=

d

dϕi

(
µi

[
log

yi
١− yi

− ψ(µiϕi) + ψ((١− µi)ϕi)

])
+

d

dϕi
(ψ(ϕi)− ψ((١− µi)ϕi) + log(١− yi))

= −µ٢i
d

dϕi
ψ(µiϕi) + µi(١− µi)

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

+
d

dϕi
ψ(ϕi)− (١− µi)

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

= (١− µi)

[
d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)− µi

d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi)

]
−µ٢i

d

dϕi
ψ(µiϕi) +

d

dϕi
ψ(ϕi)

= −µ٢i
d

dϕi
ψ(µiϕi)− (١− µi)

٢ d

dϕi
ψ((١− µi)ϕi) +

d

dϕi
ψ(ϕi)

= −bi.

نوشت می�توان حال

E

(
∂٢ℓ(β, θ)

∂θr∂θs

)
=

n∑
i=١

E

(
∂٢ℓi(µi, θi)

∂ϕ٢i

)(
١

g′٢(ϕi)

)٢
zirzis.
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داشت خواهیم بنابراین

−E
(
∂٢ℓ(β, θ)

∂θ∂θ′

)
= Z ′diag

(
bi

(
١

g′٢(ϕi)

)٢
)
Z = Z ′WθθZ.

نتیجه در

K =

(
X ′WββX X ′WβθZ
Z ′WθβX Z ′WθθZ

)
=

(
X ٠
٠ Z

)′(
Wββ Wβθ

Wθβ Wθθ

)(
X ٠
٠ Z

)
= P ′WP.

اطمینان فاصله و مجانبی ویژگی�های ٣.٣

معرفی را آن�ها برای اطمینان فواصل و کرده بررسی را برآوردگرها مجانبی ویژگی�های قسمت، این در

می�دهد. نشان را برآوردگرها مجانبی توزیع زیر قضیه می�کنیم.

درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای مجانبی توزیع نظم، شرایط تحت (٢٠٠٢ برگر، و (کسلا .١.٣.٣ قضیه

،J(ξ) = limn→∞
K(ξ)
n

بودن معکوس�پذیر و فرضوجود با و باشد، بزرگ نمونه اندازه وقتی ،ξ پارامتر بردار

از عبارتست
√
n(ξ̂ − ξ) ∼ Nk+h

(
٠, J(ξ)−١) .

کرد. محاسبه زیر به�صورت می�توان را برآوردگرها مجانبی اطمینان فواصل ،١.٣.٣ قضیه از استفاده با

K(ξ̂)−١ قطری مولفه k)امین + R) ،K(ξ̂)RR و K(ξ̂)−١ ماتریس قطری مولفه rامین ،K(ξ̂)rr اگر

به�صورت θR و βr برای ١)١٠٠− α)٪ مجانبی اطمینان فواصل آن�گاه باشند،

θ̂R ∓ Φ−١)١− α

٢ )
(
K(ξ̂)RR

) ١
٢
, β̂r ∓ Φ−١)١− α

٢ )
(
K(ξ̂)rr

) ١
٢
,

می�آیند. به�دست
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شبیه�سازی مطالعه ۴.٣

حالتی برای را مدل برآوردگرهای بودن مجانبی نرمال و سازگاری شبیه�سازی، مطالعه یک با بخش این در

روند می�دهیم. قرار بررسی مورد نمونه، کوچک در باشد، تبیینی متغیرهای از تابعی ،ϕ دقت، پارامتر که

مدل دقت پارامتر بخش این در که تفاوت این با شد، انجام قبل فصل در که است صورتی به�همان کار

نتیجه در کنیم. عمل ،µ میانگین، پارامتر همانند دقت، پارامتر برای باید یعنی است. تابع یک به�صورت

پارامتر برای لگاریتمی پیوند تابع و میانگین برای لوجیت پیوند تابع از استفاده با را شبیه�سازی مطالعه

به�صورت را نظر مورد مدل دادیم. انجام دقت،

logit(µi) = η١ = β٠+β١x١i+β٢x٢i, log(ϕi) = η٢ = θ٠+θ١z١i+θ٢z٢i, i = ١, · · · , n,

(١۵.٣)

(θ٠, θ١, θ٢) = (١,٠٫−,٢ ۵) و (β٠, β١, β٢) = (−١,٠٫ ٧۵,١٫ ۵) واقعی مقادیر که گرفتیم، نظر در

احتمال با برنولی توزیع و N(٠,١) توزیع از ترتیب به را x٢ و x١ تبیینی متغیرهای مقادیر می�باشند.

احتمال با برنولی توزیع از ترتیب به نیز را z٢ و z١ تبیینی متغیرهای مقادیر کردیم. تولید ،٠٫ ۶ موفقیت

پنج برآوردگرها، مجانبی ویژگی�های بررسی برای همچنین کردیم. تولید N(١,٢) توزیع و ٠٫ ۵ موفقیت

داده مجموعه ۵٠٠ اساس بر را نتایج گرفتیم. نظر در را n = ٣٠,۵٠,١٠٠,٢٠٠,۴٠٠ نمونه حجم

می�دهد. گزارش را نتایج ١.٣ جدول آوردیم. به�دست (١۵.٣) خطی پیشگوی از شبیه�سازی�شده

کاهش حال در MSEبرآوردها مقدار نمونه، حجم افزایش با که است واضح ،١.٣ جدول به توجه با

نظر به که هستند گونه�ای به اریبی مقادیر می�باشد. ناچیز مقداری برآوردگرها، اریبی همچنین، است.

برآوردگرها سازگاری می�توان نیز مدل این در قبل فصل همانند بنابراین، نااریب�اند. برآوردها می�رسد،

گرفت. نتیجه متوسط و کوچک نمونه حجم�های حالت در را

کوچک در مدل پارامترهای برآوردگرهای بودن مجانبی نرمال بررسی برای ،١.٣.٣ قضیه به توجه با

پارامترهای چندک-چندک نمودار�های ،١.٣ شکل کردیم. استفاده چندک-چندک نمودارهای از نمونه،
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(١۵.٣) خطی پیشگوی با (١.٣) مدل ضرایب برآورد برای شبیه�سازی نتایج :١.٣ جدول
اریبی MSE برآورد واقعی مقدار پارامترها نمونه حجم

−٠٫ ٠١٨٨ ٠٫ ٠۴٠٧ −١/٠١٨٨ −١ β٠ ٣٠
−٠٫ ٠٠۵٨ ٠٫ ٠٢٠٩ ٠/٧۵۵٨ ٠٫ ٧۵ β١
−٠٫ ٠٣٣١ ٠٫ ٠۵٩١ ١/۵٣٣١ ١٫ ۵ β٢
٠٫ ٢۴٣٠ ٠٫ ٣٠۴٢ ٢/٢۴٣٠ ٢ θ٠
−٠٫ ١٢٧٨ ٠٫ ۴۴٩۶ −١/١٢٧٨ −١ θ١
٠٫ ٠۵۶٩ ٠٫ ٠٢۶٢ ٠/۵۵۶٩ ٠٫ ۵ θ٢

−٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ٠٢١٨ −٠٫ ٩٩٨١ −١ β٠ ۵٠
−٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٠١٠٣ ٠٫ ٧۴٩٠ ٠٫ ٧۵ β١
−٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠٣۴٩ ١٫ ۴٩٨٣ ١٫ ۵ β٢
٠٫ ١١۵٩ ٠٫ ١١٣٧ ٢٫ ١١۵٩ ٢ θ٠
−٠٫ ٠۴٠۴ ٠٫ ١٧١۴ −١٫ ٠۴٠۴ −١ θ١
٠٫ ٠٢۶٢ ٠٫ ٠١۴۶ ٠٫ ۵٢۶٢ ٠٫ ۵ θ٢

−٠٫ ٠٠٢۶ ٠٫ ٠٠٩٠ −١٫ ٠٠٢۶ −١ β٠ ١٠٠
−٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٠۴٧ ٠٫ ٧۵١۵ ٠٫ ٧۵ β١
−٠٫ ٠٠۴٨ ٠٫ ٠١۵٣ ١٫ ۴٩۵١ ١٫ ۵ β٢
٠٫ ٠۵٧۵ ٠٫ ٠۴۴۵ ٢٫ ٠۵٧۵ ٢ θ٠
−٠٫ ٠١۵۶ ٠٫ ٠٧١۵ −١٫ ٠١۵۶ −١ θ١
٠٫ ٠١١٩ ٠٫ ٠٠۵٢ ٠٫ ۵١١٩ ٠٫ ۵ θ٢

−٠٫ ٠٠٣٣ ٠٫ ٠٠۴۴ −١٫ ٠٠٣٣ −١ β٠ ٢٠٠
−٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٠١٧ ٠٫ ٧۵١٢ ٠٫ ٧۵ β١
−٠٫ ٠٠۴٠ ٠٫ ٠٠٧٢ ١٫ ۵٠۴٠ ١٫ ۵ β٢
٠٫ ٠٣١١ ٠٫ ٠٢٢۶ ٢٫ ٠٣١١ ٢ θ٠
−٠٫ ٠١۴۴ ٠٫ ٠٣۶٠ −١٫ ٠١۴۴ −١ θ١
٠٫ ٠٠۵۶ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ۵٠۵۶ ٠٫ ۵ θ٢

−٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٠٢٢ −٠٫ ٩٩٨٨ −١ β٠ ۴٠٠
−٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٧۴٩٧ ٠٫ ٧۵ β١
−٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٠٠٣٨ ١٫ ۴٩٩۶ ١٫ ۵ β٢
٠٫ ٠٢١٨ ٠٫ ٠٢٢۶ ٢٫ ٠١٢۶ ٢ θ٠
−٠٫ ٠٠٩٨ ٠٫ ٠١٧١ −٠٫ ٩٩٩٧ −١ θ١
٠٫ ٠٠٢۵ ٠٫ ٠٠١٠ ٠٫ ۵٠٣۴ ٠٫ ۵ θ٢
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شکل، این می�دهد. نمایش (١۵.٣) مدل برای را شبیه�سازی�شده داده مجموعه ۵٠٠ در برآوردشده

(هـ) (د)، (ج)، (ب)، (آ)، در ترتیب به را θ٢ و θ١ ،θ٠ ،β٢ ،β١ ،β٠ ضرایب چندک-چندک نمودارهای

نرمال توزیع به برآوردگرها توزیع می�شود، دیده که همان�گونه می�دهد. نمایش ۴٠٠ نمونه حجم برای (و) و

را شبیه�سازی�شده داده مجموعه ۵٠٠ از برآوردشده مقادیر چگالی منحنی نیز ٢.٣ شکل است. نزدیک�

تقریب بودن خوب بر دیگری تایید شکل، این می�دهد. نمایش ،n = ۴٠٠ با (١۵.٣) مدل ضرایب برای

نمایش عمودی خط�های با پارامترها واقعی مقادیر است. مدل پارامترهای برآوردگرهای توزیع برای نرمال

آمده، به�دست نتایج به توجه با هستند. پارامترها) (برآورد میانگین مقدار به نزدیک تقریبا که شده�اند داده

گرفت. نتیجه را پیشنهادی برازش روش مناسب عملکرد می�توان

تکرار از پرهیز برای بنابراین می�شود. انجام دوم فصل مشابه مدل این برازش نیکویی ارزیابی

کردیم. خودداری متغیر، دقت پارامتر با بتا رگرسیون برای مورد این در بحث از مطالب،
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(١۵.٣) مدل در دقت پارامتر و میانگین رگرسیونی ضرایب برآورد چندک-چندک نمودارهای :١.٣ شکل
n = ۴٠٠ برای
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مدل در آن واقعی مقدار نمایش همراه به رگرسیونی، ضرایب برآورد برای چگالی نمودارهای :٢.٣ شکل
n = ۴٠٠ برای (١۵.٣)



۴ فصل

R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد

را بتا رگرسیونی مدل�های برای قبلی فصل�های در مطرح�شده استنباط�های استخراج نحوه فصل، این در

را مدل کاربرد سپس می�کنیم. تشریح ،R− ٣ · ٠ · ٠ نرم�افزار در موجود ،betareg بسته از استفاده با

همکاران، و (رضایی بتن مقاومت داده�های و (١٩۵۶ (پراتر، بنزین داده�های شامل واقعی، مثال دو با

می�دهیم. نمایش ،(١٣٩١

مقدمه ١.۴

بسته�ای و تحلیلی شکل بتا، رگرسیونی مدل یک پارامترهای درست�نمایی ماکسیمم برآوردگرهای می�دانیم،

برای betareg بسته کنیم. محاسبه عددی بهینه�سازی روش�های با باید را آن�ها بنابراین ندارند.

استفاده است، شده تعبیه R اصلی هسته در که optim() تابع از درست�نمایی تابع عددی بهینه�سازی

جمله از که می�باشد BFGS روش تابع، یک بهینه�سازی برای optim() تابع پیش�فرض روش می�کند.

نیوتن- ،(١٩۶۵ مید، و (نلدر نلدر-مید١ مانند عددی روش�های سایر اما است. نیوتن شبه روش�های

هستند. به�کارگیری قابل نیز غیره و رافسون

کردیم، بیان ٢ فصل در که همان�طور می�باشد. betareg() بتا، رگرسیونی مدل برازش اصلی تابع

١Nelder-Mead Method



۵٩ مقدمه .١.۴

پیشگوی مانند مدل�ها از رده این مشخصه بنابراین است. GLM رده از عضوی بتا رگرسیونی مدل

می�برد. ارث به را غیره و دقت پارامتر پیوند، تابع خطی،

تابع مشابه امکان حد تا که شده�اند، طراحی طوری آن با مرتبط رده و betareg() مدل برازش تابع

یک باشد. می�رود، به�کار GLM برازش� برای که (٢٠٠٩ ،٢R توسعه مرکزی (تیم استاندارد glm()

پارامتر و میانگین برای معادله، دو می�توان betareg() در که است آن تابع دو این بین اساسی تفاوت

ضرایب از مجموعه دو و خطی پیشگوی دو تبیینی، متغیرهای از ماتریس دو نتیجه در و کرد تعریف دقت،

می�باشد: زیر به�صورت R در betareg() از استفاده روش آورد. به�دست

betareg(formula, data, subset, na.action, weights, offset,

link = "logit", link.phi = NULL, control = betareg.control(. . .),

model = TRUE, y = TRUE, x = FALSE, . . .)

برای formula از است. (١٩٩٢ هستی، و (چمبرز استاندارد مدل مشخصات شامل اول، خط

مشخصه�های شامل دوم خط می�شود. استفاده ،GLM تابع مشابه خطی، پیشگوهای کردن مشخص

دربر را خروجی مقادیر مولفه�های و اجزا برخی نیز خط آخرین است. بتا رگرسیونی مدل به مربوط ویژه

دارد.

برای تنها x٢ و x١ تبیینی متغیرهای آن�گاه باشد، y=x1+x2 صورت به مثلا formula اگر

عبارت به می�شود. فرض ثابت ϕ حالت، این در می�شوند. گرفته نظر در بتا رگرسیون میانگین مدل�بندی

اما می�باشد. ٢ فصل در معرفی�شده مدل همان که است همانی پیوند تابع g٢(·) و zi = ١ دیگر،

حالت این در باشد، ،y=x1+x2|z1+z2+z3 مثلا، به�صورت، بخش دو شامل formula چنان�چه

مشاهده برای می�باشد. ٣ فصل در معرفی�شده مدل که است z٣ تا z١ تبیینی متغیرهای از تابعی نیز ϕ

کرویسنت، و (زیلیز Formula بسته به formula تدوین مختلف صورت�های مورد در بیشتر جزییات

کنید. مراجعه (٢٠١٠
٢R Development Core Team



۶٠ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

g٢(ϕ) = log(ϕ) دقت پارامتر برای و g١(µ) = logit(µ) میانگین برای پیش�فرض پیوند تابع

link.phi توسط ϕ دقت پارامتر برای و ، link انتخاب با می�توان را µ میانگین برای پیوند تابع است.

،cloglog ،probit ،logit شامل glm() در مجاز پیوند توابع همه µ برای مجاز توابع داد. تغییر

ریشه و لگاریتمی همانی، توابع ،ϕ برای و هستند دوجمله�ای، خانواده برای ،loglog و log ،cauchit

می�باشند. دوم

betareg بسته در موجود روش�های و توابع :١.۴ جدول
توصیف تابع

برازش�شده رگرسیونی مدل از خلاصه�ای summary()
مدل برآوردشده ضرایب استخراج coef()

برآوردگرها کوواریانس ماتریس vcov()
جدید داده�های پیش�بینی predict()

مشاهده�����������شده داده�های برای میانگین�ها برازش fitted()
باقی�مانده�ها استخراج residuals()

پارامترها برآورد و مشاهدات تخمین estfun()
مدل مولفه�های استخراج terms()

مدل ماتریس مولفه�های استخراج model.matrix()
مدل اصلی مولفه�های استخراج model.frame()

برازش�شده درستنمایی لگاریتم استخراج loglik()

مدل مناسب نمودارهای رسم plot()

والد آزمون coeftest()
والد آزمون waldtest()

والد آزمون�های خطی فرضیه linear.hypothesis()
درستنمایی نسبت آزمون lrtest()

(AIC,BIC, · · · ) اطلاع آماره�های AIC()

برای و موجودند آن با مرتبط بسته�های و betareg بسته در که توابعی مجموعه ،١.۴ جدول در

است. شده فهرست مفیدند، بتا رگرسیونی مدل در استنباط�ها استخراج

می�دهد، گزارش را ضرایب همه برای والد آزمون آماره�های summary() تابع که است ذکر شایان

چنین داشتن برای نمی�کند. فراهم مدل کل معنی�داری بررسی برای Anova جدول مشابه جدولی اما



۶١ واقعی مثال دو در مدل کاربرد .٢.۴

و (٢٠٠٢ هترن، و (زیلیز lmtest بسته در waldtest() ،coeftest() توابع از می�توان جدولی،

نسبت آزمون�های اجرای برای کرد. استفاده (٢٠٠٢ (فاکس، car بسته در linear.hypothesis()

کرد. استفاده lmtest بسته در lrtest() تابع از می�توان نیز درست�نمایی

واقعی مثال دو در مدل کاربرد ٢.۴

بحث مورد سوم و دوم فصل�های در که است بتا رگرسیون مدل از کاربردی مثال دو شامل بخش این

گرفتند. قرار

بنزین داده�های ١.٢.۴

دنبال به مثال، این در شدند. گردآوری (١٩۵۶) پراتر توسط که است بنزین داده�های به مربوط اول مثال

مجموعه این هستیم. شکنش٣ و تقطیر فرآیند از بعد بنزین به تبدیل�شده خام نفت نسبت مدل�بندی

و فراری است. شده گرفته قرار تحلیل مورد خطی رگرسیون از استفاده با (١٩٨۵) اتکینسن توسط داده

نفت تبخیر برای کلی حرارت درجه تبیینی متغیر دو از داده�ها نوع این مدل�بندی برای (٢٠٠۴) سریباری

٩ شامل آزمایش مراحل کردند. استفاده (batch) آزمایش از مرحله هر در حرارت درجه و (temp) خام

است. مشاهده ٣٢ شامل داده�ها مجموعه این هستند. مختلف مرحله

ثابت دقت پارامتر

به�صورت µi برای خطی پیشگوی گرفتیم. نظر در ϕ دقت پارامتر بودن ثابت فرض با را مدل ابتدا

logit(µi) = β٠ + βbatchi + β١٠tempi, i = ١, · · · ,٣٢, (١.۴)

هستند. دسترس قابل GasolineY ield نام با betareg بسته در داده�ها است. β = (β١, · · · , β٩) که

داد: برازش داده�ها روی بر را (١.۴) مدل می�توان زیر دستورات با

٣Fractionation
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data("GasolineYield", package = "betareg")

gy_logit <- betareg(yield ~ batch + temp, data = GasolineYield)

summary(gy_logit)

ثابت ϕ با بنزین داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های :٢.۴ جدول
-مقدار p استاندارد خطای والد آماره برآورد پارامتر
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٨٢ −٣٣٫ ٧٨۴ −۶٫ ١۵٩ مبدا از عرض
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠١ ١٧٫ ٠۶٧ ١٫ ٧٢٧ batch١
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١١٧ ١١٫ ٢١٨ ١٫ ٣٢٢ batch٢
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١١۶ ١٣٫ ۵۴٢ ١٫ ۵٧٢ batch٣
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠٢ ١٠٫ ٣۵٣ ١٫ ٠۵٩ batch۴
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠٣ ١٠٫ ٩۵٢ ١٫ ١٣٣ batch۵
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠۶ ٩٫ ٨٠٩ ١٫ ٠۴٠ batch۶
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠٩ ۴٫ ٩٨٢ ٠٫ ۵۴٣ batch٧
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٠٨ ۴٫ ۵۵٣ ٠٫ ۴٩۵ batch٨
٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١١٨ ٣٫ ٢۵٣ ٠٫ ٣٨۵ batch٩
< ٠٫ ٠٠١ ١٠−۴ ٢۶٫ ۵٧٧ ٠٫ ٠١٠ temp
< ٠٠٠١ ١١٠٫ ٠ ۴٫ ٠٠٢ ۴۴٠٫ ٣ ϕ

برابر مدل این برای آمده به�دست R٢ میزان شده�اند. گزارش ٢.۴ جدول در ،(١.۴) مدل برازش نتایج

از نقاط این شده�اند. داده نشان ١.۴ شکل در موثر۴ نقاط شناسایی نمودارهای می�باشد. ٠/٩۶١٧ با

گمری، مونت و (میرز هستند خطی رگرسیون مدل�های در موثر نقاط همان به شبیه ماهیت، و تفسیر نظر

(ب) مشاهدات، شماره مقابل در پیرسونی باقی�مانده�های پراکنش نمودار (آ) شامل ،١.۴ شکل .(١٩٩٧

نمودار (د) نافذ۵، مقادیر مقابل در پیش�بینی�شده مقادیر پراکنش نمودار (ج) کوک، فاصله�های نمودار

نمودار (و) و باقی�مانده�ها نیم�نرمال نمودار (هـ) خطی، پیشگوی مقادیر مقابل در باقی�مانده�ها پراکنش

مشاهده که می�دهد نشان ١.۴ شکل بررسی می�باشد. مشاهدات شماره مقابل در انحراف باقی�مانده�های

موثر نقطه یک عنوان به را مشاهده این می�توان نتیجه، در است. بزرگی کوک فاصله اندازه دارای چهارم

است. (٠/۵٠٨ برآورد مقدار (با ٠/۴۵٧ برابر پاسخ مقدار دارای مشاهده این شمرد. بر
۴Influence Points
۵Leverage
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داده�های برای لوجیت پیوند تابع با بتا، رگرسیونی مدل برای موثر نقاط شناسایی نمودارهای :١.۴ شکل
بنزین



۶۴ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

جدید برازش در دادیم. برازش چهارم مشاهده بدون را بتا رگرسیونی مدل نتیجه، این به توجه با

۵٧٧/٨ به ۴۴٠/٣ از دقت پارامتر برآورد اما نکردند، توجهی قابل تغییر β رگرسیونی پارامترهای برآورد

زیر دستورات بودند. اغماض قابل نیز برآوردها همه مجانبی معیارهای انحراف برآورد یافت. افزایش

می�کنند: اجرا را چهارم مشاهده بدون مدل برازش

gy_logit4 <- update(gy_logit, subset = -4)

coef(gy_logit, model = "precision")

coef(gy_logit4, model = "precision")

متغیر دقت پارامتر

نیز باشد تبیینی متغیرهای از تابعی ϕ که حالتی برای را مدل شد. فرض ثابت ϕ مقدار قبل، قسمت در

کردیم فرض کردیم. اجرا

logit(µi) = β٠ + βbatchi + β١٠tempi log(ϕi) = θ٠ + θ١tempi. (٢.۴)

است: زیر به�صورت R در مدل این برازش

gy1_logit <- betareg(yield ~ batch + temp|temp, data = GasolineYield,

+ link.phi="log")

summary(gy1_logit)

می�کنید، مشاهده ٣.۴ جدول در که همان�طور است. شده گزارش ٣.۴ جدول در مدل این برازش نتایج

AIC ملاک ۴.۴ جدول است. موثر مدل دقت روی بر temp متغیر و شده بیشتر ضرایب معنی�داری

با مدلی یعنی ،(٢.۴) مدل مقدار، دو این به توجه با می�دهد. نشان را متغیر و ثابت ϕ با مدل دو برای

می�شود. داده ترجیح داده�ها این مدل�بندی برای متغیر، دقت پارامتر



۶۵ واقعی مثال دو در مدل کاربرد .٢.۴

متغیر ϕ با بنزین داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های :٣.۴ جدول
-مقدار p استاندارد خطای والد آماره برآورد پارامتر
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ١٨٣ −٣٢٫ ٢٧۵ −۵٫ ٩٢٣ مبدا از عرض
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶٣ ٢۵٫ ٠٨٧ ١٫ ۶٠١ batch١
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٩٩ ١٣٫ ٠٩٠ ١٫ ٢٩٧ batch٢
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٩٩ ١۵٫ ۶٩۴ ١٫ ۵۶۵ batch٣
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶٣ ١۶٫ ٢٧۶ ١٫ ٠٣٠ batch۴
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶۵ ١٧٫ ۵٨٢ ١٫ ١۵۴ batch۵
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶۶ ١۵٫ ٣۶۴ ١٫ ٠١٩ batch۶
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶۵ ٩٫ ۴٨١ ٠٫ ۶٢٢ batch٧
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶٠ ٩٫ ٣٨١ ٠٫ ۵۶۴ batch٨
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠۶٧ ۵٫ ٣۵۴ ٠٫ ٣۵٩ batch٩
< ٠٫ ٠٠١ ١٠−۴ ٢٣٫ ٧۵١ ٠٫ ٠١٠ temp
٠٫ ٢۶۶ ١٫ ٢٢۵٧ ١٫ ١١٣ ١٫ ٣۶۴ مبدا از عرض
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠٣ ۴٫ ٠٢٧ ٠٫ ٠١۴ temp

(٢.۴) و (١.۴) مدل دو برای AIC مقایسه :۴.۴ جدول
df AIC

(١.۴) مدل ١٢ −١۴۵٫ ۵٩۵١
(٢.۴) مدل ١٣ −١۴٧٫ ٩۵۴١



۶۶ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

بتن مقاومت میزان ٢.٢.۴

مورد در اختصار، به ابتدا، است. تولیدشده بتن مقاومت بر موثر عوامل بررسی به مربوط بعدی، مثال

می�کنیم. صحبت صنعت در ماده این کاربرد و (١٣٩١ همکاران، و (رضایی بتن ساخت

تشکیل شدن سیمانی خاصیت با چسبنده ماده یک از که ترکیبی یا ماده هر به وسیع مفهوم در بتن

سیمان�های انفعال و فعل حاصل عموما چسبنده ماده این .(١٣٨۵ (اره�پناهی، می�شود گفته باشد، شده

می�شود. محصولات از وسیعی طیف شامل بتن از تعریفی چنین امروزه می�باشد. آب و هیدرولیکی

افزودنی، مواد گوگرد، کوره�ها٧، سرباره پوزولان�ها۶، نیز و سیمان مختلف انواع از است ممکن بتن

است ممکن آن ساخت نحوه در همچنین .(١٩٩۶ ماروسین، و (استلا شود تهیه غیره و الیاف پلیمرها،

با شوند. استفاده مختلف متراکم�کننده�های و هیدرولیکی فشارهای خلا، اتوکلاو٨، آب، بخار حرارت،

خواص و بتن شناخت اخیر، قرن در فراوان تکنولوژی�های پیدایش و علم پیشرفت و گسترش به توجه

مصالح با بتن مختلف انواع کاربرد شاهد امروزه که نحوی به است، داشته ملاحظه�ای قابل توسعه نیز آن

مختلفی انواع حاضر حال در داراست. را خود به مخصوص کاربری و خواص یک هر که هستیم مختلف

هستند، متفاوتی افزودنی�های و مختلف الیاف�های پلیمرها، سولفورها٩، پوزولان�ها، شامل که سیمان�ها از

حرارت، از استفاده با بتن انواع تولید گفت می�توان همچنین .(٢٠١٣ وسکی، و (شفرد می�شوند تولید

است محصولی کلی، به�طور بتن، می�گیرد. انجام قالب و ویبره هیدرولیکی فشار هوا، تخلیه اتوکلاو، بخار،

محیطی شرایط در سیمان، با آب واکنش اثر در مختلف سنگدانه�های و آبی سیمان با آب اختلاط از که

فراوان سازهای و ساخت به نیاز و زیاد نسبتاً دوام آن، مصالح بودن دسترس در می�شود. حاصل خاصی،

نموده پرمصرف بسیار را ماده این راه�ها، و تونل�ها پل�ها، سدها، سازه�ها، ساختمان�ها، چون بتنی سازه�های

یک به�عنوان مقاومت به توجه صرف که است شده مشخص تکنولوژی، و علم پیشرفت با امروزه است.

۶Pozzolana
٧Furnace Slag
٨Autoclave
٩Sulphur



۶٧ واقعی مثال دو در مدل کاربرد .٢.۴

مشکلاتی جواب�گوی نمی�تواند مختلف، کاربردهای و مختلف محیط�های برای بتن، طراحی برای معیار

محیط�های در بتن دوام مسأله که است سالی چند می�گردند. ایجاد بتنی سازه�های در درازمدت در که باشد

اکثر در بتن�ها در شیمیایی و فیزیکی عوامل با خرابی�هایی مشاهده است. گرفته قرار توجه مورد مختلف

با بتن�هایی طرح سمت به را اذهان و افکار توسعه، حال در کشورهای در بیشتر شدتی با و جهان نقاط

برای استانداردهایی و دستورالعمل�ها کشورها، از پاره�ای در راستا، این در است. داده سوق لازم دوام

به ملزم پیشرفته کشورهای این از بعضی در مجریان و طراحان و شده تهیه بالا عملکرد با بتن طراحی

گشته�اند. دستورالعمل�ها این رعایت

همکاران و رضایی توسط داده�ها این است. مشاهده ١٠٨ شامل گرفتند، قرار تحلیل مورد که داده�هایی

آب، ماسه، شامل: گرفتند، قرار بررسی مورد داده مجموعه این در که عواملی شده�اند. گزارش (١٣٩١)

٢.۴ شکل است. درصد به تولیدشده بتن مقاومت نیز پاسخ متغیر هستند. سیمان میکروسیلیس١٠و

داده�ها بیشتر که می�کنید مشاهده نمودار، این به توجه با می�دهد. نشان را پاسخ متغیر بافت�نگار نمودار

کردیم، مطرح گذشته فصل�های در که مطالبی بنابر بنابراین، شده�اند. پراکنده (٠٫ ٢,٠٫ ۶) زیرفاصله در

است. بتا توزیع بر مبتنی داده�ها این برای ممکن مناسب مدل

0
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30

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

بتن مقاومت درصد پاسخ متغیر بافت�نگار نمودار :٢.۴ شکل

١٠Silicafume



۶٨ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

ثابت دقت پارامتر

به�صورت را نظر مورد مدل ثابت، ϕ برای

logit(µi) = x′iβ, (٣.۴)

بر را (٣.۴) مدل زیر دستورات . xi =(١ سیمان، میکروسیلیس، آب، (ماسه، آن در که گرفتیم، نظر در

می�دهد: برازش داده�ها روی

gy_logit = betareg(stre ~ sand + water + silicafume + cement,

data = measure)

summary(gy_logit)

ثابت ϕ با بتن ساخت داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های :۵.۴ جدول
-مقدار p استاندارد خطای والد آماره برآورد ضرایب
< ٠٫ ٠٠٠١ ١٫ ٠٩٠٣ −٨٫ ٨۶۶ −٩٫ ۶۶۶۵ مبدا از عرض
< ٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٠٩ ٧٫ ۴٠٩ ٠٫ ٠٠۶٨ ماسه
٠٫ ٠٠۵٩ ٠٫ ٠٠١۵ −٢٫ ٧۴٩ −٠٫ ٠٠۴٣ آب
< ٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٢٣ ۶٫ ٣۵۴ ٠٫ ٠١۵٠ میکروسیلیس
< ٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠١١ ٩٫ ۶٠٢ ٠٫ ٠١٠۶ سیمان
< ٠٫ ٠٠٠١ ۴٫ ٠٠۴ ٧٫ ۴۶۶ ٢٩٫ ٨٩۶ ϕ

در که همان�طور می�دهد. نشان باشد ثابت ϕ که حالتی برای را برازش�شده مدل نتایج ،۵.۴ جدول

بتن سختی بر نیز آب تبیینی متغیر و هستند معنی�دار تبیینی متغیرهای همه می�کنید، مشاهده جدول این

است. میکروسیلیس متغیر به مربوط بتن سختی میانگین بر تاثیر بیشترین طرفی، از دارد. معکوس تاثیر

نمایش ٣.۴ شکل در نتیجه که کرد، رسم را مدل شناسایی نمودارهای می�توان نیز زیر دستورات اجرای با

است. شده داده

gy_logit <- betareg(stre ~ sand + water + silicafume + cement,
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بتن مقاومت داده�های برای لوجیت پیوند تابع با بتا رگرسیونی مدل شناسایی نمودارهای :٣.۴ شکل



٧٠ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

data = measure)

plot(gy_logit, which = 1, type = "pearson")

plot(gy_logit, which = 2, type = "pearson")

plot(gy_logit, which = 4, type = "pearson")

plot(gy_logit, which = 5, type = "deviance", sub.caption = "")

plot(gy_logit, which = 4, type = "deviance", sub.caption = "")

plot(gy_logit, which = 1, type = "deviance", sub.caption = "")

پرت بقیه به نسبت ٢١ام مشاهده داده�ها این در می�کنید، مشاهده ٣.۴ شکل در که همان�طور

کنیم حذف را آن گرفتیم تصمیم بنابراین، نیست. مناسب نیز برازش�شده مدل کیفیت و می�شود محسوب

٢١ام مشاهده حذف از پس را نمودارها این ۴.۴ شکل کردیم. رسم دوباره را مدل شناسایی نمودارهای و

می�باشد. تایید مورد برازش�شده، مدل نیکویی که می�کنید ملاحظه می�دهد. نشان

متغیر دقت پارامتر

به دادیم. برازش داده�ها روی بر باشد، تبیینی متغیرهای از تابعی ϕ که زمانی را مدل حالت، این در

که گشتیم تبیینی متغیرهای دنبال به اکتشافی تحلیل یک از استفاده با ابتدا مدل، دقیق تعیین منظور

همه از µ پارامتر برای باشند. داشته حضور می�توانند ϕ و µ پارامترهای به مربوط خطی پیشگوی در

متغیر جعبه�ای نمودارهای از ،ϕ در حضور برای ممکن نامزدهای تعیین برای کردیم. استفاده متغیرها

همه برای را نمودارها این ،٨.۴ تا ۵.۴ شکل�های بردیم. بهره تبیینی متغیرهای از دسته�هایی در پاسخ

در پاسخ متغیر تغییرات که می�کنید مشاهده شکل�ها، این به توجه با می�دهند. نمایش تبیینی متغیرهای

در تغییرات این اما هستند. متفاوت و نبوده اندازه یک به آب و سیمان ماسه، متغیرهای از دسته�هایی

مربوط خطی پیشگوی بنابراین، است. مانده باقی یکسان تقریبا میکروسیلیس متغیر مختلف دسته�های

دارد. اولیه نامزدهای به�عنوان را سیمان و آب ماسه، تبیینی متغیرهای ،ϕ به
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٢١ام مشاهده حذف از پس لوجیت، پیوند تابع با بتا رگرسیونی مدل شناسایی نمودارهای :۴.۴ شکل
بتن مقاومت داده�های برای



٧٢ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴
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٧۴ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

ماسه و آب سیمان، متغیرهای از تابعی ،ϕ که زمانی را نهایی مدل داده�شده، توضیحات به توجه با

برای را آن�ها معنی�داری و استاندارد خطای همچنین و پارامترها برآورد ۶.۴ جدول دادیم. برازش باشد،

صورت به بتن مقاومت داده�های برای نهایی مدل بنابراین، می�دهد. نشان نهایی مدل

logit(µi) = x′iβ, log(ϕi) = z′iθ, (۴.۴)

آن در که می�باشد،

xi = (١ ماسه، آب، سیمان، ,(میکروسیلیس، zi = (١ ماسه، آب، ,(سیمان،

β = (β٠, β١, β٢, β٣, β۴), θ = (θ٠, θ١, θ٢, θ٣).

متغیرهای از تابعی ϕ که حالتی برای بتن ساخت داده�های از استفاده با برآوردشده پارامتر�های :۶.۴ جدول
است تبیینی

-مقدار p استاندارد خطای والد آماره برآورد پارامتر ضرایب
< ٠٫ ٠٠١ ١٫ ١٠٩ −٩٫ ٩٨٩ −١١٫ ٠٨ β٠ مبدا از عرض
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ ٩٫ ٢۴٨ ٠٫ ٠٠٧ β١ ماسه
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ −۵٫ ٢۶۴ −٠٫ ٠٠۵ β٢ آب
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ ٩٫ ۶۶١ ٠٫ ٠١۵ β٣ میکروسیلیس
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠١ ١٣٫ ۴۴۶ ٠٫ ٠١٢ β۴ سیمان
< ٠٫ ٠٠١ ٣٫ ١٧٨۴ −٣٫ ۴٢۶ −١٠٫ ٨٨٩ θ٠ مبدا از عرض
٠٫ ٠١٨ ٠٫ ٠٠٢ ٢٫ ٣۴۶ ٠٫ ٠٠۶ θ١ ماسه
٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠۵ ٢٫ ٧۶٨ ٠٫ ٠١۶ θ٢ آب
< ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠٣ ۵٫ ٢٧۵ ٠٫ ٠١٨ θ٣ سیمان

گفت: می�توان ۶.۴ جدول نتایج به توجه با

هستند. معنی�دار ضرایب همه (١

دارد. معکوس تاثیر بتن سختی بر آب تبیینی متغیر تنها (٢

است. میکروسیلیس متغیر به مربوط بتن سختی میانگین بر تاثیر بیشترین (٣



٧۵ تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری .٣.۴

میزان متغیرها سطح افزایش با ،ϕ به مربوط خطی پیشگوی در حاضر تبیینی متغیرهای همه برای (۴

می�شود. بیشتر مدل دقت

تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ٣.۴

تغییر (٠,١) فاصله در پیوسته به�طور که پاسخ�هایی برای مناسب رگرسیونی مدل یک پایان�نامه، این در

آن با درصدها و نسبت�ها نرخ�ها، مدل�بندی هنگام متخصصان که است وضعیتی این شد. ارایه می�کنند،

می�کند. پیروی بتا توزیع از پاسخ متغیر که است آن داده�ها، نوع این برای اساسی پذیره می�شوند. مواجه

است، انعطاف�پذیر بسیار واحد فاصله در داده�ها مدل�بندی برای بتا توزیع است، معروف که همان�طور

می�کند. تولید را متفاوتی منحنی�های متفاوت، شکل پارامتر�های با بتا چگالی تابع زیرا

هر (در مدل پارامترهای برآوردگرهای مجانبی ویژگی�های که دادند نشان انجام�شده شبیه�سازی�های

استفاده قابل نیز متوسط و کوچک نمونه�های برای حتی باشد) متغیر یا ثابت دقت پارامتر که حالتی دو

هستند.

مدل�های دنیای از تا می�سازد قادر را ما می�شود، مدل�بندی نیز دقت پارامتر که حالتی به مدل تعمیم

یک ویژگی�های سایر برای را رگرسیونی مدل�های و شویم خارج توزیع، میانگین حسب بر رگرسیونی

است. توجه جالب خود سهم به تعمیم این دهیم. تعمیم توزیع

موجب R در betareg بسته کمک به آن ساده اجرای کنار در بتا رگرسیونی مدل بالای انعطاف

پاولینو به می�توان مثال، به�عنوان کنند. استفاده مدل این از زیادی افراد اخیر سال�های در تا است شده

،(٢٠٠٨) همکاران و اسپینهیرا ،(٢٠٠٧) همکاران و کلی ،(٢٠٠۶) ورکویین و اسمیتسون ،(٢٠٠١)

گارسیا و (٢٠٠٣) مک�کالا و کیسچنیک ،(٢٠٠٢) باکلی ،(٢٠٠٩) همکارن و والیس ،(٢٠٠٨) هان

کرد: اشاره (٢٠١١) همکاران و

آینده عنوان به زیر موضوعات به می�توان پایان�نامه، این در شبیه�سازی و نظری مطالب به توجه با

کرد. اشاره تحقیق



٧۶ R با آن برازش و بتا رگرسیونی مدل کاربرد .۴

هستند. مشاهدات بین استقلال پذیره بر متکی شدند، معرفی پایان�نامه این در که مدل�هایی (١

طولی داده�های زمانی، سری داده�های مانند دارد، وجود وابستگی داده�ها بین که زمانی بنابراین

شود. لحاظ وابستگی این تا داد تعمیم طوری را معرفی�شده مدل�های باید فضایی، داده�های و

این برای می�توانند (٢٠٠١ همکاران، و (سیرل (GLMM) تعمیم�یافته١١ خطی آمیخته مدل�های

باشند. مناسبی انتخاب تعمیم

به�صورت مدل، دقت پارامتر و میانگین برای پیشگوها پایان�نامه، این در معرفی�شده مدل�های در (٢

با رابطه واقعی شکل مختلفی کاربردهای در شدند. گرفته نظر در تبیینی متغیرهای از خطی توابعی

،(٢٠١٠ همکاران، و (سیماس غیرخطی مدل�های مثال، به�عنوان نیست. خطی تبیینی متغیرهای

همکاران، و (راپرت نیمه�پارامتری مدل�های و (٢٠٠٠ سیلورمن، و (گرین ناپارامتری مدل�های

این در معرفی�شده بتای رگرسیون مدل�های می�توان باشند. داشته بهتری عملکرد می�توانند (١٩٩٠

داد. تعمیم حالت�ها این برای را پایان�نامه

تحلیل است. درست�نمایی بر مبتنی استنباط، برای پایان�نامه، این در استفاده مورد رهیافت (٣

پیشنهاد دو هر طرفی، از باشد. توجه جالب می�تواند نیز بیزی دیدگاه در بتا رگرسیونی مدل�های

داد. قرار بررسی مورد می�توان بیزی دیدگاه از را (٢ و (١

١١Generalized Linear Mixed Models



آ� پیوست

و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای
پایان�نامه مثال�های استنباط�های

با سوم، و دوم فصل دو مثال�های از برخی نتایج بازتولید برای نیاز مورد دستورهای پیوست، این در

شده�اند. گزارش ،R نرم�افزار از استفاده

می�باشند: زیر به�صورت ١.٢ شکل تولید برای مربوط دستورات (١

(آ): حالت برای

f=function(x,a,b){

dbeta(x,a,b)

}

curve(f(x,0.25,4.75),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,12),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,1.25,3.75),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,12),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

٧٧



٧٨ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

par(new=T)

curve(f(x,2.5,2.5),c(0,1),col="blue",xlim=c(0,1),ylim=c(0,12),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,3.75,1.25),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,12),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,4.75,0.25),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,12),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

(ب): حالت برای

curve(f(x,0.75,14.25),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,1.5,13.5),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,3.75,11.25),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,7.5,7.5),c(0,1),col="blue",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main='',

xlab=' ',ylab=' ')



٧٩

par(new=T)

curve(f(x,11.25,3.75),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main='',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,13.5,1.5),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main='',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,14.25,0.75),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main='',

xlab=' ',ylab=' ')

(ج): حالت برای

curve(f(x,2.5,47.5),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,5,45),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,12.5,37.5),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,25,25),c(0,1),col="blue",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')



٨٠ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

par(new=T)

curve(f(x,37.5,12.5),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,45,5),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,47.5,2.5),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,15),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

(د) حالت برای و

curve(f(x,5,95),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,10,90),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,25,75),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,50,50),c(0,1),col="blue",xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')



٨١

par(new=T)

curve(f(x,75,25),c(0,1),col="green",xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,90,10),c(0,1),col="red",xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

par(new=T)

curve(f(x,95,5),c(0,1),xlim=c(0,1),ylim=c(0,20),main=' ',

xlab=' ',ylab=' ')

دوم: فصل اول شبیه�سازی مثال نتایج استخراج برای مربوط دستورات (٢

########## Loding Required Pakages

library(Formula)

library(betareg)

########## Some initial real values

n = 50

beta=c(1,2)

phi=1.5

########## Generating data

gen.data = function(beta,X){

eta = X%*%beta

mu = exp(eta)/(1+exp(eta))



٨٢ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

alpha = mu*phi

gamma = (1-mu)*phi

y = rbeta(n,alpha,gamma)

data = data.frame(y,X)

index = which(data$y==1)

data = data[-index,]

return(data)

}

########## Fitting beta regression model

M=1000

param = matrix (NA, nrow = M, ncol = 3)

betareg.fitting = function(n,M,beta,phi){

for (j in 1:M){

x1 = rep(1,length(n))

x2 = rnorm(n)

X = cbind(x1,x2)

data = gen.data(beta,X)

try({

fit = betareg(y ~ x2, data = data, start = c(1, 2, 1.5))

param[j,] = as.vector(unlist(fit$coefficients))

})

}



٨٣

return(param)

}

sim = betareg.fitting(n,M,beta,phi)

estimate = apply(sim, 2, function(x) mean(x, na.rm = TRUE))

estimate

############## Computing MSE

beta1=c(1,2,phi)

Mse=numeric(3)

for (k in 1:3){

mse=function(x) mean((x-beta1[k])^2)

Mse[k]=mse(sim[,k])

}

############## Computing bias

b1=estimate[1]-1

b2=estimate[2]-2

b3=estimate[3]-1.5

سوم: فصل شبیه�سازی مثال نتایج استخراج برای لازم دستورات (٣

########## Some initial real values

n = 400

beta=c(-1,.75,1.5)

theta=c(2,-1,0.5)



٨۴ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

##########Generating data

gen.data2 = function(beta,theta,X,Z){

eta1 = X%*%beta

mu = exp(eta1)/(1+exp(eta1))

eta2 = Z%*%theta

phi = exp(eta2)

alpha = mu*phi

gamma = (1-mu)*phi

y = rbeta(n,alpha,gamma)

data = data.frame(y,X,Z)

return(data)

}

########## Fitting beta regression model with random precision

M=500

param = matrix (NA, nrow = M, ncol = 6)

betareg.fitting = function(n,M,beta,theta){

for (j in 1:M){

x1 = rep(1,length(n))

x2 = rnorm(n)

x3 = rbinom(n,1,0.6)

X = cbind(x1,x2,x3)

z1 = rep(1,length(n))



٨۵

z2 = rbinom(n,1,0.5)

z3 = rnorm(n,1,2)

Z= cbind(z1,z2,z3)

data = gen.data2(beta,theta,X,Z)

try({

fit = betareg(y ~ x2 + x3| z2 +z3, data = data, link.phi= "log",

hessian = TRUE,start = c(-1, 0.75, 1.5, 2, -1, 0.5))

param[j,] = as.vector(unlist(fit$coefficients))

})

}

return(param)

}

sim = betareg.fitting(n,M,beta,theta)

q=which(is.na(sim[1:500,])==T)

sim=sim[-q,]

estimate = apply(sim, 2, function(x) mean(x, na.rm = TRUE))

estimate

Es=estimate

############## Computing MSE

beta1=c(-1, 0.75, 1.5, 2, -1, 0.5)

Mse=numeric(6)

for (k in 1:6){



٨۶ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

mse=function(x) mean((x-beta1[k])^2)

Mse[k]=mse(sim[,k])

}

Mse

############## Computing bias

b1=Es[1]+1

b2=Es[2]-0.75

b3=Es[3]-1.5

t1=Es[4]-2

t2=Es[5]+1

t3=Es[6]-0.5

############### Computing density-plot

plot(density(f1),main="",xlab="",ylab="")

title("beta0",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=-1)

plot(density(f2),main="",xlab="",ylab="")

title("beta1",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=0.75)

plot(density(f3),main="",xlab="",ylab="")

title("beta2",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=1.5)

plot(density(f4),main="",xlab="",ylab="")



٨٧

title("theta0",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=2)

plot(density(f5),main="",xlab="",ylab="")

title("theta1",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=-1)

plot(density(f6),main="",xlab="",ylab="")

title("theta2",cex.main =3, font.main= 1, col.main= "blue")

abline(v=0.5)

############### Computing variances

var1=mean((sim[,1]-mean(sim[,1]))^2)

var2=mean((sim[,2]-mean(sim[,2]))^2)

var3=mean((sim[,3]-mean(sim[,3]))^2)

var4=mean((sim[,4]-mean(sim[,4]))^2)

var5=mean((sim[,5]-mean(sim[,5]))^2)

var6=mean((sim[,6]-mean(sim[,6]))^2)

###########################################

f1=(sim[,1]-mean(sim[,1]))/sqrt(var1)

f2=(sim[,2]-mean(sim[,2]))/sqrt(var2)

f3=(sim[,3]-mean(sim[,3]))/sqrt(var3)

f4=(sim[,4]-mean(sim[,4]))/sqrt(var4)

f5=(sim[,5]-mean(sim[,5]))/sqrt(var5)

f6=(sim[,6]-mean(sim[,6]))/sqrt(var6)



٨٨ پایان�نامه مثال�های استنباط�های و نتایج بازتولید برای لازم دستورهای آ�.

d=seq(-4,4,0.01)

par(mfrow=c(3,2))

############### Computing qq-plot

qqnorm(f1,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f1, col = 2)

title("beta0",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")

qqnorm(f2,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f2, col = 2)

title("beta1",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")

qqnorm(f3,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f3, col = 2)

title("beta2",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")

qqnorm(f4,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f4, col = 2)

title("teta0",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")

qqnorm(f5,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f5, col = 2)

title("teta1",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")

qqnorm(f6,main="",xlab="",ylab=""); qqline(f6, col = 2)

title("teta2",cex.main = 3, font.main= 1, col.main= "blue")
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Abstract
In the most applications, researchers are imterested in finding out a rela-

tion between a response and some covariates. For such aim, a regression model
is usually implemented. In many practical situation, the response variable is
continuous and restricted to the interval (0,1); e.g. proportions, rates and
percentages. For examples: in econometrics, peaple are interested in finding
out the relation between growth rate, unemployment rate, and GDP percent-
age with several other economic variables. To modeling such responses, the
common models are logistic and probit regressions. However, the proportions
and rates are usually concentrated in a specific subinterval. In other words,
such responses are skewed. Therefore, the logistic and probit models are not
appropriate for modeling these responses. Regarding to these constraints, the
appropriate and efficient model for this kind of data is the novel and beta
regression model. In this thesis, we first define the proposed model and then
estimate the parameters by maximum likelihood approach. We establish the
asymptotic properties of the extracted estimators as well. The efficiency of
beta regression model and its asymptotic properties are explored by a few
simulation studies. Finally, we apply the proposed model to analyze two ex-
amples; first example is on gas percent output from crude oil, and the second



is on concrete resistivity.
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