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تبدیلات ، مجانب پایداری حالت، پس�خورد ماتریس تاخیر، با دوبعدی سیستم�های کلیدی: واژگان
. جزی شور تجزیه ، جزی مقادیرویژه تخصیص ، تشابه

یده چ
گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری و زمان بهینه کنترل جهت جدید روش پایان�نامه، این در
�پذیرد. م صورت مرحله دو در روش این است. شده ارایه حالت متغیر در زمان تاخیر با راسر مدل زمان
تبدیل زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم به افزوده بردار تعریف با تاخیری سیستم اول مرحله در
تبدیل برداری همدم به�فرم آمده به�دست سیستم ، مقدمات تشابه تبدیلات از استفاده با سپس، �شود. م
�کنیم. م محاسبه �برد م صفر به را بسته حلقه سیستم مقادیرویژه همه که F حالت ماتریسپس�خورد شده،
داخل آن ویژه مقادیر تمام است لازم گسسته سیستم�های پایداری برای ه این به توجه با دوم، مرحله در
گسسته دوبعدی خط سیستم�های برای را جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله گیرد، قرار واحد دایره
قرار پایداری ناحیه در که را باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر از دسته آن و �بریم م به�کار تاخیری زمان
از استفاده با مساله، حل برای شود. پایدار سیستم تا �کنیم م زین جای دلخواه ویژه مقادیر با ندارند
با سپس �کنیم. م تجزیه �تری کوچ ماتریس�های به بوده بزرگ که را Ā ماتریس ، جزی شور تجزیه
اختصاص سیستم به را موردنظر طیف ، خط کنترل سیستم�های در تشابه تبدیلات روش به�کارگیری
دوبعدی سیستم Ā باز حلقه ماتریس ه این به توجه با �شود. م پایدار سیستم ترتیب بدین �دهیم. م
�تری کوچ ماتریس�های به را آن جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل با و بوده بزرگ شده توصیف
ارایه روش مزیت �پذیرد، م صورت کوچ بعد با ماتریس برای تنها تخصیص سپس و �کنیم م تجزیه

دارد. نیاز کمتری محاسبات به تشابه تبدیلات روش به نسبت شده
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اری... پاس
آراست. عقل زیور را آدم خود، �کران ب لطف با که را یم ح خداوندگار سپاس

احسن حجت دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد �دری ب زحمات از �دانم م خود وظیفه� آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� �های راهنمای بدون قطعاً که کنم قدردان و ر تش صمیمانه ، طهران
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ، مهربان و مهر خداوندگاران دستان بر �زنم م بوسه پایان، در �رسید. نم
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از �کنم م ر تش و را مقدس�شان وجود �کنم م ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

یی ۱۳۹۲ها ۲۵آ



پایان از ج قالات ت
تاخیر با راسر دوبعدی سیستم�های زمان بهینه ”کنترل ،(١٣٩٢) ح، . طهران احسن و ف . انجیل .١

مشهد. ،١٣-١٣١۴ ایران،ص ریاض کنفرانس چهارمین و چهل حالت”، بردار در

2. Enjili. F, Ahsani Tehrani. H, (2013), ”Partial eigenvalues assignment problem of

discrete-time linear state-delays systems”, The 10th Seminar on Differential Equa-

tions and Dynamic Systems, pp 266-269, University of Mazandaran, Babolsar, Iran.



فهرستمطالب

١ لیستتصاویر

٢ پیش�نیازها و مقدمه ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات مفاهیم و تعاریف ٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ١.٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای ٢.٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط کنترل سیستم ٣.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط ماتریس نامساوی�های ۴.٢.١

١١ دوبعدی سیستم�های معرف ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . گسسته دوبعدی خط سیستم�های حالت فضای مدل�های ١.٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسر مدل ١.١.٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کل مدل ٢.١.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فورناسا-مارکسین مدل ٣.١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر با دوبعدی سیستم�های ٢.٢
١۴ . . . . . زمان تاخیر با گسسته دوبعدی سیستم�های حالت فضای مدل�های ١.٢.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . فورناسا-مارکسین و کل راسر، مدل�های بین ارتباط ٣.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبعدی سیستم�های مهندس کاربرد ۴.٢

١٨ راسر مدل توسط توصیفشده دوبعدی سیستم�هایخط پایداری ٣
١٨ . . . . . . . . . . راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط ١.٣

چ



ح مطالب فهرست

٢۶ تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�هایخط مجانب پایداری ۴
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت بعدی ی سیستم�های ١.۴
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت دوبعدی سیستم�های ١.١.۴
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری ٢.۴
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر با دوبعدی راسر مدل ١.٢.۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر با دوبعدی کل مدل ٢.٢.۴
٣٧ . . . . . . . . . . تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های حالت پس�خورد پایداری ٣.۴
٣٩ . . . . . . . . . تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری شرایط ١.٣.۴

توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش ۵
۴۴ راسر مدل
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان تاخیر بدون راسر فرم طراح ١.۵
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ر کرون ناورداهای ٢.۵
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابه تبدیلات ٣.۵
۵٢ . . . . . . . . . . . تشابه تبدیلات از استفاده با اشلون استاندارد فرم آوردن به�دست ۴.۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه برداری همدم فرم ۵.۵
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست ۶.۵

۶۶ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه تخصیصمقادیر مساله حل ۶
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله ١.۶
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S حالت پس�خورد ماتریس محاسبه ٢.۶
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . جزی مقدارویژه تخصیص مساله جواب تای ی و وجود ٣.۶

٧٩ پیشنهادات و نظرات نتیجه�گیری، ٧
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ١.٧
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نظرات ٢.٧

٨١ کامپیوتری برنامه�های آ�
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . تشابه تبدیلات روش به مربوط برنامه�نویس آ�.١.٠
٨۶ . . . . . . . جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله روش به مربوط نویس برنامه آ�.٢.٠

٩٣ مراج



خ مطالب فهرست

٩۵ لیس ان به فارس واژه�نامه

٩٨ فارس به لیس ان واژه�نامه



د مطالب فهرست



لیستتصاویر

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورودی اول مولفه به مربوط نمودار ١.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورودی دوم مولفه به مربوط نمودار ٢.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار اول مولفه به مربوط نمودار ٣.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار دوم مولفه به مربوط نمودار ۴.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار سوم مولفه به مربوط نمودار ۵.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار چهارم مولفه به مربوط نمودار ۶.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار پنجم مولفه به مربوط نمودار ٧.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار ششم مولفه به مربوط نمودار ٨.۵

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورودی اول مولفه به مربوط نمودار ١.۶
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورودی دوم مولفه به مربوط نمودار ٢.۶
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار اول مولفه به مربوط نمودار ٣.۶
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار دوم مولفه به مربوط نمودار ۴.۶
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار سوم مولفه به مربوط نمودار ۵.۶
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار چهارم مولفه به مربوط نمودار ۶.۶
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار پنجم مولفه به مربوط نمودار ٧.۶
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بردار ششم مولفه به مربوط نمودار ٨.۶

١



فصل١

پیش�نیازها و مقدمه

مقدمه ١.١

مدل و راسر مدل دوبعدی، سیستم�های زمینه در مختلف محققین فعالیت�های از خلاصه�ای بخش، این در
بیان مختصر به�صورت را پایان�نامه این فصل�های از خلاصه�ای همچنین و تاخیر با دوبعدی سیستم�های کل

�کنیم. م
زیرمجموعه�های مهم�ترین از ی که را مثبت دوبعدی سیستم�های پایداری [٢] آلفیدی٢ و ١ آیترم
پایداری گرفتند نتیجه قضایای از استفاده با آنها دادند. قرار بررس مورد �باشند، م دوبعدی سیستم�های

�باشد. م نظیرش بعدی ی سیستم�های مجانب پایداری هم�ارز مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب
بررس داد نشان او داد. قرار بررس مورد را تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های کاکزورک[١٩]
حالت بردارهای روش از استفاده با تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های کل مدل و راسر مدل پایداری
لین٣، . شود تبدیل تاخیر بدون مثبت بعدی ی خط سیستم�های مجانب پایداری بررس به �تواند م افزوده
چندگانه حالت تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری [٢١] ارانش هم و لام۵ ،۴ وس گال
این پایداری برای را شرایط خط ماتریس نامساوی�های از استفاده با آنها دادند. قرار بررس مورد را
دادند. ارایه راسر به�فرم مناسب تبدیل با اما فورناسا-مارکسین مدل برای را خود نتای و کردند بیان سیستم�ها
بیان توضیحات تاخیر با بعدی ی سیستم�های و تاخیر با دوبعدی سیستم�های بین ارتباط درمورد همچنین

١Ait Rami
٢Alfidi
٣Lin
۴Galkowski
۵Lam

٢



٣ مقدمه .١.١

مورد خط ماتریس نامساوی�های از استفاده با را تاخیر با بعدی ی سیستم�های پایداری سپس کردند،
دادند. قرار بررس

مورد را زمان تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم�های حالت پس�خورد پایداری [٣] ارانش هم و بنزوآ۶
استفاده با شده توصیف سیستم پایداری بررس که رسیدند نتیجه این به آنها دادند. قرار پژوهش و تحقیق
با پیوسته دوبعدی سیستم�های پایداری برای کاف شرایط لذا �باشد م دشوار مشخصه چندجمله�ای شرط از

دادند. ارایه کردند بیان خط ماتریس نامساوی به�صورت که تاخیر
به اول، فصل : �شود م ارایه زیر به�صورت پایان�نامه این فصل�های از خلاصه�ای بخش، این مباحث ادامه در
مورد بعد فصول در که تعاریف بیان به همچنین و تاخیر با دوبعدی سیستم�های از مختصری تاریخچه بیان
دوبعدی سیستم�های برای که مدل�های انواع دوم، فصل در . �شود م داده اختصاص �گیرند م قرار استفاده
مدل بهترین که شد خواهد معرف شده�اند ارایه مختلف افراد توسط تاخیر با دوبعدی سیستم�های همچنین و
جبرخط روش�های از استفاده با ابتدا سوم، فصل در �باشد. م راسر مدل دوبعدی، سیستم�های توصیف برای
راسر مدل زمان گسسته دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری برای شرایط شده آورده قضایا در که
پایداری با مشابه رفتاری دوبعدی سیستم هر مجانب پایداری شد خواهد داده نشان همچنین �شود، م بیان
حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای نتیجه در �باشد. م دارا را هم�ارزش بعدی ی سیستم مجانب
سپس کرده، محاسبه را هم�ارزش بعدی ی سیستم حالت پس�خورد ماتریس �توان م دوبعدی سیستم ی در
به را آمده به�دست حالت پس�خورد ماتریس هستند، مساله مفروضات جزو که ماتریس�های اندازه به توجه با

����������� کرد. ی تف مولفه دو
با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری برای کاف و لازم شرایط ابتدا چهارم، فصل در
خواهد داده نشان هم�چنین �شود. م داده شرح کل و مارکسین - فورناسا راسر، مدل�های توسط زمان تاخیر
مجانب پایداری بررس به �تواند م تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری بررس شد
سیستم�های مجانب پایداری سپس شود. تبدیل هم�ارزش، تاخیر بدون مثبت بعدی ی خط سیستم�های
داده قرار بررس مورد خط ماتریس نامساوی�های شرایط از استفاده با تاخیر با زمان پیوسته دوبعدی خط

�شود. م
با راسر مدل زمان گسسته دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری و کنترل�پذیری پنجم، فصل در
دوبعدی سیستم راسر مدل منظور بدین �شود. م داده قرار تحقیق و بررس مورد حالت متغیر در زمان تاخیر
زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم به عمودی و افق افزوده حالت بردارهای روش با زمان تاخیر با
پایداری با مشابه رفتاری کل حالت در دوبعدی سیستم هر مجانب پایداری که ویژگ این از و �شود م تبدیل
سیستم�های مجانب پایداری �گیریم م نتیجه و کرده استفاده �باشد م دارا را هم�ارزش بعدی ی سیستم مجانب
نهایت در �باشد. م نظیرش بعدی ی سیستم�های مجانب پایداری هم�ارز زمان تاخیر با گسسته دوبعدی
صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام که حالت پس��خورد ماتریس ، تشابه تبدیلات از استفاده با

۶Benzaouia
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�کنیم. م محاسبه �برد م
مدل زمان گسسته دوبعدی خط سیستم�های برای جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله ششم، فصل در
تشابه تبدیلات و جزی شور تجزیه روش از استفاده با منظور بدین �شود. م داده شرح زمان تاخیر با راسر

�پردازیم. م مساله حل به خط کنترل سیستم�های در

مقدمات مفاهیم تعاریفو ٢.١

ماتریس ١.٢.١

داریم: A ماتریس برای را زیر تعاریف یرید ب نظر در ثابت درایه�های با ماتریس ی را A مربع ماتریس

زیر به�صورت An×n ماتریس مشخصه معادله یا مشخصه چندجمله�ای مشخصه: معادله .١.١ تعریف
�شود: م تعریف

p(z) = det[Iz −A] = (z − z١)(z − z٢) · · · (z − zn)

A ماتریس ویژه مقادیر det[Iz − A] = ٠ معادله zn, · · · , z٢, z١ ریشه�های مقدارویژه: .٢.١ تعریف
گویند. A طیف را آنها مجموعه و �شود م خوانده

فقط (یا راست بردارویژه ی x ناصفر بردار باشد n× n ماتریس ی Aاگر ویژه: بردار تعریف٣.١.
یا و باشد. x از مضرب Ax هرگاه است A بردارویژه) ی

∀z, Ax = zx

ماتریس چپ ویژه بردار را yTA = zyT توسط شده ارایه y بردار �شود. م نامیده ویژه جفت ی (z, x) زوج
�گویند. م A

.A = At گاه هر گویند متقارن را An×n ماتریس : ماتریسمتقارن تعریف١.۴.

�باشد. م ٣ مرتبه از متقارن ماتریس ی زیر ماتریس .١.١ مثال

A =


١١ ١٢ −٢۴

١٢ −۵۴ ۶٨

−٢۴ ۶٨ ٣٨


ناصفر بردار هر برای گاه هر گویند مثبت معین را A متقارن ماتریس مثبت: ماتریسمعین تعریف١.۵.

باشیم: داشته X
∀X ∈ Rn, XTAX > ٠
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گویند. نامنف معین را A ، XtAX ⩾ ٠ که صورت در

است. مثبت معین ماتریس ی زیر ماتریس .٢.١ مثال

A =


٢ ٢ ١

٢ ۵ ١

١ ١ ٢


زیرا

[
x١ x٢ x٣

]
A


x١

x٢

x٣

 =
[
x١ x٢ x٣

]
٢ ٢ ١

٢ ۵ ١

١ ١ ٢



x١

x٢

x٣


= ٢x٢

١ + ۵x٢
٢ + ٢x٢

٣ + ۴x١x٢ + ٢x١x٣ + ٢x٢x٣

= ٢x٢
١ + ۵x٢

٢ + ٢x٢
٣ + ۴x١x٢ + ٢x١x٣ + ٢x٢x٣, (X ̸= ٠).

(١.١)

باشیم: داشته X ناصفر بردار برای گاه هر گویند منف معین را A متقارن ماتریس تعریف١.۶.
∀X ∈ Rn, XTAX < ٠

آن قطر بالای عناصر گاه هر گویند مثلث پایین را A مرب ماتریس : مثلث پایین ماتریس .٧.١ تعریف
ر دی �بیان به باشد. صفر

aij = ٠, i < j .

آن رتبه را A ماتریس خط مستقل ستون�های یا سطرها تعداد حداکثر ماتریس: ی رتبه .٨.١ تعریف
اه آن باشد m× n ماتریس ی A اگر �دهند. م نشان rank(A) با و نامیده ماتریس

rank(A) ⩽ min(m,n)

چون وارون�پذیری ماتریس گاه هر نامند متشابه را B و A ماتریس�های ماتریس�هایمتشابه: تعریف٩.١.
.B = P−١AP که به�طوری باشد موجود P

نامیده طیف شعاع قدرمطلق نظر ماتریسAاز ویژه مقدار بزرگ�ترین ماتریس: شعاعطیف تعریف١٠.١.
�شود. م

به�صورت A ماتریس اثر یا رد باشد aij درایه�های با n × n ماتریس A اگر ماتریس: رد تعریف١١.١.
�شود: م تعریف زیر

tr(A) = a١١ + a٢٢ + · · ·+ ann =

n∑
i=١

aii .
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برداری فضای ٢.٢.١

از V مجموعه ی از است عبارت F میدان روی V برداری فضای ی برداری: فضای تعریف١٢.١.
V از y و x عضو دو هر به به�ترتیب که الر اس ضرب و جم عمل دو با همراه �شوند م نامیده بردار که اشیا
نسبت را ax ∈ V منحصربه�فرد عضو x ∈ V و a ∈ F عضو هر �ازای به و V از x + y منحصربه�فرد عضو

باشد. بسته الر اس ضرب و جم عمل به نسبت به�عبارت یا �دهند، م

V زیرفضای ی F میدان روی V برداری فضای از W زیرمجموعه برداری: زیرفضای تعریف١٣.١.
میدان روی برداری فضای ی ، V روی شده تعریف الر اس ضرب و جم اعمال با W هرگاه �شود م نامیده

باشد. F

به νTi νj = ٠ اگر است متعامد Rn در {ν١, . . . , νm} بردارهای مجموعه متعامد: ا ی .١۴.١ تعریف
امتعامد ی که زیرفضا ی برای پایه ی هستند. متعامد ا ی آن�ها آن�گاه ، i هر ازای به νTi νi = ١ اگر علاوه

�شود. م نامیده زیرفضا برای متعامد ا ی پایه ی باشد نیز

به�صورت که S⊥ زیرفضای اه آن باشد، Rm زیرفضای ی S کنید فرض متعامد: متمم تعریف١.١۵.

S⊥ = {y ∈ Rm | yTx = ٠, x ∈ S بردارهای همه ازای ,{به

�شود. م نامیده S متعامد متمم �شود م تعریف

ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناه زیرمجموعه ی S و برداری فضای ی V کنیم فرض تعریف١.١۶.
الرهای اس و un, . . . , u١ مانند S بردارهای از متناه تعداد اگر گوییم S اعضای از خط ترکیب ی را

�که به�طوری باشند داشته وجود an, . . . , a١

ν = a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun.

مجموعه اه آن باشد، F میدان روی V برداری فضای از ناته زیرمجموعه ی S کنید فرض .١.١ قضیه
است. V زیرفضای ی S اعضای از خط ترکیبات تمام

باشد، V برداری فضای از ناته زیرمجموعه S فرضکنید :Sتوسط زیرفضایتولیدشده تعریف١٧.١.
�شود. م نامیده S توسط شده تولید زیرفضای S اعضای از خط ترکیبات تمام شامل زیرفضای

متناه تعداد هرگاه گوییم خط وابسته را V فضای از S زیرمجموعه : خط وابسته .١٨.١ تعریف
باشند داشته وجود نیستند صفر هم که F در an, . . . , a١ الرهای اس و S در un, . . . , u١ بردارهای از

�که به�طوری
a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun = ٠.

�اند. خط وابسته S اعضای که �گوییم م �صورت این در همچنین
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گویند. مستقلخط نباشد خط وابسته که را S مجموعه ی

برای پایه ی را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای ی V کنید فرض پایه: تعریف١٩.١.
�کند. م تولید را V که باشد V خط مستقل زیرمجموعه ی S گاه هر گوییم V

را V پایه ی بردارهای تعداد باشد متناه بعد با برداری فضای ی V کنید فرض بعد: تعریف٢٠.١.
�دهند. م نشان dim V با و نامیده V فضای بعد

است. شده گردآوری [۵] و [١] مراج از و(٢.٢.١) �(١.٢.١) زیربخش�های تعاریف

کنترلخط سیستم ٣.٢.١

به�فرم دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای با �توان م را سیستم هر بعدی[١٣]: ی سیستم تعریف٢١.١.
داد: نمایش زیر

ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] (٢.١)

m ستون بردار ی u(t) و حالت �بردار به موسوم حقیق بعدی n ستون بردار ی x(t) زمان، متغیر t که
حالت معادله را فوق دیفرانسیل معادله است. حقیق تابع f و کنترل متغیر یا ورودی به�بردار موسوم بعدی
u(t) ،x(t) به زیر به�صورت و �کند م تغییر زمان با که بعدی r بردار ی y(t) کنید فرض �نامند. م سیستم

است: وابسته t و

y(t) = g[x(t), u(t), t] (٣.١)

به �گویند. م سیستم خروج معادله را جبری معادله این و �شود م نامیده سیستم خروج بردار y(t) که
گرفته نظر در خط را g و f تواب پایان�نامه این در �گویند. م سیستم معادلات (٣.١) و (٢.١) معادلات

�کنیم: م تعریف زیر به�فرم را سیستم بر حاکم دیفرانسیل معادلات و

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۴.١)

y(t) = Cx(t) +Du(t). (۵.١)

حالت این در که هستند ثابت حقیق ماتریس�های D ∈ Rr×m و C ∈ Rr×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n

.[١٣] �نامند م زمان ناوردای را سیستم

حالت بردار سیستم�ها از بعض برای مواردی در :[١۴] زمان گسسته سیستم�هایخط تعریف٢٢.١.
حالت تغییر ه بل نیستند اندازه�گیری و محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی بردار یا و x یعن
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معادلات صورت این در �گیرد. م صورت (i = ٠, ١, ٢, · · · ) ti مانند خاص زمان نقاط در فقط سیستم
�شوند: م تعریف زیر زمان گسسته به�فرم سیستم

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i), (۶.١)

y(i) = Cx(i) +Du(i). (٧.١)

کاملا را (١٣.۴) و (٨.۴) معادلات با شده توصیف سیستم :[١۴] کنترل�پذیری .٢٣.١ تعریف
t٠ لحظه در اولیه حالت بردار نام به x(t٠) دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند کنترل�پذیر
مبدا را تعادل حالت �که صورت در رساند. tv لحظه در تعادل حالت نام به x(v) مانند ری دی دلخواه بردار به

نمود: بیان زیر به�صورت را سیستم کنترل�پذیری تعریف �توان م یریم ب نظر در مختصات
داد. انتقال صفر تعادل �حالت به گام�ها از متناه تعداد در بتوان را x(٠) اولیه حالت هر اگر

زیر به�صورت را کنترل�پذیری ماتریس (١.۴) حالت معادله با شده توصیف سیستم برای .٢۴.١ تعریف
�کنند: م تعریف

Q =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
(٨.١)

تنها و اگر است کنترل�پذیر (١٣.۴) و (٨.۴) معادلات با شده توصیف خط سیستم [١۴] .٢.١ قضیه
.rank(Q) = n ر دی به�عبارت کند. تولید را Rn فضای کنترل�پذیری ماتریس ستون�های اگر

زیر به�صورت را u(i) ورودی، حالت پس�خورد با زمان بهینه کنترل برای کنترل: قانون تعریف١.٢۵.
�کنیم: م تعریف

u(i) = Fx(i), i = ٠, ١, · · · (٩.١)

�شود. م حالتنامیده ماتریسپس�خورد و است زمان ثابت درایه�های با حقیق ماتریس Fm×n آن در که
داشت: خواهیم سیستم حالت معادله در کنترل قانون ذاری جای با

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i)

x(i+ ١) = Ax(i) +BFx(i) = (A+BF )x(i)

x(i+ ١) = Γx(i)

(١٠.١)

�نامند. م سیستم باز حلقه ویژه مقادیر را آن مقادیر�ویژه و سیستم ٧ باز حلقه ماتریس را A ماتریس
سیستم بسته حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته٨ حلقه ماتریس را Γ = A + BF ماتریس

�نامند. م
٧Open-loop
٨Closed-loop
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پایداری را ẋ(t) = f [x(t), ٠, t] سیستم xe تعادل حالت :[١۴] لیاپانوف پایداری .٢۶.١ تعریف
δ(s) از شده آغاز مسیرهای که به�قسم باشد موجود δ(s) ی ،s(ε)هر �ازای به گاه هر �گوییم م لیاپانوف

نشود. خارج s(ε) از ∞ سمت به t کردن میل با

پایدار ẋ(t) = f [x(t), ٠, t] حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه :[١۴] پایداریمجانب تعریف٢٧.١.
اگر: است ٩ مجانب

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

رابطه t → ∞ برای ∥ x(t٠)−xe ∥< ρ(t٠) �ازای به که باشد موجود ρ(t٠) ی t٠ مقادیر کلیه برای ب)
باشد: برقرار زیر

∥ x(t٠)− xe ∥→ ٠

ẋ(t) = f [x(t), ٠, t] حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه سراسری[١۴]: پایداری .٢٨.١ تعریف
اگر: گویند ١٠ سراسری پایداری

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

باشیم: داشته t٠ هر و x(t٠) هر برای ب)
lim
t→∞

∥ x(t)− xe ∥= ٠

کلیه اگر تنها و اگر است مجانب پایدار ẋ(t) = Ax(t) زمان ناوردای خط سیستم [١۴] .٣.١ قضیه
باشد. داشته منف اکیدا حقیق قسمت�های A ویژه مقادیر

خط ماتریس نامساوی�های ۴.٢.١

پیش سال ١٠٠ از به�بیش دینامی سیستم�های تحلیل و تجزیه در ١١ خط ماتریس نامساوی�های تاری
در آنچه معرف را خود اصل کار لیاپانوف که زمان �شود م آغاز ١٨٩٠ سال حدود در داستان �گردد. برم
اگر است پایدار ẋ = Ax(t) دیفرانسیل معادله داد نشان او کرد. منتشر �نامیم م لیاپانوف نظریه حاضر حال

که: به�طوری باشد داشته وجود P مثبت معین ماتریس ی اگر تنها و

ATP + PA < ٠ (١١.١)
٩Asymptotically stable

١٠Global stable
١١Linear matrix inequalities
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نامیده P روی لیاپانوف نامساوی ی اکنون که چیزی همان باشد ATP + PA < ٠ و P > ٠ است لازم
.[١۶] است خط ماتریس نامساوی�های از خاص ل ش ی که �شود م

است: زیر به�فرم عبارت خط ماتریس نامساوی ی : [١۶] خط نامساوی�هایماتریس تعریف٢٩.١.

F (x) = F٠ + x١F١ + · · ·+ xnFn < ٠ (١٢.١)

که

است. تصمیم متغیرهای �نام به حقیق عدد n از بردار ی x = (x١, · · · , xn) •

هستند. حقیق متقارن ماتریس�های F٠, · · · , Fn •

است. منف معین �معن به (١٢.١) عبارت در < ٠ نامساوی •

(١٢.١) عبارت ویژه مقادیر تمام هستند حقیق ، حقیق متقارن ماتریس ی ویژه مقادیر تمام که آنجا از
.λmax(F (x)) < ٠ هم�ارز به�طور یا هستند منف

:[١۶] از عبارتند ماتریس نامساوی�های خواص از برخ

به منجر �توانند م مختلف خط ماتریس نامساوی�های یعن نیستند تا ی خط ماتریس نامساوی�های .١
همان تحت خط ماتریس نامساوی�های جواب مجموعه مثال به�عنوان شوند. جواب مجموعه ی

است. Aثابت B

C D

 > ٠ ⇐⇒

I ٠

٠ I

A B

C D

I ٠

٠ I

 > ٠ ⇐⇒

A B

C D

 > ٠.

شوند. داده نمایش خط ماتریس نامساوی ی به�صورت �تواند م خط ماتریس نامساوی چند .٢

F١ < ٠, F٢ < ٠, · · · , Fk < ٠

اگر فقط و اگر

F (x) =


F١(x) ٠ · · · ٠

٠ F٢(x) ٠ ٠
... ٠ . . . ...
٠ · · · ٠ Fk(x)

 < ٠ .

اگر یعن است. محدب F (x) < ٠ خط ماتریس نامساوی حل از δ := {x | F (x) < ٠} مجموعه .٣
اه آن α ∈ (٠, ١) و x١, x٢ ∈ δ

F (αx١ + (١ − α)x٢) = αF (x١) + (١ − α)F (x٢) < ٠ .



فصل٢

دوبعدی سیستم�های معرف

�شوند: م تقسیم دسته سه به ١ دوبعدی سیتم�های

گسسته)، مستقل متغیر دو (شامل گسسته دوبعدی خط سیستم�های .١

پیوسته)، مستقل متغیر دو (شامل پیوسته دوبعدی خط سیستم�های .٢

مستقل متغیر ی و گسسته مستقل متغیر ی (شامل گسسته-پیوسته دوبعدی خط سیستم�های .٣
پیوسته).

تحلیل و پردازش بالا، راندمان جمله از گرفته�اند قرار توجه مورد زیادی به�دلایل دوبعدی خط سیستم�های
بسیاری به�وضوح همچنین انعطاف�پذیری. بالای قابلیت ، غیر�خط رهای عمل اجرای قابلیت داده�ها، بهتر

�باشند. م دوبعدی ساختار دارای فیزی فرایندهای از

دوبعدیگسسته فضایحالتسیستم�هایخط مدل�های ١.٢

�شوند. م توصیف زیر به�صورت�های دوبعدی سیستم�های برای شده استفاده مدل�های از بعض

راسر مدل ١.١.٢

:[١۵] �شود م تعریف زیر به�صورت گسسته سیستم�های برای دوبعدی ٢ راسر مدل

١Two- dimensional (2D)
٢Roesser model

١١



١٢ دوبعدی سیستم�های معرف .٢

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

xh(i, j)
xv(i, j)

+

B١

B٢

u(i, j), (١.٢)

y(i, j) =
[
C١ C٢

]xh(i, j)
xv(i, j)

+Du(i, j). (٢.٢)

توصیف را حالت بردار عمودی و افق مولفه�های به�ترتیب که هستند صحیح مقادیر i, j ⩾ ٠ آن در که
بردار u(i, j) ∈ Rm و عمودی حالت بردار xv(i, j) ∈ Rn٢ ، افق حالت بردار xh(i, j) ∈ Rn١ و �کنند م
با حقیق ماتریس�های D,C٢, C١, B٢, B١ و A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ و خروج بردار y(i, j) ∈ Rl ورودی،
�شود: م بیان زیر به�صورت (٢.٢) و (١.٢) شده توصیف سیستم برای مرزی شرایط هستند. مناسب ابعاد

xh(i, ٠), xv(٠, j) i, j = ٠, ١, ٢, · · · (٣.٢)

�گیریم: م نظر در زیر به�صورت را راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم از نمونه�ای .١.٢ مثال

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =



٣ −٢
... ٨

٠ ۴
... ١

· · · · · ·
... · · ·

−۴ ۶
... −٣


xh(i, j)
xv(i, j)

+


−٢

۶

· · ·

٠

u(i, j).

A٢٢ و ١ × ٢ ماتریس ی A٢١ ،٢ × ١ ماتریس ی A١٢ ،٢ × ٢ ماتریس ی A١١ ماتریس مثال این در
١×١ ماتریس ی و ١×٢ ابعاد با ماتریس�های به�ترتیب B٢ و B١ همچنین �باشد. م ٢×٢ ماتریس ی

�باشند. م

کل مدل ٢.١.٢

:[١٩] �شود م تعریف زیر به�صورت گسسته سیستم�های برای دوبعدی ٣ کل مدل

x(i+ ١, j + ١) = A٠x(i, j) +A١x(i+ ١, j) +A٢x(i, j + ١)

+B٠u(i, j) +B١u(i+ ١, j) +B٢u(i, j + ١),
(۴.٢)

y(i, j) = Cx(i, j) +Du(i, j). (۵.٢)
٣General model



١٣ گسسته دوبعدی خط سیستم�های حالت فضای مدل�های .١.٢

(i, j) نقطه در خروج و ورودی حالت، بردارهای y(i, j) ∈ Rp و u(i, j) ∈ Rm ،x(i, j) ∈ Rn آن در که
مرزی شرایط .D ∈ Rp×m ،C ∈ Rp×n و k = ٠, ١, ٢, · · · برای Bk ∈ Rn×m ،Ak ∈ Rn×n و هستند

�باشد: م زیر به�فرم (۵.٢) و (۴.٢) معادلات برای

x(i, ٠) ∈ Rn, x(٠, j) ∈ Rn i, j ∈ Z+ (۶.٢)

فورناسا-مارکسین مدل ٣.١.٢

:[٨] �شود م تعریف زیر معادلات توسط (FF −MM) اول نوع ۴ مارکسین فورناساـ مدل

x(i+ ١, j + ١) = A٠x(i, j) +A١x(i+ ١, j) +A٢x(i, j + ١) +Bu(i, j), (٧.٢)

y(i, j) = Cx(i, j) +Du(i, j). (٨.٢)

توصیف را حالت بردار عمودی و افق مولفه�های به�ترتیب که هستند صحیح مقادیر i, j آن در که
خروج بردار y(i, j) ∈ Rl ورودی، بردار u(i, j) ∈ Rm ان، م حالت بردار x(i, j) ∈ Rn �کنند. م
و (٧.٢) معادلات برای مرزی شرایط هستند. مناسب ابعاد با حقیق ماتریسهای C,B,A٢, A١, A٠ و

�شود: م داده زیر به�صورت (٨.٢)

x(i, ٠) ∈ Rn, x(٠, j) ∈ Rn i, j ∈ Z+ (٩.٢)

�شود: م بیان زیر معادلات توسط (FM −MM) دوم نوع فورناسا-مارکسین مدل

x(i+ ١, j + ١) = A١x(i+ ١, j) +A٢x(i, j + ١) +B١u(i+ ١, j) +B٢u(i, j + ١), (١٠.٢)

y(i, j) = Cx(i, j) +Du(i, j). (١١.٢)

توصیف را حالت بردار عمودی و افق مولفه�های به�ترتیب که هستند صحیح مقادیر i, j آن در که
خروج بردار y(i, j) ∈ Rl ورودی، بردار u(i, j) ∈ Rm ان، م حالت بردار x(i, j) ∈ Rn �کنند. م
و (١٠.٢) معادلات برای مرزی شرایط هستند. مناسب ابعاد با حقیق ماتریسهای C,B,A٢, A١, A٠ و

�شود: م داده زیر به�صورت (١١.٢)

x(i, ٠) ∈ Rn, x(٠, j) ∈ Rn i, j ∈ Z+ (١٢.٢)
۴Fornasini-Marchesini



١۴ دوبعدی سیستم�های معرف .٢

تاخیر با دوبعدی سیستم�های ٢.٢

�ها خروج سیستم و ورودی�ها سیستم بین مسیر در دینامی سیستم�های از بسیاری در معمولا زمان تاخیر
شامل: �شود گرفته نظر در �تواند م زمان تاخیر آن در که مهندس کاربردهای مثال، �عنوان به �دهد. م رخ
�منظور به سیستم مدل�های که است ضروری این �باشد. م تاخیر محاسبه و تاخیر انتقال تاخیر، اندازه�گیری
�گیرند: م قرار دسته سه در تاخیر با دوبعدی خط سیستم�های شود. داده شرح سیستم پویای درست پیش�بین

این که افتاده تاخیر به متفاوت یا سان ی مقدارهای با حالت�ها آنها در که است سیستم�های شامل اول: دسته
�شود. م نامیده حالت تاخیر سیستم�های نوع،

این که افتاده تاخیر به متفاوت یا سان ی مقدارهای با ورودی�ها آنها در که است سیستم�های شامل دوم: دسته
�شود. م نامیده ورودی تاخیر سیستم�های نوع،

است. افتاده تاخیر به سان ی مقدارهای با حالت�ها و ورودی�ها آنها در که است سیستم�های شامل سوم: دسته

�دهیم. م قرار بررس مورد را حالت بردار در زمان تاخیر با زمان گسسته خط های سیستم پایان�نامه این در

زمان تاخیر با گسسته دوبعدی فضایحالتسیستم�های مدل�های ١.٢.٢

راسر مدل

:[١٩] �شود م تعریف زیر به�فرم حالت در تاخیر q با گسسته دوبعدی سیستم�های راسر مدل

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

q∑
k=٠

Ak

xh(i− k, j)

xv(i, j − k)

+

B١

B٢

u(i, j) (١٣.٢)

بردار u(i, j) ∈ Rm عمودی، و افق حالت بردارهای به�ترتیب xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ که
و B٢ ∈ Rn٢×m ،B١ ∈ Rn١×m �باشد. م (i, j) نقطه در ورودی

Ak =

Ak
١١ Ak

١٢

Ak
٢١ Ak

٢٢

 , k = ٠, ١, · · · , q

�باشد: م زیر به�صورت (١٣.٢) معادله برای مرزی شرایط

xh(i, ٠), xv(٠, j) i, j = ٠, ١, ٢, · · · (١۴.٢)



١۵ تاخیر با دوبعدی سیستم�های .٢.٢

:[٣] �شود م تعریف زیر به�صورت حالت تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم�های راسر مدل تعریف١.٢.
∂xh(t١,t٢)

∂t١
∂xv(t١,t٢)

∂t٢

 =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

xh(t١, t٢)

xv(t١, t٢)

+

A١١d A١٢d

A٢١d A٢٢d

xh(t١ − τ١, t٢)

xv(t١, t٢ − τ٢)


+

B١

B٢

u(t١, t٢)

(١۵.٢)

u(t١, t٢) ∈ Rm و عمودی حالت بردار xv(t١, t٢) ∈ Rn٢ ، افق حالت بردار xh(t١, t٢) ∈ Rn١ آن در که
Bi Aiidو ،Aii هستند. عمودی و افق تاخیرهای به�ترتیب τ٢ و τ١ �باشد. م ورودی یا کنترل بردار

�شود: م بیان زیر به�صورت مرزی شرایط هستند. مناسب ابعاد با حقیق ثابت ماتریس�های


xh(٠, t٢) = f(t٢), t٢ ∈ [−τ٢, ٠],

xv(t١, ٠) = g(t١), t١ ∈ [−τ١, ٠].
(١۶.٢)

تعریف با هستند. پیوسته تواب g و f که

x(t١, t٢) =

xh(t١, t٢)

xv(t١, t٢)

 , x(t١ − τ١, t٢ − τ٢) =

xh(t١ − τ١, t٢)

xv(t١, t٢ − τ٢)

 , ẋ(t١, t٢) =

∂xh(t١,t٢)
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢

 ,

A =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

 , Ad =

A١١d A١٢d

A٢١d A٢٢d

 , B =

B١

B٢

 .

(١٧.٢)

نوشت: زیر به�فرم �توان م را (١۵.٢) معادله

ẋ(t١, t٢) = Ax(t١, t٢) +Adx(t١ − τ١, t٢ − τ٢) +Bu(t١, t٢). (١٨.٢)

کل مدل

:[١٩] �شود م تعریف زیر به�صورت حالت در تاخیر q با گسسته دوبعدی سیستم�های کل مدل



١۶ دوبعدی سیستم�های معرف .٢

x(i+ ١, j + ١) =
q∑

k=٠

(
A٠

kx(i− k, j − k) +A١
kx(i+ ١ − k, j − k) +A٢

kx(i− k, j + ١ − k)

)
+B٠u(i, j) +B١u(i+ ١, j) +B٢u(i, j + ١),

(١٩.٢)

هستند. (i, j) نقطه در ورودی و حالت بردارهای u(i, j) ∈ Rm و x(i, j) ∈ Rn که

At
k ∈ Rn×n, k = ٠, ١, · · · , q

Bk ∈ Rn×m, k = ٠, ١, ٢

�باشد: م زیر به�صورت مرزی شرایط و

x(i, ٠) ∈ Rn, x(٠, j) ∈ Rn i, j ∈ Z+ . (٢٠.٢)

فورناسا-مارکسین و کل راسر، مدل�های بین ارتباط ٣.٢

مدل معادله این در B٠ = B و B١ = B٢ = ٠ ذاری جای با یرید ب نظر در را (۴.٢) دوبعدی کل مدل
معادله این در B٠ = ٠ و A٠ = ٠ ذاری جای با و �آید م به�دست اول نوع (FF −MM) فورناسا-مارکسین
فورناسا-مارکسین مدل گفت �توان م پس �آید. م به�دست (SF −MM) دوم نوع فورناسا-مارکسین مدل

�باشد. م کل مدل از خاص حالت

�توان م x(i, j) =

xh(i, j)
xv(i, j)

 حالت بردار تعریف با یرید ب نظر در را فورناسا-مارکسین مدل حال

نوشت: زیر به�صورت را (٢.٢) و (١.٢) معادلات

x(i+ ١, j + ١) =

 ٠ ٠

A٢١ A٢٢

x(i+ ١, j) +

A١١ A١٢

٠ ٠

x(i, j + ١)

+

 ٠

B٢

u(i+ ١, j) +

B١

٠

u(i, j + ١),

(٢١.٢)

y(i, j) =
[
C١ C٢

]
x(i, j) +Du(i, j). (٢٢.٢)



١٧ دوبعدی سیستم�های مهندس کاربرد .۴.٢

�ترین کل و بهترین به�عنوان راسر مدل است. فورناسا-مارکسین مدل از خاص حالت راسر مدل بنابراین
�کنیم. م انتخاب پایان�نامه این در خود کار مبنای به�عنوان را راسر مدل دلیل �همین به شده معرف مدل

دوبعدی سیستم�های مهندس کاربرد ۴.٢

که صاعقه مانند تری ال موج در مثلا �باشد م برق مهندس در دوبعدی سیستم�های کاربردهای از ی
نقطه سرعت موقعیت�های به نسبت صفحه ی در ربات حرکت همچنین است. ان م و زمان از تابع ولتاژ
دوبعدی سیستم�های کاربردهای از ر دی ی باشد. فوق مثال مصداق �تواند م انتهای نقطه شتاب و انتهای

�باشد. م ان م و زمان از تابع دما که برد نام را حرارت انتقال �توان م ، انی م مهندس در



فصل٣

دوبعدی سیستم�هایخط پایداری
راسر مدل توسط توصیفشده

دوبعدی خط سیستم�های پایداری برای شرایط ،[٢] ارانش هم و رم آیت مطالعات طبق فصل، این در
آورده قضایا در که جبرخط روش�های از استفاده با آنها شد. خواهد داده شرح راسر مدل زمان گسسته
سیستم مجانب پایداری با مشابه رفتاری کل حالت در دوبعدی سیستم هر مجانب پایداری دادند نشان شده
سیستم ی در حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای نتیجه در �باشد. م دارا را هم�ارزش بعدی ی
به توجه با سپس و کرده محاسبه را هم�ارزش بعدی ی سیستم حالت پس�خورد ماتریس �توان م دوبعدی،
مولفه دو به را آمده به�دست حالت پس�خورد ماتریس هستند، مساله مفروضات جزو که ماتریس�های اندازه

کرد. ی تف

راسر مدل توسط توصیفشده دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط ١.٣

:[١۵] یرید ب نظر در را زیر به�صورت گسسته سیستم�های برای دوبعدی راسر مدل

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

xh(i, j)
xv(i, j)

+

B١

B٢

u(i, j), (١.٣)

،B١ ∈ Rn١×m و A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ،A٢١ ∈ Rn٢×n١ ،A١٢ ∈ Rn١×n٢ ،A١١ ∈ Rn١×n١ آن در که
سیستم برای مرزی شرایط هستند. مناسب ابعاد با شده داده ثابت حقیق ماتریس�های B٢ ∈ Rn٢×m

�شود: م بیان زیر به�صورت (١.٣)

١٨



١٩ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط .١.٣


xh(٠, j) = xh٠(j), ∀j ∈ N,

xv(i, ٠) = xv٠(i), ∀i ∈ N.
(٢.٣)

برای اگر تنها و اگر �شود، م نامیده مثبت u(i, j) = ٠ صفر ورودی با (١.٣) سیستم .[٢] تعریف١.٣.
یعن هستند نامنف حالت�ها یریم ب نتیجه ، xv(i, j) ⩾ ٠ و xh(i, j) ⩾ ٠ شده داده نامنف مرزی شرط هر

.x(i, j) ⩾ ٠, ∀i, j ∈ N باشیم داشته

�شود: م بیان زیر به�صورت که داریم مثبت سیستم�های برای ری دی تعریف همچنین

همه اگر تنها و اگر است، مثبت سیستم ی u(i, j) = ٠ ورودی با (١.٣) سیستم .[١٨] .١.٣ گزاره

. (A ⩾ ٠) باشد نامنف A =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

 ماتریس مولفه�های

شود: مطرح زیر به�صورت �تواند م کل حالت در راسر مدل مجانب پایداری برای مهم شرط ی

A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ،A٢١ ∈ Rn٢×n١ ،A١٢ ∈ Rn١×n٢ ،A١١ ∈ Rn١×n١ کنید فرض .[٢] .١.٣ لم
پایدار u(i, j) = ٠ با (١.٣) شده توصیف دوبعدی سیستم باشند، شده داده ثابت حقیق ماتریس�های

باشند: برقرار زیر شرایط اگر تنها و اگر است مجانب


det

(In١ − z١A١١ −z١A١٢

−z٢A٢١ In٢ − z٢A٢٢

)
̸= ٠,

∀(z١, z٢) ∈ {(z١, z٢) :| z١ |⩽ ١, | z٢ |⩽ ١}.

(٣.٣)

حلقه سیستم که به�قسم است u(i, j) =
[
F١ F٢

]xh(i, j)
xv(i, j)

 حالت پس�خورد قانون بررس هدف

+xh(iبسته ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

A١١ +B١F١ A١٢ +B١F٢

A٢١ +B٢F١ A٢٢ +B٢F٢

xh(i, j)
xv(i, j)

 , (۴.٣)

شده توصیف خط دوبعدی سیستم برای اولیه پایداری نتای قسمت این در باشد. مجانب پایدار و مثبت
راسر مدل توسط

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

xh(i, j)
xv(i, j)

 , (۵.٣)



٢٠ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی خط سیستم�های پایداری .٣

مثبت) محدودیت�های (تحت (۵.٣) سیستم مجانب پایداری �دهیم م نشان حقیقت در �کنیم. م فراهم
است: زیر زمان گسسته بعدی ی سیستم مجانب پایداری هم�ارز

x(k + ١) =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

x(k). (۶.٣)

داریم: بعدی ی سیستم�های برای را زیر تعریف

x(٠) ⩾ ٠ شده داده نامنف اولیه شرط هر برای اگر �شود م نامیده مثبت (۶.٣) سیستم .[٢] تعریف٢.٣.
.x(i) ⩾ ٠, ∀i ∈ N شود: نتیجه

کرد. بیان �توان م زیر به�صورت را (۶.٣) سیستم مثبت که است بدیه

A := ماتریس مولفه�های همه اگر تنها و اگر است مثبت سیستم ی (۶.٣) سیستم .[٢] .٢.٣ گزاره

. (A ⩾ ٠) باشند نامنف

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢


�شود: م تعریف زیر به�صورت M ∈ Rn×n ماتریس از ρ(M) طیف شعاع �کنیم م یادآوری حال

ρ(M) = max

{
| λ١ |, · · · , | λn |

}
(٧.٣)

N = [nij ] مختلط ماتریس ی برای همچنین هستند. M ماتریس مقادیر�ویژه λn, · · · , λ١ آن در که
�دهیم. م نمایش | nij | مولفه�ای به�صورت را | N | حقیق ماتریس

| N |⩽ M که به�قسم باشد ماتریسمختلط Nی و ماتریسحقیق Mی فرضکنید .[١٢] لم٢.٣.
.ρ(N) ⩽ ρ(M) داشت خواهیم صورت این در

به�طور (یا باشند ثابت حقیق ماتریس�های A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ ماتریس�های کنید فرض .[١٠] .٣.٣ لم
هم�ارزند: زیر عبارات صورت این در باشد) مثبت (۶.٣) سیستم معادل

است. مجانب پایدار (۶.٣) توسط شده توصیف بعدی ی سیستم .١

ρ

(A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

)
< ١ .٢



٢١ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط .١.٣

که به�قسم دارد وجود d ∈ Rn١+n٢ بردار .٣

A١١ − In١ A١٢

A٢١ A٢٢ − In٢

 d < ٠, d > ٠. (٨.٣)

فرض (٣) شرط اثبات برای �شود. م نتیجه (١.٣) لم از استفاده با (٢) و (١) شرط اثبات برهان.
از شرایط دادن قرار و جم با اه آن باشد برقرار (x٠ ≥ ٠) نامنف اولیه شرط هر برای (١) شرط �کنیم م

�آوریم: م به�دست (۶.٣) سیستم

x(k)− x(٠) = (A− I)

k−١∑
i=٠

x(i) < ٠, (٩.٣)

(٩.٣) عبارت از حد گرفتن با اه آن �رود م صفر سمت به �کند م میل �نهایت ب سمت به k وقت x(k) چون
داریم:

− x(٠) = (A− I)

∞∑
i=٠

x(i) < ٠, (١٠.٣)

داریم: همچنین است نامنف x(٠) واق در

d =

∞∑
i=٠

x(i) > ٠. (١١.٣)

�آید. م به�دست (٣) شرط نتیجه در

از استفاده با دوبعدی سیستم مجانب پایداری برای کاف و لازم شرط خصوص در قضیه�ای �بیان به حال
�پردازیم. م (۵.٣) راسر مدل

A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ ماتریس�های هم�ارز به�طور یا مثبتاست (۵.٣) سیستم ه فرضاین با .[٢] قضیه١.٣.
هم�ارزند: زیر عبارات هستند نامنف

.١
det

(In١ − z١A١١ −z١A١٢

−z٢A٢١ In٢ − z٢A٢٢

)
̸= ٠,

∀(z١, z٢) ∈ {(z١, z٢) :| z١ |⩽ ١, | z٢ |⩽ ١}.

.٢

ρ

(A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

)
< ١



٢٢ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی خط سیستم�های پایداری .٣

است بدیه ،(١) شرط در z١ = z٢ = z دادن قرار با برهان.

| z |⩽ ١, det

(
I − z

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

)
̸= ٠, (١٢.٣)

که به�قسم باشند اختیاری مختلط عدد هر z٢ و z١ کنید فرض حال است. (٢) شرط هم�ارز واق در که
داشت: خواهیم به�وضوح صورت این در ،| z٢ |⩽ ١ و | z١ |⩽ ١

| z١A١١ | | z٢A١٢ |

| z١A٢١ | | z٢A٢٢ |

 ⩽

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

 , (١٣.٣)

�گیریم: م نتیجه را زیر رابطه (٢.٣) لم در شده داده طیف خواص از استفاده با

ρ

(z١A١١ z٢A١٢

z١A٢١ z٢A٢٢

)
⩽ ρ

(A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

)
< ١. (١۴.٣)

رابطه درست بر بالا نامساوی هستند ی مساوی یا کمتر قدرمطلق با اختیاری مختلط اعداد z٢ و z١ چون
است. کامل اثبات و دارد دلالت (١)

هم�ارزند: زیر عبارات .[٢] .١.٣ نتیجه

است. مجانب پایدار و مثبت (۵.٣) راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم .١

است. مجانب پایدار و مثبت (۶.٣) توسط شده توصیف بعدی ی سیستم .٢

که: به�قسم دارد وجود d ∈ Rn١+n٢ بردار و هستند نامنف A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ ماتریس�های .٣

A١١ − In١ A١٢

A٢١ A٢٢ − In٢

 d < ٠, d > ٠ . (١۵.٣)

که �شود م کامل صورت در اثبات و �شود م نتیجه (٣.٣) لم از استفاده با (٢) ⇐⇒ (٣) هم�ارزی برهان.
.(١) ⇐⇒ (٣) دهیم نشان

هستند. نامنف A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ که است واض (٢.٣) گزاره از استفاده با ابتدا (١) ⇐⇒ (٣)

هم�ارز (۵.٣) دوبعدی سیستم مجانب پایداری که است واض (١.٣) لم به توجه با حال



٢٣ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط .١.٣


det

(In١ − z١A١١ −z١A١٢

−z٢A٢١ In٢ − z٢A٢٢

)
̸= ٠,

∀(z١, z٢) ∈ {(z١, z٢) :| z١ |⩽ ١, | z٢ |⩽ ١}.

(١۶.٣)

لم از استفاده با سرانجام �باشد. م ρ
(A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

)
< ١ هم�ارز (١.٣) قضیه از استفاده با که است.

گزاره از استفاده با (١) ⇐⇒ (٣) دادن نشان برای س برع گرفت. نتیجه را (١۵.٣) شرط �توان م (٣.٣)
آورد. به�دست را دلخواه نتیجه �توان م (١.٣) لم سرانجام و (١.٣) قضیه و (٣.٣) لم سپس (٢.٣)

�گونه�ای به باید کنترل قانون این �پردازیم. م u(i, j) = F

xh(i, j)
xv(i, j)

 کنترل قانون �بررس به حال

را زیر راسر مدل بسته حلقه سیستم کند. فراهم را بسته حلقه سیستم مجانب پایداری و مثبت که شود طراح
کنید: مشاهده

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 = (A+BF )

xh(i, j)
xv(i, j)

 , (١٧.٣)


xh(٠, j) = xh٠(j), ∀j ∈ N,

xv(i, ٠) = xv٠(i), ∀i ∈ N.
(١٨.٣)

�باشد. م شده داده دلخواه حقیق ماتریس هر شامل B :=

B١

B٢

 و A :=

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

 آن در که

�پردازیم: م بخش این اصل نتیجه �بررس به حال

مجانب پایدار و مثبت ، نامنف مرزی اولیه شرط هر برای (١٧.٣) بسته حلقه راسر سیستم .[٢] .٢.٣ قضیه

باشند موجود y١, · · · , yn ∈ Rm و d =
[
d١ d٢ · · · dn

]T
∈ Rn بردار n + ١ اگر تنها و اگر است

که به�قسم
(A− In)d+B(

∑n
i=١ yi) < ٠,

d > ٠,

aijdj + biyj ≥ ٠, ١ ⩽ i, j ⩽ n.

(١٩.٣)



٢۴ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی خط سیستم�های پایداری .٣

حالت پس�خورد ماتریس سرانجام و n = n١ + n٢ و A = [aij ] ، BT =
[
bT١ · · · bTn

]
آن در که

�شود: م محاسبه زیر به�صورت F
F =

[
d−١

١ y١ · · · d−١
n yn

]
. (٢٠.٣)

ساخته ستون�های با را F =
[
f١, · · · , fn

]
ماتریس و باشد برقرار (١٩.٣) شرط �کنیم م فرض برهان.

که �بینیم م �راحت به ساختار این با حال �کنیم. م تعریف i = ١, · · · , n برای fi = d−١
i yi به�صورت شده

خواهیم i, j = ١, · · · , n برای (١٩.٣) شرط در اخیر نامساوی�های از است. نامنف ماتریس ی A+BF

داشت:

٠ ≤ (aijdj + biyj)d
−١
j = aij + bifj = (A+BF )ij , (٢١.٣)

روابط از استفاده با �پردازیم. م u(i, j) = F

xh(i, j)
xv(i, j)

 , کنترل قانون تحت مجانب پایداری بحث به حال

�گیریم: م نتیجه بالا

BFd = B(

n∑
i=١

yi), (٢٢.٣)

�گیریم: م نتیجه (١٩.٣) رابطه با رابطه این تلفیق با و

(A+BF − In)d < ٠. (٢٣.٣)

(١.٣) نتیجه از استفاده با بنابراین است نامنف ماتریس ی (A+BF ماتریس( و d > ٠ که آنجا از حال
مجانب پایدار و مثبت (١٧.٣) راسر مدل توسط شده توصیف بسته حلقه دوبعدی سیستم �گیریم م نتیجه

است. کامل اثبات بنابراین است.

معادلند: زیر عبارات .[٢] .٣.٣ قضیه

سیستم که به�قسم است موجود u(i, j) = F

xh(i, j)
xv(i, j)

 ≥ ٠ مثبت حالت پس�خورد قانون ی .١

است. مجانب پایدار و مثبت مرزی اولیه شرط هر برای (١٧.٣) راسر بسته حلقه

نامنف شور ماتریس ی A + BF و F > ٠ که به�قسم است موجود F ∈ Rm×n ماتریس ی .٢
.
(
ρ(A+BF ) < ١

)
است

است. شدن y١, . . . , yn ∈ Rm و d =
[
d١ d٢ · · · dn

]T
∈ Rn متغیرهای با زیر LP مساله .٣



٢۵ راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم�های پایداری شرایط .١.٣



(A− In)d+B(
∑n

i=١ yi) < ٠,

d > ٠,

yi ≥ ٠, ١ ⩽ i ⩽ n

aijdj + biyj ≥ ٠, ١ ⩽ i, j ⩽ n.

(٢۴.٣)

حالت پس�خورد ماتریس سرانجام .n = n١ + n٢ و BT =
[
bT١ · · · bTn

]
،A = [aij ] آن در که

�شود: م محاسبه زیر به�صورت F
F =

[
d−١

١ y١ . . . d−١
n yn

]
. (٢۵.٣)

�باشند. م بالا LP مساله از دلخواه شدن جواب هر yn, . . . , y١ و d آن در که



فصل۴

سیستم�هایخط مجانب پایداری
تاخیر با مثبت دوبعدی

دوبعدی خط سیستم�های پایداری برای کاف و لازم شرایط [١٩] کاکزورک مطالعات طبق فصل، این در
داد نشان او شد. خواهد داده شرح کل مدل و مارکسین - فورناسا مدل�های راسر، مدل توسط تاخیر با مثبت
خط سیستم�های پایداری بررس به �تواند م زمان تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس
پایداری [٣] ارانش هم و بنزوآ تحقیقات طبق همچنین شود. تبدیل هم�ارزش تاخیر بدون مثبت بعدی ی
قرار بررس مورد خط ماتریس نامساوی�های شرایط از استفاده با تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های
اثبات ١ کیاسوش لیاپونوف تاب از استفاده با هستند تاخیر مقدار از مستقل که شرایط این است. شده داده

�کنیم. م دنبال مثال�های از استفاده با را �ها بررس این نتیجه پایان در شده�اند.

مثبت بعدی ی سیستم�های ١.۴

یرید[١٩]: ب نظر در را گسسته-زمان خط سیستم�های

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i), i ∈ Z+

y(i) = Cx(i) +Du(i)
(١.۴)

،A ∈ Rn×n و هستند خروج و ورودی حالت، بردارهای y(i) ∈ Rp و u(i) ∈ Rm ،x(i) ∈ Rn که
مثبت (١.۴) سیستم �باشند. م شده داده حقیق ماتریس�های D ∈ Rp×m ،C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m

١Lyapunov- kyasovshii

٢۶



٢٧ مثبت بعدی ی سیستم�های .١.۴

.y(i) ∈ Rp
+ ،x(i) ∈ Rn

+ باشیم: داشته y(i) ∈ Rp
+, i ∈ Z+ هر و x٠ ∈ Rn

+ هر �ازای به اگر �شود م نامیده

اگر فقط و اگر است مثبت (١.۴) سیستم .[٢٠] و [١٨] .١.۴ قضیه
A ∈ Rn×n

+ , B ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m.

معادله از x(i) = Aix٠ حل اگر �شود م نامیده مجانب پایدار (١.۴) مثبت سیستم
x(i+ ١) = Ax(i), A ∈ Rn×n, i ∈ Z+ , (٢.۴)

کند: صدق زیر شرط در
lim
i→∞

x(i) = ٠, ∀x٠ ∈ Rn
+ . (٣.۴)

برقرار زیر شرایط از ی هر اگر فقط و اگر است مجانب پایدار (٢.۴) مثبت سیستم .[١٨] .٢.۴ قضیه
باشد:

ماتریس مشخصه چند�جمله�ای ضرایب همه .١
Â = A− In ,

pÂ(z) = det[Inz − Â] = zn + ân−١z
n−١ + · · ·+ â١z + â .

(۴.۴)

باشند. مثبت

ماتریس اصل مینورهای همه .٢

Ā = In −A =


ā١١ ā١٢ · · · ā١n

ā٢١ ā٢٢ · · · ā٢n
... ... . . . ...

ān١ ān٢ · · · ānn

 , (۵.۴)

: یعن باشند مثبت

∣∣∣ā١١

∣∣∣ > ٠,

∣∣∣∣∣∣ā١١ ā١٢

ā٢١ ā٢٢

∣∣∣∣∣∣ > ٠, . . . , detĀ > ٠ . (۶.۴)

A ماتریس قطری درایه ی حداقل اگر فقط و اگر است ناپایدار (٢.۴) مثبت سیستم .[١٨] .٣.۴ قضیه
.k ∈ ١, . . . , n از برخ برای akk > ١ : یعن باشد. بزرگتر ی از

x٠ = ek فرض با اه آن دهیم نشان ak٠ با را سطر kامین و a٠k با را A ماتریس ستون kامین اگر برهان.
داریم: (xki ) xi بردار مولفه kامین برای (٢.۴) معادله از



٢٨ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

xk١ = akk, x
k
٢ = a٢

kk, . . . , x
k
i = aikk . (٧.۴)

است. ناپایدار (٢.۴) سیستم و limi→∞ xki = ∞ اه آن akk > ١ اگر بنابراین

مثبت دوبعدی سیستم�های ١.١.۴

یرید: ب نظر در را دوبعدی خط سیستم�های کل مدل

x(i+ ١, j + ١) = A٠x(i, j) +A١x(i+ ١, j) +A٢x(i, j + ١)

+B٠u(i, j) +B١u(i+ ١, j) +B٢u(i, j + ١) ,
(٨.۴)

y(i, j) = Cx(i, j) +Du(i, j) , (٩.۴)

هستند (i, j) نقطه در خروج و ورودی حالت، بردارهای y(i, j) ∈ Rp ،u(i, j) ∈ Rm ،x(i, j) ∈ Rn که
و

C ∈ Rp×n, D ∈ Rp×m, Bk ∈ Rn×m, Ak ∈ Rn×n, k = ٠, ١, ٢ .

�باشد: م زیر به�فرم برای(۴.٨) مرزی �باشند.شرایط م شده داده حقیق ماتریس�های


x(i, ٠) ∈ Rn, i ∈ Z+,

x(٠, j) ∈ Rn, j ∈ Z+.

(١٠.۴)

x(٠, j) ∈ و x(i, ٠) ∈ Rn
+, i ∈ Z+ مرزی شرایط همه برای اگر �شود م نامیده مثبت (٨.۴) مدل

باشیم: داشته u(i, j) ∈ Rm
+ , i, j ∈ Z+ ورودی دنباله هر و Rn

+, j ∈ Z+

x(i, j) ∈ Rn
+, y(i, j) ∈ Rp

+, i, j ∈ Z+. (١١.۴)

اگر فقط و اگر است مثبت (٨.۴) کل مدل .[١٨] .۴.۴ قضیه

Ak ∈ Rn×n
+ , Bk ∈ Rn×m

+ , k = ٠, ١, ٢ ,

C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m.

(١٢.۴)

(FF −MM) اول نوع فورناسا-مارکسین مدل (٨.۴) در B٠ = B و B١ = B٢ = ٠ ذاری جای با
به�دست (SF − MM) دوم نوع فورناسا-مارکسین مدل (٨.۴) در B٠ = ٠ و A٠ = ٠ ذاری جای با و

�باشد: م زیر به�صورت دوبعدی خط سیستم�های راسر مدل �آید. م



٢٩ تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری .٢.۴

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

xh(i, j)
xv(i, j)

+

B١١

B٢٢

u(i, j), (١٣.۴)

y(i, j) =
[
C١ C٢

]xh(i, j)
xv(i, j)

+Du(i, j), i, j ∈ Z+. (١۴.۴)

u(i, j) ∈ Rm هستند. (i, j) نقطه در عمودی و افق حالت بردارهای xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ که
و هستند. خروج و ورودی بردارهای y(i, j) ∈ Rp و

B١١ ∈ Rn١×m, B٢٢ ∈ Rn٢×m, Akl ∈ Rnk×nl , k, l = ١, ٢ ,

C١ ∈ Rp×n١ , C٢ ∈ Rp×n٢ , D ∈ Rp×m.

�باشد: م زیر به�فرم (١٣.۴) برای مرزی شرایط
xh(٠, j) ∈ Rn١ , j ∈ Z+,

xv(i, ٠) ∈ Rn٢ , i ∈ Z+.

(١۵.۴)

اگر فقط و اگر است مثبت راسر مدل .۵.۴ قضیه

A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

 ∈ Rn×n
+ ,

B١١

B٢٢

 ∈ Rn×m
+ ,

[
C١ C٢

]
∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ , n = n١ + n٢ .

(١۶.۴)

تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری ٢.۴

تاخیر با دوبعدی راسر مدل ١.٢.۴

:[١٩] یرید ب نظر در را حالت در تاخیر q با (u(i, j) = ٠) خودکار مثبت دوبعدی راسر مدل

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

q∑
k=٠

Ak

xh(i− k, j)

xv(i, j − k)

 , i, j ∈ Z+ , (١٧.۴)

و هستند (i, j) نقطه در عمودی و افق حالت بردارهای xv(i, j) ∈ Rn٢
+ و xh(i, j) ∈ Rn١

+ که



٣٠ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

Ak =

Ak
١١ Ak

١٢

Ak
٢١ Ak

٢٢

 , k = ٠, ١, . . . , q . (١٨.۴)

بردارهای تعریف با

x̄h(i, j) =


xh(i, j)

xh(i− ١, j)
...

xh(i− q, j)

 , x̄v(i, j) =


xv(i, j)

xv(i, j − ١)
...

xv(i, j − q)

 , (١٩.۴)

نوشت: زیر به�صورت �توان م را تاخیر q با مثبت دوبعدی راسر مدل

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 = A

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

 , i, j ∈ R+ , (٢٠.۴)

�باشد: م زیر به�فرم A ماتریس آن در که

A =



A٠
١١ A١

١١ · · · Aq−١
١١ Aq

١١ A٠
١٢ A١

١٢ · · · Aq−١
١٢ Aq

١٢

In١ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ · · · In١ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

A٠
٢١ A١

٢١ · · · Aq−١
٢١ Aq

٢١ A٠
٢٢ A١

٢٢ · · · Aq−١
٢٢ Aq

٢٢

٠ ٠ · · · ٠ ٠ In٢ ٠ · · · ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · In٢ ٠



∈ RN×N , (٢١.۴)

و
N = (q + ١)(n١ + n٢). (٢٢.۴)

بعد با اما شود م تبدیل تاخیر بدون دوبعدی راسر �مدل به (١٧.۴) تاخیر q با دوبعدی راسر مدل بنابراین
بزرگ�تر.

اگر فقط و اگر است مثبت (١٧.۴) تاخیر q با راسر مدل .[١٩] .۶.۴ قضیه

Ak ∈ R(n١+n٢)+(n١+n٢)
+ , k = ٠, ١, . . . , q (٢٣.۴)



٣١ تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری .٢.۴

هم�ارز به�طور یا

A ∈ RN×N
+ , N = (q + ١)(n١ + n٢). (٢۴.۴)

اگر فقط و اگر است مجانب پایداری (١٧.۴) تاخیر q با دوبعدی سیستم راسر مدل .[١٩] .٧.۴ قضیه
بعدی ی سیستم

x(i+ ١) = Ax(i), i ∈ Z+ (٢۵.۴)

باشد. مجانب پایدار (٢١.۴) شده تعریف ماتریس با

یرید: ب نظر در زیر به�صورت را q = ١ برای خودکار مثبت دوبعدی سیستم راسر مدل .١.۴ مثال

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 = A٠

xh(i, j)
xv(i, j)

+A١

xh(i− ١, j)

xv(i, j − ١)

 , i, j ∈ Z+ (٢۶.۴)

�باشند: م زیر به�فرم A١ و A٠ ماتریس�های آن در که

A٠ =


٠٫ ١ ٠٫ ٢

... ٠

٠ ٠٫ ١
... ٠٫ ٣

· · · · · · · · · · · ·

٠ ٠
... ٠٫ ٢


, A١ =


٠٫ ٢ ٠٫ ١

... ٠٫ ٢

٠ ٠٫ ١
... ٠٫ ٢

· · · · · · · · · · · ·

٠ ٠
... ٠٫ ٢


(٢٧.۴)

برد به�کار �توان م را (٢.۴) قضیه از (٢) شرط تاخیر q = ١ با سیستم این مجانب پایداری بررس به�منظور
�آوریم: م به�دست زیر به�صورت را Ā ماتریس صورت این در

A =



٠٫ ١ ٠٫ ٢ ٠٫ ٢ ٠٫ ١
... ٠ ٠٫ ٢

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١
... ٠٫ ٣ ٠٫ ٢

١ ٠ ٠ ٠
... ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠
... ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ ٠ ٠
... ٠٫ ٢ ٠٫ ٢

٠ ٠ ٠ ٠
... ١ ٠



(٢٨.۴)



٣٢ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

Ā = In −A =


I٢ −A٠

١١ −A١
١١ −A٠

١٢ −A١
١٢

−I٢ I٢ ٠ ٠

−A٠
٢١ −A١

٢١ I١ −A٠
٢٢ A١

٢٢

٠ ٠ −I١ −I١



Ā =



٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ١ ٠ −٠٫ ٢

٠ ٠٫ ٩ ٠ −٠٫ ١ −٠٫ ٣ −٠٫ ٢

−١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ٨ −٠٫ ٢

٠ ٠ ٠ ٠ −١ ١



(٢٩.۴)

زیرا: است مثبت (٢٩.۴) ماتریس اصل مینورهای

M١ = ٠٫ ٩, M٢ =

∣∣∣∣∣∣٠٫ ٩ −٠٫ ٢

٠ ٠٫ ٩

∣∣∣∣∣∣ = ٠٫ ٨١, M٣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢

٠ ٠٫ ٩ ٠

−١ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ٠٫ ۶٣,

M۴ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ١

٠ ٠٫ ٩ ٠ −٠٫ ١

−١ ٠ ١ ٠

٠ −١ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ٠٫ ٧, M۵ = ٠٫ ٨M۴, M۶ = ٠٫ ۶M۴.

ماتریس�های با تاخیر q = ١ برای (٢۶.۴) راسر مدل و است مناسب (٢.۴) قضیه از (٢) شرط بنابراین
است. مجانب پایدار (٢٧.۴)

دوبعدی سیستم و داد گسترش زیر به�فرم مثبت دوبعدی راسر مدل برای �توان م را شرایط مشابه روش به
کرد. تبدیل تاخیر بدون دوبعدی �سیستم به را تاخیر با مثبت

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

q١∑
k=٠

q٢∑
l=٠

Akl

xh(i− k, j − l)

xv(i− k, j − l)

 , i, j ∈ Z+. (٣٠.۴)

و هستند (i, j) نقطه در عمودی و افق حالت بردارهای xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ آن در که



٣٣ تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری .٢.۴

.Akl ∈ R(n١+n٢)×(n١+n٢)

تاخیر با دوبعدی کل مدل ٢.٢.۴

:[١٩] یرید ب نظر در را تاخیر q با خودکار مثبت دوبعدی کل مدل

x(i+١, j+١) =
q∑

k=٠

(
A٠

kx(i−k, j−k)+A١
kx(i+١−k, j−k)+A٢

kx(i−k, j+١−k

)
, i, j ∈ Z+ (٣١.۴)

t = ٠, ١, ٢ و k = ٠, ١, . . . , q برای At
k ∈ Rn×n و است (i, j) نقطه در حالت بردار x(i, j) ∈ Rn

+ که
بردار تعریف با

x̄(i, j) =



x(i, j)

x(i− ١, j − ١)

x(i− ٢, j − ٢)
...

x(i− q, j − q)


∈ RN̄ , N̄ = (q + ١)n (٣٢.۴)

ماتریس�های و

Ā٠ =



A٠
٠ A٠

١ · · · A٠
q−١ A٠

q

In ٠ · · · ٠ ٠

٠ In · · · ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ · · · In ٠


, Ā١ =



A١
٠ A١

١ · · · A١
q−١ A١

q

٠ ٠ · · · ٠ ٠

٠ ٠ · · · ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ · · · ٠ ٠


,

Ā٢ =



A٢
٠ A٢

١ · · · A٢
q−١ A٢

q

٠ ٠ · · · ٠ ٠

٠ ٠ · · · ٠ ٠

· · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ · · · ٠ ٠



(٣٣.۴)

نوشت: زیر به�فرم را (٣١.۴) �توان م

x̄(i+ ١, j + ١) = Ā٠x̄(i, j) + Ā١x̄(i+ ١, j) + Ā٢x̄(i, j + ١), i, j ∈ Z+ (٣۴.۴)

�شود م تبدیل تاخیر بدون مثبت دوبعدی کل �مدل به (٣١.۴) تاخیر q با مثبت دوبعدی کل مدل بنابراین
بزرگتر. بعد با اما



٣۴ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

اگر فقط و اگر است مثبت (٣١.۴) تاخیر q با دوبعدی کل مدل .[١٩] .٨.۴ قضیه

At
k ∈ Rn×n

+ , k = ٠, ١, . . . , q, t = ٠, ١, ٢ (٣۵.۴)

هم�ارز به�طور یا
Āt ∈ RN̄×N̄

+ , t = ٠, ١, ٢. (٣۶.۴)

سیستم اگر فقط و اگر است مجانب پایدار (٣١.۴) تاخیر q با مثبت دوبعدی کل مدل .[١٩] .٩.۴ قضیه
مثبت بعدی ی

x(i+ ١) =

Ā١ + Ā٢ Ā٠

IN̄ ٠

x(i), i ∈ Z+ (٣٧.۴)

است. شده تعریف (٣٣.۴) توسط Āt, t = ٠, ١, ٢ ماتریس�های که باشد مجانب پایدار

پایدار (٣١.۴) تاخیر q با مثبت دوبعدی (Ā٠ = ٠) دوم نوع -مارکسین فورنانسین مدل .١.۴ نتیجه
مثبت بعدی ی سیستم اگر فقط و اگر است مجانب

x̄(i+ ١) = [Ā١ + Ā٢]x̄i, i ∈ Z+ (٣٨.۴)

باشد. مجانب پایدار

یرید: ب نظر در را زیر ماتریس�های با q = ١ برای (٣١.۴) مثبت کل مدل .٢.۴ مثال

A٠
٠ =

a ٠٫ ١

٠ ٠٫ ٢

 , A١
٠ =

٠٫ ١ ٠٫ ٢

٠ b

 , A٢
٠ =

٠ ٠

٠ ٠

 ,

A٠
١ =

٠ ٠

٠ ٠

 , A١
١ =

٠٫ ٢ ٠٫ ١

٠ ٠٫ ١

 , A٢
١ =

٠ ٠٫ ٢

٠ c

 .

(٣٩.۴)

ماتریس�های از استفاده با باشد. مجانب پایدار مثبت مدل که به�طوری است a, b, cضرایب مقادیر یافتن هدف
داریم: (٣٣.۴) در شده تعریف

Ā٠ =

A٠
٠ A٠

١

In ٠

 =


a ٠٫ ١ ٠ ٠

٠ ٠٫ ٢ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠

 , (۴٠.۴)



٣۵ تاخیر با مثبت دوبعدی سیستم�های مجانب پایداری .٢.۴

Ā١ =

A١
٠ A١

١

٠ ٠

 =


٠٫ ١ ٠٫ ٢ ٠٫ ٢ ٠٫ ١

٠ b ٠ ٠٫ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

 ,

Ā٢ =

A٢
٠ A٢

١

٠ ٠

 =


a ٠ ٠ ٠٫ ٢

٠ ٠ ٠ c

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

 .

(۴١.۴)

�شود. م استفاده (٩.۴) قضیه از سیستم پایداری تحلیل و تجزیه برای

I٢n −A =

I٢n − Ā١ − Ā٢ −Ā٠

−I٢n I٢n



=



٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ٣ −a −٠٫ ١ ٠ ٠

٠ ١ − b ٠ −(٠٫ ١ + c) ٠ −٠٫ ٢ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠ −١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١ ٠ ٠

−١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١



.

(٢.۴) قضیه از (٢) شرط از استفاده با و

M١ = ٠٫ ٩, M٢ =

∣∣∣∣∣∣٠٫ ٩ −٠٫ ٢

٠ ١ − b

∣∣∣∣∣∣ = ٠٫ ١)٩ − b) > ٠,



٣۶ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

M٣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢

٠ ١ − b ٠

٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ٠٫ ١)٩ − b) > ٠,

M۴ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ٣

٠ ١ − b ٠ −(٠٫ ١ + c)

٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ٠٫ ١)٩ − b) > ٠,

M۵ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ٣ −a

٠ ١ − b ٠ −(٠٫ ١ + c) ٠

٠ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠

−١ ٠ ٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (٠٫ ٧ − a)(١ − b) > ٠,

M۶ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٠٫ ٩ −٠٫ ٢ −٠٫ ٢ −٠٫ ٣ −a −٠٫ ١

٠ ١ − b ٠ −(٠٫ ١ + c) ٠ −٠٫ ٢

٠ ٠ ١ ٠ −١ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١

−١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠

٠ −١ ٠ ٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (٠٫ ٧ − a)[٠٫ ٧ − (b+ c)] > ٠,

M۶ = M٧ = M۶ .

اگر فقط و اگر است مجانب پایدار (۴١.۴) و (۴٠.۴) ماتریس�های با (٣١.۴) مثبت مدل بنابراین
٠ < a < ٠٫ ٧ , ٠ ⩽ b+ c < ٠٫ ٧ .



٣٧ تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های حالت پس�خورد پایداری .٣.۴

تاخیر با پیوسته دوبعدی حالتسیستم�هایخط پایداریپس�خورد ٣.۴

:[٣] یرید ب نظر در زیر به�صورت را تاخیر با پیوسته دوبعدی (t٢,t١)∂xhسیستم
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢

 = Ax(t١, t٢) +Aτx(t١ − τ١, t٢ − τ٢) +Bu(t١, t٢), (۴٢.۴)


xh(٠, t٢) = f(t٢), t٢ ∈ [−τ٢, ٠],

xh(t١, ٠) = g(t١), t١ ∈ [−τ١, ٠].
(۴٣.۴)

x(t١, t٢) =

xh(t١, t٢)

xv(t١, t٢)

 , x(t١ − τ١, t٢ − τ٢) =

xh(t١ − τ١, t٢)

xv(t١, t٢ − τ٢)

 , (۴۴.۴)

کنترل بردار u(t١, t٢) ∈ Rm عمودی، حالت بردار x(t١, t٢) ∈ Rn٢ ، افق حالت بردار xh(t١, t٢) ∈ Rn١

هستند: زیر به�صورت و ثابت حالت ماتریس�های و هستند شده داده مرزی شرایط g(t١) و f(t٢) و

A =

A١١ A١٢

A٢ A٢٢

 , Aτ =

Aτ١١ Aτ١٢

Aτ٢١ Aτ٢٢

 , B =

B١

B٢

 . (۴۵.۴)

�شود: م تعریف زیر به�صورت (۴٢.۴) سیستم پایداری برای حالت پس�خورد قانون

u(t١, t٢) =
[
F١ F٢

]xh(t١, t٢)

xv(t١, t٢)

 , (۴۶.۴)

یرید: ب نظر در را زیر تاخیر بدون دوبعدی خودکار سیستم است. حالت پس�خورد ماتریس
[
F١ F٢

]
که

∂xh(t١,t٢)
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢

 =

Ā١١ Ā١٢

Ā٢ Ā٢٢

x(t١, t٢), (۴٧.۴)

شرط �توان م ،(۴٧.۴) سیستم پایداری بررس برای است. شده تعریف (۴۴.۴) در x(t١, t٢) آن در که
نمود: استفاده �باشد م مشخصه چندجمله�ای براساس که را زیر

C(s١, s٢) ̸= ٠, ∀(s١, s٢) : Re(s١) ⩾ ٠, Re(s٢) ⩾ ٠, (۴٨.۴)

که

C(s١, s٢) = det

s١In١ −Ā١٢

−Ā٢١ s٢In٢ − Ā٢٢

 . (۴٩.۴)



٣٨ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

برای شد خواهد پیشنهاد بنابراین است. دشوار �شود م استفاده پایداری مساله برای عمل در که شرط این
شود. استفاده لیاپانوف ماتریس�های براساس پایداری بررس

قطری ماتریس ی اگر فقط و اگر است پایدار مجانب به�طور (۴٧.۴) دوبعدی سیستم [٩] .١٠.۴ قضیه
مثبت معین بلوک

P =

P١ ٠

٠ P٢

 , (۵٠.۴)

که به�طوری ،P٢ ∈ Rn٢×n٢ و P١ ∈ Rn١×n١ که باشد داشته وجود

Ā١١ Ā١٢

Ā٢ Ā٢٢

T

P + P

Ā١١ Ā١٢

Ā٢ Ā٢٢

 < ٠. (۵١.۴)

�کنیم: م بیان زیر به�صورت (۴٧.۴) سیستم برای لیاپانوف تاب صورت این در

V (x(t١, t٢)) = xT (t١, t٢)Px(t١, t٢). (۵٢.۴)

�کنیم: م تعریف را زیر تواب حال

V١(t١, t٢) = xhT (t١, t٢)P١x
h(t١, t٢), (۵٣.۴)

V٢(t١, t٢) = xvT (t١, t٢)P٢x
v(t١, t٢), (۵۴.۴)

نوشت: �توان م زیر به�صورت را لیاپانوف(۴.۵٢) تاب بنابراین

V (t١, t٢) = V١(t١, t٢) + V٢(t١, t٢). (۵۵.۴)

زیر به�����������������صورت (۵٢.۴) لیاپانوف تاب در را V (t١, t٢) جهته) سویه(ی ی مشتق .[٧] .١.۴ تعریف
�کنیم: م تعریف

V̇u(t١, t٢) =
∂V١(t١, t٢)

∂t١
+

∂V٢(t١, t٢)

∂t٢
. (۵۶.۴)

ی در V (t١, t٢) تاب مشتق از خاص حالت ی به�عنوان �تواند م سویه ی مشتق این که کنید توجه
شود. گرفته نظر در ر دی جهت از مستقل به�طور جهت،



٣٩ تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های حالت پس�خورد پایداری .٣.۴

منف معین (۵۶.۴) سویه ی مشتق اگر است مجانب پایدار (۴٧.۴) دوبعدی سیستم .[۴] .١.۴ لم
باشد.

نامساوی به�صورت که تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم�های پایداری برای کاف شرایط �زمینه، پیش این با
�شود. م نتیجه شده بیان خط ماتریس

تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم�هایخط پایداری شرایط ١.٣.۴

این است. شده اثبات کنترل عدم ت صور در (۴٢.۴) دوبعدی سیستم پایداری بررس برای شرط ی
دوبعدی سیستم اکنون است. شده داده خط ماتریس نامساوی به�صورت و ندارد بست تاخیر به�اندازه شرط

:[٣] �گیریم م نظر در زیر به�صورت تاخیر با خودکار پیوسته

∂xh(t١,t٢)
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢

 = Ax(t١, t٢) +Aτx(t١ − τ١, t٢ − τ٢), (۵٧.۴)


xh(٠, t٢) = f(t٢), t٢ ∈ [−τ٢, ٠],

xh(t١, ٠) = g(t١), t١ ∈ [−τ١, ٠],
(۵٨.۴)

شرط (۵٧.۴) سیستم پایداری بررس برای است. شده داده (۴۵.۴) توسط Aτ و A ماتریس�های که
است: زیر به�صورت آن مشخصه چندجمله�ای که گیرد قرار استفاده مورد �تواند م (۴٨.۴)

C(s١, s٢) = det

s١In١ −A١١ −Aτ١١e
−τ١s١ −A١٢ −Aτ١٢e

−τ٢s٢

−A٢١ −Aτ٢١e
−τ١s١ s٢In٢ −A٢٢ −Aτ٢٢e

−τ٢s٢

 . (۵٩.۴)

نابرابری تحت پایداری شرایط که است این ما هدف بنابراین است، دشوار خیل استفاده برای شرط این
پیشنهاد زیر کیاسوش لیاپانوف تاب کار این برای شود. حل آسان متلب نرم�افزار از استفاده با لیاپانوف

�شود: م
V (t١, t٢) = V١(t١, t٢) + V٢(t١, t٢), (۶٠.۴)

V١(t١, t٢) = xhT (t١, t٢)P١x
h(t١, t٢) +

∫ t١

t١−τ١

xhT (θ, t٢)Q١x
h(θ, t٢)dθ, (۶١.۴)

V٢(t١, t٢) = xvT (t١, t٢)P٢x
v(t١, t٢) +

∫ t٢

t٢−τ٢

xvT (t١, θ)Q٢x
v(t١, θ)dθ. (۶٢.۴)



۴٠ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

باشد داشته وجود Q٢ > ٠ و Q١ > ٠ ،P٢ > ٠ ،P١ > ٠ متقارن ماتریس�های اگر .[٣] .١١.۴ قضیه
که به�طوری


P١A١١ +AT

١١P١ +Q١ P١A١٢ +AT
٢١P٢ P١Aτ١١ P١Aτ١٢

∗ P٢A٢٢ +AT
٢٢P٢ +Q٢ P٢Aτ٢١ P٢Aτ٢٢

∗ ∗ −Q١ ٠

∗ ∗ ٠ −Q٢

 < ٠ , (۶٣.۴)

است. مجانب پایدار (۵٧.۴) تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم اه آن

: �دهیم م انجام را زیر محاسبات ،(۵۶.۴) در شده ارائه سویه ی مشتق از استفاده به�منظور برهان.

∂V١(t١, t٢)

∂t١
=

∂xhT (t١, t٢)

∂t١
P١x

h(t١, t٢) + xhT (t١, t٢)P١
∂xh(t١, t٢)

∂t١

+ xhT (t١, t٢)Q١x
h(t١, t٢)− xhT (t١ − τ١, t٢)Q١x

h(t١ − τ١, t٢).

(۶۴.۴)

∂V٢(t١, t٢)

∂t٢
=

∂xvT (t١, t٢)

∂t١
P٢x

v(t١, t٢) + xvT (t١, t٢)P٢
∂xv(t١, t٢)

∂t٢

+ xvT (t١, t٢)Q٢x
v(t١, t٢)− xvT (t١, t٢ − τ٢)Q١x

h(t١, t٢ − τ٢).

(۶۵.۴)

�شود: م محاسبه زیر به�صورت (۵۶.۴) طبق سویه ی مشتق نتیجه در

V̇u(t١, t٢) =

∂xh(t١,t٢)
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢

T

Px(t١, t٢) + x(t١, t٢)
TP

∂xh(t١,t٢)
∂t١

∂xv(t١,t٢)
∂t٢


+ x(t١, t٢)Qx(t١, t٢)− x(t١ − τ١, t٢ − τ٢)

TQx(t١ − τ١, t٢ − τ٢).

(۶۶.۴)

با

Q =

Q١ ٠

٠ Q٢

 . (۶٧.۴)

�آوریم: م به�دست زیر به�صورت را سویه ی مشتق (۵٧.۴) از استفاده با

V̇u(t١, t٢) = x(t١, t٢)
T (PA+ATP +Q)x(t١, t٢) + x(t١, t٢)

TPAτx(t١ − τ١, t٢ − τ٢)

x(t١ − τ١, t٢ − τ٢)
TAT

τ Px(t١, t٢)− x(t١ − τ١, t٢ − τ٢)
TQx(t١ − τ١, t٢ − τ٢).

(۶٨.۴)



۴١ تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های حالت پس�خورد پایداری .٣.۴

افزوده حالت بردار تعریف با

ξ(t١, t٢) =

 x(t١, t٢)

x(t١ − τ١, t٢ − τ٢)

 , (۶٩.۴)

شود: نوشته زیر به�صورت �تواند م سویه ی مشتق

V̇u(t١, t٢) = ξ(t١, t٢)
T

PA+ATP +Q PAτ

∗ −Q

 ξ(t١, t٢). (٧٠.۴)

اگر است منف معین سویه ی مشتق

PA+ATP +Q PAτ

∗ −Q

 < ٠. (٧١.۴)

است. تمام اثبات و �آید م به�دست (۶٣.۴) نامساوی (۵٠.۴) و (۴۵.۴) از استفاده با نتیجه در

زیر به�صورت سیستم های ماتریس که یرید ب نظر در را (۵٧.۴) تاخیر با دوبعدی سیستم .٣.۴ مثال
�باشد: م

A١١ =


−١ −٠٫ ۵ ٠٫ ۴

٠ −٢ ٢

٠ ٠ −٣

 , A١٢ =


٠٫ ١ −١ ١

٠ ٠ ٠٫ ١

١ ١ ٠

 ,

A٢١ =


−١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠٫ ١

١ ١ ١

 , A٢٢ =


−٠٫ ۵ −٠٫ ٣ ٠

٠ −١ −٠٫ ۶

٠ ٠ −٢

 , Aτij = ٠٫ ٣Aij .

قضیه نتیجه از کار این برای است. نشده شناخته تاخیرهای وجود با سیستم این پایداری بررس هدف
P ماتریس�های درنتیجه �بریم م به�کار را (۶٣.۴) خط ماتریس نامساوی کرد. استفاده �توان م (١١.۴)

آورد: خواهیم به�دست زیر صورت به را Q و

P١ =


٠٫ ٠٠۴٨ ٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٢٠

٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٣۵ −٠٫ ٠٠١۴

٠٫ ٠٠٢٠ −٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠۵۴

 , P٢ =


٠٫ ٠٠٢٩ −٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠٠٢

−٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠۵۵ −٠٫ ٠٠١١

٠٫ ٠٠٠٢ −٠٫ ٠٠١١ ٠٫ ٠٠۴۵

 ,



۴٢ تاخیر با مثبت دوبعدی خط سیستم�های مجانب پایداری .۴

Q١ =


٠٫ ٠٠١۴ −٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠١۶

−٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠۴۴ −٠٫ ٠٠۴٢

٠٫ ٠٠١۶ −٠٫ ٠٠۴٢ ٠٫ ٠٠٧٢

 , Q٢ =


٠٫ ٠٠٠٧ −٠٫ ٠٠٠٧ −٠٫ ٠٠٠٣

−٠٫ ٠٠٠٧ ٠٫ ٠٠۴٢ ٠٫ ٠٠١۴

−٠٫ ٠٠٠٣ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠٢۵

 .

است. مجانب پایدار تاخیر مقدار هر برای دوبعدی سیستم ،(۶٣.۴) قضیه براساس بنابراین

قانون محاسبه هدف یرید. ب نظر در را (۴٢.۴) در شده توصیف دوبعدی سیستم�های از گروه حال
باشد. مجانب پایدار بسته حلقه دوبعدی سیستم که به�طوری است (۴۶.۴) در شده داده حالت پس�خورد

و Y١ ماتریس�های و Q̄٢ > ٠ ،Q̄١ > ٠ ،X٢ > ٠ ،X١ > ٠ متقارن ماتریس�های اگر .[٣] .١٢.۴ قضیه
که به�طوری باشد داشته وجود Y٢

A١١X١ +B١Y١ +X١A
T
١١ + Y T

١ BT
١ + Q̄ A١٢X٢ +X١A

T
٢١ +B١Y٢ + Y T

١ BT
٢ Aτ١١X١ Aτ١٢X٢

∗ A٢٢X٢ +B٢Y٢ +X٢A
T
٢٢ + Y T

٢ BT
٢ + Q̄٢ Aτ٢١X١ Aτ٢٢X٢

∗ ∗ −Q̄١ ٠

∗ ∗ ٠ Q̄٢


< ٠,

(٧٢.۴)

به�طوری است مجانب پایدار (۴۶.۴) در کنترل قانون تحت (۴٢.۴) تاخیر با پیوسته دوبعدی سیستم اه آن
که

K١ = Y١X
−١
١ , K٢ = Y٢X

−١
٢ , (٧٣.۴)

داریم: (۶٠.۴) توسط شده داده کیاسوش لیاپانوف تاب طبق این بر علاوه

P١ = X−١
١ , P٢ = X−١

٢ , Q١ = P١Q̄١P١, Q٢ = P٢Q̄٢P٢. (٧۴.۴)

زین جای (٧١.۴) نامساوی در شده داده پایداری شرط در A + BK ماتریس با را A ماتریس برهان.
�آيد: م به�دست زیر هم�ارز شرط که �کنیم م

PA+ PBK +ATP +KTBTP +Q PAτ

∗ −Q

 , (٧۵.۴)



۴٣ تاخیر با پیوسته دوبعدی خط سیستم�های حالت پس�خورد پایداری .٣.۴

Y = KX ،X = P−١ ه این به توجه با و diag{P−١, P−١} در (٧۵.۴) نامساوی از بعد و قبل ضرب با
�آید: م به�دست زیر نامساوی شرط Q̄ = XQX و

AX +BY +XAT + Y TBT + Q̄ AτX

∗ −Q̄

 . (٧۶.۴)

�شود. م اثبات (٧٢.۴) نامساوی (۶٧.۴) و (۵٠.۴) و (۴۵.۴) از استفاده با نتیجه در

یرید: ب نظر در را زیر سیستم ماتریس�های با شده تعریف (۴٢.۴) دوبعدی سیستم .۴.۴ مثال

A١١ =

١ −٠٫ ۵

٠ −٢

 , A١٢ =

٠٫ ١ −١

٠ ٠٫ ١

 , A٢١ =

−١ ٠

٠ ٠٫ ١

 , A٢٢ =

٠ −٣

١ −٠٫ ۶

 ,

Aτ١١ =

٠٫ ٢ −٠٫ ١

٠ ٠٫ ۴

 , Aτ١٢ =

٠٫ ٠٢ −٠٫ ٢

٠ ٠٫ ٠٢

 , Aτ٢١ =

−٠٫ ٢ ٠

٠ ٠٫ ٠٢

 ,

Aτ٢٢ =

 ٠ −٠٫ ۶٠

٠٫ ٢ −٠٫ ١٢

 , B١ =

١ −١

١ ٠

 , B٢ =

٠ ٠

١ ١

 .

این به است. دوبعدی سیستم در شده شناخته تاخیرهای وجود با پایدار کنترل�کننده محاسبه هدف اه آن
(٧٢.۴) خط ماتریس نامساوی از استفاده با داده�ها این برای و �شود م برده به�کار (١٢.۴) قضیه منظور

�آوریم: م به�دست را زیر ماتریس�های

P١ =

 ٠٫ ٠۴١٣ −٠٫ ٠٠۶٩

−٠٫ ٠٠۶٩ ٠٫ ٠٣٢٢

 , P٢ =

 ٠٫ ٠٣٣٠ −٠٫ ٠٣٢٣

−٠٫ ٠٣٢٣ ٠٫ ١٢۵۴

 ,

Q١ =

٣۵٫ ٩٣۶٨ ٠٫ ۴۶٧٧

٠٫ ۴۶٧٧ ٣۵٫ ٢٣۵٣

 , Q٢ =

٣٢٫ ٨۵٣۴ ١٫ ۵٨٠٠

١٫ ۵٨٠٠ ٣۵٫ ٩٣۶٨

 ,

K١ =

−١٫ ۶١٨٧ ١٫ ١٨٩٣

١٫ ١۶١٣ −٠٫ ٩۶٣٨

 , K٢ =

٠٫ ۶٧۴٧ −١٫ ۵٩٩۵

٠٫ ٣٧٨٩ −٣٫ ١٧١٣

 .



فصل۵

سیستم�های پایداری بررس در جدید روش
زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط

راسر مدل توسط

راسر زمان گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری و زمان بهینه کنترل جهت نو روش فصل، این در
اول مرحله در �پذیرد. م صورت مرحله دو در روش این است. شده ارایه حالت متغیر در زمان تاخیر با
آن�جای از �شود. م تبدیل زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم به افزوده بردار تعریف با تاخیری سیستم
پایداری با مشابه رفتاری دوبعدی سیستم هر مجانب پایداری که دادیم توضی مفصل به�طور سوم فصل در که
نتیجه و کرده استفاده ویژگ این از فصل، این در لذا �باشد م دارا را هم�ارزش بعدی ی سیستم مجانب
نظیرش بعدی ی سیستم�های پایداری هم�ارز ، زمان تاخیر با گسسته دوبعدی سیستم�های پایداری �گیریم م
همدم به�فرم آمده به�دست سیستم ،١ مقدمات تشابه تبدیلات از استفاده با دوم مرحله در سپس �باشد. م
به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام که حالت پس�خورد ماتریس آن از استفاده با و شده تبدیل ٢ برداری

�کنیم. م محاسبه �برد م صفر

١Elementary similarity transformation
٢The vector companion form

۴۴



۴۵ زمان تاخیر بدون راسر فرم طراح .١.۵

زمان تاخیر بدون راسر فرم طراح ١.۵

�گیریم: م نظر در زیر به�صورت را حالت بردار در تاخیر q با راسر زمان گسسته دوبعدی سیستم

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

q∑
k=٠

Ak

xh(i− k, j)

xv(i, j − k)

+Bu(i, j) (١.۵)

(i, j) نقطه در عمودی و افق حالت بردارهای به�ترتیب xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ که به�طوری

،Ak
١٢ ∈ Rn١×n٢ ،Ak

١١ ∈ Rn١×n١ آن در که k = ٠, . . . , q برای Ak =

Ak
١١ Ak

١٢

Ak
٢١ Ak

٢٢

 و �باشند م

u(i, j) ∈ Rm و B٢ ∈ Rn٢×m ،B١ ∈ Rn١×m که B =

B١

B٢

 و Ak
٢٢ ∈ Rn٢×n٢ ،Ak

٢١ ∈ Rn٢×n١

�شود: م بیان زیر به�صورت (١.۵) سیستم برای مرزی شرایط �باشد. م (١.۵) سیستم ورودی بردار


xh(٠, j) = xh٠(j), ∀j ∈ N,

xv(i, ٠) = xv٠(i), ∀i ∈ N.
(٢.۵)

�کنیم: م تعریف را زیر افزوده حالت بردارهای تاخیر، بدون به�فرم (١.۵) حالت معادله تبدیل جهت

x̄h(i, j) =


xh(i, j)

xh(i− ١, j)
...

xh(i− q, j)

 , x̄v(i, j) =


xv(i, j)

xv(i, j − ١)
...

xv(i, j − q)

 (٣.۵)

دوبعدی حالت معادله به�فرم را (١.۵) حالت معادله (٣.۵) شده تعریف افزوده حالت بردار دو به�کارگیری با
�کنیم: م تبدیل زمان تاخیر بدون راسر

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 = Ā

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

+ B̄u(i, j) (۴.۵)

آن در که

Ā =

Ā١١ Ā١٢

Ā٢١ Ā٢٢

 ∈ RN×N , B̄ =

B̄١

B̄٢

 ∈ RN×m (۵.۵)



۴۶ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

داریم: و N = (q + ١)(n١ + n٢) که به�طوری

Ā١١ =


A٠

١١ A١
١١ . . . Aq−١

١١ Aq
١١

In١ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . In١ ٠

 , Ā١٢ =


A٠

١٢ A١
١٢ . . . Aq−١

١٢ Aq
١٢

٠ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , (۶.۵)

Ā٢١ =


A٠

٢١ A١
٢١ . . . Aq−١

٢١ Aq
٢١

٠ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , Ā٢٢ =


A٠

٢٢ A١
٢٢ . . . Aq−١

٢٢ Aq
٢٢

In٢ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . In٢ ٠

 ,

B̄١ =


B١

٠
...
٠

 , B̄٢ =


B٢

٠
...
٠

 .

(٧.۵)

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را کنترل قانون (۴.۵) حالت معادله برای حال

u(i, j) =
[
F̄١ F̄٢

]x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

 (٨.۵)

کنترل قانون ذاری جای با �باشند. م m× (q + ١)n٢ و m× (q + ١)n١ بعد دارای ترتیب به F̄٢ و F̄١ که
داشت: خواهیم (۴.۵) معادله در

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 =

Ā١١ + B̄١F̄١ Ā١٢ + B̄١F̄٢

Ā٢١ + B̄٢F̄١ Ā٢٢ + B̄٢F̄٢

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

 = Γ̄

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)


Γ̄ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که گونه�ای به است

[
F̄١ F̄٢

]
حالت پس�خورد ماتریس محاسبه هدف

باشند. صفر هم
ی سیستم هم�ارز (۴.۵) تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم سوم، فصل در شده گفته قضایای به توجه با

�باشد: م زیر بعدی
x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) (٩.۵)



۴٧ ر کرون ناورداهای .٢.۵

N × m و N × N بعد دارای به�ترتیب و هستند (۵.۵) در شده تعریف ماتریس�های به�فرم B̄ و Ā که
�باشند. م

ر کرون ناورداهای ٢.۵

داد: نمایش زیر به�صورت �توان م را کنترل�پذیری ماتریس یرید ب نظر در را (B̄, Ā) کنترل�پذیر زوج

Q̄ =
[
B̄, ĀB̄, Ā٢B̄, . . . , Āp١−١b̄١, Āp١−٢b̄٢, . . . , Āpm−١b̄m

]
(١٠.۵)

که به�طوری
rank(Q̄) = N (١١.۵)

رابطه در که �شود م مربوط pi مانند صحی عددی است B̄ ماتریس از ستون متناظر که بلوک از ستون هر به
�کند: م صدق زیر

١ ≤ pi ≤ N, i = ١, ٢, · · · ,m (١٢.۵)

است بلوک iام ستون در �مانده باق بردارهای تعداد ،pi طرف از �نامیم. م ٣ ر کرون ناورداهای را piها این
برابر تعداد این طرف از .p١ + p٢ + · · · + pm با است برابر بلوک ستون�های در واق بردارهای تعداد پس

: یعن است N
m∑
i=١

pi = N. (١٣.۵)

منظم را (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای نامنظم[١٧]: و منظم ر کرون ناورداهای .١.۵ تعریف
ناورداهای صورت این غیر در باشد ی حداکثر آنها �نیمم م و ماکزیمم بین اختلاف گاه هر �نامند، م

�نامند. م نامنظم را ر کرون

F̄ حالت پس�خورد ماتریس u(i) = F̄ x̄(i) کنترل قانون در کنترل�پذیری[١٧]: اندیس .٢.۵ تعریف
مرحله n در حداکثر اولیه حالت بردار نتیجه در که باشد (Ā+ B̄F̄ )n = ٠ که �نماییم م تعیین گونه�ای به را

x̄(n) = (Ā+ B̄F̄ )nx̄(٠) = ٠ : یعن �کند م میل صفر تعادل به�حالت
،v مانند مرحله) (کمترین زمان کوتاه�ترین در که هستیم گونه�ای به F ماتریس یافتن به�دنبال بهینه، کنترل در
�شود: م تعریف زیر به�صورت و �نامند م کنترل�پذیری اندیس را v �نماید. میل تعادل) صفر(حالت به x̄ متغیر

v = max{p١, · · · , pm}. (١۴.۵)
٣Kronecker invariants



۴٨ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

ورودی�ها از دنباله�ای که دهیم نشان �خواهیم م باشد فوق رابطه در شده تعریف عدد v کنید فرض
باشیم داشته حالت معادله رابطه در ذاری جای با که آورد به�دست �توان م u(٠), u(١), · · · , u(v− ١) مانند
به�صورت را x̄(v) �توان م x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) حالت معادله به توجه با تعادل). (حالت x̄v = x̄e

آورد: به�دست زیر
x̄(١) = Āx̄(٠) + B̄u(٠)

x̄(٢) = Ā٢x̄(٠) + ĀB̄u(٠) + B̄u(١)
...

x̄(v) = Āvx̄(٠) + Āv−١B̄u(٠) + · · ·+ ĀB̄u(v − ٢) + B̄u(v − ١)

x̄(v)− Āvx̄(٠) =
[
B̄, ĀB̄, · · · , Āv−١B̄

]

u(v − ١)

u(v − ٢)
...

u(٠)



(١۵.۵)

حساب �توان م را u(i)ها پس است کامل رتبه دارای ضرایب ماتریس گفت �توان م v تعریف به توجه با
نمود: بررس را زیر حالت�های �توان م فوق ماتریس معادله به توجه با کرد.

منظم ر کرون ناورداهای از خاص حالت که باشند برابر هم با ر کرون ناورداهای که حالت در .١
ورودی�های از مجموعه�ای ه بل رساند تعادل حالت به را متفاوتسیستم ورودی�های با �توان نم �باشند، م
مربع ماتریس ه این به توجه با صورت این در �آید. م به�دست سیستم حالت کنترل برای منحصربه�فرد

x̄(e) و x̄v = x̄e که صورت در است وس�پذیر مع ماتریس ی
[
B̄, ĀB̄, · · · , Āv−١B̄

]
داشت. خواهد ورودی بردار برای منحصربه�فردی جواب اه دست این اه آن شوند انتخاب دلخواه به
F حالت پس�خورد ماتریس باشند برابر هم با (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای که حالت در همچنین

زیرا: است منحصربه�فرد
است. X مجهول برای منحصربه�فردی جواب دارای زیر معادله کنیم ثابت است کاف

(Ā+ B̄X)v = ٠ (١۶.۵)

اه دست ضرایب ماتریس صورت این در نباشند برابر (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای که صورت در .٢
ورودی مجهول برای متعددی جواب�های دارای پس است کامل رتبه دارای و غیرمربع (١۵.۵)

بود. خواهد



۴٩ ر کرون ناورداهای .٢.۵

جابه�جا را B̄ ماتریس ستون�های لزوم صورت در �توان م باشند منظم (B̄, Ā) ر کرون ناورداهای کنید فرض
ر دی به�عبارت گیرند قرار �نیمم م به ماکسیمم از منظم به�صورت ر کرون ناورداهای که گونه�ای به کرد
ناورداهای تا ساخت زین جای است m ×m شت جای ماتریس ی P که B̄P ماتریس با را B̄ ماتریس

کنند: صدق زیر رابطه در (B̄P, Ā) زوج ر کرون

p̃١ ≥ p̃٢ ≥ p̃٣ ≥ . . . ≥ p̃m (١٧.۵)

س. برع و است کنترل�پذیر نیز (B̄P, Ā) زوج اه آن باشد کنترل�پذیر (B̄, Ā) زوج اگر .١.۵ قضیه

باشد (B̄P, Ā) زوج کنترل�پذیری ماتریس Q̃ و (B̄, Ā) زوج کنترل�پذیری ماتریس Q̄ کنید فرض برهان.
اه آن

Q̄ =
[
B̄, ĀB̄, . . . , Ān−١B̄

]
(١٨.۵)

Q̃ =
[
B̄P, ĀB̄P, . . . , Ān−١B̄P

]
(١٩.۵)

ستون�های که تفاوت این با است Q̄ همان Q̃ گفت �توان م است شت جای ماتریس ی P که آن�جای از
س. برع و است N برابر نیز Q̃ رتبه اه آن باشد N برابر Q̄ رتبه اگر و است شده جابه�جا آن

است. برابر (B̄P, Ā) زوج کنترل�پذیری اندیس با (B̄, Ā) زوج کنترل�پذیری اندیس .٢.۵ قضیه

max{p̄١, p̄٢, · · · , p̄m} = max{p̃١, p̃٢, · · · , p̃m} (٢٠.۵)

اه آن F٠ ∈ {F̄ | (Ā+ B̄F̄ )v = ٠} و باشد وس��پذیر مع P شت جای ماتریس اگر .٣.۵ قضیه

P−١F٠ ∈ {F̄ | (Ā+ B̄F̄ )v = ٠} (٢١.۵)

نوشت: �توان م پس (Ā+ B̄F٠)v = ٠ کنید فرض برهان.

(Ā+ B̄PP−١F٠)
v = ٠ (٢٢.۵)

�شود: م نتیجه اینجا از و
P−١F٠ ∈ {F̄ | (Ā+ B̄F̄ )v = ٠} (٢٣.۵)

مساله همان حل با (Ā, B̄) زوج برای حالت پس�خورد روش به زمان بهینه کنترل مساله حل .١.۵ نتیجه
باشد. وس�پذیر مع P شت جای ماتریس هرگاه است معادل (B̄P, Ā) زوج برای
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مرتب p̄١ ≥ p̄٢ ≥ · · · ≥ p̄mبه�صورت و باشند منظم (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای �کنیم م فرض
ر کرون ناورداهای از تا r �کنیم م فرض منظم ر کرون ناورداهای �تعریف به توجه با همچنین باشند. شده

نوشت: �توان م پس یود خواهد q برابر ر دی تای s و q+1 برابر

p̄١ = p̄٢ = · · · = p̄r = q + ١ , p̄r+١ = p̄r+٢ = · · · = p̄m = q (٢۴.۵)

نوشت: �����توان م صورت این در باشد r + s = m اگر

p̄١ + p̄٢ + · · ·+ p̄m = r(q + ١) + sq = (r + s)q + r = N (٢۵.۵)

آن در که
q = [

N

m
] , N = mq + r , r < m (٢۶.۵)

�باشد: م زیر به�صورت کنترل�پذیری اندیس لذا

v = q + ١ = [
N

m
] + ١ (٢٧.۵)

داشت: خواهیم لذا s = ٠ اه آن باشد r = m اگر

N = mq + r = mq +m = m(q + ١) (٢٨.۵)

نتیجه در
q + ١ =

N

m
, p̄١ = p̄٢ = · · · = p̄m =

N

m
= q + ١ (٢٩.۵)

�باشد: م زیر به�صورت کنترل�پذیری اندیس لذا

v = q + ١ =
N

m
= [

N

m
] (٣٠.۵)

اشلون استاندارد فرم فضایحالت- تشابه تبدیلات ٣.۵

خط سیستم حالت معادله است. شده تعریف RN فضای بر که باشد تشابه خط تبدیل T کنید فرض
یرید: ب نظر در زیر به�صورت را زمان گسسته

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) (٣١.۵)

: یعن شود تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط سیستم حالت بردار کنید فرض



۵١ اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابه تبدیلات .٣.۵

x̂(i) = T−١x̄(i) , x̄(i) = T x̂(i) (٣٢.۵)

داشت: خواهیم (٣١.۵) حالت معادله در (٣٢.۵) رابطه ذاری جای با

T x̂(i+ ١) = ĀT x̂(i) + B̄u(i) (٣٣.۵)

داشت: خواهیم T−١ در (٣٣.۵) معادله طرفین ضرب با

x̂(i+ ١) = T−١ĀT x̂(i) + T−١B̄u(i) (٣۴.۵)

T−١B̄ و Ā زین جای T−١ĀT گرفت نتیجه �توان م (٣۴.۵) و (٣١.۵) سیستم حالت معادله مقایسه با
�کنیم: م تعریف پس است شده B̄ زین جای

B̂ = T−١B̄ , Â = T−١ĀT (٣۵.۵)

داشت: خواهیم (٣۴.۵) حالت معادله در B̂ و Â تعریف ذاری جای با

x̂(i+ ١) = Âx̂(i) + B̂u(i) (٣۶.۵)

(٣۶.۵) حالت معادله به توجه با �باشد م صفر تعادل به�حالت آن رساندن و سیستم حالت کنترل هدف، چون
که x̄(i) که است بدیه صورت این در رساند، صفر به را x̂(i) حالت بردار جدید حالت فضای در �توان م
موردنظر مساله حل صورت این در رسید. خواهد صفر تعادل به�حالت نیز است اولیه فضای در حالت بردار
۴ اشلون استاندارد فرم را (B̂, Â) زوج است. هم�ارز (B̂, Â) زوج با مساله همان حل با (B̄, Ā) زوج با

�نامیم. م
ترتیب این به کرد مشخص کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با منحصربه�فرد به�صورت �توان م را T ماتریس
بنابراین �دهیم. م قرار T تبدیل ماتریس ستون�های به�ترتیب، را Q̄ ماتریس خط مستقل ستون N اولین که

�آید: م به�دست موردنظر تبدیل
T =

(
B̄, ĀB̄, · · · , Āp١−١b̄١, Ā

p١−٢b̄٢, · · · , Āpr−١b̄r, Ā
pr+١−١b̄r+١, Ā

pr+١−٢b̄r+٢, · · · , Āpm−١b̄m

)
=

(
B̄, ĀB̄, · · · , Āq−١b̄١, Ā

q−١b̄٢, · · · , Āq−١b̄r, Ā
q−١b̄r+١, · · · , Āq−١b̄m, Āq b̄١, · · · , Āq b̄r

)
=

(
B̄, ĀB̄, · · · , Āq−١B̄, Āq b̄١, · · · , Āq b̄r

)
(٣٧.۵)

۴Standard echelon form
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�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را (B̂, Â) زوج اشلون استاندارد فرم حال

(B̂, Â) = (T−١B̄, T−١ĀT ) = T−١(B̄, ĀT )

= T−١
(
B̄, ĀB̄, Ā٢B̄, · · · , ĀqB̄, Āq+١b̄١, · · · , Āq+١b̄r

)
= T−١

(
B̄, ĀB̄, Ā٢B̄, · · · , Āq−١B̄, Āq b̄١, Ā

q b̄٢, · · · , Āq b̄r, Ā
q b̄r+١, · · · , Āq b̄m,

Āq+١b̄١, Ā
q+١b̄٢, · · · , Āq+١b̄r

)
= T−١

(
T, Āq b̄r+١, · · · , Āq b̄m, Āq+١b̄١, Ā

q+١b̄٢, · · · , Āq+١b̄r

)
= T−١

(
T, Āq(b̄r+١, · · · , b̄m, Āb̄١, · · · , Āb̄r)

)
=

(
I, T−١Āq(b̄r+١, · · · , b̄m, Āb̄١, · · · , Āb̄r)

)
=

(
IN , V

)
(٣٨.۵)

به�دست زیر به�صورت که N ×m بعد با ستون بردار ی V و N بعد با همان ماتریس ی I که به�طوری
�آیند. م

تشابه تبدیلات از استفاده با اشلون استاندارد فرم آوردن به�دست ۴.۵

ماتریس ابتدا نماییم تبدیل (B̂, Â) = (IN , V ) اشلون استاندارد به�فرم را (B̄, Ā) زوج بخواهیم که صورت در
و Qماتریس روی بر مقدمات سطری عملیات از استفاده با سپس داده، یل تش را Q =

[
B̄, Ā, IN

]
افزوده

همان ماتریس به را Q ماتریس اول ستون N ،Ā ماتریس روی بر نظیر مقدمات ستون عملیات آن دنبال به
�شود: م تبدیل زیر به�فرم Q افزوده ماتریس صورت این در �کنیم. م تبدیل I

Q̂ =
[
B̂, Â, T−١

]
=

[
IN , VN×m

]
(٣٩.۵)

نمود: تعریف زیر به�صورت �توان م را آن نظیر ستون و سطری تشابه عملیات

ستون ضرب یا تقسیم آن به�دنبال و k ̸= ٠ الر اس کمیت به Q ماتریس از سطر ی تقسیم یا ضرب .١
.Ā ماتریس از متناظر

از jام ستون مضرب همان تفاضل آن به�دنبال و آن jام سطر با Q ماتریس iام سطر از مضرب مجموع .٢
.Ā ماتریس iام ستون



۵٣ تشابه تبدیلات از استفاده با اشلون استاندارد فرم آوردن به�دست .۴.۵

ماتریس از iام ستون و jام ستون جابه�جای آن به�دنبال و Q ماتریس از jام سطر و iام سطر جابه�جای .٣
.Ā

به�صورت اشلون استاندارد فرم باشند منظم (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای که صورت در است ذکر به� لازم
ر دی باشند نامنظم (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای که حالت در اما بود خواهد (B̂, Â) = (IN , V ) منظم
�شوند. م پخش Q̂ ماتریس در ه بل �گیرند نم قرار ر دی ی سر پشت منظم به�صورت IN ماتریس ستون�های

�گیریم: م نظر در را زیر سیستم .١.۵ مثال

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i)

آن در که

Ā =


١ −١ ٢ ٢

١ ٠ ٠ ٠

٠ ۴ ۴ ١

٠ ٠ ١ ٠

 , B̄ =


١ ١

٠ ٠

٠ ١

٠ ٠


�آوریم: م به�دست زیر به�صورت تشابه عملیات از استفاده با را اشلون استاندارد فرم

Q =


١ ١ ١ −١ ٢ ٢ ١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Row(٢)→Row(٣) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(٢)→Colomn(٣) onĀ


١ ١ ١ ٢ −١ ٢ ١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Row(١)−Row(٢)→Row(١) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(٢)+Colomn(١)→Colomn(٢) onĀ


١ ٠ ١ −١ −۵ ١ ١ ٠ −١ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
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Row(١)−Row(٣)→Row(١) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(٣)+Colomn(١)→Colomn(٣) onĀ


١ ٠ ٠ −٢ −۵ ١ ١ −١ −١ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Row(١)+٢Row(۴)→Row(١) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(۴)−٢Colomn(١)→Colomn(۴) onĀ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ ١ ١ −١ −١ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ١ ١ ١ −٢ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



Row(٢)−۴Row(۴)→Row(٢) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(۴)+۴Colomn(٢)→Colomn(۴) onĀ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ ١ ١ −١ −١ ٢

٠ ١ ٠ ٠ ۴ ١ ٠ ٠ ١ −۴

٠ ٠ ١ ١ ١ ٢ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Row(٣)−Row(۴)→Row(٣) onQ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Colomn(۴)+Colomn(٣)→Colomn(۴) onĀ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢

٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴

٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١


داشت: خواهیم بنابراین

B̂ =


١ ٠

٠ ١

٠ ٠

٠ ٠

 , Â =


٠ ٠ −۵ −۴

٠ ٠ ۴ ۵

١ ٠ ١ −١

٠ ١ ٠ ۴

 , T−١ =


١ −١ −١ ٢

٠ ٠ ١ −۴

٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١

 .



۵۵ اولیه برداری همدم فرم .۵.۵

اولیه برداری همدم فرم ۵.۵

استاندارد به�فرم حالت بردار و است شده تعریف RN فضای بر که باشد تشابه خط تبدیل S کنید فرض
�شود. م تبدیل جدید فضای به S−١ تبدیل ماتریس توسط بردار این مرحله این در باشد اشلون

x̃(i) = S−١x̂(i) = S−١T−١x̄(i)

x̂(i) = Sx̃(i) (۴٠.۵)

�شود. م گرفته نظر در زیر به�صورت حالت معادله اشلون استاندارد فضای در که آن�جای از

x̂(i+ ١) = Âx̂(i) + B̂u(i) (۴١.۵)

داشت: خواهیم (۴١.۵) حالت معادله در (۴٠.۵) رابطه ذاری جای با

Sx̃(i+ ١) = ÂSx̃(i) + B̂u(i) (۴٢.۵)

S−١ در (۴٢.۵) معادله طرفین ضرب با
x̃(i+ ١) = S−١ÂSx̃(i) + S−١B̂u(i) (۴٣.۵)

�کنیم: م تعریف زیر به�فرم را B̃ و Ã لذا

Ã = S−١ÂS = S−١T−١ĀTS , B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B̄ (۴۴.۵)

زیر به�صورت برداری همدم فضای در سیستم حالت معادله (۴٣.۵) معادله در B̃ و Ãتعریف ذاری جای با
�آید. م به�دست

x̃(i+ ١) = Ãx̃(i) + B̃u(i) (۴۵.۵)

فضای در (۴۵.۵) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداری همدم به�فرم (B̃, Ã) زوج که گونه�ای به
است. هم�ارز (٩.۵) سیستم معادله حل با برداری همدم

Q = افزوده ماتریس ابتدا برداری همدم فضای در (B̃, Ã) زوج به (B̄, Ā) زوج تبدیل برای حقیقت در
ماتریس شد داده توضی قبل بخش در که تشابه عملیات از استفاده با و داده یل تش را

[
B̄, Ā, IN

]
نظر در را Q̂ افزوده ماتریس بار این �کنیم. م تبدیل Q̂ =

[
B̂, Â, T−١

]
اشلون استاندارد به�فرم را Q افزوده

آن به�دنبال و Â ماتریس روی مقدمات ستون عملیات ابتدا برداری همدم فرم آوردن به�دست برای و گرفته
برداری همدم به�فرم Q̂ ماتریس نتیجه در �دهیم م انجام Q̂ ماتریس روی بر نظیر مقدمات سطری عملیات
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�شود. م تبدیل Q̃ =
[
B̃, Ã, S−١

]
به�صورت باشند منظم ر کرون ناورداهای �که حالت در (B̃, Ã) زوج برداری همدم فرم

Ã =


G٠

. . . . . . . . .

IN−m ٠N−m×m

 , B̃ =


B٠

. . .

٠N−m×m

 (۴۶.۵)

پخش Ã ماتریس پایین بلوک در IN−m ماتریس ستون�های باشند نامنظم ر کرون ناورداهای �که حالت در و
�شوند. م

باشد. زیر به�صورت ساختاری دارای اگر است برداری همدم به�فرم (B̃, Ã) زوج کل حالت در

Ã =

G٠

G١

 , B̃ =

B٠

٠

 (۴٧.۵)

G١ و m × N دلخواه ماتریس G٠ و است وس�پذیر مع و مثلث بالا m × m ماتریس ی B٠ آن در که
�باشد. م زیر خصوصیات دارای که است (N −m)×N ماتریس

است. صفر مساوی G١ بلوک ستون آخرین .١

است. IN−m ماتریس از ستون�های G١ ستون�های بقیه .٢

بردارها این اه آن باشند IN−m ماتریس Nام −m تا اول ستون�های به�ترتیب eN−m, . . . , e٢, e١ اگر .٣
ej از قبل G١ در ei اه آن باشد i < j اگر یعن �شوند م ظاهر G١ ستون�های در اندیس�شان به�ترتیب

�گیرد. م قرار

به�دست را آن برداری همدم فرم (١.۵) مثال در آمده به�دست اشلون استاندارد فرم از استفاده با .٢.۵ مثال
�آوریم. م

Q̂ =


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢

٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴

٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١


سطری اعمال سپس و Â ماتریس روی مقدمات ستون اعمال ابتدا برداری همدم فرم آوردن به�دست برای

�دهیم. م انجام Q̂ ماتریس کل روی مقدمات



۵٧ حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست .۶.۵

Colomn(٣)−Colomn(١)→Colomn(٣) onÂ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(١)+Row(٣)→Row(١) onQ̂


١ ٠ ١ ٠ −۵ −۵ ١ ٠ −١ ١

٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴

٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Colomn(۴)+Colomn(١)→Colomn(۴) onÂ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(١)−Row(۴)→Row(١) onQ̂


١ ٠ ١ −١ −۵ ٠ ١ ٠ −١ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



Colomn(۴)−۴Colomn(٢)→Colomn(۴) onÂ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Row(٢)+۴Row(۴)→Row(٢) onQ̂


١ ٠ ١ −١ −۵ −۴ ١ ٠ −١ ٠

٠ ١ ٠ ۴ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ ٠

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


داشت: خواهیم بنابراین

B̃ =



١ ٠

٠ ١

. . . . . .

٠ ٠

٠ ٠


, Ã =



١ −١ −۵ −۴

٠ ۴ ۴ ۵

. . . . . . . . . . . .

١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠


, S−١T−١ =


١ ٠ −١ ٠

٠ ٠ ١ ٠

٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١

 .

p١ = ٢ , p٢ = ٢ از: عبارتند و هستند منظم (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای لذا

حالت ماتریسپس�خورد آوردن به�دست ۶.۵

�شود م تعریف u(i) = F̄ x̄(i)به�صورت کنترل قانون (٩.۵) زمان گسسته خط سیستم حالت معادله برای
�شود. م تعریف زیر به�صورت کنترل قانون (۴۵.۵) برداری همدم معادله برای مشابه به�طور و

u(i) = F̃ x̃(i) (۴٨.۵)



۵٨ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

ذاری جای با است. اولیه برداری همدم به�فرم یافته تبدیل سیستم معادله حالت پس�خورد ماتریس F̃ که
داشت: خواهیم (۴٨.۵) کنترل قانون در x̃(i) = S−١T−١x̄(i)

u(i) = F̃S−١T−١x̄(i) (۴٩.۵)

�آید: م به�دست زیر به�صورت (٩.۵) معمول سیستم معادله حالت پس�خورد ماتریس بنابراین

F̄p = F̃S−١T−١ (۵٠.۵)

(۴۵.۵) برداری همدم سیستم بسته حلقه ماتریس به را صفر ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت �دهد م اختصاص

F̃ = −B−١
٠ G٠ (۵١.۵)

سیستم ویژه مقادیر که �آید م به�دست حالت پس�خورد ماتریس (۵٠.۵) در (۵١.۵) رابطه ذاری جای با
و �شود م نامیده (B̄, Ā) زوج اولیه حالت پس�خورد ماتریس و �برد م صفر به را Γ̄ = Ā+ B̄F̄p بسته حلقه

�شود: م محاسبه زیر به�صورت

F̄p = −B−١
٠ G٠S

−١T−١ = F̃pS
−١T−١ (۵٢.۵)

یافته تبدیل بسته حلقه ماتریس (۴۵.۵) برداری همدم سیستم معادله در (۵١.۵) رابطه ذاری جای با
�آید: م به�دست زیر به�صورت بلوک جردن به�فرم Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p =


G٠

. . . . . . . . .

IN−m ٠N−m×m

+


B٠

. . .

٠N−m×m

[
−B−١

٠ G٠

]


G٠

. . . . . . . . .

IN−m ٠N−m×m

−


G٠

. . .

٠N−m×m

 =


٠m×N

. . . . . . . . .

IN−m ٠N−m×m



(۵٣.۵)

برابر آن اصل قطر روی درایه�های همه که است مثلث پایین ماتریس ی حاصل ماتریس که آن�جای از
بود. خواهند صفر برابر هم Γ̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر صفرند

�باشد. م متشابه Γ̄ = Ā+ B̄F̄p بسته حلقه ماتریس با Γ̃ = Ã+ B̃F̃p بسته حلقه ماتریس که آن�جای از



۵٩ حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست .۶.۵

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p = S−١T−١ĀTS + S−١T−١B̄F̄pTS = S−١T−١(Ā+ B̄F̄p)TS

Γ̃ = S−١T−١Γ̄TS
(۵۴.۵)

(B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای که صورت در بود. خواهند صفر نیز Γ̄ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر لذا
v = max{p١, p٢, · · · , pm} به�صورت Γ̄ بسته حلقه ماتریس پوچ�توان اندیس بنامیم p١, p٢, · · · , pm را
�رسد. م صفر تعادل حالت به گام v در حداکثر (٩.۵) شده توصیف سیستم ر دی �عبارت به �شود م تعریف

F̄p اولیه حالت پس�خورد ماتریس تعیین ون چ .١ وریتم ال

.rank(B) = m همچنین �باشند م N و m ،B̄، Ā ماتریس�های ورودی: •

�دهیم. م یل تش را Q =
[
B̄, Ā, IN

]
افزوده ماتریس :١ گام •

Q̂ = اشلون استاندارد به�فرم را Q ماتریس نظیر ستون و سطری تشابه عملیات انجام با :٢ گام •
�کنیم. م تبدیل

[
B̂, Â, T−١

]
Q̃ = برداری همدم به�فرم را Q̂ ماتریس نظیر سطری و ستون تشابه عملیات انجام با :٣ گام •

�کنیم. م تبدیل
[
B̃, Ã, S−١T−١

]
�نامیم. م G٠ را Ã اول سطر m و B٠ را B̃ اول سطر m :۴ گام •

�کنیم. م محاسبه F̃p = −B−١
٠ G٠ به�صورت را برداری همدم سیستم حالت ماتریسپس�خورد :۵ گام •

�آوریم. م به�دست F̄p = F̃S−١T−١ به�صورت را (B̄, Ā) زوج اولیه حالت پس�خورد ماتریس :۶ گام •

�کنیم. م محاسبه زیر به�صورت را اولیه حالت پس�خورد ماتریس قبل مثال برای .٣.۵ مثال

F̃ = −B−١
٠ G٠ = −

١ ٠

٠ ١

١ −١ −۵ −۴

٠ ۴ ۴ ۵

 =

−١ ١ ۵ ۴

٠ −۴ −۴ −۵



F̄p = F̃pS
−١T−١ =

−١ ١ ۵ ۴

٠ −۴ −۴ −۵




١ ٠ −١ ٠

٠ ٠ ١ ٠

٠ ١ ٠ −١

٠ ٠ ٠ ١

 =

−١ ۵ ٢ −١

٠ −۴ −۴ −١





۶٠ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p =



١ −١ −۵ −۴

٠ ۴ ۴ ۵

· · · · · · · · · · · ·

١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠


+



١ ٠

٠ ١

· · · · · ·

٠ ٠

٠ ٠


−١ ١ ۵ ۴

٠ −۴ −۴ −۵

 =



٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

· · · · · · · · · · · ·

١ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠


است. صفر Γ̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر �شود م مشاهده که همان�طور

Γ̄ = Ā+ B̄F̄p =


١ −١ ٢ ٢

١ ٠ ٠ ٠

٠ ۴ ۴ ١

٠ ٠ ١ ٠

+


١ ١

٠ ٠

٠ ١

٠ ٠


−١ ۵ ٢ −١

٠ −۴ −۴ −١

 =


٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١ ٠


باید �برد، م صفر به را بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر آمده، به�دست حالت پس�خورد ماتریس که آن�جای از
که همان�طور کنیم. محاسبه را Γ̄ ماتریس رد است کاف آن آزمون برای لذا [۵] شود صفر Γ̄ ماتریس رد

�باشد. م trace(Γ̄) = ٠ �شود م مشاهده
شده توصیف سیستم لذا p١ = ٢ , p٢ = ٢ از: عبارتند (B̄, Ā) زوج ر کرون ناورداهای ه این به توجه با

�رسد. م صفر تعادل حالت به گام دو در و بوده زمان بهینه کنترل (٩.۵)

یرید: ب نظر در تاخیر q = ١ برای را زیر راسر مدل توسط زمان گسسته دوبعدی سیستم .۴.۵ مثال

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 = A٠

xh(i, j)
xv(i, j)

+A١

xh(i− ١, j)

xv(i, j − ١)

+Bu(i, j) (۵۵.۵)

و �باشند م xv(i, j) ∈ R١ و xh(i, j) ∈ R٢ ابعاد دارای به�ترتیب عمودی و افق حالت بردارهای آن در که

A٠ =



٧ ۴
... ٣

۴ ٩
... ١

· · · · · ·
... · · ·

٠ ٩
... ۶


, A١ =



۴ ۵
... ۶

٨ ٧
... ٣

· · · · · ·
... · · ·

۵ ۴
... ٨


, B =


٢ ۴

۵ ٧

· · · · · ·

٣ ۶


�کنیم. م تعریف را زیر افزوده بردارهای سیستم این کنترل جهت



۶١ حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست .۶.۵

x̄h(i, j) =

 xh(i, j)

xh(i− ١, j)

 , x̄v(i, j) =

 xv(i, j)

xv(i, j − ١)


به�فرم شده تعریف x̄v(i, j) و x̄h(i, j) افزوده بردارهای ذاری جای با �توان م را (۵۵.۵) تاخیری سیستم لذا

کنیم. تبدیل زیر زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 = Ā

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

+ B̄u(i, j) (۵۶.۵)

�باشند: م زیر به�فرم B̄ و Ā ماتریس�های که به�طوری

Ā =



٧ ۴ ۴ ۵
... ٣ ۶

۴ ٩ ٨ ٧
... ١ ٣

١ ٠ ٠ ٠
... ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠
... ٠ ٠

· · · · · · · · · · · ·
... · · · · · ·

٠ ٩ ۵ ۴
... ۶ ٨

٠ ٠ ٠ ٠
... ١ ٠



, B̄ =



٢ ۴

۵ ٧

٠ ٠

٠ ٠

· · · · · ·

٣ ۶

٠ ٠


(۵٧.۵)

هم�ارز (۵۶.۵) شده توصیف دوبعدی سیستم مجانب پایداری دادیم توضی سوم فصل در که همان�طور
�باشد. م زیر زمان گسسته بعدی ی سیستم مجانب پایداری

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) (۵٨.۵)

ماتریس محاسبه برای بنابراین �باشند. م (۵٧.۵) در آمده به�دست ماتریس�های به�فرم B̄ و Ā که به�طوری
ی سیستم اولیه حالت پس�خورد ماتریس ابتدا �توان م (۵۵.۵) دوبعدی سیستم اولیه حالت پس�خورد

کرد. محاسبه زیر به�صورت شده ارائه وریتم ال از استفاده با را (۵٨.۵) یعن هم�ارزش بعدی

F̄p =

١٢٫ ٢۴١٢ −٢٫ ۴٩۵۶ −٠٫ ٠۴٣٩ ٣٫ ٣۴۶۵ −٠٫ ٠٠٠٠ ۵٫ ۶٢٢٨

−٨٫ ۵٩٢١ ٠٫ ٣٣٧٧ −١٫ ٠۴٣٩ −٣٫ ١۵٣۵ −٠٫ ٣٣٣٣ −۴٫ ٣٧٧٢


و F̄١p اولیه حالت پس�خورد ماتریس دو به را آمده به�دست بعدی ی اولیه حالت پس�خورد ماتریس سپس
m × (q + ١)n١ ابعاد دارای به�ترتیب شده گفته توضیحات به توجه با که �کنیم م افراز زیر به�صورت F̄٢p



۶٢ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

�باشند. م m× (q + ١)n٢ و

F١p =

١٢٫ ٢۴١٢ −٢٫ ۴٩۵۶ −٠٫ ٠۴٣٩ ٣٫ ٣۴۶۵

−٨٫ ۵٩٢١ ٠٫ ٣٣٧٧ −١٫ ٠۴٣٩ −٣٫ ١۵٣۵

 ,

F٢p =

−٠٫ ٠٠٠٠ ۵٫ ۶٢٢٨

−٠٫ ٣٣٣٣ −۴٫ ٣٧٧٢

 .

�آید. م به�دست زیر به�صورت سیستم بسته حلقه ماتریس نهایت در

Γ̄ =



−٢٫ ٨٨۶٠ ٠٫ ٣۵٩ −٠٫ ٢۶٣٢ −٠٫ ٩٢١١ ٠٫ ۶۶۶٧ −٠٫ ٢۶٣٢

۵٫ ٠۶١۴ −١٫ ١١۴٠ ٠٫ ۴٧٣٧ ١٫ ۶۵٧٩ −١٫ ٣٣٣٣ ٠٫ ۴٧٣٧

١٫ ٠٠٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١٫ ٠٠٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−١۴٫ ٨٢٨٩ ٣٫ ۵٣٩۵ −١٫ ٣٩۴٧ −۴٫ ٨٨١۶ ۴٫ ٠٠٠٠ −١٫ ٣٩۴٧

٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠٠٠٠ ٠


فوق دوبعدی سیستم لذا است شده برده صفر به سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمام که آنجای از
p٢ = ٣, p١ = ٣ از است عبارت (B̄, Ā) کنترل�پذیر زوج ر کرون ناورداهای چون و بوده زمان بهینه کنترل

�رسد. م صفر تعادل �حالت به گام سه در سیستم لذا
به �کند م فراهم سیستم برای را مجانب پایداری لذا �باشد م صفر ویژه مقدار شش دارای ماتریس این
حداکثر از بعد ،(i = ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶)xi به دلخواه اولیه مقادیر دادن با راری ت فرایند ی در که معن این
نرم�افزار از استفاده با ادعا این اثبات برای �رسند. م صفر حالت یعن تعادل نقطه به u و xiها رار، ت شش
بردارهای پس بوده زمان بهینه کنترل سیستم که آنجای از و کرده رسم را u و xiها به مربوط نمودار متلب
پس �باشد م حالت بردار از مضرب ،u ورودی بردار چون �شوند. م را هم صفر به مرحله سه از بعد حالت

�شوند. م را هم صفر به نیز ورودی بردارهای



۶٣ حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست .۶.۵

ورودی اول مولفه به مربوط نمودار :١.۵ ل ش

ورودی دوم مولفه به مربوط نمودار :٢.۵ ل ش



۶۴ راسر مدل توسط زمان تاخیر با گسسته دوبعدی خط سیستم�های پایداری بررس در جدید روش .۵

حالت بردار اول مولفه به مربوط نمودار :٣.۵ ل ش

حالت بردار دوم مولفه به مربوط نمودار :۴.۵ ل ش

حالت بردار سوم مولفه به مربوط نمودار :۵.۵ ل ش



۶۵ حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست .۶.۵

حالت بردار چهارم مولفه به مربوط نمودار :۶.۵ ل ش

حالت بردار پنجم مولفه به مربوط نمودار :٧.۵ ل ش

حالت بردار ششم مولفه به مربوط نمودار :٨.۵ ل ش



فصل۶

با جزی ویژه تخصیصمقادیر مساله حل
تشابه تبدیلات از استفاده

سیستم�های پایداری منظور به جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله شرح برای جدید روش فصل، این در
گسسته سیستم�های پایداری برای ه این به توجه با �شود. م داده ارایه زمان تاخیر با راسر گسسته دوبعدی
این برای جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله یرد، ب قرار واحد دایره داخل آن ویژه مقادیر تمام است لازم
ندارند قرار پایداری ناحیه در که را باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر از دسته آن و �شود م برده به�کار سیستم�ها
شور تجزیه روش از استفاده با مساله، حل برای شود. پایدار سیستم تا �کنیم م زین جای جدید ویژه مقادیر با
روش به�کارگیری با سپس �کنیم، م تجزیه �تری کوچ ماتریس�های به بوده بزرگ که را Ā ماتریس جزی
ترتیب بدین �دهیم. م اختصاص سیستم به را موردنظر طیف ، خط کنترل سیستم�های در تشابه تبدیلات
به کردیم بیان پنجم فصل در که روش به نسبت جزی ویژه مقادیر تخصیص روش �شود. م پایدار سیستم

شد. خواهد صرفه�جوی وقت در نتیجه در دارد نیاز کمتری محاسبات

جزی ویژه تخصیصمقادیر مساله ١.۶

�گیریم: م نظر در زیر به�صورت را حالت بردار در تاخیر q با راسر زمان گسسته دوبعدی سیستم

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 =

q∑
k=٠

Ak

xh(i− k, j)

xv(i, j − k)

+Bu(i, j), (١.۶)

در تاخیر q با راسر زمان گسسته دوبعدی سیستم شد داده توضی کامل به�طور پنجم فصل در که همان�طور

۶۶



۶٧ جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله .١.۶

زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم به شده تعریف افزوده حالت بردارهای از استفاده با را حالت بردار
کردیم: تبدیل زیر به�صورت

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 = Ā

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

+ B̄u(i, j), (٢.۶)

نظر در زیر زمان گسسته بعدی ی سیستم هم�ارز را (٢.۶) سیستم سوم فصل در شده گفته قضایای به بنا
�گیریم: م

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i), (٣.۶)

N = (q + ١)(n١ + n٢) که به�طوری B̄ =

B̄١

B̄٢

 ∈ RN×m و Ā =

Ā١١ Ā١٢

Ā٢١ Ā٢٢

 ∈ RN×N آن در که

که آنجای از هستند. قبل فصل در شده تعریف ماتریس�های به�فرم B̄٢ ،B̄١ ،Ā٢٢ ،Ā٢١ ،Ā١٢ ،Ā١١ و
را (٢.۶) سیستم برای کنترل قانون �شود م برده به�کار جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله فصل، این در

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت

u(i) = −F̄ T x̄(i) = −

F̄١

F̄٢

T x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

 , (۴.۶)

کنترل قانون ذاری جای با �باشند. م (q + ١)n٢ ×m و (q + ١)n١ ×m بعد دارای به�ترتیب F̄٢ و F̄١ که
داریم: (٣.۶) رابطه در

x̄(i+ ١) = (Ā− B̄F̄ T )x̄(i). (۵.۶)

طیف از بخش ی دادن تغییر ،(٣.۶) سیستم برای جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله .[۶] تعریف۶.١.
قرار واحد دایره داخل آن ویژه مقادیر که �باشد(طیف م سیستم ناپایداری باعث که سیستم باز حلقه ماتریس

است. طیف �مانده باق گذاشتن تغییر بدون و جدید دلخواه مجموعه ی با ندارند)

{µ١, . . . , µk} و باشد (٣.۶) سیستم باز Λطیفحلقه = {λ١, λ٢, . . . , λk, λk+١, . . . , λn} فرضکنید
Λ = (Λ١,Λ٢) به�صورت را Λ طیف باشند. بسته مختلط مزدوج تحت دو هر و باشد دلخواه مجموعه ی
ذاری جای هدف �باشد. م Λ٢ = {λk+١, . . . , λn} و Λ١ = {λ١, . . . , λk} آن در که �کنیم م تجزیه

است. Λ١ مجموعه �جای به {µ١, . . . , µk} مجموعه



۶٨ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

برای که آنجای از لذا ندارند قرار واحد دایره داخل λk, . . . , λ١ ویژه مقادیر که است �ذکر به لازم
قرار واحد دایره داخل (٣.۶) بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام است لازم خط کنترل سیستم پایداری
Λ١ = مجموعه زین جای دارند قرار واحد دایره درون Kکه = {µ١, . . . , µk} مجموعه دلیل �همین به گیرند،
{µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn} به�صورت Ā − B̄F̄ T بسته حلقه طیف که به�طوری �شود م {λ١, . . . , λk}

مجموعه به�جای K تخصیصمجموعه برای بود. خواهد پایدار بسته، حلقه سیستم صورت این در که �باشد م
λk, . . . , λ١ ویژه مقادیر به وابسته Ā ماتریس ناوردای چپ زیرفضای روی متعامد ا ی پایه ی به نیاز Λ١

.[٢٢] داریم
�کنیم: م محاسبه زیر به�صورت را ĀT ماتریس جزی شور تجزیه

ĀTQ = QR, (۶.۶)

چپ زیرفضای از متعامد ا ی پایه ی یل تش ستون�هایش که است N × k ماتریس ی Q که به�طوری
گرفتن نظر در با است. k × k بالا�مثلث شبه ماتریس ی R و �دهد م را i = ١, . . . , k برای λi به وابسته

به�فرم حالت پس�خورد ماتریس تعریف و Z = Ā− B̄F̄ T ماتریس

F̄ = QS, (٧.۶)

نوشت: �توان م
ZTQ = [Ā− B̄F̄ T ]Q = QR−QSB̄TQ = Q[R− SET ], (٨.۶)

�شود: م نوشته زیر به�صورت معادل به�طور یا

ZTQ = Q[RT −EST ]T = QCT
k , (٩.۶)

به�صورت ،F̄ انتخاب که است معن این به بالا معادله �باشد. م E = QTB و Ck = RT −EST آن در که
Ck با متشابه ZT چون به�علاوه �سازد. م ناورداست، ZT تحت که را Q توسط شده تولید زیرفضای (٧.۶)
ماتریس ویژه مقادیر ناوردا، زیرفضای این به وابسته Z ویژه مقادیر بنابراین ZT؛ = QCKQT یعن است

�باشد. م Ck = RT − EST

کوچ ماتریس ویژه مقادیر ،S ماتریس مناسب انتخاب ی وسیله به ونه چ داد خواهیم شرح حال
کند. پیدا تغییر µi به �تواند م Ck

که باشد شده انتخاب گونه�ای به S کنید فرض

Λ(Ck) = Λ{RT −EST } = {µi : i = ١, . . . , k}, (١٠.۶)



۶٩ S حالت پس�خورد ماتریس محاسبه .٢.۶

{µi}ki=١ به ،Āماتریس {λj}kj=١ ویژه مقادیر ،S انتخاب این با بنابراین �نامند. م تصویر مساله را بالا مساله
�مانند. م باق تغییر بدون Ā ماتریس ویژه مقادیر بقیه که �دهیم م نشان زیر قضیه در �کند. م پیدا تغییر

حل را (١٠.۶) k × k تصویر مساله که باشد شده انتخاب طوری S کنید فرض .[٢٢] .١.۶ قضیه
ویژه مقادیر دارای Z = Ā − B̄F̄ Tماتریس نتیجه در باشد. شده تعریف (٧.۶) به�صورت F̄ و کند

بود. خواهد {µ١, µ٢, . . . , µk, λk+١, . . . , λn}

�عبارت به باشد. i > k برای λi �مانده باق شور بردارهای W = [w١, w٢, . . . , wn−k] کنید فرض برهان.
استفاده با است. ان Xی = [Q,W ] که به�طوری است span{Q} متعامد متمم از متعامد پایه Wی ر دی

داریم: (٩.۶) از
QTZTQ = CT

k , W TZTQ = ٠, (١١.۶)

�آوریم: م به�دست (٧.۶) از استفاده با

QTZTW = QT (ĀT −QSB̄T )W

= QT ĀTW − SB̄TW = QT ĀW + ET ,
(١٢.۶)

W TZTW = W T (ĀT −QSB̄T )W

= W T ĀTW −W TQSB̄TW = W T ĀTW,
(١٣.۶)

بنابراین

XTZX =

 Ck ٠

W T ĀQ+ E W T ĀW

 . (١۴.۶)

�شود. م حاصل نتیجه و

RT−EST بسته حلقه سیستم که به�طوری Sحالت ماتریسپس�خورد کردن پیدا به تبدیل مساله، نتیجه در
�شود. م باشد µi ویژه مقادیر دارای

Sحالت ماتریسپس�خورد محاسبه ٢.۶

تشابه تبدیلات از استفاده RT − EST بسته حلقه سیستم برای S ماتریس آوردن به�دست برای روش ی
زوج کنید فرض یرید. ب نظر در را RT −EST بسته حلقه سیستم .[١١] است خط کنترل سیستم�های در
به�فرم تبدیل اولیه تشابه عملیات از استفاده با را [RT , E, I] افزوده ماتریس ابتدا باشد کنترل�پذیر (RT , E)

�گردند: م تبدیل زیر به�فرم Ẽ و R̃T ماتریس�های بنابراین �کنیم. م [R̃T , Ẽ, T−١] برداری همدم



٧٠ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

Ẽ =


E٠m×m

· · ·

٠

 , R̃T =


G٠m×k

· · ·

Ik−m ٠k−m×m

 , (١۵.۶)

�کنیم: م محاسبه زیر به�فرم �دهد م اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس حال

S̃p = E−١
٠ G٠ , (١۶.۶)

�آيد: م به�دست زیر به�صورت (RT , E) زوج برای اولیه حالت پس�خورد ماتریس نتیجه در

ST
p = S̃pT

−١ , (١٧.۶)

است. صفر ویژه مقادیر با زیر بلوک ل ش به ،Γ̃k یافته تبدیل بسته حلقه ماتریس

Γ̃k = R̃T − ẼS̃p =


G٠

· · ·

I ٠

−


E٠

· · ·

٠

E−١
٠ G٠ =


G٠

· · ·

I ٠

−


G٠

· · ·

٠

 =


٠m×k

· · · · · ·

Ik−m ٠k−m×m

 ,

(١٨.۶)

قرار موردنظر طیف در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست هدف،
اه آن �کنیم، م جم Γ̃k ماتریس با را D = diag{µ١, . . . , µk} قطری ماتریس منظور بدین �باشد. م گیرد

بود. خواهد زیر به�صورت R̃T − ẼS̃T

V = (R̃T − ẼS̃T ) +D =



µ١ ٠
. . .

٠ µm

٠ . . .
. . . . . .

I ٠ µk


, (١٩.۶)

ستون تشابه عملیات انجام با حال

C(j)− λj(Ci) −→ C(j)

R(i) + λi(Rj) −→ R(i) j = k, k − ١, . . . ,m+ ١, i = j −m



٧١ جزی مقدارویژه تخصیص مساله جواب تای ی و وجود .٣.۶

به�فرم Ṽ

Ṽ =


G̃λ

· · ·

I ٠

 , (٢٠.۶)

K = {µ١, . . . , µk} طیف همان نیز Ṽ ویژه مقادیر بنابراین است V مشابه Ṽ چون حال �شود. م تبدیل
�کنیم. م تبدیل زیر به�فرم را S اولیه پس�خورد ماتریس بنابراین است.

ST = ST
p −E−١

٠ G̃λT
−١. (٢١.۶)

�شود. م محاسبه (٣.۶) بسته حلقه سیستم حالت پس�خورد ماتریس ،F̄ = QS تعریف به توجه با نتیجه در

است. برقرار m ≤ K برای فوق روش .١.۶ ته ن

تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص وریتم ال .٢ وریتم ال
.B̄N×m و ĀN×N ماتریس�های ورودی:

باشد. موردنظر ویژه مقادیر دارای بسته حلقه سیستم که به�طوری F̄ حالت پس�خورد ماتریس : خروج

�کنیم. م محاسبه را AT ماتریس جزی شور تجزیه و {λ١, . . . , λk} جزی ویژه مقادیر طیف ابتدا .١

.E = QTB �دهیم م قرار .٢

ویژه مقادیر که �نماییم م تعیین گونه�ای به را S برداری همدم فرم و تشابه تبدیلات از استفاده با .٣
باشد. {µ١, . . . , µk} طیف RT − EST ماتریس

�کنیم. م محاسبه را F̄ = QS .۴

F̄٢ ∈ R(q+٢)n٢×m و F̄١ ∈ R(q+١)n١×m ماتریس�های F̄ =

F̄١

F̄٢

 تعریف از استفاده با نهایت در .۵

�آوریم. م به�دست را

جزی تخصیصمقدارویژه مساله جواب تای ی و وجود ٣.۶

کنترل�پذیری مفهوم به ابتدا لذا است مهم بسیار مساله جواب تای ی و وجود بررس برای کنترل�پذیری مفهوم
�پردازیم. م



٧٢ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

به�طور Ā طیف از {λ١, . . . , λk} مجموعه به نسبت (Ā, B̄) زوج یا (٣.۶) سیستم .[۶] .٢.۶ تعریف
است. کنترل�پذیر j = ١, . . . , k برای λj مقدارویژه از ی هر به نسبت اگر است کنترل�پذیر جزی

نسبت گاه هر است کنترل�پذیر کامل به�طور (Ā, B̄) زوج معادل به�طور یا (٣.۶) سیتم .[۶] تعریف۶.٣.
باشد. کنترل�پذیر Ā مقدارویژه همه به

زوج برای ویژه مقادیر تخصیص مساله مقدارویژه[۶]: تخصیص مساله تای ی و وجود .٢.۶ قضیه
باشد. کنترل�پذیر کامل به�طور (Ā, B̄) زوج اگر تنها و اگر است حل�پذیر S دلخواه مجموعه هر برای ،(Ā, B̄)

در باشد) بردار ی B �عبارت به (یا باشد ورودی ت سیستم ی سیستم اگر تنها و اگر تاست ی جواب
دارد. جواب نامتناه تعداد جواب، وجود صورت در ورودی چند حالت

کنید فرض یرید. ب نظر در را {µ١, . . . , µk} مجموعه و Ā ماتریس طیف Λ مجموعه .[۶] .٣.۶ قضیه
باق تغییر بدون ویژه مقادیر بقیه و داد تغییر {µ١, . . . , µk} مجموعه به را {λ١, . . . , λk} مجموعه بتوان

µ١, . . . , µk بسته حلقه مقدارویژه انتخاب هر برای (Ā, B̄) زوج برای جزی مقدارویژه مساله پس بمانند.
کنترل�پذیر {λ١, . . . , λk} مجموعه به نسبت جزی به�طور (Ā, B̄) زوج اگر فقط و اگر است جواب دارای
باشد. ورودی ت کنترل�پذیر کامل به�طور سیستم ی سیستم اگر تنها و اگر است منحصربفرد جواب باشد،
در نیست کنترل�پذیر کامل به�طور (Ā, B̄) زوج که زمان ورودی ت حالت در و ورودی چندین حالت در

دارد. جواب نامتناه تعداد جواب، وجود صورت

�گیریم: م نظر در تاخیر q = ١ برای را زیر راسر مدل توسط زمان گسسته دوبعدی سیستم .١.۶ مثال

xh(i+ ١, j)

xv(i, j + ١)

 = A٠

xh(i, j)
xv(i, j)

+A١

xh(i− ١, j)

xv(i, j − ١)

+Bu(i, j), (٢٢.۶)

و �باشند م xv(i, j) ∈ R١ و xh(i, j) ∈ R٢ ابعاد دارای به�ترتیب عمودی و افق حالت بردارهای آن در که

A٠ =



٠٫ ۴٠۶۵ ٠٫ ٨٨۶٧
... ٠٫ ٩۵١٨

٠٫ ٧٨٧ ٠٫ ٣٣٣۵
... ٠٫ ٩٣٣١

· · · · · ·
... · · ·

٠٫ ٩۵١۴ ٠٫ ۵٢٠۵
... ٠٫ ١۶۶٩


, A١ =



٠٫ ٢١۵٨ ٠٫ ٧٩٢٢
... ٠٫ ٢١٠٠

٠٫ ٩١٢٠ ٠٫ ١٣٠٩
... ٠٫ ۶٩٢٧

· · · · · ·
... · · ·

٠٫ ۶٠٢٩ ٠٫ ٢٠٣٨
... ١٫ ۶٨٠٨


,



٧٣ جزی مقدارویژه تخصیص مساله جواب تای ی و وجود .٣.۶

B =


٢ ۴

۵ ٧

· · · · · ·

٣ ۶

 ,

�کنیم. م تعریف را زیر افزوده بردارهای سیستم این کنترل جهت

x̄h(i, j) =

 xh(i, j)

xh(i− ١, j)

 , x̄v(i, j) =

 xv(i, j)

xv(i, j − ١)

 ,

به�فرم شده تعریف x̄v(i, j) و x̄h(i, j) افزوده بردارهای ذاری جای با �توان م را (٢٢.۶) تاخیری سیستم لذا
کنیم. تبدیل زیر زمان تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم

x̄h(i+ ١, j)

x̄v(i, j + ١)

 = Ā

x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

+ B̄u(i, j), (٢٣.۶)

پایداری هم�ارز (٢٣.۶) شده توصیف دوبعدی سیستم پایداری شد داده توضی سوم فصل در که همان�طور
�باشد. م زیر زمان گسسته بعدی ی سیستم

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i), (٢۴.۶)

�باشند. م زیر به�صورت B̄ و Ā ماتریس�های آن در که

Ā =



٠/۴٠۶۵ ٠/٨٨۶٧ ٠/٢١۵٨ ٠/٧٩٢٢
... ٠/٩۵١٨ ٠/٢١٠٠

٠/٠٧٨٧ ٠/٣٣٣۵ ٠/٩١٢٠ ٠/١٣٠٩
... ٠/٩٣٣١ ٠/۶٩٢٧

١ ٠ ٠ ٠
... ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠
... ٠ ٠

· · · · · · · · · · · ·
... · · · · · ·

٠/٩۵١۴ ٠/۵٢٠۵ ٠/۶٠٢٩ ٠/٢٠٣٨
... ٠/١٠٠٩ ١/۶٨٠٨

٠ ٠ ٠ ٠
... ١ ٠



, B̄ =



٢ ۴

۵ ٧

٠ ٠

٠ ٠

· · · · · ·

٣ ۶

٠ ٠


,

آن در که کرده�ایم تجزیه Λ = (Λ١,Λ٢) به�صورت را Ā ماتریس ویژه مقادیر طیف کنید فرض
Λ١ = {٢/۴٩٣۴,−١/٣٩٩١},



٧۴ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

Λ٢ = {٠/۵٠−,١٠٣/۴٠٩ ± ٠/٨٧۶۵i,−٠/۶١۵٨},

پس�خورد ماتریس کردن پیدا هدف �گیریم. م نظر در را K = {٠/٣۵١۴,−٠/٢١٣٧} مجموعه �باشد. م
باشد. Λ = K ∪ λ٢ برابر Ā− B̄F̄ T بسته حلقه سیستم طیف که به�صورت است F̄

زیر به�صورت را R و Q ماتریس�های ،ĀTQ = QR به�صورت ĀT ماتریس جزی شور تجزیه از استفاده با
�کنیم: م محاسبه

Q =



−٠٫ ۴٠٨٨ ٠٫ ١۶٧٧

−٠٫ ٣٨٨٢ ٠٫ ٠٣١٢

−٠٫ ٣٠٨١ ٠٫ ١٢٢١

−٠٫ ١٩۴۵ −٠٫ ٠٨٧۵

−٠٫ ۵۴٠٨ −٠٫ ٧۵٩٠

−٠٫ ۵٠۶٨ ٠٫ ۶١٠١


, R =

٢٫ ۴٩٣۴ ٠٫ ٧٢٠٩

٠٫ ٠٠٠٠ −١٫ ٣٩٩١

 ,

�آوریم: م به�دست زیر به�صورت نیز را E و

E = QT Ā =

−۴٫ ٣٨١٢ −٧٫ ۵٩٧٧

−١٫ ٧٨۵٧ −٣٫ ۶۶۵٠

 ,

�آوریم: م به�دست زیر به�صورت را S ماتریس تشابه تبدیلات از استفاده با حال

ST =

−٠٫ ٩۵٣۴ −۵٫ ٣۴٢۴

٠٫ ۶٧٣٢ ٢٫ ٠٨۶٢

 ,

طیف به را Ā− B̄F̄ T بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس بنابراین

Λ = {٠/٣۵١۴,−٠/٢١٣٧, ٠/۵٠−,١٠٣/۴٠٩ ± ٠/٨٧۶۵i,−٠/۶١۵٨},

�کنیم: م محاسبه زیر به�صورت را �برد م



٧۵ جزی مقدارویژه تخصیص مساله جواب تای ی و وجود .٣.۶

F̄ = QS =



−٠٫ ۵٠۶٣ ٠٫ ٠٧۴٧

٠٫ ٢٠٣۵ −٠٫ ١٩۶٣

−٠٫ ٣۵٨۶ ٠٫ ٠۴٧٣

٠٫ ۶۵٣٠ −٠٫ ٣١٣۵

۴٫ ۵٧٠۶ −١٫ ٩۴٧۵

−٢٫ ٧٧۶٠ ٠٫ ٩٣١۵


,

و F̄١ اولیه حالت پس�خورد ماتریس دو به را آمده به�دست بعدی ی اولیه حالت پس�خورد ماتریس سپس
و (q + ١)n١ ×m ابعاد دارای به�ترتیب شده گفته توضیحات به توجه با که �کنیم م افراز زیر به�صورت F̄٢

�باشند. م (q + ١)n٢ ×m

F̄١ =


−٠٫ ۵٠۶٣ ٠٫ ٠٧۴٧

٠٫ ٢٠٣۵ −٠٫ ١٩۶٣

−٠٫ ٣۵٨۶ ٠٫ ٠۴٧٣

٠٫ ۶۵٣٠ −٠٫ ٣١٣۵

 , F̄٢ =

 ۴٫ ۵٧٠۶ −١٫ ٩۴٧۵

−٢٫ ٧٧۶٠ ٠٫ ٩٣١۵

 .

مشاهده به�وضوح را پایداری مساله و کرده رسم را u و x(i)ها به مربوط نمودار متلب نرم�افزار از استفاده با
�کنیم. م



٧۶ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

ورودی اول مولفه به مربوط نمودار :١.۶ ل ش

ورودی دوم مولفه به مربوط نمودار :٢.۶ ل ش



٧٧ جزی مقدارویژه تخصیص مساله جواب تای ی و وجود .٣.۶

حالت بردار اول مولفه به مربوط نمودار :٣.۶ ل ش

حالت بردار دوم مولفه به مربوط نمودار :۴.۶ ل ش

حالت بردار سوم مولفه به مربوط نمودار :۵.۶ ل ش



٧٨ تشابه تبدیلات از استفاده با جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۶

حالت بردار چهارم مولفه به مربوط نمودار :۶.۶ ل ش

حالت بردار پنجم مولفه به مربوط نمودار :٧.۶ ل ش

حالت بردار ششم مولفه به مربوط نمودار :٨.۶ ل ش



فصل٧

پیشنهادات و نظرات نتیجه�گیری،

نتیجه�گیری ١.٧

مدل تاخیری زمان گسسته دوبعدی سیستم�های بهینه کنترل و پایداری برای جدید روش پایان�نامه، این در
روش از استفاده با تاخیری دوبعدی سیستم تبدیل پنجم، فصل در پایان�نامه این نوآوری گردید. ارایه راسر
پایداری که ویژگ این از و �باشد م زمان تاخیر بدون دوبعدی سیستم به�فرم عمودی، و افق افزوده بردارهای
استفاده �باشد م دارا هم�ارزشرا بعدی ی سیستم مجانب پایداری با مشابه رفتاری دوبعدی سیستم هر مجانب
ی سیستم�های پایداری هم�ارز زمان تاخیر با گسسته دوبعدی سیستم�های پایداری �گیریم م نتیجه و کرده

برداری همدم فرم به را آمده به�دست سیستم ، تشابه تبدیلات از استفاده با سپس �باشد. م نظیرش بعدی
�برد م صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام که حالت پس�خورد ماتریس نهایت در و کرده تبدیل
زمان گسسته دوبعدی سیستم ی در حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای نتیجه در کردیم. محاسبه
به توجه با سپس و کرده محاسبه را هم�ارزش بعدی ی سیستم حالت پس�خورد ماتریس �توان م تاخیری
مولفه دو به را آمده به�دست حالت پس�خورد ماتریس هستند، مساله مفروضات جزو که ماتریس�های اندازه
نیاز کمتری محاسبات به خط ماتریس نامساوی�های روش به نسبت شده ارایه روش مزیت �کنیم. ی تف

شد. خواهد صرفه�جوی وقت در نتیجه در دارد
شرح تاخیری زمان گسسته دوبعدی سیستم�های برای ، جزی ویژه مقادیر تخصیص مساله نهایت، در
بدین تاخیری گسسته دوبعدی سیستم�های پایداری جهت ششم، فصل در پایان�نامه این نو�آوری شد. داده
گونه�ای به را حالت پس�خورد ماتریس ، تشابه تبدیلات و جزی شور تجزیه از استفاده با که است صورت
این به مربوط وریتم ال و گیرد قرار واحد دایره داخل بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام که آوردیم به�دست
پیشنهادی روش بوده، بزرگ شده توصیف سیستم باز حلقه ماتریس ه این به توجه با گردید. ارایه نیز روش
�تر سری را محاسبات �توان م طریق این از که �کند م تجزیه �تر کوچ ابعاد با ماتریس�های به را ماتریس

٧٩



٨٠ پیشنهادات و نظرات نتیجه�گیری، .٧

که تشابه تبدیلات روش به نسبت شده ارایه روش مزیت دلیل همین به� داد. انجام جدید ماتریس�های روی
بزرگ ماتریس�های دارای که سیستم�های برای و دارد نیاز کمتری محاسبات به گردید ارایه پنجم فصل در

�باشد. م مناسب بوده اسپارس و

پیشنهادات و نظرات ٢.٧

بعدی کارهای زمینه �تواند م خط کنترل سیستم�های مطالعه و تحقیق به علاقه�مندان برای که پیشنهادات
�باشد: م زیر به�صورت گیرد قرار

مدل�های توسط تاخیر با زمان گسسته بعدی n سیستم�های پایداری و کنترل�پذیری تحقیق و مطالعه .١
. کل و فورناسا-مارکسین راسر،

راسر. مدل توسط تاخیر با زمان پیوسته بعدی n سیستم�های پایداری و کنترل�پذیری تحقیق و مطالعه .٢

. خروج پس�خورد ماتریس توسط تاخیر با زمان گسسته دوبعدی سیستم�های در مساله کاربرد .٣

�یافته. توسی سیستم�های در مساله کاربرد .۴



پیوستآ�

کامپیوتری برنامه�های

تشابه روشتبدیلات به مربوط برنامه�نویس آ�.١.٠

t0=cputime;

A=[7 4 4 5 2 6;4 9 8 7 1 3;1 0 0 0 0 0;0 1 0 0 0 0;0 9 5 4 6 8;0 0 0 0 1 0];

B=[2 4;5 7; 0 0;0 0;3 6;0 0];

[n,m]=size(B);

r=n+m;

Q=[B,A];

T1=eye(n);

tol=1e-6;

while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;

if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);

j=j+1;

else

if i=k

Q([i,k],:)=Q([k,i],:);

T1([i,k],:)=T([k,i],:);

٨١



٨٢ کامپیوتری برنامه�های آ�.

Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);

end

t=Q(i,j);

Q(i,:)=Q(i,:)/t;

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;

T1(i,:)=T1(i,:)/t;

if i=n

for k=i+1:n

t=Q(k,i);

if t=0

Q(k,:)=Q(K,:)-t*Q(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

end

end

end

i=i+1;

j=j+1;

end

end

s=1;

while s < n

i=s+1 ;

for j=i:r

if Q(i,j)~=0

for k=1:s

if Q(k,j)~=0

t=Q(k,j);

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);



٨٣

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

end

end

break

end

end

s=s+1;

end

for i=n:-1:m+1

for k=i:r

if Q(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Q(i,j);

Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:)

T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);

end

break

end

end

end

Q

T1

B1=Q(:,[1:m]); A1=Q(:,[m+1:r])

B0=Q(1:m,1:m); bo=inv(B0)

G=Q(1:m,m+1:r); F1=-bo*G; G0=G;

Fp=F1*T1;

Fp

gama=A+B*Fp

t0=cputime;



٨۴ کامپیوتری برنامه�های آ�.

t1=cputime-t0;

xp=[];

up=[];

x0=ones(6,1);

xp(:,1)=x0;

i=2;

while i<10

xp(:,i)=gama*xp(:,i-1);

up(:,i-1)=Fp*xp(:,i-1);

i=i+1;

end

clf

stairs(up(1,:)),hold on

title('input response')

ylabel('input u1')

xlabel('timet')

pause

hold off

stairs(up(2,:)),hold on

title('input response')

ylabel('input u2')

xlabel('timet')

pause

hold off

stairs(xp(1,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x1')

xlabel('timet')

hold off

pause



٨۵

stairs(xp(2,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x2')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(3,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x3')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(4,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x4')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(5,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x5')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(6,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x6')

xlabel('timet')

hold off

pause



٨۶ کامپیوتری برنامه�های آ�.

جزی ویژه تخصیصمقادیر روشمساله به مربوط نویس برنامه آ�.٢.٠

A=[0.4065 0.8867 0.2158 0.7922 0.9518 0.2100;0.0787 0.3335 0.9120 0.1309 0.9331 0.6927;

1 0 0 0 0 0;0 1 0 0 0 0;0.9514 0.5205 0.6029 0.2038 0.1009 1.6808;0 0 0 0 1 0];

B=[2 4;5 7;0 0;0 0;3 6;0 0];

A=A';

[V,D]=eig(A);

V1=V(:,[1 2])

Qp=gramsch(V1)

R=Qp'*A*Qp

E=Qp'*B

A=R'

B=-E

[n,m]=size(B);

r=n+m;

Q=[B,A];

T1=eye(n);

i=1;j=1; tol=1e-6;

while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;

if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);

j=j+1;

else

if i=k

Q([i,k],:)=Q([k,i],:);

T1([i,k],:)=T([k,i],:);

Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);

end

t=Q(i,j);

Q(i,:)=Q(i,:)/t;



٨٧

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;

T1(i,:)=T1(i,:)/t;

if i=n

for k=i+1:n

t=Q(k,i);

if t=0

Q(k,:)=Q(K,:)-t*Q(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

end

end

end

i=i+1;

j=j+1;

end

end

s=1;

while s < n

i=s+1 ;

for j=i:r

if Q(i,j)~=0

for k=1:s

if Q(k,j)~=0

t=Q(k,j);

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

end

end

break



٨٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

end

end

s=s+1;

end

for i=n:-1:m+1

for k=i:r

if Q(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Q(i,j);

Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:)

T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);

end

break

end

end

end

Q

T1

B1=Q(:,[1:m]); A1=Q(:,[m+1:r])

B0=Q(1:m,1:m); bo=inv(B0)

G=Q(1:m,m+1:r); F1=-bo*G; G0=G;

Fp=F1*T1;

Fp

gama=A+B*Fp

D=[];

for j=1:n

landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);

end

for i=1:n



٨٩

D(i,i)= landa(i);

end

Acap=A1;

Bcap=B1;

newF=Fp ;

ac=Acap+Bcap*F1;

ac1=ac+D;

bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];

for i=n:-1:m+1

for k=1:r

if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Qc(i,j);

Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);

end

break

end

end

end

G2=Qc(1:m,m+1:r);

glanda=Qc(:,m+1:r);

Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')

Kp=newF+Fc

F=Qp*Kp';

disp(' with the closed-loop matrix ')

gamac=A+B*Kp;

disp(' checking the eigen values ')



٩٠ کامپیوتری برنامه�های آ�.

v=eig(gamac)'

[u1,v1]=eig(gamac);

c2=cond(u1)

disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')

Normkp=norm(Kp,'fro')

F

A=[0.4065 0.8867 0.2158 0.7922 0.9518 0.2100;0.0787 0.3335 0.9120 0.1309 0.9331 0.6927;

1 0 0 0 0 0;0 1 0 0 0 0;0.9514 0.5205 0.6029 0.2038 0.1009 1.6808;0 0 0 0 1 0];

B=[2 4;5 7;0 0;0 0;3 6;0 0];

gama=A-B*F'

t0=cputime;

t1=cputime-t0;

xp=[];

up=[];

x0=ones(6,1);

xp(:,1)=x0;

i=2;

while i<50

xp(:,i)=gama*xp(:,i-1);

up(:,i-1)=-F'*xp(:,i-1);

i=i+1;

end

clf

stairs(up(1,:)),hold on

title('input response')

ylabel('input u1')

xlabel('timet')

pause

hold off

stairs(up(2,:)),hold on



٩١

title('input response')

ylabel('input u2')

xlabel('timet')

pause

hold off

stairs(xp(1,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x1')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(2,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x2')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(3,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x3')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(4,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x4')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(5,:)),hold on



٩٢ کامپیوتری برنامه�های آ�.

title('state response')

ylabel('x5')

xlabel('timet')

hold off

pause

stairs(xp(6,:)),hold on

title('state response')

ylabel('x6')

xlabel('timet')

hold off

pause
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Abstract
in this thises, the is present new method for time-optimal control and asymptotic of 2D

discrete-time linear systems with time-delays by model Roesser. This method has 2 steps. In
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convert to the vector companion form, we compute state-feedback matrix F so that the closed-
loop system tends to zero all of eigenvalues. In the second step, as for the stability of discrete
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assignment problem for delays 2D discrete-time linear systems and replace that eigenvalues of
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by solving partial eigenvalue assignment problem, we decompose it into smaller matrices and
then assignment applied only for the small matrix, advantage of the presented method required
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