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علوم پایه دانشکده  

ریاضی گروه  

 یک دسته بندی از انرژی گراف

سیه افضل شهیدیآبی بی دانشجو :   

 

 استاد راهنما

شعرباف دکتر صادق رحیمی  

 استاد مشاور

 دکتر نادر جعفری راد

 

 پایان نامه جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد
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88زمستان   

 تقدیم به پدر و مادر عزیزم

ه رنجم را در خویش وسيع است كه هم قدر نآن كه سرزمين قلبشا

آنان كه توانشان رفت تا به توانایي برسم و مویشان  پنهان مي سازد.

 سپيد گشت تا رویم سپيد بماند.

 ان زانوی ادب بر زمين مي نهم.در برابرش
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 قدردانی و تشکر

 بادر ابتدا از استاد بزرگوارم جناب آقای دکتر رحیمی که 

های حکیمانه خود افق های تازه ای برای اينجانب ايجاد راهنمائی 

کمال  مشاور دلسوزم ،راد جناب آقای دکتر جعفری کردند و

 سپاسگزاری را دارم.

انجام اين پايان نامه دانم از دوستانی که  مرا در همچنین لازم می

 .تشکر و قدردانی کنمياری نمودند 

 برای تمامی اين عزيزان آرزوی موفقیت و کامیابی دارم.
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 چكیده

شیمی بوده است و براي علم انرژي یك مولکول همواره مورد علاقه دانشمندان تعیین موضوع    

 ازهر مولکول براي نمایش ساختار نجا که . از آل هاي انتگرالی استفاده می کردندن از فرمومحاسبه آ

از خواص گراف ها  کرده اندلذا در چند دهه اخیر دانشمندان ریاضی نیز سعی  فاده می شودگراف است

مولکولی بیابند.  رژيو راه حل ساده تري براي محاسبه ان استفاده نمایند محاسبه انرژي مولکولیدر 

راف نامیده اند که تقریبا هم ارز انرژي مولکول متناظرش کمیت محاسبه شده از این طریق را انرژي گ

  است. 

مورد مطالعه قرار مربوط به انرژي انواع گراف ها  موضوعاتتا  است سعی شده پایان نامهدر این 

طیف گراف و کران  مفهومبه ، در فصل اول به این منظور گیرد و یك دسته بندي از آن ارائه گردد.

کران هایی که براي انرژي ژي و بیان رابطه طیف گراف با انر. در فصل دوم تپرداخته شده اسن هاي آ

سوم انرژي درخت ها و . در فصل شده استارائه  ،وجود دارد با استفاده از روابط ساده ریاضیگراف 

و درخت هایی که داراي بیشترین انرژي و کمترین انرژي هستند  بیان شده استگراف هاي بدون دور 

 ن هادوبخشی و کران بالا وپایین آدر فصل چهارم انرژي گراف هاي  .گرفته شده اندقرار مورد بررسی 

تك دوري و بیان حدود انرژي این دسته از  در فصل پنجم انرژي گراف هاي دوري و .شده استارائه 

و در  شده است محاسبهی در فصل ششم انرژي گراف هاي منتظم و خط .شده استگراف ها پرداخته 

 و اسپایدر بررسی شده است و کران بالاگراف نام ه براي دسته اي از گراف ها ب ،تم نیز انرژيفصل هف

      .پایین براي ان ارائه شده است
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 مقدمه

فرایند تلاش براي ایجاد معادل هاي تقریبی ریاضی براي پدیده ها در علوم مختلف همچون فیزیك 

مدل سازي می نامند. یکی از روش هاي مدل سازي استفاده از نظریه گراف است. هر گراف  و شیمی را

داراي یك مجموعه از نقاط به نام راس و یك مجموعه از خطوط بین نقاط، به نام یال می باشد. 

همچنین می توان به هر گراف یك ماتریس به نام ماتریس مجاورت نسبت داده می شود که می توان 

اده از مقادیر ویژه آن، خواص گراف را بررسی کرد. از کاربرد هاي نظریه گراف، می توان به با استف

کاربرد آن در علم شیمی اشاره کرد به این صورت که براي هر مولکول یك گراف مولکولی نسبت وجود 

با را  دانشمندان علم شیمی انرژي مولکول دارد )هر راس یك اتم و پیوند هر اتم یك یال است.(.

جدید براي اولین بار تعریف  2ایوان گوتمنمحاسبه می کنند.  نکولسو 1استفاده از فرمول انتگرال

به شکل مجموع قدر مطلق استفاده از گراف مولکولی و ماتریس مجاورت آن،  محاسبه انرژي مولکول با

 مقادیر ویژه ماتریس مجاورت گراف ارائه داد که عبارت است از: 

  

با تعریف جدیدي که براي انرژي  .است ماتریس مجاورت گراف  بعد و  ویژه مقدار ن آدر که

مولکول ارائه شد دانشمندان ریاضی نیز علاقمند به محاسبه انرژي براي دسته هاي مختلف از گراف ها 

انرژي گراف ها انجام شده است و کران هاي  شدند. بدین ترتیب، تلاش هایی براي پیدا کردن کران

 کران هایی که به شکل کلی براي انرژي گرافحاصل را در دو حالت ارائه گردیده است. در حالت اول 

کران هایی که به مه دسته هاي گراف ها نیز صادق است  و در حالت دوم و در مورد ه هدها بیان ش

انند درخت ها، گراف هاي منتظم، گراف هاي دوري و شکل خاص و براي دسته اي معین از گراف ها م

 .... ارائه شده است

                                                           
1 Culson integral 
2I.Gutman , The energy of a graph , Ber.Math-statist . Sekt . Forschungsz . Graz 103(1978)1-22  
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به این ترتیب همواره تلاش شده است تا کران هاي ارائه شده بهبود یابد.تاریخچه این مطالعات به 

 شرح ذیل است: 

گوتمن با استفاده از فرمول انتگرال کولسون درخت هاي با کمترین و بیشترین  1977در سال  

و  او یك جمع بندي از نتایجی که در مورد انرژي . او در یك مقاله مروري[2]را مشخص نمود انرژي

. همچنین دسته گراف هایی که انرژي از راس آنها عبور [24]ارائه داد را 2111کران هاي آن تا سال 

مشخص  2112می کند )به این معنی که انرژي بیشتر از تعداد رئوس گراف است.( را در سال 

نیز، دسته جدیدي از این نوع ارائه کرد که نتایج ان در ژورنال ایرانی و بین  2117و در سال  [18]کرد

او مقالات بسیاري نیز با همکاري دیگر دانشمندان ارائه کرده  .[22]به چاپ رسید IJMSIالمللی 

ف هاي تك در مورد گرا[، 3]در زمینه انرژي درخت ها تحقیق کرده اند 4و اکسوزنگ 3ایمی یو .است

و  8کولن 7مولتن ،ارائه داده اند[ 9]و [ 8[، ]7]در 6و گوتمن و مائولین وانگ 5دوري یاپینگ هو

در زمینه گراف هاي دو بخشی و کران هاي آن  11و تینو11و همکاران، رادا 9همکاران، ژیابین زنگ

و بالاك  14رضایی-، تایفه13و خرقانی 12و کولن، نیکیفرو  مولتن ،[12،11،11]تحقیق نموده اند

و 16رامان مقالاتی ارائه نموده اند.[ 21[، ]19]،[23]در مورد انرژي گراف ها و ماتریسها در 15ریشنان

                                                           
3 Aimei Yu 
4 Xuezheng Lv 
5 Yaoping Hou 
6 Maolin Wang 
7 Moulton 
8 Koolen 
9 Jiabin Zhang 
10 Rada 
11 Tino 
12 Nikiforov 
13 Kharaghani 
14 Tayfeh-Rezaie 
15 Balakrishnan 
16 Ramane 
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و  17اکبري[، 33[، ]16]گوتمن و همکاران براي انرژي گراف هاي خطی و گراف هاي انرژي یکسان در

 ارائه کرده اند.مطالب ارزشمندي  [25]همکاران در مورد رابطه انرژي گراف و عدد رنگی ان در

در این پایان نامه سعی شده است تا نتایج مقالات و تحقیقات ذکر شده در فوق براي دسته هاي 

مختلف گراف ها مورد بررسی قرار گیرد. مطالب این پایان نامه مورد استفاده علاقه مندان و محققان به 

 موضوع انرژي گراف قرار گیرد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
17 Akbari 
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انرژي یك گراف وابسته به طیف آن گراف است. با بررسی طیف هر گراف می توان به بعضی از     

خواص آن از قبیل، تعداد راس هاي مجزا, دو بخشی بودن و غیره پی برد. همچنین کران هایی که    

توجه به کران طیفی گراف است. لذا با توجه به اهمیت طیف  تا کنون براي انرژي گراف ارائه شده با

گراف, در این فصل ابتدا طیف گراف را تعریف می کنیم. سپس قضایا و لم هاي مرتبط با کران بالا و 

 کران پایین آن را ارائه می دهیم. 

 اکنون اولین تعریف این قسمت را بیان می کنیم:    

را به صورت  نگاه چند جمله اي مشخصه آباشد  تریس مجاورت گراف ما اگر : 1-1تعریف 

 :شود زیر تعریف می

  

 . نامندماتریس ریشه هاي این چند جمله اي را مقادیر ویژه 

تبه تکرار هر یك همراه با مرمجموعه مقادیر ویژه ماتریس مجاورت گراف   طیف گراف: 2-1تعریف 

 و مرتبه تکرار هر یك را با  ،. . .  ، از این مقادیر ویژه می باشد. حال اگر مقادیر ویژه را با 

 را به شکل  به ترتیب، نمایش دهیم آنگاه طیف گراف ، ،. . .  ،

                                     )1-1( 

 .[34]نمایش می دهیم

 داریم: براي گراف کامل  :1-1مثال 

 ,      
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 تعیین کران بالا برای طیف گراف 1-1

 [. 34]ارائه شده است 19در کتاب تئوري گراف جبري 1974در سال  18اولین لم این بخش توسط بیگز

  [34] باشد آنگاه  ,اگر بزرگترین مقدار ویژه گراف  :1-1-1لم 

 .                                                               )2-1(                                                   

باشند که به  راف مقادیر ویژه گ فرض کنیم  :اثبات

، با در نظر گرفتن است و  شکل نزولی مرتب شده اند. چون 

خواهیم  به تعداد  و  براي بردارهاي  21شوارتز-نامساوي کوشی

 : داشت

  

 حکم ثابت است. و

و همکاران او ارائه شده است را بیان می  21توسط کینکار داس 2112یی که در سال اکنون کران ها

 .[39]کنیم

 [39]باشد آنگاهبزرگترین مقدار ویژه آن گراف همبند و  اگر  :1-1-1قضیه 

 .                                                       )3-1( 

 در آن داریم:که 

                                                           
18 Biggs 
19 Algabraic graph theory 
20 Cauchy-Schwartz 
21 Kinkar ch. Das 
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                                                       )4-1( 

                    )5-1( 

 می باشند. میانگین درجه راس هاي مجاور با  و  درجه راس   و 

ماتریس قطري از درجه رئوس  را در نظر بگیرید که  ماتریس  اثبات:

 به شکل زیر است: ام از ماتریس  است. عنصر 

  

 از ماتریس  بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه  اگر 

رد که یك مولفه از بردار ویژه یك باشد و دیگر مولفه ها کمتر یا مساوي یك باشد. می توان فرض ک

 است. داریم: براي هر  و  باشند. به عبارت دیگر 

 .                                                                  )6-1( 

 ( عبارت است از: 6-1امین معادله از تساوي ) 

,                                                           )7-1(                                                             

 به عبارت دیگر  

                                                            

 ( عبارت است از:6-1امین معادله تساوي از ) است. 

                                                          )8-1( 
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 خواهیم داشت:  و جمع بندي روي  ( در 8-1با ضرب طرفین تساوي )

  

 است داریم: با توجه به  اکنون

                                         )9-1( 

 ( خواهیم داشت:5-1( و )4-1با استفاده از روابط )

                                                   )11-1( 

  بنابراین حکم برقرار است.

 آنگاه  باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  گراف همبند و  گر ا: 1-1-1نتیجه 

                                                          )11-1( 

.[39]است  

آنگاه از معادله      باشد و  اگر اثبات: 

 داریم:  1-11

  

 بنابراین نتیجه حاصل می شود.

 [39]آنگاه باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  گراف ساده و  اگر : 2-1-1قضیه 
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   )12-1(  

 و  است.  و  است که در آن 

 است. همسایگی از راس  است که بیشتر یا مساوي  نیز تعداد همسایگی هاي راس 

می توان فرض کرد که باشد.  بردار ویژه از  مقدار ویژه  اگر اثبات: 

  یك مولفه از بردار ویژه یك باشد و دیگر مولفه ها کمتر یا مساوي یك باشد. به عبارت دیگر

 است. داریم: براي هر  و 

 .                                                                                   )13-1( 

 ( عبارت است از: 13-1امین معادله از تساوي ) 

   

  به عبارت دیگر

.                                                                 )14-1( 

 ( عبارت است از:13-1امین معادله از تساوي ) است. 

 (1-15     ).                                                       

 خواهیم داشت: ( روي 15-1ي )با جمع بندي بر دو طرف تساو

. 

  

. 
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 به عبارت دیگر 

                                                                       )16-1( 

 ه شده است:به شکل زیر داد عدد صحیح غیر منفی و  که 

  

  

  

………. 

  

 بنابراین  است. همسایگی از راس  است که بیشتر یا مساوي  تعداد همسایگی هاي راس  و 

 ,                                                            )17-1( 

   

 لذا نتیجه حاصل می شود.

 :[39]داریم آنگاه باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  گراف ساده و  اگر  :2-1-1نتیجه 

 .                                               )18-1( 

حاصل می شود. بنابراین به  ( ، 17-1در معادله ) قرار دادن با اثبات: 

 راحتی حکم نتیجه می شود.
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 تعیین کران پایین برای طیف گراف 1-2

داراي راس وابسته باشد. راس هاي وابسته را به گروه هایی تقسیم می کنیم  اگر گراف : 1-2-1لم 

راس هاي هر گروه داراي همسایگی هاي مشترك باشند. در هر گروه مولفه هاي بردار به طوري که 

 .[39]ویژه متناظر با مقدار ویژه هاي غیر صفر برابر می باشند

 ، . . . و  همچنین اگر  باشد. بردار ویژه از  مقدار ویژه  اگر  اثبات:

 باشدکه مجاور با راس  با  هاي وابسته از مجموعه راس راس 

 باشند. داریم: 

  

 . 

 داریم : براي 

 .                                                                                   )19-1( 

، حقیقی با  ( دیده می شود که 19-1غیر صفر است لذا از معادله ) چون 

 هستند.

اعداد  . . . و  ، اعدا صحیح مثبت باشند و  . . . و  ، فرض کنیم : 2-2-1لم 

 : [39]افزایش یابد آنگاه داریم به  حقیقی مثبت باشند. اگر 

 .                                                   )21-1( 
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نمایش می دهیم و به شکل  را با  راس  22، دوري از مرکزبراي هر راس : 1-2-1تعریف 

 : [39]زیر تعریف می کنیم

  

 ، آنگاه باشد که  راسی باشد و راس  درخت  فرض کنیم  :3-2-1لم 

                                                                      )21-1(  

 .[39]است میانگین درجه راس هاي مجاور با  است و  راس درجه  که 

.  ،   باشند و درجه متناظر هر یك راس هاي مجاور با  . . . و  ، فرض کنیم اثبات: 

 ، مجاور با  . . . و  ، است بنابراین  باشد. چون  . . و 

که همه مولفه هاي ( می توان گفت 1-2-1راس وابسته هستند. با استفاده از لم ) . . . و 

هستند. بنابراین   برابر با  بردار ویژه متناظر با راس هاي وابسته ي مجاور با 

 :متناظر با بزرگترین مقدار ویژه به ترتیب عبارت است از . . . و  ، مولفه هاي ویژه راس هاي 

   

 باشد.( داریم: مولفه ویژه متناظر با راس  ) فرض کنیم  براي راس 

    ,                              )22-1( 

 همچنین 

  

                                       )23-1( 

 ( داریم:22-1و استفاده از معادله ) با جمع بندي طرفین تساوي اخیر روي 

  

                                                           
22 Eccentricity 
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 .                                                                        )24-1( 

 ( حکم نتیجه می شود.22-1است. پس با توجه به رابطه ) متناسب با  (، 23-1از معادله )

 :[34]عبارت است از  از گراف  24هم رتبهو  23رتبه :2-2-1 تعریف 

    ,    

 .است تعداد دورهاي موجود در  ن آکه در 

باشد. براي هر  و  نشان دهنده ضرب داخلی دو بردار ستونی  فرض کنیم  :3-2-1تعریف 

تعریف می کنیم  ستونی  و هر بردار غیر صفر  متقارن  ماتریس حقیقی 

 رابطه اي هر و آن را خارج قسمت ریلی می نامیم. همچنین بر 

  

 [.34برقرار است]

 [34] :1-2-1 قضیه

 نگاه آباشد  زیر گراف راسی از  اگر   (1

. 

و  عبارت باشد از  اگر بزرگترین و کوچکترین مقدار درجه راسی از گراف  (2

 .نگاه آ، 

داراي  برچسب گذاري شده اند. بنابراین ماتریس مجاورت  فرض کنیم راس هاي  (1 :اثبات

را طوري انتخاب می کنیم که  . است است که ماتریس مجاورت  زیر ماتریس 

                                                           
23 Rank 
24 Co-Rank 
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از صفرهاي  بردار ستونی با سطرهاي   اگر .و  

 :ند آنگاه داریموارد می شو که به  باشد مجاور تشکیل شده

  

یگر نیز به همین روش عمل می مساوي دبراي نا . که نشان می دهد 

 .کنیم

ظرفیت هر  و  است باشد. اگر  ن آستونی که هر مولفه  بردار  اگر (1

 : باشد، آنگاه داریم راس 

,  

 است بنابراین  حداکثر  از اینکه خارج قسمت ریلی 

  . 

بزرگترین مولفه مثبت  و  باشد ك بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه ی  حال اگر

 : ، پس داریماست قرار می دهیم   چون باشد آنگاه از 

  

 .است نابراین . باست مجاوربا  که جمعبندي روي رئوس 

       داراي یك زیرگراف راسی نگاه آباشد.  گرافی با عدد رنگی  فرض کنیم  :4-2-1لم 

 .[34]است  قلداراي درجه حدا است و هر راس  بحرانی به نام -

غیر تهی است و شامل گراف هایی است که بعضی  مجموعه همه زیرگراف هاي راسی از  :اثبات

هستند )مانند یك  رنگی اي غیر از  ( و بعضی داراي عددمی باشند )مانند خود   داراي عددرنگی 

ها داشته باشد.  باشد و کمترین رابطه با تعداد راس ف راسی با عددرنگی یك زیرگرا  اگر راسی ها(.
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است و داراي  یك زیرگراف راسی از گاه آن بحرانی است. اگر - پس 

میزي را براي آنگاه می توان رنگ آباشد  کمتر از  در  است. اگر درجه  رنگی  عدد

 است.  قلحدا . بنابراین درجه است توسعه داد و لذا  

 : [39]مقدار ویژه ان باشد آنگاه داریم بزرگترین راسی و  درخت  اگر : 2-2-1قضیه 

  

 است. میانگین درجه راس هاي مجاور با  است و  بزرگترین درجه راس  که 

 ( به سادگی نتیجه حاصل می شود.1-2-1( و قضیه )3-2-1با استفاده از لم هاي )اثبات: 

 تیجه گیرین 1-3

 در این فصل کران هاي ارائه شده به قرار زیر است:

i.  

ii.  

iii.  

iv.  

v.  

 درجه راس است.   که در آن 
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فصل تعاریف انرژي گراف و ارتباط آن با طیف گراف را بیان  در راستاي طبقه بندي انرژي در این   

می کنیم و کران هاي  انرژي را  مشخص می کنیم. به این منظور در بخش اول تعاریف و قضایاي 

مربوط به انرژي گراف، در بخش دوم کران هاي بالا و پایین که تا کنون براي انرژي گراف بدست آمده 

یس هاي صفر و یك، در بخش چهارم گراف هایی که داراي کران است، در بخش سوم انرژي ماتر

رنگی را، ارائه می کنیم.  پایین تعداد رئوس هستند و در بخش پنجم نیز رابطه بین انرژي و رتبه و عدد

 لذا ابتدا تعاریف ومفاهیم اولیه انرژي گراف را بیان می کنیم. 

 در شیمی به صورت زیر تعریف می شود: انرژي گراف   

 براي محاسبه انرژي هیدروکربن هاي مزدوج متناوب ازعبارت انتگرالی زیر استفاده می: 1-2 تعریف

 : [2]شود

                                )1-2( 

 ن آکه در 

  

 ن است و آاي ه تعداد راس  است و  چند جمله اي مشخصه گراف مولکولی متناظر

  

 .است براي هر  همچنین 
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  [:4]شودتعریف می  ره شکل زیب 25کولسون فرمول انتگرال :2-2 تعریف

  

. این است س گراف و ئوتعداد ر است و  چند جمله اي مشخصه گراف   و

توسط کولسون  1941این فرمول در سال  .فرمول براي محاسبه انرژي هیدروکربن هاي مزدوج است

 ثابت شده است.

 را با توجه به مقادیر ویژه ماتریس مجاورت گراف به شکل زیر تعریف می انرژي گراف :3-2تعریف 

 کنیم:

  

  است. گراف  دار ویژه ماتریس مجاورتمق  که در آن 

 نآانرژی گراف وکران های  2-1

 وکران پایین انرژي بیان می کنیم. روابطی براي کران بالا زیر در

ه نگاآباشد  آنماتریس مجاورت  یال باشد و راس و  گراف داراي  اگر :1-1-2قضیه

 :[24]داریم

 .                                )1-2( 

 : ي مقادیر ویژه گراف همواره داریمبرا :اثبات

                                                                                      )2-2( 

                                                           
25 Colson integral 
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 :لذا داریم

  

  

 جمله مجزا  نشان دهنده میانگین حسابی  ن آکه در 

 : ین هندسی این جملات عبارت است از. میانگاست 

  

  

میانگین کران پایین یك دنباله است که در واقع میانگین هندسی اعداد غیر منفی است که همواره از 

 حسابی تجاوز نمی کند. 

 : نیز برابر است با واریانس اعداد 

  

 .ي صفر است لذا نتیجه حاصل می شودمساو وچون واریانس اعداد غیر منفی همواره بزرگتر یا

 :[24]نگاه داریمآ باشد اگر  :1-1-2 نتیجه

.                                                           )3-2( 

یا بر حسب  و  ها حسب تعداد یال را می توان تنها بر (1-1-2)کران هاي ارائه شده در قضیه 

 :بوط به این قسمت را بیان می کنیمنیز بیان کرد. لذا در زیر قضایا و نتایج مر س تعداد رئو

 :[24]نگاهیال باشد آ داراي  اگر گراف  :2-1-2نتیجه 
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 .                                                                             )4-2(  

 : داریم (2-2)با توجه به معادله  اثبات:

  

 پس 

  

 .د که و این نتیجه می ده

، یك مقدار ویژه صفر را نتیجه می دهد. ولی این رئوس اراي راس تنها باشد آنگاه هر راسد اگر 

اي را در نظر می گیریم که راس تنها نداشته  . پس ما گراف را تغییر نمی دهند و نه  نه  ،تنها

 . پس یال نیز باشد. براي هر گراف داریم  راي باشد و دا

  

 . ن با کران بالا در قضیه قبل نتیجه می دهد که آکه ترکیب 

 :[24]نگاهآ ی باشدراس و گراف بدون راس مجزا  اگر  :2-1-2قضیه 

                                                                                 )5-2( 

 .راسی باشد گراف ستاره  ها اگر نت و وتساوي برقرار است اگر

         استفاده از مساوي قضیه با و نااست  نگاه آ همبند باشد اگر  (1حالت  اثبات :

بخشی کامل با  گراف دو . تساوي نیز زمانی برقرار می شود که حاصل می شود  (4-2مساوي ) نا

 باشد که همان گراف ستاره است. 
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مولفه   مولفه باشد و داراي   فرض کنیم نا همبند باشد.  اگر (2حالت 

راس تنها ندارد لذا براي همه مقادیر  چون  راس باشند. یك داراي  آن و هرهاي 

و  . پس و  داریم  

 : اکنون داریم .است براي  

 

. 

یك بزرگتر یا  وجود دارد و هر جمعوند به شکل  که در آن 

 باشند.  مساوي با یك می

 :( می توان نتیجه گرفت که2-1-2ضیه )اکنون با توجه به ق

، گراف ستاره داراي کمترین انرژي راسی بدون راس مجزا در بین گراف هاي  :3-1-2نتیجه 

 .[24]است

 مشخص سازی عددی انرژی   2-2

رد ابتدا اصطلاحات مودر این بخش مشخص می کنیم که عدد انرژي باید داراي چه خاصیتی باشد. 

      س مجزا ومجموعه رئو دو گراف با و  . فرض کنیم نیاز در این قسمت را بیان می کنیم

 :باشند آنگاه داریم و   هاي به ترتیب مرتبه
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عبارت است از گراف با مجموعه راس  شود و نشان داده می حاصلضرب دو گراف با  .1

 که دو راس طوريه ، ب

  

 تنها اگراگر و  هستندمجاور 

. 

بارت است از گراف با مجموعه راس ع شود و نشان داده می مجموع دو گراف با  .2

 که دو راس طوريه ، ب

                                      

 تنها اگر  اگر و هستندمجاور 

.  

ترتیب مقادیر ویژه ه ب ،  که  و  که  فرض کنیم .3

 .باشند و  وگراف د

 .لم هاي مورد نیاز را بیان می کنیم، توجه به مطالب آورده شده در بالااکنون با 

 و    ترتیب عبارتند از ه ب و  مقادیر ویژه گراف  :1-2-2لم 

 .[27]است

. بدون کم شدن از باشند و  ماتریس هاي متناظر با گراف هاي  و  فرض کنیم  :اثبات

بردارهاي  و   اگر. )ضرب کرونکر دو ماتریس( ارائه می دهیم کلیت مسئله اثبات را براي 

و  . پس باشند و  ترتیب از ماتریس هاي ه ب و  ویژه متناظر با مقادیر ویژه 

 :داریم و  و  و  یس است. براي چهار ماتر 
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 : بنابراین داریم

  

ویژه  عکس مقادیره . باست ویژه از  نیز مقدار بردار غیر صفر است و   

 :است زیرا  به شکل  گراف 

  

با مرتبه  طیف ، . لذا طیف ه جایی استب جا داراي خاصیت به عبارت دیگر 

براي حالت جمع  .است با مرتبه تکرار  نیز طیف  طور مشابه طیف ه . باست تکرار 

 .نیز به روش مشابه عمل می کنیم

 .[35]صحیح است ،گرافی عدد گویا باشد آنگاه آن عددویژه از  اگر یك مقدار :2-2-2 لم

 .[17]انرژي گراف نمی تواند ریشه مرتبه دوم عدد فرد باشد :1-2-2قضیه 

چون مجموع همه مقادیر  باشند. مقادیر ویژه مثبت گراف   فرض کنیم :اثبات

 فرض کنیماست.  ویژه گراف برابر صفر است لذا 

، یکریخت با یك مقدار ویژه از گراف   ،(1-1-2)باشد. از لم  

یك مقدار ویژه از  ، (1-1-2است. همچنین با توجه به  لم ) کپی مجزا از گراف  مجموع 

صحیح  ن آکه در  است. حال فرض کنیم  ضرب دو کپی مجزا از گراف  حاصل

یك  نگاه  آفرد صحیح باشد  . اگر است عبارت دیگر ه و ب است. پس 

 . ( است و لذا حکم ثابت است2-1-2شرط لم )عدد گویا غیر کامل در 

 : ه شکل زیر استتعمیم این قضیه نیز ب
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و فرض  و  دو عدد صحیح باشند که  و  یم فرض کن :2-2-2قضیه 

 .[17]باشد شکل ه تواند ب نمی نگاه آ. عددي صحیح فرد باشد کنیم 

 است. فرض کنیم یك مقدار ویژه از گراف   آنگاه گراف مشابه در وضعیت قبل باشد اگر :اثبات

 مقدار ویژه ي  ، (1-1-2اشد. پس با استفاده از لم )ب کپی مجزا از  ب ضر حاصل 

عبارت دیگر ه ب و . پس عدد صحیح است که  است. فرض کنیم که

عدد گویا غیر کامل در شرط لم  نگاه آنباشد  بخش پذیر بر  . حال اگر است 

 .قضیه نتیجه می شوداست و حکم  (2-1-2)

 یک و انرژی ماتریس های صفر 2-3

 نهارا بررسی می کنیم و حدود انرژي آ یك و ایه هاي صفرهاي داراي در در این قسمت انرژي ماتریس

هاي وقوع  . سپس روش هایی براي ساخت طرح بلوکی متقارن با استفاده از ماتریسرا بیان می کنیم

عاریف لذا ابتدا ت ارائه می دهیم. یك هستند و که داراي بیشترین انرژي در بین ماتریس هاي صفر

 .مورد نیاز را بیان می کنیم

است و داراي عناصر  حلقه باقیمانده به پیمانه  ،  براي هر عدد صحیح  :1-3-2ریف تع

برچسب گذاري شده اند و  ن با عناصر آهاي  گرافی است که راس است. گراف  

یك عدد اول باشد  . اگر باشد در  تنها اگر  مجاورند اگر و در  و  دو راس 

 .[21]گراف نامیم 26پالیحاصل را  نگاه گراف آ

به اندازه کافی  که براي هر  طوريه وجود دارد ب ،   عدد براي هر :1-3-2قضیه 

و  غیر منفی با بزرگترین مولفه  ماتریس  ، اگر بزرگ

 :[19]نگاه شرایط زیر برقرار استآباشد  

                                                           
26 paley 
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 .مولفه از  براي حداقل   (1

 .مولفه از  براي حداقل   (2

3) . 

4) . 

 .براي هر   (5

 . توجه کنید که، فرض کنیم از کلیت مسالهبدون کم شدن  :اثبات

   

 :داریم. و بنابراین 

.                                                                           (2-6  )  

 . توجه کنید که بزرگ برقرار است کوچك و  براي  4تا  1لذا دیده می شود که موارد 

  

 .بزرگ برقرار است کوچك و  براي نیز  5پس شرط است 

 : تنهایی برقرار باشد آنگاه داریم به 5می باشند زیرا اگر  توجه کنید که شرایط بالا کاملمچنین ه

.  
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، اگر بقدر کافی بزرگ که براي هر  طوريه وجود دارد ب ، براي هر  :2- 3-2قضیه 

 آن  باشد و انرژي  باشد و گترین مولفه ماتریس غیر منفی با بزر 

 :[19]نگاه داریمآباشد  

                                                        )7-2( 

 است و همه عناصر آن یك می باشند. ماتریس  که در آن 

عضوي )زیر  ك مجموعه از بلوك هاي ی 27یطرح بلوک  یك  :2-3-2 تعریف

بلوك  عنصر در دقیقا  که هر  طوريه عنصر است ب عضوي (، از مجموعه داراي  مجموعه هاي 

باشد که به اختصار با  برابر تعداد   تعداد بلوك ها. یك طرح را متقارن نامیم هرگاه واقع باشد

نیز نمایش می دهند.  نشان می دهیم. یك طرح بلوکی را گاهی با نماد  

. ممی دهینمایش  ن را با آاست و  ، ماتریسی طرح ماتریس وقوع یك 

 : ماتریس به شکل زیر تعریف می شوندمولفه هاي این 

  

 . است و هر بلوك  ن هر نقطه  آکه در 

، یك گراف وقوع بدست آمده از یك طرح. طرح را در نظر می گیریم اکنون یك 

طرح  توجه کنید که ماتریس وقوع یك  است. گراف با ماتریس مجاورت  

 .است و   و  و  داراي مقادیر ویژه  با 
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نگاه آ تا یك باشد و داراي  یك  و ماتریس صفر اگر  :3-3-2قضیه 

 : [23]داریم

                                         )8-2( 

 کامل متقارن باشد. ماتریس وقوع یك طرح بلوکی نا و تنها اگر  تساوي برقرار است اگر

از ده باشند. با استفا مقادیر ویژه از    اگر: اثبات

 :شوارتز داریم-نامساوي کوشی

 

                                                                   )9-2( 

کاهشی است. با  روي بازه  تابع 

 :شوارتز داریم-یلی و نا مساوي کوشیاستفاده از خارج قسمت ر

 .                           )11-2( 

ن یك است. پس                               آبردار ستونی است که تمام عناصر  و  امین ستون  ،  که

 . لذا نتیجه می شود که  

. 
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اتفاق می افتد. براي برقراري تساوي سه شرط زیر لازم حال بررسی می کنیم که تساوي چه موقع 

 :ی باشندوکافی م

i.  .داراي مجموع ستونی ثابت باشد 

ii.  .داراي مجموع سطري ثابت باشد 

iii.  .داراي حداکثر دو مقدار ویژه مجزا باشد 

 (9-2)از تساوي در معادله  مده است و شرط آبدست  (11-2)وي با استفاده از نامسا و  شرط 

، براي همه می توان نتیجه گرفت که  و  حاصل شده است. اکنون از شرط 

ماتریس وقوع  سانی دیده می شود که آ به . در شرط برقرار است و  مقادیر صحیح و مثبت 

 است.  یك 

 :[23]نگاه داریمآباشد  با   یك  و ماتریس صفر اگر  :4-3-2قضیه 

 .                                                                                )11-2(  

 طرح با پارمترهاي   ماتریس وقوع یك تنها اگر  و تساوي برقرار است اگر و

  

 باشد.

    . بنابراینبیشترین مقدار از کران بالا در قضیه قبل وقتی است که  :اثبات

 می شود. مساوي برقرار است. ادامه نیز مانند قبل برقرار  نا

 طرح باید صحیح باشد لذا دو-پارامترهاي یك  از اینکه

 : زیرکلاس براي این طرح وجود دارد
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                            )12-2(  

 زوج باشد و  اگر 

                              )13-2(        

متناهی با این پارامترها ارائه داد. لذا ابتدا به تعریف زیر نیاز  فرد باشد. حال می توان کلاس نا اگر 

 داریم.

هادامار نامیم هرگاه  را با درایه هاي یك و منفی یك و  ماتریس : 3-3-2 تعریف 

 . [19]باشد 

را مربع لاتین نامیم هرگاه هر  با درایه هاي  ماتریس مربعی  :4-3-2تعریف 

 در هر سطر و ستون فقط یك بار ظاهر شود.  درایه 

 :عیین طرح هاي بالا ارائه می دهیمقضیه اي براي ت با توجه به تعریف اخیر

و یك ماتریس هادامار مرتبه  با  مرتبه ناتمام اگر ماتریس هادامار  :5-3-2قضیه 

 نگاه یك طرح بلوکی با پارامترهاي آوجود داشته باشد،  

                                                         )14-2( 

 .[23]وجود دارد

باشد و فرض  ، سطر هاي ماتریس هادامار مرتبه  ،   فرض کنیم :اثبات

ستون از ماتریس  ،  ،   فرض کنیمعدد یك باشد.  کنیم تمام مولفه هاي 

، ،  اگربرداري با مولفه هاي یك باشد.  باشد و  هادامار مرتبه 

 : آنگاه داریم



 فصل دوم: انرژی گراف و ماتریس

28 
 

1) , 

2) , 

3) . 

، ماتریس مرتبه به جاي  باشد. با قرار دادن هر  مربع لاتین با عناصر   اگر

بدست طرح بلوکی یك ها  -1ادن صفر به جاي همه نین با قرار دید. همچآبدست می  

 ید.آمی 

  تعیین گراف هایی با کران پایین   2-4

 نا مساويهایی را مشخص می کنیم که  در این قسمت گراف

                                                                                               )15-2( 

 ا با چند لم آغاز می کنیم. است. لذا ابتدا بحث ر س گراف تعداد رئو   .نها برقرار باشدآدر مورد 

 آنگاه رابطه ،گر مقدار ویژه صفر نداشته باشدعبارت دیه ، بگرافی غیر منفرد باشد ،اگر  : 1-4-2لم 

 .[18]است( براي آن برقرار 2-15)

 : بین میانگین حسابی و هندسی داریمبا استفاده از رابطه  :اثبات

 . 

  منفرد است لذا غیر . چون یس مجاورت لزوما یك عدد صحیح استدترمینان ماتر

 .و نا مساوي نتیجه می شود . بنابراین 

برقرار ( 15-2) ، آنگاه نا مساوي یالی باشد و اگر  راسی و  گرافی  اگر  :2-4-2لم 

 .[18]است
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. باتوجه به فرض داریم  ( براي همه گراف ها داریم2-1-2جه )در نتی :اثبات

 .برقرار است (15-2) و لذا نا مساوي  

 .[18]برقرار است (15-2) نا مساوينگاه آگراف منتظم از درجه غیر صفر باشد  اگر  :3-4-2لم 

. با برقرار است براي  آنگاه  بزرگترین مقدارویژه باشد  اگر :اثبات

:  داریم راي گراف منتظم درجه ید. بآبدست می   ،ها جمعبندي روي همه 

 .ا با جایگذاري نتیجه حاصل می شود، لذو  

. لذا بحث برقرار است (15-2)  نا مساوي ها نآمشخص می کنیم که در  اکنون کلاسی از گراف ها را

 غاز می کنیم.آرا با یك تعریف 

منتظم  دو گراف  .باشند دوعدد صحیح مثبت و  و فرض کنیم  :1-4-2تعریف 

داشته باشد و  حداقل یك راس از درجه  و درجه  نامیم هرگاه حد اقل یك راس از و درجه 

را  منتظم از درجه  هاي دو نداشته باشد. مجموعه همه گراف یا  راس دیگري با درجه غیر از 

 را و از درجه  هاي  نگاه تعداد راسآ ،. حال اگر دهیم نمایش می با 

نگاه آهاي با درجه یکسان مجاور نباشند  راس توجه کنید اگردهیم.  نمایش می با  ترتیبه ب

راسی و  گراف  و . اگر  را، گراف دو بخشی شبه منتظم نامیممنتظم  گراف دو

 : [18]نگاه داریمآیالی باشد  

  

توجه کنید می باشد.  و است امین گشتاور طیفی -،  :2-4-2تعریف 

 :است. به عنوان مثال داریم  نگاهآزوج باشد   اگر
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 .( است )  4اي به طول تعداد دور ه امین راس و -درجه  ، تعداد یال ها ن آکه در 

 :شروع این بحث با نا مساوي زیر استنقطه 

                                                                                         )16-2(   

 : ساوي بهه به روابط بالا این ناممساوي با توج . این ناارائه شده است 1-4که در بخش 

  

 است و   نگاه آ ,حال اگرتبدیل می شود. 

  

 :لذا داریم

                                                       )17-2( 

  (. می باشند) دور در نظر می گیریم که دو منتظم بدون  اکنون گراف هایی در 

نگاه براي باشد آ از درجه  بدون دور راسی   منتظم یك گراف دو اگر  :1-4-2قضیه 

 .[18]برقرار است( 15-2) مساوي  نا  

 :باشد، آنگاه داریم ه رئوس گراف و میانگین درج  اگر :اثبات
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ی کنیم. با محاسبه مستقیم تعریف م را براي  تابع 

 : داریم

 ,          

چون باشد.   حال فرض کنیم. است که 

 براي هر  ، و  

 : عبارت است از مشتق اول  است،

  

است اگر  یکنواي کاهشی در بازه  همواره مثبت است لذا تابع  چون و 

ظاهرا مقدار مثبت است.  . باشد براي هر  

است لذا شرط  . چون داریم اکنون نیاز به شرطی براي 

یکنواي کاهشی در بازه  . این نتیجه می دهد که تابع لازم ایجاد می شود اگر 

 . و لذا حکم ثابت است  داریم  . پساگر  تنها و است اگر 

 :این قضیه نتایج زیر حاصل می شود از

          در  که  از درجه  منتظم بدون دور  هاي دو گراف (1

 .( صدق می کنند15-2) مساوي نا

 .( صدق می کنند15-2)  نا مساوي همه سیستم هاي شش ضلعی در (2

این دور هستند اما همه  دور گیریم که داراي  را در نظر می منتظم هاي دو کنون گرافا

 است. نگاه مجزا باشند آراسی  از گراف  ي ها دورمجزا می باشند . اگر همه  ها
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که همه دور هاي  طوريه باشد ب از درجه  راسی  منتظم یك گراف دو اگر :2-4-2قضیه 

 مساوي ، نانگاه براي ه دو مجزا باشند آب ن دوآ 

                                                                             )18-2( 

 

 .[18]برقرار است

. باشد دو مجزا باشند و ه ب راسی دو گراف  دور هاي رض کنیم همه ف :اثبات

 : داریم جاي ه ب بنابراین با جایگذاري 

  

د . ماننتعریف می کنیم روي بازه را  ، تابع مانند قبل 

هم انجام می دهیم. این تابع یکنواي  در قضیه قبل انجام دادیم براي  عملیاتی که براي 

و  . لذا باشد اگر  تنها و است اگر کاهشی روي بازه 

 .حکم ثابت است

 :این قضیه نتایج زیر حاصل می شود از

دو مجزا هستند ه ب ها دو نآ دور هاي که همه  2،4و 3, 2و منتظم از درجه د هاي گراف (1

 .( صدق می کنند15-2نا مساوي )در 

ه ب ،آن ها دو به دو مجزا هستند  دور هاي که همه  هاي دو منتظم از درجه  گراف (2

 .ق می کنندصد (15-2نا مساوي )در  که  طوري

 :به عنوان مثال داریم
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 . 

 (15-2)که  طوريه وجود دارد ب  گراف براي : 1-4-2نكته 

 .[18]راسی است ساده ترین مثال ستاره  برقرار است.

دو منتظم  ند وهاي مولکولی ا هایی که شامل بعضی گراف این حقیقت علمی وجود دارد که گراف

 زیاد باشد.  ها خصوص وقتی تعداد یاله . بصدق می کنند (15-2)نمی باشند در 

هرگاه حداقل  نامیم  را سه منتظم  از درجه  گراف  :3-4-2تعریف 

داشته باشد و هیچ  قل یك راس از درجه حدا و حداقل یك راس از درجه  و درجه  یك راس  از

راسی سه منتظم   هاي  مجموعه گراف .نداشته باشد یا  یا   از درجه اي غیر راس دیگري از 

 .[22]نمایش می دهیم را با  از درجه 

کمتر مساوي با آن  ، دور هاي و تعداد  فرض کنیم  :3-4-2قضیه 

 .[22]برقرار است (15-2)مساوي  باشد نا نگاه اگر آ. باشد 

 :داریم( 17-2مساوي ) . با استفاده از نانگاه آ اگر  :اثبات

  

 به عبارت دیگر  

  

. اگر  تنها و اگر  . اما که 

 . باشد اگر  بنابراین 
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نگاه براي آباشد  بدون دور  اگر  :1-4-2 نتیجه

 .[22]برقرار است (15-2)مساوي  ، نا

 :لذا قضیه زیر را خواهیم داشت

اگر  راس وابسته باشد و یال و راس و  با  بدون دور گراف مولکولی  اگر  :4-4-2قضیه 

  .[22]برقرار است (15-2)مساوي  نگاه نا، آ 

 : یال باشد آنگاه داریم باشد وداراي  اگر  :اثبات

  

برابرند  و  ها  براي این گراف .هاي وابسته است هاي درجه یك یا راس تعداد راس ن آ که در

 :با

  

 :امین راس باشد آنگاه-درجه  همچنین اگر 

    

  

 : ( داریم16-2)مساوي  اکنون با توجه به نا

  

. و  و  نگاه آباشد  بدون دور گراف مولکولی  اگر 

 بنابراین 
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و  باشد تنها اگر  اگر و اما 

 . لذا حکم ثابت است

                  یال باشد و اگر راس و  با  بدون دور گراف مولکولی  اگر  :2-4-2 نتیجه

 .[22]برقرار است (15-2) مساوي نا نگاهآ ،

 نگاه آ تعداد راس هاي وابسته است . اگر  که   :اثبات

. 

 .بر قرار است (15-2)مساوي  لذا با توجه به قضیه قبل نا

 :آخرین قضیه این قسمت عبارت است 

باشد و داراي راس وابسته  بدون دور گراف  فرض کنیم  :5-4-2قضیه 

 اگر میانگین درجه رئوس  و . اگر نباشد بیشتر از 

 .[22]برقرار است (15-2)مساوي  نانگاه باشد آ بیشتر از 

 : ست  داریما بدون دور  چون  :اثبات
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عبارت ه . بنتیجه می دهد  توجه کنید که 

 :است. لذا داریم دیگر 

  

تنها اگر  برقرار است اگر و . پس با توجه به قضایا ي قبل داریم 

 . است . بنابراین 

 

 

 رنگی و رتبه رابطه انرژی با عدد  2-5

در  است. در این قسمت کران هایی براي انرژي معرفی می کنیم که با توجه به عدد رنگی  و رتبه

 بیان می کنیم.ف رتبه را با توجه به تعریفی که در فصل اول آورده شده این قسمت تعری

ه است ب میزي رئوس گراف آ، تعداد رنگ مورد نیاز براي رنگ  ی گراف عدد رنگ :1-5-2تعریف  

را  (. عدد رنگی گراف 1-2)شکل  که هیچ یك از راس هاي مجاور داراي رنگ یکسان نباشند طوري

 .است 4( عدد رنگی 1-2هند. در شکل )می دنمایش  با 
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 میزي گرافآرنگ  1-2شکل 

نمایش می  ن گراف که با آبرابر است با رتبه ماتریس مجاورت  رتبه گراف : 2-5-2تعریف 

 .[25]دهیم

 و و تساوي برقرار است اگر نگاه آراس باشد.  گراف داراي  فرض کنیم  :1-5-2لم 

 .[25]مثبت باشد صحیح و براي هر  تنها اگر 

 فرض کنیمباشند.  مقادیر ویژه غیر صفر از  فرض کنیم  :اثبات

  

هندسی -مساوي حسابی عدد صحیح غیر صفر است. پس نا باشد و  چندجمله اي مشخصه 

 ه می دهد که نتیج

. 

، . به عکسبدیهی است که  . اگر  بنابراین 

پس  برقرار است و  مساوي بالا . بنابراین ناباشد فرض کنیم 

 . است و حکم ثابت داریم  1-2-1از 

ي تنها هاي غیر اگر راس تنها و ویژه مثبت است اگر داراي دقیقا یك مقداریك گراف  :1-5-2قضیه 

 .[35]بخشی کامل بدهند ن تشکیل یك گراف چندآ

دارد زیرا رابطه  2-2شکل  a، داراي زیر گرافی به صورت چند بخشی کامل نباشد اگر گراف  :اثبات

داراي حداقل  نیست. لذا  راس تنها در  . اما دي باشدباید غیر تع هاي  مجاورت راس غیر

داراي دو  همه این گراف ها عنوان زیرگراف است.ه ب 2-2در شکل  dیا  و b  ،cیکی از گراف هاي 
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بخشی  چند تناقض است و لذا باید گراف  1-2-1قضیه  مقدار ویژه مثبت می باشند. لذا با توجه به

بخشی کامل  جمله اي مشخصه گراف هاي چند . براي حالت عکس نیز با توجه به چندکامل باشد

 .  ( اثبات واضح است[35]در مرجع  2,51)

 

 2-2شکل 

 : [25]داریم،  که  و  صرف نظر از  براي هر گراف همبند  :2-5-2قضیه  

 

است  ، گاه آن  . اگرچهار راسی باشد . لذا  حد اقل فرض کنیم که  :اثبات

ویژه غیر صفر است  داراي سه مقدار نگاه آ . اگر   و  که 

 صفر نیست زیرا  . از سوي دیگر مجموع مقادیر ویژه قا داراي یك مقدار ویژه مثبت استدقیو 

 بخشی کامل است. گراف چند ، (1-5-2)مطلق را دارا است. بنابراین از قضیه  بیشترین مقدار قدر

داراي زیر  . بنابراین بخشی کامل است-3گراف  ، است کامل برابر  بخشی چون رتبه گراف 

( داریم 1-5-2آنگاه از لم ) . اگر است. پس  گراف 

. 

 راس جدید به  مده توسط اتصال یكآ، گراف بدست براي  فرض کنیم 

گراف حاصل از اضافه شدن دو راس وابسته  . همچنین فرض کنیم باشد راس از گراف کامل 

 .راس می باشد داراي  باشد. به این ترتیب  به یك راس از 
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یك اجتماع از تعدادي  اگر  تنها و اگر نگاه آاف باشد گر اگر : 3-5-2قضیه 

 :[25]راس تنها و یکی از گراف هاي زیر باشد

 .گراف کامل  (1

 .گراف  (2

    اب و براي  به استثناي وقتی که  براي  گراف  (3

 . 

 را ببینید.( (3-2))شکل  .وابسته مجاور با راس هاي متفاوت یك مثلث با دو راس (4

 

 3-2  شکل گراف 

ل نباشند گراف کام یا  . اگر باشد راس با  داراي  یگراف  فرض کنیم :1-5-2نتیجه 

 : [25]نگاه داریمنباشند آ و   ،، و یا یکی از 

.  

. اگر نگاه آنباشد  (3-5-2)گراف شرح داده شده در قضیه  اگر   :اثبات

و   ، کامل باشد و یا یکی از گراف هاي است. اگر  نگاه آ 

نگاه آ . اگر نی دیده می شود که اسآ، به باشد 

. است  و بنابراین 

و  با  و  با  براي کامل شدن اثبات کافی است نشان دهیم که براي 

 برقرار است.  
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لذا  .است و  -1مقدار ویژه ي  داراي  گراف 

. پس است یك زیرگراف القایی از  . از طرف دیگر است 

داراي  . گراف و لذا  

، پس   است و  -1ویژه   مقدار 

بنابراین  . 

و  . اکنون  

 .و لذا اثبات کامل است 

 نتیجه گیری 2-6

 ي زیر ارائه شد:در این فصل کران ها

i.  

ii.  

iii.  

iv.  

 تعداد سطر و تعداد ستون ماتریس می باشند. و  که در آن 

v.  

 



 

 
 

  

 

 

 

 فصل سوم

 انرژی گراف های بدون دور و درخت ها
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را بررسی        می  ها رختنرژي، انرژي گراف هاي بدون دور و دبه دنبال دسته بندي ادر این فصل   

هاي داراي کمترین و  درختقسمت بیان می شود. در قسمت اول  در دو ،کنیم. مطالب این فصل

در بین همه درخت همه درخت ها را مشخص می کنیم و در قسمت دوم  بیشترین انرژي را در بین

 درختی که داراي کمترین انرژي است را مشخص می کنیم. راس وابسته هاي داراي 

 ابتدا چند لم براي چند جمله اي هاي درخت ها بیان می کنیم:

در رابطه زیر  نگاه چندجمله اي مشخصه آ، یالی وابسته از آن یك گراف باشد و  اگر  :1-3لم 

 :[35]صدق می کند

 .                                                )1-3( 

 :تعمیم این لم به شکل زیر است

رابطه زیر صدق       در نگاه چند جمله اي مشخصه آ، راسی از آن یك جنگل باشد و اگر 

 :می کند

)                                            )2-3( 

 . است هاي مجاور با  روي همه راس مجموعن آکه در 

 : [53]نگاه داریمآباشد  یك گراف با مولفه هاي  اگر  :2-3لم

.                                                                                )3-3( 

. اگر ماتریس باشد و  داراي دو مولفه ي  فرض کنیم  ،بدون کم شدن از کلیت مساله :اثبات

 :باشند، آنگاه داریم و  ترتیب ه ب و  مجاورت  هاي نامیم و ماتریسب را  مجاورت 
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. 

   .و لذا حکم ثابت است

باشد. در  هرگاه  می نویسیم  و  براي دو گراف : 1-3تعریف 

 حالت اکید نیز این رابطه برقرار است.

 ها نیز عبارت باشد از: نآجمله اي مشخصه  باشند و چند دو جنگل از مرتبه  و   اگر: 3-3لم 

  

                  براي و  اگر  تنها و اگر نگاه آ

وجود  اي  اگر  تنها و اگر . همچنین [3]باشد 

 . داشته باشد که

ست که شرایط حکم برقرار در نتیجه واضح ا. باشد داریم  اگر  :اثبات

نگاه با آ براي  و  عکس اگر ه ب است.

 .  جمله اي مشخصه حکم ثابت می شود جایگذاري در چند

 با  را گراف  جور سازي هاي-تعداد دو جنگل باشند و  و  توجه کنید که اگر 

 :آنگاه دهیم نشان می

                              )4-3( 

                                                                          )5-3( 



 فصل سوم: هنرژی گراف های بدون دور و درخت ها

42 
 

 : بالا را می توان به شکل زیر نوشتبنابراین لم 

                     اگر تنها و اگر  باشند آنگاه دو جنگل از مرتبه  و   اگر

 اگر  تنها و اگر ؛ همچنین  باشد براي هر  

  باشد. وجود داشته باشد که  اي 

نگاه آ باشد یك زیر درخت فراگیر از  باشد و    یك جنگل از مرتبه   اگر :4-3لم 

 .[3]است 

  ها ی دارای بیشترین و کمترین انرژی درخت  3-1

 :غاز می کنیمبا تعریف چند درخت آ مطالب این قسمت را

 ستاره گراف ست که توسط اتصال یك راس به یك راس پایانی از درختی ا   :1-1-3تعریف 

بدست  درختی ا ست که توسط اتصال یك راس به راس درجه دو از  مده است و  آبدست 

ستاره گراف به راس پایانی از  سط اتصال یك راس از مسیر درختی ا ست که تو ید و آمی 

 ببینید.( را 5-3.)شکل [2]یدآبدست می  

 

 1-3شکل 

مده آدست ه گراف ب نگاه آن باشد آراس دلخواه   گراف دلخواه و اگر  :2-1-3تعریف

توسط اتصال  در حالت خاص   .است از  به راس  ایانی از مسیرتوسط اتصال راس پ
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را با   . براي سادگی ما به دست می آید امین راس از   به  راس پایانی از 

 .[2]نشان می دهیم 

 . و  :وان مثال داریمعنه ب 

 

 2-3شکل 

              ن به شکل زیر است:شد آنگاه ضرایب چندجمله اي مشخصه آدرخت با اگر 

. براي است یال غیر مجاور در  ، تعداد راه هاي انتخاب  ن آکه در  

 است. برابر با تعداد یال هاي   : همه درخت ها داریم

 : ( داریم1-3)از لم 

                                              )6-3( 

 نیز حاصل از حذف یال  و  است ازدرخت  گراف حاصل از حذف یك یال  که 

است. همچنین دنباله زیر براي ضرایب چندجمله اي ویژه به شکل  درخت  ن ازآو دو راس مجاور 

 زیر است: 

.                                                   )7-3(  

وجود دارد.  انتخاب با یال  و  خاب بدون یال انت پس دقیقا 

 : ا می توان برحسب راس ها نیز نوشتر (7-3معادله )
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اس باشد ین این دو ریال ب  اگرباشد.  مجاور با راس دیگر  یك راس وابسته از   فرض کنیم

 :آنگاه داریم

                                                )8-3( 

از  و  و راسهاي  ترتیب گراف هاي حاصل از حذف راس ه ب و  ن آکه در 

 باشند.  می  

 .[2] : داریم راي هر ب :1-1-3قضیه 

.   مله اي مشخصه گراف ستاره عبارت است ازج چند :اثبات

می باشند. بنابراین  و  داراي  اما همه درخت هاي دیگر از 

 ست.و لذا حکم ثابت ا براي  

 .[2]  :داریم براي هر : 2-1-3قضیه 

برقرار است. حال  مساوي این قضیه براي  کرد که نا بررسیراحتی می توان ه ب :اثبات

براي  درختی باشد که   اگردرست باشد.  فرض کنیم که براي 

 . ثابت می کنیم که  .در  هر 

 ( برقرار است. اکنون 8-3باشد آنگاه معادله ) مجاور با راس  یك راس وابسته از   اگر

د. لذا با توجه به باشنهر دو ماکسیمال  و  ماکسیمال است اگر 

 : فرض داریم

                 

 .و این تنها وقتی ممکن است که 
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 :[2]داریم براي هر : 3-1-3قضیه 

. )9-3( 

 با توجه به دو لم قبل واضح است. :اثبات

 

 : [2]نگاه خواهیم داشتآ  اما  اگر : 4-1-3قضیه 

                          &                                          )11-3(  

  

 نآجمله اي مشخصه  دارد که روي اطلاعات چند (1-1-3)این قسمت اثباتی مشابه با قضیه  :اثبات

 ها پایه گذاري شده است.  

         

  

.  

نگاه آ .باشد و  ن تنها گرافی باشد که مولفه هاي آ فرض کنیم    :5-1-3قضیه 

 : [2]داریم براي هر 

                        )11-3( 

فرض  درست است. سانی براي آمساوي بالا به  نا به استقرا ارائه می کنیم.اثبات را  :اثبات

 برقرار باشد. نشان می دهیم براي  (11-3نا مساوي )  هرکنیم براي 

 : دلخواه داریم ( براي هر 8-3نیز برقرار است.از معادله )
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مینیمال خواهد بود اگر                            ، است مستقل از  ینکه از ا

       این وقتی اتفاق (2-1-3)ماکسیمال باشد. با توجه به قضیه  

و  علاوه براي ه . ببنابراین  .می افتد که 

باشد. مینیمال  ماکسیمال است اگر  ، 

                    . بنابراین، زمانی رخ می دهد که لذا با توجه به فرض استقرا

 است.  

 :[2]نگاه داریمآعدد صحیح باشد  اگر : 6-1-3قضیه 

 : آنگاه اگر  (1

. 

 : آنگاه اگر  (2

. 

 : آنگاه اگر  (3

. 

 : آنگاه اگر  (4
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. 

 که در آن 

  

 می باشد. 

 :( داریم8-3با به کاربردن معادله ) :اثبات

  

مینیمال خواهد بود اگر                       ، است مستقل از  نکه از ای

باشد. پس                        مینیمال باشد، که زمانی است که  

                           ماکسیمال است اگر       طور مشابه ه . ب

پس  .باشد ماکسیمال باشد، که زمانی رخ می دهد که  

دیگر عبارات این قضیه به همین روش اثبات  است.  آنگاه اگر 

 می شود. 

 : بین انرژي دو درخت ارائه می دهیمدر زیر رابطه دیگري 

ن دو باشند. اگر آراس هاي دلخواه از  و  راسی باشند و  دو درخت  و   اگر :7-1-3 قضیه

 : [2]دلخواه داریم نگاه براي هر آ و  

                                                                                )12-3( 
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 داریم  :اثبات

  

  

 پس از

   

 و

   

 .استو حکم ثابت  نتیجه می شود که 

 .می کنیم( را معرفی از  قبلاکنون درخت داراي انرژي ماکسیمال دومین )

 .[2] : داریم براي هر  :8-1-3قضیه 

 است. که  کافی است نشان دهیم،  (3-1-3)قضیه با توجه به  :اثبات

  

  

 . اثبات کامل استاست   لذاو 

 . [2]است نگاه آ ولی  اگر : 9-1-3 قضیه

مساوي براي  نا مساوي بالا برقرار است. فرض کنیم این نا براي  :اثبات

و  براي هر  باشد که  یدرخت  اگر برقرار باشد و 
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مجاور  یك راس وابسته از   اگر. است نشان می دهیم که  ، آنگاه

 نگاه آ باشد با 

  

 از اینکه است. 

  

یا  ورده می شود اگر آبر مساوي  نابرقرار است، 

، باید  باشد. اگر  یا  

. اگر ، نتیجه می شود که باشد و با توجه به قضیه قبل 

داریم  (8-1-3). از دنباله قضیه باشد نگاه باید آ، 

 است.  و بنابراین   

 راس وابسته  با  راسی های  انرژی درخت  3-2

در آنها  تعیین می کنیم کهبه جز گراف مسیر و گراف ستاره را درخت هایی  در این قسمت انرژي

راس وابسته وجود داشته باشد که منظور از راس وابسته، راسی است که درجه آن یك  به تعداد 

 دهیم. نمایش می راس وابسته را با  ی با راس  هاي  . مجموعه همه درختباشد

راس وابسته به راس درجه یك از مسیر  گراف حاصل از اتصال  فرض کنیم  

 د . دار هاي    دهیم این گراف کمترین انرژي را در بین درخت باشد. در زیر نشان می 
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 گراف     3-3شکل 

 (یال وابسته اي از  )  باشند. و  دو درخت از مرتبه  و   فرض کنیم :1-2-3لم 

 : ( باشد. فرض کنیم) (راس وابسته از  ’) ( و )

  

    

 .[3] : باشد آنگاه داریم و  ، یا  و  اگر 

 و  اگر درجه  باشد و یك مسیر از درخت  ، ،  فرض کنیم

در این تعریف اگر  .نامیم رامسیر داخلی  نگاه آباشد  2ها برابر  و درجه دیگر راس 3بزرگتر از 

 .ر را وابسته یا یال وابسته نامیمنگاه مسیآ 

و تعداد مسیرهاي وابسته با طول بیش از یك را با  ها با درجه بیش از دو را با تعداد راس

 .نمایش می دهیم 

 

 مسیر مستقل داخلی   4-3شکل 

ر دو زی  و باشد و  راسی با ریشه  مسیر  فرض کنیم  در درخت  :1-2-3تعریف  

ه ب توسط جا از درخت  . درخت باشند و   و ترتیب ه بهاي  درخت با ریشه
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این تبدیل  .بدست می آید با مسیر  جا کردن یال ه ب با یك یال وابسته و جا  جا کردن مسیر

 (. 5-3نامیم )شکل  28تبدیل نوع اولرا 

 

 تبدیل نوع اول   5-3شکل 

 : تبدیل نوع اول بدست می آید چند لم بیان می کنیمحال براي درختی که توسط 

 : [37]نگاه داریمآمده باشد آبدست تبدیل نوع اول با  از درخت  اگر  :2-2-3لم 

.                                                       )13-3(  

( بدون  4-3درخت هاي شکل ) و   اگر. باشد فرض کنیم  :اثبات

 : باشند. داریم درخت 

  

  

. 

   

 

                                                           
28 Operation I 
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. 

، لذا براي هر  و  و  چون 

 : داریم

. 

و  . چون می باشند توجه کنید که 

است و لذا مجموع اعداد مثبت  همواره عدد مثبت است ) 

   .    است و لذا حکم ثابت است .( بنابراین ، مثبت می باشدنیز

 نگاه آمده باشد آدست ه بتبدیل نوع اول با  از درخت  اگر  :3-2-3لم 

 .[3]است

 : ( داریم1-3)و  (3-3)لم  باشند. توسط در بالا ورده شدهآ که در شکلدو درخت  و   اگر :اثبات

  

  

  

  

  

  

.  
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 و  و  و  چون  

 : است، داریم براي 

  

  

. 

 :باشد که در آن داریم  فرض کنیم

  

  

  

 و  و  ترتیب می باشند. چون ه ب و  مرتبه  و 

 : جنگل می باشند، داریم 

   

      و  (3-3)اکنون با استفاده از لم  .و  و  براي 

 .  :داریم (3-2-2)

 :همچنین توجه کنید که
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 : ( داریم2-1-3). پس توسط لم  : داریم  و براي هر 

  

    . لذا از لم باشد، وجود دارد و  اي که   ،بنابراین

 و حکم ثابت است.  بنابراین  و داریم  (3-1-1)

 با توجه به مطالب بالا داریم: اکنون

 : [3]نگاهآ و و  که  اگر : 4-2-3م ل

ورد که           آدست ه را ب درخت تبدیل نوع اول  استفاده از توان با می اگر  (1

 یکریخت با  شود که  سانی دیده میآ. به باشد و 

 است. 

ورد که           آدست ه را ب درخت تبدیل نوع اول  استفاده از توان با می اگر (2

 .باشد  و و  

توان دو  باشد همواره می   و و  که  هرگاه 

  :که طوريه پیدا کرد ب را  و راس 

                                          )14-3( 

 :است باشند آنگاه مجموعه یال   که فرض کنیم 
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. توجه بزرگتر مساوي دو می باشد و  هستند و درجه دو راس  هاي وابسته از  که همه راس

  .[3]باشد هرگاه   کنید که

                    و یا اگر : 2-2-3تعریف  

.                                 نامیم 29تبدیل نوع دومد را نگاه این فراینآ 

 :[3]شود که سانی دیده میآبه 

 

 (.6-3است )شکل 

 

 

 تبدیل نوع دوم  6-3شکل 

 .[3] نگاه آمده باشد آبدست تبدیل نوع دوم با از درخت اگر :5-2-3لم 

 دو راس وابسته باشند که و   فرض کنیم :اثبات

  

                                                           
29 Operation II 
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 ، فرض کنیم باشد بدون کم شدن از کلیت مسئله اگر 

لذا  . و نگاه آ. باشد و 

و   اگرباشند.  (6-3)می توانند درخت هاي شکل  و  

 : ( داریم2-3)و  (3-3)توسط لم  آنگاه 

  

 

, 

  

   

  

 :کهسانی دیده می شود آبه است. 

  

.  

  می باشد. اکنون

  

  

 . بنابراین را در نظر می گیریم است مرتبه  ن آکه در 
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 : داریم براي 

  

 . از اینکه ها داریم  وبراي دیگر   

 :(  داریم4-3)و  (3-3) هاي و با استفاده از لم است و  زیر گراف فراگیر از 

  

 . همچنین و  اي که  و وجود دارد 

  

اي که  و وجود دارد  براي  و  بنابراین 

 .و لذا  داریم  (1-2-3). حال با توجه به لم 

 نگاه آ اگر 

  

 . است نگاه آو  داریم  (1-2-3)توسط لم  لذا براي 
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  تنها اگر . تساوي برقرار است اگر واست نگاه آ اگر :1-2-3 قضیه

 .[3]باشد یکریخت با 

می توان فرض  ، و  ، چون  :اثبات

     که براي هر  لذا کافی است نشان دهیم . کرد 

می دانیم که  ،و   است. براي هر  غیر یکریخت با 

نگاه آ . اگر حکم را ثابت می کنیم لذا به استقرا روي  

. فرض کنیم قسمت دوم داریم  (4-2-3). با استفاده از لم 

. اگر در نظر می گیریم  برقرار باشد.  با  نتیجه براي هر درخت 

در  طوريرا  می توان درخت  (7-1-3)نگاه با استفاده از قسمت دوم لم آ 

می توان  (5-2-3).اکنون از لم  و  و  که  نظر گرفت

و  و  به گونه اي در نظر گرفت که  از  درخت 

 لذا از فرض استقرا داریم :  و . بنابراین 

  

اگر زمانی برقرار است که  تنها و و تساوي اگر نگاه آ پس اگر 

 باشد. یکریخت با 

 .[3]  داریم  براي هر  :6-2-3لم 

 :( داریم1-3)با توجه به لم  :اثبات
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( 1-2-3است و از لم ) ر گراف فراگیر سره از یك زی حال از اینکه 

 :داریم

  

داریم  . بنابراین براي داریم  (3-2-3)لذا با توجه به لم 

 .و حکم ثابت است  

 نتیجه گیری 3-3

را مشخص کردیم. به این ترتیب، اگر  این فصل درخت هاي داراي کمترین انرژي و بیشترین انرژي

 نمایش دهیم، آنگاه داریم: راسی را با  درخت 

  

راسی می باشد. همچنین در بین دیگر  نیز گراف مسیر  راسی است و  گراف ستاره  که 

راس وابسته است، داراي کمترین  راسی و داراي  است که  غیر این موارد گراف  درخت ها به

 انرژي است.
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اول  . در قسمتقسمت ارائه می شود در چهار فصل نیز در راستاي دسته بندي انرژي،مطالب این      

را مشخص می کنیم و در قسمت دوم در بین همه گراف  کران بالا و پایین انرژي گراف هاي دوبخشی

 در قسمت سوم کران پایین  بخشی گرافی که داراي کمترین انرژي است را معرفی می کنیم. هاي دو

 کنیم.  نها ارائه میآها با توجه به رتبه  را براي این گراف

 : بخشی باشد آنگاه داریم دو باشد و گراف  چندجمله اي مشخصه  اگر 

                                 )1-4(  

به این ترتیب  .است براي همه  و   که 

 .است هاي  ابر تعداد یالبر و  همواره 

 :به شکل زیر استورده شده، ( آ2-2)ها فرمول انتگرال کولسون که در تعریف  براي این نوع گراف

                                        )2-4( 

براي همه                     نیز  ودو گراف دو بخشی باشند   و حال فرض کنیم 

مساوي اکید  وقتی نا (. است ) کوچکتراز  نگاه گوییم آبرقرار باشد  

 . [11]باشد باز هم این نتیجه برقرار است
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 گراف های دو بخشی کران بالاو پایین انرژی  4-1

 غاز می کنیم.آورده شده آ (2-3-2) که در ا در نظر گرفتن تعریف طرح بلوکی این بحث را ب

اس هاي گراف نقاط بخشی است. به این ترتیب که ر ، یك گراف دوطرح بلوکی گراف وقوع از یك

گراف هاي دو بخشی به شکل زیر کرانی براي انرژي  ،هاي طرح می باشند ، بلوكطرح و یال هاي آن

 :است

داراي  اگر  باشد.  و هاي داراي اندازه  بخش بخشی با گراف دو  فرض کنیم :1-1-4قضیه  

 نگاه آ یال باشد و  

                                                    )3-4(      

 .[23]باشدطرح بلوکی گراف وقوع یك  اگر  تنها و تساوي برقرار است اگرو

با درایه هاي صفر و یك  ماتریس  و  ماتریس مجاورت   اگر :اثبات

 نگاه      باشد آ

   

 داراي مقادیر ویژه غیر صفر  می باشند نتیجه می شود که  و  است. از اینکه 

  

 در فصل دوم است. (4-3-2)نتیجه اي از قضیه  (3-4مساوي ) این ناو بنابر

 باشد. و ن داراي اندازه آهاي  که بخش طوريه بخشی باشد ب گراف دو اگر  :2-1-4قضیه 

 نگاه داریم:آ
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                                                                             )4-4( 

 :[23]با پارامترهاي زیر باشدطرح بلوکی گراف وقوع از  تنها اگر  و و تساوي برقرار است اگر

  

 راحتی نتیجه می شود.ه در فصل دوم ب( 4-3-2)ه به قضیه قبل و قضیه این قضیه با توج :اثبات

مساوي  نگاه ناآیال باشد  راس و  بخشی با  گراف دو و  اگر : 3-1-4قضیه 

 :[11]زیر برقرار است

                                       )5-4( 

 : رار باشدتساوي برقرار است اگر و تنها اگر حداقل یکی از عبارات زیر برق

 ،و   (1

 ،و  و   (2

و  طرح با پارامتر -2گراف مجاورت و و   (3

 .باشد 

باشند )چون ماتریس مجاورت  مقادیر ویژه از گراف   فرض کنیم  :اثبات

 :ه نیز حقیقی هستند.( اکنون داریممتقارن است لذا مقادیر ویژ حقیقی و

  

 از اینکه تساوي 
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 بخشی وجود دارد لذا داریم:  دو درهمه گراف هاي همواره برقرار است و 

 . 

با  و  شوارتز براي بردار هاي -مساوي کوشی اکنون با استفاده از نا

 : مولفه، نا مساوي زیر حاصل می شود 

  

 : بنابراین باید داشته باشیم

                                              )6-4( 

. این تابع روي بازه   را در نظر می گیریم حال تابع 

لذا  ،است کاهشی است. نظر به اینکه 

به  .: رار باشد و بنابراین خواهیم داشتباید برق 

( برقرار باشد 6-4طور معکوس اگر تساوي در )ه . بنتیجه می شود( 5-4اوي )مس نا          این ترتیب

گراف  . این نشان می دهد که است ،  نگاه با توجه به بحث قبل روي تابع آ

تز  داده شده در شوار-مساوي کوشی که تساوي باید در نا اکنون از این .است منتظم از درجه 

 :داریم، برقرار باشد بالا

  

 :سه حالت داریم . بنابراین براي گراف براي 

 .است برابر با  مطلق یکسان است که در اینصورت  داراي دو مقدار ویژه با قدر یا   (1
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 براي  عبارت دیگر ه . بداراي سه مقدار ویژه متمایز است یا  (2

 .و  و بنابراین 

 همبند است و  مورد  داراي چهار مقدار ویژه متمایز است که در این یا  (3

   

 است. طرح متقارن با پارامتر هاي -2گراف وقوع از یك   برقرار است و لذا 

 نگاه آیالی باشد  راسی و  گراف  اگر  ،در موردي که : 1-1-4تذکر

 . [11]ل مجزا و راس تنها باشدداراي یا تساوي برقرار است اگر و تنها اگر  است و

عنوان مثال طرح متقارن با ه . بطرح متقارن وجود دارد متناهی از  خانواده هاي نا

 . دقیقا یك صفحه تصویري است 

نام ه نام نقاط و مجموعه دیگري به صفحه تصویري ساختاري شامل مجموعه اي ب :1-1-4تعریف 

 : که اصول زیر را داشته باشد طوريه نام رابطه وقوع است به ب خطوط و رابطه اي

 .طه تنها یك خط بگذرداز هر دو نق (1

 .نها در دقیقا یك نقطه مشترك باشندهر دو خط ت (2

 .خط نیستند نها همآچهار نقطه وجود دارد که هیچ سه تاي  (3

 .سه تاي آنها از یك نقطه نمی گذرد چهار خط وجود دارد که هیچ (4

 :حسب تعداد راس آنها ارائه می دهیمبخشی بر براي انرژي گراف هاي دوحال کرانی 

 نگاه آراس باشد  بخشی داراي  گراف دو اگر  :4-1-4 قضیه

                                                                        )7-4(              
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طرح با -2گراف وقوع از یك  و  اگر وتنها اگر زمانی که  برقرار استت. تساوي برقرار اس

 .[11]باشد پارامتر هاي   

محاسبات آنگاه با استفاده از  . اگر یالی باشد راسی و  گراف  فرض کنیم  :اثبات

باشد، ماکسیمم   که  زمانی (4-4)مساوي  ، دیده می شود که سمت چپ ناساده

. توجه کنید که ( جواب حاصل می شود4-4)مساوي  . لذا با جانشین کردن این مقدار در نااست

ی شود باشد. بنابراین تساوي در این قضیه برقرار م برقرار است اگر  

 باشد.  طرح با پارامتر هاي -2گراف وقوع از یك  و  اگر  اگر وتنها

بخشی با بیشترین انرژي  متناهی از گراف هاي دو توان خانواده نا حال با توجه به این قضیه می       

 :کرد به این ترتیب کهعرضه 

ماتریس وقوع  نگاه آ، ت یك گراف با بیشترین انرژي باشدورماتریس مجا اگر 

ماتریس  : ( داریم4-1-4با استفاده از قضیه ) طرح است و-2- 

  . بیشترین انرژي است بخشی با مجاورت یك گراف دو

 ن عبارت است از آنگاه مقادیر ویژه آ راس باشد بخشی با  گراف دو اگر حال 

 :ه صورت زیر محاسبه می شودنیز ب . درحقیقت انرژي است که 

.   

 براي گراف هاي دو بخشی به شکل زیر است:  ام  طیف  ، گشتاور( 2-4-2ا توجه به تعریف )ب

. 
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          ترتیب نشان دادهه ب و  با  وبه کار برده می شوند  و  در این قسمت گشتاورهاي 

ه به    . همچنین با توج. توجه کنید که دو مقدارحقیقی و مثبت می باشند( می شوند )این

 . برقرار است شوارتز،  -نا مساوي کوشی

 .. تعریف می کنیم باشد زیر مجموعه فشرده از  فرض کنیم 

 [12] :1-1-4لم 

مجموعه همه نقاط  اگر  تنها و  تساوي برقرار است اگر است. نگاه آ اگر  (1

 است. براي هر  باشد که   به شکل

شامل همه نقاط به  اگر  تنها و تساوي برقرار است اگراست.  نگاه آ اگر  (2

 بردارهاي مرکزي پایه از  باشد که  شکل 

 هستند.

 .است با بعد دو از  31زیر میدانیك  نگاه آعدد صحیح نباشد  ر اگ (3

با  از  زیر میدان یك انگاه  عدد صحیح باشد و  اگر  (4

است که  مجموعه اي متناهی از همه نقاط  بعد دو است که 

 .است  مجموعه منفرد  

 شوارتز براي بردارهاي -نگاه با استفاده از نا مساوي کوشیآ اگر  (1 :اثبات

 و و تساوي برقرار است اگر خواهیم داشت  و  

 اشد.ب اگر  تنها

 .تبرقرار اس براي  همواره رابطه  (2

                                                           
30 Submanifold 
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 سانی دیده می شود که دستگاه آ. به تعریف می کنیم ( 3

  

و  که   فرض کنیماست.  است که  داراي جواب 

و  باشد. واضح است که  اینصورت  در غیر و  براي 

                    و نگاه آباشد  غیرتهی است. حال اگر  بنابراین 

 وجود دارد که  . در غیر اینصورت مستقل خطی هستند 

 و  ، لذا عنوان کاردینال ه ب را . تعریف می کنیم باشد براي هر 

 عدد صحیح است و این شرط سه را ثابت می کند. . بنابراین است

مستقل خطی اند. از سوي  و  است و  تعلق به که در قسمت سه تعریف شد م نقطه (4

یك مجموعه منفرد  اگر و تنها اگر  اندوابسته  و  انگاه  دیگر، اگر 

 . لذا اثبات به آسانی نتیجه می شود. باشد

ه را ب غیرتهی است. تعریف می کنیم  . بنابراین باشد اکنون فرض کنیم 

. تابع مشتق پذیر اند باشدکه داراي مختص هاي غیرمنفی  عنوان مجموعه اي از همه نقاط 

                      .در نظر بگیرید را با ضابطه  

گیریم که  نتیجه میاست لذا  نگاه آ  اگر

 :می توان به آسانی نتیجه گرفت که قبل . به هر حال با توجه به لم

 [12] :2-1-4 نتیجه

 .نگاه آ اگر  (1

 .نگاه آ اگر  (2
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 .نگاه آ اگر  (3

 [12]نگاهآصحیح نباشد  اگر  :2-1-4لم 

  

نگاه آ، باشد براي بعضی از  ، اگر به علاوه

                       باشد ومی یك مجموعه دو نقطه اي   است و براي هر  

 است. به این ترتیب مجموعه  زیر میدانداراي یك  

 .منفرد است

. که  طوريه ثابت باشد ب فرض کنیم  :اثبات

با استفاده از قانون . است براي هر  گیریم که  ، نتیجه می چون 

 یافت می شود که  و  ، دو ثابت نژضرب لاگرا

.  

 . که تناقض است  و بنابراین  باشد. درغیر اینصورت   :1ادعا 

 ر براي ه . پس است یك جواب معادله درجه سه  پس هر 

 .است

. براي نشان دادن دقیقا دو جواب مثبت دارد معادله درجه سه  :2ادعا 

. بنابراین این اب هاي این معادله برابر صفر استاین مطلب،  ابتدا توجه کنید که مجموع همه جو

نگاه آد . اگر این معادله داراي یك جواب مثبت باشمثبت داردمعادله حداکثر دو جواب 

 .که تناقض است  و بنابراین  
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ترتیب کاردینال مجموعه هاي ه ب و   اگرجواب هاي مثبت این معادله باشند و   اگر

 و  باشند. بنابراین  و  

. ,         

 : ، لذا داریم چون 

,        

، اعداد حقیقی . براي همهاست ، که هم ارز با  و 

 : توسط روابط زیر یافت می شود حقیقی مثبت 

.  ,       

را  نگاه نقطه آ. عدد صحیح باشد  فرض کنیم  

. تعریف می کنیم براي هر  و  براي هر  که 

باشد و   اگر. است و  متعلق به  

 : آنگاه با محاسبه مستقیم داریم 

  

 بنابراین 

.  

 است و  متعلق به  . درنهایت نقطه و لذا   درنتیجه 
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.  

 .و لذا اثبات کامل است و  پس 

 : نا مساوي زیر برقرار است :3-1-4 لم

                                                                     )8-4(   

نگاه آ، براي بعضی از  ، اگر علاوه بر این

 ینال عدد کارد . در این مورد مجموعه منفرد است 

 .[12]است

                    که طوريه گیریم ب ثابت در نظر میرا   :اثبات

براي همه جایگشت  . چون باشد 

. اکنون ، می توان فرض کرد که و  از  هاي 

 باشد. پس اگر  و  اگر  ی کنیم تعریف م

. 

 وسیله معادله ه تعریف شده ب زیر مجموعه   اگر

,  

چون  کنیم. تعریف می معادله  را با  باشد و 

 : است، پس داریم 
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  است و نتیجه می گیریم که  لذا

 اکنون دو حالت در نظر می گیریم:. نقاط داراي مختص هاي غیرمنفی استشامل همه  زیرمجموعه 

د . در این موروابسته خطی باشند و   بردار هاي (1حالت 

 و  . درحقیقت است براي  ، چون است 

.  

یك  . در این مورد ، مستقل خطی باشند و   ( بردار هاي2حالت 

 داراي ، درونی است این نقطه براي است و چون  مشتق پذیر پیوسته در حدود  31میدان

، نتیجه می گیریم براي  (2-1-4). با توجه به لم است مینیمم محلی 

 و  است که  نقطه اي  مجموعه دو  که

  

 : در حقیقت داریم. است صحیح مثبت می باشند که   و  که 

   

مستقل  و   بردار هاي . توجه کنید که چونکه 

 حقیقی اعداد حقیقی غیرمنفی  . براي هر است  ،خطی می باشند

 :را به شکل زیر تعریف می کنیم و 

  

                                                           
31 Manifold 
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 .اگر  تنها و اگر و  براي  توجه کنید که 

 نگاه نقطه آعدد صحیح باشد  ، نتیجه می گیریم که اگر (2-1-4)، با توجه به لم حال

 

نگاه آتعریف کنیم  ، اگر است. به طور مشابه  ق به متعل

. توجه لذا  و ثابت می شود که 

 .ی دهد. بنابراین اثبات کامل استرا نتیجه م ، شرط   کنید که شرط 

داده شده  . اعداد حقیقی یر نیز تعبیر کردی توان به شکل زلم بالا را م :3-1-4تذکر

 : [12]. داریماست

                      )9-4( 

 ، اگر مجموعه منفرد باشد. در این مورد تساوي برقرار است اگر 

ال مجموعه عدد کاردین نگاه آها  براي بعضی از 

 .است 

( 2-1-4می توان از فرض لم ) را "صحیح نیست عدد   "اکنون نشان می دهیم که شرط 

 .حذف کرد

 .[12]برقرار است (2-1-4)نگاه استنتاج لم آ  فرض کنیم :5-1-4قضیه 

 . یریمگ ثابت در نظر می که   :اثبات
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که  به برهان خلف فرض کنیم  ،مستقل خطی اند. براي نشان دادن این مطلب و   ادعا:

باشد  نشان دهنده کاردینال مجموعه  وجود داشته باشد. اگر  براي هر  

 : ( داریم2-1-4)و تذکر  (3-1-4)از لم نگاه با استفاده آ

  

 است.  در حدود میدان یك  . لذا با توجه به این ادعا واین ادعا را ثابت می کند

ن قادیر ویژه آم باشد و  مرتبه  () ماتریس هرمیتی اگر  :6-1-4قضیه 

 نگاه آباشند 

                                                                                      )11-4( 

 .[26]است که 

 : اثبات

  

  

 . لذا اثبات کامل است

  در این صورت راس باشد بخشی با  گراف دو یك  فرض کنیم :7-1-4قضیه 

 .باشد اگر  تنها اگر واست   (1

 راس تنها و یك کپی از گراف کامل دو مجموع مستقیم  اگر  تنها اگر و  (2

 باشد.  و  که  بخشی 

 که  نگاه آ اگر  (3
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طرح بلوکی متقارن گراف یك  تنها اگر  . تساوي برقرار است اگر وو     

طرح بلوکی ك گراف ی نگاه آمنتظم باشد  معکوس اگر تساوي برقرار باشد و  طوره . بباشد

 .[12]متقارن باشد

 ،  (1-1-4)( لم 1. با استفاده از قسمت )باشد ( فرض کنیم 1 :اثبات

 است. . بنابراین نتیجه می گیریم که است براي هر 

 براي هر  و  ،  (1-1-4)( لم 2نگاه باتوجه به قسمت )آ ( اگر 2

 . است

 : باشد، آنگاه به وسیله قضیه قبل داریم ( فرض کنیم 3

  

.  

 و  . اگر لذا فورا نتیجه می شود که  چون 

ویژه  داراي دقیقا دو مقدار ، . لذا با توجه به قضیه قبلنگاه آمنتظم باشد 

. می باشند داراي مرتبه تکرار  داراي مرتبه تکرار یك است و  : است

طرح بلوکی متقارن گراف یك  ، فرض کنیم طرح بلوکی متقارن است. به عکسگراف یك  پس 

با  ، ویژه مثبت  . مقادیروجود دارد که  . پس است

 ، در حقیقت. می باشند با مرتبه تکرار  مرتبه تکرار یك و 
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,      

سانی دیده می شود که آ. اکنون به اده از محاسبه داریم: و با استفاست 

 .و اثبات کامل است 

 گراف کاملا غیر همبند باشد.  داراي یك مقدار ویژه است اگر و تنها اگر  : 8-1-4قضیه 

گراف   مجموع  است اگر و تنها اگر  و   مرتبه تکراربا   داراي دو مقدار ویژه 

 . [35]است و   باشد. در این مورد   کامل از مرتبه

و  و   مرتبه تکرارو  بخشی با مقادیر ویژه  گراف دو  اگر :9-1-5قضیه 

گراف کامل  مجموع  . همچنین و  ، نگاه آ باشد 

راس مجزا  ( و  ) با  دوبخشی 

 .[35]است

 نگاهآ. باشد راس بخشی با  گراف دو  اگر :11-1-4قضیه 

  

از راس هاي تنها با گراف  مجموعه اي یا  تنها اگر  و تساوي برقرار است اگر است و

 .[12] است، باشد  ه ک و . . . و  بخشی کامل  هاي دو

 : ( داریم3-1-4)لم  از :اثبات

 .                                  )11-4( 
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. بنابراین وجود دارد نگاه واضح است که آ اگر 

قضیه       . لذا با توجه به باشد براي هر  و  که اي  

 نتیجه حاصل می شود.( 9-1-4( و )4-1-8)

     ورده شده در این دو قضیه بهتر از کرانی است که در قضیهآسانی دیده می شود که کران آبه 

 .ارائه شده است (4-1-6)

با   ی توان ن را مآویژه  . مقادیرراس باشد داراي  فرض کنیم 

 . در نظر گرفت 

  [12]نگاهآراس باشد   بخشی با گراف دو  اگر :11-1-4قضیه 

 .باشد مجموعه یك راس تنها با  اگر  تنها و و تساوي برقرار است اگر  (1

و  درست باقی می ماند هرگاه  (7-1-4)قضیه ( 3مساوي قسمت ) نا (2

طرح بلوکی شامل یك راس تنها و یك کپی از گراف یك  تساوي برقرار می شود هرگاه 

 متقارن باشد.

و تساوي برقرار است اگر و تنها اگر  شوارتز داریم  -مساوي کوشی با استفاده از نا :اثبات

یك مقدار ویژه با  هستند و  با مرتبه تکرار  مقادیر ویژه  . 

گراف کامل  مجموع  نتیجه می شود که  (9-1-4)مرتبه تکرار یك است. اکنون از قضیه 

 راس تنها که  و  براي هر  که  دوبخشی 

  

 سانی دیده می شود که آ. حال به است نتیجه می گیریم که  ,است. چون 

 .( است7-1-4). اثبات قسمت دوم نیز مانند قضیه و اثبات قسمت اول کامل است
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 (11-1-4)مساوي قضیه  . پس ناراس باشد بخشی با  گراف دو  راگ :12-1-4قضیه 

مجموع راس هاي تنها و  تنها اگر  ، تساوي برقرار است اگر وباقی می ماند. علاوه بر ایندرست 

 .[12]باشداست،  که  بخشی  هاي کامل دو گراف

ن کران را با آ. در این قسمت گراف هاي دو بخشی ارائه کرده ایمکرانی براي انرژي  (1-1-4)ه در قضی

 .آمده در این قسمت مقایسه می کنیمکران هاي بدست 

 [12]که نگاه آ اگر   :13-1-4قضیه 

  .                                           )12-4( 

، مشتق بگیریم نسبت به  از  . اگرباشد  فرض کنیم :اثبات

 . ازطرف دیگر یکنواي کاهشی است دیده می شود که این تابع نسبت به 

  

کاهشی است و چون  روي بازه  تابع است. 

 . پسمی باشد است،  

    

     با محاسبه مستقیم نتیجه  بدست می آید. است و لذا 

 می شود که 
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 است و لذا حکم نتیجه می شود.

. براي مثال می توان براي سیستم ، شرط محدود کننده نیستشرط  :4-1-4تذکر 

 . [12]بخشی تحقیق کرد هاي شش ضلعی و خانواده بزرگ از گراف هاي کامل دو

 نهاآبخشی با توجه به رتبه  انرژی گراف های دو کران پایین 4-2 

( آن ها 2-5-2ها با توجه به رتبه )تعریف  همچنین می توان کمترین انرژي را براي این نوع گراف

 :بیان کرد

 : [25]نگاه داریمآباشد  بخشی با رتبه  گراف همبند دو اگر  :1-2-4قضیه 

 .                                                                     )13-4( 

 نگاه آ باشند و  مقادیر ویژه مثبت از   اگر :اثبات

  

 : عبارت است از . میانگین هندسی است میانگین حسابی  ن آکه در 

  

است.  است. توجه کنید که  ، همبند است . چون است که 

 : بنابراین داریم

  

 اثبات کامل است. و لذا
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 داریم:  راس و ماتریس مجاورت  براي هر گراف دو بخشی با : 2-2-4قضیه 

                                                )14-4( 

تعداد دور  است و  با  تعداد دور هاي به طول  است که در آن 

 . [35]است نیز زیر گراف فراگیر از  است.  هاي از هر نوع در 

است. به عبارت دیگر  ابتدا باید نشان دهیم که  :اثبات

با  به طول  تعداد کل دور هاي است. اگر  2به پیمانه  

تعداد  با  باشد. فرض کنیم  در  و تعداد گراف هاي  

 طول دور ها در  با  باشد. اگر  راس هاي این دور ها یا تعداد گراف هاي 

 باشند آنگاه 

, 

  

. 

 نتیجه حاصل می شود. از 

رتبه کامل  بخشی با حداقل چهار راس باشد. اگر  یك گراف دو فرض کنیم  :3-2-4قضیه 

 :[25]نگاه داریمآنباشد 

 .                                                                      )15-4( 

 :( داریم1-2-4). از اثبات قضیه همبند است ، فرض کنیم بدون کم شدن از کلیت مسئله :اثبات

 و   است و  رتبه  که  



 فصل چهارم: انرژی گراف های دو بخشی

79 
 

هیچ  ، [35]در 8,1رخت باشد آنگاه توسط قضیه د . اگر می باشند مثبت از مقادیر ویژه 

 بنابرایناست و  جورسازي کاملی ندارد. 

  

. اگر . بنابراین داریم رتبه کامل نیست توجه کنید است. 

 نگاه آ 

. 

 نگاه آباشد  پس اگر 

. 

رتبه  نگاه چون آدرخت نباشد  . اما اگر ( اثبات کامل است1-2-4)نگاه توسط قضیه آ اگر 

 لذا اثبات کامل است. و کامل نیست پس 

 

 

 اف های دوبخشی با کمترین انرژیگر 4-3

یال باشد  راس و گراف نامیم و اگر داراي -نگاه گراف را آراس باشد  اگر یك گراف داراي 

 :ه شکل زیر باشدبخشی ب گراف دو-یك  . فرض کنیم گراف نامیم-ن را آنگاه آ
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  و  گراف  1-4شکل 

 به گراف  گراف حاصل از اتصال یك یال وابسته به دومین راس با درجه حداکثر 

 .[11]باشد

به  هاي دورنشان دهنده تعداد  ن آ که در : 1-3-4لم 

 .[29]است در  یا دور هاي  4طول 

 [11]نگاهآباشد  یال برشی در   اگر :2-3-4لم 

.                                                 )16-4( 

 نگاه آباشد  یك یال وابسته با راس وابسته   اگر در واقع

.                                                    )17-4( 

 :. حال باتوجه به لم قبل داریمیال برشی است داریم  از اینکه  :اثبات

  

  

  

 . 
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بخشی براي  گراف هاي دو-داراي کمترین انرژي در بین همه   :1-3-4قضیه 

 .[11]است 

چون  است. . لذا بخشی باشد گراف همبند دو-  اگر :اثبات

 .و  :داریم براي  

انجام می دهیم. چون  . اثبات را به استقرا روي  پس کافی است ثابت کنیم

.  باشددرست  است و نتیجه براي کمتر از  لذا فرض کنیم  ،نتیجه درست است راي ب

         نگاه با توجه به لمآوجود داشته باشد.  با راس وابسته  در  یك یال وابسته  ( 1حالت 

 :( داریم4-1-2)

  

 :پس داریم حال چون 

. 

 : . از طرفی داریم پس با توجه به فرض استقرا داریم: 

  

 . پس نتیجه می شود که

 :ا ارائه می دهیم و اثبات می کنیمنگاه دو ادعآنباشد  اگر هیچ راس وابسته اي در  (2حالت 

 باشد آنگاه   بخشی و  گراف همبند دو-یك  اگر  :1ادعا 

  

 نیز درست است. است و نتیجه براي مقادیر کمتر از 
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 واضح است.  نتیجه براي . به استقرا روي  :1اثبات ادعا 

یك یال از   فرض کنیمبرقرار است.  و نتیجه براي کمتر از  فرض کنیم 

است. فرض کنیم  شامل یال  دور  حداکثر شامل  باشد. پس  دوري در 

 مجموعه راس وجود داشته باشد. اگر  شامل یال  دور  که  

باشد. لذا فقط  به غیر از  هاي مجاور با  مجموعه راس باشد و  به غیر از  هاي مجاور 

ن مجاور با آباشد که هر راس  زیر مجموعه اي از  وجود دارد. اگر  و  یال بین  

ن مجاور با بعضی از آباشد که هر راس  زیر مجموعه از  و یال ها باشد  بعضی از 

با  یك زیر گراف از   اگر و  یال ها باشد. فرض کنیم  

 حداکثر  باشد آنگاه مجموعه راس 

وجود دارد. تعداد یال هاي باقیمانده نباید کمتر از راس هاي  راس در  و دقیقا یال 

 : باشد پس باقیمانده متصل به 

                      )18-4( 

 .   : با ساده کردن داریم

  اگر، نیز برقرار است. اکنون( وقتی که هیچ راسی باقی نماند 18-4) مساوي توجه کنید که نا

 : باشد آنگاه داریم در  دور هاي نشان دهنده تعداد 
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. پس فرض استقرا ثابت است. دنباله غیر کاهشی که 

، گرافیکی نامیده می شود هرگاه یك گراف ساده ز اعداد مثبت صحیحا 

 با این دنباله درجات وجود داشته باشد. 

هیچ راس وابسته اي نداشته باشد  بخشی باشد. اگر  گراف همبند دو-یك   اگر :2ادعا  

 نگاه آ

. 

  نیمفرض ک :2اثبات ادعا 

     

  

 به شکل  حال با نوشتن  .که 

  

 : لذا داریم و ورد که آدست ه می توان ب

  

. 

. تکرار این و  توجه کنید که 

 : یر را به دست می دهدرایند دنباله زف
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نگاه آباشد  اگر .ن آکه در است.  تعداد یك ها برابر با 

 :. با ادامه این فرایند داریمنگاه آ اگر  و 

  

است و داراي بیشترین  ها برابر با  تعداد دو و در اینجا تعداد یك ها 

 . اثبات این ادعا کامل است. است مقدار 

 . با توجه به لم داریم  حال براي یك گراف ساده 

. با کنار هم قرار دادن : ( داریم4-3-1)

 مل می شود. مطالب بالا اثبات کا

 ید: آبه شکل زیر بدست می  با توجه به مطالب بالا چند جمله اي مشخصه گراف 

              )19-4(  

نگاه آ، بخشی باشد و  همبند دوگراف -یك  اگر  :1-3-4نتیجه 

 : [11]داریم

                                    )21-4( 

 .باشد  تساوي برقرار است اگر و تنها اگر 

بخشی باشد  گراف همبند دو-یك   اگر   :2-3-4قضیه 

 . [11]است نگاه داراي کمترین انرژي در مرتبه دوم بعد از آ
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و  و   نچو :اثبات

براي دیگر مقادیر صحیح  و  

 نتیجه حاصل می شود.   (1-3-4)        ، لذا شبیه به اثبات قضیهو مثبت 

 نیز به شکل زیر بیان می شود: چند جمله اي مشخصه گراف 

  

نتیجه زیر این مطلب را بیان  .بخشی ارائه داد قبل می توان کران دیگري براي گراف هاي دو لذا مانند

 می کند.

و اگر  بخشی باشد و  گراف همبند دو-یك  اگر  :2-3-4نتیجه 

 :، آنگاه داریم

                              )21-4( 

 .[11]  و تساوي برقرار است اگر وتنها اگر 

 نتیجه گیری 4-4

 در این فصل کران هاي زیر ارائه شد:

 کران بالاي انرژي  (1

i.  

  است.یال   و و  اندازه  ی باخش هایب داراي

ii.  
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iii.  

iv.  

 کران پایین انرژي (2

i.  

ii.  

iii.  

آورده شده است داراي کمترین انرژي در بین همه گراف هاي  1-4که در شکل  گراف  (3

 دو بخشی است.
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انرژي، به بررسی انرژي گراف هاي دوري می پردازیم. در مورد کران  در این فصل در ادامه دسته بندي

انرژي این گراف ها تنها یك کران ارائه می دهیم و سپس در بخش اول کران هاي انرژي را براي گراف 

 هاي تك دوري بیان می کنیم.    

فرض کنیم  باشد و  حلقه باقیمانده به پیمانه فرض کنیم  براي عددصحیح 

.گراف دوري داده شده است . زیر مجموعه باشد مجموعه عناصر  

چسب گذاري شده است و  بر با عناصر  راس، به طوري که راس ها داراي  گرافی است، 

 . [21]باشد تنها اگر  ند اگر وا مرتبط هاي  راس

است و به شکل زیر  دهیم که گراف دوري نشان می  نیز با  را همچنین مکمل 

 :تعریف می کنیم

  

که  شود سانی دیده میآنگاه به آ. باشد که  حال فرض کنیم 

 :عبارتند از ، مقادیر ویژه گراف براي 

  

                 درمجموعه مجموعه باقیمانده مربعی به پیمانه  .عدد اول باشد فرض کنیم  

 :داریم .دهیم نشان می را با  

 : [21]داریم براي هر عدد اول  :1-5قضیه 

 .                                                                    )1-5( 
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مجموعه اي از  ، است  باقیمانده مربعی به پیمانه  -1چون  :اثبات

 . بنابراین است نده مربعی به پیمانه باقیما همه 

.  

 : داریم همچنین براي حاصل می شود. 

  

 : وي اخیر داراي دقیقا دو جواب است، تسا که  براي هر باقیمانده مربعی 

  

 . بنابراین است براي 

            

 لذا با محاسبه ساده نتیجه حاصل می شود. حاصل می شود و 

 های تک دوری گراف  5-1

 به  مجموعه همه گراف هاي تك دوري باشد که از اضافه شدن دور  فرض کنیم 

 :. توجه کنید که[7]یدآدست می ه ته براس وابس

   

 : راس داشته باشیم با   فرض کنیم براي هر گراف
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 : داریم نگاه براي هر آباشد  گراف تك دوري با دوري به اندازه  اگر  :1-1-5لم 

                                                                                )2-5(                                          

 . [8]است   اه  آنگعددي فرد باشد  و همچنین اگر 

براي   و  گراف دو بخشی است و  نگاه آ زوج باشد اگر  :اثبات

نگاه هر آ باشد. اگر  فرد و  . فرض کنیم ، بنابراین لم برقرار استهر 

. اگر جورسازي باشد و -راس باید شامل  با  از  32ساچزگراف 

با  از ساچز ؛ و هر گراف  ، داریم است نگاه وقتی آ 

                                    باشد. بنابراین که  راس باید شامل دور  

 . و حکم ثابت است 

 [7] :2-1-5لم 

  متعلق به دور  یالی از  اگر  .باشد که  فرض کنیم  (1

 : آنگاه داریم

.  

 : باشد. آنگاه داریم با راس وابسته  یال وابسته از  و فرض کنیم  (2

  

 : [35]( چندجمله اي مشخصه هر گراف در رابطه زیر صدق می کند 1 :اثبات

                                                           
32 Sachs 
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, 

 هستند. بنابراین  است که شامل یال  که جمع بستن روي همه دور هایی مثل 

  

  

. 

 : قسمت از معادله زیر نتیجه می شود(این 2

. 

 :[7] نگاهآباشد  اگر دو گراف تك دوري باشند و  و  اگر  :3-1-5لم 

  

 . باشند نیز این نتیجه برقرار است مساوي ها اکید وقتی نا

 و فرمول  (1-2-5)با استفاده از لم  :اثبات

       )3-5(  

دو گراف تك  و  . پس اگر است تابع یکنواي افزایشی از  براي گراف هاي تك دوري ، 

 .است  نگاه آباشند  دوري با 
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 گراف های تک دوری  با بیشترین انرژی  5-1-1

 . باشد با یك راس پایانی از  گراف تك دوري حاصل از ارتباط یك راس از  فرض کنیم 

      

 و  و   گراف 1-5شکل 

 :[31]اي تك دوري با بیشترین انرژي ارائه شدحدس زیر براي گراف ه 1999در سال 

داراي بیشترین انرژي است  راس گراف  هاي تك دوري با  دربین همه گراف :1-1-1-5 حدس

گراف تك دوري داراي بیشترین  . براي دیگر مقادیر و  اگر 

 . [31]است انرژي گراف 

داراي بیشترین انرژي در بین همه گراف  در این قسمت طی چند لم ثابت می کنیم که گراف 

 هاي تك دوري است.

 نگاه آ اگر  .باشد که  فرض کنیم  :1-1-1-5 لم

 . [7]است

 لم را ثابت می کنیم.  به استقرا روي  :اثبات

برقرار است زیرا  و  فرد باشد. در حالت بدیهی لم براي  اگر  (1حالت 

 و فرض کنیم نتیجه براي باشد   اگرداراي تنها یك عنصر است.  
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وجود  تك دوري است و دوري براي  در نظر می گیریم. چون  را درست باشد. 

است  و  باشد.  با راس وابسته  باید داراي یك یال وابسته  ندارد پس 

 : ( داریم2-2-5). با استفاده از لم ار کرد که را چنان اختی لذا می توان یال 

, 

. 

 باشد شامل دور  . اگر اکنون با استفاده  از فرض استقرا داریم 

فرض و معادله اخیر و از د ،، بنابراین لم :  داریمرض استقرا با توجه به ف نگاهآ

همبند باشد  نا سانی دیده می شود که این رابطه حتی اگر آبه )استقرا ثابت می شود. 

نگاه بدون دور است. پس آنباشد  شامل دور  باز هم رابطه برقرار است.( اگر 

 و که  یفرد باشد درحال  هرگاه  

  

. 

 . و معادله اخیر لم حاصل می شود پس از فرض استقرا 

گراف هاي  . در این مورد همه عناصر است نگاه آزوج باشد  اگر  (2حالت 

است برقرار می  رد باشد. ظاهرا لم وقتی ف وقتی که  بخشی اند و  دو

در نظر  درست باشد.  و فرض کنیم نتیجه براي باشد   اگرباشد. 

یال  باید داراي یك ، پس تك دوري است و دور دیگري ندارد ، است . چون می گیریم

را  است لذا می توان یال  و  باشد. چون  با راس وابسته  وابسته 

 : ( داریم2-1-5). با استفاده از لم چنان اختیار کرد که 
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, 

. 

 باشد شامل دور  . اگر قرا داریم اکنون با استفاده  از فرض است

فرض ، بنابراین لم از دو معادله اخیر و  گاه با توجه به فرض استقرا داریم:نآ

همبند باشد  نا سانی دیده می شود که این رابطه حتی اگر آبه ) استقرا ثابت می شود.

نگاه بدون دور است. پس آنباشد  شامل دور  ابطه برقرار است.( اگر باز هم ر

 و که  حالی فرد باشد در  هرگاه  

.  

 پس از فرض استقرا  و معادله اخیر لم حاصل می شود و لذا اثبات لم کامل است.است. 

 : ( لم زیر را داریم1-1-1-5)به به لم مشا

 . [7]است نگاه آ. اما  و  فرض کنیم  :2-1-1-5لم 

یکی از   عنوان مثال اگر گراف ه . بضروري است توجه کنید که در لم بالا شرط 

 .است اما  نگاه آد باش( 2-5)گراف هاي شکل 

 

 2-5شکل 
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 :(، قضیه زیر حاصل می شود2-1-1-5)با لم  (3-1-5)از ترکیب لم 

 بیشترین انرژي را در  . اگرباشد و  فرض کنیم  :1-1-1-5قضیه 

 . [7]است گرافی از نوع  است و یا وقتی  ا ی نگاه آداشته باشد 

ترین انرژي می باشند بیان بخشی که داراي بیش در این قسمت چند لم براي گراف هاي تك دوري دو

 .می کنیم

نگاه آ. باشد فرض کنیم  :3-1-1-5لم 

 : [31]داریم

 

.                                                      (5-4)  

 . [7]است  نگاه آباشد  فرض کنیم  :4-1-1-5لم  

قضیه را ثابت می کنیم. با محاسبه مستقیم می توان چك کرد که این لم  به استقرا روي  :اثبات

 : شخصه در این مورد به شکل زیر استجمله اي م برقرار است. در واقع چند و  براي 

,  

,    

,  

 ,   

عبارت ه ، براس درست باشد و  لم براي گراف هاي با  و حال فرض کنیم 

 دیگر 
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  ,  

 : ( داریم2-2-5)پس با استفاده از لم 

, 

, 

 نتیجه واضح است.  لذا و

 . [7]است نگاه آ. باشد  و فرض کنیم  :4-1-1-5لم 

به مستقیم می توان چك کرد که این لم براي . با محاساستفاده می کنیم از استقرا روي  :اثبات

 و  لم براي گراف هاي با  و برقرار است. حال فرض کنیم  و  

 : ( داریم2-1-5)از لم  .باشد با راس وابسته  یال وابسته از   اگر. راس درست باشد.

,   

,   

 : الزاما بدون دور است، داریم از اینکه 

  

. 

 : به آسانی دیده می شود که

            )5-5( 
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 .  خواهیم داشت :  و بنابراین وقتی  و

 . [7]است نگاه آ. عدد زوج باشد فرض کنیم  :5-1-1-5لم 

 : ( داریم3-1-1-5)و  (2-1-5)توسط لم  براي  :اثبات

  

  

  

  

  

   

است. به طور  وقتی که  تنهابرابر صفر نیست  ه کرد که باید توج

 : مشابه داریم

. 

 لذا حکم برقرار است.

 . [7]است نگاه آ ، عدد زوج باشد و فرض کنیم  :6-1-1-5لم 

و  را ثابت می کنیم. با توجه به دو لم قبل این عبارت براي  لم به استقرا روي  :اثبات

برقرار باشد.  و  و این لم براي  درست است. فرض کنیم  

 : داریم

, 
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. 

 . [7]است نگاه آ و  و زوج باشد  و  اگر :7-1-1-5لم 

این عبارت براي  (5-1-1-5). با توجه به لم استفاده می کنیم از استقرا روي  :اثبات

درست باشد.  و فرض کنیم عبارت براي باشد   اگردرست است.  

با توجه به  باشد آنگاه با راس وابسته  یال وابسته از   . حال اگردر نظر بگیرید را 

 : ( داریم2-1-5)لم 

  

  

 بدون دور است لذا  چون 

  

  

 ست.است، پس حکم کامل ا

 . داراي بیشترین انرژي است گراف  گیریم که در بین گراف هاي کلاس  لذا نتیجه می

 گراف های تک دوری با کمترین انرژی  5-1-2

که تشکیل دوري  طوريه راسی و اضافه شدن یك یال باشد ب گراف حاصل از ستاره  فرض کنیم 

داراي کمترین انرژي در بین همه  وریم که بیان می کنند آدر زیر قضایا را می  .را بدهد طول ه ب

 . ( است گراف هاي تك دوري )درکلاس
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    و  گراف 3-5 شکل

 [11]نگاهآ باشد از  ابسته با راس وابسته یال و و   اگر :1-2-1-5لم 

. 

 است لذا  راس وابسته از  چون  :باتاث

. 

 بنابراین

  

.  

 .[11]است ه نگاآ باشد و   اگر :1-2-1-5قضیه 

فرض نگاه قضیه درست است. آ . اگر قضیه را ثابت می کنیم به استقرا روي  :اثبات

تك  در نظر بگیرید. چون را  . درست باشد و قضیه براي   کنیم

مجاور  است و  یك دور تنها نیست. بنابراین داراي یك راس وابسته  ، لذا دوري است و 

 : است. با توجه به لم قبل داریم فرد ه با راس منحصر ب

, 

. 
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 : از فرض استقرا داریم

. 

 پس. براي هر 

  

 نگاه آ فرد باشد و  ، اگر به عنوان یك زیرگراف است شامل مسیر  

,   

 نگاه آ زوج باشد و  اگر و 

. 

 . پس است براي هر  بنابراین 

نگاه آ سانی دیده می شود که اگر آ. به است

 . و قضیه برقرار است . بنابراین 

 .[11]است نگاه باشد آ  اگر :2-2-1-5قضیه

 ید که آدست می ه سانی بآ. به کنیم استفاده می از استقرا روي  :اثبات

. 
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نگاه آ . اگر براي هر  و  بنابراین 

یه و قض براي هر  . پس و  

 . برقرار است

. لذا از لم اختیار می کنیم درست باشد.  راي و قضیه ب فرض کنیم 

 داریم :  (5-1-2-1)

 

. 

نگاه آ  راس باشد و گراف تك دوري با   اگر :3-2-2-5قضیه 

 .[11]است 

. به است براي  است ثابت کنیم با توجه به دو قضیه قبل کافی  :اثبات

 ید که آدست می ه سانی بآ

. 

 : ( داریم3-1-5)در لم  (2-1-5)لذا با استفاده از عبارت 

. 

 قرار دهید 

. 

 نگاه آ
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 .است براي  این بنابراست.   براي

 به یك راس پایانی از مسیر  گراف تك دوري حاصل از اتصال راسی از دور  فرض کنیم 

 انگاه حدس زیر را بیان می کنیم: .باشد

 نتیجه گیری 5-2

داراي کمترین انرژي        ي بیشترین انرژي و گراف دارا در بین گراف هاي تك دوري گراف 

 می باشند.

 

 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 فصل ششم

 انرژی گراف های منتظم و خطی
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در این فصل به بررسی انرژي گراف هاي منتظم و گراف هاي خطی می پردازیم. به این ترتیب، در     

نیم و انرژي آن ها را بررسی می کنیم. در بخش بخش اول گراف هاي به شدت منتظم را معرفی می ک

 دوم گراف هاي خطی و انرژي آن ها را تعیین می کنیم.

 : های منتظم انرژی گراف 6-1

 نامیم هرگاه منتظم درجه  شدت منتظم با پارامترهاي ه ب را گراف  :1-1-6تعریف 

 مجزا در  مجاور همسایگی مشترك باشند و هر جفت راس غیر در  نآ هرجفت راس مجاور ،باشد

یس مجاورت ماتر حال اگر  امل در این دسته قرار نمی گیرند.هاي ک گراف .همسایگی مجاور باشد

 : گراف باشد آنگاه داریم

                                                           )1-6( 

 .[15]ن یك است می باشندآماتریسی که همه مولفه هاي  ماتریس همانی و  که در ان 

طرح را از  . یك داده شده است با  شدت منتظم ه فرض کنیم گراف ب

باشد و یك بلوك  ، مجموعه راس ه این صورت که مجموعه نقاطازیم بماتریس مجاورت گراف می س

نی است که درسطر داراي شماره ستو ،تعریف می کنیم. عناصر هر بلوك براي هر سطر از ماتریس 

 .است 1عدد 
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  شدت منتظم با بیشترین انرژیه های ب گراف  6-1-1

اف هاي دو بخشی در فصل چهار بیان کردیم، براي گراف هاي به ابتدا شبیه به کرانی که براي گر

و  33شدت منتظم، مقدار دقیق انرژي را در قالب دو قضیه ارائه می دهیم. این دو قضیه توسط کولن

 .[23]بیان شده است 34مولتن

 یال باشد آنگاه راس و  گراف داراي  باشد و  اگر  :1-1-1-6قضیه 

                                                )2-6( 

یا یك گراف غیر کامل  یا گراف  ، گراف برقرار است. تساوي اتفاق می افتد اگر و تنها اگر 

 دیهی با مقادیر واضح همبند به شدت منتظم با دو مقدار ویژه غیر ب

 .[32]باشد

 باشند.می دانیم که  مقادیر ویژه گراف  فرض کنیم اثبات: 

 تساوي  است. پس چون

  

 داریم:  ،همواره برقرار است

. 

با  و  اي بردار هاي شوارتز بر-مساوي کوشی اکنون با استفاده از نا

 : مولفه، نا مساوي زیر حاصل می شود 

                                                           
33 Koolen 
34 Moulton 
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 : بنابراین باید داشته باشیم

                                             )3-6( 

ازه   را در نظر بگیرید. این تابع روي ب حال تابع 

 لذا  ،است  چونکاهشی است. 

نتیجه ( 2-6مساوي ) به این ترتیب نا .: رار باشد و بنابراین خواهیم داشتباید برق

 . می شود

هستند  ،  ( اتفاق افتد، مقادیر ویژه با قدر مطلق یکسان براي 2-6حال اگر تساوي در )

 به تعداد  به تعداد یکی و  نیز  می باشند و مقادیر ویژه  که هر دو به تعداد 

( 2-6یکی از گراف هاي اخیر باشد نا مساوي ) می باشند. به راحتی می توان امتحان کرد که اگر 

 براي آن برقرار است.

دیده    ( برقرار باشد آنگاه با استفاده از بحث قبلی براي تابع 2-6به عکس، اگر نا مساوي )

است. پس تساوي  منتظم با درجه  برقرار است. این نشان می دهد که  می شود که 

 وارتز بالا برقرار باشد لذا داریم:   ش-باید در نا مساوي کوشی

                      

 باشد، یا  باید  داراي دو مقدار ویژه با قدر مطلق برابر است که در این مورد  بنابراین،  

باشد، یا داراي سه مقدار  باید  مجزا است که در این صورت داراي دو مقدار ویژه با قدر مطلق 



 خطی: انرژی گراف های منتظم و ششمفصل 

103 
 

 است که در این مورد  یا  ویژه با قدر مطلق مجزا برابر با 

 گراف همبند غیر کامل به شدت منتظم است.

 . تساوي برقرار است اگر واست ی حداکثر راس انرژي گراف : 2-1-1-6قضیه 

 .[32]باشد شدت منتظم با پارامتر هايه تنها اگر گراف ب

آنگاه با استفاده از  یال باشد. اگر   و راس داراي  فرض کنیم گراف  :اثبات

 - با در نظر گرفتن تابعی از -( 2-6سمت چپ نا مساوي ) ده می شود کهمحاسبات  عادي، دی

 یشترین می شود هرگاه ب

                                                                       )4-6( 

بدست می آید. به این ترتیب ( 2-6( در نا مساوي )4-6باشد. لذا شرط این قضیه با قرار دادن مقدار )

گراف به شدت منتظم با  ( در این قضیه برقرار است اگر و تنها اگر 2-6قضیه قبل و نا مساوي )

  است. آنگاه  است. اگر  پارامتر هاي 

بیشترین  ، گرافی بامترهاي بالاه شدت منتظم با پاراکنیم که یك گراف ب در این قسمت بیان می

را هادامار گوییم  با درایه هاي  گفتیم که ماتریس مربعی مرتبه  (2-3-2)انرژي است.در تعریف 

 : اشندب می 4عنوان مثال ماتریس هاي زیر هادامار مرتبه ه ب .باشد هرگاه 

  

یك ماتریس  .باشد 4یا مضربی از 2یا  1باید  که  است شده هادامار ثابتبراي ماتریس هاي 

 مهمچنین یك ماتریس هادامار منتظ .داراي قطر ثابت باشد هادامار را گرافیکی نامیم هر گاه متقارن و
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دو  هر هاي اخیر، مثال .است هرگاه مجموع سطري و ستونی ان ثابت باشد

 .[15]گرافیکی هستند منتظم و

  و بنابراین دهد  نتیجه می و توجه کنید که 

 .(اري است که همه عناصر آن یك باشددر روابط بالا برد 1) است. 

 قطر  و ماتریس هادامار منتظم وگرافیکی با مجموع سطري  فرض کنیم  :1-1-1-6تعریف 

  یا منفی نامیم هرگاه  از نوع  و  یا مثبت نامیم هرگاه  را از نوع .باشد

 منتظم درجه  ، گراف حاصل از  باشد و   از نوع  اگر  .باشد

  

 : نتیجه می دهد که باشد و 

  

 :ه شدت منتظم با پارامترهاي زیر استگراف ب بنابراین 

                                  )5-6( 

 نگاه آت منتظم با پارامتر هاي بالا باشد شده ماتریس مجاورت گراف ب عکس اگر ه ب

بنابراین ماتریس هادامار گرافیکی منتظم از نوع منفی داراي  ماتریس هادامار گرافیکی منتظم است.

 .[15]بیشترین انرژي است

ازنوع منفی  ت و اس ن آازنوع مثبت است و گراف متناظر   در مثال بالا  :1-1-1-6نكته 

 . [15]است است و گراف متناظر ان 
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نگاه ضرب آترتیب باشند ه ب و  ماتریس هادامار مرتبه  و اگر  :2-1-1-6تعریف 

 .[15]است ماتریس هادامار مرتبه    آنها، 35کرونکر

از نوع مثبت یا منفی وجود داشته  اگر یك ماتریس هادامار گرافیکی منتظم مرتبه  :1-1-1-6لم 

 . [15]از هر دو نوع وجود دارد نگاه ماتریس هادامار گرافیکی منتظم مرتبه آباشد 

صحیح از هر نوع  براي هر   به هاي هادامار گرافیکی منتظم مرت توان ماتریس در حقیقت می

 .وجود دارد  و براي   5-6 شدت منتظم با پارامترهايه هاي ب گرافساخت. بنابراین 

 . [15]وجود دارد توان نتیجه گرفت که گراف با بیشترین انرژي براي هر مرتبه  پس می

هاي  به بلوك نامیم هرگاه   36بوشرا نوع  مرتبه  ماتریس هادامار :3-1-1-6تعریف 

هاي  ماتریس با درایه هاي یك باشند و بلوك ،هاي قطري که همه بلوك طوريه تقسیم شود ب 

 است اما بوش از نوع  ال عنوان مثه . بوع سطري و ستونی صفر داشته باشندمجم ،غیرقطري

ماتریس گرافیکی منتظم نوع  ،بوش متقارنشود که ماتریس هادامار نوع  سانی دیده میآبه  نیست.

 .  [15]مثبت است

 :ین تعریف قضیه زیر نتیجه می شوداز ترکیب لم اخیر با ا

هاي  بیشترین انرژي گراف وع منفی وماتریس هاي هادامار گرافیکی منتظم از ن :3-1-1-6 قضیه

 . [15]وجود دارد و براي همه مقادیر صحیح مثبت  مرتبه 

نگاه ماتریس هادامار گرافیکی منتظم نوع آمرتبه اي از یك ماتریس باشد  اگر  :4-1-1-6قضیه 

 .[15]وجود دارد تبه منفی و گراف با بیشترین انرژي از مر

                                                           
35 Croneker 
36 Bush 



 خطی: انرژی گراف های منتظم و ششمفصل 

106 
 

. قرار می دهیم باشد ن آباشد که ستون اول  ماتریس هادامار مرتبه   اگر :اثبات

و قرار می دهیم  براي  و تعریف می کنیم  

 می شود که انی دیده آس. پس به 

 است . 1قطر ثابت  متقارن با براي   .1

 .است براي   .2

 .است و  براي   .3

 .است  .4

را در نظر  بت و قطر ثا با عناصر ( 4-3-2)تعریف  حال مربع لاتین 

  .بگیرید

و  و  و  اگر باشد   :مثال به عنوان

براي  نگاه آ و  اگر باشد  

 از  کردن هر مولفه  جاه ب جارا توسط  مرتبه  ماتریس  است. 

نتیجه  1ماتریس هادامار است. خاصیت  بالا نشان می دهد که  4و  3. لذا خواص می سازیم با 

داراي مجموع   می دهد کهنیز نشان  2است و خاصیت  ماتریس گرافیکی با قطر  می دهد که 

 نوع منفی است. از ماتریس گرافیکی منتظم است. پس  سطري 

براي همه اعداد  کند که ماتریس هاي هادامار مرتبه  حدس مشهور هادامار بیان می

ن آکوچکترین مورد باز  تایید شده است. مقادیر  این براي بسیاري از وجود دارد. صحیح مثبت 

 .[15]است 
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هاي هادامار گرافیکی منتظم نوع منفی و گراف با بیشترین انرژي از مرتبه              ماتریس :1-1-1-6نتیجه 

ر برقرار اگر یکی ازشرایط زی ،وجود دارد براي همه مقادیر صحیح مثبت  

 : [15]باشد

 توانی از عدد اول باشد.  (1

 توانی از عدد اول باشد.  (2

 .مربع کامل باشد  (3

4) . 

، ماتریس وقوع ف با بیشتري انرژي باشد آنگاه آنماتریس مجاورت یك گرا به این ترتیب اگر 

ماتریس مجاورت  است و لذا با توجه به قضیه بالا طرح  یك 

 .بخشی با بیشترین انرژي است گراف دو

 انرژی گراف های خطی : 6-2

هاي  عنوان راسه ب هاي  توسط قرار دادن یال از گراف  گراف خطی  :1-2-6تعریف 

که در راس مشترك  هاي در  متناظر با یال راس در  ید که اتصال دوآدست می ه ب 

 .[17]می باشند

 به شکل زیر است:  گراف خطی تکراري از 

                                  )6-6( 

 است. همچنین 
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 ، گرافی منتظم از مرتبهو درجه  راف منتظم مرتبه گراف خطی از گ :2-2-6تعریف 

 :[16]داریم . لذا براي است و درجه  

                                                     )7-6( 

 بنابراین داریم:  .می باشند به مربوط   و و

                                                                                   )8-6( 

                                          )9-6( 

 تعریف می کنیم: ماتریس وقوع از یك گراف را به شکل زیر :6-2-3تعریف 

  

نگاه آباشد  و درجه  از مرتبه  مقادیر ویژه گراف منتظم    اگر  :1-2-6قضیه 

 :[35]شکل زیر می باشده ن بآمقادیر ویژه گراف خطی 

                                                                    )11-6( 

 :عبارت است از ومقادیر ویژه گراف 

                                                            )11-6( 
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شکیل می ن را درجه هر راس تآ، ماتریسی قطري است که عناصر قطر  ماتریس درجه  :اثبات

 :باشد آنگاه داریم ماتریس وقوع اگر . ددهن

  

  

جمله اي مشخصه ماتریس  چند باشد و  ماتریس  اکنون با توجه به اینکه اگر 

 . پس است ، آنگاه مربعی 

  

 عبارت دیگر  هب

  

 :که نتیجه می دهد

  

 .ولذا حکم ثابت است

داراي دقیقا  نگاه آ باشد و درجه  گراف منتظم از مرتبه  اگر  :2-2-6قضیه 

 .[16]باشند می مقدار ویژه منفی است که همه برابر با  

 است. بنابراین اگر متعلق به بازه  همه مقادیر ویژه ي یك گراف منتظم درجه  اثبات:

( 11-6و لذا عبارت ) است. همچنین  نگاه آباشد  

 برقرار است.   
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 برابر با  نگاه همه مقادیر ویژه منفی آباشد  گراف منتظم از درجه اگر  :1-2-6نتیجه 

 . [16]است

 شامل راس تنها است و  نگاه آباشد  گراف منتظم درجه  اگر  :1-2-6نكته 

یکریخت است  با  نگاه آباشد   گراف منتظم درجه اگر نیز گراف بدون راس است. 

 .است براي همه  ،یکریخت با  لذا  و

 اکنون در این قسمت انرژي گراف خطی از گراف منتظم را بررسی می کنیم:

 [16]نگاهآ باشد و درجه  گراف منتظم از مرتبه  اگر  :3-2-6قضیه 

                                                           )12-6( 

 : به شکل زیر محاسبه می شود ، انرژي (11-6با استفاده از قضیه قبل و عبارت ) :اثبات

  

 .  

 مجموع مقادیر ویژه هر گراف برابر صفر است و لذا حکم ثابت است. 

 :( به شکل زیر است2-1-6)شکل دیگر قضیه 

 امین گراف خطی از -باشد و  و درجه  گراف منتظم از مرتبه  اگر  :4-2-6قضیه 

 : [16]نگاه داریمآراس باشد  و  داراي درجه 

                                      )13-6( 

 :ه شکل زیر استن نیز بآوتعمیم 
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                                       )14-6( 

 : [16]بالا داریم با توجه به روابط :2-2-6نتیجه 

            )15-6(  

 هر گراف خطی تکراري از یك گراف منتظم همواره به  يلذا دیده می شود که انرژ

 با توجه به نتیجه قبل داریم:  . پس براي انرژي وابسته است

 : [16]داریم ، براي هر 4-1-6با توجه به قضیه  :3-2-6نتیجه 

 .                                      )16-6(         

 ها می پردازیم. نآهاي منتظم و گراف خطی  حال در این قسمت به مقایسه اي براي گراف

نگاه براي هر آ اشند.تعداد یال مشابه ب دو گراف منتظم با مرتبه و و  فرض کنیم  :1-2-6لم 

 : [16]روابط زیر برقرار است 

هم مرتبه اند و داراي تعداد مشابه یال می  و   (1

 باشند.

هم  و  تنها اگر  اند اگر و 37هم طیف و   (2

 باشند.طیف 

برابر با تعداد راس  نتیجه می شود و تعداد یال  اولعبارت  (2-2-6)ه تعریف با توجه ب اثبات:

 نتیجه می شوند.  به همین صورت است. عبارت دوم نیز از   

 قضیه زیر را بدست می دهد:  (2-2-6ترکیب لم اخیر با با تذکر )

                                                           
37 Cospectral 
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 درجه  منتظم با مرتبه و 38غیر هم طیفدو گراف  و  فرض کنیم  :5-2-6قضیه 

تشکیل یك جفت گراف  و  هاي خطی  ، گرافنگاه براي هر آ .مشابه باشند

نگاه آهمبند باشند  و  اگر  دهند. مرتبه یکسان وتعداد یال مشابه می وانرژي غیر هم طیف با 

 . [16]نیز همبند می باشند و  

نگاه این دو آبرقرار باشد  ، تساوي و  اگر براي دو گراف  :3-2-6تعریف 

                          :[32]عنوان مثال دو گراف زیر را ببینیده نامیم. ب  39گراف را انرژي یکسان

 

 1-6شکل 

 می باشند. 4اي متفاوت اند ولی داراي انرژي یکسان طیف هاین دو داراي   

نگاه آباشد  دو  راسی و درجه هر  دو گراف منتظم، و  فرض کنیم  :6-2-6قضیه 

 . [33]می باشند با انرژي یکسان ییهاگراف  و  

 نتیجه به سادگی حاصل می شود. ( 3-2-6)با توجه به قضیه  :اثبات

 این قضیه را می توان تعمیم داد: 

نگاه آباشد  دو  راسی و درجه هر  دو گراف منتظم، و  فرض کنیم  :7-2-6قضیه 

 .[33]می باشندداراي انرژي یکسان ، براي هر  و  

                                                           
38 Non-cospectral 
39 Equienergetic 
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باشد.  لذا فرض کنیم  ،درست است داریم: قضیه براي  به استقرا روي  اثبات:

پس با توجه به قضیه قبل  .تندداراي تعداد راس برابر و درجه یکسان هس و  

 داریم:

    و      

 انرژي یکسان دارند. 

راسی و درجه هردو   ،غیر هم طیف، منتظم ،دو گراف همبند و  فرض کنیم : 4-2-6نتیجه 

انرژي  وغیر هم طیف ، منتظم، همبند و   نگاه براي هر آباشند  

 . [33]می باشند و همچنین داراي تعداد مشابه راس ویال هستندیکسان 

. ود گراف همبند باشداگر خ تنها و گراف خطی از یك گراف بدون راس مجزا همبند است اگر :اثبات

نگاه  آهم طیف نباشند  و  . اگر همبند است گاه همبند باشد ان بنابراین اگر 

. از نیز، هم طیف نیستند و  نیز هم طیف نیستند و بنابراین   و  

 عداد راس یکسان هستند و تعداد یال داراي ت و    (7-2-6)ی از قضیه فطر

 داراي تعداد مشابه یال می باشند.  و  لذا   است و برابر با تعداد راس 

 نتیجه گیری 6-3

رژي گراف هاي به شدت منتظم داراي بیشترین انرژي در بین همه انواع گراف ها می باشند. در مورد ان

گراف هاي خطی، با توجه به مطالب بخش آخر این فصل دیده می شود که مقدار دقیق انرژي این 

 گراف ها تعیین شد.
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راي ی بدر این فصل به بررسی انرژي براي دسته اي از گراف ها به نام اسپایدر ها می پردازیم و کران

 تعریف گراف اسپایدر آغاز می کنیم.. لذا بحث را با انرژي آنها ارائه می دهیم

ت که مرکز اسپایدر یك اسپایدر درختی با حداکثر یك راس با درجه بیش از دو اس :1-7تعریف 

ه باشد آنگاه هر راس یك مرکز است.( . )اگر هیچ راسی از درجه بیش از دو وجود نداشتنامیده می شود

 ستاره با گراف ، مسیري از مرکز به یك راس وابسته است. بنابراین یك از یك اسپایدر یك پا

. یك عددصحیح باشد  اگر. ایی است که طول هر پاي آن یك استپ ، یك اسپایدر راس

ن حداقل دو آاست که طول هر پاي  پاي  با  ، گراف اسپایدر گراف اسپایدر 

باشند و  مجاورند اگر  و  از دو پاي متفاوت  و  است و راس 

 . [36]مرکز اسپایدر است  که  

کامل را در نظر می گیریم که عبارت است گراف اسپایدر ها به نام در گراف اسپایکلاسی از  اکنون

  با  و  از دو پاي متفاوت  و  که هر دو راس  از اسپایدر 

طول پاها  تعداد پاها و  ن آدهیم که در نمایش می  کامل را با گراف اسپایدر مجاور باشند. 

 .(( را ببینید1-7. )شکل )[36]را نشان می دهد

 

اسپایدر گراف  1-7شکل   

 در این فصل بحث را روي اسپایدر گراف کامل متمرکز می کنیم.
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  کران پایین و بالا برای انرژی   7-1

گراف اسپایدر کامل ارائه  کران پایینی براي انرژي (4-2)به مطالب بخش در این قسمت با توجه 

دیده می شود که در این گراف راس ها داراي درجه یك یا چهار یا  . با توجه به شکل می دهیم

هرگاه حداقل یك راس   نامیم  را سه منتظم  از درجه  گراف  .می باشند 

داشته باشد و هیچ راس  حداقل یك راس از درجه  و حداقل یك راس از درجه  و درجه  از

این گراف ها را  می توانلذا ( 2-4-2تعریف ) نداشته باشد یا  یا  درجه اي غیراز دیگري از 

را می  گراف است  در حالتی که  .نامید و  سه منتظم از درجه 

  .در نظر گرفت گراف سه منتظم درجه  ،توان

( 4-2ن هاي بخش )اکنون کران پایین انرژي این گراف ها را ارائه می دهیم. این کران مشابه کرا

 ارائه شده است.  41است که توسط اقاي گوتمن

   .است نگاه آیال باشد  راس و  کامل با گراف اسپایدر  اگر  :1-1-7قضیه 

 :داریم121( در صفحه 1-7)با توجه به جدول  :اثبات

 .                                              )1-7( 

 داریم: ( براي هر گراف 4-4-2مانند اثبات قضیه )

   ,    

و تعداد راس هاي از  حال با توجه به ساختار گراف اسپایدر کامل، تعداد راس هاي وابسته برابر با 

است. همچنین  نیز برابر  یك است و راس هاي درجه  برابر درجه 

  است، پس نتیجه می شود که:  تعداد دور هاي به طول چهار برابر با 

                                                           
40 Gutman 
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 تعداد راس هاي وابسته می باشد. ( است و  ) 4تعداد دور هاي به طول  که در آن 

    

 ( داریم: 2-4-2است. لذا با استفاده از نا مساوي )

  

 . 

  اگر و تنها اگر اما 

  

 ( همواره برقرار است.1-7باشد که با توجه به جدول )

ابتدا قضیه رنگ را بیان  . لذارنگی این گراف ها ارائه می دهیم تفاده از عددران بالا را با اساکنون، ک

 :می کنیم

 : [36]داریم براي هر   :2-1-7قضیه 

 .                                                    )2-7( 
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اشد آنگاه فرد ب . همچنین اگر است داراي مثلث است لذا  چون  :اثبات

و بنابراین عددرنگی در این حالت سه است. اما مرکز مجاور با  ، دور فرد استنزدیکترین دور به مرکز

  فرض کنیم. هاي دیگري نیز هست. بنابراین  راس

 . دنزدیکترین دور به مرکز باش و باشد 

. مرکز را در نظر می گیریم که  رنگ -نگاه تابع دوآزوج باشد  اگر 

 را با رنگ  نگاه آزوج باشد  ، اگر در پاي  رنگ می کنیم. براي هر راس  3رابا 

رنگ می کنیم. بنابراین  رابا رنگ  نگاه آفرد باشد  و اگر رنگ می کنیم 

. 

یریم. را در نظر می گ که  رنگ -فرد باشد انگاه تابع سه اگر 

را با رنگ  نگاه آزوج باشد  ، اگر در پاي  . براي هر راس رنگ می کنیم 4مرکز را با 

. بنابراین رنگ می کنیم با رنگ  را نگاه آفرد باشد  و اگر رنگ می کنیم   

 ..(را ببینید 2-7شگل ) 

 

میزي اسپایدر گراف کاملآرنگ    2-7شکل   

 :[34] داریم نگاه براي هر گراف آبنامیم  را  اگر بزرگترین مقدار ویژه گراف  :1-1-7لم 

.                                                               )3-7(        
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وجود دارد با این خاصیت که  از گراف  زیر گراف راسی  (،2-2-1)لم  با استفاده از :اثبات 

 بنابر این با توجه به قضیه داریم :  .است و  

. 

 یال باشد انگاه  راس و  کامل با  گراف اسپایدر اگر  :3-1-7قضیه 

 .                     )4-7( 

( 1-1-7). با استفاده از لم باشند مقادیر ویژه  فرض کنیم  :اثبات

 :داریم

   

 بنابراین 

.   

. اکنون با : ست لذا با یك جا به جایی ساده داریما چون 

 با  و  شوارتز براي بردار هاي -مساوي کوشی کار بردن ناه ب

 : مولفه، خواهیم داشت

                                                          )6-7( 

 :بنابراین داریم

 .                                            )7-7( 
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. این تابع روي بازه را در نظر می گیریم اکنون تابع 

اگر  . همچنین یکنواي کاهشی است و  

متعلق به بازه  ، (1-2-1لذا از لم ). فرد باشد، برقرار است اگر  زوج باشد و  

زوج باشد و   اگر  . پس است یا  

 ین ترتیب اثبات قضیه کامل می شود.فرد باشد و به ا اگر  

 نتیجه گیری 7-2

سته اي از گراف ها تعیین کردیم که تا کنون بحثی در مورد آن در این فصل کران انرژي را براي د

 صورت نگرفته است. کران هاي بدست آمده به شرح زیر است: 

I.  

II.  

 

 چشم انداز آینده 7-3

در این پایان نامه سعی شد تا کران هاي بالا و پایینی که براي انواع گراف ها وجود دارد بیان شود. در 

ین راستا، ریاضیدانان می کوشند تا کران هاي بدست آمده را بهبود بخشند تا به مقدار واقعی نزدیك ا

شوند. همچنین تا کنون روشی براي مقایسه انرژي دو گراف دلخواه ارائه نشده است و می توان براي 

پایین وجود ندارد هر دسته روشی بیان کرد. به علاوه در مورد گراف هاي داراي دور کران بالا و کران 

 که می تواند زمینه کار براي علاقه مندان باشد. 
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اسپایدر کامل گراف انرژي، تعداد راس و یال 1-7جدول   
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N 
M 

4 

63,7494 

41 

75 

55,6964 

36 

65 

46,9583 

31 

55 

39,4744 

26 

45 

31,3447 

21 

35 

23,1589 

16 

25 

14,6232 

11 

15 

E(G) 
N 
M 

5 

76,4518 

49 

91 

66,1726 

43 

78 

56,9869 

37 

66 

47,2961 

31 

54 

36,4631 

25 

42 

27,6791 

19 

31 

17,4296 

13 

18 

E(G) 
N 
M 

6 

88,1191 

57 

115 

77,4247 

51 

91 

66,1385 

43 

77 

54,6997 

36 

63 

43,3511 

29 

49 

31,9591 

22 

35 

21,195

7 

15 

21 

E(G) 
N 
M 

7 

111,3151 

65 

121 

88,1375 

57 

114 

75,4414 

49 

88 

61,2771 

41 

72 

49,4731 

33 

56 

36,1441 

25 

41 

22,951

9 

17 

24 

E(G) 
N 
M 

8 

113,6199 

73 

135 

98,9166 

64 

117 

84,5435 

55 

99 

69,8654 

46 

81 

55,1112 

37 

63 

41,6747 

31 

51 

25,6929 

19 

31 

E(G) 
N 
M 

9 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پیوست
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 پیوست

121 
 

 برنامه محاسبه طیف و انرژی اسپایدر گراف گامل

 
است که عبارت از تعداد پاها و طول پاها، به ترتیب، می باشد.  و  ي این برنامه داراي ورود

خروجی آن داراي دو قسمت است. قسمت اول داراي، تعداد راس و تعداد یال، بعد ماتریس مجاورت، 

پلاسین، در قسمت دوم ماتریس لا ماتریس مجاورت، مقادیر ویژه ماتریس مجاورت و انرژي گراف است.

بعد آن، مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین و انرژي آن وجود دارد. در این پایان نامه تنها قسمت اول این 

 قابل اجرا می باشد. Matlabبرنامه استفاده شده است. این برنامه در محیط نرم افزار 

clc 

%%  Input:Enter Your Spider Graf Parameter(for example spider m=5 & 

n=2) 

 

m=10; 

n=10; 

 

 

%% Spider Graph Procedur       

p=m*(n+1)+1; 

q=m*(2*n+1); 

M = zeros([p,p]); 

L = zeros([p,p]); 

d=0; 

a1=0; 

b1=0; 

a2=0; 

b2=0; 

if (m>2 && n>0) 

for i=2:1:m+1; 

    M(1,i)=1; 

    M(i,1)=1; 

end 

for i=2:1:p-m; 

      M(i,i+m)=1; 

      M(i+m,i)=1; 

      if ( mod (i,m) ~= 1) 

          M(i,i+1)=1; 

          M(i+1,i)=1; 

      else 

          M(i,i-m+1)=1; 

          M(i-m+1,i)=1; 

      end 

     

end  

[E1]=svd(M); 

for i=1:1:p; 

    a1=a1+E1(i); 

    b1=b1+E1(i)^2; 

end 

%% Laplacian Procedur       

for i=1:1:p; 
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    for j=1:1:p; 

        if M(i,j)==1; 

           L(i,j)=-1; 

        end 

        d=d+M(i,j); 

    end 

    X(i)=d; 

    d=0; 

end 

for i=1:1:p; 

L(i,i)=X(i); 

d=d+L(i,i)^2; 

end 

[E2]=eig(L); 

for i=1:1:p; 

    a2=a2+abs(E2(i)-(2*q)/p); 

    b2=b2+E2(i)^2; 

 

end 

%% Output 

SectionOne='                 

********************************************** Spider Graph 

**********************************************' 

YourMatrix='Spider' 

m  

n 

VertexCounts=p 

EdgeCounts  =q 

MatrixDimonsion=p 

AdjacencyMatrix=M 

EigenValues=eig(M)  

Energy=a1 

SquerSumsofEigenValues=b1 

%Polynomial=poly(M) 

%Determinant=det(M) 

 

SectionTow='                

********************************************* Laplacian Matrix 

********************************************' 

MatrixDimonsion=p 

AdjacencyMatrix=L 

EigenValues=eig(L) 

Energy=a2 

SquerSumsofVertexDegree=d 

SquerSumsofEigenValues=b2 

%Polynomial=poly(L) 

%Determinant=det(L) 

else 

   clc 

   Note='It is not a SPIDER GRAGH Parameters.Pleas Enter m>=3 and 

n>=1' 

    

end 
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 ی دهیم:حال، چند مورد از اجراي این برنامه را در زیر ارائه م

YourMatrix =Spider    

m =   3 

n =   1 

VertexCounts =   7 

EdgeCounts =    9 

MatrixDimonsion =     7 

AdjacencyMatrix = 

 

     0     1     1     1     0     0     0 

     1     0     1     1     1     0     0 

     1     1     0     1     0     1     0 

     1     1     1     0     0     0     1 

     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0 

 

 

EigenValues = 

   -1.6180,   -1.6180, -1.2361,   -0.0000,    0.6180,    0.6180,   3.2361 

Energy =    8.9443 

YourMatrix =Spider   

m =   8 

n =    7 

VertexCounts =   65 

EdgeCounts =  120 
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MatrixDimonsion = 65 

AdjacencyMatrix = 

 

  Columns 1 through 10 

 

     0     1     1     1     1     1     1     1     1     0 

     1     0     1     0     0     0     0     0     1     1 

     1     1     0     1     0     0     0     0     0     0 

     1     0     1     0     1     0     0     0     0     0 

     1     0     0     1     0     1     0     0     0     0 

     1     0     0     0     1     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     1     0     1     0     0 

     1     0     0     0     0     0     1     0     1     0 

     1     1     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

 

  Columns 11 through 20 

 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     1     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     1     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     1     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     1 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

 

  Columns 21 through 30 

 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 
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     1     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     1     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     1     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     1 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

 

  Columns 31 through 40 

 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     1     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     1     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     1     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     1 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     1     1     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

 

  Columns 41 through 50 

 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     1     1 

     0     1     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     1     0     0 



 پیوست

136 
 

     0     0     0     0     0     0     1     0     1     0 

     1     1     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

 

  Columns 51 through 60 

 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     1     1     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     1     0 

     1     0     1     0     0     0     0     0     0     1 

     0     1     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0 
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     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     1     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0     1     0     0     0 

 

  Columns 61 through 65 

 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 



 پیوست
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     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 
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     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     1     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0 

     0     0     1     0     0 

     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0 

 

 

 

 

 

EigenValues =   -3.8595,   -3.4570,   -3.2764,   -3.2764,   -2.8815,   -2.8815,  -2.8472,   -2.2830,   -

2.2830,   -2.1129,   -2.0896,   -1.8794,   -1.8794,   -1.5617,   -1.5617,   -1.5321,   -1.5321, -

1.3548,   -1.0000,   -1.0000,   -0.8151,   -0.8151,   -0.7057,   -0.7057,   -0.6789,   -0.4999,   

,0.3572,   -0.3572,   -0.3473,   -0.3473,   -0.1896,   -0.1446,   -0.1446,    0.1446,    0.1446,    

0.2494,    0.3473,    0.3473 ,  0.3572,    0.3572,    0.5000,    0.7057,    0.7057,    0.8151,    0.8151,    
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0.8535,    1.0000,   1.0000,    1.5321 ,  1.5321,    1.5617,    1.5617,    1.6399,    1.8794,    1.8794,    

2.2830,    2.2830,   2.4719 ,  2.8815,    2.8815,    3.2232,    3.2764,    3.2764,    3.7765,    4.3752 

Energy =  101.3151 
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 فارسی به انگلیسیواژه نامه 

 energy of graph                                                                                           انرژي گراف

 free -quadrangle                                                                                        بدون دور 

 maximal energy                                                                                     بیشترین انرژي

 function                                                                                                                  تابع

 equality                                                                                                               تساوي

 algebraic                                                                                                             جبري

 product                                                                                                        حاصل ضرب

 degree                                                                                                                   درجه

 cycle                                                                                                                        دور

 vertex                                                                                                                     راس

 adjacent vertex                                                                                            راس مجاور

 pendent vertex                                                                                            راس وابسته

 rank of graph                                                                                                رتبه گراف

 subgraph                                                                                                         زیر گراف

 induced subgraph                                                                                 زیر گراف القایی

 submanifold                                                                                                   زیر میدان
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 hexagonal system                                                                            سیستم شش ضلعی

 Croncer product                                                                                        ضرب کرونکر

 projective planes                                                                                    صفحه تصویري

 block design                                                                                                طرح بلوکی

  spectrum of graph                                                                                       طیف گراف

 chromatic number                                                                                        عدد رنگی

 operation                                                                                                               عمل

 cospectral-non                                                                                          غیر هم طیف

 grang's multiplier ruleLa                                                                 قانون ضرب لاگرانژ

 bound                                                                                                                    کران

 upper bound                                                                                                    کران بالا

 lower bound                                                                                                 کران پایین

 minimal energy                                                                                       کمترین انرژي

 graph                                                                                                                    گراف

 Spider graph                                                                                             گراف اسپایدر

 strongly regular graph                                                                 گراف به شدت منتظم

 paley graph                                                                                                   گراف پالی
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 unicyclic graph                                                                                     گراف تك دوري

 bipartite graph                                                                                       گراف دو بخشی

 singular graph-non                                                                               گراف غیر منفرد

 complete graph                                                                                            گراف کامل

 r graphbiregula                                                                                      گراف دو منتظم

 Suchs graph                                                                                                 گراف ساچز

 triregular graph                                                                                    گراف سه منتظم

 regular graph                                                                                             گراف منتظم

 Equienergetic graphs                                                                گراف هاي انرژي یکسان

 spectral moment                                                                                      گشتاور طیفی

 Bush matrix                                                                                              ماتریس بوش

 degree matrix                                                                                           ماتریس درجه

 adjacency matrix                                                                                 ماتریس مجاورت

 e matrixincidenc                                                                                       ماتریس وقوع

 hadamar matrix                                                                                      ماتریس هادامار

 latin square                                                                                                   مربع لاتین

 path                                                                                                                       مسیر
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 regular                                                                                                               منتظم

 manifold                                                                                                             میدان

 Schwarz inequality-Cauchy                                                      شوارتز-نامساوي کوشی

 cospectral                                                                                                        هم طیف

 edge                                                                                                                         یال

 pendent edge                                                                                                یال وابسته
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی

 adjacency matrix                                                                          ماتریس مجاورت 

 adjacent vertex                                                                                    راس مجاور 

 algabric                                                                                                      جبري 

 bipartite graph                                                                                گراف دو بخشی 

 biregular graph                                                                              گراف دو منتظم 

 block deisgn                                                                                        طرح بلوکی 

 bound                                                                                                            نکرا

 Bush matrix                                                                                       ماتریس بوش 

 Schwars inequality-Cauchy                                                 شوارتز -نامساوي کوشی

  chromatic number                                                                                عدد رنگی 

 complete graph                                                                                    گراف کامل 

  cospectral                                                                                               هم طیف 

 croncer product                                                                                 ضرب کرونکر 

 cycle                                                                                                              دور 

 degree                                                                                                         درجه 

 edge                                                                                                               یال 

 energy of graph                                                                                   انرژي گراف 

 equality                                                                                                      تساوي 
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 Equienergetic grapgs                                                           گراف هاي انرژي یکسان 

 function                                                                                                         تابع 

 graph                                                                                                           گراف 

 hadamar matrix                                                                              ماتریس هادامار 

 hexagonal system                                                                     م شش ضلعی سیست

 incidence matrix                                                                               ماتریس وقوع 

 induced subgraph                                                                           زیر گراف القایی 

 Lagrang’s multiplier rule                                                           قانون ضرب لاگرانژ 

 latin square                                                                                          مربع لاتین 

 lower bound                                                                                         کران پایین 

 manifold                                                                                                     میدان 

 maximal energy                                                                              ژي بیشترین انر

 minimal energy                                                                                کمترین انرژي 

 cospectral-non                                                                                   غیر هم طیف 

 singular graph-non                                                                        گراف غیر منفرد 

 operation                                                                                                      عمل 

 Paley graph                                                                                           گراف پالی 

 pendent edge                                                                                        یال وابسته 

 pendent vertex                                                                                    ته راس وابس

 product                                                                                               حاصل ضرب 
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 projective planes                                                                             صفحه تصویري 

 free-quadrangle                                                                                  بدون دور 

 rank of graph                                                                                         رتبه گراف

 regular                                                                                                        منتظم

 gular graphre                                                                                      گراف منتظم

 spectral moment                                                                                گشتاور طیفی

 spectrum of graph                                                                               طیف گراف 

 Spider graph                                                                                     گراف اسپایدر 

 strongly regular graph                                                            گراف به شدت منتظم 

 subgraph                                                                                                 زیر گراف 

 submanifold                                                                                          زیر میدان 

 graph Suchs                                                                                         گراف ساچز 

 triregular graph                                                                             گراف سه منتظم 

 unicyclic graph                                                                              گراف تك دوري 

 upper bound                                                                                            کران بالا 

 vertex                                                                                                           راس 

 

 

 

 



 

 
 

 

Abstract 

Determining of the energy of a molecule has always been interesting to 

chemistry scientists and they have always used integrals to calculate them. 

Since graphs have been used to display the structure of molecules, 

mathematical scientists have tried to use graph properties to calculate 

molecule energy and find a simpler way to determine it. The calculated 

quality is called graph energy which is almost equal to the energy of 

molecule. 

In the thesis we have tried to study the subjects related to the energy of 

different graphs and explain a classification for that. Thus, in the first 

chapter graph spectral and its bound have been considered. In the second 

chapter the relation between the graph spectral and energy and the bounds 

for graph energy with the simple mathematical relations have been 

introduced . In the third chapter the energy of trees and acyclic graphs have 

been explained and energy the trees with the maximal and minimal 

energies have been verified. In the forth chapter the energy of bipartite 

graphs and their lower and upper bound have been introduced. In the fifth 

chapter the energy of cyclic and unicyclic graphs and their energy limits 

have been verified. In the sixth chapter the energy of regular and linear 

graphs have been explained and in the seventh chapter the energy of a 

classification of graphs so called spider graphs has been verified and their 

lower and upper bound have been verified. 

Key words: spectral graph, energy of graph, lower and upper bound. 
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