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  الف

  چکيده
این خانواده بسیار وسـیعتر     . در این طرح ابتدا شبه مدولها را به عنوان تعمیمی از مدولها معرفی می کنیم                    

 یـک شـبه حلقـه یکـدار         R یک گروه جمعی آبلـی، و        Mفرض کنیم   . از خانواده مدولها روی حلقه ها است      
MMR نامیم هرگاه تابع     R را یک شبه مدول روی       M. باشد rmmr با ضابطه    ×→  وجود داشـته    ),(→

Rsrباشد بقسمی که برای هر  Mnm و هر ,∋ ∈, ،  

1- rnrmnmr +=+ )(  

2- )()( smrmrs =  

3- mm =1 .  

حـال  .   اسـت xR][ یـک شـبه مـدول روی       xM][مدول راست باشد آنگاه     -R یک RMنشان می دهیم اگر     
MSفرض کنیم .  باشدRشبه حلقه یک شبه مدول روی Mفرض کنیم ⊆≠φ .  

)(Re، هرگاه 1lβ∈Mگوییم -1 =SRl که ،e یک خودتوان از Rاست  .  

)()(، هرگاه 2lβ∈Mگوییم  - 2 eS RR ll  .  استR یک خودتوان از e، که =

(  را بررسی می کنیم R روی M و شبه مدول xR][ روی xM][رابطه بین پوچ ساز های شبه مدول 

 همراه با دو عمل جمع معمولی چندجمله ایها و ترکیب معمولی توابع یک شبه حلقه xR][اریم که توجه د

 تقلیل R روی M تقلیل یافته است اگر و تنها اگر xR0][ روی xM][همچنین نشان می دهیم ). است
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 ١

  مدولهای تقلیل یافتهمثالهایی از  - 1

می  را تقلیل یافته Rحلقه . نظر گرفته می شوند  نمایانگر یک حلقه یکدار و مدولها یکانی درRدر این طرح      

 تقلیل یافته است اگر و تنها اگر Rثابت شده است که . نامیم هرگاه هیچ عنصر پوچ توان ناصفر نداشته باشد

][xR تقلیل یافته باشد اگر و تنها اگر [ ]][xRهمچنین .  تقلیل یافته باشدR تقلیل یافته است اگر و تنها اگر 

  .یک زیرحاصلضرب مستقیم از دامنه ها باشد

 تقلیل یافته است اگر و تنها اگر حلقه R و کمیلو نشان داده اند که اندرسون    
nx
xR  Rحلقه .  آرمنداریز باشد][

0را آرمنداریز نامیم هرگاه 
00

=














 ∑∑
==

n

j

j
j

m

i

i
i xbxa نتیجه دهد برای هر ،i و j ،0=jiba . حلقهR را بئر نامیم 

 Rحلقه . هرگاه صفرساز راست هر زیرمجموعه آن به عنوان یک ایده آل راست توسط یک خودتوان تولید گردد

 هر عنصر آن به عنوان یک ایده آل راست توسط یک خودتوان تولید  راست نامیم هرگاه صفرساز راست.ppرا 

است اگر و تنها )  راست.pp( بئر R یک حلقه تقلیل یافته باشد آنگاه Rآرمنداریز نشان داد که اگر . گردد

را نمی توان »  یک حلقه تقلیل یافته باشدR«همچنین او نشان داد شرط . باشد)  راست.pp( بئر xR][اگر

  .حذف نمود

  .حال مدولهای تقلیل یافته را به عنوان تعمیمی از حلقه های تقلیل یافته معرفی می کنیم     

  

  

  

  

  

  

  



 ٢

تقلیل یافته -α را Mمدول- R.  یک درونریختی باشدRR→:α یک حلقه و R فرض کنیم :1- 1تعریف 

  ،∋Ra و هر ∋Mmنامیم هرگاه برای هر 

  ،MamRI=0، آنگاه ma=0اگر ) 1

2 (0=ma 0 اگر و تنها اگر=)(amα.  

  ). همان نگاشت همانی استI(تقلیل یافته باشد -I را تقلیل یافته نامیم هرگاه Mمدول      

  : گزاره های زیر معادلند:2-1لم 

1 (RM  یک مدولα-تقلیل یافته است؛  

  ،∋Ra و هر ∋Mmبرای هر : شرایط زیر برقرارند) 2

     )a ( 0اگر=ma 0، آنگاه== )(amRmRa α  

     )b ( 0اگر=)(amaα 0، آنگاه=ma   

     )c ( 02اگر =ma 0، آنگاه=ma.  

  . از تعریف نتیجه می شود:اثبات

  :3- 1مثال 

1( R تقلیل یافته است اگر و تنها اگر RRتقلیل یافته باشد .  

 یک ایده آل راست از حلقه تقلیل Iبه ویژه، اگر .  هر زیرمدول از یک مدول تقلیل یافته، تقلیل یافته است)2

  . یک مدول تقلیل یافته استRI آنگاه ، باشدRیافته 

npدراین صورت . n<1 یک عدد اول باشد و p فرض کنیم )3
np Ζ−1 یک np

Ζمدول تقلیل یافته است .  



 ٣

  . تقلیل یافته استمدولهای تقلیل یافته همچنان-R هر حاصلضرب مستقیم از )4

t∏ آنگاه ، مدول تقلیل یافته باشدtR یک Tt∈ ،tM اگر برای هر )5 tM یک ∏t tR مدول تقلیل یافته 

  .است

6( Ζ -مدولMتقلیل یافته است اگر و تنها اگر برای هر Mm∈ یا ،m فارغ از تاب باشد و یا مرتبه m فارغ از 

  . فارغ از مربع باشدn تقلیل یافته است اگر و تنها اگر n ،nΖ<1به ویژه، برای . مربع باشد

RS باشد که S یک زیرحلقه از R فرض کنیم :4- 1تذکر  ، بطوری که End(S∈α(فرض کنیم . 1∋

RR ⊆)(α و SR LM   .تقلیل یافته است- α نیز RMتقلیل یافته باشد آنگاه - α یک مدول SLاگر . ⊇

ه سریهای توانی لوران را حلقه چندجمله ایها، حلقه سریهای توانی، حلقه چندجمله ایهای لوران و حلق     

]، xR][بترتیب با  ]][xR ،],[ 1−xxR و [ ]],[ 1−xxRفرض کنیم .  نمایش می دهیمRM یک R -مدول باشد .

  :قرار می دهیم

[ ]








∈= ∑
∞

=

MmxmxM i
i

i
i ::];[

0
α  









∈≥= ∑
=

MmsxmxM i

s

i

i
i ,::];[ 0

0
α  

[ ]








∈≥= ∑
∞

−=

− MmsxmxxM i
si

i
i ,::];,[ 01 α  









∈≥≥= ∑
−=

− MmtsxmxxM i

t

si

i
i ,,::];,[ 001 α  

یک گروه آبلی تشکیل می و سریهای توانی هرکدام از مجموعه های فوق با عمل جمع معمولی چندجمله ایها 

]برای هر  .دهند ]];[)( αxMxmxm
i

i
i ]  و ∑=∋ ]];[)( αxRxaxf

i

i
i   :، تعریف می کنیم∑=∋



 ٤

∑ ∑ 







=

=+k

k

kji
j

i
i xamxfxm )(:)()( α  

]می توان نشان داد با عمل ضرب اسکالر تعریف شده در بالا،  ]];[ αxM یک [ ]];[ αxRمدول است .  

];[به همین نحو می توان  αxM را به ];[ αxRمدول تبدیل نمود  .];[ αxM و [ ]];[ αxM را بترتیب توسیع 

، به طور مشابه می توان Aut(R∈α(اگر .  نامیمMچندجمله ایهای اریب و توسیع سریهای توانی اریب مدول

[ ]];,[ α1−xxM را به [ ]];,[ α1−xxR مدول و ];,[ α1−xxM را به ];,[ α1−xxRمدول تبدیل نمود . 

];,[ α1−xxM و [ ]];,[ α1−xxM سریهای توانی اریب ایهای اریب لوران و توسیع  را بترتیب توسیع چندجمله

  . گوییمMلوران مدول

  .یل یافته هستند را بیان می کنیمحال شرایطی را که تحت آن توسیع های ذکر شده در بالا، تقل     

 آنگاه ،ma=0 اگر ،∋Ra  و∋Mmمدول باشد به طوری که برای هر -R یک M فرض کنیم :5-1لم 

0=)(amRα 02، و اگر =ma 0، آنگاه=ma.  فرض کنیم[ ]];[)( αxMxmxm
i

i
i ∈=∑

∞

=0
 و 

[ ]];[)( αxRxaxf
i

i
i ∈=∑

∞

=0
)()(=0اگر .  xfxm آنگاه برای هر ،i و j ،0=)( j

i
i amα.  

)()(=0 از :اثبات xfxm10,...,ی هر ار نتیجه می گیریم ب=k ،0=∑
=+ kji

j
i

i am )(α . 000پس =am . فرض کنیم

0≥s و برای هر ،i و j اگر ،sji )(=0، آنگاه +≥ j
i

i amα .توجه داریم که  

)1,2(  00
1

11110 =++++ +
++ )()()( amamamam s
s

s
sss ααα L  

)(اگر عنصر  0
1 as+α ضرب کنیم خواهیم داشت،) 1,2( را از راست در  

)1,3(  00
1

0
1

10
1

10
1

10 =+++ ++
+

++
+ )()()()()( aamaamaam ss

s
ss

s
s

s ααααα L  
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siبنابه فرض استقرا، برای  ,...,0= ،00 =)(am i
iα و لذا برای هر ،si ≤≤0 ،00

1 =+ )(aRm s
i α.  بنابراین

00
1

10
1

10 === ++
+ )()(...)( aamaam ss

s
s

s ααα نتیجه می گیریم ) 1,3(، و لذا از( ) 02
0

1
1 =+
+ )(am s
s α . پس

00
1

1 =+
+ )(am s
s α . به) 1,2(درنتیجه  

)1,4(  01110 =++++ )()( amamam s
sss αα L  

)(اگر عنصر . تبدیل می شود 1a
sα از فرضیات استفاده کنیم آنگاه وضرب کنیم ) 1,4(ر است در را از 

( ) 02
1 =)(am s

s α 01، و لذا =)(am s
sα.  با ادامه این روند می توان نشان داد

01010
1

1 ==== +
+

+ s
s

s
s

s amamam ...)()( αα .پس برای هرi و j 1، اگر+≤+ sjiگاه ، آن)( j
i

i amα . بنابراین

)(، j و iبنابه استقرای قوی، برای هر  j
i

i amα.  

  : گزاره های زیر معادلندMمدول- R برای :6- 1قضیه 

1 - RM یک مدول α-تقلیل یافته است؛  

2 - ];[ αxM یک ];[ αxR -مدول تقلیل یافته است؛  

3 - [ ]];[ αxM یک [ ]];[ αxR -مدول تقلیل یافته است؛  

  :معادلند) 5(و ) 4( با گزاره های ، آنگاه گزاره های فوق∋Rt)Aut(اگر      

4 - ];,[ α1−xxM یک ];,[ α1−xxR -مدول تقلیل یافته است؛  

5 - [ ]];,[ α1−xxM یک [ ]];,[ α1−xxR -مدول تقلیل یافته است.  

532، اثبات 4-1 با استفاده از تذکر :برهان 542 و ←←   . بدیهی است←←

، 2-1، آنگاه بنابر لم ma=0 و ∋Ra∈ ،Mmاگر .  تقلیل یافته استRMواضح است که : ←21     

0=axmR ];[ α . 0پس=xam )(α 0، و لذا=)(amα . اگرMm∈ ،Ra∈ 0 و=)(amα آنگاه ،



 ٦

0=)(amaα.  02پس == xamaaxxam )()( α . 0، )2(بنابر=xam 0، و لذا=ma . بنابراینM یک مدول 

α-تقلیل یافته است.  

     13 ]فرض کنیم : ← ]];[)( αxMxmxm
i

i
i ∈=∑

∞

=0
 ،∑

∞

=

=
0i

i
i xlxl )(، [ ]];[)( αxRxaxf

i

i
i ∈=∑

∞

=0
 و 

∑
∞

=

=
0i

i
i xbxg )()(=0فرض کنیم  .)( xfxm و )()()()( xfxlxgxm کافی است نشان دهیم . =

0=)()( xfxl . برای هر 5-1بنابر لم ،i و j ،0=)( j
i

i amα برای هر 2-1، و لذا بنابر لم ،i، j و s ،

0=+ )( j
si

i aRm α .درنتیجه  

( )( )( )
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








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
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


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∞
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i
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k
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j
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i
i
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i
i

i

i
i

i

i
i

xabm

xaxbxm

xaxbxm

xfxgxm

)()(

)()()(

αα

  

]پس  ] 0== )()()()()()( xfxgxmxfxfxl.  10,...,، برای هر 5- 1بنابر لم=k،  

( ) ( ) 0
0

===






∑
∞

=
kk

i

i
k

i
i axfxlaxfxlxaaxl )()()()()()( α  

)، k و i، jو درنتیجه برای هر  ) 0=)( k
j

j
i

i aal αα . درنتیجه( ) 0== + )()()( k
ki

k
i

ik
k

k
i

i aalaal αααα . بنابر

)(=k ،0 و i، برای هر 2- 1لم  k
i

i alα 0، و لذا=)()( xfxl.  

     35 ]فرض کنیم : ← ]];,[)(),( α1−∈ xxMxmxl،و  [ ]];,[)(),( α1−∈ xxRxgxf . فرض کنیم

0=)()( xfxm و )()()()( xfxlxgxm طوری که ه  وجود دارد بkعدد صحیح نامنفی . =

[ ]];[)(,)( αxMxxlxxm kk ]و  ∋ ]];[)(,)( αxRxxgxxf kk ∑قرار می دهیم . ∋
∞

−=

=
ki

i
i xaxf  و )(

∑
∞

−=

=
ki

i
i xbxg   درنتیجه . )(
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[ ] 02 ==














∑
∞
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− kk

ki

i
i

kk xxfxmxxaxxm )()()()( α  

[ ] [ ] 















=















 ∑∑
∞

−=

−
∞

−=

− k

ki

i
i

kkk

ki

i
i

kk xxaxxlxxbxxm )()()()( αα  

]که  ]];[)(,)( ααα xRxxbxxa k

ki

i
i

kk

ki

i
i

k ∈














 ∑∑
∞

−=

−
∞

−=

]، )3(بنابر . − ] 0=














∑
∞

−=

− k

ki

i
i

kk xxbxxm )()( α .

02بنابراین  =kxxgxm )()(=0، و لذا )()( xgxm.  

]  تقلیل یافته است اگر و تنها اگرRM مدول :7-1نتیجه  ] [ ]],[],[ 1
1

−
−

xxRxxMتقلیل یافته باشد .  

 نتیجه aaα)(=0صلب نامیم هرگاه - α را Rحلقه .  یک درونریختی باشدRR→:α فرض کنیم :تعریف

  .تقلیل یافته باشد-α یک مدول RRصلب است اگر و تنها اگر - α یک حلقه Rمی توان نشان داد . a=0دهد 

];[تنها اگر  صلب است اگر و- α یک حلقه R :8-1نتیجه  αxR تقلیل یافته باشد اگر و تنها اگر [ ]];[ αxR 

  .تقلیل یافته باشد

مدول - R یک Mفرض کنیم .  نمایش می دهیمRMn)( را با علامت R روی ×nnحلقه ماتریسهای      

)()( وباشد  RMaA nij }قرار می دهیم . =∋ }MmmaMA ij ∈= ، قرار می دهیم n≤2برای . )(:

∑
−

=
+=

1

1
1

n

i
iiEV } که , }njiE ji ≤≤ ,:,    مجموعه تمام ماتریسهای یکانی است، همچنین1

1−+++= n
nn RVRVRIRV L)(   و  

1−+++= n
nn MVMVMIMV L)(.  

مدول است که عمل ضرب اسکالر همان ضرب - RVn)( یک MVn)( یک حلقه است و RVn)(واضح است که 

:)(][)(نگاشت . معمولی ماتریسها می باشد n
n xxRRV →θبا ضابطه   

( ) ( ) )( nn
n

n
nn xxrxrrVrVrIr ++++=+++ −

−
−

−
1

110
1

110 LLθ  



 ٨

:)(][])[(همچنین نگاشت . ت یکریختی حلقه ای اس n
n xxMxMMV →φبا ضابطه   

( ) ( ) )]([ nn
n

n
nn xxMxmxmmVmVmIm ++++=+++ −

−
−

−
1

110
1

110 LLφ  

RVA)(یک یکریختی از گروههای آبلی است که برای هر  n∈ هر  و)(MVW n∈ ،)()()( AWWA θφφ =،  

)(][ را آرمنداریز نامیم هرگاه Mمدول      xMxmxm
s

i

i
i ∈=∑

=0
 ،][)( xRxaxf

t

i

i
i ∈=∑

=0
)()(=0 و  xfxm ،

  . آرمنداریز است،، هر مدول تقلیل یافته5- 1بنابر لم . j ،0=jiam و iی هر ارآنگاه ب

][])[( تقلیل یافته است اگر و تنها اگر RMدراین صورت . n≤2 فرض کنیم :9- 1قضیه  nxxMxM یک 

)(][ nxxR-مدول آرمنداریز باشد.  

)()( تقلیل یافته است اگر و تنها اگر RM با استفاده از تذکر بالا کافی است نشان دهیم :برهان RVn n
MV 

=′≠0، اما ma=0فرض کنیم  .آرمنداریز باشد ammr که ،Mmm Rra و ,′∋   درنتیجه. ,∋

( ) ( ) ])[(, xMVxEmmI nnn ∈′− 1، ( ) ( ) ])[(, xRVxrEaI nnn ∈+ 1،( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 011 =−′− xrEaIxEmmI nnnn ، اما ,,

( )( ) 011 ≠= nnn EmrrEmI ,, )()( سپ. )( RVn n
MVآرمنداریز نیست .  

)()(=0حال فرض کنیم       xAxW که ،∑
=

∈=
s

i
n

i
i xMVxWxW

0
∑ و )()]([

=

∈=
s

i
n

i
i xRVxAxA

0
برای . )()]([

si 1، قرار می دهیم =10,,...,
110

−
−+++= ni
n

i
n

i
i VmVmImW )()()( L 1 و

110
−

−+++= ni
n

i
n

i
i VaVaIaA )()()( L.  از

)()(=0اینکه  xAxWنتیجه می گیریم ،  

[ ][ ] 01
110

1
110 =++++++ −

−
−

−
n

nn
n

nn VxaVxaIxaVxmVxmIxm )()()()()()( LL  

110که برای  −= ni ,...,,،  

ss
iiii xmxmmxm )()()()( +++= L10و   

ss
iiii xaxaaxa )()()()( +++= L10.  
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110درنتیجه برای  −= nk ,...,, ،0=∑
=+ kji

ji xaxm )()(.  

10 فرض کنیم −<< nl و برای هر ،i و j اگر ،lji )()(=0، آنگاه 0≥+≥ xaxm ji .توجه داریم که  

)1,5(  0011110 =++++ ++ )()()()()()()()( xaxmxaxmxaxmxaxm llll L.  

، 7- 1 لذا بنابر نتیجه ، تقلیل یافته استRMچون 
],[],[ 1

1
−

−
xxRxxM4- 1 تذکر  پس بنابر. تقلیل یافته است ،

][][ xRxMبرای هر  تقلیل یافته است و از این رو i و j اگر ،lji   ، آنگاه0≥+≥

)1,6(  0=)(][)( xaxRxm ji.  

02: ، خواهیم داشت)1,6(تفاده از ضرب می کنیم و با اس) 1,5( را از راست در xa0)(عنصر 
01 =+ )()( xaxml و ،

][][چون  xRxM 001 تقلیل یافته است لذا =+ )()( xaxml.  به) 1,5(بنابراین  

)1,7(  01110 =++++ )()()()()()( xaxmxaxmxaxm lll L.  

استفاده کنیم آنگاه ) 1,6(از ضرب کنیم و ) 1,7( را از راست در xa1)(اگر عنصر . تبدیل می شود

02
1 =)()( xaxml 01، و لذا =)()( xaxml . با ادامه این روند نتیجه می گیریم

010101 ==== ++ )()(...)()()()( xaxmxaxmxaxm lll . پس برای هرi و j 10، اگر +≤+≤ lji آنگاه ،

0=)()( xaxm ji . با استفاده از استقرای قوی نتیجه می گیریم برای هرi و j 10، اگر −≤+≤ nji آنگاه ،

0=)()( xaxm ji . برای هر 5-1بنابر لم ،i و j و هر u و v ،0=)()( v
j

u
i am . به این ترتیب ثابت شد که برای هر

sji ,...,, 0= ،0=ji AW . بنابراین)()( RVn n
MVآرمنداریز است .  

حال .  آرمنداریز باشدxR][ آرمنداریز است اگر و تنها اگر حلقه Rاندرسون و کمیلو نشان دادند که حلقه      

  .نتیجه ای مشابه برای مدولها ثابت می کنیم

  : صورتدر این.  باشدR یک عنصر مرکزی از حلقه c یک مدول و RM فرض کنیم :10-1لم 



 ١٠

RxRR نگاشت )1(
c →][:θ با ضابطه )()( cfxf a است و لذا با عمل ضرب اسکالر  هاحلقهاز  یک همریختی 

)()( cmfxfm =o، R- مدولM به یک ][xR-مدول تبدیل می شود.  

MxMMگاشت  ن)2(
c →][:θ با ضابطه )()( cmxm a یک ][xR -استهمریختی .  

  . بدیهی است:برهان

)(][فرض کنیم       xMxmxmmxm s
s ∈+++= L10 0، و≠sm . گوییم می در این صورت)(xm از درجه 

s است و با علامت ( ) sxm =)(deg0اگر .  نمایش می دهیم=)(xm ، گوییم می( ) −∞=)(deg xm.  

RS  باشد،S زیرحلقه ای از حلقه R فرض کنیم :11- 1تذکر  SR و 1∋ LM  آرمنداریز باشد آنگاه SLاگر . ⊇

RMآرمنداریز است .  

ریز است اگر و تنها اگر ا آرمندRM :12- 1قضیه 
],[

],[ 1
1

−
−

xxR
xxMباشد آرمنداریز .  

 اگر :برهان
],[

],[ 1
1

−
−

xxR
xxM11- 1گاه بنابر تذکر  آرمنداریز باشد آن ،RMآرمنداریز است .  

  فرض کنیم.  باشد آرمنداریزRMحال فرض کنیم      

[ ][ ] 01010 =++++++ t
t

s
s yxfyxfxfyxmyxmxm )()()()()()( LL  

siکه برای هر  ,...,,10=، ],[)( 1−∈ xxMxmi و برای هر tj ,...,,10= ،],[)( 1−∈ xxRxf j . اعداد صحیح نامنفی

u و v برای هر  به قسمی وجود دارند کهsi tj و هر 0≥≥ ≤≤0 ،][)( xMxxm u
i )(][ و ∋ xRxxf v

j ∈ .

  درنتیجه

[ ][ ]
[ ][ ] 01010

1010

=++++++=

++++++
+vut

t
s

s

tv
t

vvsu
s

uu

xyxfyxfxfyxmyxmxm

yxxfyxxfxxfyxxmyxxmxxm

)()()()()()(

)()()()()()(

LL

LL  

)یم فرض کن ) ( ){ }tjsixxfxxmn v
j

u
i ,...,,,...,:)(deg,)(degmax 00  یک عنصر مرکزی از nx، چون ===

  ،10- 1 است لذا بنابر لم xR][حلقه 
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[ ][ ] 0010 =+++++ tnv
t

vsuu
s

nuu xxxfxxfxxxmxxxmxxm )()()()()( LL  

si آرمنداریز است لذا برای هر RMچون  tj و هر =0,..., ,...,0=، 0=)()( xfxm ji . بنابراین
],[],[ 1

1
−

−
xxRxxM 

  .آرمنداریز است

RR اگر       RM   .، آنگاه نتیجه زیر را خواهیم داشت=

  :در این صورت. n≤2 فرض کنیم :13-1نتیجه 

1 (Rر  تقلیل یافته است اگر و تنها اگ[ ]],[ 1−xxRتقلیل یافته باشد .  

2( R تقلیل یافته است اگر و تنها اگر )(][ nxxRتقلیل یافته باشد .  

3( R آرمنداریز است اگر و تنها اگر ],[ 1−xxRآرمنداریز باشد .  

 یک Nفرض کنیم .  که هر حلقه تقلیل یافته یک زیرحاصلضرب مستقیم از دامنه ها استثابت شده است    

  :تعریف می کنیم.  باشدRMزیرمدول از 

{ }NMaRaMN ⊆∈= :::.  

 یک زیرحاصلضرب RM در این صورت . یک مدول نامنفرد تقلیل یافته باشدRM فرض کنیم :14-1قضیه 

}مستقیم از مدولهای  }IiMi ):(، ∋Ii است که برای هر :∋ iMOR یک دامنه است و iM روی 

):( iMORفارغ از تاب است .  

}فرض کنیم .  تقلیل یافته باشدRض کنیم  ابتدا فر:برهان }TtPt  مجموعه تمام ایده آلهای اول مینیمال :∋

Rواضح است که .  باشد
tP
R 0 دامنه است و=

∈
I
Tt

tP . برای هرTt∈کنیم، فرض :  

tt برای برخی { PRamaMmN \ ,:{ ∈=∈= 0  



 ١٢

tPRچون  ، tPb∈≠0برای هر .  استM یک زیرمدول tN، 2-1 یک مجموعه ضربی بسته است لذا بنابر لم \

tPRaعنصر  ):(بنابراین . ∋tNMb، و لذا Mba=0پس . ba=0طوری که ه  وجود دارد ب∋\ MNP tt ، و ⊇

tNMmفرض کنیم .  مدول استtPR یک tNMلذا  ∈ ،tPRr ، و لذا ∋tNmrپس . rm=0، و ∋

ttعنصر  PRa tPRrاگر . tmra=0طوری که ه  وجود دارد ب∋\ tt، آنگاه ∋\ PRra . ∋tNm، و درنتیجه ∋\

=0حال نشان می دهیم . است tPR یک مدول فارغ از تاب روی tNMبنابراین 
∈
I
Tt

tN .واقع، اگر  در

0=∈
∈
I
Tt

tNm آنگاه برای هر ،Tt∈ عنصر ،tt PRa ، 2-1بنابر لم . tma=0طوری که ه  وجود دارد ب∋\

0=tmRa . 0پس=mK که ،∑
∈

=
Tt

tRRaK . اگرRa∈≠0 0 و=aRK I 0، آنگاه از اینکه=I tP نتیجه ،

tPRaطوری که ه  وجود دارد ب∋Tt و ،aK=0می گیریم  ttپس . ∋\ PRaa به . ، که یک تناقض است0=∋\

رتیب به این ت. m=0 نامنفرد است لذا Mچون .  یک ایده آل راست اساسی استKاین ترتیب ثابت شد که 

=0ثابت شد که 
∈
I
Tt

tN و لذا ،{ } 0=≠∈I MNTtN tt  ایجاد خلل در کلیت مسأله می توان فرض بدون. :,

Tt∈ ،MNtنمود برای هر  Tt∈ ،ttابتدا نشان می دهیم برای هر . ≠ PMN tt اگر. ):(= PMNa \):(∈ ،

tt، و لذا عنصر ∋Mm∈ ،tNmaآنگاه برای هر  PRa ، و ∋tNmپس . tmaa=0طوری که ه  وجود دارد ب∋\

tNMلذا  ttن یبنابرا. ، که یک تناقض است= PMN ):(چون . ):(⊇ MNP tt tt، پس ⊇ PMN =):( .

} یک زیرحاصلضرب از خانوادۀ Mبنابراین  }TtNM t tt است به طوری که :∋ PNMO =):( ،tPR دامنه 

  .مدول فارغ از تاب است- tPR یک tNMاست و 

):(فرض کنیم .  تقلیل یافته و فارغ از تاب باشدRMفرض کنیم       MORR  یک حلقه Rدرنتیجه . =

 یک RMهمانند پاراگراف قبل می توان نشان داد .  است فارغ از تابقلیل یافته و تRMتقلیل یافته است و 

}مدولهای -Rزیرحاصلضرب مستقیم از خانوادۀ  }TtMt RtMOR است که :∋  یک tM دامنه است و ):(

RtMOR مدولهای -R یک زیرحاصلضرب مستقیم از خانوادۀ RMبنابراین .  مدول فارغ از تاب است):(

{ }MtMt RtMOR یک tM است که هر :∋ RtRt مدول فارغ از تاب است و ):( MORMOR ):():( ≅ 

  .دامنه است
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  ..ppمدولهای بئر و مدولهای . 2

ی توانی، حلقه امفهوم حلقه های تقلیل یافته در محاسبۀ صفرسازهای حلقه چندجمله ایها، حلقه سریه    

 دراین بخش بسیاری از . کاربرد دارد.ppچندجمله ایهای لوران و حلقه سریهای توانی لوران، از جمله بئر و 

 یک Xفرض کنیم . نتایج حاصل شده روی حلقه های تقلیل یافته را به مدولهای تقلیل یافته تعمیم می دهیم

  :تعریف می کنیم.  باشدRMزیرمجموعه ناتهی از مدول 

{ }0=∈= XrRrXrR :)(  

  .باشدراست مدول -R یک RM فرض کنیم :1-2تعریف 

ه  وجود داشته باشد ب∋Re، خودتوانM ازX را بئر نامیم هرگاه برای هر زیرمجموعه ناتهیRM مدول )1

eRXrRسمی که ق =)(.  

قسمی ه  وجود داشته باشد ب∋Re، خودتوان M ازX را شبه بئر نامیم هرگاه برای هر زیرمدولRM مدول )2

eRXrRکه  =)(.  

 وجود داشته باشد بقسمی که ∋Re، خودتوان∋Mm نامیم هرگاه برای هر.pp را RM  مدول)3

eRmrR =)(.  

).( شبه بئر Rهمچنین حلقه .  بئر باشدRR بئر است اگر و تنها اگر Rواضح است که حلقه      pp است اگر و 

).( شبه بئر RRتنها اگر  ppاگر .  باشدR یک حلقه بئر باشد آنگاه برای هر ایده آل راست I  ازR مدول ،RI 

  .بئر است
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مجموعه تمام چندجمله ایهای . End(R∈α( باشد و RM یک زیرمجموعه ناتهی از مدول uفرض کنیم      

 را بترتیب با u لوران و سریهای توانی اریب لوران روی اریب، سریهای توانی اریب، چندجمله ایهای اریب

];[ αxu ،[ ]];[ αxu ،];,[ α1−xxu و [ ]];,[ α1−xxuنمایش می دهیم .  

  : در این صورت.End(R∈α(مدول باشد و -R یک RM فرض کنیم :2-2لم 

  : گزاره های زیر معادلند)1

)a( برای هر ];[ αxMV ⊆ ،( ) )(];[)( ];[];[ VrxRVr xRxR αα α =I.  

)b( برای هر ];[)( αxMxmxm
s

i

i
i ∈=∑

=0
)(];[  و αxRxaxf

t

i

i
i ∈=∑

=0
)()(=0، اگر xfxm آنگاه برای هر ،

i،j ،0=)( j
i

i amα.  

  : گزاره های زیر معادلند)2

)a ( برای هر[ ]];[ αxMV ⊆، [ ]( )[ ] [ ] )(];[)( ];[];[ VrxRVr xRxR αα α =I.  

)b ( برای هر[ ]];[)( αxMxmxm
i

i
i ∈= ∑

∞

=0
]  و ]];[)( αxRxaxf

i

i
i ∈=∑

∞

=0
)()(=0، اگر  xfxm آنگاه برای ،

)(=i،j ،0هر  j
i

i amα.  

  .را ثابت می کنیم) 2(بنابراین . است) 2(مشابه ) 1( برهان :اثبات

     )2(. )()( ab ]فرض کنیم . ← ]];[)( αxMxmxm
i

i
i ∈= ∑

∞

=0
 ،[ ]];[)( αxRxaxf

i

i
i ∈=∑

∞

=0
 و 

0=)()( xfxm . پس[ ] [ ]( )[ ]];[))(())(()( ];[];[ ααα xRxmrxmrxf xRxR I=∈.  برای هر درنتیجهj ،

[ ] ))((];[ xmra xRj α∈ . بنابراین برای هرi،j ،0=)( j
i

i amα.  

     )()( ba ]واضح است که برای هر . ← ]];[ αxMV ⊆، [ ]( )[ ] [ ] )(];[)( ];[];[ VrxRVr xRxR αα α ⊆I.  
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]فرض کنیم  ] )()( ];[ Vrxaxf xR
i

i
i α∈=∑

∞

=0
]، و لذا j ،0=jVa، برای هر )b(بنابر .  ] RVra xRj I)(];[ α∈ .

]بنابراین  ]( )[ ]];[)()( ];[ αα xRVrxf xR I∈و درنتیجه ، [ ]( )[ ] [ ] )(];[)( ];[];[ VrxRVr xRxR αα α =I.  

  : در این صورت.Aut(R∈α(مدول باشد و -R یک RM فرض کنیم :3-2لم 

  : گزاره های زیر معادلند)1(

)a( برای هر ];,[ α1−⊆ xxMV ،];,[)(];,[ α
α

1
1

−=− xxIVr xxR
RVrI، که  xxR I)(];,[ α1−=.  

)b ( برای هر];,[)( α1−

−=

∈= ∑ xxMxmxm
s

ui

i
i و ];,[)( α1−

−=

∈= ∑ xxRxaxf
t

vi

i
i 0، اگر=)()( xfxm آنگاه ،

)(=i،j ،0برای هر  j
i

i amα.  

  : گزاره های زیر معادلند)2(

)a ( برای هر[ ]];,[ α1−⊆ xxMV، [ ] [ ]];,[)(];,[ α
α

1
1

−=− xxIVr xxR
]، که ] RVrI xxR I)(];,[ α1−=.  

)b ( برای هر[ ]];,[)( α1−
∞

−=

∈= ∑ xxMxmxm
ui

i
i و هر [ ]];,[)( α1−

∞

−=

∈= ∑ xxRxaxf
vi

i
i 0، اگر=)()( xfxm ،

)(=i،j ،0آنگاه برای هر  j
i

i amα.  

  . است2- 2 مشابه اثبات لم :برهان

- α را RMهمچنین . برقرار باشند) 2(و ) 1(ریز نامیم هرگاه شرایط آرمندا- α را RM مدول :4-2تعریف 

  .رار باشندقبر) 3(و ) 1(آرمنداریز از نوع سریهای توانی گوییم هرگاه شرایط 

  .amα)(=0 اگر و تنها اگر Ra∈ ،0=ma و هر ∋Mm برای هر )1(
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)(];[ برای هر )2( αxMxmxm
s

i

i
i ∈=∑

=0
)(];[ و هر  αxRxaxf

t

i

i
i ∈=∑

=0
)()(=0 اگر ، xfxm آنگاه برای ،

)(=i،j ،0هر  j
i

i amα.  

] برای هر )3( ]];[)( αxMxmxm
ui

i
i ∈= ∑

∞

−=

] و هر  ]];[)( αxRxaxf
vi

i
i ∈= ∑

∞

−=

)()(=0، اگر  xfxm آنگاه ،

)(=i،j ،0برای هر  j
i

i amα.  

 را آرمنداریز از نوع سریهای توانی RMمدول . آرمنداریز باشد-I آرمنداریز است اگر و تنها اگرRMمدول      

تقلیل یافته باشد -α یک مدولRM، اگر 5-1بنابر لم . آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد- Iگوییم هرگاه

ع سریهای توانی باشد آنگاه وآرمنداریز از ن-α یک مدولRMاست و اگر  یآرمندرایز از نوع سریهای توان-αآنگاه

α-آرمنداریز است.  

به عنوان مثال، فرض  .افته نیستتقلیل ی- αآرمنداریز از نوع سریهای توانی، -αدر حالت کلی، یک مدول     

 یک میدان باشد و Fکنیم








∈







= Fba

a
ba

R  آرمنداریز از ، اما تقلیل یافته نیستRRدر این صورت . 0:,

  .نوع سریهای توانی است

  : هستند برقرارRM گزاره های زیر برای مدول :5- 2قضیه 

  .End(R∈α( فرض کنیم )1(

)a ( اگر];[];[ αα xRxM بئر باشد آنگاه RMعکس آن برقرار است هرگاه .  بئر استRM یک مدول α -

  .آرمنداریز باشد

)b ( اگر[ ] [ ]];[];[ αα xRxM بئر باشد آنگاه RMعکس آن برقرار است هرگاه .  بئر استRM یک مدول α -

  .ی توانی باشداآرمنداریز از نوع سریه

  .Aut(R∈α( فرض کنیم )2(
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)a ( اگر
];,[];,[

α
α 1

1
−

−
xxRxxM بئر باشد آنگاه RMعکس آن برقرار است هرگاه .  بئر استRM یک مدول α -

  .آرمنداریز باشد

)b ( اگر[ ] [ ]];,[];,[ αα 1
1

−
−

xxRxxM بئر باشد آنگاه RMعکس آن برقرار است هرگاه .  بئر استRM یک مدول α -

  .آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد

];[];[فرض کنیم ). a ()1( :برهان αα xRxMبرای هر .  بئر باشدMu )(];[، خودتوان ⊇ αxRxf  وجود دارد ∋

  بطوری که

];[)()(];)[()( ];[ αα α xRxfurxurur xRRR ⋅==⊆.  

∑فرض کنیم 
=

=
t

i

i
i xaxf

0
ura)(، i، که برای هر )( Ri ura)(درنتیجه برای هر . ∋ R∈ عنصر ،];[)( αxRxg ∈ 

)()(طوری که ه  بوجود دارد xgxfa axgxfxgxfxfaxfپس . = === برای هر  درنتیجه .)()()()()()(

)(ura R∈ ،aaa RaurRبنابراین، . =0 0، که )(=0
2
0 aa   . بئر استRMبه این ترتیب ثابت شد . =

];[برای هر . آرمنداریز باشد-α بئر و RM فرض کنیم حال      αxMV ، 2-2، بنابر لم ⊇

];[)(];[ αα xIVr xR ];[)()(، که = VrRVrI RxR == Iα . چونRM یک مدول α -ا اگر آرمنداریز است لذVC 

)( باشد آنگاه M در Vمجموعه تمام ضرایب عناصر VR CrI  وجود دارد ∋Re بئر است خودتوان RMچون . =

eRCrطوری که ه ب VR   پس. )(=

];[
];)[(];[)(];[

α

ααα

xRe
xeRxIVr xR

⋅=

==  

];[];[و لذا  αα xRxMبئر است .  

     )1() b .( مشابه اثبات)1)( a (است.  

  .است) 1( مشابه اثبات ).2(     
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  : در این صورت.نداریز از نوع سریهای توانی باشدآرم- α یک مدولRR فرض کنیم :6-2نتیجه 

)1 (R بئر است اگر و تنها اگر ];[ αxR بئر باشد اگر و تنها اگر [ ]];[ αxRبئر باشد .  

  : گزاره های زیر معادلنددر این صورت. Aut(R∈α( فرض کنیم )2(

  ؛  بئر استR - الف

];[ -ب αxRبئر است؛   

] -ج ]];[ αxRبئر است؛   

],;[ -د α1−xxR بئر است؛   

] -ه ]];,[ α1−xxRبئر است .  

  : گزاره های زیر معادلندین صورتدر ا.  یک مدول آرمنداریز باشدRM فرض کنیم )1( :7-2نتیجه 

  ؛  بئر استRM - الف

][][ -ب xRxMبئر است؛   

 -ج
],[

],[ 1
1

−
−

xxR
xxMبئر است .  

در این )  تقلیل یافته باشدRMبه ویژه اگر ( یک مدول آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد RM فرض کنیم )2(

  :  گزاره های زیر معادلندصورت

  ؛  بئر استRM - الف

][][-ب xRxMبئر است؛   

]-ج ] [ ]][][ xRxMبئر است؛   



 ٢٠

-د
],[],[ 1

1
−

−
xxRxxM بئر است؛   

] -ه ] [ ]],[],[ 1
1

−
−

xxRxxM است بئر.  

  : گزاره های زیر معادلنددر این صورت.  آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشدRR فرض کنیم :8-2نتیجه 

  ؛  بئر استR - الف

   بئر است؛xR][-ب

]-ج ]][xRبئر است؛   

],[-د 1−xxRبئر است؛   

]-ه ]],[ 1−xxRبئر است .  

. amα)(=0، آنگاه ma=0، اگر ∋Ra و هر ∋Mm یک مدول باشد که برای هر RM فرض کنیم :9-2لم 

Ree و هر ∋Mmدر این صورت برای هر  ∈=2 ،meem =)(α.  

01 از اینکه :اثبات =− )(emeنتیجه می گیریم ،  

( ) meemeemeeme −=−=−= )()()( ααα 110،  

meemeو لذا  =)(α . 01از اینکه =− eem   ، نتیجه می گیریم)(

)()()()( ememeeem ααα −=−= meemeem، و لذا 10 == )()( αα.  

Ree و ∋Mmفرض کنیم . آرمنداریز باشد- α یک مدول RM فرض کنیم :10- 2لم  ، me=0اگر . 2=∋

Rffآنگاه برای هر  ∈=2 ،0=mfe.  
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Rf فرض کنیم خودتوان :باتاث ، فرض mfe≠0طوری که ه  وجود داشته باشد ب∋

]کنیم ] ];[)()()( αxMxfeememxl ∈−−−= ] و 11 ] ];[)()( αxRxfeeexg ∈−+=   ،9-2بنابر لم  .1

( )
01111
1111

2

2

=−−−−−−=

−−−−−−=

fexefeemfexemfexem
xfeefeemxefeemfexemxgxl

)()()()(
)()()()()()()( αα  

0111اما  ≠−=−=−⋅− mfexfexemfexeem  که یک ،آرمنداریز نیست-α یک مدول RMبنابراین . )()()(

  .تناقض است

  : در این صورت گزاه های زیر معادلند.End(R∈α( فرض کنیم )1( :11- 2قضیه 

)a ( اگر];[];[ αα xRxM یک مدول pp. باشد آنگاه RM نیز pp.عکس برقرار است هرگاه .  استRM یک 

  آرمنداریز باشد؛-αمدول 

)b ( اگر[ ] [ ]];[];[ αα xRxM یک مدول pp. باشد آنگاه RM نیز pp.است؛   

)c ( فرض کنیمRM یک مدول α -در این صورت . آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد[ ] [ ]];[];[ αα xRxM یک 

 وجود داشته باشد ∋Re، خودتوان M از X هر زیرمجموعۀ شمارای  است اگر و تنها اگر برای.ppمدول 

eRXrRبطوری که  =)(.  

  : در این صورت گزاره های زیر معادلند.Aut(R∈α(فرض کنیم ) 2(

)a (ر اگ
];,[];,[

α
α 1

1
−

−
xxRxxM یک مدول pp. باشد آنگاه RM نیز pp.بعکس برقرار است هرگاه .  استRM 

  آرمنداریز باشد؛-αیک مدول 

)b ( اگر[ ] [ ]];,[];,[ αα 1
1

−
−

xxRxxM یک مدول pp. باشد آنگاه RM نیز pp.است؛   
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)c ( فرض کنیمRM یک مدول α -در این صورت. آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد 

[ ] [ ]];,[];,[ αα 1
1

−
−

xxRxxM یک مدول pp. است اگر و تنها اگر برای هر زیرمجموعۀ شمارای X از M خودتوان ،

Re∈قسمی که ه  وجود داشته باشد بeRxrR =)(.  

]توجه داریم که مجموعه ضرایب هر عنصر از .  است5- 2مشابه قضیه c)()1(و  b)( )1( اثبات :برهان ]];[ αxM 

  . و بعکس استMیک زیرمجموعۀ شمارا از 

     )1( )(a : حال فرض کنیم .  است5-2قسمت اول آن مشابه برهان قضیهRM یک مدول pp. و α-

)(];[برای هر . آرمنداریز باشد αxMxm )، 2- 2لم  ، بنابر∋ ) ];[)(];[ αα xIxmr xR ، که =

( ) ( ))()(];[ xmrRxmrI RxR == Iα . چونRM یک مدول α - آرمنداریز است اگر{ }simC im ,...,| 0== 

) باشد آنگاه M در xm)(مجموعه ضرایب  )mR CrI ، i است پس برای هر .pp یک مدول RMچون . =

Reiخودتوان  Remrطوری که ه  وجود دارد ب∋ iiR )، و لذا )(= ) II
s

i
i

s

i
iRmR RemrCr

00 ==

== ابتدا نشان می . )(

eRReطوری که ه  وجود دارد ب∋Reدهیم خودتوان 
s

i
i =

=
I

0
0101، 10-2بنابر لم .  =eemذا ، و ل

1110 emree R =∈ 10101پس . )( eeeee 101فرض کنیم  .= eef 1درنتیجه . =
2

1 ff RfReRe و = 110 =I . مجدداً بنابر

0212، 10-2لم  =efm . پسReef 221 21212، و لذا ∋ efefe 212رار دهید ق. = eff 2دراین صورت . =
2

2 ff  و =

RfReRf 221 =I . با ادامه این روند می توان نشان دادss ff RfRe و 2= s

s

i
i =

=
I

0
بنابراین . 

( ) ];[];)[(];[)(];[ αααα xRfxRfxIxmr ssxR ];[];[پس . ===⋅ αα xRxM یک مدول pp.است .  

  .است) 1(مشابه اثبات ) 2(اثبات      

  :گزاره های زیر معادلنداین صورت  در. نداریز باشدم یک مدول آرRM فرض کنیم )1( :12-2نتیجه 

  ؛ است.pp یک مدول RM- الف

][][-ب xRxM یک مدول pp.است؛  
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-ج
],[],[ 1

1
−

−
xxRxxM یک مدول pp.است .  

 یک مدول تقلیل یافته RMبه ویژه، اگر ( یک مدول آرمنداریز از نوع سریهای توانی باشد RM فرض کنیم )2(

  : گزاره های زیر معادلندتدراین صور). باشد

] - الف ] [ ]][][ xRxM یک مدول pp.؛ است  

]-ب ] [ ]],[],[ 1
1

−
−

xxRxxM یک مدول pp.است؛  

eRXrRقسمی که ه  وجود داشته باشد ب∋Re، خودتوان M از Xبرای هر زیرمجموعۀ شمارای -ج =)(.  

، ∋Ra و هر ∋Mmطوری که برای هر ه  یک مدول باشد بRM فرض کنیم :13-2قضیه 

00 =⇔= )(amma α .دراین صورت گزاره های زیر برقرارند:  

)1( RM شبه بئر است اگر و تنها اگر ];[];[ αα xRxMشبه بئر باشد اگر و تنها اگر  [ ] [ ]];[];[ αα xRxM شبه بئر 

  .باشد

 شبه بئر است اگر و تنها اگر RM، آنگاه Aut(R∈α( علاوه بر آن اگر )2(
];,[

];,[
α

α 1
1

−
−

xxR
xxM شبه بئر باشد 

]اگر و تنها اگر  ] [ ]];,[];,[ αα 1
1

−
−

xxRxxMشبه بئر باشد .  

] شبه بئر است اگر و تنها اگر RM ثابت می کنیم ).1: (اثبات ] [ ]];[];[ αα xRxMطور مشابه ه  شبه بئر باشد، و ب

];[];[ اگر و تنها اگر تس شبه بئر اRMمی توان نشان داد  αα xRxMفرض کنیم .  شبه بئر باشد[ ] [ ]];[];[ αα xRxM 

] ه باشد آنگاRM یک زیرمدول از Uاگر. شبه بئر باشد ]];[ αxU زیرمدولی از [ ] [ ]];[];[ αα xRxM است و لذا 

]خودتوان  ]];[)( αxRxf   طوری کهه  وجود دارد ب∋

[ ] [ ]( ) [ ]];[)(];[];[ ααα xRxfxUr xR ⋅= .  

  پس
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[ ] [ ] [ ]];[)()(];[)( ];[ αα α xUrUrxRxf RxR =⊆⋅.  

]  اگر ]];[)()( αxUrxbxg R
j

j
j ∈=∑

∞

=0
، j≤0 و هـر     k≤0، و لـذا بـرای هـر         j  ،0=jUb≤0، آنگـاه بـرای هـر        

0=)( j
k bUα . ــر ــرای هـ ]بـ ]];[)( αxUxuxu

i

i
i ∈=∑

∞

=0
ــون ∑∑==0، چـ +

i j

ji
j

i
i xbuxgxu )()()( αپـــس ، 

[ ] [ ]( )];[)( ];[ αα xUrxg xR∈ بنابراین ، [ ] [ ]];[)(];[)( αα xRxfxUrR ∑قرار دهید   . =⋅
∞

=

=
0

)(
i

i
i xaxf     کـه بـرای ،

i  ،)(Uraهر   Ri Ura)( که قبلاً ثابت شد برای هر     همان طور . ∋ R∈ ،aaa RaUrRپـس  . =0 0 و )(=0
2
0 aa = .

  . شبه بئر استRMبنابراین 

] زیرمدولی از V شبه بئر باشد و RMحال فرض کنیم       ] [ ]];[];[ αα xRxMقرار دهید.  باشد  









=∈≠∈= ∑
∞

≥

uaVxauMuU k
ki

i
i  with  some exists  thereand : 0  

eRURrRطوری که ه  وجود دارد ب∋Re شبه بئر است خودتوان RMچون  ادعا می کنیم  .)(=

[ ] [ ]];[)(];[ αα xReVr xR Vxmxmابتدا فرض کنیم . =⋅
i

i
i ∈=∑

∞

=0
exm≠0اگر . )(  k≤0، 9-2، آنگاه بنابر لم )(

  ، و لذاemk≠0طوری که ه وجود دارد ب

∑∑∑
≥

∞

=

∞

=

===
ki

i
i

i

i
i

i

ii
i exmexmxemexm

00
)()( α.  

Vexmچون  Uemk، لذا )(∋ ==0، و درنتیجه ∋ eemem kk exm=0بنابراین . ، که یک تناقض است)(  و لذا )(

[ ] [ ] )(];[ ];[ VrxRe xR αα ]حال فرض کنیم . ⋅⊇ ] )()( ];[ Vrxaxf xR
ki

i
i α∈=∑

≥

 و هر ∋Ulبرای هر . ka≠0، که 

Rr∈ سری توانی ،Vxlxh
si

i
i ∈=∑

≥

llsطوری که ه  ب وجود دارد)( Vrxhدرنتیجه . =   ، و لذا)(∋

[ ]

[ ] L+++=









==

++++
++

+

≥
∑

111
11

0
ks

k
ss

sk
ssks

k
ss

si

ii
i

xarlarlxarl

xfxrlxfrxh

)()()()()()(

)()()()(

αααααα
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)()(=0د که نشان می ده k
ss arl αα . 0پس=klra . بنابراینeRURra Rk =∈ ، که نتیجه می دهد )(

kk eaa   درنتیجه. =

[ ] )()( ];[ Vrxaxaxf xR
ki

i
i

k
k α∈=− ∑

+≥ 1
.  

kاگر بحث بالا را برای 
k xaxf 11 تکرار کنیم آنگاه )(− ++ = kk eaa.  با استفاده از استقرا، نتیجه می گیریم برای

ikهر  ≤ ،ii eaa ]بنابراین . = ]];[)()()( αxRxfxefxf ] ، و لذا=∋⋅ ] [ ]];[)(];[ αα xReVr xR ⋅=.  

  .می توان آن را ثابت نمود) 1( با استدلالی مشابه ).2(     

  : گزاره های زیر معادلند:14-2نتیجه 

  ؛ شبه بئر استRM - الف

][][-ب xRxMشبه بئر است؛   

] -ج ] [ ]][][ xRxMشبه بئر است؛   

-د
],[

],[ 1
1

−
−

xxR
xxMاست؛ر  شبه بئ  

] -ه ] [ ]],[],[ 1
1

−
−

xxRxxMشبه بئر است .  

Rbaطوری که برای هر ه ، بEnd(R∈α( فرض کنیم :15- 2نتیجه  ∈, ،00 =⇔= )(baab α . دراین صورت

R شبه بئر است اگر و تنها اگر ];[ αxR باشد اگر و تنها اگر  شبه بئر[ ]];[ αxRشبه بئر باشد  .  

],;[ شبه بئر است اگر و تنها اگر R، آنگاه Aut(R∈α(اگر علاوه بر آن،       α1−xxR شبه بئر باشد اگر و تنها 

]اگر  ]];,[ α1−xxRشبه بئر باشد .  

  :گزاره های زیر معادلند :16-2جه نتی
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  ؛ شبه بئر استRحلقه  - الف

   شبه بئر است؛xR][-ب

] -ج ]][xRشبه بئر است؛   

],[-د 1−xxRشبه بئر است؛   

]-ه ]],[ 1−xxRشبه بئر است .  
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  ررسی صفر سازهای چندجمله ایها روی مدولهاب. 3

. در سرتاسر این فصل تمام حلقه ها شرکت پذیر یکدار هستند و تمام شبه حلقه ها، شبه حلقه چپ هستند     

R و Nحلقه یکدار  . بترتیب نمایانگر یک حلقه و یک شبه حلقه هستندR را بئر نامیم هرگاه صفرساز راست 

کی نشان داد که تعریف حلقه بئر نسبت به کاپلانس. سط یک خودتوان تولید گرددهر زیرمجموعه ناتهی از آن تو

 هستند، حلقه های pp..کلاس حلقه های بئر شامل حلقه های نوتری راست که  .راست و چپ متقارن است

 هستند و تمام حلقه های فون نیومن منظم که شبکه ایده آلهای راست آنها کامل CSت نامنفرد که کامل راس

به عنوان مثال، هر حلقه فون نیومن منظم، بئر  .مطالعه حلقه های بئر ریشه در آنالیز تابعی دارد. است می باشد

حلقه ای که هیچ عنصر پوچ توان ( یک حلقه تقلیل یافته R آرمنداریز ثابت کرد که اگر 1974در سال . است

تعمیمهایی از نتیجه آرمنداریز توسط .  بئر باشدxR][ بئر است اگر و تنها اگر Rباشد آنگاه ) ناصفر نداشته باشد

  .نویسندگان متفاوتی بدست آمده است

),(فرض کنیم .  یک شبه حلقه چپ یکدار باشدN فرض کنیم :1-3تعریف  +M یک گروه آبلی باشد و تابع 

MMN nmmn با ضابطۀ ×→ طوری که برای هر ه ب) به آن ضرب اسکالر گوییم(وجود داشته باشد  ),(→

Nsr Mnm و هر ,∋ ∈,،  

1( rnrmnmr +=+ )(،  

2( )()( smrmrs =،  

3(mm =1.  

  .مدول چپ است-N یک شبه Mگوییم  می دراین صورت

 آنگاه باشد  چپ مدول-R ک یMاگر مثال، عنوان به. نمود فیتعر را راست مدول-Nشبه توانی م مشابه طور به     

Mشبه ک ی R-اگر ن،یهمچن. است چپ مدول Nآنگاه باشد چپ حلقه شبه ک ی Nشبه ک ی N-است چپ مدول .
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),( میکن فرض +Gصورت نیا در. باشدی آبل گروه ک ی { }GGfGM →=  و )(:

{ }000 =→= fGGfGM  هستند چپ حلقه شبه توابعی معمول بیترک و توابعی معمول جمع عمل دو با همراه )(:)(

 از بیضرا با هایا چندجمله تمام مجموعه xM][ و راست مدول-R ک یM میکن فرض). شودی م انجام چپ از بیترک(

M که است واضح. باشد ][xM مجموعه. استی آبل گروه یک توابعی معمول جمع عمل با همراه ][xR دو با همراه 

) علامت با را آن که است چپ حلقه شبه کی یمعمول بیترک و جمع عمل )0,],[ +xR نیهمچن. میدهی م شینما 

}باشدصفرfثابتجمله{ ][][ xRfxR -o را N حلقه شبه (است xR][ از متقارن-o حلقه رشبهیز ک ی0=∋

Nn∈، 00 هری برا هرگاه مینام متقارن =n .(میکن فرض ][)( xMxmxmmmx k
k ∈+++= L10 و 

][)( xRxaxaafx n
n ∈+++= L10 .میکنی م فیتعر:  

( ) ( ) ( )kk fxmfxmfxmmmxfx )()()(:)()( ++++= Lo
2

210  

  .است چپ مدول-xR][ شبه ک یxM][ داد نشان توان یم

  .کردندی معرف ها حلقه شبه کلاس در را بئر نوع از صفرسازی ها شرط 1هوانگ و رینمیبرک     

NS میکن فرض   :میکنی م فیتعر. ⊇

{ }0=∈= SaNaSrN   و )(

{ }0=∈= aSNaSlN )(.  

  :میگوئ

)1 (1rN β∈، هری برا هرگاه NS ⊆≠φ، خودتوان Re∈ کهی بطور باشد داشته وجود eRSrN =)(.  

)2 (2rN β∈، هری برا هرگاه NS ⊆≠φ، خودتوان Re∈ هکی بطور باشد داشته وجود )()( erSr NN =.  

                                                            

1 Birkenmeier and  Huang 
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)3 (1lN β∈، هری برا هرگاه NS ⊆≠φ، خودتوان Re∈ کهی بطور باشد داشته وجود eRSlN =)(.  

)4 (2lN β∈، هری برا هرگاه NS ⊆≠φ، خودتوان Re∈ کهی بطور باشد داشته دوجو )()( elSl NN =.  

2121 آنگاه باشد یکدار حلقه ک یR اگر      llrrN ββββ UUU∈ اگر تنها و اگر Nباشد بئر حلقه ک ی.  

 از βی بجا و دیآی م بدست کارتیر نوع زا صفرسازی ها شرط باشدی عضو تک مجموعه ک یS فوق فیتعر در اگر     

R یکدار حلقه شبه ،2لیکرو. شودی م استفاده o-متقارنN 11 هرگاه دینام بئر را lrN ββ I∈. در هوانگ و رینمیبرک 

 متقارن-oی توانی هایسر حلقه شبهی رو و xR][ی هایا چندجمله حلقه شبهی رو را بئر نوع از سازهاصفر طیشرا ،3][

[ ]][xR0 اگر که دادند نشان آنها واقع در. نمودندی بررس Rآنگاه باشد یافته لیتقل حلقه ک ی  

] و xR0][ آنگاه باشد بئر R اگر -1 ]][xR0 کنندی م صدق بئر نوع از صفرسازی ها شرط تمام در.  

] ا یxR0][ اگر -2 ]][xR0 آنگاه کند صدق بئر نوع از صفرسازی ها شرط ازی یک در R است بئر.  

 دهد جهینت Ra∈، 0=maهر و ∋Mmهری برا هرگاه مینام یافته لیتقل را Mمدول میکنی می ادآوری     

0=MamRI .مدولM ازی ناته رمجموعهیز هر راست صفرساز هرگاه مینام بئر راM راست آل دهیا یک عنوان به 

  مییگو. باشد چپ مدول-N شبه ک یMو حلقه شبه ک یNمیکن فرض. گردد دیتول خودتوان یک توسط

1- 1lM β∈، یناته رمجموعهیز هری برا هرگاهS ازM، خودتوان Re∈ کهی بطور باشد داشته وجود NeSlN =)(.  

2-2lM β∈، یناته رمجموعهیز هری برا هرگاهS ازM، خودتوان Re∈ کهی بطور باشد داشته وجود 

)()( elSl NN =.  

1lM آنگاه باشد چپ مدول-R ک یM اگر که است واضح      β∈، اگر تنها و اگر M شرط فصل نیا در. باشد بئر 

 میدهی م نشان نیهمچن. میکنی می سبرر مدول کی یرو هایا چندجمله چپ مدول شبهی رو را بئر نوع از صفرسازی ها

                                                            

2 Courville 
 



 ٣٠

R-مدولM اگر تنها و اگر است یافته لیتقل ][xM شبه عنوان به ][xR0-اگر تنها و اگر باشد یافته لیتقل مدول 

][xM0 شبه عنوان به ][xR0-باشد یافته لیتقل مدول.  

  .باشد داشته قرار مرکز در آن خودتوان هر هرگاه مینامی آبل را R حلقه :2-3ف یتعر

  :معادلند ریزی ها گزاره صورت نیا در. باشد راست مدول-R ک یM میکن فرض :3-3 گزاره

)1 (RM ؛است یافته لیتقل  

)2 (][xM شبه عنوان به ][xR0-؛است یافته لیتقل مدول  

)3 (][xM0 شبه عنوان به ][xR0-است یافته لیتقل مدول.  

12 :برهان )(][ میکن فرض: ← xMxmxmmmx k
k ∈+++= L10، ][)( xRxaxafx n

n 01 ∈++= L و 

0=mxfx )()( o .0 جهیدرنت=knk am، 0 ،1-3 لم بنابر لذا و=nkam .اگر na در راست از را mxfx )()( o ضرب 

  ،1- 3 لم از استفاده با آنگاه میکن

( ) ( ) 01
110 =+++ −
− n

k
knn afxmafxmam )()( L.  

knk جهیدرنت am 01 ذال و ،−1 =− nk am .010 میریگی م جهینت روند نیا ادامه با ==== nknn amamam  جهیدرنت. ...

  ،1- 3 لم بنابر

( ) ( ) 01
11

1
1110 =+++++++= −

−
−

−

kn
nk

n
n xaxamxaxammmxfx LLLo )()(  

  .j، 0=jiam و i هری برا میریگی م جهینت ،)(fxۀ درجی رو استقرا از استفاده با حال

)(][ میکن فرض xMxmxmmmx r
r ∈′++′+′=′ L10، ][)( xRxbxbxbgx s

s 0
2

21 ∈+++= L و 

mxgxmxfx )()()()( oo   جهیدرنت. ′=

(*)  ( ) ( ) ( ) ( )kk
r

r gxmgxmmfxmfxmm )()()()( +++=′++′+′ LL 1010  
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ri هری برا ،1-3 لم از استفاده با آنگاه میکن ضرب (*) در راست از را na اگر ,...,,10=، 0=′ niam .1 اگر لحا−na از را 

ri هری برا میریگی م جهینت ،1-3 لم از استفاده با میکن ضرب (*) در راست ,...,,10=، 01 =′ −niam. روند نیا ادامه با 

′=j، 0 و i هری برا داد نشان توانی م jiam .0 نیبرابنا=′mxfx )()( o.  

     23   .استی هیبد: ←

mxax=0 پس. ma=0 و ∋Ra∈، Mm میکن فرض: ←31      o .میکن فرض Rb∈ و Mm ی طور به ،′∋

mbam که mxbxxmax جهیدرنت. ′= oo  لذا. است یافته لیتقل چپ مدول-xR0][ شبه عنوان به xM0][ چون. ′=

axmxmax ′=′o .0 پس=′am .02 میکن فرض حال =ma .02 جهیدرنت == xmamxaxax )( oo، چون و ][xM0 

mxax=0 میریگی م جهینت است یافته لیتقل چپ مدول-xR0][ شبه عنوان به o .0 نیبنابرا=ma، لذا و Mک ی 

R-است یافته لیتقل مدول.  

xMS][ و باشد یافته لیتقل مدول ک یRM میکن فرض :4-3 گزاره 0⊆≠φ.  

)(][ خودتوان اگر -1 xRxexeeEx n
n ∈+++= L10 کهی بطور باشد داشته وجود ExxRSl xR )(][)(][ o=، آنگاه 

1
2
1 ee xexRSl و = xR 1o][)(][ =.  

)(][ خودتوان و باشدی آبل حلقه ک یR میکن فرض -2 xRxexeeEx n
n ∈+++= L10 ی بطور باشد داشته وجود

) که )ExlSl xRxR )()( ][][ 1 صورت نیا در .=
2
1 ee ) و = )xelSl xRxR 1][][ )( =.  

Sxmxm میکن فرض). 1 (:برهان k
k ∈++  که داد نشان توانی م 3-3 گزاره مشابهی استدلال با صورت نیا در. 1...

ki هری برا nj هر و =1,..., ,...,1=، 0=jiem .هری برا پس ni ,...,1=، )(][ Slxe xRi  هری برا جهیدرنت. ∋

ni ,...,,21=،  

( ) nn
ini

n
nii xeexeeexexeexexe +++=+++= LLo 1010  

00 نیبنابرا =e، 1
2
1 ee ni هری برا و = ,...,2=، ii eee xeExEx پس. =1 1o)()(  و =

xexRExxR 1oo ][)(][ ExxRxexR که است واضح. ⊇ )(][][ oo xexRSl نیبنابرا. 1⊇ xR 1o][)(][ =.  
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)()( اگر ،3-3 گزاره بنابر) 2(      ][ Slxaxaafx xR
n

n ∈+++= L10 و Sxmxmmx t
t ∈++= L1)(، آنگاه 

ti هری برا nj هر و 1≥≥ ≤≤1، 0=jiam .چون ExExEx )()()( =o، هری برا لذا n≤2، 01 =+n
ne .پس 

Sxmxmmx هری برا t
t ∈++= L1)(، 01 =+n

niem، چون و RM 0 پس است یافته لیتقل=niem .جهیدرنت 

( )ExlSlxe xRxRn )()( ][][ Exxen=0 نیبنابرا. ∋= )(o، لذا و  

1
1

2
2100 −

−===== n
nnnn eeeeeee ....  

ExExEx چون )()()( =o 00 و =e، پس  

(*)   ( ) ( )nn
n

n ExeExexexexe )()( ++=+++ LL 1
2

21  

 لیتقل RM نکهیا از آنگاه میکن ضرب (*) در چپ از را m عنصر اگر. باشد S عناصر بیضرا ازی ک یm میکن فرض

n، 01−≤21 هری برا میریگی م جهینت است یافته =−nme. نیبنابرا ( )ExlSlxe xRxRn )()( ][][  لذا و ،1−∋=

01 =− Exxen )(o 011 و =−nee .01311 داد نشان توانی م روند نیا ادامه با ==== nn eeeeee  چون. ...

ExExEx )()()( o= 013121 و ==== neeeeee  داشت میخواه ،یتساو نیطرف در 2x بیضرا سهیمقا با لذا ،...

122 eee 02 جهیدرنت. = =e، 1 رایز
2
1 ee ی تساو نیطرف در 3x بیضرا سهیمقا با. استی آبل R و =

ExExEx )()()( o= 133 داشت میخواه eee 021 میریگی م جهینت روند نیا ادامه با. = ==== − eee nn  نیبنابرا. ...

)()( ][][ xelSl xRxR 1=.  

2lxM اگر. باشد یافته لیتقل مدول ک یRM و باشدی آبل حلقه ک یR میکن فرض :5-3 گزاره β∈][، آنگاه 

2rM β∈.  

} و باشد M ازی ناته رمجموعهیز ک یS میکن فرض :برهان } ][: xMSmmxSx  ،4-3 گزاره بنابر جهیدرنت. =∋⊇

)()( کهی بطور دارد وجود ∋Re خودتوان ][][ exlSl xRxxR )()( میکنی م ادعا. = erSr RR era)( میکن فرض. = R∈ .

exax=0 و ea=0 جهیدرنت o .پس )()( ][][ xxRxR Slexlax ==Sm∈، 0 هری برا لذا و ،∋= xammxax o .
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Sra)( جهیدرنت R∈ .میکن فرض حال )(Srb R∈ .هری برا جهیدرنت Sm∈، 0== mbxmxbx o .پس 

)()( ][][ exlSlbx xRxxR ==0 لذا و ،∋= ebxexbx o .نیبنابرا )(erb R∈، و )()( erSr RR =.  

 Rی آبل حلقهی رو Mی متناه مدول که دهدی م نشان بعد مثال. ستین درستی کل حالت در 5-3 گزاره عکس     

21 کهی بطور دارد وجود rrM ββ U∈ 2 وlxM β∉][.  

} و 6Ζ==MR میکن فرض :6- 3 مثال }xxS 42 2  xR][ ازیی خودتوانها تنها x3 و x، x4 ،4-3 گزاره بنابر. =+

) شرط در توانندی م که هستند )ExlSl xx )()( ][][ 66 ΖΖ ][)( که میدار توجه. کنند صدق = Slx x6
3 Ζ∈، اما 

)(][ xlx x 33
6Ζ

][)( نیهمچن. ∌ Sl x6
1 Ζ∈، 1، )(][ xl x 41

6Ζ
][)( و ∌ xl x6

1 Ζ∉ .خودتوان پس ][)( xREx  وجود ∋

) کهی بطور ندارد )ExlSl xx )()( ][][ 66 ΖΖ 26 نیبنابرا. = lx β∉Ζ ][.  

)(][ میکن فرض      xMxmmx
n

i

i
i ∈=∑

=0
} میدهی م قرار.  }nm mmS ,...,*

ی ها شرط عیتوس مسأله به حال. =1

  .میپردازی م xM0][ به M از بئر نوع از صفرساز

  :صورت نیا در. باشد یافته لیتقل مدول ک یRM میکن فرض :7-3 گزاره

1- 1rM β∈ 10 اگر تنها و اگر lxM β∈][، شبه یک عنوان به ][xR0 چپ مدول.  

2rM اگر -2 β∈، 20 آنگاه lxM β∈][، شبه عنوان به ][xR0-اگر. چپ مدول R است برقرار آن عکس باشدی آبل.  

1rM میکن فرض .)1(:برهان β∈، و ][xMS 0⊆≠φ .صورت نیا در TS
Sf

f =
∈
U . است M ازی ناته رمجموعهیز ک ی*

eRTrR کهی بقسم دارد وجود ∋Re خودتوان پس exxRSl میدهی م نشان. )(= xR o][)(][ 00
 میکن فرض .=

Sxmmx
n

i

i
i ∈=∑

=1
0پس. )(

1
==∑

=i

i
iexmmxex )(o، لذا و )(][ ][ SlexxR xR00 ⊆o .میکن فرض حال 

)()( ][ Slxafx xR

t

j

j
j 0

1
∈=∑

=

tj هری برا داد نشان توانی م 3-3 گزاره برهان مشابهی استدلال با.  ≤≤1، 

)(Tra Rj tj هری برا نیبنابرا. ∋ ≤≤1، jj eaa   پس. =
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exxRexxaxeaxafx
t

j

j
j

t

j

j
j

t

j

j
j oo ][)( 0

111
∈=== ∑∑∑

===

.  

10 شد ثابت بیترت نیا به lxM β∈][، شبه یک عنوان به ][xR0 -10 میکن فرض حال. چپ مدول lxM β∈][، عنوان به 

} میکنی م فیتعر و باشد M ازی ناته رمجموعهیز ک یS میکن فرض. چپ مدول-xR0][ شبه یک }SmmxSx ∈=: .

exxRSl کهی بطور دارد وجود ∋Re خودتوان ،4-3 گزاره بنابر xxR o][)(][ 00
 ،∋xSmx هری برا چون. =

mexmxex == o0، پس )(Sre R∈ .میکن فرض حال )(Sra R∈ .هری برا پس xSmx∈، 0== axmmxax o .

exxRSlax نیبنابرا xxR o][)(][ 00
exaxax لذا و ،∋= o= .جهیدرنت eReaa eRSrR لذا و ،=∋  نیا به. )(=

1rM که میداد نشان بیترت β∈.  

2rM میکن فرض )2(      β∈ و ][xMS 0⊆≠φ .خودتوان داد اننش توانی م) 1 (برهان مشابهی استدلال با Re∈ 

)()( کهی بطور دارد وجود erTr RR )()( میدهی م نشان. = ][][ exlSl xRxR 00
میکن فرض. =

 
)()( ][ exlxafx xR

t

j

j
j 0

1
∈=∑

=

=⋅=0 پس.  fxeexfx )()( o .هری برا جهیدرنت i، 0=iea .نیبنابرا 

)()( ][][ Slexl xRxR 00
)()( میکن فرض حال. ⊇ ][ Slxbgx xR

n

j

j
j 0

1
∈=∑

=

nj هری برا ،3-3 گزاره بنابر.  ≤≤1، 

)()( erTrb RRj ==0 نیبنابرا. ∋= gxeexgx )()( oo، لذا و )()( ][][ exlSl xRxR 00
 که شد ثابت بیترت نیا به. =

20 lxM β∈][، شبه عنوان به ][xR0-20 میکن فرض الح. چپ مدول lxM β∈][، و Rمیکن فرض. باشدی آبل حلقه ک ی 

Sازی ناته رمجموعهیز ک ی M و باشد { }SmmxSx  کهی بطور دارد وجود ∋Re خودتوان ،4-3 گزاره بنابر. =∋

)()( ][][ exlSl xRxxR 00
)()( میدهی م نشان. = erSr RR Sra)( میکن فرض. = R∈ .هری برا پس xSmx∈، 

0== axmmxax o .جهیدرنت )()( ][][ exlSlax xRxxR 00
==0 لذا و ،∋= eaxexax o و )(era R∈ .نیبنابرا 

)()( erSr RR erb)( میکن فرض حال. ⊇ R∈ .هری برا جهیدرنت )(][ xxR Slbx
0

∈، 0== bxeexbx o .هری برا پس 

Sm∈، 0== bxmmxbx o، لذا و )(Srb R∈ .2 که شد ثابت بیترت نیا بهrM β∈.  

  :معادلند ریزی ها گزاره صورت نیا در. باشد یافته لیتقل لمدو ک یRM میکن فرض :8-3 هیقض
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1- RM؛است بئر مدول ک ی  

) مدول -2 )⋅+,],[xM ؛است بئر  

3- 20 lxM β∈][، شبه عنوان به ][xR0-چپ مدول.  

)()(: برهان 12   .شودی م جهیتن [11] از. ⇔

     )()( 23   .شودی م جهینت 7-3 گزاره از. ⇔

  :معادلند ریزی ها گزاره صورت نیا در. باشد یافته لیتقل حلقه ک یR میکن فرض :9-3 جهینت

)1 (R ؛است بئر  

)2 (( )⋅+,],[xR ؛است بئر  

)3 (( ) 10 lxR β∈+ o,],[.  

 تمام شامل N ازی ا حلقه شبه ریز 1N میکن فرض. باشد راست مدول-N شبه ک یM میکن فرض :10- 3 گزاره

 راست، مدول-N شبه یک عنوان به اگر. باشد M از مدول شبه-1N ریز ک ی1M میکن فرض. باشد Nی خودتوانها

2rM β∈، 1 شبه یک عنوان به آنگاهN-11 راست، مدول rM β∈ .2 صفرساز شرطی برای ا جهینت نیچنrβ درست زین 

  .است

1rM میکن فرض :اثبات β∈، و S1 ازی ناته رمجموعهیز ک یM خودتوان. باشد Ne∈ کهی بطور دارد وجود 

eNSrN 11 چون. )(= NeN SreNeN)( و ⊇ N=⊆1، لذا )(SreN N11 Sra)( میکن فرض حال. ⊇ N1
 جهیدرنت. ∋

eNSra N =∈ 1eNeaa و ،)( 11 لذا و ،=∋
eNSrN 11 پس. )(= rM β∈ .2 میکن فرضrM β∈ .خودتوان Ne∈ 

)()( کهی بطور دارد وجود erSr NN )()( میدهی م ننشا. = erSr NN 11
Sra)( اگر. = N1

Sra)( آنگاه ،∋ N∈ و 

0=ea .پس )(era N1
erb)( میکن فرض حال. ∋ N1

)()( پس. ∋ Srerb NN  و ،Sm∈، 0=mb هری برای یعن ،∋=
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Srb)( لذا N1
)()( جهیدرنت. ∋ erSr NN 11

 راست، مدول-1N شبه یک عنوان به که شد ثابت بیترت نیا به و ،=

21 rM β∈.  

 توسط که باشد xR0][ از حلقه رشبهیز ک یS میکن فرض. باشد یافته لیتقل مدول ک یRM میکن فرض :11-3 گزاره

} مجموعه }Reeex  مدول-T رشبهیز ک یX میکن فرض. باشد xR0][ از حلقه رشبهیز ک یT و شودی م دیتول 2=∋

TS و باشد xR0][ از   :صورت نیا در. ⊇

10 چپ، مدول-xR0][ شبه عنوان به اگر -1 lxM β∈][، شبه عنوان به آنگاه T-1 چپ، مدولlX β∈.  

20 چپ، مدول-xR0][ شبه عنوان به و باشدی آبل R اگر -2 lxM β∈][، شبه عنوان به آنگاه T -2 چپ، مدولlX β∈.  

  .شودی م جهینت 10-3 و 4-3ی ها گزاره از :برهان

 صدق 1lβ شرط در ریزی مدولها شبه ،11-3 گزاره از استفاده با آنگاه باشد یافته لیتقل مدول ک یRM اگر :12-3 مثال

  :کنندی م صدق 2lβ شرط در ریزی مدولها شبه آنگاه باشد یافته لیتقل RM وی آبل R اگر نیهمچن. کنندی م

1- { }Mmmx } عنوان به ∋ }Raax   .چپ مدول شبه-∋

2- ][xM0 عنوان به { }Raax   .چپ مدول شبه-∋

3- ][xM0 عنوان به 








Ν∈∈∈= −
=

−
−∑ nRaxRxafx i

n

i

i
i ,][)( 120

1

12
  .چپ مدول شبه 12

4- 








Ν∈∈∈= −
=

−∑ nMmxMxmmx i

n

i

i
i ,][)( 120

1

12
 عنوان به 2









Ν∈∈∈= −
=

−
−∑ nRaxRxafx i

n

i

i
i ,][)( 120

1

12
  .چپ مدول شبه 12

5- 








Ν∈∈∈= −
=

−
−∑ nMmxMxmmx i

n

i

i
i ,][)( 120

1

12
} عنوان به 12 }Raax   .چپ مدول شبه ∋



 ٣٧

6- ][xM0 عنوان به ][xE0-که چپ، مدول شبه E ازی ا رحلقهیز R ی خودتوانها تمام شاملR است.  
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Annihilator conditions on polynomials over mod-
ules

Ebrahim Hashemi

Abstract. Let R be a ring with unity and M be a right R-module. The system
M [x] forms a left near R[x]-module under addition and substitution operations.
In this paper we extend the study of annihilator conditions on nearring of
polynomials to left near R[x]-module M [x], when M is a reduced Baer module.
Also, we give a characterization of reduced modules. As a corollary we obtain
some results of Birkenmeier and Huang [3].

Mathematics Subject Classification (2010). 16Y30; 16S36.

Keywords. Annihilator conditions; Nearrings; Baer rings; Reduced modules.

1. Introduction

Throughout this paper all rings are associative with unity and all nearrings are left
nearrings. We use R and N to denote a ring and a nearring respectively. Recall
from [7] that a ring R is Baer if R has a unity and the right annihilator of every
nonempty subset of R is generated, as a right ideal, by an idempotent. Kaplansky
[7] shows that the definition of a Baer ring is left-right symmetric. The class of Baer
rings includes all right (left) Noetherian right (left) PP rings (hence all hereditary
Noetherian rings), all right (left) perfect right (left) nonsingular right (left) CS
rings, and all von Neuman regular rings whose lattice of principal right (left) ideals
is complete (hence all von Neumann regular right (left) self-injective rings). The
study of Baer rings has its roots in functional analysis ([2] and [7]). For example,
every von Neumann algebra (e.g., the algebra of all bounded linear operators on
a Hilbert space) is a Baer ring. In 1974, Armendariz obtained the following result
([1], Theorem B): Let R be a reduced ring. Then R[x] is a Baer ring if and only
if R is a Baer ring. Recall a ring or a nearring is said to be reduced if it has
no nonzero nilpotent elements. A generalization of Armendariz’s result for several
types of polynomial extensions over Baer rings, are obtained by various authors.

Definition 1.1. Let N be a left nearring with identity. A left near N -module is an
abelian group (M,+) together with a mapping N ×M −→ M called (left) scaler
multiplication (the image of (r, m) ∈ N ×M will be denoted by rm), such that for
all r, s ∈ N and m,n ∈ M , it satisfies the following axioms:

This research is supported by the Shahrood University of Technology at Iran.



2 Ebrahim Hashemi

1. r(m + n) = rm + rn;
2. (rs)m = r(sm);
3. 1m = m.

Similarly we can define right near N -module. Clearly, if M is a left module
over a ring R, then M is left near R-module. Also, if N is an abelian left nearring,
then N is a left near N -module. Recall that for a (not necessarily abelian) additive
group (G, +), M(G) = {f : G → G} and M0(G) = {f : G → G|0f = 0} are left
nearring under addition and function composition (domain elements are written on
the left side of the function).

Let M be a right R-module and M [x] be the abelian group of polynomials over
M . It is well-known that R[x] is an abelian nearring under addition and substitution.
Unless specifically indicated otherwise, R[x] denotes the left nearring of polynomials
(R[x],+, ◦) with coefficients from R and
R0[x] = {f ∈ R[x]|f has zero constant term} is the 0-symmetric left nearring of
polynomials with coefficients in R. Let (x)m = m0 +m1x+ · · ·+mkxk ∈ M [x] and
(x)f = a0 + a1x + · · ·+ anxn ∈ R[x]. Define (x)f ◦ (x)m := m0 + m1((x)f) + · · ·+
mk((x)f)k. Clearly M [x] is a left near R[x]-module.

Birkenmeier and Huang in [3], defined the Baer-type annihilator conditions in
the class of nearrings as follows (for a nonempty S ⊆ N , let rN (S) = {a ∈ N |Sa =
0} and `N (S) = {a ∈ N | aS = 0}):

1. N ∈ Br1 if rN (S) = eN for some idempotent e ∈ N for every φ 6= S ⊆ N ;
2. N ∈ Br2 if rN (S) = rN (e) for some idempotent e ∈ N for every φ 6= S ⊆ N ;
3. N ∈ B`1 if `N (S) = Ne for some idempotent e ∈ N for every φ 6= S ⊆ N ;
4. N ∈ B`2 if `N (S) = `N (e) for some idempotent e ∈ N for every φ 6= S ⊆ N .

If N is a ring with unity then N ∈ Br1 ∪ Br2 ∪ B`1 ∪ B`2 is equivalent to N
being a Baer ring. When S is a singleton, the Rickart-type annihilator conditions
on nearrings are also defined similarly except replacing B by R. Courville in [6] has
defined a Baer nearring N to be a 0-symmetric nearring with unity such that N ∈
Br1 ∩ B`1. In ([2], p. 28), the Rr2 condition is considered for rings with involution.
In [3, 4, 5] Birkenmeier and Huang, studied Baer-type annihilator conditions in the
class of nearrings. In particular they studied Baer-type annihilator conditions on
the nearring of polynomials R[x] (with the operations of addition and substitution)
and formal power series. They obtained the following results: Let R be a reduced
ring. (1) If R is Baer, then R0[x] (resp. R0[[x]]) satisfies all the Baer-type annihilator
conditions. (2) If R0[x] (resp. R0[[x]]) satisfies any one of the Baer-type annihilator
conditions, then R is Baer.

Recall from [11], that a module M is called reduced if for any m ∈ M and
any a ∈ R, ma = 0 implies mR ∩ Ma = 0. Also, a module is called Baer, if the
annihilator of any non-empty subset of M is generated by an idempotent. Lee and
Zhou [11], used these modules to obtain a result on certain annihilator conditions
of the polynomial extension and the power series extension of a module.

Let N be a nearring and M be a left near N -module. We say (for a nonempty
S ⊆ M):

1. M ∈ B`1 if `N (S) = Ne for some idempotent e ∈ N ;
2. M ∈ B`2 if `N (S) = `N (e) for some idempotent e ∈ N .

Clearly, if M is a left R-module, then M ∈ B`1 if and only if M is a Baer
module.
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In this paper we extend the study of various annihilator conditions on the
nearring of polynomials to the near module of polynomials in which addition and
substitutions are used as operations. A result of Birkenmeier and Huang on the
nearring of polynomials is extended to Baer conditions in a near module of poly-
nomials. Also, it is shown that a right R-module M is reduced if and only if M [x]
is reduced as a left near R0[x]-module if and only if M0[x] is reduced as a left near
R0[x]-module.

2. Near module of polynomials over reduced modules

Lemma 2.1. ([11], Lemma 1.2) Let M be a right R-module. Then the following are
equivalent:

1. MR is reduced;
2. For any m ∈ M and a ∈ R,

(a) ma2 = 0 implies ma = 0;
(b) ma = 0 implies mRa = 0.

Example 2.2. ( [11], Example 1.3) The following are examples of reduced modules:
1. R is a reduced ring if and only if RR is a reduced module.
2. Every submodule of a reduced module is reduced. In particular, if I is a right

ideal of a reduced ring R, then IR is a reduced module.
3. Let p be a prime number and n > 1. Then pn−1Zpn is a reduced module over

Zpn .
4. Every direct product of reduced R-modules is a reduced R-module.
5. If Mt is a reduced Rt-module for each t ∈ Γ, then ΠtMt is a reduced ΠtRt-

module.
6. A module M over Z is reduced if and only if, for any m ∈ M , either m is

torsion-free or the order of m is square-free. In particular, for n > 1, Zn is a
reduced module over Z if and only if n is square-free.

Proposition 2.3. Let R be a ring and M be a right R-module. Then the following
are equivalent:

1. MR is reduced;
2. M [x] is reduced as a left near R0[x]-module;
3. M0[x] is reduced as a left near R0[x]-module.

Proof. (1) → (2) Let (x)m = m0+m1x+ · · ·+mkxk ∈ M [x] and (x)f = a1x+ · · ·+
anxn ∈ R0[x] such that (x)f ◦(x)m = 0. Then mkak

n = 0, and mkan = 0, by Lemma
2.1. By multiplying (x)f ◦ (x)m on the right by an and using Lemma 2.1, we have
m0an+m1((x)f)an+· · ·+mk−1((x)f)k−1an = 0. Then mk−1a

k
k = 0 and mk−1an =

0. By continuing this process, we have m0an = m1an = · · · = mkan = 0. Then by
using Lemma 2.1, (x)f ◦ (x)m = m0 + m1(a1x + · · ·+ an−1x

n−1) + · · ·+ mk(a1x +
· · ·+an−1x

n−1)k = 0. Hence by using induction on deg((x)f), we have miaj = 0 for
all i, j. Now let (x)m

′
= m

′

0+ · · ·+m
′

rx
r ∈ M [x] and (x)g = b1x+ · · ·+bsx

s ∈ R0[x]
such that (x)f ◦ (x)m

′
= (x)g ◦ (x)m. Then

m
′

0 + m
′

1((x)f) + · · ·+ m
′

r((x)f)r = m0 + m1((x)g) + · · ·+ mk((x)g)k. (2.1)

By multiplying Eq.(2.1) on the right by an and using Lemma 2.1, we have m
′

ian = 0
for i = 0, · · · , r. Now, multiplying Eq.(2.1) on the right by an−1 and using Lemma
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2.1, we have m
′

ian−1 = 0 for i = 0, · · · , r. Continuing this process yields m
′

iaj = 0
for all i, j. Thus (x)f ◦ (x)m

′
= 0.

(2) → (3) It is clear.
(3) → (1) Let a ∈ R and m ∈ M such that ma = 0. Hence ax ◦mx = 0. Let

b ∈ R and m
′ ∈ M such that m

′
a = mb. Hence ax ◦m

′
x = bx ◦mx. Since M0[x] is

reduced as a left near R0[x]-module, we have ax ◦m
′
x = m

′
ax = 0. Thus m

′
a = 0.

Now suppose that ma2 = 0. Then ax ◦ (ax ◦mx) = ma2x = 0. Hence ax ◦mx = 0,
since M0[x] is reduced as a left near R0[x]-module. Thus ma = 0. Therefore M is
a reduced R-module. �

By using Proposition 2.3, one can construct examples of reduced near modules.

Proposition 2.4. Let MR be a reduced module and S be a non-empty subset of M0[x].
1. Let `R[x](S) = R[x] ◦ (x)E for an idempotent (x)E = e0 + e1x + · · ·+ enxn ∈

R[x]. Then e2
1 = e1 and `R[x](S) = R[x] ◦ e1x.

2. Let R be a commutative ring and `R[x](S) = `R[x]((x)E) for an idempotent
(x)E = e0 + e1x + · · ·+ enxn ∈ R[x]. Then e2

1 = e1 and `R[x](S) = `R[x](e1x).

Proof. (1) Let m1x+ · · ·+mkxk ∈ S. Then miej = 0 for i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n,
by the same proof as in Proposition 2.3. Thus eix ∈ `R[x](S) for i = 1, · · · , n. Hence
eix = eix ◦ (e0 + e1x + · · ·+ enxn) = e0 + e1eix + · · ·+ enen

i xn for i = 1, 2, · · · , n.
Then e0 = 0, e2

1 = e1 and ei = e1ei for i = 2, · · · , n. Thus (x)E = (x)E ◦ e1x, and
R[x] ◦ (x)E ⊆ R[x] ◦ e1x. Clearly R[x] ◦ e1x ⊆ R[x] ◦ (x)E. Therefore `R[x](S) =
R[x] ◦ e1x.

(2) By Proposition 2.3, if (x)f = a0 +a1x+ · · ·+anxn ∈ `R[x](S) and (x)m =
m1x+· · ·+mtx

t ∈ S, then miaj = 0 for all 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ n. Since (x)E◦(x)E =
(x)E, hence en+1

n = 0, if n ≥ 2. Thus for each (x)m = m1x + · · · + mtx
t ∈ S,

mie
n+1
n = 0 and so mien = 0, since MR is reduced. Hence enx ∈ `R[x](S) =

`R[x]((x)E). Thus enx◦ (x)E = 0 and that 0 = e0 = e1en = e2e
2
n = · · · = en−1e

n−1
n .

Since (x)E ◦ (x)E = (x)E and e0 = 0, we have

e1x + e2x
2 + · · ·+ enxn = e1((x)E) + · · ·+ en((x)E)n. (2.2)

Let m be a coefficient of an element of S. Multiplying Eq.(2.2) on the left by m,
yields men−1 = 0, if n − 1 ≥ 2, since men = 0 and MR is reduced. Thus en−1x ∈
`R[x](S) = `R[x]((x)E). Hence en−1x ◦ (x)E = 0 and e1en−1 = 0. Continuing this
process yields e1e2 = e1e3 = · · · = e1en = 0. Since (x)E = (x)E ◦ (x)E and
e1e2 = e1e3 = · · · = e1en = 0, by comparing the coefficients of x2, we have
e2 = e2e1. Hence e2 = 0, since e2

1 = e1 and R is commutative. By comparing
coefficients of x3 in (x)E = (x)E ◦ (x)E, we have e3 = e3e1 = 0. Continuing this
process yields, en = en−1 = · · · = e2 = 0. Therefore `R[x](S) = `R[x](e1x). �

Proposition 2.5. Let M be a reduced R-module and R be a commutative ring. If
M [x] ∈ B`2, then M ∈ Br2.

Proof. Let S be a non-empty subset of M and Sx = {mx|m ∈ S} ⊆ M [x]. Then
`R[x](Sx) = `R[x](ex), for an idempotent e ∈ R, by Proposition 2.4. We claim
rR(S) = rR(e). Let a ∈ rR(e). Then ea = 0 and ax◦ex = 0. Hence ax ∈ `R[x](ex) =
`R[x](Sx), and so ax◦mx = max = 0 for each m ∈ S. Thus a ∈ rR(S). Now, let b ∈
rR(S). Then bx ◦mx = mbx = 0 for each m ∈ S. Hence bx ∈ `R[x](Sx) = `R[x](ex),
and bx ◦ ex = ebx = 0. Thus b ∈ rR(e). Therefore rR(S) = rR(e). �
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The converse of Proposition 2.5, is not true in general. The following example
shows that there exists a finite module M over a commutative ring R such that
M ∈ Br1 ∪ Br2 but M [x] /∈ B`2.

Example 2.6. Let R = M = Z6 and S = {2x2 + 4x}. By Proposition 2.4, the
possible idempotents (x)E ∈ Z6[x] such that `Z6[x](S) = `Z6[x]((x)E) are either x
or 4x or 3x. Note that 3x ∈ `Z6[x](S), but 3x /∈ `Z6[x](3x). Also 1 ∈ `Z6[x](S), but
1 /∈ `Z6[x](4x) and 1 /∈ `Z6[x](x). Therefore, there is no idempotent (x)E ∈ Z6[x]
such that `Z6[x](S) = `Z6[x]((x)E). Consequently, Z6[x] /∈ B`2.

If (x)m =
∑n

i=0 mix
i ∈ M [x], let S∗m = {m1, · · · ,mn}.

We now turn to the problem of extending Baer-type annihilator conditions
from M to M0[x].

Proposition 2.7. Let M be a reduced module over a ring R. Then
1. M ∈ Br1 if and only if M0[x] ∈ B`1 as a left near R0[x]-module.
2. if M ∈ Br2, then M0[x] ∈ B`2 as a left near R0[x]-module. The converse is

true, if R is commutative.

Proof. (1) Assume M ∈ Br1 and S is a non-empty subset of M0[x]. Then T =
∪f∈SS∗f is a non-empty subset of M . Hence rR(T ) = eR for some idempotent
e ∈ R. We show that `R0[x](S) = R0[x] ◦ ex. Let (x)m =

∑n
i=1 mix

i ∈ S. Then ex ◦
(x)m =

∑
i=1 miex

i = 0. Thus R0[x] ◦ ex ⊆ `R0[x](S). Now let (x)f =
∑t

j=1 ajx
j ∈

`R0[x](S). Then aj ∈ rR(T ) for all 1 ≤ j ≤ t, as in the proof of Proposition 2.3.
Therefore aj = eaj for all 1 ≤ j ≤ t. Hence (x)f =

∑t
j=1 ajx

j =
∑t

j=1 eajx
j =∑t

j=1 ajx
j ◦ex ∈ R0[x]◦ex. Consequently, M0[x] ∈ B`1 as a left near R0[x]-module.

Now assume M0[x] ∈ B`1 as a left near R0[x]-module. Let S be a non-empty
subset of M and define Sx = {mx|m ∈ S}. Then `R0[x](Sx) = R0[x] ◦ ex for some
idempotent e ∈ R, by Proposition 2.4. For each mx ∈ Sx, 0 = ex◦mx = mex. Then
e ∈ rR(S). Now assume a ∈ rR(S). Then ax ◦mx = max = 0 for each mx ∈ Sx.
Thus ax ∈ `R0[x](Sx) = R0[x] ◦ ex and ax = ax ◦ ex. Hence a = ea ∈ eR. Thus
rR(S) = eR and so M ∈ Br1.

(2) Assume M ∈ Br2. Let S be a non-empty subset of M0[x]. By a similar
construction used in the proof of (1), we have rR(T ) = rR(e) for some idempotent
e ∈ R. We show `R0[x](S) = `R0[x](ex). Let (x)f =

∑t
j=1 ajx

j ∈ `R0[x](ex). Then
(x)f ◦ ex = e.(x)f = 0. Hence eai = 0 for each i. Therefore `R0[x](ex) ⊆ `R0[x](S).
Now, let (x)g =

∑n
j=1 bjx

j ∈ `R0[x](S). Then bj ∈ rR(T ) = rR(e) for each 1 ≤
j ≤ n, as in the proof of Proposition 2.3. Thus (x)g ◦ ex = e.(x)g = 0. Therefore
`R0[x](S) = `R0[x](ex) and so M0[x] ∈ B`2.

Assume M0[x] ∈ B`2 and R be a commutative ring. Let S be a non-empty
subset of M and define Sx = {mx|m ∈ S}. Then `R0[x](Sx) = `R0[x](ex) for some
idempotent ex ∈ R0[x], by Proposition 2.4. We show that rR(S) = rR(e). Let
a ∈ rR(S). Then ax ◦mx = max = 0, for each mx ∈ Sx. Hence ax ∈ `R0[x](Sx) =
`R0[x](ex). Thus ax ◦ ex = eax = 0 and a ∈ rR(e). Therefore rR(S) ⊆ rR(e). Now
let b ∈ rR(e). Then bx ◦ ex = ebx = 0, so bx ∈ `R0[x](Sx). Thus bx ◦mx = mbx = 0,
for all m ∈ S. Therefore b ∈ rR(S) and so M ∈ Br2. �

Theorem 2.8. Let M be a reduced module. Then the following are equivalent:
1. MR is a Baer right R-module;
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2. (M [x],+, .) is a Baer right R[x]-module;
3. (M0[x],+, ◦) ∈ B`1 as a left near R0[x]-module.

Proof. (1) ⇔ (2) It follows from ([11], Theorem 2.5).
(2) ⇔ (3) It follows from Proposition 2.7. �

Corollary 2.9. ([3], Corollary 3.9) Let R be a reduced ring. Then the following are
equivalent:

1. R is Baer;
2. (R[x],+, .) is Baer;
3. (R0[x],+, ◦) ∈ B`1.

Proposition 2.10. Let M be a right near N -module. Let N1 be a subnearring of N
which contains all the idempotents of N . Let M1 be a subnear N1-module of M .
If M ∈ Br1(Br2) as a right near N -module, then M1 ∈ Br1(Br2) as a right near
N1-module.

Proof. Assume M ∈ Br1. Let S be a nonempty subset of M1. There exists an
idempotent e ∈ N such that rN (S) = eN . Note that eN1 ⊆ N1 and eN1 ⊆
eN = rN (S), and so eN1 ⊆ rN1(S). On the other hand, let a ∈ rN1(S). Then
a ∈ rN (S) = eN and so a = ea ∈ eN1, and thus rN1(S) = eN1. Hence M1 ∈ Br1.
Assume M ∈ Br2. Then rN (S) = rN (e) for some idempotent e ∈ N . We show
that rN1(S) = rN1(e). If a ∈ rN1(S), then a ∈ rN (S) and so ea = 0. Therefore
a ∈ rN1(e). On the other hand, if b ∈ rN1(e), then b ∈ rN (e) = rN (S). That is
mb = 0 for all m ∈ S, and so b ∈ rN1(S). Hence rN1(S) = rN1(e) and M1 ∈ Br2 as
a right near N1-module. �

Proposition 2.11. Assume that M is a reduced R-module. Let S be the subnearring
of R0[x] generated by {ex|e2 = e ∈ R} and T be a subnearring of R0[x]. Let X be
a subnear T -module of R0[x] and S ⊆ T .

1. If M0[x] ∈ B`1 as a left near R0[x]-module, then X ∈ B`1 as a left near
T -module.

2. If R is a commutative ring and M0[x] ∈ B`2 as a left near R0[x]-module, then
X ∈ B`2 as a left near T -module.

Proof. Follows from Propositions 2.4 and 2.10. �

Example 2.12. By Proposition 2.11, the following near modules satisfy B`1 when
M is a reduced and Baer R-module. They also, satisfy B`2, when M is a reduced
R-module, R is commutative and M ∈ Br2:

1. {mx |m ∈ M} as a left near {ax|a ∈ R}-module;
2. M0[x] as a left near {ax|a ∈ R}-module;
3. M0[x] as a left near {(x)f =

∑n
i=1 a2i−1x

2i−1 ∈ R0[x] | a2i−1 ∈ R,n ∈ N}-
module;

4. {(x)m =
∑n

i=1 m2i−1x
2i−1 ∈ M0[x] |m2i−1 ∈ M,n ∈ N} as a left near

{(x)f =
∑n

i=1 a2i−1x
2i−1 ∈ R0[x] | a2i−1 ∈ R,n ∈ N}-module;

5. {(x)m =
∑n

i=1 m2i−1x
2i−1 ∈ M0[x] |m2i−1 ∈ M,n ∈ N} as a left near {ax|a ∈

R}-module;
6. M0[x] as a left near E0[x]-module where E is a subring containing all idem-

potents of R.
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