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೯دایا...1
است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و نخورم حسرت

می�داري. دوست تو که آنچنان اما کنم،
رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو پاي به بردن
که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از
شگفتی نیروي بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاك هواي

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�هاي و ساده کلمات زیر در که را
امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از من، نگاه در
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاري بی�پاداش،
در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان

کن. روزي بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی

ت



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

محسن دکتر آقایان خود، راهنماي استادان بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه طهرانی، احسنی حجت دکتر و نظري

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده�
تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که عباس�نژاد علی دکتر آقاي جناب از
کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این آماده�سازي در و فرمودند
عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در دارم. را امتنان

را. مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد و

૚ඇ൚োهآساگ࢓ඥرਅی
ඵෑر۱۳۹۲

ث
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چکیده

معکوس روش به فلزي تیغه یک در مکان با متغیر حرارتی هدایت ضریب رساله، این در
بنابراین باشد. ناهمگن ماده یک می�تواند بحث مورد ماده است. شده زده تخمین حرارتی
معادلات در حرارتی هدایت ضریب مکانی تغییرات و بوده مکان تابع حرارتی هدایت ضریب
(یک ناپایا هدایتی حرارت انتقال معادله مسئله، بر حاکم معادلات است. شده لحاظ حاکم
زمانی هاي گیري اندازه از استفاده با معکوس، حرارتی روش در می�باشد. بعدي) دو - بعدي
حرارتی هدایت (ضریب هدف تابع تخمین به حساسیت، تابع ومحاسبه حسگرها، محل دمادر
داده قرار فعال غیر دیواره یا و فعال دیواره روي می�توانند حسگرها است. شده پرداخته محلی)
لحاظ محاسبات در نیز مربعات حداقل مجموع خطاي و مربعات میانگین جذر خطاي شود.
دلیل (به ایراد داراي نقاط تخمین جمله از فراوان، صنعتی کاربرد داراي مساله این است. شده
شده ریخته�گري قطعات عیب�یابی در زیادي اهمیت همچنین است. ماده در ساخت) پروسه
اندازه�گیري و دسترس قابل حرارتی عکس�برداري از استفاده با دما که است این بر فرض دارد.
می�شود. استفاده حرارتی هدایت ضریب تخمین براي شده اندازه�گیري دماي مقادیر از و بوده
به�کار هدف تابع بهینه�سازي براي حرارتی معکوس روش یک عنوان به مزدوج گرادیان روش
قرار استفاده مورد مهندسی مسائل از بسیاري سازي بهینه براي روش این است. شده گرفته
هدایت ضریب معکوس، روش کارائی سنجش براي می�باشد. قبولی قابل دقت داراي و گرفته
صورت به نظیر معکوس روش است. شده تخمین�زده مثلثی و دو درجه توابع صورت به حرارتی
مقادیر با معکوس روش از آمده به��دست نتایج است. شده پیاده�سازي کامپیوتري برنامه یک
مقالات بررسی به باتوجه . است. شده� بحث نتایج صحت مورد در و شده مقایسه نیز واقعی
صفحه یک در و محلی تابع یک عنوان به حرارتی هدایت ضریب تخمین موجود، گزارشات و

است. معکوس حرارت انتقال مباحث در جدیدي کار بعدي، دو همگن غیر

مزدوج، ،روشگرادیان حرارتی هدایت معکوس،ضریب هدایتی حرارت انتقال کلماتکلیدي:
حرارتی عکس�برداري
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معکوس انتقال مسائل کاربرد و نظریه زمینه در زیادي علاقه�مندي�هاي اخیر سال�هاي در
علوم شاخه�هاي تمام در تقریباً علاقه�مندي و مسئله این است. شده ایجاد (IHTP ) گرما1
فیزیکدان�ها ریاضی�دان�ها، هسته�اي، شیمی، هوافضا، مکانیک، مهندسی نظیر مهندسی و پایه
دارند. ذهن در آن از متفاوتی کاربرد�هاي گروه هر که به�طوري است شده ایجاد آماردان�ها و
دیفرانسیل معادلات با که می�باشند حرارت انتقال مسائل شامل مهندسی مسائل از بسیاري
مرزي، شرایط هندسه، مستقیم حرارت انتقال مسائل در می�شوند. تعریف معمولی یا پاره�اي
ناحیه داخل در دما توزیع محاسبه، هدف و می�باشند معلوم ترموفیزیکی خواص و اولیه شرط
انتقال مسائل در می�شود. حاصل عددي یا تحلیلی شکل به معادلات حل با که می�باشد حل
استفاده با آن�ها تخمین هدف، و بوده نامعلوم اطلاعات این از تعدادي یا یکی معکوس حرارت
این .[1] می�باشد حل ناحیه داخل در شده اندازه�گیري دماهاي مثل دیگر اضافی اطلاعات از
و طراحی شناخت، و تعیین زمینه�هاي در ترموفیزیک و مکانیک مهندسی علوم در مسائل
و تئوري تحقیقات بین تعامل کردن نزدیک معکوس مسأله مزیت یک می�شوند. ظاهر کنترل

می�باشد. مسأله مورد در بیشتر اطلاعات آوردن به�دست منظور به عملی
نوع از اینکه به بسته شده انجام حرارت انتقال طبیعت برحسب می�توان را معکوس مسائل
نمود دسته�بندي باشد فاز تغییر با همراه یا و آن�ها از ترکیبی یا و تشعشع جابجایی، هدایت،
خواص مرزي، معکوس می�تواند معکوس مسأله مجهول علت، نوع اساس بر همچنین، .[2]

باشد. منبع عبارت یا و حل ناحیه هندسه پسرو، یا اولیه شرط ترموفیزیکی،
معادله آن�ها کردند. حل را معکوس مسأله یک اولیه حل�هاي روش از استفاده با وي3 و هون2
فرضکردند. مجهول شرط به�عنوان را مرزي یکشرط و گرفتند درنظر را هدایت حرارت انتقال
گرمایی ظرفیت تخمین [4] مرجع در .[3] داشت روش این بالاي دقت از حکایت آن�ها نتایج
لونبرگ-مارکات4 روش از استفاده با ترموفیزیکی خواص مسأله یک عنوان به زنده بافت یک در
تفاوت این با کرد حل را وي و هون مسأله همان 5 مرا دیگر تحقیقی در است. شده بررسی

1Inverse Heat Transfer Problem
2Hon
3Wei
4Levenberg-Marquardt
5Mera
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انجماد خط آوردن به�دست گرفت. درنظر معکوس مسأله مجهول عنوان به را اولیه شرط که
معکوس مسائل از نمونه یک عنوان به دما اندازه�گیري طریق از انجماد حال در مذاب یک در

.[5] می�شود محسوب حل ناحیه هندسه نوع از
در کوچکی تغییر هر و می�آید به�حساب 6 بدوضع مسائل جزو حرارت انتقال معکوس مسأله
معکوس مسأله حل دلیل به�همین و شود جواب در فاحشی تغییر به منجر می�تواند ورودي
جزء استاندارد حرارت انتقال مسئله حالی�که در است. مشابه مستقیم مسأله از مشکل�تر بسیار
توسط بار اولین که وضع خوش مسئله یک حل براي می�باشد. 7 وضع خوش مسائل کلاس

شود: آورده بر را زیر شرط سه باید است، شده معرفی [6] 8 هادامارد
باشد. داشته وجود باید مسئله جواب *

باشد. یکتا باید مسئله جواب *
پایداري). شرایط (یعنی باشد پایدار ورودي هاي کوچکداده تغییرات تحت باید مسئله جواب *
است. حساس بسیار ورودي داده�هاي اندازه�گیري در تصادفی خطاهاي به معکوس مسائل اغلب،
مورد پایداري شرط کردن آورده بر منظور به مسائل این حل براي خاصی تکنیک�هاي بنابراین

بود. خواهد نیاز
از .[7] شد نوشته استولز9 توسط 1960 سال در معکوس مسأله حل در مشهور مقاله اولین
می�طلبد. را متفاوتی راهبردهاي نیز آن حل دارد، متفاوتی ماهیت�هاي معکوس مسأله که آنجا
بین این در شده�اند. ارائه هدایتی معکوس مسائل حل براي زیادي روش�هاي گذشته دهه در

می�شوند. محسوب اصلی ابزارهاي جزو محدود المان و محدود تفاضل روش
با گرفته، قرار آتش معرض در که دیوار یک سطح از گذرنده حرارتی شار مستقیم اندازه�گیري
به می�تواند موضوع این اما است، دشواري بسیار موضوع معمول و سنتی روش�هاي از استفاده
پایین�تر معین موقعیت یک در دما ثبت از استفاده با معکوس آنالیز به�کارگیري طریق از آسانی
حرارتی هدایت مسئله از همکارانش و جانکی 2004 سال در شود. زده تخمین حرارت سطح از

6Ill- posed
7Well-Posed
8Hadamard
9Stolz
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ایجاد فرآیند و کردند استفاده میکروالکترونیکی مدارهاي حرارتی تحلیل و تجزیه در معکوس
را مختلف معکوس مسائل حل براي ممکن کاربردهاي و الکترونیکی میکرو مدار حرارتی مدل
حل منظور به معکوسی روش همکارانش و چاوین 2009 سال در .[8] دادند قرار بحث مورد
کردند. تشریح و معرفی آن�ها حرارتی ویژگی�هاي برآورد و دیوار�ها در حرارت انتقال مشکل
طور به ساختمان بیرونی پوشش و دیوار�ها حرارتی ویژگی�هاي می�شود سعی آن در که روشی
آزمایش�هاي از آمده به�دست نتایج شود. ارزیابی آزمایشگاهی روش�هاي از استفاده با و دقیق
روش در آمده به�دست داده�هاي که می�دهد نشان سنگین بتنی دیوار یک روي شده انجام
اجراي طریق از که می�دهد نشان خوبی به مطالعات دارد. مطابقت مستقیم روش با معکوس
امکان�پذیر تغییرات این وقوع زمان نیز و دیوار اجزاي در داده رخ تغییرات تشخیص روش، این
دانه ویژه گرمایی ظرفیت و حرارتی رسانایی همکارانش و کاي 2010 سال در . [9] است
شستشو فرآیند در آمده دست به نتایج که زدند تخمین معکوس روش از استفاده با را چریش10
روش از همکاران و لینان 2011 سال در .[10] می�باشد مفید چریش دانه کردن خشک و
توزیع تخمین جهت به متغیره چند حرارت هدایت مسئله پایدار برآورد براي مزدوج گرادیان
استفاده بعدي دو حرارت هدایت سیستم یک همرفتی حرارت انتقال ضریب و مرزي دماي
به می�تواند شده ارائه مزدوج گرادیان روش که می�دهد نشان آن�ها آزمایشات نتایج کردند.
تعداد هنگامی�که و کند کمک بالاتر دقتی با متغیره چند معکوس حرارتی هدایت مسئله حل
خطاهاي شامل شده گیري اندازه دماهاي و می�یابد مناسبی کاهش دما گیري اندازه نقاط
2012 سال در .[11] می�آید دست به روش این از بخشی رضایت نتایج می�باشند، محاسباتی
انتقال مسئله حل جهت الحاقی مسئله با همراه مزدوج گرادیان روش از محمدیون، و رحیمی
یک داخل در را زمان تابع حرارتی منبع یک قدرت و کردند استفاده معکوس هدایت حرارت
مستطیل یک داخل به هندسی منظم غیر ناحیه این زدند. تخمین هندسی منظم غیر ناحیه
هر داخل در معکوس حرارتی هدایت مسائل حل براي می�تواند که طوري به شده داده انتقال

.[12] گیرد قرار استفاده مورد باشد مستطیل یک به کردن پیدا انتقال قابل که ناحیه�اي
را نظر مورد خواص قبولی قابل دقت با نمی�تواند کلاسیکی روش�هاي که شرایطی در معمولاً

10Neem Seeds
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حرارت انتقال تکنیک از باشد استفاده قابل غیر شده تخمین�زده خواص آن�که یا و �بزند تخمین
با مکان با متغیر حرارتی هدایت ضریب تخمین رساله این هدف می�شود. استفاده معکوس
بسیاري در حرارتی هدایت ضریب تعیین می�باشد. معکوس حرارت انتقال روش�هاي از استفاده
براي حرارتی هدایت دقیق پیش�بینی به�خصوص است. ضروري حرارتی مدیریت سیستم�هاي از
قابل تاثیر حرارتی هدایت همچنین است. ضروري مطلوب حرارتی سیستم یک به یافتن دست
و است گرم مواد که زمانی در دما توزیع و حرارت جریان میزان تحلیل و تجزیه در توجهی
شده گرفته نظر در مکانی تغییرات به توجه با دارد. حرارتی ناپایدار مسائل تحلیل و تجزیه در
شده ریخته�گري قطعات عیب�یابی در زیادي اهمیت مسئله این حرارتی، هدایت ضریب براي

دارد.
می�باشد: فصل 6 شامل رساله این

انتقال نرخ معادلات و فیزیکی مبانی شامل اولیه، مفاهیم و تعاریف فصل این در اول: فصل
دو و یک�بعدي حالت در حرارتی هدایت معادلات سازي گسسته روش�هاي همچنین حرارت،

است. شده بیان بعدي
بنیادي، مفاهیم شامل گرما معکوس انتقال مسائل مورد در کلی بحث فصل این در دوم: فصل
است. شده ارائه آن�ها حل مختلف تکنیک�هاي مورد در کلی نگاه و بندي تقسیم کاربردها،

استفاده براي نیاز مورد ریاضیات پیش�زمینه کردن فراهم فصل این اصلی هدف سوم: فصل
گرفته نظر در روش چهار می�باشد. معکوس حرارت انتقال مسائل حل تکنیک�هاي از برخی از

از: عبارتند رساله این در شده
پارامتر تخمین براي لونبرگ روش :1 تکنیک

پارامتر تخمین براي مزدوج گرادیان روش :2 تکنیک
پارامتر تخمین براي الحاقی مسئله همراه به مزدوج گرادیان روش :3 تکنیک
تابع تخمین براي الحاقی مسئله همراه به مزدوج گرادیان روش :4 تکنیک

شده�اند، انتخاب رساله این در بالا روش ۴ اما هستند دسترس در نیز دیگر تکنیک�هاي چه اگر
به مربوط مشکلات بر تا هستند قدرتمند و راست سر متنوع، عمومی، کافی قدر به ها آن زیرا

5



تکراري، روش جمله از روش، هر اساسی گام�هاي کند. غلبه گرما معکوس انتقال مسائل حل
روش یک همچنین است. شده شرح�داده مفصل طور به محاسباتی الگوریتم�هاي و توقف معیار

است. شده ارائه فصل این در حساسیت ضریب تعیین براي
معادلات و شده گرفته نظر در بعدي یک آزمون مسئله یک فصل این در چهارم: فصل
فصل در شده ارائه روش�هاي از استفاده با است. شده معرفی آن حل نحوه و مسئله بر حاکم
مسئله حل با فرض�شده، آزمون مسئله دماي وتوزیع شده سازي گسسته حاکم معادلات اول،
مسئله معادلات (دقیق) تحلیلی حل روش سپس است. آمده به�دست حرارتی هدایت مستقیم

شده�اند. مقایسه هم با حل هردو از حاصل نتایج و است شده شرح�داده داده�شده آزمون
فصل� در آن�ها حل نحوه و شده ارائه حاکم معادلات به توجه با فصل این در پنجم: فصل
روش یک به�عنوان مزدوج گرادیان روش شد. ارائه معکوس مسئله حل از حاصل نتایج قبل،
نظیر معکوس روش که است. شده گرفته به�کار هدف تابع بهینه�سازي براي حرارتی معکوس
صحت از اطمینان و ارزیابی منظور به است. شده پیاده�سازي رایانه�اي برنامه یک صورت به
مثلثی و دو درجه توابع صورت به حرارتی هدایت ضریب شده، گرفته به�کار معکوس روش
مجموع خطاي و مربعات میانگین جذر خطاي شدند. ارائه مربوط نمودارهاي و شد تخمین�زده

است. شده محاسبه حاصل نتایج دقت تخمین براي نیز مربعات حداقل
این در روزانه، زندگی در بعدي دو حرارت هدایت مسئله اهمیت به توجه با ششم: فصل
و داده تعمیم بعد دو به را چهارم فصل در شده توصیف بعدي یک حرارتی هدایت مسئله فصل
در که کارآمد روش یک از استفاده با ابتدا است. شده معرفی آن�ها حل نحوه و حاکم معادلات
دماي توزیع و شده سازي گسسته دوبعدي حرارت هدایت معادلات شده داده شرح اول فصل
سازي پیاده رایانه�اي برنامه یک به�صورت که مستقیم مسئله حل با شده داده آزمون مسئله
حاصل نتایج و شد. داده شرح بعدي دو معادلات تحلیلی حل روش سپس آمد. به�دست شده

شد. مقایسه باهم تحلیلی حل و عددي حل از
براي است. شده ارائه بعدي دو حرارتی هدایت معادلات عددي حل نتایج فصل این ادامه در
بهینه�سازي براي حرارتی معکوس روش یک به�عنوان مزدوج گرادیان روش نیز بعدي دو حالت
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رویه یک صورت به حرارتی هدایت ضریب روش این در است. شده گرفته به�کار هدف تابع
حرارتی هدایت ضریب تخمین در معکوس روش کارائی برآورد براي شد. زده تخمین دو درجه
حرارتی هدایت ضریب تخمین از حاصل نتایج ادامه در شد. انجام آزمایشعددي یک بعدي دو

است. شده ارائه مربوط نمودارهاي همراه به دوبعدي،
مورد نتایج با آن�ها از حاصل نتایج که می�آید به�شمار رساله این مطالعات اصل ،4-6 فصل�هاي
ارائه آتی کارهاي براي پیشنهاداتی و نتیجه�گیري نیز فصل انتهاي در است. سازگار انتظار،

است. شده
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2 فصل

اولیه ومفاهیم تعاریف
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می�یابد؟ انتقال چگونه و چیست گرما 1-2
می�باشد: « چیست حرارت انتقال » سؤال به کننده�اي قانع پاسخ زیر کلی ولی ساده تعریف

می�یابد». انتقال حرارت درجه اختلاف به�علت که می�شود گفته انرژي از نوعی به حرارت انتقال »
اتفاق حرارت انتقال باشد داشته وجود اجسام بین یا محیط یک در دما اختلاف هنگامی�که

می�افتد.
هنگامی�که می�نامیم. حرارتی انتقال مکانیزم�هاي را حرارت انتقال فرآیند�هاي مختلف انواع
از دارد، وجود باشد سیال یا جامد می�تواند که ساکن محیط یک در حرارت درجه گرادیان
طرفی از می�شود. استفاده محیط این در حرارت انتقال نوع معرفی براي 1 « هدایت » کلمه
سیال یک و سطح یک بین حرارت انتقال که می�رود کار به هنگامی 2 جابجایی» » کلمه
از است عبارت حرارت انتقال نوع سومین باشد. داشته وجود مختلف دماهاي با متحرك
امواج بصورت را انرژي باشد، معین دماي داراي که سطوحی کلیه حرارتی»3. تشعشع »
نباشد، سطح دو بین حائلی هیچگونه اگر بنابراین، می�کنند. صادر خود از الکترومغناطیس

داشت. خواهد وجود متفاوت دماي با سطح دو بین تشعشع بواسطه خالص حرارت انتقال

حرارت انتقال نرخ معادلات و فیزیکی مفاهیم 2-2
وجود هدایتی صورت به گرما انتقال آن�ها در که می�پردازیم مواردي بررسی به فصل این در
براي می�تواند خواننده می�دهیم. توضیح کیفی طور به را حالت این مکانیسم چگونگی و دارد
مراجع به تشعشع، روش به گرما انتقال و جابجایی روش به گرما انتقال مکانیسم با آشنایی

کند. مراجعه [14 ،13]

هدایت روش به گرما انتقال 1-2-2
بالا دما ناحیه از انرژي دارد، وجود جسمی در دما گرادیان وقتی که است داده نشان تجربه
منتقل رسانش طریق از انرژي که می�گوییم حالت این در می�شود. منتقل پایین دما ناحیه به

1Conduction
2Convection
3Radiation
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است. متناسب عمود جهت در دما گرادیان با سطح، واحد بر گرما انتقال آهنگ و است شده
q

A
∼ ∂T

∂x

داریم: تناسب ثابت افزودن با
q = −KA∂T

∂x
(1-2)

K مثبت ثابت گرماست. جریان سوي در دما گرادیان ∂T
∂x

و گرما انتقال آهنگ q آن در که
ترمودینامیک دوم قانون رعایت خاطر به منفی علامت و می�نامیم گرمایی رسانش ضریب را
باید گرما می�شود، دیده 1-2 شکل مختصات دستگاه در که همانطور یعنی است، شده انتخاب
دارد). جریان می�یابد کاهش دما که جهتی در (گرما باشد داشته نزولی سیر دما به نسبت
تحلیلی بررسی در که فوریه ژوزف فرانسوي فیزیکدان ریاضی- افتخار به را (1-2) معادله

گرما جریان جهت وار طرح نمودار :1-2 شکل

توجه باید می�نامند. فوریه گرمایی رسانش قانون داشت، بزرگی سهم رسانشی گرماي انتقال
یکاي با گرما جریان که دستگاهی در و است گرمایی رسانندگی تعریف (1-2) معادله که کنید

است. سلسیوس درجه بر متر بر وات K یکاي می�شود، سنجیده وات
جسم در گرما انتقال بر حاکم اساسی معادله یافتن مسئله ،(1-2) معادله از استفاده با اکنون
در سیستم اگر بگیرید. نظر در را 2-2 شکل بعدي یک سیستم می�کنیم. بررسی را جامد
رسیدن براي ما و است ساده مسئله نکند، تغییر زمان به نسبت دما اگر یعنی باشد، پایدار حالت
اما بدهیم. قرار آن در را مناسب مقادیر و بگیریم انتگرال (1-2) معادله از باید فقط پاسخ به
داشته وجود چاهک�هایی یا چشمه جسم در اگر یا کند تغییر زمان با جامد جسم دماي اگر
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بعد یک در گرما رسانش بررسی به مربوط حجمی عنصر :2-2 شکل

و می�کند تغییر زمان با دما آن در که را عمومی حالتی شد. خواهد پیچیده�تر وضعیت باشد،
انرژي موازنه ،dx ضخامت با عنصري براي می�گیریم. نظر در دارد، گرمایی چشمه�هاي جسم

نوشت: زیر صورت به می�توان را

چپ سمت رویه به ورودي +انرژي عنصر در شده تولید انرژي =

داخلی انرژي تغییر + راست سمت رویه از خروجی انرژي

می�شوند: داده زیر صورت به انرژي مقدار این

چپ سمت رویه به ورودي qx=انرژي = −KA∂T
∂x

عنصر در شده تولید qAdx=انرژي

داخلی انرژي ρcA∂T=تغییر
∂τ

dx

راست سمت رویه از خروجی =انرژي

qx+dx = −KA∂T
∂x

]x+dx = −A[K∂T

∂x
+

∂

∂x
(K

∂T

∂x
)dx]

حسب بر جسم ویژه گرماي c ، W
m٣ حسب بر حجم واحد در شده تولید انرژي q آن در که

می�دهد: دست به چنین بالا روابط ترکیب است. kg
m٣ حسب بر چگالی ρ و j

kg.◦C

−KA∂T
∂x

+ qAdx = ρcA
∂T

∂τ
dx− A[K

∂T

∂x
+

∂

∂x
(K

∂T

∂x
)dx] (2-2)
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یا
∂

∂x
(K

∂T

∂x
) + q = ρc

∂T

∂τ
(3-2)

بعد، یک از بیش در گرما جریان بررسی براي است. بعد یک در گرمایی رسانش معادله که
سه مختصات دستگاه در را واحد حجم از شده خارج و به شده وارد گرمایی رسانش باید تنها
است: زیر صورت به انرژي موازنه رابطه حالت این در بگیریم. نظر در شکل2-3(آ) مانند بعدي

qx + qy + qz + qgen = qx+dx + qy+dy + qz+dz +
dE

dτ

می�شوند: داده زیر صورت به انرژي مقادیر و

qx = −Kdydz∂T
∂x

qx+dx = −[K
∂T

∂x
+

∂

∂x
(K

∂T

∂x
)dx]dydz

qy = −Kdxdz∂T
∂y

qy+dy = −[K
∂T

∂y
+

∂

∂y
(K

∂T

∂y
dy]dxdz

qz = −Kdxdy∂T
∂z

qz+dz = −[K
∂T

∂z
+

∂

∂z
(K

∂T

∂z
)dz]dxdy

qgen = q dx dy dz

dE

dτ
= ρcdxdydz

∂T

∂τ

از: است عبارت بعد سه در گرما رسانش کلی معادله بنابراین

∂

∂x
(K

∂T

∂x
) +

∂

∂y
(K

∂T

∂y
) +

∂

∂z
(K

∂T

∂z
) + q = ρc

∂T

∂τ
(4-2)

می�نویسیم: زیر صورت به را (4-2) معادله ثابت، گرمایی رسانندگی براي

∂٢T

∂x٢ +
∂٢T

∂y٢ +
∂٢T

∂z٢ +
q

K
=

١
α

∂T

∂τ
(5-2)
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(ب) (آ)

(ج)

(ب)مختصات قائم (آ)مختصات بعد: سه در گرما رسانش بررسی به مربوط حجم عنصر :3-2 شکل
کروي مختصات (ج) استوانه�اي

گرما باشد، بزرگتر α هرچه می�نامیم. ماده گرمایی پخشندگی را α =
K

ρc
مقدار آن در که

تشکیل کمیت�هاي آزمودن با می�توانید را پدیده این شد. خواهد پخش جسم در سریعتر
رسانندگی بودن بزرگ از ناشی می�تواند هم α مقدار بودن بزرگ کنید. بررسی α دهنده
بودن کوچک از می�تواند هم و است، انرژي انتقال سریع آهنگ دهنده نشان که باشد، گرمایی
مقدار که است معنی این به گرمایی ظرفیت بودن کوچک شود. ناشی ρc گرمایی ظرفیت
انرژي رو این از می�شود، آن دماي افزایش صرف و جذب جسم داخل از عبوري انرژي از کمی
ثانیه بر مربع متر ،α گرمایی، پخشندگی یکاي بود. خواهد دسترس در انتقال براي بیشتري

است.
در را آن اول جمله دو فقط و نوشته تیلور سري صورت به را x+ dx جمله بالا، مشتق�هاي در

ایم. گرفته نظر
کروي یا استوانه�اي صورت به را (5-2) معادله می�توانیم ریاضی، استاندارد روش�هاي به توجه با

داریم: نتیجه در بنویسیم.
اي استوانه مختصات

∂٢T

∂r٢ +
١
r

∂T

∂r
+

١
r٢
∂٢T

∂ϕ٢ +
∂٢T

∂z٢ +
q

K
=

١
α

∂T

∂τ
(6-2)
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کروي مختصات
١
r

∂٢

∂r٢ (rT ) +
١

r٢sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂T

∂θ
) +

١
r٢sin٢θ

∂٢T

∂ϕ٢ +
q

K
=

١
α

∂T

∂τ
(7-2)

و (2-3(ب)) قسمت در به�ترتیب را (7-2) و (6-2) معادله��هاي به مربوط مختصات دستگاه
داده�ایم. نشان 3-2 شکل از (2-3(ج))

هستند. بالا در شده گفته کلی معادله�هاي از ویژه�اي حالت�هاي تنها کاربردي مسایل از بسیاري
می�آوریم را کلی معادله�هاي کاربرد چند از ساده�اي نمایششکل اینجا در بیشتر راهنمایی براي

.[17 ،16 ،15]
( گرما تولید بدون ) پایدار حالت در و بعد یک در گرما جریان

d٢T

dx٢ = ٠ (8-2)

است. q ثابت مقدار با (1-2) معادله همان معادله این که کنید توجه
گرما تولید بدون ) استوانه�اي مختصات در پایدار حالت در و بعد یک در گرما جریان

(
d٢T

dr٢ +
١
r

dT

dr
= ٠ (9-2)

گرمایی چشمه�هاي با پایدار حالت در و بعد یک در گرما جریان
d٢T

dx٢ +
q

K
= ٠ (10-2)

گرمایی چشمه�هاي بدون پایدار حالت در و بعد دو در گرما جریان
∂٢T

∂x٢ +
∂٢T

∂y٢ = ٠ (11-2)

پاره�اي دیفرانسیل معادلات دسته�بندي 3-2
است. مهندسی علوم در مسائل ترین مطرح از یکی سیالات مکانیک در حاکم معادلات حل
پاره�اي دیفرانسیل معادله صورت به سیالات مکانیک پایه قوانین فرمول�بندي موارد اغلب در
ظاهر دوم مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادلات صورت به معادلات بیشتر اي)4درمی�آید. دي (پی

4Partial Differential Equation
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عموما، برخوردارند. ویژه�اي اهمیت از حرارت انتقال و سیالات مکانیک در بنابراین و می�شوند
وابسته و غیرخطی پاره�اي دیفرانسیل معادلات یکمجموعه مکانیکسیالات در حاکم معادلات
در شوند. حل مختلف مرزي و اولیه شرایط با ناهموار قلمرو یک در باید که می�کنند ایجاد را
شرایط اعمال با است. محدود بسیار سیالات مکانیک معادلات تحلیلی حل موارد، بیشتر
با پاره�اي دیفرانسیل معادلات یک مثال به�عنوان می�شوند. تنگ�تر محدودیت�ها این مرزي،
شده�اند) داده مرزها در وابسته متغیر مقادیر آن در که شرطی (یعنی دیریشله مرزي شرایط
شرایط با اي پاره دیفرانسیل معادله همان حالی�که در باشد. تحلیلی حل داراي است ممکن
است ممکن می�شود) داده مرزها در وابسته متغیر عمودي گرادیان آن در (که نیومن مرزي
معادله نوع به پاره�اي دیفرانسیل معادله یک حل روش که آن�جا از باشد. نداشته تحلیلی حل
نیز مرزي شرایط و اولیه شرایط اعمال کرد. مشخص باید را آن�ها مختلف انواع دارد، بستگی
انتقال و سیالات دینامیک در حاکم معادلات بیشتر .[19 ،18] دارد بستگی معادله نوع به
بندي دسته رو ازاین و می�شوند بیان دوم مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادلات صورت به حرارت

می�کنیم. بررسی فصل این در را آن�ها

خطی غیر و خطی ي پاره�ا دیفرانسیل معادلات 4-2
معادله وارد خطی صورت به آن مشتق�هاي و وابسته متغیر خطی، دیفرانسیل معادله یک در
و وابسته متغیرهاي ضرب حاصل خطی غیر دیفرانسیل معادلات در صورتی�که در می�شوند.
خواننده معادلات دسته این جزئیات مطالعه براي می�شود. دیده آن مشتق�هاي حاصل�ضرب یا

کند. مراجعه [20] منبع به می�تواند

دوم مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادلات 5-2
بگیرید: نظر در را زیر معادله دوم، مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادلات بندي دسته براي

A
∂٢ϕ

∂x٢ +B
∂٢ϕ

∂x∂y
+ C

∂٢ϕ

∂y٢ +D
∂ϕ

∂x
+ E

∂ϕ

∂y
+ Fϕ+G = ٠

15



وابسته متغیر و xوy مستقل متغیرهاي از توابعی A,B,C,D,E, F,G ضرایب کلی، حالت در
جواب، این باشد. دیفرانسیل معادله جواب�هاي از یکی ϕ = ϕ(x, y) کنید فرض هستند. ϕ
این کرد. رسم آن روي می�توان را فضایی منحنی�هاي که فضاست در سطحی نشان�دهنده
منحنی�هاي به�نام و می�سازند مربوط به�هم را دیفرانسیل معادله مختلف جواب�هاي منحنی�ها

معروفند. مشخصه
عبارت علامت به بسته شد اشاره آن به پیشتر که دومی مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادله

میشود: بندي دسته زیر صورت به B٢ − ۴AC

B٢ − ۴AC < ٠ بیضوي الف)
B٢ − ۴AC = ٠ سهموي ب)
B٢ − ۴AC > ٠ هذلولوي ج)

سهموي پاره�اي دیفرانسیل معادلات 6-2
در که می�شوند. نوشته سهموي معادلات صورت به اغلب سیالات مکانیک در حرکت معادلات
این از نمونه�اي حرارت هدایت غیردائم معادله می�کنیم. بررسی را معادلات دسته این ادامه

است. فرمول�بندي نوع

محدود تفاضل فرمولبندي 1-6-2
است دوم مرتبه سهموي پاره�اي دیفرانسیل معادله از نمونه�اي حرارت هدایت دائم غیر معادله

.[14] می�کنیم بررسی بعدي یک حالت در آن�را که
است: زیر صورت به نظر مورد معادله

∂u

∂t
= α

∂٢u

∂x٢ (12-2)

است. ثابتی مقدار α معادله این در
می�توان (12-2) معادله مشتق�هاي دادن نشان براي مختلفی محدود تفاضل تقریبهاي از

داریم: نشان�دهیم ∆t مرتبه پیشروي تفاضل تقریب با را ∂u
∂t

اگر کرد. استفاده
∂u

∂t
=
un+١
i − uni
∆t

+O(∆t) (13-2)
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صورت به را (12-2) معادله انتشار، جمله براي (∆x)مرتبه٢ مرکزي تفاضل تقریب از استفاده با
می�زنیم. تقریب زیر

un+١
i − uni
∆t

= α
uni+١ − ٢uni + uni−١

(∆x)٢ (14-2)

می�کنیم. محاسبه زیر صورت به آن�را و است معادله مجهول تنها un+١
i معادله این در

un+١
i = uni +

α(∆t)

(∆x)٢ (u
n
i+١ − ٢uni + uni−١) (15-2)

است. درآمده جبري معادله یک صورت به دوم مرتبه پاره�اي دیفرانسیل معادله نتیجه در
مقادیر می�بینید. 4-2 شکل در را (15-2) معادله در رفته کار به شبکه نقاط تصویري نمایش

صریح فرمولبندي نقاط شبکه :4-2 شکل

یعنی است. معلوم اولیه شرایط یا قبلی گام حل نتایج از n زمانی مقطع در وابسته متغیر
حل، شروع براي وابسته�اند. قبلی مرحله به تنها n + ١ زمانی مقطع در شده محاسبه مقادیر
به که پیوسته�اي معادله فرمول�بندي به شوند. مشخص باید مرزي شرط دو و اولیه شرایط
حسب بر را مجهول یک تنها و ((15-2) معادله (مانند درآمد محدودي تفاضل معادله صورت

می�گویند. 5 روشصریح می�کند، بیان معلوم مقادیر
زمانی مقطع در را حاصل معادلات دارد، مجهول یک تنها محدود تفاضل معادله هر که ازآنجا
جواب که کنید فرض حال آیند. به�دست مجهول مقادیر تا می�کنیم حل جداگانه n + ١

مقادیر و رفته پیش زمان در صریح محدود تفاضل روش یک از پاره�اي دیفرانسیل معادله یک
در که است ذکر شایان ببینید). را 5-2 باشد.(شکل آمده بدست n + ۴ زمان در مجهول

5Explicit method
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صریح فرمولبندي در مرزي شرایط اثر :5-2 شکل

محاسبات در n+ ۴ مرحله مرزي شرایط به مربوط اطلاعات n+ ۴ زمان در مجهول محاسبه
زمانی گام یک اندازه به مرزي شرایط صریح، فرمول�بندي یک در بنابراین نمی�شود. منظور
فرمول�بندي در که می�کنیم بررسی را روشی بعد مرحله در دارند. تاخیر محاسبات به نسبت
محدود تفاضل تقریب از هرگاه می�شود. منظور محاسبات در زمانی گام هر مرزي شرایط آن
مشتق براي دوم مرتبه مرکزي محدود تفاضل تقریب و زمانی مشتق براي اول مرتبه پسروي

می�آید. در زیر صورت به معادله شود، استفاده مکانی

un+١
i − uni
∆t

= α
un+١
i+١ − ٢un+١

i + un+١
i−١

(∆x)٢ (16-2)

رفته کار به شبکه نقاط 6-2 شکل در دارد. وجود un+١
i+١ ،un+١

i ،un+١
i−١ مجهول سه معادله این در
می�بینید. را (16-2) معادله در

معادلات این است. نیاز مرتبط6 محدود تفاضل معادلات دسته یک به مجهول�ها محاسبه براي
معادله آنکه براي می�آوریم. بدست شبکه نقاط همه براي محدود تفاضل معادلات نوشتن با را

می�نویسیم: زیر صورت به آن�را کنیم، حل استاندارد روش به را (16-2)
α∆t

(∆x)٢u
n+١
i−١ − [١ + ٢ α∆t

(∆x)٢ ]u
n+١
i +

α∆t

(∆x)٢u
n+١
i+١ = −uni (17-2)

روش محدوداست تفاضل معادله هر در مجهول یک از بیش شامل که را فرمول�بندي اینگونه
می�نامند. ضمنی7

6Coupled
7Implicit method
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ضمنی فرمولبندي نقاط شبکه :6-2 شکل

وهمچنین cni ،bni ،ani صورت ١+unبه
i+١ ،un+١

i ،un+١
i−١ جمله�هاي ضرائب تعریف با را (17-2) معادله

می�نویسیم: زیر کلی شکل به Dn
i صورت به آن راست سمت تعریف

ani u
n+١
i−١ + bni u

n+١
i + cni u

n+١
i+١ = Dn

i (18-2)

در و می�نویسیم جلوتر زمانی مقطع در شبکه نقاط تمام براي را محدود تفاضل معادله این
ماتریسی صورت به را معادلات این هرگاه می�آید. بدست جبري معادلات از مجموعه�اي نتیجه

بود. قطري8خواهد سه آن ضرائب ماتریس بنویسیم،
یک در که است این مهم نکته پیوسته، معادله گسسته�سازي9یک روش دو با آشنایی از پس
مکانی گام و ∆t زمانی گام با رابطه در اما و است. مناسب�تر روش کدام ببینیم خاص مساله
و بود خواهد پایدار حل روش آیا چیست؟ حل در مکانی گام انتخاب تاثیر کرد؟ باید چه ∆x

است؟ چقدر آن دقت میزان

صریح روشهاي 2-6-2
می�شود. معرفی سهموي معادلات حل در استفاده مورد صریح روش�هاي از یکی بخش این در

8Tridiagonal
9Discretization
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مکان به نسبت مرکزي تفاضل و زمان به نسبت پیشرو روش

تفاضل تقریب و زمانی مشتق�هاي براي پیشرو تفاضل تقریب از شد، بحث پیشتر که همان�گونه
می�شود: نتیجه (12-2) معادله در مکانی مشتق�هاي براي مرکزي

un+١
i = uni +

α(∆t)

(∆x)٢ (u
n
i+١ − ٢uni + uni−١) (19-2)

پایدار صورتی در معادله این حل که داد نشان می�توان است. [(∆t), (∆x)٢] مرتبه از که
شکل4-2 در (19-2) معادله در استفاده مورد شبکه نقاط .[20] باشد α(∆t)

(∆x)٢ ≤ ١
٢ که است

است. شده نشان�داده

ضمنی روشهاي 3-6-2
شد، گسسته�سازي زیر صورت به (12-2) مدل معادله وقتی�که

un+١
i − uni
∆t

= α
un+١
i+١ − ٢un+١

i + un+١
i−١

(∆x)٢ (20-2)

شد. ظاهر محدود تفاضل معادله در مجهول یک از بیش زیرا نامیدیم ضمنی معادله را آن
زمان افزایش باعث که کرد حل باید همزمان طور به را معادلات از مجموعه�اي نتیجه در
تفاضل معادلات پایداري مهم فایده داراي ضمنی روش�هاي می�شود. زمانی گام هر در محاسبه
این در بزرگتر زمانی گام�هاي بنابراین .[20] پایدارند شرط و بی�قید آن�ها بیشتر زیرا محدودند،
می�شود، محدود مساله دقت به توجه با بزرگتر زمانی گام انتخاب حال به�هر است. مجاز روش
در می�شود. محدود تفاضل معادله کردن گرد خطاي افزایش به منجر زمانی گام افزایش زیرا

می�دهیم. شرح را ضمنی روشهاي در متداول هاي فرمول�بندي از یکی بخش این
کرانک-نیکولسون10 روش

n زمانی مقطع در مرکزي تفاضل�هاي متوسط مقدار با را (12-2) معادله در انتشار عبارت اگر
است: زیر صورت به حاصل منفصل معادله کنیم، جایگزین n+ ١ و

un+١
i − uni
∆t

= α(
١
٢)[

un+١
i+١ − ٢un+١

i + un+١
i−١

(∆x)٢ +
uni+١ − ٢uni + uni−١

(∆x)٢ ] (21-2)
10The Crank-Nicolson Method
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یعنی است. ∆t٢ زمانی گام با مرکزي تفاضل تقریب معادله، چپ سمت که دانست باید
∂u

∂t
=
un+١
i − uni
٢(∆t

٢ )
(22-2)

مرکزي تقریب معادله چپ سمت 7-2 شکل شبکه، نقاط دیدگاه از است. (∆t)٢ مرتبه از که
است. نقطه همان در انتشار جمله متوسط راست سمت حالی�که در است، A نقطه در ∂u

∂t

روش از استفاده با است. زیر صورت به زمانی گام دو در محاسبات جمع حاصل روش این
داریم: صریح

کرانک-نیکولسون ضمنی روش نقاط شبکه :7-2 شکل

u
n+ ١

٢
i − uni

∆t

٢

= α
uni−١ − ٢uni + uni+١

(∆x)٢ (23-2)

ضمنی روش از استفاده با حالی�که در

un+١
i − u

n+ ١
٢

i

∆t

٢

= α
un+١
i−١ − ٢un+١

i + un+١
i+١

(∆x)٢ (24-2)

داریم: (24-2) و (23-2) معادلات جمع از

un+١
i − uni
∆t

= α(
١
٢)[

un+١
i+١ − ٢un+١

i + un+١
i−١

(∆x)٢ +
uni+١ − ٢uni + uni−١

(∆x)٢ ] (25-2)

است. دشوار زمانی مشتق براي (∆t)٢ مرتبه تشخیص امکان تحلیل این با که است گفتنی
از روش این یعنی است. [(∆t)٢, (∆x)٢] مرتبه از و پایدار شرط و قید بی ضمنی روش این

است. دوم مرتبه
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بعدي دو سهموي معادلات 7-2
پاره�اي دیفرانسیل معادلات براي را مختلفی محدود تفاضل فرمول�بندي�هاي مرحله، این تا
بخش این در کردیم. بررسی بعدي، یک و دائم غیر مدل معادله گرفتن نظر در با سهموي
مدل معادله می�دهیم. نشان آن براي را مفیدي حل روش و تعمیم مکانی بعد دو به را مسئله

بگیرید. نظر در را زیر
∂u

∂t
= α(

∂٢u

∂x٢ +
∂٢u

∂y٢ ) (26-2)

است. ثابتی مقدار α آن در که
پیشرو تفاضل از آن در که بگیرید نظر در زیر محدود تفاضل معادله با را ضمنی فرمول�بندي

می�شود. استفاده مکان مشتق�هاي براي مرکزي تفاضل و زمان مشتق براي

un+١
i,j − uni,j

∆t
= α[

un+١
i+١,j − ٢un+١

i,j + un+١
i−١,j

(∆x)٢ +
un+١
i,j+١ − ٢un+١

i,j + un+١
i,j−١

(∆y)٢ ] (27-2)

داریم: آن از که

dxu
n+١
i+١,j + dxu

n+١
i−١,j − (٢dx + ٢dy + ١)un+١

i,j + dyu
n+١
i,j−١ + dyu

n+١
i,j+١ = −uni,j (28-2)

(28-2) معادله f با راست طرف همچنین و e, d, c, b, a با مجهول جمله�هاي ضرائب تعریف با
می�نویسیم. زیر به�شکل را

ai,ju
n+١
i+١,j + bi,ju

n+١
i−١,j + ci,ju

n+١
i,j + di,ju

n+١
i,j−١ + ei,ju

n+١
i,j+١ = fi,j (29-2)

قطري پنج آن ضرائب ماتریس بنویسیم، ماتریسی شکل به را فوق معادلات مجموعه اگر که
پنج دستگاه یک حل روش که است. شده نشان�داده 8-2 شکل در روش این بود. خواهد
روش آن، کارایی عدم و کاستیها کردن برطرف براي روش یک دارد. لازم زیادي زمان قطري
روش این در است. 11(ADI) متغیر جهت با ضمنی روش روش، این نام است. کردن جدا
معادلات شوند. حل ترتیب به باید که می�شود ایجاد همزمان قطري سه معادلات دسته دو

است[21]: زیر صورت به ADI فرمول�بندي با (18-2) مدل محدود تفاضل
11Alternating Direction Implicit
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(28-2) معادله براي 5 در 5 شبکه :8-2 شکل

u
n+ ١

٢
i,j − uni,j

∆t
٢

= α[
u
n+ ١

٢
i+١,j − ٢un+

١
٢

i,j + u
n+ ١

٢
i−١,j

(∆x)٢ +
uni,j+١ − ٢uni,j + uni,j−١

(∆y)٢ ] (30-2)

و
un+١
i,j − u

n+ ١
٢

i,j

∆t
٢

= α[
u
n+ ١

٢
i+١,j − ٢un+

١
٢

i,j + u
n+ ١

٢
i−١,j

(∆x)٢ +
un+١
i,j+١ − ٢un+١

i,j + un+١
i,j−١

(∆y)٢ ] (31-2)

و (30-2) معادلات است. پایدار شرط و بی�قید و [(∆t)٢, (∆x)٢, (∆y)٢] مرتبه از روش این
می�شوند. نوشته زیر قطري سه� شکل به (31-2)

−d١u
n+ ١

٢
i−١,j +(٢+١d١)u

n+ ١
٢

i,j − d١u
n+ ١

٢
i+١,j = d٢u

n
i,j+١ +(٢−١d٢)u

n
i,j + d٢u

n
i,j−١ (32-2)

و
−d٢u

n+١
i−١,j+(٢+١d٢)u

n+١
i,j −d٢u

n+١
i+١,j = d١u

n+ ١
٢

i,j+١+(٢−١d١)u
n+ ١

٢
i,j +d١u

n+ ١
٢

i,j−١ (33-2)

آن در که

d١ =
١
٢dx =

١
٢ .

α∆t

(∆x)٢

d٢ =
١
٢dy =

١
٢ .

α∆t

(∆y)٢

ضمنی xجهت در (32-2) معادله فرمول�بندي می�شود. آغاز (32-2) دستگاه حل با روشحل
جواب می�گویند. xجهت در روبیدن12 را مرحله این در حل بنابراین است. صریح y جهت در و
می�کند فراهم را (33-2) معادله راست برايسمت نیاز مورد داده�هاي (32-2) قطري سه معادله

12Sweep
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کرد. حل را (33-2) قطري سه معادله بتوان تا
جهت در روبیدن به و است صریح x جهت در و ضمنی y جهت در محدود تفاضل معادله این

است. شده نشان�داده 9-2 شکل در روش این است. معروف y

ADI روش در شبکه :9-2 شکل
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3 فصل

بنیادي مفاهیم

25



کاربردها، بنیادي، مفاهیم شامل معکوسگرما انتقال مسائل مورد در کلی بحث فصل این در
کرد. خوهیم ارائه را آن�ها حل مختلف هاي تکنیک مورد در کلی نگاه و بندي تقسیم

گرما معکوس انتقال مسئله مفهوم 1-3
بعدي تک و استاندارد مسئله از پیروي و گرفتن نظر در با IHTP مفهوم فیزیکی اهمیت
قطعه این در گرما توزیع ابتدا در می�شود. دیده بهتر L ضخامت به قطعه یک در گرما رسانش
می�شود اعمال X = ٠ مرز روي F (t) گرماي شار ،t > ٠ زمان از بعد بود. خواهد F (x) برابر
به مسئله این ریاضی فرمول می�شود. نگه�داشته TL ثابت دماي در X = L مرز حالی�که در

می�شود: داده زیر صورت

∂

∂X
(k
∂T

∂X
) = ρcp

∂T

∂t
٠ < X < L, t > ٠

−k ∂T
∂X

= F (t) X = ٠, t > ٠

T = TL X = L, t > ٠

T = F (x) t = ٠,٠ < X < L

(1-3)

K و cp،ρ ترموفیزیکی خواص و F (x) اولیه شرایط ،TL و F (t) مرزي شرایط حالتی�که براي
T (x, t) دما توزیع تعیین طریق از (1-3) معادلات با شده داده مسئله هستند، معین همگی
مسئله مسئله، این می�شود. گرفته نظر در مکان و دما از تابعی عنوان به قطعه داخلی ناحیه در

می�شود. نامیده مستقیم
این با می�گیریم نظر در را (1-3) معادلات با شده داده مسئله با مشابه مسئله یک ما اکنون
دیگر کمیت�هاي تمامی اما است نامعلوم X = ٠ سطح در F (t) مرزي شرط تابع که تفاوت
خواهد F (t) تابع تعیین ما هدف می�باشد. معلوم F (x) و TL ،K ،cp، ρ نظیر (1-3) معادله در
یک در T (Xmeas, ti)دماهاي مرزي، شرایط مورد در اطلاعات کمبود جبران منظور به بود.
٠ < t ≤ tf معین زمانی بازه روي بر i = ١, ..., I ،ti مختلف زمان�هاي در Xmeas داخلی نقطه
تابع تخمین با زیرا است معکوس مسئله یک این می�شود. اندازه�گیري است، نهایی زمان tf که
می�شود استفاده دلیل این به تخمین واژه این�جا در بود. خواهد همراه F (t) نامعلوم سطحی
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بود. خواهد اندازه�گیري خطاهاي شامل معکوس آنالیز در شده اندازه�گیري دمایی داده�هاي که
شرط F (t) (یعنی می�آید به�دست معکوس آنالیز طریق از که کمیتی گیري، نتیجه عنوان به
می�شود. شامل را اندازه�گیري خطاهاي با تخمینی یک اما نیست دقیق بالا) مثال در مرزي

می�شود: داده زیر رابطه با معکوس مسئله این ریاضی فرمول�نویسی سپس،
∂

∂X
(k
∂T

∂X
) = ρcp

∂T

∂t
٠ < X < L,٠ < t ≤ tf

−k ∂T
∂X

= F (t) =? X = ٠,٠ < t ≤ tf

T = TL X = L,٠ < t ≤ tf

T = F (x) t = ٠,٠ < X < L

(2-3)

داده زیر رابطه با ti مختلف زمان�هاي در Xmeas داخلی مکان یک در دما اندازه�گیري�هاي و
می�شود:

T (Xmeas, ti) = Yi X = Xmeas t = ti(i = ١,٢, ..., I)

استهنگامی�که جامد جسم در T (x, t)دمایی میدان آوردن به�دست مستقیم مسئله اصلی هدف
ترموفیزیکی خواص اولیه، شرط آن، پارامترهاي و مرزي شرایط (شامل دیگر خصوصیات همه
هدف دیگر، به�عبارت باشد. معین باشد) داشته وجود اینکه شرط به انرژي تولید و محیط
اندازه�گیري دماي دانستن طریق از نامعلوم خصوصیت چند یا یک تخمین معکوس مسئله
می�شوند داده معلول�ها مستقیم مسئله در می�باشد. محیط معین قسمت�هاي از برخی در شده
معلول�ها) (یا معلول و می�شود داده علت معکوس مسئله در حالی�که در می�شود تعیین علت و

می�شوند. زده تخمین
رو این از است. نامعلوم F (t) مرزي سطحی تابع بالا، قسمت در شده داده معکوس مسئله در
مسائل مشابه، طور به بود. خواهد مرزي معکوس حرارت انتقال مسئله یک نظر مورد مسئله
و معلوم غیر ترموفیزیکی خواص انرژي، تولید اولیه شرط با می�توان را معکوس حرارت انتقال
را رسانش به مربوط معکوس حرارت انتقال مسئله یک ما تاکنون کرد. تصور می�توان آن غیر
یا سطح از تابش همرفت، براي را معکوس مسائل می�توانیم مشابه طور به گرفته�ایم. نظر در

.[1] باشیم داشته موارد دیگر و گرما انتقال از آمیخته حالت�هاي و جسم
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حل تابع تخمین تقریب یک به�عنوان یا پارامتر تخمین یک به�عنوان می�تواند معکوس مسائل
معکوس مسئله باشد، دسترس در نامعلوم کمیت تابعی شکل از اطلاعات از برخی اگر شود.
معادلات با شده داده مرزي معکوس مسئله بیایید می�انجامد. نامعلوم پارامترهاي تخمین به
زمانی جمله�اي چند یک با F (t) نامعلوم تابع که کنیم فرض و بگیریم درنظر را (2-3) و (1-3)

شود: داده زیر به�صورت

F (t) = P١ + P٢t+ P٣t
٢ + ...+ PN t

N−١

صورت به عمومی�تر خطی شکل یا
F (t) =

N∑
j=١

PjCj(t) (3-3)

در نامعلوم زمانی تابع عنوان به Cj(t) و نامعلوم�اند ثابت�هاي (j = ١,٢, ..., N) ،Pj آن در که
تخمین� مسئله به F (t) نامعلوم تابع زدن تخمین معکوس مسئله بنابراین می�شود. گرفته نظر
N که است آن بر فرض آن در که می�یابد کاهش Pj هاي پارامتر از محدودي تعداد یک زدن
ترموفیزیکی خواص آوردن دست به پارامترها زدن تخمین از دیگري مثال شود. انتخاب پارامتر
نمایان ρcp حجمی گرمایی ظرفیت یا K گرمایی رسانندگی نظیر می�باشد نامعلوم ثابت�هاي
دسترس در نامعلوم کمیت تابعی فرم مورد در اطلاعاتی هیچ�گونه اگر .(2-3) معادلات در شده
بعدي بی�نهایت فضاي یک در تابع زدن تخمین تقریب یک عنوان به معکوس مسئله نباشد،
و پارامتر یک زدن تخمین نظیر معکوس مسئله�هاي حل روش�هاي می�شود. گرفته نظر در

شد. خواهند ارائه آینده فصل در تابع تخمین تقریب

گرما معکوس انتقال کاربردي زمینه�هاي 2-3
روش�هاي از استفاده مکان، و دما به وابسته خواصترموفیزیکی داراي مدرن مرکب مواد ظهور با
عملکرد مشابه، طور به بود. نخواهد بخش رضایت مواد ترموفیزیکی خواص تعیین براي سنتی
خواص وضعیت تخمین در دقت دلیل همین به است، شده پیشرفته پیش از بیش مدرن صنایع
معکوسگرما انتقال مسئله تقریب است. شده ضروري واقعی عملکرد شرایط تحت ترمرفیزیکی

کند. ارائه می�تواند وضعیت�هایی چنین براي را کننده�اي قانع جواب�هاي
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آزمایش�ها و تجربه�ها تا می�سازد قادر را آن که است به�صورتی IHTP پیشرفت مبناي و اصول
نواحی شامل IHTP روش�هاي عملی کاربردهاي کند. نزدیک واقعی شرایط به امکان حد تا را

بود: خواهد زیر مشخص
مواد خواص .مثلاً [29-26] ،[107 ،91 ،65 ،47 ،24 ،2] مواد ترموفیزیکی خواص تخمین *
شمش گرمایی رسانندگی دمایی وابستگی تخمین و زمین جو به بازگشتشان حین گرما محافظ

آن. آب�دادن حین در شده خنک فلزي
نیمه- مواد پراکندگی و انتشار کردن، جذب در مرزي شرایط و کپه�اي تابش خواص تخمین *

.[103-97] شفاف
.[86-84] انجماد حین در جامد-مایع سطح حرکت کنترل *

لوله مجراي درون اجباري، همرفت جریان در مرزي گرماي شار و ورودي شرایط تخمین *
.[106 ،77 ،76 ،68] آب

در فلزي قالب و فلز انجماد مشترك سطح بین ما زمان با متغییر نامعلوم رسانش تخمین *
ریخته�گري. حین

.[71] دوره�اي تماس در سطوح، بین ما مشترك سطح رسانش تخمین *
. [25] برودتی و گرمازا پانل�هاي سطح از شده منعکس تابشی خواص کنترل و نظارت *

.[72] واکنش تابع تخمین *
.[121 ،104] لاستیک بهبود و بازسازي فرآیند بهینه�سازي و کنترل *

.[92 ،89 ،88] اجسام مرزي شکل�هاي تخمین *
خواهد دشوار بسیار یا ممکن غیر امر یک سنتی روش�هاي با کمیت�هایی چنین تخمین�زدن
شد خواهد انجام مسایلی چنین حل تنها نه گرما معکوس انتقال تحلیل کاربرد با اما بود.
بیشتري شتاب و سرعت تجربی کارهاي و می�یابد افزایش مطالعه مورد اطلاعات میزان بلکه

می�گیرند.
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انتقال مسائل براي حل روش�هاي از کلی نگاه یک 3-3
گرما معکوس

چنین کرد. خواهیم ارائه را IHTP حل براي شده استفاده مختلف روش�هاي زیر در ما
براي روش�هایی ارائه بنابراین هستند. نیازمند وابسته مستقیم مسائل حل به عموماً روش�هایی
دشوار بسیار آن�ها به وابسته مستقیم مسائل حل گرفتن نظر در بدون معکوس مسائل حل

شود: طبقه�بندي زیر گروه�هاي در می�تواند روش�هایی چنین بود. خواهد
.[36-30] انتگرال معادله تقریب -1

.[47-39] انتگرال تبدیل تکنیک�هاي -2
.[51-48] سري�ها حل 3-تقریب
.[54-52] جمله�اي چند 4-تقریب

.[57-55] هایپربولیک گرما رسانش معادله -5
مرزي عناصر ،[86-78] محدود عناصر ، [77-58] متناهی تفاضلات نظیر عددي 6-روش�هاي

.[118-90]
نظیر پارازیت حاوي ورودي داده�هاي کردن فیلتر همراه به فضایی پیشروي تکنیک�هاي -7

.[93 ،66 ،39] دارد وجود همگرایی روش در که آنچه
.[94] تکراري فیلترکردن 8-تکنیک�هاي

.[96-95] ،[92] -پایا حالت 9-تکنیک�هاي
.[61 ،58 ،33 ،2] Beck پی در پی تابع کردن معین 10-روش

،[99 ،97 ،47 ،24] مربعات - کمینه فرم سازي مینیمم براي 1 لونبرگ-مارکات روش -11
.[113-106]

.[120-93] 2 تیخانو سازي منظم 12-تقریب
پارامترها. و تابع تخمین براي تکراري سازي منظم روش�هاي -13

1Levenberg-Marquardt
2Tikhonov
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.3 تکوینی 14-الگوریتم�هاي
معکوس انتقال مسائل حل براي متنوعی روش�هاي که پیداست شده ذکر روش�هاي مرور از
شده پیشنهاد معیار�هاي از برخی تا می�رسد نظر به ضروري بنابراین است. شده استفاده گرما

کنیم: فهرست و لیست را IHTP حل روش�هاي ارزیابی براي
دقیق باید شده پیش�بینی کمیت باشند، داشته بالایی دقت شده اندازه�گیري داده�هاي اگر -1

. آید دست به
. باشد پایدار اندازه�گیري خطاهاي به نسبت باید روش -2

براي گوناگونی آماري فرضیات تا بدهد اجازه و باشد داشته آماري اساس یک باید روش -3
. شود گرفته نظر در اندازه�گیري خطاهاي

. باشد شده هموار قبل از ورودي داده�هاي به نیازمند نباید روش -4
باشد. پایدار کوچک زمانی بازه�هاي یا گام�ها براي باید روش -5
. آید به�دست حسگر چند یا یک از باید دمایی اندازه�گیري -6

به قادر باید روش بنابراین باشد. نامعلوم توابع اول مشتق بودن پیوسته نیازمند نباید روش -7
باشد. برشی ناپیوستگی با توابعی آوردن به�دست

نیاز مورد نباید چشمه یا نامعلوم سطحی گرماي شار یک اعمال شروع دقیق زمان داشتن -8
شود. واقع

شود. محدود اندازه�گیري�ها از ثابتی تعداد به نباید روش -9
متحرك، مرزهاي مرکب، جامد شامل پیچیده فیزیکی محیط�هاي با تا باشد قادر باید روش -10
گرما، انتقال از شده ترکیب مدهاي همرفتی، و تابشی گرماي انتقال دما، به وابسته خواص

کند. عمل اقلیدسی) (غیر نامنظم هندسه و بعدي چند مسائل
باشد. آسان رایانه�اي نویسی برنامه جهت باید روش -11

باشد. متعادل باید کامپیوتر ارزش و هزینه -12
باشد. داشته ریاضیات در زیادي مهارت نباید روش از استفاده�کننده -13

باشد. تعمیم قابل نامعلوم کمیت یک از بیش به باید 14-روش
3Genetic
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که ،S هدف، تابع می�شوند. حل هدف تابع یک کردن کمینه طریق از معکوس مسائل عموماً
دارد[24، نام معمولی مربعات کمینه فرم می�باشد واریانس کمینه با تخمین�هایی ارائه�کننده

می�شود: تعریف زیر صورت به که باقیمانده�ها) مجذور مجموع (یعنی [111

S = (Y − T )T (Y − T ) (4-3)

توان و دارند نام شده تخمین�زده و شده اندازه�گیري دما�هاي بردار به�ترتیب T و Y آن در که
که مستقیم مسائل حل از شده تخمین�زده دماهاي بود. خواهد بردار ترانهاده نشان�دهنده T
را زیر خاص حالت 3 اکنون ما می�آید. به�دست می�روند به�کار نامعلوم کمیت�هاي تخمین براي

می�گیریم: نظر در
آنالیز در و می�آید بدست i = ١, ..., I، ti زمان�هاي در تکی حسگر یک از Yi که هنگامی الف-
داده زیر رابطه با (Y − T )T باقیمانده�ها بردار ترانهاده می�گیرد، قرار استفاده مورد معکوس

می�شود:
(Y − T )T = (Y١ − T١, Y٢ − T٢, ...YI − TI) (5-3)

می�شود: نوشته زیر صورت به (4-3) معادله مربعات، کمینه فرم و
S = (Y − T )T (Y − T ) =

I∑
i=١

(Yi − Ti)
٢ (6-3)

باقیمانده�ها بردار ترانهاده می�شود معکوساستفاده آنالیز در چندگانه حسگرهاي از هنگامی�که ب-
می�شود: نوشته زیر به�صورت

(Y − T )T = (Y١ − T١, Y٢ − T٢, ...YI − TI) (7-3)

یعنی: می�باشد ،M حسگرها، تعداد برابر و افقی بردار یک Yi − Ti ،tiزمان براي آن در که
(Yi − Ti) = (Yi١ − Ti١, Yi٢ − Ti٢, ...YiM − TiM) (8-3)

دارد. اشاره حسگرها تعداد به نویس زیر دومین و ti زمان به زیرنویس اولین (8-3) معادله در
می�شود: نوشته زیر صورت به ،(4-3) معادله معمولی، مربعات کمینه فرم بنابراین

S = (Y − T )T (Y − T ) =
M∑

m=١

I∑
i=١

(Yim − Tim)
٢
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معمولی مربعات کمینه روش باشد، متفاوت کاملاً اندازه�گیري�ها معیار از انحراف مقادیر اگر ج-
به هدف تابع مواردي چنین در .[111 ،24] نمی�شود کمینه واریانس با تخمینی به منجر

می�شود: تعریف ،Sw ، وزن�دار مربعات کمینه فرم صورت

S = (Y − T )TW (Y − T ) (9-3)

کواریانس ماتریس عنوان به معمولاً ماتریسی چنین دارد. نام قطري وزنی ماتریس W که
ماتریس تکی، یکحسگر از اندازه�گیري�ها فرض با می�شود. گرفته نظر در اندازه�گیري خطاهاي

می�شود: تعریف زیر صورت به W وزنی

W =



١
σ٢

١
٠

١
σ٢

٢
.
.
.

٠ ١
σ٢
I


نوشت: زیر واضح�تر فرم به می�توان را (9-3) معادله با شده داده Sw و

Sw =
I∑

i=١

(Yi − Ti)
٢

σ٢
i

(10-3)

که مواردي براي مشابه طور به است. ti زمان در Yi اندازه�گیري معیار انحراف σi آن در که
شود: نوشته می�تواند زیر صورت به (9-3) معادله باشد حسگر M شامل

Sw =
M∑

m=١

I∑
i=١

(Yim − Tim)
٢

σ٢
im

(11-3)

است. ti زمان در ام m حسگر از Yim اندازه�گیري معیار از انحراف σim آن در که
لونبرگ-مارکات روش از استفاده با معکوس رسانشگرماي مسئله یک مفصل حل به بعد فصل
کلاس به مناسب توقف معیار با مزدوج گرادیان روش می�شود. مربوط مزدوج گرادیان روش و

است. متعلق تکراري سازي منظم تکنیک�هاي
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4 فصل

گرما معکوس انتقال مسائل حل روش�هاي
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حرارت انتقال مسئله حل و فرمول�بندي به مربوط عمومی اصول مورد در ما قبلی فصل در
براي نیاز مورد ریاضیات پیش�زمینه کردن فراهم فصل این اصلی هدف کردیم. بحث معکوس
در زیر روش چهار می�باشد. معکوس حرارت انتقال مسائل حل روش�هاي از برخی از استفاده

می�شود: گرفته نظر
پارامتر تخمین براي 1 لونبرگ روش :1 روش

پارامتر تخمین براي مزدوج گرادیان روش :2 روش
پارامتر تخمین براي الحاقی مسئله همراه به مزدوج گرادیان روش :3 روش
تابع تخمین براي الحاقی مسئله همراه به مزدوج گرادیان روش :4 روش

شده�اند، انتخاب رساله این در بالا روش ۴ اما هستند دسترس در نیز دیگر روش�هاي چه اگر
به مربوط مشکلات بر تا هستند قدرتمند و راست سر متنوع، عمومی، کافی قدر به آن�ها زیرا

کند. غلبه گرما معکوس انتقال مسائل حل
است. پارامتر تخمین جهت خطی مربعات کمترین مسائل حل براي تکراري روش یک روش1:
مربعات کمترین فرم کردن اصلاح با ١٩۴۴ سال در [121] لونبرگ توسط بار اولین روش این
از استفاده با را مشابه�اي روش مارکات2 ١٩۶٣ سال در بعدها است. آمده به�دست معمولی
در که آورد به�دست را روشی تا بود آن بر مارکات عقیده آورد. به�دست متفاوت تقریب یک

.[124-122] کند میل گاؤسی روش به معمولی مربعات کمترین فرم کمینه همسایگی
متنوعی معکوس مسائل حل براي و می�شود نامیده [128-121] 3 لونبرگ-مارکات روش این

می�رود. به�کار است نامعلوم پارامترهاي شامل که
حساسیت، ماتریس محاسبه نیازمند 1 روش از استفاده با پارامتر تخمین معکوس مسائل حل

می�شود: تعریف زیر صورت به ،Jij حساسیت، مؤلفه�هاي عناصر که دارد ،J

∂Ti
∂Pj

= Jij (1-4)

پارامترهاي تعداد N ، اندازه�گیري�ها تعداد I ،j = ١,٢, ..., N ،i = ١,٢, ..., I آن در که
1Levenberg
2Marquardt
3Levenberg-Marquardt
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می�باشد. شده زده تخمین پارامتر امین j ،Pj و شده زده تخمین دماي امین i ،Ti ، نامعلوم
براي اما می�باشد. مفید بسیار خطی غیر و خطی پارامتر تخمین مسائل حل براي 1 روش
زمان خاطر به است، نامعلوم پارامترهاي از زیادي تعداد شامل که خطی غیر تخمین مسائل

. است همراه مشکلاتی با معمولاً حساسیت ماتریس محاسبه در شده صرف
می�کند. استفاده پارامتر تخمین مسائل حل براي مزدوج گرادیان روشکمینه�کردن از روش2:
زمان�گیر فرآیند یک که است نیازمند ماتریسحساسیت محاسبه به روش این ،1 روش همانند
غیر مسائل در مخصوصاً باشد زیاد بسیار زده تخمین پارامترهاي تعداد که (هنگامی است.

خطی.)
-128] می�شود استفاده الحاقی مسئله همراه به مزدوج گرادیان روش از :4 و 3 روش�هاي

.[140
تعیین در زمان به وابسته توابع مؤلفه�هاي تخمین شامل مسائل حل براي مخصوصاً 3 روش
براي عبارت یک به 3 تکنیک در الحاقی مسئله از استفاده . است پایدار نامعلوم، تابع تقریبی
حساسیت ماتریس محاسبه بنابراین است، لاگرانژ ضریب شامل که می�انجامد گرادیان جهت

است. کمتري زمان نیازمند
شکل مورد در قبلی اطلاعات هیچ�گونه هنگامی�که و است تابع تخمین تقریب یک 4 روش
معیار همراه به 4 و3و 2 روش�هاي است. مفید بسیار نیست دسترس در نامعلوم کمیت تابعی
می�باشد. تکراري سازي منظم تکنیک کلاس به متعلق تکراري روش�هاي براي مناسب توقف
الگوریتم�هاي روش 4 این از کدام هر براي و می�کنیم توصیف را اساسی گام�هاي ما فصل این در
براي 3 و 2 و 1 روش�هاي کاربرد در مهمی نقش حساسیت مؤلفه�هاي می�کنیم. ارائه حل
خواهیم توصیف آن� محاسبه براي روش یک فصل این در رو این از دارد. پارامتر تخمین مسائل

کرد.
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پارامتر تخمین براي لونبرگ روش :1 روش 1-4
مسائل حل براي می�رود، به�کار خطی غیر پارامتر تخمین مسائل براي اساساً که لونبرگ روش
استفاده مورد دارند خطی الگوریتم�هاي استفاده و کاربرد براي بدي بسیار شرایط که خطی

می�گیرد. قرار
شود: دسته�بندي زیر صورت به می�تواند لونبرگ روش با معکوس حرارت انتقال مسائل حل

شامل که معکوس گرماي رسانش آزمون مسئله حل هنگام را بالا گام�هاي این از کدام هر ما
می�بریم: به�کار است زیر فیزیکی وضعیت

بگیرید. نظر در واحد بعد بدون ضخامت با فلزي صفحه یک در خطی گذراي گرماي رسانش
کاملاً X = ١ و X = ٠ در مرزها تمامی و دارد قرار صفر دماي در ابتدا در فلزي صفحه
سطح واحد ازاي به gp(t) قدرت با گرما منبع یک t > ٠ زمان در است. شده عایق�بندي
آزاد 1-4 شکل مطابق را خود انرژي و می�شود جایگزین X = ٠٫ ۵ فلزي صفحه وسط در
صورت به و می�باشد بعد بدون صورت به گرما رسانش مسئله این ریاضی فرمول�بندي می�کند.

مسئله مختصات و هندسه :1-4 شکل

می�شود: تعریف زیر
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∂٢T (x, t)

∂x٢ +gp(t)δ(x− ٠٫ ۵) = ∂T (x, t)

∂t
٠ < x < ١, t > ٠

∂T (٠, t)
∂x

= ٠ x = ٠, t > ٠

∂T (١, t)
∂x

= ٠ x = ١, t > ٠

T (x,٠) = ٠ t = ٠,٠ < x < ١

است. دیراك دلتاي تابع δ(.) آن در که

مستقیم: مسئله 1-1-4
زمان با متغیر gp(t) قدرت بالا، در شده توصیف فیزیکی مسئله به وابسته مستقیم مسئله در
صفحه در T (x, t) گذرا دمایی میدان تعیین مستقیم مسئله هدف آنگاه است. معلوم کاملاً

است. فلزي

معکوس: مسئله 2-1-4
اطلاعات است. معلوم نا و ناشناخته زمان، با متغیر gp(t)قدرت نظر، مورد معکوس مسئله براي
،ti زمان�هاي در X = Xmeas مکان در که گذرا دماي اندازه�گیري�هاي از آمده به�دست اضافی

می�شود. استفاده gp(t)تخمین براي می�شود گرفته i = ١, ..., I

به�فرم که طوري می�گیریم نظر در را نامعلوم gp(t) انرژي تولید تابع معکوس، مسئله حل براي
باشد: شده پارامتربندي زیر خطی عمومی

gp(t) =
N∑

j=١
PjCj(t) (2-4)

و B − Splines اي، جمله (چند معلوم زمانی توابع Cj(t) و نامعلوم کمیت�هاي Pj اینجا در
است. معین ،N پارامترها، کل تعداد بعلاوه هستند. غیره)

یک ،(2-4) معادله صورت به اما نامعلوم، gp(t) همراه به (1-4) معادلات با شده داده مسئله
این حل می�شوند. تخمین�زده Pj مؤلفه�هاي آن در که است معکوس گرماي رسانش مسئله
مینیمم فرم کمینه�سازي اساس بر نامعلوم پارامتر N تخمین براي گرما رسانشمعکوس مسئله

می�باشد. زیر به�صورت شده داده معمولی مربعات
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SP =
I∑

i=١
[Yi − Ti(P )]

٢ (3-4)

کمیت�هاي بردار P T = [P١, P٢, ..., PN ] هدف، تابع یا خطا مربعات مجموع S آن در که
اندازه�گیري دماي Yi = Y (ti) ،ti زمان در شده تخمین�زده دماي Ti(P ) = T (P, ti) نامعلوم،
I ≥ N که اندازه�گیري�هاست کل تعداد Iو نامعلوم پارامترهاي کل تعداد N ،ti زمان در شده

می�باشد.
با ،Xmeas گیري، اندازه مکان در مستقیم مسئله حل از Ti(P ) شده زده تخمین دماهاي

می�آید. به�دست (J = ١,٢, ..., N), Pj نامعلوم کمیت�هاي تخمین از استفاده
می�شود: نوشته زیر ماتریسی فرم به (3-4) معادله

S(P ) = [Y − T (P )]T [Y − T (P )] (4-4)

می�شود: تعریف زیر به�صورت [Y − T (P )]T و است ترانهاده علامت T توان آن در که

[Y − T (P )]T = [Y١ − T١, Y٢ − T٢, ..., YI − TI ] (5-4)

لونبرگ-مارکات روش براي تکراري روش 3-1-4
مشتق�هاي که داریم احتیاج (4-4) معادلات با شده داده مربعات می�نیمم فرم کردن کمینه براي
یعنی: دهیم قرار صفر برابر [P١, P٢, ..., PN ] نامعلوم پارمترهاي از یک هر به نسبت را S(P )

∂S(P )

∂P١
=
∂S(P )

∂P٢
= ... =

∂S(P )

∂PN

= ٠ (6-4)

گرادیان دادن قرار با ماتریسی صورت به می�تواند S(P ) کردن کمینه براي لازم شرایط چنین
یعنی: شود. داده نمایش صفر با برابر P برداري پارامترهاي به نسبت S(P )

∇S(P ) = ٢[−∂T
T (P )

∂P
][Y − T (P )] = ٠ (7-4)

39



آن: در که

∂T T (P )

∂P
=



∂

∂P١
∂

∂P٢
.
.
.
∂

∂PN


[T١, T٢, ..., TN ] (8-4)

یعنی: می�شود تعریف (8-4) معادله ترانهاده با J(P ) پاژاکوبی حساسیت ماتریس

J(P ) =

[
∂T (P )

∂P

]T
(9-4)

می�شود: نوشته زیر به�صورت حساسیت ماتریس واضح�تر به�صورت

J(P ) =

[
∂T (P )

∂P

]T
=



∂T١
∂P١

∂T١
∂P٢

∂T١
∂P٣

...
∂T١
∂PN

∂T٢
∂P١

∂T٢
∂P٢

∂T٢
∂P٣

...
∂T٢
∂PN

. . . .

. . . .

. . . .

∂TI
∂P١

∂TI
∂P٢

∂TI
∂P٣

...
∂TI
∂PN


(10-4)

ماتریس عناصر می�باشد. اندازه�گیري�ها کل تعداد Iو نامعلوم کمیت�هاي کل تعداد Nآن در که
مشتق به�عنوان Jij حساسیت مؤلفه بنابراین می�شوند. نامیده حساسیت مؤلفه�هاي حساسیت

یعنی: می�باشد Pj نامعلوم پارامتر به نسبت ti زمان در شده زده تخمین دماي اول
Jij =

∂Ti
∂Pj

(11-4)

(7-4) معادله براي می�شود داده (9-4) معادله با که حساسیت ماتریس تعریف از استفاده با
داشت: خواهیم

−٢JT (P )[Y − T (P )] = ٠ (12-4)

چنین در نیست. نامعلوم پارامترهاي تابع حساسیت ماتریس خطی، معکوس مسائل براي
حل زیر صورت به P نامعلوم کمیت�هاي از برداري به�صورت می�تواند (12-4) معادله موردي
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:[124] می�شود
P = (JTJ)−١JTY (13-4)

P نامعلوم پارامترهاي بردار از تابعی حساسیت ماتریس خطی، غیر معکوس مسائل براي
نیازمند تکراري روش یک به خطی غیر تخمین مسائل براي (12-4) معادله حل می�باشد.
این و می�آید به�دست ،T (P ) شده، تخمین�زده دماهاي بردار سازي خطی طریق از که است
صورت به سازي خطی چنین است. همراه K تکرار در PK حل حول تیلور سري بسط با روش

می�شود: داده زیر
T (P ) = T (PK) + JK(P − PK) (14-4)

آمده به�دست حساسیت ماتریس و شده تخمین�زده دماي به�ترتیب JK و T (PK) آن در که
مرتب طوري حاصله عبارت و (12-4) معادله جانشین (14-4) معادله دارد. نام K تکرار براي
آید به�دست P نامعلوم کمیت�هاي بردار آوردن به�دست براي زیر تکراري روش تا می�شود

.[124]
PK+١ = PK + [(JK)TJKJ−١(JK)T [Y − T (PK)] (15-4)

یک روشی چنین می�شود. نامیده گاؤس روش (15-4) معادله با شده داده تکراري روش
معادله که کنیم توجه باید .[123] است رافسون) - نیوتن (یا نیوتن روش براي واقعی تقریب
JTJ ماتریس که است آن نیازمند (15-4) معادله با شده داده تکراري روش همانند (13-4)

یا شود واحد ماتریس برابر
|JTJ | ̸= ٠ (16-4)

است. دترمینان دهنده نشان |.| علامت که
حتی یا باشد صفر JTJ دترمینان اگر یعنی می�شود نامیده شناسایی شرط (16-4) معادله
تکراري روش از استفاده با نمی�تواند (j = ١,٢, ..., N), Pj کمیت�هاي آنگاه باشد کوچک خیلی
شرایط با مسائل هستند، رو به رو |JTJ | = ٠ با که مسئله�هایی آید. به�دست (15-4) معادله
در که هستند بد شرایط حاوي اساساً گرما معکوس انتقال مسائل شوند. می توصیف بد
چنین لونبرگ روش همراه�اند. (15-4) یا (13-4) معادلات کاربرد در دشواري�هایی با نتیجه
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می�دهد: کاهش زیر صورت به تکراري روش کاربرد با را دشواري�هایی
PK+١ = PK + [(JK)TJK + µKΩK ]−١(JK)T [Y − T (PK)] (17-4)

قطري ماتریس یک ΩK و است، میرایی پارامتر نام به مثبت اسکالر کمیت یک µK آن در که
و نوسانات میرایی دارد، وجود (17-4) معادله در که µKΩK ماتریس جمله از هدف است.
در می�توان را آن مؤلفه�هاي نیاز صورت در که است مسئله بد شرایط به مربوط ناپایداري�هاي
ساخته بزرگ بسیار ها تکرار شروع در میرایی پارامتر کرد. ایجاد بزرگ بسیار JTJ با مقایسه
داراي تکراري، روش براي استفاده مورد حدس شروع حول مسئله عموماً که چرا شود، می
متفاوت دقیق پارامترهاي به نسبت کاملاً می�تواند میرایی پارامترهاي و است بدي شرایط
تکرارها شروع در JTJ ماتریس بودن یک غیر به نیازي تقریبی، چنین به�کارگیري با باشد.
جهت در کوچکی بسیار گام یعنی می�کند، میل 4 کاهشسریع روش به لونبرگ روش و نیست
سوي به تکرار روش که هنگامی رفته رفته µK پارامتر سپس می�شود. برداشته منفی گرادیان
روش به لونبرگ روش سپس و می�یابد کاهش می�کند، روي پیش پارامتر تخمین مسئله حل

.[124] می�کند میل (15-4) معادله با شده داده گاؤسی

1 روش براي توقف معیار 4-1-4
همکارش5 و دنیس توسط (17-4) معادله با شده داده تکراري روش توقف براي زیر معیار

است: شده پیشنهاد [126]
S(PK+١) < ε١ (18-4)

∥PK+١ − PK∥ < ε٢ (19-4)

∥(JK)T [Y − T (PK)]∥ < ε٣ (20-4)

به وابسته بردار نرم ∥.∥ و کننده استفاده توسط شده تعیین تلرانس ε٣ و ε٢ و ε١ آن در که
است. ترانهاده نشان�دهنده T توان که است ∥X∥ = (XTX)١/٢ یعنی اقلیدسی هندسه

4Steepest Descent Method
5Dennis and Schnabel
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1 روش براي محاسباتی الگوریتم 5-1-4
ماتریس فرم و ΩK قطري ماتریس انتخاب حسب بر می�توان را لونبرگ روش از مختلفی انواع
به ΩK ماتریس با روشی جا این در ما یافت. [128-121] مختلف مقالات در ،µK میرایی

می�دهیم: توضیح را زیر صورت
ΩK = diag[(JK)TJK ] (21-4)

محاسباتی برنامه�هاي MRQMINدر برنامه زیر عنوان به می�شود توصیف زیر در که الگوریتمی
کند مراجعه برنامه زیر این مرجع به می�تواند بیشتر توضیحات براي خواننده است. موجود

.[125]
انجام (i = ١, ..., I), ti زمان�هاي در Y = (Y١, Y٢, ..., YI) دمایی اندازه��گیري�هاي کنید فرض
موجود P نامعلوم پارامترهاي بردار براي P ٠ اولیه حدس که کنید فرض همچنین است. شده

. می�شوند[125] انتخاب K = ٠ و µ٠ = ٠٫ ٠٠١ مقدار سپس باشد.
مقدار بودن موجود همراه به (1-4) معادلات با را گرما معکوس انتقال مستقیم مسئله : 1 گام

کنید. حل T (PK) = (T١, ..., TI) دمایی بردار آوردن به�دست منظور به PKتخمینی
کنید. حل (4-4) معادله از را S(PK) : 2 گام

ΩKسپسماتریس کنید محاسبه را (9-4) معادله با تعریفشده JK ماتریسحساسیت : 3 گام
کنید. محاسبه PKکنونی مقادیر از استفاده با را (21-4) معادله با شده داده

به�دست (17-4) معادله تکراري روش از که را زیر خطی سیستم جبري معادلات : 4 گام
کنید: حل می�آید،

[(JK)TJK + µKΩK ]∆PK = (JK)T [Y − T (PK)] (22-4)

باید: ∆PK محاسبه براي
∆PK = PK+١ − PK (23-4)

کنید: محاسبه را PK+١ : 5 گام
PK+١ = PK+١ − PK (24-4)
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T (PK+١) تا کنید حل PK+١ جدید تخمین از استفاده با را (1-4) مستقیم مسئله : 6 گام
کنید. محاسبه می�شود تعریف (4-4) معادله با که را S(PK+١) آنگاه آورید. به�دست را

بروید. ۴ گام به و کنید جایگزین ١٠µK با را µK آنگاه S(PK+١) ≥ S(PK) اگر : 7 گام
٠٫ ١µK با را µK و کنید قبول را PK+١ جدید تخمین مقدار S(PK+١) < S(PK) اگر : 8 گام

کنید. جایگزین
درست آن�ها اگر کنید. بررسی را (20-4) تا (18-4) معادلات با شده داده توقف معیار : 9 گام
٣ گام به و کنید جایگزین K + ١ با را K اینصورت غیر در کنید، متوقف را تکرار روش بودند

برگردید.

حساسیت مؤلفه مفهوم 2-4
زیر در بنابراین دارد. عهده بر کمیت تخمین مسائل در مهمی نقش (9-4) حساسیت ماتریس
خواهیم بحث آن محاسبات روش و حساسیت مؤلفه�هاي ریاضی و فیزیکی اهمیت مورد در

کرد.
زده تخمین دماي اندازه�گیري است، شده تعریف (11-4) معادله با که Jij حساسیت مؤلفه
مؤلفه�هاي محاسبه براي مختلف تقریب چندین است. Pj پارامتر تغییرات به نسبت Ti شده

دارد. وجود حساسیت
مستقیم تحلیلی حل (آ)
مرزي مقدار مسئله (ب)

متناهی. تفاضل تقریب (ج)
می�کنیم. ارائه را شده، استفاده نامه پایان این در که متناهی، تفاضل تقریب زیر در ما

حساسیت مؤلفه�هاي تعیین براي متناهی تفاضل تقریب

تفاضل روش با می�تواند ،(11-4) معادله حساسیت مؤلفه تعریف در شده ظاهر اول مشتقات
نسبت حساسیت مؤلفه�هاي شود، استفاده پیشرو تفاضل تقریب از اگر شود. محاسبه متناهی

می�شوند. زده تقریب زیر صورت به Pj پارامتر به
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Jij ∼=
Ti(P١, P٢, ..., Pj + ϵPj, ..., PN)− Ti(P١, P٢, ..., Pj..., PN)

ϵPj
(25-4)

اندازه به (25-4) معادله با شده داده اول مرتبه تقریب اگر .ϵ = ١٠−۵ یا ١٠−۶ آن در که
زیر صورت به مرکزي تفاضلات از استفاده با می�تواند حساسیت مؤلفه�هاي نباشد، دقیق کافی

شود: زده تقریب

Jij ∼=
Ti(P١, P٢, ..., Pj + ϵPj, ..., PN)− Ti(P١, P٢, ..., Pj − ϵPj..., PN)

٢ϵPj
(26-4)

حل N محاسبه به (25-4) معادله با شده داده حساسیت مؤلفه�هاي تقریب که شود توجه
مسئله ٢N اضافی حل به (26-4) معادله حالی�که در دارد نیاز مستقیم مسئله از اضافی
بسیار متناهی تفاضلات از استفاده با حساسیت مؤلفه�هاي محاسبه بنابراین، است. نیازمند

است. زمان�گیر

چندگانه حسگرهاي از استفاده 1-2-4
که مواردي در اندکی اصلاحات با می�تواند شده، داده بالا در که لونبرگ محاسباتی الگوریتم
نیازمند کمیت�ها این گیرد. قرار استفاده مورد است چندگانه حسگرهاي از اندازه�گیري شامل
J حساسیت ماتریس و S(P ) هدف تابع ،[Y − T (P )] بردار از واضحی شکل شامل اصلاحاتی

می�باشد.
بردار است، دسترس در تحلیل براي حسگر M از شده اندازه�گیري داده�هاي که مواردي در
می�شود: نوشته زیر به�صورت شده تخمین�زده و شده اندازه�گیري دماي بین اختلافات شامل

[Y − T (P )]T = [Y ١ − T ١(P ), ...Y I − T I(P )] (27-4)

اندازه�گیري دماهاي بین اختلافات شامل که است بردارسطري یک [Y i − T i(P )] آن در که
زیر فرم می�باشد. (i = ١, ..., I), ti زمان در حسگر M از یک هر براي شده تخمین�زده و شده

بگیرید: نظر در را
[Y i − T i(P )] = [Yi١ − Ti١(P ), ...Yim − Tim(P )] i = ١, ..., I (28-4)

حالی�که در دارد، اشاره (i = ١, ..., I), ti زمان به iزیرنویس ،[Yim − Tim(P )] بردار عناصر در
.m = ١,٢, ...,M آن در که دارد اشاره حسگرها تعداد به m زیرنویس
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فرم به می�تواند مربعات کمینه فرم (4-4) معادله با (28-4) و (27-4) معادلات جانشینی با
شود: بیان زیر واضح

S(P ) =
M∑

m=١

I∑
i=١

[Yim − Tim(P )]
٢ (29-4)

ماتریس ترانهاده دارد. اصلاح به نیاز نیز (9-4) معادله توسط شده تعریف حساسیت ماتریس
: می�شود نوشته زیر صورت به می�شود، تعریف (8-4) معادله با که حساسیت

∂T T (P )

∂P
=



∂

∂P١
.
.
.
∂

∂PN


[
T ١, T ٢, ..., T I

] (30-4)

آن در که
T i = [Ti١, Ti٢, ..., TIM ] i = ١, ..., I (31-4)

نوشت: می�توان حساسیت ماتریس براي بنابراین

J(P ) =

[
∂T T (P )

∂P

]T
=



∂T
T

١
∂P١

∂T
T

١
∂P٢

∂T
T

١
∂P٣

...
∂T

T

١
∂PN

∂T
T

٢
∂P١

∂T
T

٢
∂P٢

∂T
T

٢
∂P٣

...
∂T

T

٢
∂PN

. . . .

. . . .

. . . .

∂T I

∂P١

∂T
T

I

∂P٢

∂T
T

I

∂P٣
...

∂T
T

I

∂PN



(32-4)

آن در که

∂T
T

i

∂Pj

=



∂Ti١
∂Pj

∂Ti٢
∂Pj

.

.

.
∂TiM
∂Pj


i = ١, ..., I j = ١, ..., N (33-4)
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پارامترهاي Nتعداد و حسگرها تعداد M حسگر، هر ازاي به گذرا اندازه�گیري�هاي تعداد Iکه
نوشته زیر صورت به تواند می (32-4) معادله با شده داده حساسیت ماتریس است. نامعلوم

شود:
Jkj =

∂Tk
∂Pj

(34-4)

دارد. اشاره ماتریسحساسیت ستون�هاي و سطرها به�تعداد به�ترتیب j و kنویس زیر آن در که
داده زیر رابطه با دارد بستگی m حسگر تعداد به و ti اندازه�گیري زمان به که kسطر تعداد

می�شود:
k = (i− ١)M +m (35-4)

از اندازه�گیري شامل که مواردي براي ،1 روش براي محاسباتی الگوریتم بالا، اصلاحات با
شود. برده به�کار می�تواند است چندگانه حسگرهاي

پارامتر تخمین براي مزدوج روشگرادیان روش2: 3-4
روش ،2 روش می�کنیم. ارائه نامعلوم پارامترهاي تخمین براي را دیگري روش قسمت این در
و خطی معکوس مسائل کردن حل براي راست سر و قدرتمند روش یک مزدوج، گرادیان
تکرار هر در مزدوج، گرادیان روش تکراري روش در می�آید. شمار به پارامتر تخمین غیرخطی
می�شود. انتخاب هدف تابع کردن کمینه منظور به نزولی جهت در مناسب اندازه با گام یک
به�دست قبلی تکرار نزولی جهت با منفی گرادیان جهت از خطی ترکیب عنوان به نزولی جهت
منفی گرادیان جهت و نزولی جهت بین حاصل زاویه که است به�گونه�اي خطی ترکیب می�آید.
گرفتن نظر در با زیادي تئوري�هاي شود. ایجاد هدف تابع شدن کمینه و باشد ٩٠◦ از کمتر
روش شود. یافت [138 ،136 ،134 ،133] مراجع در تواند می مزدوج گرادیان روش همگرایی
بستگی تکراري سازي منظم تکنیک�هاي کلاس به مناسب توقف معیار یک با مزدوج گرادیان
به�دست معکوس مسئله از پایداري حل که می�شوند انتخاب طوري تکرارها تعداد آن در که دارد

می�آید.
: شود دسته�بندي زیر گام�هاي در پارامتر تخمین جهت می�تواند نیز 2 روش ،1 روش به شبیه
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1-4 بخش در شده داده شرح حرارتی هدایت آزمون مسئله توصیف هنگام را گام هر جزئیات
است. gp(t) نامعلوم چشمه تابع تخمین شامل که می�کنیم ارائه

مستقیم مسئله 1-3-4
صورت به که ،1-4 قسمت در شده توصیف فیزیکی مسئله به وابسته مستقیم مسئله در
با متغیر ،gp(t) فلزي، صفحه گرماي منبع است، شده فرمول�بندي (1-4) معادلات با ریاضی
ناحیه در ،T (x, t) گذرا، دمایی میدان تعیین مستقیم مسئله هدف آنگاه است. معلوم زمان

است. نظر مورد

معکوس مسئله 2-3-4
نظر در نامعلوم زمان به وابسته ،gp(t) فلزي، صفحه گرماي منبع نظر مورد معکوس مسئله در
i = ١,٢, ..., I ، ti زمان�هاي در ،x = xmeas مکان، در دمایی اندازه�گیري�هاي و می�شود گرفته

می�باشد. موجود آنالیز براي
خطی به�صورت gp(t) انرژي تولید تابع که می�کنیم فرض معکوسی، مسئله چنین حل براي
تخمین به gp(t) نامعلوم تابع تخمین آنگاه باشد. شده پارامتربندي (2-4) معادله با شده داده
کمینه فرم کردن کمینه با پارامتر تخمین مسئله چنین می�یابد. تقلیل pj نامعلوم پارامتر N

می�شود: حل مربعات
S(P ) = [Y − T (P )]T [Y − T (P )] (36-4)

مزدوج گرادیان روش براي تکراري روش 3-3-4
زیر رابطه با بالا S(P ) فرم کردن کمینه منظور به مزدوج گرادیان روش براي تکراري روش

:[138-128] می�شود داده
P k+١ = P k − βkdk (37-4)

نزولی جهت است. تکرارها تعداد k اندیس و نزولی جهت ،dk جستجو، گام اندازه βk آن در که
رابطه با جهت این است. dk−١ قبلی تکرار نزولی جهت و ،∇S(P k) گرادیان، جهت از آمیخته
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می�شود: داده زیر
dk = ∇S(P k) + γkdk−١ (38-4)

به [133-131] ریبیر6 پلاك عبارت دارد. وجود γk همبستگی مؤلفه براي مختلفی عبارت
می�شود: داده زیر فرم

γk =

∑N
j=١{[∇S(P k)]j[∇S(P k)−∇S(P k−١)]j}∑N

j=١[∇S(P k−٢[(١j
k = ١,٢, ... (39-4)

زیر به�صورت [134 ،133 ،131] 7 فلچر-ریوز عبارت حالی�که در .γ٠ = ٠, k = ٠ براي که
است:

γk =

∑N
j=١[∇S(P k)]٢j∑N

j=١[∇S(P k−٢[(١j
k = ١,٢, ... (40-4)

ارزیابی k تکرار در گرادیان جهت مؤلفه امین j ، [∇S(P k)]j اینجا در .γ٠ = ٠, k = ٠ براي که
P نامعلوم پارامترهاي به نسبت (36-4) معادله دیفرانسیل�گیري با گرادیان جهت می�شود.

یعنی: می�آید به�دست
∇S(P k) = −٢(JK)T [Y − T (PK)] (41-4)

می�تواند گرادیان جهت ام j مؤلفه است. (9-4) معادله با شده تعریف ماتریسحساسیت Jk که
بیاید: به�دست زیر فرم به

[∇S(P k)]j = −٢
I∑

i=١

∂T k
i

∂Pj

[Yi − Ti(P
K)] j = ١,٢, ..., N (42-4)

و نزولی جهت بین زاویه که می�دهد اطمینان γk محاسبه براي (39-4) و (40-4) عبارت
اما می�شود[133]. کمینه S(P ) تابع که طوري است درجه ٩٠◦ از کمتر منفی گرادیان جهت
دارد خطی غیر تخمین مسائل در بهتري همگرایی ریبیر پلاك عبارت که دارد وجود شواهدي

.[133 ،125]
به نسبت S(P k+١) تابع کردن کمینه با (37-4) معادله در شده ظاهر βk جستجو گام اندازه

یعنی: می�آید به�دست βk

minβkS(P k+١) = minβk[Y − T (P k+١)]T [Y − T (P k+١)] (43-4)
6Polak-Ribiere
7Fletcher-Reeves
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داریم: (43-4) معادله در (37-4) معادله با شده داده P k+١ جانشینی با
minβkS(P k+١) = minβk[Y − T (P k − βkdk)]T [Y − T (P k − βkdk)] (44-4)

کردن کمینه با سپس شود، خطی تیلور بسط از استفاده با می�تواند T (P k−βkdk)دمایی بردار
می�آید: دست به جستجو گام اندازه براي زیر عبارت βk به نسبت

βk =

∑I
i=١[(

∂Ti
∂P k

)Tdk][Ti(P
k)− Yi]∑I

i=١[(
∂Ti
∂P k

)Tdk]٢
(45-4)

آن در که
(
∂Ti
∂P k

)T = [
∂Ti
∂P k

١
,
∂Ti
∂P k

٢
, ...,

∂Ti
∂P k

N

] (46-4)

(10-4) معادله ) است حساسیت ماتریس سطر امین i ،(46-4) معادله بردار که کنیم توجه
بنویسیم: زیر ماتریسی فرم به را (46-4) معادله می�توانیم ما ببینید) را

βk =
[Jkdk]T [T (P k)− Y ]

[Jkdk]T [Jkdk]
(47-4)

اندازه و γk همبستگی مؤلفه ، ∇S(P k) گرادیان جهت ، Jkحساسیت ماتریس محاسبه از بعد
بر توقف معیار که می�شود انجام زمانی تا (37-4) معادله با شده داده روش βk جستجو گام
استفاده با می�تواند ماتریسحساسیت شود. ارضا زیر در شده داده توضیح اختلاف اصول اساس

شود. محاسبه 2-4 قسمت در شده توصیف روش

2 روش براي توقف معیار 4-3-4
معادله با شده داده βk جستجو گام اندازه همراه به (37-4) معادلات با شده داده تکراري روش
ارائه را (36-4) تابع کردن کمینه براي نیاز مورد پایداري با مزدوج گرادیان روش ،(47-4)
است آن خاطر به موردي چنین شود. دسته�بندي خوش-رفتار روش یک عنوان به تا نمی�کند
تابع کردن کمینه هنگام دارد. وجود شده اندازه�گیري دماهاي در ذاتی تصادفی خطاهاي که
میل است خطاهایی شامل که شده اندازه�گیري دماهاي به شده تخمین�زده دماهاي که (36-4)
بد-رفتاري ویژگی از نتیجه�اي که می�شود ظاهر معکوس مسئله حل در زیادي نوسانات می�کند
براي اختلاف اصول اگر شود خوش�رفتار می�تواند مزدوج گرادیان روش است. معکوس مسئله
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.[131] شود استفاده تکراري روش توقف
شود: ارضا زیر معیار که می�شود متوقف هنگامی تکراري روش اختلاف، اصول در

S(P k+١) < ϵ (48-4)

به�دست پایدار کافی اندازه به مسئله حل که می�شود انتخاب طوري ϵتلورانس مقدار آن در که
بین باقیمانده�هاي هنگامی�که درست می�کنیم. متوقف را تکراري روش ما حالت، این در آید.
باشند داشته یکسانی مرتبه از اندازه�گیري خطاهاي شده وتخمین�زده شده اندازه�گیري دماهاي

یعنی:
|Y (ti)− T (Xmeas, ti)| ≈ σi (49-4)

است. ti زمان در اندازه�گیري خطاي معیار انحراف σiآن در که

2 روش براي محاسباتی الگوریتم 5-3-4
(i = ١, ..., I), ti زمان�هاي در Y = (Y١, Y٢, ..., YI) دمایی اندازه�گیري�هاي که کنیم فرض
و k = قراردهید٠ باشد. موجود نامعلوم پارامتر بردار براي P ◦ اولیه حدس و باشد شده داده

سپس:
بردار و کنید حل P k تخمین از استفاده با را (1-4) مستقیم حرارت انتقال مسئله : 1 گام

آورید. به�دست را T (P k) = (T١, T٢, ..., TI) شده زده تخمین دماهاي
دهید. ادامه نبود درست اگر کنید. بررسی را (48-4) معادله با شده داده توقف معیار : 2 گام

کنید. محاسبه شده، تعریف (9-4) معادله با که را Jk حساسیت ماتریس : 3 گام
محاسبه (41-4) معادله از را ∇S(P k)گرادیان جهت کنید، معلوم را Y و T (P k) و Jk : 4 گام

کنید. محاسبه (40-4) یا (39-4) معادله از را γk همبستگی مؤلفه و کنید
کنید. محاسبه (38-4) معادله از استفاده با را dk نزولی جهت : 5 گام

محاسبه (47-4) معادله از را βk جستجو گام اندازه و کنید معلوم را Jk, Y, T (P k), dk : 6 گام
کنید.

(37-4) معادله از استفاده با را P k+١ جدید ،تخمین dk و βk ، P k بودن معلوم با : 7 گام
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کنید. محاسبه
برگردید. 1 گام به و کنید جایگزین k + ١ با را k : 8 گام

چندگانه حسگرهاي از استفاده 6-3-4
کمیت�هایی فرم در اصلاحاتی با می�تواند 2 روش براي بالا محاسباتی الگوریتم ،1 روش همانند

شود. استفاده نیز چندگانه حسگرهاي از اندازه�گیري براي می�شود، توصیف آینده در که
داده (28-4) و (27-4) معادلات با [Y −T (P )] بردار Mحسگر، از گذرا اندازه�گیري�هاي براي
در می�آید به�دست (29-4) معادله از S(P ) مربعات کمینه فرم یا هدف تابع این�رو از می�شود.

می�شود. داده (33-4) و (32-4) معادلات با J حساسیت ماتریس حالی�که
اصل اساس بر توقف معیار براي ϵ تلورانس محاسبه می�شود، اصلاح هدف تابع که آنجایی از

می�آید. به�دست (29-4) معادله از که است نیازمند اصلاحاتی به اختلاف،
ϵ =

M∑
m=١

I∑
i=١

σ٢
im = IMσ٢ (50-4)

σim = σ و حسگرها تعداد M حسگر، هر براي شده انجام اندازه�گیري�هاي تعداد I آن در که
βk جستجو گام اندازه حسگر، M از اندازه�گیري در اندازه�گیري�هاست. ثابت معیار از انحراف
به ،(45-4) معادله βkفرم اما شود. محاسبه (47-4) معادله با شده داده ماتریس از می�تواند
(10-4) معادله جاي به (33-4) و (32-4) معادلات با حساسیت ماتریس زیرا دارد نیاز اصلاح

می�گیرد: خود به را زیر فرم جستجو گام اندازه نتیجه در می�شود. داده

βk =

∑M
m=١

∑I
i=١[(

∂Tim
∂P k

)Tdk][Tim(P
k)− Yim]∑M

m=١
∑I

i=١[(
∂Tim
∂P k

)Tdk]٢
(51-4)

می�ماند. باقی معتبر ،(41-4) معادله هدف تابع گرادیان عبارت ماتریسی فرم مشابه، طور به
تبدیل زیر صورت به ،(42-4) معادله گرادیان مؤلفه�هاي فرم حسگر، چند از اندازه�گیري براي

می�شود:
]∇S(P k)]j = −٢

M∑
m=١

I∑
i=١

∂T k
im

∂Pj

[Yim − Tim(P
k)] j = ١,٢, ..., N (52-4)
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پیوسته اندازه�گیري 7-3-4
اکنون گرفته�ایم. نظر در گسسته زمانی دامنه در را شده اندازه�گیري داده�هاي ما تاکنون
در واقع تکی حسگر یک شده اندازه�گیري داده�هاي آن در که می�گیریم نظر در را وضعیتی
یک شامل هدف تابع موردي، چنین براي شود. زده تقریب پیوسته به�صورت می�تواند Xmeas

است. آزمایش انجام زمان مدت tf که می�باشد ٠ ≤ t ≤ tf زمانی دامنه روي انتگرال�گیري
می�شود: محاسبه زیر صورت به هدف تابع

S(P ) =

∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P )]

٢dt (53-4)

شد: خواهد زیر صورت به (53-4) گرادیان معادله آنگاه

∇S(P ) = −٢
∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P )]

∂T

∂P
dt (54-4)

می�شود: داده زیر رابطه با گرادیان بردار مؤلفه هر واضح�تر صورت به یا

[∇S(P )]j = −٢
∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P )]

∂T

∂Pj

dt j = ١,٢, ..., N (55-4)

زمانی دامنه در پیوسته به�صورت باید βk جستجو گام اندازه هر براي (45-4) معادله علاوه، به
می�آید: به�دست βk به نسبت (53-4) هدف تابع کردن کمینه طریق از حالت این شود. بیان

βk =

∫ tf
t=٠[T (Xmeas, t;P

k)− Y (t)][
∂T

∂P k
]Tdkdt∫ tf

t=٠{[
∂T

∂P k
]Tdk}٢dt

(56-4)

سري هستند. شبیه بسیار (56-4) و (45-4) معادلات با شده داده βk عبارت که کنید توجه
می�کند. تغییر (56-4) معادله پیوسته حالت براي انتگرال یک به (45-4) معادله در شده ظاهر
معادله از پیوسته، اندازه�گیري�هاي براي اختلاف، اصل اساس بر توقف معیار براي ϵ تلرانس

می�آید: به�دست زیر صورت به (53-4)
ϵ = σ٢tf (57-4)

اندازه�گیري�هاي براي 2 روش براي محاسباتی الگوریتم در شده ظاهر باقی�مانده کمیت�هاي
می�ماند. باقی تغییر بدون پیوسته
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معادله راست سمت انتگرال چندگانه، حسگرهاي از پیوسته اندازه�گیري�هاي در که کنیم توجه
یعنی: می�شود زده جمع حسگرها تعداد روي (53-4)

S(P ) =
M∑

m=١

∫ tf

t=٠
[Ym(t)− T (Xm, t;P )]

٢dt (58-4)

تعداد روي جمع شامل (54-4) - (57-4) معادلات در شده ظاهر کمیت�هاي دیگر بنابراین،
براي تلرانس و جستجو گام اندازه گرادیان، معادلات براي معادلات استخراج است. حسگرها

است. راست سر کاملاً چندگانه، حسگرهاي از پیوسته اندازه�گیري�هاي براي توقف، معیار
ماتریس شد، داده توضیح بالا در که مزدوج گرادیان روش تکراري الگوریتم اجراي منظور به
ماتریسی چنین محاسبه خطی، مسائل براي شود. محاسبه باید تکرار هر براي حساسیت
ثابت خطی مسائل براي حساسیت ماتریس واقع در است. آسان بسیار تحلیلی حل یک با
غیرخطی، معکوس مسائل براي دیگر، عبارت به می�شود. محاسبه بار یک تنها و می�ماند
هنگامی�که موضوع این شود. محاسبه متناهی تفاضل روش توسط باید حساسیت ماتریس
شامل مواردي براي است. وقت�گیر باشدبسیار اندازه�گیري یا پارامتر زیادي تعداد شامل مسئله
گرادیان روش از دیگري روش زیر در ما شده، پارامتربندي نامعلوم توابع مؤلفه�هاي تخمین
جهت آوردن به�دست براي حساسیت ماتریس محاسبه به نیازي که می�کنیم ارائه مزدوج

نیست. جستجو گام اندازه و گرادیان

همراه به یافته تعمیم روشگرادیانمزدوج روش3: 4-4
پارامتر تخمین براي الحاقی مسئله

که می�کنیم ارائه را یافته تعمیم مزدوج گرادیان روش اجراي و پیاده�سازي قسمت این در
به می�شوند، شناخته حساسیت مسئله و الحاقی مسئله به�عنوان که کمکی مسئله دو آن در
روش این می�شوند. حل ∇S(P k) گرادیان معادله و βk جستجو گام اندازه محاسبه منظور
تابع یک شکل تقریب منظور به که آزمایشی توابع مؤلفه�هاي تخمین برگیرنده در مسائل براي

است. مناسب بسیار می�شود، استفاده ناشناخته
باشند. پیوسته شده اندازه�گیري داده�هاي که می�کنیم فرض بعدي، آنالیزهاي در راحتی براي
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می�شود: بازنویسی زیر صورت به ،(3-4) معادله مربعات، کمینه فرم بنابراین
S(P ) =

∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P )]

٢dt (59-4)

مکان در شده تخمین�زده دماي T (Xmeas, t;P ) شده، اندازه�گیري دماي Y (t) آن در که
می�باشد. آزمایش انجام زمان مدت tf و Xmeas یکتاي اندازه�گیري

همراه به یافته تعمیم گرادیان روش از استفاده با پارامتر تخمین مسئله حل اساسی گام�هاي
است: زیر موارد شامل الحاقی مسئله

می�کنیم. ارائه آزمون مسئله یک بردن به�کار با را اساسی گام�هاي از کدام هر جزئیات زیر در ما

مستقیم مسئله 1-4-4
یکچشمه gp(t)قدرت تخمین شامل که شده گرفته نظر در آزمون مسئله براي قسمت این در
ساده منظور به می�شود. داده (1-4) معادلات با مستقیم مسئله می�باشد، صفحه�اي گرماي

شده�اند: نویسی باز زیر در معادلات این تحلیل، سازي
∂٢T (x, t)

∂x٢ +gp(t)δ(x− ٠٫ ۵) = ∂T (x, t)

∂t
٠ < x < ١, t > ٠

∂T (٠, t)
∂x

= ٠ x = ٠, t > ٠

∂T (١, t)
∂x

= ٠ x = ١, t > ٠

T (x,٠) = ٠ t = ٠,٠ < x < ١

(60-4)

می�شود مربوط ٠ < x < ١ ناحیه در T (x, t) دمایی میدان تخمین با مستقیم مسئله
می�باشد. معلوم gp(t) چشمه قدرت جمله هنگامی�که

معکوس مسئله 2-4-4
یک از آمده به�دست اطلاعات از استفاده با نامعلوم چشمه قدرت تخمین به معکوس مسئله
زیر، خطی به�فرم را gp(t) نامعلوم تابع ما می�شود. مربوط X = Xmeas مکان در واقع حسگر

می�گیریم: نظر در شده پارامتربندي
gp(t) =

N∑
j=١

PjCj(t) (61-4)
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مسئله هدف بنابراین شده�اند. شناخته آزمایشی توابع (j = ١,٢, ..., N), Cj(t) آن در که
می�باشد. (j = ١,٢, ..., N), Pj نامعلوم پارامتر N تخمین معکوس

حساسیت مسئله 3-4-4
هنگامی�که می�شود، مختل ∆T (x, t) مقدار به T (x, t) دماي که آن فرض با حساسیت مسئله
آنجایی�که از می�آید. به�دست می�شود، مختل ∆gp(t) مقدار به gp(t) نامعلوم چشمه قدرت
کردن مختل با ∆gp(t) تابع می�شود، پارامتربندي (61-4) معادله با شده داده فرم به قدرت

یعنی: می�آید به�دست ∆Pj مقدار به Pj نامعلوم پارامترهاي از یک هر
∆gp(t) =

N∑
j=١

∆PjCj(t) (62-4)

داده مستقیم مسئله در gp(t) با [gp(t)+∆gp(t)] و T (x, t) با [T (x, t)+∆T (x, t)]جایگذاري با
حساسیت مسئله حاصله، عبارت از اصلی مستقیم مسئله کردن کم و (60-4) معادلات با شده

می�آوریم: دست به را زیر
∂٢∆T (x, t)

∂X٢ +∆gp(t)δ(x− ٠٫ ۵) = ∂∆T (x, t)

∂t
٠ < x < ١, t > ٠

∂∆T (٠, t)
∂x

= ٠ x = ٠, t > ٠

∂∆T (١, t)
∂x

= ٠ x = ١, t > ٠

∆T (x,٠) t = ٠,٠ < x < ١

(63-4)

نیاز مورد تابع تنها می�شود، داده (62-4) معادله با که ∆gp(t) ،(63-4) حساسیت مسئله در
می�گیرد. قرار بررسی مورد قسمت این در آینده در ∆gp(t) محاسبه می�باشد. حل براي

الحاقی مسئله 4-4-4
دماي زیرا می�شود استفاده (59-4) تابع کمینه�سازي در λ(x, t) لاگرانژ ضریب یک از
مستقیم مسئله حل که قیدي کردن برآورده براي تابعی چنین در شده ظاهر T (Xmeas, t;P )

در (که گرادیان معادله محاسبه براي که لاگرانژي ضریب چنین بود. خواهد نیاز مورد است
شده داده حساسیت مسئله به مربوط الحاقی مسئله حل از است، نیاز مورد شود) می ظاهر زیر
خواننده الحاقی، مسائل خصوصیات درك و تعریف براي می�آید. به�دست (63-4) معادلات با

56



کند. مطالعه را [140 ،131] مراجع باید
می�نویسیم: را زیر تابع الحاقی، مسئله استخراج منظور به

S(P ) =

∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P )]

٢dt

+

∫ ١

x=٠

∫ tf

t=٠
λ(x, t)[

∂٢T

∂x٢ + gp(t)δ(x− ٠٫ ۵)− ∂T

∂t
]dtdx

(64-4)

لاگرانژ ضریب در ،(60-4) معادله مستقیم، مسئله جزیی دیفرانسیل معادله کردن ضرب با که
تابع به حاصله عبارت کردن اضافه و فضایی و زمانی بازه�هاي روي انتگرال�گیري و λ(x, t)

می�آید. به�دست (59-4) معادله با شده داده S(P )
مقدار به T (x, t) کردن مختل با می�تواند S(P ) تابع به مربوط ∆S(P ) متغیر به وابسته عبارت
∆S(P ) که کنید توجه آید. به�دست (64-4) معادله در ∆gp(t) مقدار به gp(t) و ∆T (x, t)

.[140 ،131] می�باشد ∆P = [∆P١,∆P٢, ...∆PN ] اختلال جهت در S(P ) جهتی مشتق
gp(t) جاي به [gp(t) +∆gp(t)] و T (x, t) جاي به [T (x, t) +∆T (x, t)] جایگذاري با بنابراین
از (64-4) اصلی معادله کردن کم و (64-4) معادله در S(P ) جاي به [S(P ) + ∆S(P )] و

داشت: خواهیم دوم مرتبه جملات از کردن نظر صرف و حاصله عبارت

∆S(P ) =

∫ tf

t=٠

∫ ١

x=٠
٢[T (x, t;P )− Y (t)]∆T (x, t)δ(x− xmeas)dxdt

+

∫ tf

t=٠

∫ ١

x=٠
λ(x, t)[

∂٢∆T

∂x٢ +∆gp(t)δ(x− ٠٫ ۵)− ∂∆T

∂t
]dtdx (65-4)

می�باشد. دیراك دلتاي تابع δ(.) آن در که
استفاده و جزء به جزء انتگرال ساده�سازي از معادله این راست سمت در انتگرال دوم جمله
در جملات جزء به جزء انتگرال می�آید. به�دست حساسیت مسئله مرزي و اولیه شرایط از

می�دهد: نتیجه مکانی متغیرهاي دوم مشتق ∫برگیرنده ١

x=٠
λ(x, t)

∂٢∆T

∂x٢ dx = [λ
∂∆T

∂x
− ∂λ

∂x
∆T ]١x=٠ +

∫ ١

x=٠
∆T (x, t)

∂٢λ

∂x٢dx (66-4)

داشت: خواهیم (66-4) معادله در حساسیت مسئله از (63-4) مرزي شرایط کردن باجایگزین
∫ ١

x=٠
λ(x, t)

∂٢∆T

∂x٢ dx =
∂λ(٠, t)
∂X

∆T (٠, t)− ∂λ(١, t)
∂x

∆T (١, t) +
∫ ١

x=٠
∆T (x, t)

∂٢λ

∂x٢dx

(67-4)
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(65-4) معادله در زمانی مشتق شامل جملات جزء به جزء انتگرال�گیري با مشابه، طور به
داشت: ∫خواهیم tf

t=٠
λ(x, t)

∂∆T

∂t
dt = [λ(x, t)∆T (x, t)]

tf
t=٠ −

∫ tf

t=٠
∆T (x, t)

∂λ

∂t
dt (68-4)

تبدیل زیر صورت به بالا معادله حساسیت، مسئله از (63-4) اولیه شرط جایگذاري از بعد
∫می�شود: tf

t=٠
λ(x, t)

∂∆T

∂t
dt = λ(x, tf )∆T (x, tf )−

∫ tf

t=٠
∆T (x, t)

∂λ

∂t
dt (69-4)

می�آوریم: به�دست (65-4) معادله در (69-4) و (67-4) معادلات جانشینی با آنگاه

∆S(P ) =

∫ tf

t=٠

∫ ١

x=٠
{∂

٢λ(x, t)

∂x٢ +
∂λ(x, t)

∂t
(70-4)

+ ٢[T (x.t;P )− Y (t)]δ(X −Xmeas)}∆T (x, t)dxdt

+

∫ tf

t=٠

∂λ(٠, t)
∂x

∆T (٠, t)dt−
∫ tf

t=٠

∂λ(١, t)
∂x

∆T (١, t)dt

−
∫ ١

x=٠
λ(x, tf)∆T (x, tf )dx+

∫ tf

t=٠
λ(٠٫ ۵, t)∆gp(t)dt

اول انتگرال چهار کردن صرف�نظر طریق از λ(x, t) لاگرانژ ضریب براي مرزي مقدار مسئله
زیر الحاقی مسئله کار این می�آید. به�دست (70-4) معادله راست سمت در ∆T (x, t) شامل

داشت. خواهد به�دنبال را
∂λ(x, t)

∂t
+
∂٢λ(x, t)

∂x٢ +٢[T (x, t;P )− Y (t)]δ(x− xmeas) = ٠

٠ < x < ١,٠ < t < tf

∂λ(٠, t)
∂x

= ٠ x = ٠,٠ < t < tf

∂λ(١, t)
∂x

= ٠ x = ١,٠ < t < tf

λ(x, tf ) = ٠ t = tf ,٠ < x < ١
(71-4)

در λ(x, t) تابع مقدار (71-4) معادله مرزي شرط آخرین الحاقی، مسئله در که شود توجه
اما می�شود. معین t = ٠ زمان در تابع مقدار اولیه، مقدار مسئله در است. t = tf نهایی زمان
τ = tf − ١ جدید متغیر تغییر با اولیه مقدار مسئله به می�تواند (71-4) نهایی مقدار مسئله

شود. تبدیل
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گرادیان معادله 5-4-4
معادله راست سمت در زیر انتگرالی جملات ،∆T (x, t) شامل جملات از کردن صرف�نظر با

می�ماند: باقی (70-4)
∆S(P ) =

∫ tf

t=٠
λ(٠٫ ۵, t)∆gp(t)dt (72-4)

خواهیم (72-4) معادله در (62-4) معادله با شده داده پارامتري فرم به ∆gp(t) جایگذاري با
داشت:

∆S(P ) =
N∑

j=١

∫ tf

t=٠
λ(٠٫ ۵, t)Cj(t)dt∆Pj (73-4)

می�شود: داده زیر رابطه با ∆P بردار یک جهت در S(P ) جهتی مشتق
∆S(P ) =

N∑
j=١

[∇S(P )]j∆Pj (74-4)

آن در که
∆P = [∆P١,∆P٢, ...,∆PN ] (75-4)

مسئله کنونی آنالیز در زیرا می�شود حذف (74-4) معادله در ∆P بردار بزرگی که کنید توجه
∇S(P ) گرادیان بردار ام j مؤلفه ،(74-4) و (73-4) معادلات مقایسه با بنابراین ندارد. دخالتی

می�آوریم: دست به زیر صورت به S(P ) تابع براي را
[∇S(P )]j =

∫ tf

t=٠
λ(٠٫ ۵, t)Cj(t)dt j = ١,٢, ..., N (76-4)

که نامعلوم، توابع شامل مسائل براي گرادیان بردار محاسبه براي الحاقی مسئله از استفاده
مسائلی براي مخصوصاً است. مفید بسیار شود پارامتربندي (61-4) معادله مشابه می�تواند
با ندارند. محدود تفاضل تقریب و حساسیت مؤلفه�هاي براي تحلیلی عبارات به نیازي که
عبارت به می�شود. محاسبه یکتا الحاقی مسئله حل طریق از گرادیان بردار کنونی، تقریب
اضافی حل N نیازمند ،(64-4) معادله با شده داده ،2 روش در گرادیان بردار محاسبه دیگر،
خواهد محدود تفاضل تقریب طریق از حساسیت مؤلفه�هاي محاسبه براي مستقیم مسئله از

بود.
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براي یافته تعمیم مزدوج گرادیان روش براي تکراري روش 6-4-4
پارامتر تخمین

با P نامعلوم پارامترهاي بردار محاسبه براي یافته تعمیم گرادیان روش به مربوط تکراري روش
معادله از استفاده با اکنون گرادیان بردار مؤلفه�هاي می�شود. داده (39-4) - (37-4) معادلات

می�شود. محاسبه (42-4) معادله جاي به (76-4)
یعنی: کند کمینه k تکرار هر در را S(P ) تابع که می�شود انتخاب طوري βk جستجو گام اندازه

minβkS(P k+١) = minβk

∫ tf

t=٠
[Y (t)− T (Xmeas, t;P

k − βkdk)]٢dt (77-4)

اجراي و تیلور سري بسط با T (Xmeas, t;P
k − βkdk) شده تخمین�زده دماي سازي خطی با

داشت: خواهیم بالا کمینه�سازي
βk =

∫ tf
t=٠[T (Xmeas, t;P

k − Y (t)]∆T (Xmeas, t; d
k)dt∫ tf

t=٠[∆T (Xmeas, t; dk)]٢dt
(78-4)

با که می�باشد (63-4) معادلات با شده داده حساسیت مسئله حل ∆T (Xmeas, t; d
k) آن در که

(62-4) معادله با شده داده ∆gp(t) تابع محاسبه در (j = ١,٢, ..., N),∆Pj = dkj دادن قرار
می�آید. دست به

روش3 توقف معیار 7-4-4
از انحراف که زمانی می�باشد اختلاف اصل اساس بر 3 روش براي توقف معیار ،2 روش همانند

می�شود: داده زیر رابطه با که باشد شده شناخته قبل از اندازه�گیري�ها، به مربوط σ معیار
S(P ) < ϵ (79-4)

فرض با (59-4) معادله از ϵ تلرانس می�شود. محاسبه (59-4) معادله با S(P ) آن در که
| Y (t)− T (Xmeas, t; p) |≈ σ (80-4)

فرضشده�اند. ثابت که است اندازه�گیري خطاهاي معیار از انحراف σ آن در که می�شود محاسبه
می�شود: تعریف زیر صورت به ϵ تلرانس بنابراین

ϵ = σ٢tf (81-4)
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روش3 براي محاسباتی الگوریتم 8-4-4
تخمین منظور به الحاقی مسئله با یافته تعمیم گرادیان روش براي محاسباتی الگوریتم
Y دمایی= اندازه�گیري�هاي که کنید فرض . شود پارامتربندي زیر صورت به می�تواند پارامتر
پارامترهاي بردار براي P ٠ اولیه حدس و (i = ١,٢, ..., I), ti زمان�هاي در (Y١, Y٢, ..., YI)

سپس: و k = ٠ می�دهیم قرار . باشد موجود P نامعلوم
با شده داده مستقیم مسئله سپس و کنید محاسبه (61-4) معادله طبق بر را gp(t) : 1 گام

کنید. حل T (x, t) محاسبه منظور به را (60-4) معادلات
آن، نشدن برآورده شرط به کنید. بررسی را (79-4) معادله با شده داده توقف معیار : 2 گام

. دهید ادامه را الگوریتم
(71-4) الحاقی مسئله و کنید معلوم را Y (t) شده اندازه�گیري دماي و T (Xmeas, t) : 3 گام

کنید. حل λ(٠٫ ۵, t) محاسبه براي را
معادله از را ∇S(P ) گرادیان بردار مؤلفه�هاي از یک هر و کنید معلوم را λ(٠٫ ۵, t) : 4 گام

کنید. محاسبه (76-4)
کنید محاسبه (40-4) یا (39-4) معادله از را λk و کنید معلوم را ∇S(P ) گرادیان : 5 گام

کنید. محاسبه (38-4) معادله از dkرا نزولی جهت و
مسئله سپس و کنید محاسبه (62-4) معادله از را ∆gp(t) ،∆P k = dk دادن قرار با : 6 گام
آورید. به�دست را ∆T (Xmeas, t; d

k) تا کنید حل را (63-4) معادلات با شده داده حساسیت
(78-4) معادله از را βk جستجو گام اندازه سپس کنید. معلوم را ∆T (Xmeas, t; d

k) : 7 گام
کنید. محاسبه

محاسبه (37-4) معادله از را P k+١ جدید تخمین سپس کنید. معلوم را dk و βk : 8 گام
برگردید. 1 گام به و کنید جایگزین k + ١ با را k . کنید
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چندگانه حسگرهاي از استفاده 9-4-4
M از اطلاعات خواندن که مواردي براي اصلاحات اندکی با می�تواند بالا محاسباتی الگوریتم
هدف تابع مواردي، چنین در شود. برده به�کار است، موجود معکوس تحلیل براي حسگر

می�شود: ویرایش زیر صورت به (59-4)
S(P ) =

M∑
m=١

∫ tf

t=٠
[Ym(t)− T (Xm, t;P )]

٢dt (82-4)

می�باشد. m = ١,٢, ...,M براي Xm در واقع حسگر پیوسته اندازه�گیري Ym(t) آن در که
زیر صورت به ،(71-4) معادله الحاقی، مسئله به مربوط معادله که داد نشان آسانی به می�توان

می�آید: در
∂λ(x, t)

∂t
+
∂٢λ(x, t)

∂x٢ +٢
M∑

m=١
[T (Xm, t;P )−Y (t)]∂(X−Xm) = ٠ ٠ < x < ١,٠ < t < tf

(83-4)
باقی تغییر بدون چندگانه حسگرهاي براي ،(71-4) معادله نهایی، و مرزي شرایط حالی�که در

می�ماند.
زیر عبارات از توقف معیار تلرانس و جستجو گام اندازه حسگر، M اطلاعات خواندن براي

می�آید: به�دست
βk =

∑M
m=١

∫ tf
t=٠[T (xm, t;P

k)− Ym(t)]∆T (xm, t; d
k)dt∑M

m=١
∫ tf
t=٠[∆T (xm, t; d

k)]٢dt
(84-4)

ϵ =Mσ٢tf (85-4)

تابعی شکل مورد در اطلاعاتی هیچ�گونه آن در که دارند وجود بی�شماري عملی وضعیت�هاي
پارامتربندي (61-4) معادله صورت به نباید آن�ها بنابراین نیست. دسترس در نامعلوم کمیت
اگر می�گیرند. قرار استفاده مورد فرآیندهایی چنین در اشتباهی آزمایشی توابع که چرا شوند
قرار استفاده مورد سازي پارامتر در می�تواند ،B − Spline نظیر عمومی، آزمایشی توابع چه
کمیت از درست تقریب یک براي آزمایشی توابع مقدار چه که سؤال این همچنان اما گیرد

می�ماند. باقی است نیاز مورد نامعلوم
نباشد، دسترس در نامعلوم کمیت تابعی فرم مورد در قبلی اطلاعات هیچ�گونه که مواردي براي
این در شود. انجام توابع به وابسته فضاي در کامل طور به باید (59-4) معادله کمینه�سازي
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براي دیگر، عبارت به شود. کمینه ممکن Pj پارامتر N همه فضاي در (59-4) تابع قسمت
در شد. خواهد کمینه توابع از نامحدودي فضاي یک در (59-4) معادله تابع، تخمین تقریب
تخمین تقریب براي که همانطوري می�کنیم ارائه را یافته تعمیم گرادیان روش ما بعدي قسمت

می�شود. برده کار به تابع

مسئله همراه به یافته تعمیم روشگرادیان : روش4 5-4
تابع تخمین براي الحاقی

همراه به یافته تعمیم گرادیان روش که قدرتمند تکراري کمینه�سازي طرح یک قسمت این در
معکوس حرارت انتقال به مربوط توابع تخمین مسائل حل براي می�شود، نامیده الحاقی مسئله
در نامعلوم تابع تابعی شکل مورد در قبلی اطلاعات هیچ�گونه تقریب، این در می�رود. به�کار

.[140-128] آن) به متعلق توابع فضاي براي جز (به نیست دسترس
قدرت تخمین براي را (60-4) معادلات با شده داده آزمون مسئله ما ،4 روش توضیح منظور به
گذرا خواندن از استفاده با صفحه�اي، انرژي یکچشمه به مربوط ،gp(t) نامعلوم، زمان به وابسته
به وابسته نامعلوم تابع که می�کنیم فرض . می�گیریم نظر در xmeas در واقع یکتا حسگر یک از
[140 ،133 ،131] می�باشد مفروض زمانی بازه در پذیر انتگرال - مجذور توابع هیلبرت فضاي
در توابع می�باشد. آزمایش انجام زمان مدت tf آن در که می�شود نشان�داده L٠)٢, tf ) با که

می�کنند: آورده بر را زیر شرط فضایی ∫چنین tf

t=٠
[gp(t)]

٢dt <∞ (86-4)

می�گردد: تعریف زیر صورت به S[gp(t)] تابع کنونی، توابع تخمین مسائل کردن حل منظور به

S[gp(t)] =

∫ tf

t=٠
{Y (t)− T [xmeas, t; gp(t)]}٢dt (87-4)

شد. خواهد کمینه می�شود، معین حرارتی هدایت مستقیم مسئله طریق از که قیودي تحت که
تابعی معادله کمینه�سازي طریق از که تابع، تخمین مسائل حل براي 4 روش اساسی گام�هاي
می�باشد. پارامتر تخمین مسائل براي 3 روش اساسی گام�هاي با مشابه می�آید، به�دست (87-4)

از: عبارتند گام�ها این
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کرد. خواهیم ارائه را گام�ها این از کدام هر جزئیات اکنون

مستقیم مسئله 1-5-4
معلوم چشمه منبع هنگامی�که می�شود محیط در دمایی میدان تعیین شامل مستقیم مسئله

می�شود. داده (60-4) معادلات با مستقیم مسئله فرمول�بندي باشد.

معکوس مسئله 2-5-4
مجهول تابع یک gp(t) چشمه جمله قسمت، این در شده گرفته� نظر در معکوس مسئله در
به�دست xmeas مکان در که Y (t) شده اندازه�گیري دمایی داده�هاي می�باشد. زمان به نسبت
اما است. نهایی زمان tf آن در که می�باشد موجود ٠ ≤ t ≤ tf زمانی بازه سرتاسر در می�آید
تابع شکل هیچ�گونه است، شده پارامتربندي (61-4) معادله با gp(t) آن در که 3 روش برخلاف
gp(t) که است آن موجود فرض تنها ندارد. وجود شده فرض قبل از چشمه جمله براي گونه�اي
براي λ(x, t) لاگرانژ ضریب و ∆T (x, t) حساسیت تابع می�باشد. متعلق L٠)٢, tf ) فضاي به
نیازمندیم، کمکی مسئله دو گسترش به ما بنابراین است. نیاز مورد 4 تکراري روش اجراي
تعیین را (λ(x, t),∆T (x, t)) فوق تابع دو بتوانیم تا الحاقی مسئله و حساسیت مسئله یعنی

شد. خواهد بحث زیر در که کنیم

حساسیت مسئله 3-5-4
آن بر فرض روش این در می�باشد. 3 روش با مشابه 4 روش براي حساسیت مسئله استخراج
∆T (x, t) اندازه به T (x, t) دماي می�یابد افزایش ∆gp(t) اندازه به gp(t) هنگامی�که که است
[gp(t) + ∆gp(t)] با را gp(t) و [T (x, t) + ∆T (x, t)] با را T (x, t) ما بنابراین می�کند. تغییر
مسئله تا می�کنیم کم (60-4) اصلی مسئله از آن�را و می�کنیم جایگزین (60-4) مسئله در
مجهول، تابع تغییرات 4 روش در اما آوریم. به�دست را (63-4) معادلات با شده داده حساسیت

نمی�شود. داده (62-4) معادله شده پارامتربندي صورت به ،∆gp(t)
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الحاقی مسئله 4-5-4
مسئله توسعه براي می�باشد. 3 روش با مشابه نیز 4 روش براي الحاقی مسئله استخراج روش
ضرب λ(x, t) در را (60-4) معادله ما می�کنیم. معرفی λ(x, t) لاگرانژ ضریب یک الحاقی،
زمانی بازه روي بر سپس و x = ١ تا x = ٠ از فضایی دامنه روي را حاصله عبارت و می�کنیم
شده داده تابع با روش، این با آمده دست به عبارت می�کنیم. انتگرال�گیري t = tf تا t = ٠ از

آید: به�دست زیر گونه تابع عبارت تا می�شود جمع (87-4) معادله با S[gp(t)]

S[gp(t)] =

∫ tf

t=٠
{Y (t)− T [xmeas, t; gp(t)]}٢dt

+

∫ ١

x=٠

∫ tf

t=٠
λ(x, t)[

∂٢T

∂x٢ + gp(t)δ(x− ٠٫ ۵)− ∂T

∂t
]dtdx (88-4)

می�باشد. پارامتر تخمین براي (64-4) معادله فرم با مترادف که
اندازه به T (x, t)آنکه فرض با می�تواند S[gp(t)] فرم از ∆S[gp(t)] تغییر براي عبارت یک
تغییرات آید. به�دست شود، آشفته ∆gp(t) به�مقدار gp(t) هنگامی�که کند تغییر ∆T (x, t)
.[140 ،131] می�دهد به�دست ∆gp(t) اختلال جهت در را S[gp(t)] جهتی مشتق ∆S[gp(t)]
و gp(t) جاي به [gp(t) + ∆gp(t)] و T (x, t) به�جاي [T (x, t) + ∆T (x, t) کردن جایگزین با
(88-4) اصلی معادله کردن کم و (88-4) معادله در S[gp(t)]جاي به [S[gp(t)] +∆S[gp(t)]]

داشت: خواهیم دوم مرتبه جملات از کردن صرفنظر و حاصله عبارت از

∆S[gp(t)] =

∫ tf

t=٠

∫ ١

x=٠
٢{T [x, t; gp(t)]− Y (t)}∆T (x, t)δ(x− xmeas)dxdt

+

∫ tf

t=٠

∫ ١

x=٠
λ(x, t)[

∂٢∆T

∂x٢ +∆gp(t)δ(x− ٠٫ ۵)− ∂∆t

∂t
]dxdt (89-4)

تخمین براي (65-4) معادله به (89-4) معادله می�باشد. دیراك دلتاي تابع δ(.) آن در که
می�باشد. شبیه پارامتر

از استفاده جزء، به جزء انتگرال�گیري با (89-4) معادله راست سمت در دوم انتگرالی جمله
در ∆T (x, t) شامل انتگرالی جملات می�شود. حل حساسیت مسئله مرزي و اولیه شرایط
براي (71-4) معادلات با شده داده الحاقی مسئله آوردن به�دست منظور به حاصله عبارت

می�شود. گرفته نظر در صفر λ(x, t) لاگرانژ ضریب تعیین
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گرادیان معادله 5-5-4
می�ماند: باقی زیر جملات الحاقی، مسئله آوردن به�دست براي بالا در شده استفاده فرآیند از بعد

∆S[gp(t)] =

∫ tf

t=٠
λ(٠٫ ۵, t)∆gp(t)dt (90-4)

آوردن به�دست به�منظور ،(62-4) معادله در ∆gp(t) شده پارامتربندي فرم ،3 روش در که
چنین است. شده جانشین بالا معادله در (76-4) معادله با شده داده گرادیان بردار مؤلفه�هاي
مجهول تابع اینکه به استناد با بنابراین گیرد. قرار استفاده مورد اینجا در نمی�تواند تقریبی
نوشت می�توان است متعلق ٠ ≤ t ≤ tf بازه در پذیر انتگرال مجذور توابع فضاي به gp(t)

:[140 ،133 ،131]
∆S[gp(t)] =

∫ tf

t=٠
∇S[gp(t)]∆gp(t)dt (91-4)

می�باشد. S[gp(t)] گرادیان ∇S[gp(t)] آن در که
گرفت: نتیجه می�توان (91-4) و (90-4) معادلات مقایسه از
∇S[gp(t)] = λ(٠٫ ۵, t) (92-4)

می�باشد. گونه تابع شکل براي گرادیان معادله که

تابع تخمین براي مزدوج گرادیان روش براي تکراري روش 6-5-4
(71-4) و (63-4) ،(60-4) معادلات با که مجزا مسئله سه بالا، در شده انجام ریاضی توسعه
می�کند ارائه را می�شود نامیده الحاقی و حساسیت مستقیم، مسائل به�ترتیب و می�شود تعریف
داده�هاي می�گیرند. قرار استفاده مورد λ(x, t) و ∆T (x, t) ، T (x, t) توابع محاسبه براي که
معادله با ∇S[gp(t)] گرادیان و است موجود xmeas در واقع یکحسگر از Y (t) شده اندازه�گیري

می�شود. داده (92-4)
زده تخمین (87-4) معادله با شده داده S[gp(t)] سازي کمینه طریق از gp(t) نامعلوم تابع
جستجو گام اندازه و نزولی جهت صحیح انتخاب با تکراري روش یک از مسئله این می�شود.
براي یافته تعمیم گرادیان روش به مربوط تکراري روش این می�آید. به�دست k + ١ به k از

می�شود: داده زیر صورت به gp(t) تابع تخمین
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gk+١
p (t) = gkp(t)− βkdk(t) (93-4)

تعریف زیر به�صورت و می�شود نامیده نزولی جهت dk(t) و جستجو گام اندازه βk آن در که
می�گردد:

dk(t) = ∇S[gkp(t)] + γkdk−١(t) (94-4)

می�شود: محاسبه [133-131] ریبیر پلاك معادله از γk یافته تعمیم مؤلفه

γk =

∫ tf
t=٠ ∇S[g

k
p(t)]{∇S[gkp(t)]−∇S[gk−١

p (t)}dt∫ tf
t=٠{∇S[gk−١

p (t)]}٢dt
k = ١,٢, .. (95-4)

: [134 ،133 ،131] ریوز فلچر معادله از یا .k = ٠ براي γ٠ = که٠
γk =

∫ tf
t=٠{∇S[g

k
p(t)]}٢dt∫ tf

t=٠{∇S[gk−١
p (t)]}٢dt

k = ١,٢, ... (96-4)

با شده داده S[gk+١
p (t)] تابع کمینه�سازي طریق از βk گام اندازه .k = ٠ براي γ٠ = که٠

یعنی: می�شود تعیین βk به نسبت (87-4) معادله
minβkS[gk+١

p (t)] = minβk

∫ tf

t=٠
{Y (t)− T [xmeas, t; g

k
p(t)− βkdk(t)]}٢dt (97-4)

می�گیرد: به�خود را زیر فرم (97-4) معادله تیلور سري بسط از استفاده با سپس

minβkS[gk+١
p (t)] = minβk

∫ tf

t=٠
{Y (t)− T [xmeas, t; g

k
p(t)] + βk∆}T [xmeas, t; d

k(t)]}٢dt

(98-4)
که می�باشد (63-4) معادلات با شده داده حساسیت مسئله حل T [xmeas, t; d

k(t)] آن در که
نسبت آن از ،(98-4) معادله کردن کمینه براي می�آید. به�دست ∆gkp(t) = dk(t) دادن قرار با
اندکی انجام از بعد می�دهیم. قرار صفر برابر را حاصله عبارت و می�گیریم دیفرانسیل βk به

می�آید: به�دست βk گام اندازه براي زیر معادله محاسبات

βk =

∫ tf
t=٠{T [xmeas, t; g

k
p(t)]− Y (t)}∆T [xmeas, t; d

k(t)]dt∫ tf
t=٠{∆T [xmeas, t; dk(t)]}٢dt

(99-4)

می�شود برده به�کار زمانی تا (99-4) و (96-4) - (93-4) معادلات با شده داده تکرار روش
است. شده داده توضیح زیر در که شود ارضا اختلاف اصل مبناي بر توقف معیار که
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روش4 براي توقف معیار 7-5-4
می�شود: داده زیر رابطه با توقف معیار ،3 و 2 روش�هاي با مشابه

S[gp(t)] < ϵ (100-4)

که می�شود انتخاب طوري ϵ تلورانس می�شود. محاسبه (87-4) معادله با S[gp(t)] آن در که
می�شود فرض آید. به�دست تصادفی خطاهاي شامل اندازه�گیري�هایی همراه به هموار، حل�هاي

هنگامی�که دقیق�اند کافی به�اندازه حل�ها این که
|Y (t)− T [xmeas, t; gp(t)]| ≈ σ (101-4)

دست به (87-4) معادله از ϵ بنابراین است. گیري اندازه خطاهاي معیار از انحراف σ آن در که
می�آید:

ϵ = σ٢tf (102-4)

می�شود. گرفته نظر در کوچک کافی اندازه به عدد یک ϵ خطا، بدون اندازه�گیري�هاي براي

روش4 براي محاسباتی الگوریتم 8-5-4
سپس: k = ٠ دهید قرار باشد. دسترس در gp(t) تابع براي g٠

p (t) اولیه حدس که کنید فرض
. کنید محاسبه gkp(t) اساس بر را T (x, t) و کنید حل را (60-4) مستقیم مسئله :1 گام

دهید. ادامه نبود درست اگر کنید. بررسی را (100-4) توقف معیار : 2 گام
حل را (71-4) الحاقی مسئله Y (t) شده گیري اندازه دماي و T (xmeas, t) دانستن با : 3 گام

کنید. محاسبه را λ(٠٫ ۵, t) و کنید
کنید. محاسبه (92-4) معادله از را ∇S[gkp(t)] ، λ(٠٫ ۵, t) دانستن با : 4 گام

کنید محاسبه (96-4) یا (95-4) معادلات از را γk ، ∇S[gkp(t)] گرادیان دانستن با : 5 گام
کنید. محاسبه (94-4) معادله از را dk(t) نزولی جهت و

آوردن به�دست براي را (63-4) حساسیت مسئله و ∆gkp(t) = dk(t) دهید قرار : 6 گام
کنید. حل ∆T [xmeas, t; d

k(t)]

محاسبه (99-4) معادله از را βk جستجو گام اندازه ، ∆T [xmeas, t; d
k(t)] دانستن با : 7 گام
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کنید.
(93-4) معادله از را gk+١

p (t) ،dk(t) نزولی جهت و βk جستجو گام اندازه دانستن با : 8 گام
برگردید. 1 گام به و کنید محاسبه

3 روش براي قبلی قسمت با مشابه چندگانه حسگرهاي از استفاده هنگام بالا الگوریتم تعمیم
می�باشد.
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5 فصل

متغیر بعدي یک حرارت هدایت ضریب تخمین
مزدوج گرادیان ازروش استفاده با مکان با
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مقدمه 1-5
فلزي قطعه یک است. شده معرفی آن حل نحوه و مسئله بر حاکم معادلات حاضر، فصل در
ضریب از واقعی مقدار یک براي مستقیم مسئله ابتدا در شده، گرفته نظر در L طول به
حل و عددي حل و است شده حل مناسب عددي روش یک از استفاده با حرارتی هدایت
برآورد براي معکوس روش یک عنوان به 2 روش است. شده داده شرح حاکم معادلات تحلیلی
نقاط در حرارتی عکس�برداري از استفاده با فلزي تیغه در مکان با متغیر حرارتی هدایت ضریب
حرارتی، برداري عکس از حاصل دمایی داده�هاي از شد. گرفته به�کار تیغه، سطح از مختلف
براي نظر مورد تیغه سطح از مختلف مکان و20 10 گرفتن نظر در با مختلف تقریب�هاي در
از یکنواخت طور به تقریب دو هر در مکان�ها این که است شده استفاده معکوس مسئله حل
روش از استفاده با و دمایی، داده�هاي این گرفتن نظر در با سپس شده�اند. انتخاب تیغه سطح
توابع صورت به که مکان، با متغیر حرارتی هدایت ضریب تخمین به مزدوج گرادیان تکراري
کامپیوتري برنامه یک صورت به نظیر معکوس روش پرداختیم. شده�اند، گرفته نظر در مختلفی
کار به معکوس روش دقت تخمین جهت مناسب روش یک از همچنین است. شده پیاده�سازي
به روش صحت تا شدند مقایسه آزمون مورد واقعی مقادیر با نتایج و شد. استفاده شده گرفته

شود. ارزیابی شده گرفته کار

حاکم معادلات 2-5
بگیرید. نظر در را واحد بعد بدون ضخامت با فلزي صفحه یک در خطی گذراي گرماي رسانش
مرز روي ثابتی حرارتی شار t > ٠ زمان از بعد دارد. قرار صفر دماي در ابتدا فلزي صفحه
مسئله ریاضی فرمول می�شود. نگهداري عایق x = L مرز حالی�که در می�شود. اعمال x = ٠

می�شود: داده زیر صورت به حرارتی هدایت مستقیم
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ρcp
∂T (x, t)

∂t
=

∂

∂x
(k(x)

∂T (x, t)

∂x
) ٠ < x < L, t > ٠

−K∂T (x, t)

∂x
= q” x = ٠, t > ٠

∂T (x, t)

∂x
= ٠ x = L, t > ٠

T (x,٠) = ٠ ٠ ≤ x ≤ L, t = ٠

(1-5)

حسب بر شده اعمال ثابت حرارتی شار q”،گرماست جریان سوي در دما گرادیان ∂T
∂x

آن در که
هدایت ضریب K و است kg

m٣ حسب بر چگالی ρ و J

kg.K
حسب بر جسم ویژه گرماي c ، W

m٢

مشخص حرارتی خواص و مرزي و اولیه شرایط می�باشد. W

m.K
برحسب مکان با متغیر حرارتی

حل عددي صورت به می�تواند (1-5) معادلات توسط شده تعریف مستقیم مسئله هستند،
کرد محاسبه جسم در نقطه هر موقعیت به نسبت زمان از تابعی عنوان به را دما توزیع و شود

.[141]

بعدي یک حرارت هدایت معادلات عددي حل 1-2-5
مستقیم مسئله گسسته�سازي جهت بخش1-6-2 در شده توصیف ضمنی روش� بخش، این در
بازه روي مساوي فواصل با گره m این�کار براي است. گرفته قرار استفاده مورد حرارتی هدایت
مشتقهاي نشان�دادن براي مختلفی محدود تفاضل تقریبهاي از می�گیریم. نظر در ٠ < x < L

در .[20] کرد استفاده توان می (1-5) معادلات با شده تعریف حرارتی هدایت مستقیم مسئله
کردیم: استفاده زیر فرم به زمان مشتق براي یک مرتبه پیشروي تفاضل تقریب از بخش، این

∂T

∂t
=
T n+١
i − T n

i

∆t
+O(∆t) (2-5)

صورت به (1-5) معادله در مکان مشتق�هاي براي دوم مرتبه مرکزي تفاضل تقریب از همچنین
کردیم: استفاده زیر

∂٢T

∂x٢ =
T n
i+١ − ٢T n

i + T n
i−١

(∆x)٢ +O(∆x)٢ (3-5)
∂T

∂x
=
T n+١
i+١ − T n+١

i−١
٢∆x +O(∆x)٢ (4-5)

می�کنیم: بازنویسی زیر به�صورت را (1-5) معادله دیگر بار

ρc
∂T

∂t
=

∂

∂x
(k
∂T

∂x
) (5-5)
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ρc
∂T

∂t
= k

∂٢T

∂x٢ +
∂k

∂x
.
∂T

∂x
(6-5)

داریم: (6-5) معادله در فوق محدود تفاضل معادلات جایگذاري با

ρc
T n+١
i − T n

i

∆t
= ki

T n+١
i+١ − ٢T n+١

i + T n+١
i−١

(∆x)٢ +
ki+١ − ki−١

٢∆x .
T n+١
i+١ − T n+١

i−١
٢∆x (7-5)

یا
ρc
T n+١
i − T n

i

∆t
=

ki
(∆x)٢ (T

n+١
i+١ −٢T n+١

i +T n+١
i−١ )+

١
۴(∆x)٢ [(ki+١−ki−١)(T

n+١
i+١ −T n+١

i−١ )]

(8-5)
داریم: (8-5) معادله براي Si =

ki
ρcp

.
∆t

(∆x)٢ فرض با

T n+١
i − T n

i = Si(T
n+١
i+١ − ٢T n+١

i + T n+١
i−١ ) +

١
۴ [(Si+١ − Si−١)(T

n+١
i+١ − T n+١

i−١ )] (9-5)

می�نویسیم: زیر استاندارد شکل به را معادله(9-5)

[Si +
١
۴(Si+١ − Si−١)]T

n+١
i+١ − (١ + ٢Si)T

n+١
i + [Si −

١
۴(Si+١ − Si−١)]T

n+١
i−١ = −T n

i

i = ٢, ..., n− ١
(10-5)

داریم: (1-5) معادله مرزي شرایط براي محدود تفاضل فرمول�هاي جایگذاري با

−K∂T

∂x
|x=٠ = q

′′ ⇒−K١
T n+١

٢ − T n+١
١

∆x
= q

′′

⇒T n+١
١ = T n+١

٢ +
q
′′
∆x

K١
(11-5)

و

∂T

∂x
|x=M = ٠ ⇒

T n+١
M − T n+١

M−١
∆x

= ٠

⇒T n+١
M = T n+١

M−١ (12-5)

داریم: i = ٢ مرزي گره براي ساده�سازي و (10-5) معادله در (11-5) معادله جایگذاري با که

[S٢+
١
۴(S٣−S١)]T

n+١
٣ −[١+S٢+

١
۴(S٣−S١)]T

n+١
٢ = −T n

٢ −(S٢−
١
۴(S٣−S١))+

q
′′
∆x

k١

(13-5)
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مرزي گره براي ساده�سازي و (10-5) شماره فرمول در (12-5) فرمول جایگذاري با همچنین
داریم: i = m− ١

[−١ − SM−١ +
١
۴(SM − SM−٢)]T

n+١
M−١ + [SM−١ − ١

۴(SM − SM−٢)]T
n+١
M−٢ = −T n

M−١

(14-5)
مجموعه�اي جلوتر، زمانی مقاط در شبکه نقاط تمام براي محدود تفاضل معادلات این نوشتن با
سه ماتریس یک معادلات از دسته این ضرائب ماتریس که می�آید به�دست جبري معادلات از
و (13-5) ،(10-5) معادلات از حاصل قطري سه معادلات دستگاه حل با بود. قطري1خواهد

آورد. به�دست ورقه نقاط تمام در را دما توزیع می�توان (14-5)

بعدي یک حرارت هدایت معادلات تحلیلی حل 2-2-5
حل به قسمت این در بالا، در شده گرفته به�کار عددي روش دقت و صحت از اطمینان جهت
متغیرها2 جداسازي روش از .[142] می�پردازیم (1-5) معادلات با شده داده مسئله تحلیلی
استفاده باشد، ثابت حرارتی هدایت ضریب این�که بافرض شده داده آزمون مسئله حل جهت
بگیرید: نظر در زیر صورت به را (1-5) معادلات با شده داده آزمون مسئله مجددا است. شده

∂θ

∂t
=a

∂٢θ

∂x٢ a =
K

ρc
(15-5)

−K ∂θ

∂x
(٠, t) = q

′′
,
∂θ

∂x
(l, t) = ٠ , t > ٠ (16-5)

θ(x,٠) = T٠ t = ٠,٠ < x < L

می�پردازیم: زیر به�صورت (15-5) مسئله از جواب�هایی جستجوي به
θ(x, t) = ψ(x, t) + ϕ(x) (17-5)

بر نمایی تابع یک ψ(x, t) تابع دید خواهیم ادامه در متغیرها جداسازي روش به�کارگیري با
,ψ(xو t) → ٠ عبارت t → ∞ که مادامی (17-5) رابطه در بنابراین بود. خواهد زمان حسب
معادلات با شده گرفته نظر در مسئله بودن ناپایدار به توجه با ,θ(x.که t) → ϕ(x) نتیجه، در
آمده بدست نتیجه لذا رود بالا محدودیت بدون باید ورقه دماي t → ∞ که مادامی ،(1-5)

1Tridiagonal
2 Separation of variables
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افزودن با را (17-5) معادله شرایط، این احراز به�منظور کند. می نقض را مسئله فیزیک قوانین
صحیح فرض بنابراین .φ(t) → ∞ ،t → ∞ که مادامی بنابراین می�کنیم اصلاح φ(t) عبارت

می�باشد: زیر صورت به
θ(x, t) = ψ(x, t) + ϕ(x) + φ(t) (18-5)

شد: خواهد حاصل زیر معادلات دسته دو (1-5) معادلات در (18-5) معادله جایگذاري با حال

∂ψ

∂t
= a

∂٢ψ

∂x٢ ψ(x,٠) = −ϕ(x)− φ(٠) (19-5)

∂ψ

∂x
(٠, t) = ٠ ∂ψ

∂x
(L, t) = ٠

∂φ

∂t
= a

∂٢ϕ

∂x٢ (20-5)

−K∂ϕ

∂x
(٠, t) =q′′ ∂ϕ

∂x
(L, t) = ٠ (21-5)

قرار C ثابت برابر را آن نیستند وابسته هم به ϕ(x)و φ(t) ،(20-5) معادله در که آن�جایی از
می�دهیم:

∂φ(t)

∂t
= a

∂٢ϕ(x)

∂x٢ = C (22-5)

داریم: فوق معادله حل از
١
a

∂φ(t)

∂t
= C ⇒ φ(t) = aCt+ C١ (23-5)

همچنین
∂٢ϕ(x)

∂x٢ = C ⇒ ϕ(x) =
١
٢Cx

٢ + C٢x+ C٣ (24-5)

می�شود. محاسبه به�راحتی C٢ و C مقادیر (21-5) معادلات در (24-5) معادله جایگذاري با
می�شود: نتیجه آن�ها حل از که

C٢ =
q
′′

K
C =

q
′′

KL

ϕ(x)و φ(t) به بستگی ψ(x, t) حل اینکه به توجه با باقیمانده�اند. هاي ثابت C٣ و Cکه١
فرض با پس بگیریم. نظر در صفر با برابر را ثابت�ها این قراردادي بصورت می�توانیم دارد،
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شد: خواهد زیر به�صورت (24-5) و (23-5) عبارات C١ = C٣ = ٠

φ(t) = a
q
′′

KL
t (25-5)

ϕ(x) =
q′′

٢KLx
٢ − q

′′

K
x (26-5)

با باشد. (19-5) مسئله براي جوابی ψ(x, t) = χ(x)τ(t) می�کنیم فرض دیگر، طرف از
داریم: (19-5) معادله در جواب این جایگذاري

١
a

τ
′
(t)

τ(t)
=
χ

′′
(x)

χ(x)
(27-5)

از فقط تابعی چپ طرف و t زمانی متغیر از تابعی فقط فوق معادله راست طرف که آنجا از
یک هر که است صادق مسئله x و t هر براي وقتی فقط فوق تساوي می�باشد. x مکانی متغیر

باشیم: داشته یعنی باشد، −λ ثابت مقدار برابر تساوي طرف دو از

١
a

τ
′
(t)

τ(t)
=
χ

′′
(x)

χ(x)
= −λ٢ (28-5)

داشت: خواهیم بنابرابن
χ

′′
+ λ٢χ = ٠ ∂χ

∂x
(٠) = ٠ ,

∂χ

∂x
(L) = ٠ (a)

∂τ

∂t
+ aλ٢τ(t) = ٠ (b)

(29-5)

بنابراین ثابتهستند. ضرائب با دوم مرتبه معادلات فوق، معادلات می�شود مشاهده که همانطور
چند می�شود. حاصل آن�ها مشخصه جمله�اي چند از استفاده با معادلات این عمومی جواب
عمومی جواب که می�باشد r+ aλ٢ = ٠ برابر (29-5) معادله در (b) عبارت مشخصه جمله�اي

می�باشد: زیر فرم به معادله این براي
τ(t) = Cne

−aλ٢
nt (30-5)

می�باشد r٢ + λ٢ = ٠ به�فرم (29-5) معادله (a)در عبارت مشخصه جمله�اي چند همچنین
می�باشد: زیر فرم به� آن عمومی جواب که

χ(x) = A١cosλx+ A٢sinλx (31-5)

داریم: (31-5) معادله در (a) عبارت مرزي شرایط جایگذاري با که
∂χ

∂x
(٠) = −A١λsinλx+ A٢λcosλx = ٠ ⇒ A٢ = ٠ (32-5)
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∂χ

∂x
(L) = −A١λsinλl ⇒ λ =

nπ

L
(33-5)

از: عبارتست (29-5) معادله در (a) عبارت عمومی جواب لذا
χn(x) = Ancosλnx (34-5)

براي (19-5) معادله عمومی جواب بنابراین .n = ١,٢,٣, ... براي λn =
nπ

L
آن در که

است: زیر صورت به n = ١,٢,٣, ...

ψn(x, t) = χn(x)τn(t) = Ancos(nπx/L).Cne
−aλ٢

nt (35-5)

جواب نیز جواب�ها از خطی ترکیب هر پس است، خطی معادله یک (19-5) معادله که آن�جا از
یعنی می�باشد. معادله

ψ(x, t) = a٠ +
∞∑

n=١
ane

−aλ٢
ntcosλnx ⇒ a٠ = c٠A٠ , an = cnAn (36-5)

می�گیریم: نتیجه (36-5) معادله مرزي شرط اعمال با .a٠ = c٠A٠, an = cnAn که
T٠ − ϕ(x) = a٠ +

∞∑
n=١

ancosλnx (37-5)

با: برابرند an و a٠ ضرائب بنابراین می�باشد T٠ − ϕ(x) تابع کسینوسی فوریه سري فوق، سري

an =
٢
L

∫ L

٠
(T٠ − q

′′

٢KLx
٢ +

q
′′

K
x)cosλnxdx (38-5)

a٠ =
١
L

∫ L

٠
(T٠ − q

′′

٢KLx
٢ +

q
′′

K
x)dx (39-5)

داریم: (39-5) و (38-5) معادلات حل از
a٠ = T٠ +

q
′′
L

٣K (40-5)

an = − −٢q′′

KLλ٢
n

(41-5)

از: است عبارت ورقه دماي (18-5) معادله در φ(t) و ϕ(x) ،ψ(x, t) جایگذاري با بنابراین

θ(x, t) = T٠ +
q
′′
l

٣K +
∞∑

n=١

−٢q′′

Klλ٢
n

e−aλ٢
ntcosλnx+ (

q
′′

٢KLx
٢ − q

′′

K
x+

aq
′′

KL
t) (42-5)

با (5-1)را معادلات با شده داده مسئله تحلیلی حل و عددي حل از حاصل نتایج 1-5 شکل
دهد. می نمایش یکسانی ترموفیزیکی شرایط گرفتن نظر در
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فلزي ورقه دماي توزیع :1-5 شکل
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6 فصل

حرارت هدایت مسئله معکوس حل عددي نتایج
بعدي یک
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قبل، فصل�هاي در آن�ها حل نحوه و شده ارائه حاکم معادلات به توجه با فصل این در
حالت در مکان با متغیر حرارتی هدایت ضریب تخمین معکوس مسئله حل از حاصل نتایج
براي حرارتی معکوس روش یک به�عنوان مزدوج گرادیان روش شد. خواهد ارائه بعدي یک
روش صحت از اطمینان و ارزیابی منظور به است. شده گرفته به�کار هدف تابع بهینه�سازي
آزمایش تعدادي مکان، با متغیر حرارتی هدایت ضریب برآورد جهت شده گرفته کار به معکوس
T٠ = ٠◦K اولیه دماي با L = ١m طول به قطعه�اي آزمایشات این در است. شده ارائه عددي
است. شده گرفته نظر در ،x = مرز٠ در شده اعمال q = ١٠٠٠KWm−٢ حرارتی شار و
معادلات با شده تعریف حرارتی هدایت مستقیم مسئله حل با دما شده شبیه�سازي داده�هاي
مکانی گام و ∆t = ٠٫ ١s زمانی گام با محدود تفاضل ضمنی روش از استفاده با ،(1-5)
حرارتی عکس�برداري از استفاده با دما داده�هاي همچنین آمده�اند. به�دست ∆x = ٠٫ ٠٢cm

در یک�بار حرارتی، عکس�برداري از حاصل دمایی داده�هاي از می�شود. ثبت ٠٫ ١S هر در
یکنواخت طور به حالت دو هر در که فلزي تیغه سطح از مکان 20 در دیگر بار و مکان 10
می�نیمم خطاي است. شده استفاده معکوس مسئله حل براي شده�اند، انتخاب تیغه سطح از
حدس چند از حاصل نتایج ادامه در است. شده گرفته نظر ۴−١٠در حالت�ها تمام براي مربعات
است. شده ارائه مربوطه نمودارهاي همراه به مکان با متغیر حرارتی هدایت ضریب براي اولیه
یا مربعات میانگین جذر خطاي مقدار آمده، دست به نتایج دقت کمی ارزیابی جهت همچنین
است. شده گرفته نظر در است، شده شناخته استاندارد خطاي عنوان با که واریانس دوم ریشه

می�باشد: زیر فرم به آن فرمول�بندي که

eRMS =

√
١
N

∑N
i=١(Kreal,i −Kest.,i)٢√
١
N

∑N
i=١(Kreal,i)٢

(1-6)

است. نقاط تعداد N بالا رابطه در که
معادله با دو درجه تابع یک حرارتی هدایت ضریب حالت این در مثال1:

k(x) = −x٢ + x+ ١٠
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معکوس روش دقت و صحت از حاصل نتایج 2-6 و 1-6 شکل�هاي است. شده گرفته نظر در
نشان حرارتی عکس�برداري از استفاده با سنسور 20 و 10 گرفتن نظر در با را گرفته�شده کار به

می�دهند.

عکس�برداري از حاصل ازداده�هاي استفاده با دو درجه حرارتی هدایت ضریب تخمین :1-6 شکل
حرارتی سنسور 10 محل در حرارتی

عکس�برداري از حاصل ازداده�هاي استفاده با دو درجه حرارتی هدایت ضریب تخمین :2-6 شکل
حرارتی سنسور 20 محل در حرارتی
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حرارتی 10سنسور (آ)

حرارتی سنسور 20 (ب)

هدایت ضریب تابعی تخمین از اول تکرار 50 در خطا مربعات مجموع کاهش نمودار :3-6 شکل
دو درجه حرارتی

تکرار 50 در را هدف تابع کاهش نرخ یا مربعات می�نیمم خطاي 6-3(ب) و شکل6-3(آ)
همان�طور شکل به توجه با می�دهند. نشان مجهول حرارتی هدایت ضریب تخمین از اول
اول) ثانیه 10) اولیه ثانیه�هاي در زیادي جهش با مربعات می�نیمم تابع می�رود انتظار که
ضریب تخمین از اول تکرار 4 در شده محاسبه هدف تابع گرادیان 4-6 شکل در روبروست.
رابطه از استفاده با مربعات میانگین جذر خطاي است. شده نشان�داده مجهول حرارتی هدایت
گرفته صورت سنسور 10 از حرارتی عکس�برداري از حاصل داده�هاي از حالتی�که در (1-6)
گرفته صورت سنسور 20 از حرارتی عکس�برداري حالتی�که در و گردیده محاسبه 0.0017 برابر

است. شده محاسبه 0.0014 برابر
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حرارتی 10سنسور (آ)

حرارتی سنسور 20 (ب)

درجه حرارتی هدایت ضریب تابعی تخمین از اول تکرار 4 در هدف تابع گرادیان نمودار :4-6 شکل
دو
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معادله با مثلثی تابع یک حالت این در مثال2:

k(x) = |x− ٠٫ ۵|+ ١٠٫ ۵

کمکروشمعکوس به تکین نقاط تخمین شده�است. گرفته نظر در برايضریبهدایتحرارتی
5-6 شکل�هاي در نیز حدس این از آمده به�دست نتایج می�باشد. اهمیت حائز و دشوار کاري
هدایت ضریب از تقریب این برآورد در شده گرفته به�کار روش کارائی که شده�اند. ارائه 8-6 -

دهد. می نشان را حرارتی

عکس�برداري از حاصل ازداده�هاي استفاده با مثلثی حرارتی هدایت ضریب تخمین :5-6 شکل
حرارتی سنسور 10 محل در حرارتی

عکس�برداري از حاصل ازداده�هاي استفاده با مثلثی حرارتی هدایت ضریب تخمین :6-6 شکل
حرارتی 20سنسور محل در حرارتی

استفاده با شده زده تخمین حرارتی هدایت ضریب اول، مثال همانند نیز 6-6 و 5-6 شکل�هاي
با شکل اطراف در داده�ها دقیق�تر توزیع می�دهند. نشان را �شده گرفته به�کار معکوس روش از
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حرارتی 10سنسور (آ)

حرارتی سنسور 20 (ب)

هدایت ضریب تابعی تخمین از اول تکرار 50 در خطا مربعات مجموع کاهش :7-6 شکل
مثلثی حرارتی

شدید کاهش نشان�دهنده 6-7(ب) و شکل6-7(آ) است. نمایان حرارتی سنسور تعداد افزایش
هدایت ضریب تخمین از اول تکرار 50 در هدف تابع کاهش نرخ یا مربعات می�نیمم خطاي
نیز 6-8(ب) و 6-8(آ) شکل است. سازگار انتظار مورد نتایج با که می�باشد مجهول حرارتی
نمایش مجهول حرارتی هدایت ضریب تخمین از اول تکرار 4 در را هدف تابع گرادیان نمودار

می�دهد.
سنسور 10 از حرارتی عکس�برداري حالتی�که براي مربعات میانگین جذر خطاي حالت این در
سنسور 20 از حرارتی عکس�برداري حالتی�که در و گردیده محاسبه 0.0028 گرفته صورت
از حاصل داده�هاي از هرچه می�شود مشاهده �است. شده محاسبه 0.0022 برابر صورت�گرفته

می�یابد. کاهش خطا این شود، استفاده بیشتري سنسور تعداد در حرارتی عکس�برداري
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حرارتی 10سنسور (آ)

حرارتی سنسور 20 (ب)

مثلثی حرارتی هدایت ضریب تابعی تخمین از اول تکرار 4 در هدف تابع گرادیان نمودار :8-6 شکل
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7 فصل

با متغیر بعدي دو حرارت هدایت ضریب تخمین
مزدوج گرادیان ازروش استفاده با مکان
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مقدمه 1-7
ساختمان�ها، به�خصوصدر ما روزانه زندگی در مهم مسائل از یکی بعدي دو هدایتحرارت مسئله
مسائل براي آمده به�دست راه�حل�هاي کمک با می�آید. به�شمار غیره و پنجره�ها پل�ها، دیوارها،
هدایت بعدي دو مسائل حل از که ساده کامپیوتري کدهاي کمک با و بعدي دو حرارت هدایت
دیوارها، ساختمان�ها، در گرما شار یا گرما انتقال تحلیل و تجزیه آمده�اند، به�دست حرارتی
بعدي یک حرارتی هدایت مسئله بخش این در ما این�رو از می�شود. آسان�تر غیره و پنجره�ها
را آن�ها حل نحوه و حاکم معادلات و می�دهیم تعمیم بعد دو به را 5 بخش در شده توصیف

می�کنیم. معرفی
تحلیلی حل و عددي حل بعدي، دو حرارت هدایت مسئله بر حاکم معادلات بخش، این در
بگیرید. نظر در را L × L m ابعاد با فلزي صفحه یک است. شده داده شرح حاکم معادلات
را دما توزیع و حل را بعدي دو مستقیم حرارتی هدایت مسئله ابتدا بعدي یک حالت همانند
حرارتی هدایت ضریب تخمین معکوس روش هدف می�کنیم. محاسبه فلزي صفحه داخل در
برآورد براي مزدوج گرادیان روش نیز بعدي دو حالت در می�باشد. مکان با متغیر بعدي دو
در حرارتی عکس�برداري از حاصل دمایی داده�هاي از شده�است. به�کارگرفته مجهول پارامتر
با سپس است. شده استفاده معکوس مسئله حل براي فلزي صفحه سطح از مختلف مکان 20
حرارتی هدایت ضریب تخمین به مزدوج گرادیان روش کمک با و داده�ها این گرفتن نظر در

پرداختیم. شده گرفته نظر در دو درجه رویه یک صورت به که مکان با متغیر

عددي حل 2-7
بگیرید. نظر در را L× L m ابعاد به مربعی فلزي صفحه یک در خطی گذراي گرماي رسانش
مرز روي ثابتی حرارتی شار t > ٠ زمان از بعد دارد. قرار صفر دماي در ابتدا فلزي صفحه
می�شود. نگهداري عایق y = L و y = ٠ و x = L مرزهاي حالی�که در می�شود. اعمال x = ٠

می�شود: داده زیر صورت به بعدي دو حالت در حرارتی هدایت مستقیم مسئله ریاضی فرمول
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ρc
∂T (x, y, t)

∂t
=

∂

∂x
(k(x, y)

∂T (x, y, t)

∂x
) +

∂

∂y
(k(x, y)

∂T (x, y, t)

∂y
)

٠ < x, y < L , t > ٠

−K∂T (٠, y, t)
∂x

= q” x = ٠ , t > ٠

∂T (L, y, t)

∂x
= ٠ x = L , t > ٠ (1-7)

∂T (x,٠, t)
∂y

= ٠ y = ٠ , t > ٠

∂T (x, L, t)

∂x
= ٠ y = L , t > ٠

T (x, y,٠) = ٠ ٠ ≤ x, y ≤ L , t = ٠

و شود حل عددي صورت به می�تواند (1-7) معادلات توسط شده تعریف مستقیم مسئله
کرد. محاسبه جسم در نقطه هر موقعیت به نسبت زمان از تابعی عنوان به را دما توزیع

بعدي دو حرارتی هدایت معادلات عددي حل 1-2-7
ضمنی روش مانند سنتی روش�هاي اگرچه بعدي دو حرارت هدایت مسئله عددي حل براي
این عمده ضعف نقطه اما هستند استفاده قابل حل براي کرانک-نیکلسون روش یا ساده
ذخیره براي بزرگ حافظه مقیاس و کندتر روش از مرحله هر در حل که است این روش�ها
عنوان به اول فصل در که ADI روش از استفاده با بنابراین است. نیاز مورد ماتریس عناصر
استفاده عددي حل براي شد داده توضیح سهموي بعدي دو معادلات حل در کارآمد روشی

می�کنیم: بازنویسی زیر به�صورت را (1-7) معادله دیگر بار می�کنیم.
ρc
∂T

∂t
=

∂

∂x
(k(x, y)

∂T

∂x
) +

∂

∂y
(k(x, y)

∂T

∂y
) (2-7)

ρc
∂T

∂t
= k

∂٢T

∂x٢ + (
∂k

∂x
)(
∂T

∂x
) + k

∂٢T

∂y٢ + (
∂k

∂y
)(
∂T

∂y
) (3-7)

صورت به n+ ١
٢ زمانی مقطع براي ADI فرمول�بندي با (1-7) مدل محدود تفاضل معادلات

تفاضل تقریب و زمانی تغییرات براي یک مرتبه پیشروي تفاضل تقریب از استفاده با است. زیر
داریم: انتشار، جملات براي دوم مرتبه پیشروي تفاضل تقریب و دوم مرتبه مرکزي
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ρc
T

n+ ١
٢

i,j − T n
i,j

∆t

٢

= ki,j
T

n+ ١
٢

i+١,j − ٢T n+ ١
٢

i,j + T
n+ ١

٢
i−١,j

(∆x)٢ +
ki+١,j − ki−١,j

٢∆x .
T

n+ ١
٢

i+١,j − T
n+ ١

٢
i−١,j

٢∆x

+ ki,j
T n
i,j+١ − ٢T n

i,j + T n
i,j−١

(∆y)٢ +
ki,j+١ − ki,j−١

٢∆y .
T n
i,j+١ − T n

i,j−١
٢∆y

(4-7)
زیر استاندارد به�شکل را (4-7) معادله Si,j =

Ki,j

٢ρc .
∆t

(∆x)٢ و ∆x = ∆y اینکه بافرض
می�نویسیم:

[−Si,j +
١
۴(Si+١,j − Si−١,j)]T

n+ ١
٢

i+١,j + (١ + ٢Si,j)T
n+ ١

٢
i,j + [−Si,j +

١
۴(Si+١,j − Si−١,j)]T

n+ ١
٢

i−١,j

= [Si,j +
١
۴(Si,j+١ − Si,j−١)]T

n
i,j+١ + (١ − ٢Si,j)T

n
i,j + [Si,j −

١
۴(Si,j+١ − Si,j−١)]T

n
i,j−١

(5-7)
شرایط براي محدود تفاضل فرمول�هاي جایگذاري با ترتیب همین به .i, j = ٢, ...,m−براي١

داریم: (1-7) معادله مرزي

−K∂T (x, y, t)

∂x
|X=٠ = q

′′ ⇒ T n
١,j = T n

٢,j +
q
′′
∆x

K١,j
j = ١, ...,m (6-7)

∂T (x, y, t)

∂x
|X=L = ٠ ⇒ T n

M,j = T n
M−١,j j = ١, ...,m (7-7)

∂T (x, y, t)

∂y
|Y=٠ = ٠ ⇒ T n

i,١ = T n
i,٢ i = ١, ...,m (8-7)

∂T (x, y, t)

∂y
|Y=L = ٠ ⇒ T n

i,m = T n
i,m−١ i = ١, ...,m (9-7)

داریم: j = ٢, ..,m− ١, i = ٢ گره براي (5-7) معادله در جایگذاري با که

[−S٢,j −
١
۴(S٣,j − S١,j)]T

n+ ١
٢

٣,j + [١ + S٢,j +
١
۴(S٣,j − S١,j)]T

n+ ١
٢

٢,j (10-7)

=[S٢,j +
١
۴(S٢,j+١ − S٢,j−١)]T

n
٢,j+١ + (١ − ٢S٢,j)T

n
٢,j + [S٢,j −

١
۴(S٢,j+١ − S٢,j−١)]T

n
٢,j−١

داریم: j = ٢, ...,m, i = m− ١ گره براي همچنین

[١ + Sm−١,j −
١
۴(Sm,j − Sm−٢,j)]T

n+ ١
٢

m−١,j + [−Sm−١,j +
١
۴(Sm,j − Sm−٢,j)]T

n+ ١
٢

m−٢,j

= [Sm−١,j +
١
۴(Sm−١,j+١ − Sm−١,j−١)]T

n
m−١,j+١ + (١ − ٢Sm−١,j)T

n
m−١,j (11-7)

+ [Sm−١,j −
١
۴(Sm−١,j+١ − Sm−١,j−١)]T

n
m−١,j−١
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داریم: ADI روش از استفاده با n+ ١ زمانی مقطع براي مشابه طور به

ρc
T n+١
i,j − T

n+ ١
٢

i,j

∆t

٢

= ki,j
T

n+ ١
٢

i+١,j − ٢T n+ ١
٢

i,j + T
n+ ١

٢
i−١,j

(∆x)٢ +
ki+١,j − ki−١,j

٢∆x .
T

n+ ١
٢

i+١,j − T
n+ ١

٢
i−١,j

٢∆x

+ ki,j
T n+١
i,j+١ − ٢T n+١

i,j + T n+١
i,j−١

(∆y)٢ +
ki,j+١ − ki,j−١

٢∆y .
T n+١
i,j+١ − T n+١

i,j−١
٢∆y

(12-7)
می�نویسیم: زیر استاندارد به�فرم را (12-7) معادله سازي، ساده با

[−Si,j −
١
۴(Si,j+١ − Si,j−١)]T

n+١
i,j+١ + (١ + ٢Si,j)T

n+١
i,j + [−Si,j +

١
۴(Si,j+١ − Si,j−١)]T

n+١
i,j−١

= [Si,j +
١
۴(Si+١,j − Si−١,j)]T

n+ ١
٢

i+١,j + (١ − ٢Si,j)T
n+ ١

٢
i,j + [Si,j −

١
۴(Si+١,j − Si−١,j)]T

n+ ١
٢

i−١,j
(13-7)

i = گره براي (13-7) معادله در مرزي شرایط جایگذاري با .i, j = ٢, ...,m − ١ براي
داریم: ٢, ..,m− ١, j = ٢

[−Si,٢ − ١
۴(Si,٣ − Si,١)]T

n+١
i,٣ + [١ + Si,٢ +

١
۴(Si,٣ − Si,١)]T

n+١
i,٢

=
−q′′∆x
K(i,١) [−Si,٢ +

١
۴(Si,٣ − Si,١)] + [Si,٢ +

١
۴(Si+١,٢ − Si−١,٢)]T

n+ ١
٢

i+١,٢ (14-7)

+ (١ − ٢Si,٢)T
n+ ١

٢
i,٢ + [Si,٢ − ١

۴(Si+١,٢ − Si−١,٢)]T
n+ ١

٢
i−١,٢

داریم: i = ٢, ...,m , j = m− ١ گره براي همچنین

[١ + Si,m−١ − ١
۴(Si,m − Si,m−٢)]T

n+١
i,m−١ + [−s(i,m− ١) + ١

۴(Si,m − Si,m−٢)]T
n+١
i,m−٢

= [Si,m−١ +
١
۴(Si+١,m−١ − Si−١,m−١)]T

n+ ١
٢

i+١,m−١ + (١ − ٢Si,m−١)T
n+ ١

٢
i,m−١ (15-7)

+ [Si,m−١ − ١
۴(Si+١,m−١ − Si−١,m−١)]T

n+ ١
٢

i−١,m−١

x جهت در (5-7) معادله فرمول�بندي می�شود. آغاز (5-7) دستگاه حل با حل روش
براي نیاز مورد داده�هاي (5-7) قطري سه معادله جواب است. صریح y جهت در و ضمنی
کرد. حل را (33-2) قطري سه معادله بتوان تا می�کند فراهم را (13-7) معادله راست سمت
دستگاه حل از که است. صریح x جهت در و ضمنی y جهت در محدود تفاضل معادله این
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به نسبت زمان از تابعی عنوان به را دما توزیع می�توان زمانی هرگام در قطري سه معادلات
کرد. محاسبه جسم در نقطه هر موقعیت

بعدي دو حرارت هدایت معادلات تحلیلی حل 3-7
حل به قسمت این در بالا، در شده گرفته به�کار عددي روش دقت و صحت از اطمینان جهت
دوبعدي آزمون مسئله حل براي .[142] می�پردازیم (1-7) معادلات با شده داده مسئله تحلیلی
شده استفاده باشد، ثابت حرارتی هدایت ضریب این�که بافرض متغیرها جداسازي روش از نیز
معادله می�کنیم سعی مجددا بگیرید. نظر در را (1-7) معادلات با شده داده مسئله است.
هر به�طوریکه کنیم تفکیک معمولی دیفرانسیل معادله چند به را (1-7) جزئی مشتقات با
مسئله از جواب�هایی جستجوي به بنابراین گردد. مستقل متغیرهاي از یکی شامل فقط معادله

می�پردازیم: زیر صورت (7-1)به

T (x, y, t) = X(x, t)Y (y, t) (16-7)

صورت به را (1-7) معادلات با شده داده دوبعدي ناپایدار مسئله می�توانیم فوق فرض به توجه با
معادله جایگذاري با کنیم. بیان ناپایدار دیگري و پایدار به�صورت یکی بعدي یک مسئله دو

می�شود: حاصل زیر عبارت (1-7) معادله در (16-7)

١
X
(
∂X

∂t
− a

∂٢X

∂x٢ ) = −١
Y
(
∂Y

∂t
− a

∂٢Y

∂y٢ ) (17-7)

طرف دو لذا نیستند وابسته به�هم y, x متغیرهاي که آن�جایی از می�باشد. a =
K

ρc
آن در که

تابعی که دهیم قرار ±λ٢(t) برابر آن�را می�توانیم و نبوده وابسته به�هم نیز (17-7) معادله
در مشخصه مقدار مسئله مسئله، حرارتی همچنین و هندسی تقارن دلیل به است. زمان از
با دهد. رخ می�تواند λ٢(t) = ٠ فرض با فقط امر این و باشد یکسان باید y, x جهت�هاي
معادله مرزي و اولیه درشرایط (16-7) معادله جایگذاري و λ٢(t) براي مقدار این به�کارگیري

داریم: ،(1-7)

∂X

∂t
= a

∂٢X

∂x٢
∂Y

∂t
= a

∂٢Y

∂y٢
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−K
∂X(٠, t)
∂x

=
q
′′

Y (y, t)
(b)

∂Y (٠, t)
∂y

= ٠ (a) (18-7)
∂X(L, t)

∂x
= ٠ ∂Y (L, t)

∂y
= ٠

X(x,٠) = ٠ Y (y,٠) = T٠

که می�باشد پایدار حرارتی هدایت مسئله یک (18-7.a) مسئله می�کنید، مشاهده که همانطور
فرم به مسئله این جواب می�کنیم فرض است. حل قابل متغیرها جداسازي روش از استفاده با
این عمومی جواب (18-7.a) معادلات در معادله این جایگذاري با باشد. Y (y, t) = ψ(y).u(t)

می�شود: نتیجه زیر شکل به مسئله

Y (y, t) = a٠ +
∞∑

n=١
ane

−(anπ/L)٢tcos(nπ/L)x (19-7)

می�گیریم: نتیجه (18-7.a) معادله اولیه شرط اعمال با

Y (y,٠) = a٠ +
∞∑

n=١
ancos(nπ/L)x = T٠ (20-7)

می�شوند: محاسبه زیر به�صورت ضرائب بنابراین است کسینوسی فوریه سري فوق سري
a٠ =

١
L

∫ L

٠
T٠dx , an =

٢
L

∫ L

٠
(T٠cos(nπ/L)xdx n = ١,٢, ...

عمومی جواب نتیجه در می�آیند. به�دست an = ٠ و a٠ = T٠.L فوق انتگرال�هاي حل از
می�آید: به�دست زیر به��صورت (18-7.a) مسئله

Y (y, t) = T٠.L (21-7)

آن فرمول�بندي که می�باشد ناپایدار حرارتی هدایت مسئله یک (18-7.b) مسئله طرفی از
شده آورده 5 فصل در آن تحلیلی حل که می�باشد بعدي یک حرارتی هدایت مسئله مشابه

است: زیر به�صورت (18-7.b) مسئله عمومی جواب بنابراین است.

X(x, t) =

q
′′
L

٣K.T٠.L
+

∞∑
n=١

−٢q′′

K.T٠.L٢λ٢
n

e−aλ٢
ntcosλnx+ (

q
′′

٢K.T٠.L٢x
٢ − q

′′

K.T٠.L
x+

aq
′′

K.T٠.L٢ t)

(22-7)
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است: زیر فرم به (1-7) بعدي دو حرارت هدایت مسئله عمومی جواب (16-7) معادله از حال

T (x, y, t) =
q
′′
L

٣K +
∞∑

n=١

−٢q′′

KLλ٢
n

e−aλ٢
ntcosλnx+ (

q
′′

٢KLx
٢ − q

′′

K
x+

aq
′′

KL
t) (23-7)

با شده داده مسئله تحلیلی حل و عددي حل از حاصل نتایج 1-7 شکل است. λn =
n.π

L
که

می�دهد. نمایش یکسانی ترموفیزیکی شرایط گرفتن نظر در با را (1-5) معادلات

تحلیلی حل و عددي حل از حاصل فلزي صفحه دماي توزیع مقایسه :1-7 شکل

94



8 فصل

حرارت هدایت مسئله معکوس حل عددي نتایج
بعدي دو
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از حاصل نتایج آن�ها، حل نحوه و شده ارائه حاکم معادلات به توجه با بخش، این در
به�عنوان مزدوج گرادیان روش نیز بعدي دو حالت براي شد. خواهد ارائه معکوس مسئله حل
برآورد براي است. شده گرفته به�کار هدف تابع بهینه�سازي براي حرارتی معکوس روش یک
ارائه زیر عددي آزمایش بعدي، دو حرارتی هدایت ضریب تخمین در معکوس روش کارائی
حرارتی شار و T٠ = ٠◦K اولیه دماي با ١×١ m ابعاد با اي آزمایشصفحه این در است. شده
شبیه�سازي داده�هاي است. شده گرفته نظر در ،x = مرز٠ در شده اعمال q = ١٠٠٠kwm−٢

استفاده با ،(1-7) معادلات با شده تعریف حرارتی هدایت مستقیم مسئله حل با دما شده
∆x = ∆y = ٠٫ ١cm مکانی گام و ∆t = ١S زمانی گام با محدود تفاضل ضمنی روش از
ثبت ١S هر در حرارتی عکس�برداري از استفاده با دما داده�هاي همچنین آمده�اند. به�دست
فلزي صفحه سطح از مکان 20 در حرارتی عکس�برداري از حاصل دمایی داده�هاي از می�شود.
است. شده استفاده معکوس مسئله حل براي شده�اند، انتخاب سطح از یکنواخت طور به که
تخمین از حاصل نتایج ادامه در است. شده گرفته نظر در ٣−١٠ مربعات می�نیمم خطاي
به است، شده گرفته نظر در دو درجه رویه یک به�صورت که بعدي دو حرارتی هدایت ضریب
دست به نتایج دقت کمی ارزیابی جهت همچنین است. شده ارائه مربوطه نمودارهاي همراه
ارائه (1-6) رابطه با قبلا که واریانس، دوم ریشه یا مربعات میانگین جذر خطاي مقدار آمده،

است. شده گرفته نظر در است، شده
براي زیر معادله با دو درجه رویه یک صورت به حرارتی هدایت ضریب مثال این در مثال1:

است. شده گرفته نظر در تخمین

K(x, y) = ٣x٢ + y٢ + ٧ (1-8)

حال می�دهد. نمایش ٠ < y < ١,٠ < x < ١ مستطیلی ناحیه در را فوق رویه 1-8 شکل
سطح از مکان 20 در حرارتی عکس�برداري از حاصل داده�هاي از استفاده با را معکوس مسئله
مسئله حل از حاصل نتایج می�کنیم. حل مزدوج گرادیان روش از استفاده با فلزي، صفحه
خطاي است. شده نشان�داده 2-8 شکل در (1-8) ضریبهدایتحرارتی تخمین معکوسجهت
آمده به�دست ٠٫ ٠٢۵٨ معادل حرارتی هدایت ضریب از تقریب این براي مربعات میانگین جذر

96



است.

K(x, y) = ٣x٢ + y٢ + ٧ رویه نمایش :1-8 شکل

مزدوج گرادیان روش از استفاده با K(x, y) = ٣x٢ + y٢ + ٧ رویه تخمین :2-8 شکل

مجهول حرارتی هدایت ضریب تخمین از اول تکرار 50 در را هدف تابع کاهش نرخ 3-8 شکل
تخمین از اول تکرار 4 در را هدف تابع گرادیان نمودار 4-8 شکل همچنین می�دهد. نشان

می�دهد. نشان نقاط تمام در بعدي دو حرارتی هدایت ضریب
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دو درجه رویه تخمین از اول تکرار 50 در خطا مربعات مجموع کاهش نمودار :3-8 شکل

دو درجه رویه تخمین از اول تکرار 4 در هدف تابع گرادیان نمودار :4-8 شکل

به مزدوج، گرادیان روش از استفاده با آن تخمین و حرارتی هدایت ضریب کانتور نمودار
مقادیر مقایسه امکان نمودارها این در است. شده نشان�داده 6-8 و 5-8 شکل�هاي در ترتیب

دارد. وجود آن واقعی مقادیر با شده زده تخمین حرارتی هدایت ضریب

98



خطی نوع از K(x, y) = ٣x٢ + y٢ + ٧ دو درجه رویه کانتور نمودار :5-8 شکل

خطی نوع از K(x, y) = ٣x٢ + y٢ + ٧ دو درجه رویه تخمین کانتور نمودار :6-8 شکل
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9 فصل

آتی کارهاي براي پیشنهاداتی و گیري نتیجه
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ضریب برآورد منظور به معکوس روش یک عنوان به مزدوج گرادیان روش رساله، این در
بر تکراري، روش یک که شد. گرفته به�کار فلزي تیغه یک در مکان با متغیر حرارتی هدایت
انتقال معادله مسئله، بر حاکم معادلات باشد. می مربعات مجموع تابع کردن می�نیمم اساس
سازي گسسته محدود تفاضل روش به که می�باشد بعدي) بعدي-دو (یک ناپایا هدایتی حرارت
حاصل شده سازي شبیه داده�هاي از آزمایشگاهی هاي داده به دسترسی عدم دلیل به شد.
استفاده معکوس آنالیز براي ورودي داده�هاي به�عنوان حرارتی، هدایت مسئله مستقیم حل از

شد.
و مثلثی و دو درجه فرم�هاي به بعدي یک مجهول حرارتی هدایت ضریب دو نامه، پایان این در
در توابع مهمترین جزء که دو، درجه رویه یک �فرم به بعدي دو مجهول حرارتی هدایت ضریب
شدند. زده تخمین مزدوج گرادیان روش از استفاده با می�شوند، محسوب معکوس آنالیز برآورد
با کامپیوتر خروجی صحت و شد انجام فلزي تیغه سطح از نقاط تمام در حرارتی عکس�برداري
از حاصل داده�هاي از مختلف تعداد انتخاب با شده شبیه�سازي مقادیر و واقعی مقادیر مقایسه
نشان�داده شده�اند، انتخاب فلزي تیغه سطح از یکنواخت صورت به که حرارتی، عکس�برداري
هم�پوشانی توابع دقیق مقادیر با شده به�کارگرفته معکوس روش از حاصل نتایج کلی به�طور شد.

داشتند. خوبی
شد. محاسبه مجهول، حرارتی هدایت ضرائب تخمین در مربعات میانگین جذر خطاي میزان
نسبت مثلثی حرارتی هدایت ضریب براي تخمین خطاي دادند نشان نتایج بعدي یک حالت در
ضریب مثلثی فرم در تکین نقطه وجود موضوع این دلیل است. بیشتر آن، دو درجه فرم به

می�شود. بیشتري خطاي ایجاد باعث که است. حرارتی هدایت
نقاط تعداد از استفاده با حرارتی، هدایت ضریب براي تخمین دو هر در می�دهند نشان نتایج
به�دست جواب�هاي فلزي، تیغه سطح از حرارتی عکس�برداري از حاصل داده�هاي از بیشتري
هدایت ضریب براي واقعی حدس اطراف در نقاط توزیع نظر از هم معکوس، آنالیز از آمده
نتایج این�حال با هستند. بیشتري دقت داراي آماري لحاظ از هم و مکان با متغیر حرارتی
حاصل داده�هاي گرفتن نظر در ،0.00 خطاي به رسیدن براي می�دهد نشان آمده به�دست
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تیغه سطح از یکنواخت به�طور که فلزي تیغه سطح از مکان 10 در حرارتی عکس�برداري از
کافیست. شوند، انتخاب

بعدي، دو همگن غیر صفحه یک در و محلی تابع یک به�عنوان حرارتی هدایت ضریب تخمین
پایان�نامه این در شده حاصل نتایج از است. معکوس حرارت انتقال مباحث در جدیدي کار

جمله از زیادي کاربردي زمینه�هاي در می�توان
متخلخل مواد موثر حرارتی هدایت ضرایب تخمین *

ریخته�گري مواد در عیب تشخیص *
بافت. thermal therapy در شده استفاده معکوس روش کاربرد از استفاده *

سطح دو تماسی مقاومت تخمین *
کرد. استفاده
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Abstract:

In this thesis, the thermal conductivity of a metal slab is estimated by an inverse heat

transfer method. Material discussed could be an inhomogeneous matter. So the thermal

conductivity can be Position-Dependent. And the Position-Dependent of the Thermal

Conductivity, are considered in governing equations. The governing equations are Un-

steady heat conduction equation (one dimensional - two dimensional). In the inverse

method, Using temperature measurements of sensors, And calculate the sensitivity func-

tion, The objective function has been estimated. The total least squares error and root

mean squares error is also included in the calculations. It has many industrial applications,

including the estimation problem areas (due to manufacturing process) on the matter. It

also has great importance in troubleshooting casting parts. It is assumed that, the local

temperature in the metal slab can be suitably measured by a thermal imaging process.

The measured temperature data ��are employed to estimate the thermal conductivity of

the plate as a function of position. The Conjugate Gradient Method (CGM) is used to

optimize the objective function. This method is used for optimization in many engineer-

ing problems, Accuracy is acceptable. The efficiency of the presented inverse method is

evaluated by selection of different conductivity functions in the metal slab, i.e. quadratic

function and triangular function. Inverse method is implemented as a computer program.

The obtained results are compared with the physical values of thermal conductivity and

the accuracy of the results is also studied.

According to papers and reports, Estimation of thermal conductivity as a position func-

tion of non-homogeneous two-dimensional plate by inverse heat transfer method, Is the

main novelty of the present study.

Key Words: Inverse heat conduction, Thermal conductivity, Conjugate Gradient Method,

Thermal Imaging.
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