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مینی�ماکس مسائل از رده�ای حل برای محاسباتی هوش روش یک عنوان:

ناظمی علیرضا دکتر راهنما: استاد

عملیات در تحقیق گرایش: کاربردی ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده شاهرود صنعتی دانشگاه دانشگاه:
٨٣ صفحات: تعداد ٩٢ ماه آبان فارغ�التحصیلی: تاریخ

پرسپترون، سراسری، همگرای تعادل، نقطه لیاپانوف، پایداری، عصبی، شبکه کلیدی: واژگان
غیرهموار

چکیده
گرادیان بردار هسین، ماتریس ژاکوبی، ماتریس نرم، با مرتبط تعاریف ابتدا نامه پایان این در
بهینگی کافی و لازم شرایط ذکر به بهینه�سازی مسائل خصوص در و نموده بیان را محدب تابع و
ساختار سپس می�دهیم. ارائه را دینامیکی سیستم�های در انرژی تابع و پایداری مفاهیم و می�پردازیم
شبکه�های از تاریخچه�ای به�بیان و می�کنیم بیان را عصبی سلول یک ریاضی مدل و عصبی شبکه
بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه مدل�های بیان و بهینه�سازی مسائل حل در عصبی
دوگانی، قضایای پایه�ی بر عصبی، شبکه�های از مدل یک ساختار سوم، فصل در می�پردازیم.
حل برای لازال تغییرناپذیری اصل و لیاپانوف پایداری محدب، توابع تحلیل و تجزیه بهینه�سازی،
عصبی شبکه�ی تعادل نقطه� که می��کنیم ثابت و می�کنیم ارائه را محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسائل
می�دهیم نشان همچنین است. محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله� بهینه� جواب همان شده پیشنهاد
به سراسری همگرای دقیق به�طور و است لیاپانوف به�مفهوم پایداری دارای پیشنهادی عصبی شبکه� که
می�شود. داده نشان مثال چندین ارائه� با پیشنهادی مدل کارآمدی است. اصلی مسأله� بهینه یکجواب
غیر بهینه�سازی کلاس مسائل حل برای که می�دهیم توضیح را بهینه�سازی تکنیک یک آخر فصل در

می�کنیم. حل روش این با را مثال چند مدل، کارآمدی دادن نشان برای و دارد کاربرد هموار



ৎقد৤مঙଘࢡඥرସ୍م
భ଒اଌنراهන෤঳رଌنیاورمরود.



اਙঀی...١
نهي. خستگان بر مرحمی اگر باشد چه تهی دست دو با آمديم باز

آنی. سرانجام تو كه سوزم آن آرزوی در و آنی دوای تو كه دردم آن گرفتار الهـي
قاصدانی. همت نهايت و محبانی سينه آسايش كريما غريبانی، جان انس و مريدانی دل چراغ الهـي

گستران. من بر خود عفو پرده تو و است پنهان تو حلم زير من جرم الهـي
دانم. دارم آنچه نه و دارم دانم آنچه نه سرگردانم، و عاجز الهـي

كمتر. خاك از و خاكيم نگريم بخود وچون سر بر تاج و شاهيم بنگريم تو به چون الهـي
بينداخت. بود تو غير هرچه شناخت را تو كس هر الهـي

عیان. را ما تو لطف امان، را ما تو شناخت جهاز، را ما تو مهر جواز، را ما تو نام الهی!

انصاری. عبداله خواجه از ١مناجاتی



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

صمیمانه ناظمی، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر

این که خلیقی، وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از می�دانم لازم همچنین
باشم. داشته را قدردانی کمال است، شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم ازهمسر می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش، امیدبخش

آبانماه۹۲ا૥ঀهرضاਪی



مطالب فهرست

خ تصاویر لیست

٣ اولیه مفاهیم و مقدمه ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب و آفین مجموعه�های ٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب و آفین توابع ٣.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامقید مسائل برای کافی و لازم شرایط ۴.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقید مسائل برای کافی و لازم شرایط ۵.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری ۶.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انرژی تابع ٧.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لازال تغییرناپذیری اصل ٨.١

١۵ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها نرون مدل�سازی ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده نرون�های در فراگیری ١.٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لایه�ای چند پرسپترون ٣.٢
٢٨ . . . . . . . بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های ۴.٢

٣۶ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه مدل یک ٢.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی و پایداری تحلیل ٣.٣

ج



چ مطالب فهرست

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۴.٣

۶٠ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک ۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه مدل یک ١.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ٢.۴

٧۴ مراجع

٧٧ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٨٠ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



ح مطالب فهرست



تصاویر لیست

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف پایداری ١.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژیک. نرون یک اصلی مشخصات ١.٢
نرون دندریت ودریافت�کننده�های می�گذرد سیناپس شکاف از شده آزاد شیمیایی ناقل ٢.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�کند. تحریک را دیگر
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژیک نرون یک اصلی مشخصات ٣.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون اصلی مدل نمای ۴.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آستانه تابع ۵.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حذفی یای منطقی علامت ۶.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندلایه�ای پرسپترون ٧.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.٣) عصبی شبکه�ی برای شده ساده دیاگرام ١.٣
(١.۴.٣)با مثال (۵.٣)در مدل از استفاده با x٧(t) و x۵(t), x٣(t), x٢(t) رفتار ٢.٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . .x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه�ی نقطه
نقطه (١.۴.٣)با مثال (۵.٣)در مدل از استفاده با x۶(t) و x۴(t), x١(t) رفتار ٣.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه�ی
در x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه� نقطه� (٧.٣)با سیستم واگرای رفتار ۴.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.۴.٣) مثال
در x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه (١٠.٣)با سیستم واگرای رفتار ۵.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.۴.٣) مثال
۵١ . . . . . . . . .(٢.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ (۵.٣)با سیستم رفتار ۶.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.۴.٣) مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ همگرای رفتار ٧.٣
۵٣ . . . . . . . .(٣.۴.٣) مثال در مختلف اولیه� نقطه� ١١ (۵.٣)با فاز صفحه رفتار ٨.٣

خ



١ تصاویر لیست

۵۴ . . . .(۴.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ٢٠ (۵.٣)با در پیشنهادی مدل مسیر ٩.٣
y٠ = (١−,١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه� با ∥y(t)−y∗∥٢ همگرایی رفتار ١٠.٣

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۴.۴.٣) مثال در
۵۶ . . . . . .(۴.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه نقطه� ٨ عصبی(۵.٣)با شبکه�ی نمایش ١١.٣
۵۶ . . . . .(۶.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ۵ (۵.٣)با در پیشنهادی مدل مسیر ١٢.٣
۵٧ .(−۵,۴,−٢,٣−,١,٠,١−,٣,٢,−۴,۵)T اولیه نقطه� (۶.۴.٣)با مثال در ∥y(t)−y∗∥٢ همگرایی رفتار ١٣.٣
۵٨ . . . . . .(٧.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� ١٠٠نقطه� (۵.٣)با عصبی شبکه�ی مسیر ١۴.٣
۵٨ . . .(٨.۴.٣) مثال در y١,٠ اولیه نقطه� با x١(t) + x٢(t) و x٣ : x٢ : x١ همگرایی ١۵.٣
۵٩ . . .(٨.۴.٣) مثال در y٢,٠ اولیه نقطه� با x١(t) + x٢(t) و x٣ : x٢ : x١ همگرایی ١۶.٣

با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ (۶.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ١.۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٢.۴) مثال در τ = ١

با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ (۶.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ٢.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٢.۴) مثال در τ = ٠٫ ١

با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ (۶.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ٣.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٢.۴) مثال در τ = ۵

در ∥x(t)− x∗∥٢ خطای مقدار (۵.٣)با عصبی شبکه�ی بر τ متغیر تأثیرات بررسی ۴.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٢.۴) مثال
۶٧ . . . . . .(۵.۴) حل برای تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ (۵.٣)با عصبی شبکه�های رفتار ۵.۴

در تصادفی اولیه� نقطه� ١۵ (١٣.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ۶.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٢.۴) مثال

در تصادفی اولیه� نقطه� ١۵ (١۴.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ٧.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٢.۴) مثال

در تصادفی اولیه� نقطه� ٣ (١٩.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ٨.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٣.٢.۴) مثال

در تصادفی اولیه� نقطه� ۶ (٢٠.۴)با مسأله حل (۵.٣)برای عصبی شبکه�های رفتار ٩.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٣.٢.۴) مثال



پیشگفتار

پایداری، نرم، آفینی، محدب، مجموعه�های شامل که می�پردازیم قضایایی و تعاریف ارائه به اول فصل در
است. لازال تغییرناپذیری اصل همچنین و آنها به مربوط قضایای و انرژی تابع

است. شده انجام نرون این برای اولیه مدل�سازی و شده بررسی بیولوژیکی نرون یک ابتدا دوم فصل در
از تاریخچه�ای همچنین و آن�ها به مربوط الگوریتم و چند�لایه�ای پرسپترون و ساده نرون�های در فراگیری
حل برای پیشین عصبی شبکه�های از موجود مدل�های از تعدادی و است. شده بیان عصبی شبکه�های

است. گرفته قرار بررسی مورد بهینه�سازی مسائل
پایداری و سراسری همگرایی است. شده بررسی پیشنهادی عصبی شبکه�ی مدل یک سوم، فصل در
مسائل حل برای لازال ناوردای اصل و لیاپانوف پایداری بهینه�سازی، در دوگانی قضایای مبنای بر آن
سه با را آن مدل، این کارآیی دادن نشان برای همچنین است. شده اثبات محدب، غیرخطی برنامه�ریزی
حل پیشنهادی شبکه�عصبی و مطلب نرم�افزار از استفاده با عددی مثال�های و کرده مقایسه دیگر مدل

است. شده
تکنیک دو از استفاده با پرداخته�ایم. غیرهموار غیرخطی برنامه�ریزی مسائل معرفی به چهارم فصل در
این بهینه جواب سپس کردیم. تبدیل هموار برنامه�ریزی مسائل به را مسائل از دسته این هموارسازی،

آوردیم. به�دست سوم فصل در پیشنهادی عصبی شبکه از استفاده با را مسائل

٢



١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

٣



۴ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

مقدمه ١.١

مرتبط تعاریف ابتدا است. شده آورده مختصر به�طور بعدی فصل�های در نیاز مورد تعاریف فصل این در
مختلف انواع محدب، توابع آفین، توابع تعاریف همچنین و �محدب مجموعه�های آفین، مجموعه�های با
بهینه�سازی مسائل خصوص در و نموده بیان را ژاکوبین ماتریس و هسین ماتریس گرادیان، بردار نرم�ها،
در انرژی تابع و پایداری مفاهیم سپس می�پردازیم. بهینگی کافی و لازم شرایط ذکر به نامقید و مقید

می�دهیم. ارائه را دینامیکی سیستم�های

محدب و آفین مجموعه�های ٢.١

C در متمایز نقطه دو هر از گذرنده خط اگر می�نامیم، آفین را C ⊂ Rn مجموعه [۵] .١.٢.١ تعریف
داشت: خواهیم θ ∈ R و x١, x٢ ∈ C هر برای باشد، آفین مجموعه�ای C اگر گیرد. قرار C مجموعه در

θx١ + (١− θ)x٢ ∈ C. (١.١)

نقاط آفین ترکیب را θ١ + θ٢ + · · ·+ θk = ١ که θ١x١ + θ٢x٢ + · · ·+ θkxk به�صورت نقطه یک
است. خودش نقاط آفین ترکیبات تمام شامل آفین مجموعه هر واقع در می�نامیم. x١, . . . , xk

دلخواه نقطه دو هر از گذرنده پاره�خط اگر می�نامیم، محدب را C ⊂ Rn مجموعه [۵] .٢.٢.١ تعریف
٠ ≤ θ ≤ ١ هر و x١, x٢ ∈ C هر برای باشد، محدب مجموعه�ای C اگر گیرد. قرار C مجموعه در C

داشت: خواهیم
θx١ + (١− θ)x٢ ∈ C. (٢.١)

که x = θ١x١ + θ٢x٢ + · · · + θkxk اگر می�نامیم، x١, . . . , xk نقاط محدب ترکیب را x نقطه
ترکیبات تمام شامل محدب مجموعه هر واقع در .٠ ≤ θi ≤ ١ و θ١ + θ٢ + · · · + θk = ١ آن در

است. خودش نقاط محدب

محدب و آفین توابع ٣.١

فضای در خطی عملیات حافظ هرگاه می�گوییم، خطی تابع را f : Rn → R تابع [۵] .١.٣.١ تعریف
یعنی: باشد. Rn برداری



۵ محدب و آفین توابع .٣.١

f(x+ y) =f(x) + f(y),

f(αx) =αf(x).
(٣.١)

.α ∈ R هر و x, y ∈ Rn هر برای

و خطی تابع یک مجموع به�صورت هرگاه می�گوییم، آفین تابع را f : Rn → Rl تابع .٢.٣.١ تعریف
است. آفین تابع b ∈ Rl و A ∈ Rl×n که f(x) = Ax+ b مثال عنوان به باشد. ثابت تابع یک

یک E ⊂ Rn محدب مجموعه در واقع نقاط مجموعه روی بر f : Rn → R تابع [۵] .٣.٣.١ تعریف
اگر: می�شود، نامیده محدب تابع

∀x, y ∈ E, λ ∈ (٠,١) : f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y). (۴.١)

باشد. محدب −f هرگاه گوییم، مقعر E روی را f تابع

[۵] .۴.٣.١ تعریف
x ∈ X ∩Nε(x̄) هر ازای به به�طوری�که باشد موجود Nε(x̄) مثل x̄ از ε−همسایگی و x̄ ∈ X اگر

است. f برای موضعی کمینه یک x̄ آنگاه ،f(x̄) ≤ f(x) باشیم داشته

هرگاه: گوییم، نرم تابع را ∥.∥ : Rn → R تابع [۵] .۵.٣.١ تعریف
∀ x, ∥x∥ ⩾ ٠,
∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠,
∥αx∥ = |α|∥x∥,
∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥.

(۵.١)

با: است برابر x٠ در f تابع گرادیان .f : Rn → R کنید فرض [۵] .۶.٣.١ تعریف

∇f(x٠) =
(
∂f

∂x١
(x٠), . . . ,

∂f

∂xn
(x٠)

)T

. (۶.١)

باشد. مشتق�پذیر تابعی U ⊆ Rn مجموعه روی f : Rn → R کنید فرض [٢٣] .٧.٣.١ تعریف
با را f هسین ماتریس دراین�صورت باشند، پیوسته� U روی و موجود ∂٢f

∂xi∂xj
همه کنید فرض همچنین

می�شود: تعریف زیر به�صورت و می�دهند نشان Hf

Hf = ∇٢f =


∇ ∂f

∂x١

∇ ∂f
∂x٢
...

∇ ∂f
∂xn

 =


∂٢f
∂x٢١

∂٢f
∂x١∂x٢

. . . ∂٢f
∂x١∂xn

∂٢f
∂x٢∂x١

∂٢f
∂x٢٢

. . . ∂٢f
∂x٢∂xn

... ... . . . ...
∂٢f

∂xn∂x١

∂٢f
∂xn∂x٢

. . . ∂٢f
∂x٢n

 . (٧.١)



۶ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

و باشد fm تا · · · f٢ و f١ مولفه�های دارای f : Rn → Rm تابع کنید فرض [٢٣] .٨.٣.١ تعریف
ماتریس این�صورت در باشند. x٠ در xj هر به نسبت جزئی مشتقات دارای fi : Rn → R مولفه هر

بنابراین: می�دهند. نشان Jf (x٠) با را x٠ در f ژاکوبین

Jf (x٠) =



∂f١
∂x١

(x٠) . . . ∂f١
∂xj

(x٠) . . . ∂f١
∂xn

(x٠)
... . . .

... . . .
...

∂fi
∂x١

(x٠) . . . ∂fi
∂xj

(x٠) . . . ∂fi
∂xn

(x٠)
... . . .

... . . .
...

∂fm
∂x١

(x٠) . . . ∂fm
∂xj

(x٠) . . . ∂fm
∂xn

(x٠)


. (٨.١)

روی توابعی (i, j = ١, ..., n)mij آن عناصر که n×n اندازه ماتریسM(X)در یک .٩.٣.١ تعریف
هستند؛ E ⊂ Rn

اگر: می�شود، نامیده E روی مثبت معین نیمه .١
∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V ≥ ٠.

اگر: می�شود، نامیده E روی مثبت معین .٢
∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V > ٠.

به�طوری�که: باشد داشته وجود α مانند مثبت عددی اگر می�شود، نامیده E روی قوی مثبت معین .٣

∀ V ∈ Rn, X ∈ E : V TM(X)V ≥ α∥V ∥٢.

نامقید مسائل برای کافی و لازم شرایط ۴.١

مسأله باشد. Rn در ناتهی و باز مجموعه یک X کنید فرض .([۶] اول مرتبه لازم (شرط .١.۴.١ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر نامقید برنامه�ریزی

minimize f(x),

subjec to

x ∈ X,

(٩.١)

.∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر است. مشتق�پذیر x̂ در f : Rn → R آن در که



٧ نامقید مسائل برای کافی و لازم شرایط .۴.١

باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض .([۶] دوم مرتبه لازم (شرط .٢.۴.١ قضیه
است. مثبت معین نیمه x̂ در f هسین ماتریس آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر

اگر باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض .([۶] کافی (شرط .٣.۴.١ قضیه
است. f اکید موضعی کمینه یک x̂ آنگاه باشد، مثبت معین x̂ در f هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠

باشد: زیر به�صورت E مجموعه کنید فرض . [٢٢] .۴.۴.١ قضیه
E = {x ∈ Rn | gk(x) ≤ ٠, k = ١, · · · ,m, hp(x) = ٠, p = ١, · · · , l}

آنگاه باشند، آفین p = ١, · · · , l برای hp(x)ها و محدب توابعی k = ١, · · · ,m برای gk(x)ها اگر
است. محدب مجموعه یک E

کمینه یک دارای f(x) آنگاه باشد، محدب تابعی E محدب مجموعه بر f(x) اگر .[۶] .۵.۴.١ قضیه
می�شود. آورده به�دست محدب مجموعه روی بر و است سراسری

برای gk(x)ها همه و f(x) اگر کمینه�سازی، کلی مسأله یک برای که می�کنند بیان بالا قضیه دو
موضعی کمینه یک آنگاه باشند، آفین p = ١, · · · , l برای hp(x)ها و محدب توابعی k = ١, · · · ,m

است. سراسری کمینه یک قیود، از مجموعه این تحت f(x) از

آنگاه: باشد، M(x)n×n ماتریس ویژه مقدار کوچک�ترین γ(x) اگر .[۶] .۶.۴.١ قضیه

.γ(x) ≥ ٠, x ∈ E هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت معین نیمه E روی M(X)n×n •

.γ(x) > ٠, x ∈ E هر ازای به اگر فقط و اگر است مثبت معین E روی M(X)n×n •

.γ(x) ≥ α > ٠, x ∈ E هر ازای به اگر فقط و اگر است قوی مثبت معین E M(X)n×nروی •



٨ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

مقید مسائل برای کافی و لازم شرایط ۵.١

در باز مجموعه یک X کنید فرض .([۶], (K.K.T) ١ کاروش-کان-تاکر لازم (شرایط .١.۵.١ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر مقید کمینه�سازی مسأله باشد. Rn

minimize f(x),

subject to

gk(x) ≤ ٠, k = ١, ...,m,

hj(x) = ٠, j = ١, ..., l,

x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ X.

(١٠.١)

شدنی جواب یک x̂ کنید فرض .hj : Rn → R و gk : Rn → R ،f : Rn → R توابع آن در که
مشتق�پذیر x̂ در k ∈ K برای gk و f کنید فرض همچنین .K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشد مسأله این
کنید فرض بعلاوه باشند. پیوسته مشتق دارای j = ١, ..., l برای hj و پیوسته x̂ در k /∈ K برای gk و
برای موضعی کمینه x̂ اگر باشند. مستقل�خطی j = ١, ..., l برای ∇hj(x̂) و k ∈ K برای ∇gk(x̂)
موجود j = ١, ..., l برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای ûk ≥ ٠ یکتای اسکالر�های آنگاه باشد، (١٠.١)

به�طوری�که: }هستند
∇f(x̂) +

∑
k∈K ûk∇gk(x̂) +

∑l
j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,

ûk ≥ ٠, k ∈ K.
(١١.١)

کاروش-کان-تاکر شرایط آنگاه باشد، مشتق�پذیر x̂ در k /∈ K برای gk اگر بالا فرض�های بر علاوه
شود: نوشته زیر به�صورت می�تواند ∇f(x̂) +

∑m
k=١ ûk∇gk(x̂) +

∑l
j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,

ûkgk(x̂) = ٠, k = ١, ...,m,
ûk ≥ ٠, k = ١, ...,m.

(١٢.١)

شود: نوشته زیر ماتریسی به�فرم می�تواند کاروش-کان-تاکر شرایط همچنین
∇f(x̂) +∇g(x̂)Tu+∇h(x̂)Tv = ٠,
ûTg(x̂) = ٠,
û ≥ ٠.

(١٣.١)

تایی m بردار یک û و است l×n ژاکوبی ماتریس ∇h(x̂) و m×n ژاکوبی ماتریس ∇g(x̂) آن در که
می�شود. نامیده لاگرانژ ضرایب بردار

(
ûT , v̂T

)T است. تایی l بردار یک v̂ و
١Karush-Kuhn-Tucker



٩ پایداری .۶.١

در باز مجموعه یک X کنید فرض .([۶], (K.K.T) کاروش-کان-تاکر کافی (شرایط .٢.۵.١ قضیه
همچنین و باشد مسأله شدنی جواب یک x̂ کنید فرض بگیرید. نظر در را (١٠.١) مسأله باشد. Rn

ûk ≥ ٠ اسکالر�های یعنی باشد، برقرار x̂ در کاروش-کان-تاکر شرایط اگر .K = {k : gk(x̂) = ٠}
به�طوری�که: باشند موجود (j = ١, ..., l) برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای

∇f(x̂) +
∑
k∈K

ûk∇gk(x̂) +
l∑

j=١
v̂j∇hj(x̂) = ٠.

بود. خواهد (١٠.١) برای موضعی کمینه یک x̂ آنگاه

و باشند محدب ( k = ١, · · · ,m) برای gk و f توابع (١٠.١) مسأله در اگر .[٢١] .٣.۵.١ قضیه
کافی�اند. و لازم کاروش-کان-تاکر، شرایط آنگاه باشند، آفینی ( j = ١, · · · , l) برای hj توابع

پایداری ۶.١

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی }سیستم
ẋ = f(x(t)),

x(t٠) = x٠ ∈ Rn,
(١۴.١)

.f(x∗) = ٠ اگر می�شود، نامیده (١۴.١) برای تعادل نقطه یک x∗ .f : Rn → Rn آن در که

مشتق�پذیر پیوسته به�طور تابع باشد. x∗ از باز همسایگی یک Ω ∈ Rn کنید فرض .١.۶.١ تعریف
هرگاه: گوییم (١۴.١) سیستم برای Ω مجموعه روی x∗ در لیاپانوف تابع را w : Rn → R

w(x∗) = ٠, (١۵.١)

w(x) ≥ ٠, x ∈ Ω− {x∗}, (١۶.١)
dw(x)

dt
≤ ٠. (١٧.١)

به پايدار x∗ تعادل نقطه این�صورت در باشد، (١۴.١) جواب يک x(t) کنید فرض .٢.۶.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود δ > ٠ يک ε > هر٠ و x(t٠) = x٠ هر برای اگر است، لياپانوف مفهوم

آنگاه: ،∥ x(t)− x٠ ∥≤ δ اگر
∥ x(t)− x∗ ∥< ε, ∀t ≥ t٠.

ببینید. را (١.١) شکل بیشتر بررسی برای



١٠ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

لیاپانوف پایداری :١.١ شکل

همسایگی یک روی لیاپانوف تابع یک اگر است لیاپانوف پایدار x∗ تعادل نقطه [٢٠] .١.۶.١ قضیه
باشد. موجود x∗ از Ω∗

مجموعه به سراسری همگرای (١۴.١) ديناميکی سيستم .٣.۶.١ تعریف

Ω∗ = {x | است (١۴.١) سيستم جواب x}

کند: صدق زير رابطه در سيستم از x(t) دلخواه آغازین نقطه هر اگر می�شود گفته
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,

آن در که
dist(x,Ω∗) = inf

y∈Ω∗
∥ x− y ∥ .

x∗اگر مي�شود، ناميده سراسری مجانبي پايدار x∗ یکتای تعادل نقطه در ديناميکی سيستم .۴.۶.١ تعریف
كند: صدق زير شرط در و باشد پايدار لياپانوف مفهوم به

lim
t→∞

x(t) = x∗.

می�شود، گفته (١۴.١) سيستم به نسبت تغییرناپذیر مجموعه يک ،M ⊆ Rn مجموعه .۵.۶.١ تعریف
باشد. x(t) ∈M ،t ≥ t٠ هر ازای به آنگاه ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈M اگر



١١ پایداری .۶.١

به�طوری�که باشد، داشته وجود Lثابت عدد اگر می�کند صدق شيتز ليپ شرط در F نگاشت تعریف١.۶.۶.
باشيم: داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر برای

∥ F (x)− F (y) ∥≤ L ∥ x− y ∥ .

وجود� D٠ ⊂ Rn مانند همسايگی يک ،R از نقطه هر ازای به اگر ناميم Rn روی محلی شيتز ليپ را F
باشد. برقرار x, y ∈ D٠ نقطه دو هر برای بالا نامساوی به�طوری�که باشد داشته

x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر می�شود، گفته يکنوا F : Rn → Rn نگاشت .٧.۶.١ تعریف
باشيم: داشته

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ ٠.

و باشد. برقرار x ̸= y هر برای اکيد به�صورت فوق نامساوی اگر است، يکنوا اکيداً Rn روی همچنین
داشته وجود β > ٠ ثابت عدد x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر است، قوی یکنوای Rn روی F

که: به�طوری باشد
(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ β ∥ x− y ∥٢ .

K روی مشتق�پذير پيوسته به�طور تابع يک ،F : K ⊂ Rn → Rn می�کنيم فرض .[٧] .٢.۶.١ قضیه
F (x) آنگاه باشد، مثبت) معين ) مثبت معين نيمه نیست، متقارن لزوماً که F ژاکوبين ماتريس و باشد

است. قوی) يکنوای ) يکنوا

روی پذير مشتق پيوسته به�طور تابع يک ،F : K ⊂ Rn → Rn می�کنيم فرض [٧] .٣.۶.١ قضیه
و اگر است، Ω روی قوی) یکنوای یکنوا( F این�صورت در باشد. Ω شامل K باز و محدب مجموعه�ی

باشد. مثبت) معین مثبت( معین نیمه x ∈ Ω هر برای F ژاکوبی ماتریس اگر تنها

پيوسته تابع يک f : Rn −→ Rn که می�کنيم فرض (١۴.١) ديناميکی سيستم در .[٧] .۴.۶.١ قضیه
محلی جواب يک ،x٠ ∈ Rn و t٠ > ٠ هر برای آنگاه باشد،

محلی شيتز ليپ شرط در x٠ در f اگر اين بر علاوه دارد. وجود τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t)
می�تواند τ آنگاه کند، صدق شيتز ليپ شرط در Rn در f اگر و بود خواهد يکتا جواب آنگاه کند، صدق

شود. داده توسعه +∞ تا

ديگر تعادل نقطه هر برای گرفت. نظر در x∗ = ٠ به�صورت را تعادل نقطه می�توان هميشه تذکر:
منظور اين برای کرد. تعريف y∗ تعادل نقطه با جديد سيستم يک متغير، تغيير از استفاده با می�توان

می�کنيم: تعريف
y = x− x∗ ⇒ ẏ = ẋ = f(x) =⇒ f(x) = f(y + x∗) = g(y).
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زيرا: است. ẏ = g(y), y∗ = ٠ جديد سيستم تعادل نقطه نتيجه در
g(٠) = f(٠+ x∗) = f(x∗) = ٠.

سيستم تعادل نقطه y = ٠ اگر فقط و اگر است، ẋ = f(x) سيستم برای تعادل نقطه x∗ نتيجه در
باشد. ẏ = g(y)

انرژی تابع ٧.١

E تابع باشد،همچنین (١۴.١) سیستم برای تعادل نقطۀ یک x = ٠ کنید فرض .[٢۴] .١.٧.١ قضیه
اگر: E : Ω ⊆ Rn → R و باشد مشتق�پذیر پیوسته

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٢

،d(E(x))
dt

≤ ٠ ،x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

سیستم برای انرژی» «تابع یا لیاپانوف» تابع را« E(x) و بود خواهد سیستم پایداری نقطه x = ٠ آنگاه
می�نامیم. (١۴.١)

E تابع همچنین باشد (١۴.١) سیستم برای تعادل نقطه یک x = ٠ کنید فرض .[٢۴] .٢.٧.١ قضیه
اگر: E : Ω ⊆ Rn → R و باشد مشتق�پذیر پیوسته

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٢

،d(E(x))
dt

< ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه

تابع همچنین باشد، (١۴.١) سیستم برای تعادل نقطه یک x = ٠ کنید فرض .[٢۴] .٣.٧.١ قضیه
اگر: باشد، مشتق�پذیر پیوسته Eبه�طور : Ω ⊆ Rn → R

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠، x ∈ Rn \ {٠} هر ازای به .٢
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،d(E(x))
dt

< ٠، x ∈ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آنگاه

لازال تغییرناپذیری اصل ٨.١

،p ∈ Rn نقطه باشد. ẋ = f(x) دینامیکی سیستم از جوابی x(t) کنید فرض .١.٨.١ تعریف
و limn→∞ tn = ∞ به�طوری�که باشد موجود (tn)n≥٠ دنباله اگر می�شود، نامیده x(t) مثبت حد

می�دهیم. نمایش L+ با را (x(t))t≥٠ مسیرهای دنباله مثبت حدود مجموعه .limn→∞ x(tn) = p

می�نامیم، ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای مثبت تغییرناپذیر مجموعه Mرا مجموعه .٢.٨.١ تعریف
اگر:

x(٠) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ≥ ٠.

می�نامیم، ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای منفی تغییرناپذیر مجموعه Mرا مجموعه .٣.٨.١ تعریف
اگر:

x(٠) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ≤ ٠.

می�نامیم، ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای اساسی تغییرناپذیر مجموعه Mرا مجموعه .۴.٨.١ تعریف
باشد. تغییرناپذیرمنفی همچنین و مثبت تغییرناپذیر اگر

t → ∞ اگر می�شود، نامیده M به وابسته مجانبی پایدار (x(t))t≥٠ مسیرهای دنباله .۵.٨.١ تعریف
به�طوری�که: ،T > ٠ باشد داشته وجود ε > ٠ هر برای و

d (x(t),M) < ε, ∀t > T.

است. متر یک d آن در که

می�پردازیم. لم یک بیان به لازال تغییرناپذیری اصل بیان از قبل

D که باشد لیپ�شیتس پیوسته D ⊆ Rn روی f : D → Rn تابع کنید فرض .[١٣] .١.٨.١ لم
پیوسته به�طور V : D → [٠,∞) تابع کنید فرض همچنین است. مبدأ شامل و فشرده مجموعه�ای
t ≥ ٠ هر برای جواب�ها این و باشد ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای جوابی x = x(t) و مشتق�پذیر
تغییرناپذیر و فشرده ناتهی، ،(L+) مثبت حدود مجموعه این�صورت در باشند. کراندار D مجموعه توسط

است. مثبت
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.([١٣] لازال، ناپذیری تغییر (اصل .١.٨.١ قضیه
Ω ⊂ D کنید فرض و گرفته نظر در f : D ⊆ Rn → Rn که را ẋ = f(x) دینامیکی سیستم
پیوسته به�طور V : D → R تابع کنید فرض همچنین باشد. مثبت تغییرناپذیر و فشرده مجموعه�ای
که باشد D از نقاطی مجموعه E کنید فرض .V̇ (x) ≤ ٠ باشیم داشته Ω روی و بوده مشتق�پذیر
این جواب هر آنگاه باشد، E در تغییرناپذیرمثبت مجموعه Mبزرگ�ترین اگر اکنون است. V̇ (x) = ٠

است. M مجموعه به وابسته مجانبی پایدار ،Ω مجموعه در شروعی نقطه با دینامیکی سیستم

نتیجه این می�کنیم. بیان می�آید به�دست لازال تغییرناپذیری اصل از مستقیماً که را زیر مهم نتیجه حال
می�کند. کامل را لیاپانوف پایداری قضیه

تابع همچنین باشد، ẋ = f(x) دینامیکی سیستم تعادل نقطه مبدأ، کنید فرض .[١٣] .١.٨.١ نتیجه
D مجموعه روی به�طوری�که باشد مبدأ شامل و مشتق�پذیر پیوسته D ⊂ Rn روی V : D → R

E اگر می�گیریم. نظر در را E = {x ∈ D | V̇ (x) = ٠} مجموعه همچنین .V̇ (x) ≤ ٠ داشته�باشیم
پایدار بالا، دینامیکی سیستم تعادل نقطه یک عنوان به مبدأ آنگاه باشد، x(t) = ٠ نقطه شامل فقط

بود. خواهد مجانبی
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عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای
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مقدمه ١.٢

عصبی شبکه ساختار ابتدا در می�پردازیم. عصبی شبکه�های مدل�های از مقدمه�ای بیان به فصل این در
در عصبی شبکه�های از تاریخچه�ای بیان به ادامه در و می�کنیم بیان را عصبی سلول یک ریاضی مدل و
پرداخت. خواهیم بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه مدل�های بیان و سازی بهینه مسائل حل
انجام ملاحظه�ای قابل زمان مدت در را آنها ما که کارها از بعضی می�توانند کامپیوتر�ها می�دانیم
آدرس�ها و نام�ها می�توانند یا و دهند انجام زمان کمترین در اصلی، عمل چهار انجام مانند می�دهیم
ها کامپیوتر از انسان�ها گفت می�توان هم باز آیا اوصاف این با بیاورند. به�یاد به�درستی بعد ماه�ها را

دهند؟ انجام می�دهیم، انجام ما که را کارهایی نمی�توانند کامپیوترها چرا اینکه و باهوش�ترند؟
رنگ خاکستری ماده�ای از گره�خورده مجموعه�ای جز چیزی ما اولیه� بررسی کنیم، نگاه مغز درون به اگر
به اجزاء این لیکن است. شده تشکیل ریز اجزایی از مغز که می�کند روشن بیشتر بررسی نمی�دهد. نشان
تفاوت این شاید است. متصل دیگر جزء هزاران به جزء هر و شده�اند مرتب پیچیده، بی�نهایت شیوه�ای
که شده�اند طراحی طوری کامپیوترها است. کامپیوتر و مغز بین اختلاف اصلی علت ساختار، شیوه� در
اما بیشتر اجزای تعداد با مغز لیکن دهند. انجام زیاد بسیار سرعت با دیگر عمل از بعد را عمل یک
بالغ ثانیه در محاسبه میلیون�ها به کامپیوترها در عملیات سرعت حالیکه در می�کند. کار کمتر سرعت با
با لحظه یک در مغز لیکن نمی�باشد. ثانیه در بار ده از بیش�تر تقریبا مغز در عملیات سرعت می�شود،
کامپیوتر می�تواند مغز نمی�آید. بر کامپیوتر عهده از که کاری می�کند، کار هم�زمان به�طور اجزاء زیادی تعداد
هر متفاوت، و متضاد داده�های آن�ها در و موازیند کاملا اعمال که شنیدن و دیدن مانند مسائلی در را

دهد. شکست می�گردند مغز در متفاوتی خاطرات ظهور و اثرات باعث کدام
تقریباً مغز می�کند. عمل منطقی پردازش واحد یک مانند تنهایی به و است مغز اصلی عنصر نرون١
دونوع نرون�ها دارد. اتصال دیگر نرون ١٠۴ به تقریباً نرون هر و است نرون پایه واحد ١٠١٠ دارای
نرون�های و متصل�اند یکدیگر به میکرون ١٠٠ حدود فاصله�های در که مغز داخلی نرون�های هستند،
متصل مغز به را حسی اعضای و ماهیچه�ها به را مغز و یکدیگر به را مغز مختلف قسمت�های که خارجی
شده شناخته چندان میکروسکوپی سطح در هنوز و است پیچیده بسیار نرون�ها عملیات نحوه� می�کنند.
لحظه یک در اگر می�شوند. جمع طریقی به یکدیگر با که پذیراست را متعددی ورودی�های نرون هر نیست.
غیراین�صورت در می�کند. آتش و شده فعال نیز نرون برسد کفایت حد به نرون فعال ورودی�های تعداد

می�ماند. باقی آرام و فعال غیر صورت به نرون
آنها به که است متصل طولانی نامنظم رشته�های سوما به می�شود. نامیده ٢ سوما نرون، بدنه�ی

١Neuron
٢Soma
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پیچیده�ای شاخه�ای اشکال و است نازک�تر میکرون یک از اغلب رشته�ها این قطر می�گویند. دندریت٣
شاخه�های به بارها و بارها شاخه هر که هستند برگ بدون درخت شاخه�های شبیه آن�ها ظریف شکل دارند.

می�شود. منشعب نازک�تر

بیولوژیک. نرون یک اصلی مشخصات :١.٢ شکل

به متصل عناصر از یکی می�رسانند. نرون�ها به را ورودی�ها که دارند را اتصالاتی نقش دندریت�ها
و است فعال الکتریکی نظر از دندریت برخلاف عنصر این می�شود. نامیده ۴ کسون آ نرون، هسته�ی
رشته� است. آمده (١.٢) شکل در نرون عمده� ویژگی�های از نمایشی می�کند. عمل نرون خروجی بعنوان
وصل دیگر سلول دندریت به مکان این در و می�شود قطع سیناپس۵ نام به معینی تماس نقطه�ی در کسون آ
صورت موقتی شیمیایی ماده� طریق از بلکه نیست مستقیم اتصال صورت به تماس این واقع در می�گردد.
به کسون آ طریق از دریافتی فعالیت پتانسیل�های طریق از آن پتانسیل آنکه از پس سیناپس می�گیرد.
یادگیری�ها می�کند. ترشح عصبی۶ منتقل�کننده نام به شیمیایی ماده� خود از یافت افزایش کافی اندازه�

٣Dendrite
۴axon
۵synaps
۶neurotransmitter
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که می�گیرد صورت هنگامی یادگیری می�شود تصور می�دهند. افزایش را سیناپسی اتصال�های قدرت
مهم ویژگی�های (٢.٢) شکل می�گردد. اصلاح سیناپس�ها محل در دیگر سلول و سلول یک اتصال شدت

می�دهد. نشان بیش�تر جزئیات با را سیناپس
حاصل شیمیایی ناقل شدن آزاد میزان در بیش�تر سهولت ایجاد طریق از مقصود این که می�رسد به�نظر
به و شود باز مقابل سمت دندریت�های روی بیش�تری دروازه�های که می�شود باعث حالت این می�گردد.
باعث که به�صورتی نرون�ها اتصال میزان تغییر شود. سلول دو اتصال میزان افزایش باعث این�صورت

است. عصبی شبکه�های مدل�های در مهم مشخصه�های از شود مطلوب تماس�ها�ی تقویت

دیگر نرون دندریت ودریافت�کننده�های می�گذرد سیناپس شکاف از شده آزاد شیمیایی ناقل :٢.٢ شکل
می�کند. تحریک را

ساده نسبتاً پردازشی عناصر از شبکه�ای و متصل بسیار مجموعه�ای به�صورت می�توان را مغز گفتیم
به�این کند. کسب را عصبی سیستم�های مهم ویژگی�های بتواند که داریم نیاز مدلی به گرفت. درنظر
برای کافی اندازه� به مدل، این بخواهیم اگر لیکن دهد. بروز خود از را مشابهی رفتار بتواند که منظور
محدودی تعداد استخراج بگیریم. نادیده عمداً را جزئیات از بسیاری باید باشد ساده به�کارگیری، و فهمیدن
مدل�سازی، هدف است. مدل�سازی معمولی ضروریت�های از ویژگی�ها بقیه� نادیده�گرفتن و مهم ویژگی�های
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سیستم که کند کمک و کرده حفظ را سیستم عمومی رفتار که است سیستم از ساده�تری نمونه� ایجاد اصولا
باشد. درک قابل بیش�تر سهولت با

تنها نرون مدل�سازی ٢.٢

دارای واحد هر می�شوند. تشکیل اولیه ساختمانی واحد�های سری یک از مصنوعی عصبی شبکه�های
به�دست را خروجی یک پردازش عملیات انجام از پس و شده ترکیب هم با که است ورودی چندین
واحدهای ورودی عنوان به واحد هر خروجی به�طوری�که هستند متصل به�هم اولیه واحد�های این می�دهند.

می�نامند. نیز گره یا نرون عصبی، سلول را ساختمانی واحدهای می�گیرد. قرار استفاده مورد دیگر

بیولوژیک نرون یک اصلی مشخصات :٣.٢ شکل

خطی مسائل در تنها دلیل �همین به و داشتند وخروجی) (ورودی لایه دو تنها اولیه عصبی شبکه�های
ساختار رایج�ترین هستند. لایه بیشتری تعداد یا و سه شامل امروزی یافته توسعه ساختار�های بودند. مفید
مسائل اکثر حل به قادر عموماً و خروجی) لایه و پنهان لایه یک ورودی، (لایه است لایه�ای سه شبکه،

است. پیچیده
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نرون یک اصلی نقش می�کنیم. بررسی را آن مدلسازی نحوه� و تنها نرون یک مشخصات ابتدا
آستانه٧ آن به که حدی از ورودی�ها مجموع که است جایی تا خود ورودی�های جمع عمل بیولوژیکی،
به که دندریت�ها طریق از نرون ورودی�های است. خروجی یک تولید آنگاه و نکند تجاوز می�گوییم
ها سیناپس می�شوند. وارد است متصل سیناپس�ها) ) اتصال نقاط توسط دیگر نرون�های خروجی�های
هنگامی و می�کند دریافت را ورودی�ها کلیه�ی سلولی، بدنه� می�دهند. تغییر را دریافتی سیگنال�های کارایی
در ساده بیولوژیکی نرون این می�کند. آتش را سیگنالی کرد تجاوز آستانه حد از ورودی�ها مجموع که

است. شده داده نشان (٣.٢) شکل
خلاصه: به�طور باشد. داشته را زیر مشخصه�های باید می�سازیم نرون از که مدلی

(صفر). است غیرفعال یا و (یک) است فعال یا نرون یک خروجی •

را نرون خروجی که برسد حدی به� باید ورودی�ها میزان دارد. بستگی ورودی�ها به تنها خروجی •
سازد. فعال

نرون اصلی مدل نمای :۴.٢ شکل

که ضریبی از استفاده با می�توان را سلول بدنه� به ورودی سیگنال�های انتقال در سیناپس�ها کارایی
منتقل را بیشتری سیگنال� که قوی�تر سیناپس�های کرد. مدل�سازی می�شود ضرب نرون ورودی�های در
کوچک�تری ضریب�های ضعیف� سیناپس�های که درحالی هستند بزرگتری بسیار ضریب�های دارای می�کنند

٧Threshold
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مجموع ابتدا مدل این است. آمده (۴.٢) شکل در که بود خواهد به�صورتی ما مدل صورت بدین دارند.
از چنانچه و می�کند مقایسه خود داخلی آستانه� سطح با را آن سپس کرده محاسبه را خود ورودی�های وزنی
خروجی تولید برای ورودی�ها چون می�ماند. باقی غیرفعال این�صورت درغیر می�شود. فعال کرد تجاوز آن

می�گوییم. پیش�خور٨ سیستم این به می�کنند عبور نرون میان از
ورودی خط هر آنگاه باشد n ورودی�ها تعداد اگر دهیم. نشان ریاضی طریق به باید را عمل این
ابتدا می�کند. محاسبه را خود ورودی شده مدل�سازی نرون است. خود به مربوط وزنی ضریب یک دارای
عمل همین سپس می�کند. ضرب ورودی آن ارتباطی خط به مربوط وزنی ضریب در را ورودی اولین
بطور می�کند. جمع را حاصل مقادیر تمام نهایت در می�کند تکرار ورودی�ها سایر و دوم ورودی برای را

خلاصه:
n∑

i=١
= w١x١ + ...+ wnxn. (١.٢)

حاصل�جمع اگر آستانه با مقایسه در شود. مقایسه موردنظر نرون آستانه� مقدار با باید فوق حاصل�جمع
کمتر حاصل�جمع اگر و بود خواهد ١ مساوی نرون خروجی آنگاه کند تجاوز آستانه میزان از به�دست�آمده
حاصل�جمع از ابتدا را آستانه مقدار می�توان دیگر ازطرف می�شود. صفر مساوی خروجی باشد آستانه از
بود مثبت حاصل مقدار اگر کرد. مقایسه صفر با را حاصل مقدار آنگاه و کرد کم آمده به�دست وزنی
این در است. آمده نمودار(٢.۵) در حالت دو این بود. خواهد صفر درغیراین�صورت و ١ نرون خروجی

است. نرون خروجی نشان�دهنده�ی y محور و ورودی�ها مجموع نشان�دهنده�ی x محور شکل�ها
دیگر راه است. گرفته صورت x = ٠ در پلکانی پرش ولی است نکرده تغییر آستانه کل می�بینیم
این باشد. ١ ثابت مقدار با ورودی یک کردن اضافه عوض در و نرون بدنه� از �آستانه کامل حذف می�تواند
گرفته درنظر آستانه منفی مقدار با برابر آن ارتباطی خط وزنی ضریب و می�ماند باقی فعال همیشه ورودی
ثابت ورودی می�توان نرون ورودی حاصل�جمع از آستانه مقدار کردن کم به�جای دراین�صورت می�شود.
ورودی�ها سایر به و کرد ضرب است آستانه منفی مقدار با برابر که خود وزنی ضریب در را +١ اضافی
یک�سویی یا تورش را −θ مقدار صورت به�همین می�گوییم. تورش احتساب کار این به کرد. اضافه

است. قبول قابل و مشابه راه�کار دو هر می�نامیم.
می�کند. بیان را اول راه�کار زیر رابطه�ی بنامیم، y را خروجی اگر

y = fh
[ n∑

i=١
wixi − θ

]
. (٢.٢)

٨Feed forward
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آستانه تابع :۵.٢ شکل

و می�نامند). نیز ساید٩ هوی تابع را تابع (این است پلکانی تابع یک fh حالی�که در
fh(x) = ١ اگر x > ٠,

fh(x) = ٠ اگر x ≤ ٠.
(٣.٢)

غیرفعال. یا است فعال یا نرون دیگر به��عبارت است. ٠ و ١ مقادیر تنها تابع خروجی می�بینیم
همیشه را آن مقدار و کرده انتخاب ٠ شماره�ی با را دیگری ورودی کنیم، استفاده دوم راه�کار از اگر
تابع بود. خواهد تورش مقدار با برابر جدید ورودی وزنی ضریب این�صورت در می�دهیم. قرار ١ برابر

آمد: درخواهد زیر به�صورت فوق

y = fh
[ n∑

i=٠
wixi

]
. (۴.٢)

بود. خواهد +١ برابر همیشه x٠ مقدار و کرده تغییر صفر به ١ از زیگما علامت زیرین حد
روزن�بلات١٠بنام فرانک توسط ١٩۶٢ سال در متصل�اند، به�یکدیگر ساده طریقی به که مدل، نرون�های

٩Heaviside
١٠Frank Rosenblatt
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کرد شبیه�سازی دیجیتال کامپیوترهای در را مدل نرون�های نخستین�بار برای او شد. نامگذاری پرسپترون١١
پرسپترون�ها ١٢ عصبی» دینامیسم اصول خود« کتاب در بلات روزن نمود. تحلیل رسمی بطور را آن�ها و
واقعی عصبی سیستم�های ویژگی�های از برخی آن�ها در که داد شرح شده ساده شبکه�های صورت به را

است. شده گرفته نادیده آنها از دیگر برخی و رفته به�کار اغراق�آمیز بطور

ساده نرون�های در فراگیری ١.٢.٢

. اجرا١۵ و تعمیم١۴ ، آموزش١٣ می�کنند: طی را مرحله سه عصبی شبکه�های مسأله�ای، هر حل برای
مجموعه به�صورت که ) را ورودی�ها در موجود الگوی تا می�آموزد شبکه آن طی که است فرایندی آموزش،
یادگیری قوانین از مجموعه�ای از عصبی شبکه هر منظور این برای بشناسد. است) آموزشی داده�های
قبول قابل جواب ارائه برای شبکه توانایی تعمیم، می�کند. استفاده می�کنند تعریف را یادگیری نحوه که
شبکه به اولیه مثال�های آنکه از پس یعنی نبوده�اند. آموزشی مجموعه در که است ورودی�هایی قبال در
مناسب خروجی یک و گیرد قرار نشده داده آموزش ورودی یک قبال در می�تواند شبکه شد، داده آموزش
به�دست نیست درونیابی فرایند جز چیزی همانا که تعمیم مکانیسم براساس خروجی این نماید. ارائه را

می�گویند. اجرا را است شده طراحی منظور آن به که عملکردی انجام برای شبکه از استفاده می�آید.
به و می�کند تغییر می�شود) اعمال سلول هر ورودی�های روی بر که ) داخلی وزن�های آموزش، اثر در
یعنی آموزش، نتایج که است این عصبی شبکه�های ضعف نقاط از یکی می�رسند. مناسب وضعیت
کاملا وزن�ها این نمی�دهد. بدست مسأله جواب�های اعتبار از روشنی تصویر هیچگونه داخلی، وزن�های
شرایط با و است صحیح اغلب شبکه، توسط شده تولید جواب�های وجود این با نیستند. درک قابل
مهم�تر گاهی محیط، بر حاکم کمی شرایط صدق و جوابها صحت این دارد. سازگاری محیط بر حاکم کمی
جمله از است. رفته به�کار عصبی شبکه�های برای متفاوتی اسامی تا�کنون است. آن بودن توضیح�پذیر از
اشاره موازی١٧ مدل�های و عام زن�های تقریب تجربی، مدل�های ،١۶ سیاه جعبه مدل�های به می�توان آنها

نمود.
شاید یکدیگر به نرون�ها این اتصال نیازمندیم. خود نرون مدل�های در فراگیری برای شیوه�ای به ما
طریقی به بتوانیم باید مفید کاری انجام برای لیکن دهند، انجام را کاری بتوانند که کند ایجاد را شبکه�هایی

١١Perceptron
١٢Principle of neurodynamics
١٣Traning
١۴Generalization
١۵Operation
١۶Black-Box models
١٧Parallel models
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همچنین است. فراگیری در آن�ها توانایی می�کند استفاده قابل را مدل�ها این آنچه و دهیم آموزش را آن
در که صورت همان به� باشند. ساده امکان حد تا باید فراگیری روش�های مدل�ها، درک سهولت برای

بود. خواهد واقعی عصبی سیستم�های ما الهام منبع است، معمول عصبی محاسبات اغلب
اطراف، به توجه بدون خیابان از عبور برای و می�شوند، تشویق خوب نتایج کسب برای اغلب کودکان
مطلوب رفتار�های باید گرفت. به�کار نیز مصنوعی شبکه�های در می�توان را شیوه همین می�گردند. سرزنش
از گروهی مثلا باشیم داشته اشیاء از گروه دو اگر کرد. تضعیف را نامطلوب رفتار�های و تشویق را
نرون باشیم مایل شاید .B مختلف شده نوشته شکل�های از گروهی و A مختلف شده� نوشته شکل�های
B دیدن با و را ١ عدد A یک مشاهده� با ما نرون بخواهیم شاید دهد. تمیز B از را ها A ما نظر مورد

دهد. بیرون را صفر عدد
حالت واقع در یعنی کنیم تعیین تصادفی به�طور را نرون ارتباطی خطوط وزنی ضرایب ابتدا در اگر
وزنی مجموع نرون کنیم، وارد نرون به را A حرف یک می�توانیم آنگاه نمی�داند، هیچ نرون و بوده شروع
مقدار از شده محاسبه مقدار چنانچه می�کند. مقایسه آستانه مقدار با و می�کند محاسبه را خود ورودی�های
به�طور این�که احتمال داد. خواهد صفر خروجی این�صورت غیر در و ١ جواب نرون باشد بیش�تر آستانه
به نیاز این�صورت در بدهد. صحیح جواب نرون کنید فرض است، ٪ ۵٠ باشد صحیح جواب تصادفی
افزایش را وزنی مجموع باید بود صفر جواب اگر ولی است. بوده موفق مدل زیرا نیست اقدامی هیچ
افزایش با را عمل این بدهد. ١ صحیح جواب شد روبه�رو A حرف با که دیگر بار که به�صورتی دهیم
کند. تولید را صفر عدد نرون که مایلیم B حرف برای می�دهیم. انجام نرون ارتباطی خطوط وزنی ضرایب
مجبور تا دهیم کاهش را آن� وزنی ضرایب که بود خواهیم مایل شد روبه�رو B حرف با نرون هرگاه بنابراین

نماید. تولید را صفر عدد B حرف مشاهده�ی با آینده در گردد
را وزنی ضرایب باشد فعال نرون مایلیم که زمانی باید شبکه فراگیری برای که است معنی بدان این
کردن اضافه با مقصود این دهیم. کاهش را ضرایب باشد فعال غیر نرون مایلیم که آنگاه و داده افزایش
از ورودی�ها مقدار کردن کسر با و باشد فعال نرون مایلیم که هنگامی مربوطه ضرایب به ورودی�ها مقدار

بود. خواهد ما فراگیری قاعده�ی این می�گردد. حاصل باشد غیرفعال نرون مایلیم که هنگامی ضرایب

پرسپترون فراگیری الگوریتم

داد. نشان زیر الگوریتم به�صورت می�توان را شد اشاره آن به بالا در که فراگیری روش

وزنی ضریب بعنوان را wi(t) ،٠ ≤ i ≤ n برای کنید تعیین را آستانه اولیه مقادیر و ضرایب -١
−θ برابر را w٠ مقدار بگیرید. درنظر خروجی آستانه مقدار بعنوان θرا و t زمان در i ورودی
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دهید، قرار کوچک تصادفی مقادیر برابر را wi(٠) دهید. قرار ١ برابر همیشه را x٠ مقدار و
درآورید. شروع حالت به را آستانه�ها و وزن�ها تمام بدین�صورت

مدل به را d(t) خروجی و xn،...،x٢،x١،x٠ ورودی�های دهید. ارائه را مطلوب خروجی و ورودی -٢
دهید. ارائه

کنید. محاسبه را واقعی خروجی -٣

y(t) = fh
[ n∑

i=٠
wi(t)xi(t)

]
. (۵.٢)

کنید. تبدیل را وزنی ضرایب -۴

بود. صحیح خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t) •

بود. ١ مطلوب خروجی و صفر واقعی خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t) + xi(t) •

بود. صفر مطلوب خروجی و ١ واقعی خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t)− xi(t) •

شده پیشنهاد پایه الگوریتم این در متعددی اصلاحات لیکن است. پرسپترون اصلی الگوریتم این
این است. وزنی ضرایب تغییر فرمول در یک از کوچکتر ضربی عامل کردن وارد اصلاح اولین است.
به کوتاه�تری گام�های در شبکه صورت بدین و می�شود وزنی ضرایب تغییر سرعت کندشدن باعث عمل

می�دهد: تغییر زیر به�صورت را الگوریتم چهارم قدم اصلاح، این می�شود. نزدیک�تر جواب
شده). اصلاح شکل ) کنید تعدیل را وزنی ضرایب -۴

بود. صحیح خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t) •

بود. ١ مطلوب خروجی و صفر واقعی خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t) + ηxi(t) •

بود. صفر مطلوب خروجی و ١ واقعی خروجی اگر wi(t+ ١) = wi(t)− ηxi(t) •

بهتر که بودند برده پی نکته این به آنها است. شده ارائه هاف١٨ و ویدرو توسط مشابهی الگوریتم
بیش�تر میزان به وزنی ضرایب است زیاد مطلوب خروجی و واقعی خروجی اختلاف که هنگامی است
به�نام فراگیری برای را قاعده�ای آن�ها گردد. تعدیل کم�تر مقدار به است جزئی اختلاف این که هنگامی و

١٨Widrow and Hoff
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مطلوب خروجی مقدار و وزنی جمع اختلاف قاعده این کردند. پیشنهاد هاف و ویدرو دلتای١٩ قاعده�ی
می�شود. انجام خطا این تناسب به آن�گاه وزنی ضرایب تعدیل می�نامد. خطا را آن و می�کند محاسبه را

نوشت: زیر به�صورت می�توان را ∆ خطای مقدار

∆ = d(t)− y(t). (۶.٢)

تغییر وزن�ها باشد صحیح تصمیم چنانچه است. واقعی خروجی y(t) و سیستم مطلوب خروجی d(t)
.d(t)− y(t) = ٠ زیرا نمی�کند

زیر به�صورت پرسپترون الگوریتم ۴ گام تنها است. اولیه پرسپترون مشابه اصولا فراگیری الگوریتم
می�یابد. تغییر

هاف) ویدروـ دلتای (قاعده�ی کنید. تعدیل را زیر وزنی ضرایب -۴

∆ = d(t)− y(t),

wi(t+ ١) = wi(t) + η∆xi(t),

d(t) =

{
١ باشد ١ مطلوب ورودی اگر ,
٠ باشد ٠ مطلوب ورودی اگر .

می�کند. کنترل را تعدیل سرعت که است مثبت بازیابی عامل باشد (٠ ≤ η ≤ ١) که جایی

لایه�ای چند پرسپترون ٣.٢

جوابی اصولا که می�گیرد فرا را جواب صورتی در پرسپترون است. محدود پرسپترون توانایی متأسفانه
لیکن کند، تفکیک را طبقه�ها که است خطی به�دنبال پرسپترون که می�کنید ملاحظه باشد. داشته وجود
نظر در را حذفی٢٠ یای مورد مثلا است. پیچیده�تر بسیار طبقات جدایی که است فراوانی حالت�های
است. خروجی یک و ورودی دو دارای آمده (۶.٢) شکل در که همان�طور حذفی یای منطقی تابع بگیرید.
هردو یا فعال دو هر اگر لیکن باشد. فعال ورودی�ها از یکی تنها که است فعال زمانی تنها آن خروجی

می�گوییم. خطی جدایی�ناپذیر را الگوها نوع این بود. خواهد خاموش خروجی باشند خاموش
اول مرحله در کرد؟ برطرف را خطی ناپذیر جدایی مسأله�های حل توانایی عدم مشکل باید چگونه
قسمت پرسپترون هر �که به�طوری باشد پرسپترون یک از بیش�تری تعداد از استفاده مشکل راه�حل شاید
شوند. تفکیک موفقیت با خطی ناپذیر جدایی طبقات آن�ها جمع�آوری از و کرده تفکیک را فضا از کوچکی

١٩Delta rule
٢٠Exclusive OR(XOR)



٢٧ لایه�ای چند پرسپترون .٣.٢

حذفی یای منطقی علامت :۶.٢ شکل

دوم لایه�ی ورودی�های ولی بود، خواهند شبکه اصلی ورودی�های همان ورودی�ها اول لایه�ی نرون�ها در
از یک کدام که نمی�دانند دوم لایه پرسپترون�های که معناست بدان این می�باشند. اول لایه خروجی�های
لایه خروجی�های واقع در که خود ورودی�های به نسبت آن�ها خاموش�اند. کدام و فعال اصلی ورودی�های
پرسپترون آن�ها به طبیعتاً شده�اند. منظم لایه�ای به�صورت جدید پرسپترون�های دارند. گاهی آ هستند اول�

است. آمده (٧.٢) شکل در مدل این می�شود اطلاق چندلایه�ای

چندلایه�ای پرسپترون :٧.٢ شکل

این گویند. انتشار٢١) پس (قاعده�ی یا ( دلتا کلی (قاعده�ی را چندلایه پرسپترون فراگیری قاعده�
٢١Backpropagation



٢٨ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .٢

دوباره�ی تولد آغاز این و شد پیشنهاد ویلیامز٢۴ و مککلند٢٣ هارت٢٢، رومل توسط ١٩٨۶ سال در عناوین
منتشر پارکر٢۵ توسط ١٩٨٢ سال در قبلا نیز مشابهی نتایج که شد معلوم بعد�ها بود. عصبی شبکه�های

است. داده انجام مشابهی کار ١٩٧۴ سال در وربس٢۶ همچنین و شده
شبکه به الگویی که بدین�صورت است. تک�لایه�ای پرسپترون مشابه چندلایه�ای پرسپترون عمل نحوه�
می�گردد باعث مطلوب خروجی و واقعی خروجی مقایسه� می�گردد، محاسبه آن خروجی و می�شود عرضه
قاعده�ی شود. حاصل درست�تری خروجی بعد دفعات در که به�طوری یابد تغییر شبکه وزنی ضرایب که

می�کند. بیان را شبکه وزنی ضرایب کردن میزان روش فراگیری،

مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های ۴.٢
بهینه�سازی

میلادی ١٩٨٠ سال اوایل از بهینه�سازی در مصنوعی عصبی شبکه�های کاربرد مورد در وبررسی بحث
خطی، برنامه�ریزی چون مواردی تا�کنون، زمان آن از شده انجام پژوهش�های نتایج است. شده آغاز
استفاده در اصلی ایده بر�می�گیرد. در را غیر�خطی برنامه�ریزی و هندسی برنامه�ریزی دوم، درجه برنامه�ریزی
سیستم یک و (نامنفی) انرژی تابع یک از استفاده سازی بهینه مسائل برای مصنوعی عصبی شبکه�های از
بهینه�سازی مسائل با متناظر مصنوعی عصبی شبکه�های مدل�های کننده� بیان دو این که است دینامیکی
است. اول مرتبه غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک معمولا شده بیان دینامیکی سیستم هستند.
به�دست غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری نقطه آغازین نقطه یک برای که می�رود انتظار
است این انرژی تابع از استفاده در اساسی اصل یک باشد. اصلی بهینه�سازی مسأله بهینه جواب آمده،
باید حتماً آن با متناظر انرژی تابع آن، پایداری نقطه به دیفرانسیل معادلات دستگاه همگرایی برای که
گرفتن نظر در بدون حتی را سازی بهینه مسائل نظیر عصبی شبکه�های مدل می�توان البته باشد. نامنفی
از استفاده اساسی اصل بهینه�سازی، مسائل با متناظر مدل یک برای بنابراین کرد. بیان نیز انرژی تابع

می�شود: بیان زیر به�صورت مسائل این�گونه در عصبی شبکه�های
به�دست غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه تعادل نقطه�ی دلخواه، آغازین نقطه�ی یک ”برای

برعکس.” و است اصلی مسأله بهینه جواب آمده
و دوگانی مدل�های قسمت دو به می�توان را بهینه�سازی مختلف مسائل متناظر شده مطرح مدل�های

٢٢Rumelhart
٢٣McClelland
٢۴Williams
٢۵Parker
٢۶Werbos



٢٩ بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های .۴.٢

بهینه�سازی مسائل در مهم بسیار نظریه دو جریمه�ای توابع و دوگانی نظریه نمود. تقسیم جریمه�ای مدل�های
جریمه�ای توابع نظریه در هستند. حل قابل کلاسیک روش دو این مبنای بر مسائل این اکثر که هستند
مدل�های از دوگانی نظریه در ولی می�شود، استفاده نظر مورد مدل معرفی برای گرادیانی مدل�های از معمولا
مدل بهینه�سازی، مسأله هر با متناظر بتوانیم اگر می�شود. استفاده مسائل این حل برای دوگان - اولیه
وکافی لازم شرایط مسأله آن حل برای شده ارائه مدل تعادل نقطه�ی که دهیم ارائه را مشخصی دینامیکی
بسازیم. نظر مورد مسأله برای عصبی شبکه مدل یک روش، آن با متناظر می�توانیم آنگاه سازد، برآورده را
شده�اند ارائه غیر�خطی و دوم درجه و خطی برنامه�ریزی مسائل برای تا�کنون که مدل چند بیان به زیر در

می�پردازیم.
است. شده آورده [١] از اینجا تا فصل این در شده بیان مطالب که است ذکر به لازم

اول مدل

بگیرید: نظر در را زیر خطی برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x) = aTx

subject to

g(x) = Dx− b = ٠,

x ≥ ٠,

(٧.٢)

به�صورت (٧.٢) دوگان است. b ∈ Rm و x, a ∈ Rn ، Rank(D) = m و D ∈ Rm×n آن در که
می�شود: بیان زیر

minimize f̄(y) = bTy

subject to

ḡ(y) = D̄Ty − a ≤ ٠,

y ∈ Rn.

(٨.٢)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (٧.٢) حل برای متناظر مدل [١١] در
dx

dt
= −[DT (Dx− b)− β(D̄Ty − a)],

dy

dt
= −β[(Dx− D̄Ty − a)+ − b],

(٩.٢)

. (x, y)T ∈ {(x, y)T | x ≥ ٠} و β =∥ (x+ D̄Ty − a)+ − x ∥٢٢ آن در که



٣٠ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .٢

دوم مدل

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x) =
١
٢x

TAx+ aTx

subject to

Dx− b = ٠,

x ≥ ٠,

(١٠.٢)

است: زیر به�صورت (١٠.٢) دوگان است. مثبت معین متقارن ماتریس یک A آن در که

minimize f̄(y) = bTy − ١
٢x

TAx

subject to

D̄y − Ax− a ≤ ٠.

(١١.٢)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (١٠.٢) حل برای متناظر مدل [١١] در

{
dx
dt

= −{DT (x− b) + γ(−DTy + Ax+ a) + γA[x− (x+DTy − Ax− a)+]},
dy
dt

= −γ{Dx− b+D[(x+DTy − Ax− a)+ − x]},
(١٢.٢)

. (x, y)T ∈ {(x, y)T | x ≥ ٠} و γ = ∥(x+DTy − Ax− a)+ − x∥٢٢ آن در که

سوم مدل

بگیرید: نظر در را زیر غیر�خطی برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x),

subject to

g(x) = [g١(x), g٢(x), ..., gm(x)]
T ≤ ٠, i = ١, ...,m.

(١٣.٢)

٢٧ تنک و هاپفیلد (١٣.٢) حل برای . f(x), gi(x) : Rn → R١ و f(x), g(x) ∈ C٢ آن در که
دادند: ارائه زیر به�صورت عصبی شبکه مدل یک [١٢] در

ẋ = C−١{−∇f(x)−∇g(x)g+(x)− ١
s
Q−١x}s, (١۴.٢)

٢٧Hopfield and Tank



٣١ بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های .۴.٢

n × n قطری ماتریس یک Q و نرون هر ظرفیت کننده بیان n × n قطری ماتریس یک C آن در که
می�شوند: تعریف زیر به�صورت آن اعضای که است

qij =
١

١
ρi
+
∑m

j=١−dji
, (١۵.٢)

s و داخلی نرونهای به شده داده تخصيص وزن�هاي dji نرون، هر گرمایی هدایت ضریب ١
ρi

آن در که
است: شده انتخاب زیر به�صورت متناظر انرژی تابع است. جريمه پارامتر

E١(x) = f(x) +
m∑
j=١

[g+i ]
٢ +

n∑
i=١

x٢i
٢srii

. (١۶.٢)

چهارم مدل

داده�اند: ارائه زیر به�صورت دیگر مدلی [١۵] ٢٨در چوآ و کندی (١٣.٢) حل برای

ẋ = C−١[−∇f(x)−∇g(x)g+(x)], (١٧.٢)

است: شده انتخاب زیر به�صورت مدل این متناظر انرژی تابع دارند. را سوم مدل شرایط s و C آن در که

E٢(x) = f(x) +
s

٢

m∑
j=١

[g+i ]
٢. (١٨.٢)

پنجم مدل

است: شده ارائه زیر به�صورت مدلی [١۴] ٢٩ واسکوئز رودریگز توسط (١٣.٢) حل برای مجدداً

ẋ = −ux∇f(x)− s∇g(x)g+(x), (١٩.٢)

چنان�که است x شدنی اندیس�های متناظر ux آن در که

ux =

{
١ g(x) ≤ ٠,
٠ o.w.

(٢٠.٢)

است: شده انتخاب زیر به�صورت نیز مدل این متناظر انرژی تابع

E٣(x) = −uxf(x) +
s

٢

m∑
j=١

[g+j (x)]
٢. (٢١.٢)

٢٨Kennedy and Chua
٢٩Rodriguez-Vazquez



٣٢ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .٢

شده�اند اصلاح متوالی به�طور (١٣.٢) مسأله حل برای شده بیان مدل�های می�کنید، ملاحظه که طور همان
داشته�اند. مدل�ها این از هرکدام که است بوده مشکلاتی به�دلیل این و

ششم مدل

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه محدب برنامه�ریزی

minimize f(x) =
١
٢x

TQx+DTx

subject to

g(x) = Ax− b ≤ ٠,

h(x) = Ex− f = ٠.

(٢٢.٢)

،E ∈ Rl×n ،b ∈ Rm، A ∈ Rm×n،مثبت معین متقارن ماتریس یک Q ∈ Rn×n آن در که
است. x ∈ Rn و f ∈ Rl

بردارهای اگر وتنها اگر است (٢٢.٢) بهینه جواب x∗ ∈ Rn تاکر، کان- کاروش- شرایط طبق بر
کنند: صدق زیر رابطه در به�طوری�که باشند داشته وجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm u∗ ≥ ٠, Ax∗ − b ≤ ٠, u∗T (Ax∗ − b) = ٠,
Qx∗ +D + ATu∗ + ETv∗ = ٠,
Ex∗ − f = ٠.

(٢٣.٢)

می�کنیم: معرفی است، [٢] ٣٠ برمیستر فیشر- تابع به معروف که را زیر تابع (٢٢.٢) مسأله حل }برای
ϕ : R٢ → R١,

ϕ(a, b) =
√
a٢ + b٢ − a− b.

(٢۴.٢)

: [١٧] .١.۴.٢ قضیه

.a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠ اگر وفقط اگر ϕ(a, b) = ٠ .١

باشد. پذیر مشتق پیوسته به�طور ϕ(a, b) مربع .٢

است. هموار قویاً مبدأ در ولی است، مشتق�پذیر پیوسته به�طور بار دو مبدأ در به�جز جا همه ϕ(a, b) .٣

می�شود. نامیده غیرخطی مکمل تابع کند، صدق (١.۴.٢) قضیه (١) شرط در که ϕ تابع

٣٠Fisher-Burmister



٣٣ بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های .۴.٢

می�گیریم: نظر در را زیر تابع (٢٢.٢) مسائل با متناظر

ϕ(x, u, v) =

ϕ(α,Qx+D + ATu+ ETv)
ϕ(u,Ax− b)
ϕ(β,Ex− f)

 , (٢۵.٢)

شبکه مدل است. β = (β١, ..., βl)
T > ٠ و u = (u١, ..., um)، α = (α١, ..., αm)

T > ٠ آن در که
است: شده بیان زیر به�صورت (٢۵.٢) با متناظر }عصبی

dy

dt
= −τ ▽ E(y(t)), τ > ٠,

y(t٠) = y٠ ∈ Rn+m+١,
(٢۶.٢)

در تکرارها تعداد کاهش و همگرایی سرعت افزایش برای ضریبی τ و y = (xT , uT , vT )T آن در که
زیر به�صورت مدل این متناظر انرژی تابع است. (٢۵.٢) دینامیکی حل برای شده انتخاب عددی روش

است: شده انتخاب
E(y) =

١
٢∥ ϕ(y) ∥

٢.

هفتم مدل

زیر به�صورت (٢٢.٢) مسائل حل برای را تاکر کان- کاروش- شرایط مجدداً هفتم، مدل طراحی برای
می�گیریم: نظر در

(u+ Ax− b)+ = u,
Qx+D + ATu+ ETv = ٠,
Ex− f = ٠.

(٢٧.٢)

می�شود: تعریف زیر دستگاه (٢٢.٢) حل برای آنگاه

U(x, u, v) =

−(Qx+D + ATu+ ETv)
(u+ Ax− b)+ − u

(Ex− f)

 . (٢٨.٢)

است: شده بیان زیر به�صورت [٢] در (٢٢.٢) حل برای عصبی شبکه }مدل
dy

dt
= κU(y),

y(t٠) = y٠.
(٢٩.٢)

است. سیستم همگرایی ضریب κ آن در که



٣۴ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .٢

هشتم مدل

یک Q ∈ Rn×n می�کنیم فرض آن در که بگیرید. نظر در را (٢٢.٢) دوم درجه ریزی برنامه مسأله
زیر به�صورت عصبی شبکه مدل یک [١٠] در (٢٢.٢) مسئله حل برای است. مثبت معین نیمه ماتریس

می�شود: ارائه

dy

dt
= (I +MT )

−(Qx+D + ATu+ ETv)
(u+ Ax− b)+ − u

(Ex− f)

 , (٣٠.٢)

و است همگرایی نرخ κ آن در که

M =

−Q AT ET

A ٠m×m ٠m×l

E ٠l×m ٠l×l

 . (٣١.٢)

نهم مدل

بگيريد: نظر در را زير دوم درجه برنامه�ريزی مسأله

minimize f(x) =
١
٢x

TAx+ aTx

subject to

Dx ≤ b,

x ≥ ٠.

(٣٢.٢)

از: است عبارت آن دوگان

minimize f̄(w) = bTw − ١
٢x

TAx

subject to

D̄Tw − Ax ≤ a,

w ≥ ٠,

(٣٣.٢)

است. D ∈ Rm×n و b ∈ Rm ، a ∈ Rn است، مثبت معين نيمه و متقارن A ∈ Rn×n آن در که
يک به�ترتيب (x∗T , w∗T )T محدب، برنامه�ريزی مسائل برای تاکر کان- کاروش- شرایط به توجه با



٣۵ بهینه�سازی مسائل حل برای پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�های .۴.٢

صدق زير تاکر کان- کاروش- شرايط در (x∗T , w∗T )T �اگر فقط و اگر است (٣٢.٢) برای بهينه جواب
کند:

w∗ ≥ ٠, Dx∗ − b ≤ ٠, w∗T (Dx∗ − b) = ٠,
Ax∗ + a+DTw∗ ≥ ٠, x ≥ ٠,
x∗T (Ax∗ + a+DTw∗) = ٠.

(٣۴.٢)

است: شده بیان زیر به�صورت [۴] در (٣٣.٢) و (٣٢.٢) با متناظر مدل

u̇ = B(I +MT ){(u− (Mu+ q)+ − u}, (٣۵.٢)

آن در که

u =

[
x
w

]
, q =

[
a
b

]
,M =

[
A DT

−D ٠

]
. (٣۶.٢)

که است B = λI همچنین . uTMu = xTAx ≥ ٠ زيرا است مثبت معين نيمه ماتريس يک M
می�يابد. افزايش همگرايي سرعت λ افزايش با و λ > ٠



٣ فصل

یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل
کارآمد دینامیکی عصبی مدل

٣۶



٣٧ مقدمه .١.٣

مقدمه ١.٣

تحلیل و تجزیه بهینه�سازی، دوگانی، قضایای پایه� بر عصبی، شبکه�های از مدل یک ساختار فصل این در
محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسائل حل برای لازال تغییرناپذیری اصل و لیاپانوف پایداری محدب، توابع
مسأله� بهینه�ی جواب همان شده پیشنهاد عصبی شبکه�ی تعادل نقطه�ی که می�شود ثابت و می�شود ارائه
دارای پیشنهادی عصبی شبکه�ی که می�شود داده نشان همچنین است. محدب غیرخطی برنامه�ریزی
است. اصلی مسأله� بهینه جواب یک به سراسری همگرای دقیق به�طور و است لیاپانوف مفهوم به پایداری

می�شود. داده نشان مثال چندین ارائه� با پیشنهادی مدل کارآمدی

عصبی شبکه مدل یک ٢.٣

بگیرید: درنظر را زیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله�

minimize f(x)

subject to

g(x) ≤ ٠,

h(x) = ٠,

(١.٣)

است. بعدی m بردار یک g(x) = (g١(x), ..., gm(x))
T و f : Rn → R و x ∈ Rn آن در که

و b ∈ Rl که h(x) = Ax − b تابع مشتق�پذیرند، دوبار و محدب f(x) و g١(x), ..., gm(x) توابع
بهینه� جواب دارای (١.٣) مسأله می�کنیم فرض است. (٠ < l < n ،Rank (A) = l ) A ∈ Rl×n

که x٠ ∈ Rn دارد وجود یعنی می�کند. صدق [٣] اسلاتر١ شرایط در و است متناهی

g(x٠) ≤ ٠, h(x٠) = ٠.

به�دست (١.٣) مسأله متناظر دینامیکی مدل یک استاندارد، روش�های از استفاده با قسمت این در
می�آوریم.

v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm اگر وتنها اگر است (١.٣) مسأله بهینه� جواب x∗ ∈ Rn که می�بینیم [۵] از
کند: صدق زیر تاکر کان- کاروش- شرایط در (x∗T , u∗T , v∗T )T به�طوری�که باشند موجود

١Slater



٣٨ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠,

∇f(x∗) +∇g(x∗)Tu∗ +∇h(x∗)Tv∗ = ٠,

h(x∗) = ٠.

(٢.٣)

لاگرانژین ضرایب بردار (u∗T , v∗T )T مرتب زوج و (١.٣) مسأله تاکر کان- کاروش- نقطه�ی x∗

باشند، محدب توابعی (k = ١, ...,m) gk(x) و f(x) اگر همچنین می�شود. نامیده x∗ به مربوط
باشد. (١.٣) تاکر کان- کاروش- نقطه� x∗ اگر تنها و اگر است (١.٣) بهینه� جواب x∗ دراین�صورت

دینامیکی یکسیستم طراحی هدف، باشند. زمان به وابسته متغیرهای v(.) و x(.) ،u(.) کنید فرض
محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله تاکر کان- کاروش- نقطه یافتن به منجر آن�چنان�که است زمانی پیوسته
به�صورت آن دوگان و (١.٣) مسأله حل برای عصبی شبکه�ی مدل یک اینجا در شود. دوگانش و (١.٣)

می�شود: ارائه زیر

dx

dt
= −(∇f(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+ +∇h(x)Tv),

du

dt
= (u+ g(x))+ − u,

dv

dt
= h(x),

(٣.٣)

آن در که y٠ = (xT٠ , u
T
٠ , v

T
٠ )

T اولیه� نقطه� با

(u+ g(x))+ = ([u١ + g١(x)]
+, [u٢ + g٢(x)]

+, ..., [um + gm(x)]
+),

[uk + gk(x)]
+ = max{uk + gk(x),٠}, k = ١,٢, ...,m.

مجموعه و y = (xT , uT , vT )T ∈ Rn+m+l با را (١.٣) مسأله بهینه� نقطه� بحث، سادگی برای
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ψ(y) می�دهیم. نشان D∗ نماد با را آن دوگان و اولیه جواب

ψ(y) =

 −
(
∇f(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+ +∇h(x)Tv

)
(u+ g(x))+ − u

h(x)

 . (۴.٣)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (٣.٣) عصبی شبکه�ی بنابراین
dy

dt
= τψ(y),

y(t٠) = y٠,

(۵.٣)



٣٩ عصبی شبکه مدل یک .٢.٣

برای است. (۵.٣) عصبی شبکه�ی همگرایی نرخ نشان�دهنده� و است مقیاس پارامتر یک τ آن در که
را (۵.٣) شبکه�عصبی مداری نمایش (١.٣) شکل .τ = ١ می�کنیم فرض تحلیل و تجزیه شدن ساده�تر

می�دهد. نشان

(۵.٣) عصبی شبکه�ی برای شده ساده دیاگرام :١.٣ شکل

غیرخطی برنامه�ریزی مسائل می�تواند چگونه (۵.٣) در شده ارائه عصبی شبکه�ی مدل ببینیم اینکه برای
درنظر را زیر مسأله� ابتدا می�کنیم. مقایسه دیگر عصبی شبکه�ی مدل سه با را آن نماید حل را محدب

بگیرید:

minimize f(x)

subject to

g(x) ≤ ٠,

x ∈ Ω,

(۶.٣)

ممکن و Ω =
{
x ∈ Rn : li ≤ xi ≤ vi, i = ١,٢, ..., n هر برای

}
و x ∈ Rn آن در که

توابع و g(x) = (g١(x), g٢(x), ..., gm(x))
T ∈ Rm همچنین باشد. +∞ برابر (−li یا )vi که است



۴٠ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

محدب بازه� روی مشتق�پذیر پیوسته به�طور دوبار و Ω روی محدب توابعی f(x) و g١(x), ..., gm(x)
می�باشند. Ω شامل ε ⊆ Rn

است. شده (۶.٣)استفاده حل برای زیر عصبی شبکه�ی مدل از [٨] در

dx

dt
= −(x− PΩ(x−∇f(x)−∇g(x)Tu)),

du

dt
= −(u− (u+ g(x))+),

(٧.٣)

به�صورت که [٩] است تصویر عملگر PΩ : Rn → Ω و بسته محدب مجموعه یک Ω ⊂ Rn آن در که
می�شود: تعریف زیر

PΩ = argminv∈Ω∥x− v∥. (٨.٣)

ندارد وجود متقارن و یکنوا نگاشت�های برای دینامیکی(٧.٣) مدل پایداری برای تضمینی هیچ البته
حل را (۶.٣) مسأله موارد، بعضی در نمی�تواند (٧.٣) در مطرح�شده دینامیکی دستگاه بنابراین .[٢۶]

ببینید. را (٢.۴.٣) و (١.۴.٣) مثال�های بیشتر، توضیحات برای کند.
یک گرادیانی، عصبی شبکه�ی مدل در می�باشد. گرادیانی مدل عصبی، شبکه� مدل از دیگری نوع
انرژی تابع سپس زد. تقریب نامقید بهینه�سازی مسأله� �یک بوسیله می�توان را مقید بهینه�سازی مسأله�
به نسبت گرادیانی عصبی شبکه�ی مدل که است ذکر به لازم ساخت. جریمه تابع روش از استفاده با را
نقطه اما است. مزیت دارای شده�اند بیان انرژی تابع مشتقات مستقیم تعریف از استفاده با که مدل�هایی
بعلاوه .[٣٠] می�باشد بی�کران جواب�های مجموعه در به�خصوص همگرایی�، تضمین عدم در آن ضعف
دارد. جریمه پارامتر به�نام ٢ تنظیم قابل پارامتر یک به نیاز جریمه تابع مبنای بر عصبی شبکه�ی مدل
تابع روش کاربرد از نمونه یک زیر، بهینه�سازی نامقید مسأله� از استفاده با (١.٣) مقید مسأله تقریب

است. جریمه

minimize E١(x) = f(x) +
γ

٢


m∑

k=١
[g+k (x)]

٢ +
l∑

p=١
h٢p(x)

 ,

می�آید: به�دست زیر روش با گرادیان عصبی شبکه�ی مدل است. جریمه پارامتر γ آن در که

dx

dt
= −∇E١(x) = −(∇f(x) + γ[∇g(x)g+(x) +∇h(x)h(x)]). (٩.٣)

٢Adjustable



۴١ همگرایی و پایداری تحلیل .٣.٣

شبکه�ی این است. شده بیان [٩] در که است معروف٣ چاو و کندی مدل به (٩.٣) در شده ارائه سیستم
و ندارد را دقیق بهینه� جواب یک یافتن توانایی متناهی، جریمه�ای پارامتر بودن دارا به�علت عصبی
این بنابراین .[١۶] است دشوار دقیق بهینه� جواب یک یافتن باشد، بزرگ خیلی جریمه�ای پارامتر اگر
متناهی جریمه پارامتر که است (١.٣) مسأله برای تقریبی جواب یک به همگرا زمانی عصبی شبکه�ی
همگرای محدب، برنامه�ریزی مسائل بعضی در (٩.٣) عصبی شبکه�ی که داد نشان می�توان همچنین باشد.
مثال و (٣.۴.٣) و (٢.۴.٣) مثال�های بیشتر توضیح برای نیست. دقیق بهینه� جواب یک به سراسری

ببینید. را [٢١] در ۵.١
و f(x) بودن محدب یا ،(k = ١, ...,m) gk(x) بودن محدب و f(x) بودن اکید محدب شرط با
ارائه (١.٣) حل برای [٢١] زیر گرادیانی عصبی شبکه مدل ،(k = ١, ...,m) gk(x) بودن اکید محدب

می�شود:
dx

dt
= −(∇f(x) + ١

٢∇g(x)
Tu٢ +∇h(x)Tv),

du

dt
= diag(u١, ..., um)g(x),

dv

dt
= h(x),

(١٠.٣)

مسائل از بعضی نمی�تواند مدل این .(k = ١, ...,m) uk(t٠) ̸= ٠ و (xT٠ , uT٠ , vT٠ )T اولیه� نقطه� با
این مقایسه برای است. شده بیان (١.۴.٣) مثال در بیشتر توضیحات نماید. حل را محدب بهینه�سازی
مسائل حل برای پیشنهادی مدل بودن سراسری همگرای به می�توان ،(۵.٣) در پیشنهادی مدل با مدل�ها

کرد. اشاره (١.٣)

همگرایی و پایداری تحلیل ٣.٣

می�گردد. بیان (۵.٣) مدل همگرایی و پایداری قسمت این در

y∗ آنگاه باشد (۵.٣) عصبی شبکه�ی تعادل نقطه� y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
باشد، (١.٣) مسأله بهینه� جواب x∗ ∈ Rn اگر برعکس است. (١.٣) مسأله تاکر کان- کاروش- نقطه�ی
مدل تعادل نقطه� y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T نقطه� که به�طوری دارند وجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm آنگاه

می�باشد. (۵.٣)

،dx∗

dt
= ٠ آنگاه باشد، (۵.٣) عصبی شبکه�ی تعادل نقطه� y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T کنید فرض برهان.

داریم: درنتیجه .dv∗
dt

= ٠ و du∗

dt
= ٠

٣Kennedy and Chua



۴٢ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

▽ f(x∗) +▽g(x∗)T (u∗ + g(x∗))+ +∇h(x∗)Tv∗ = ٠, (١١.٣)

(u∗ + g(x∗))+ = u∗, (١٢.٣)

h(x∗) = ٠. (١٣.٣)

اگر تنها و اگر (u∗ + g(x∗))+ = u∗ که است واضح

u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠. (١۴.٣)

داریم: (١١.٣) در (١٢.٣) جایگزینی با

▽f(x∗) +▽g(x∗)Tu∗ +∇h(x∗)Tv∗ = ٠. (١۵.٣)

صدق تاکر کان- کاروش- شرایط در y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T که می�فهمیم (١۵.٣) - (١٣.٣) از
می�کند.

است. واضح برعکس اثبات

منحصربفرد پیوسته جواب یک ،y(t٠) = (x(t٠)
T , u(t٠)

T , v(t٠)
T )T اولیه نقطه� هر برای .١.٣.٣ لم

است. موجود (۵.٣) سیستم برای y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T

روی بر پیوسته به�طور (p = ١, ..., l)∇hp(x) و (k = ١, ...,m)∇gk(x) ،∇f(x) که آنجا از برهان.
،∇f(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+ +∇h(x)Tv درنتیجه مشتق�پذیرند، D ⊆ Rn+m+l باز مجموعه�ی
موضعی مشتقات وجود قضیه به توجه با می�باشند. موضعی لیپ�شیتز پیوسته h(x) و (u+g(x))+−u

η > t٠ هر برای t ∈ [t٠, η] آن در که است y(t) پیوسته منحصربفرد جواب دارای (۵.٣) سیستم ،[٢٠]
.η → ∞ وقتی

است. منفی معین نیمه (۴.٣) در شده تعریف ψ نگاشت از ∇ψ(y) ژاکوبی ماتریس .٢.٣.٣ لم

که به�طوری دارد وجود ٠ < p < m می�کنیم فرض مسأله، ازکلیت کاستن بدون برهان.
(u+ g)+ =

(
u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., up + gp(x),٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸

m−p

)
≥ ٠.

که داد نشان می�توان ساده محاسبات با

∇ψ(y) =

 −(∇٢f(x) +
∑p

k=١((uk + gk)∇٢gpk(x)) +∇gp(x)T∇gp(x)) −∇gp(x)T −∇h(x)T
∇gp(x) Sm×m Om×l

∇h(x) Ol×m Ol×l

 ,



۴٣ همگرایی و پایداری تحلیل .٣.٣

در�آن که

∇gp(x) =
[

Up×n

O(m−p)×n

]
=



∂g١
∂x١

...
∂g١
∂xp−١

∂g١
∂xp

∂g١
∂xp+١

...
∂g١
∂xn

∂g٢
∂x١

...
∂g٢
∂xp−١

∂g٢
∂xp

∂g٢
∂xp+١

...
∂g٢
∂xn

... ...

... ...
∂gp
∂x١

...
∂gp
∂xp−١

∂gp
∂xp

∂gp
∂xp+١

...
∂gp
∂xn

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠
٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠



,

از: است عبارت (k = ١,٢, ..., p) برای ∇٢gpk(x) و

∇٢gpk(x) =



∂٢gk

∂x٢١
...

∂٢gk
∂x١∂xp−١

∂٢gk
∂x١∂xp

∂٢gk
∂x١∂xp+١

...
∂٢gk
∂x١∂xn

∂٢gk
∂x٢∂x١

...
∂٢gk

∂x٢∂xp−١

∂٢gk
∂x٢∂xp

∂٢gk
∂x٢∂xp+١

...
∂٢gk
∂x٢∂xn

... ...

... ...
∂٢gk
∂xp∂x١

...
∂٢gk

∂xp∂xp−١

∂٢gk
∂٢xp

∂٢gk
∂xp∂xp+١

...
∂٢gk
∂xp∂xn

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠
٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠



,

و

Sm×m =

[
Op×p Op×(m−p)

O(m−p)×p −I(m−p)×(m−p)

]
,

چون است[٢٣]. مثبت معین نیمه ،∇gp(x)T∇gp(x) ماتریس است. صفر ماتریس O در�آن که
و ∇٢f(x) هسین ماتریس�های بنابراین شده�اند، فرض مشتق�پذیر دوبار و محدب f, g١, . . . , gm توابع
مثبت معین نیمه از بعلاوه هستند. مثبت نیمه�معین ماتریس�های ،(k = ١,٢, ..., p) برای ∇٢gk(x)

است واضح همچنین هستند. مثبت معین نیمه ∇٢gpk(x) ماتریس�های که گفت می�توان ∇٢gk(x) بودن
است. منفی معین نیمه ،Sm×m ماتریس که

منفی معین نیمه ،∇ψ(y) ژاکوبی ماتریس بگیریم نتیجه می�توانیم ما شده، گفته توضیحات طبق
است.
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داریم: آنگاه ،(u+ g)+ = (u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., um + gm(x)) یعنی p = m اگر

∇ψ(y) =

 −(∇٢f(x) +
∑m

k=١((uk + gk)∇٢gk(x)) +∇g(x)T∇g(x)) −∇g(x)T −∇h(x)T
∇g(x) Om×m Om×l

∇h(x) Ol×m Ol×l

 ,
ماتریس ∇٢gk(x) = ∇٢gmk (x) و g(x) برداری تابع ژاکوبی ماتریس ∇g(x) = ∇gm(x) در�آن که
∇ψ(y) که داد نشان به�سادگی می�توان قبلی حالت مشابه است. (k = ١,٢, ...,m) برای gk(x) هسین

است. منفی معین نیمه ماتریس
داریم: آنگاه ،(u+ g)+ = (٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸

m

) یعنی ، p = ٠ اگر سرانجام،

∇ψ(y) =

 −∇٢f(x) On×m −∇h(x)T
Om×n −Im×m Om×l

∇h(x) Ol×m Ol×l

 .
کامل را اثبات این است، منفی معین نیمه ماتریس ∇ψ(y) که داد نشان می�توان هم، حالت این در

می�کند.

به سراسری همگرایی و لیاپانوف مفهوم به سراسری پایدار (۵.٣) عصبی شبکه�های مدل .٢.٣.٣ قضیه
است. (١.٣) بهینه� جواب x∗ که ∗yاست = (x∗T , u∗T , v∗T )T

بگیرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.

E(y) = ∥ψ(y)∥٢ + ١
٢∥y − y∗∥٢. (١۶.٣)

داریم: ،(۴.٣) از

dψ

dt
=
∂ψ

∂y

dy

dt
= ∇ψ(y)ψ(y).

بنابراین

dE(y(t))

dt
= (

dψ

dt
)Tψ + ψT (

dψ

dt
) + (y − y∗)T

dy(t)

dt

= ψT (∇ψ(y)T +∇ψ(y))ψ + (y − y∗)Tψ(y).

داریم: (٢.٣.٣) لم بردن به�کار با

ψT (y)(∇ψ(y)T +∇ψ(y))ψ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗. (١٧.٣)



۴۵ همگرایی و پایداری تحلیل .٣.٣

داریم: (٣.۶.١) لم و (٧.۶.١) تعریف از استفاده با

(y − y∗)T (ψ(y)− ψ(y∗)) = (y − y∗)Tψ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗.

بنابراین

dE(y(t))

dt
≤ ٠. (١٨.٣)

چون ادامه در است. لیاپانوف مفهوم به سراسری پایدار ،(۵.٣) عصبی شبکه یعنی

E(y) ≥ ١
٢∥y − y∗∥٢, (١٩.٣)

همگرای زیر�دنباله�های
{(x(tk)T , u(tk)T , v(tk)T )T |t٠ < t١ < ... < tk < tk+١},

به�طوری�که دارد، وجود k → ∞ از tk → ∞ وقتی
lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = (x̄T , ūT , v̄T )T ,

می�کند: صدق زیر رابطه در (x̄T , ūT , v̄T )T و
dE(y(t))

dt
= ٠,

{(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T |t ≥ t٠} از حدی −ω نقطه یک ،(x̄T , ūT , v̄T )T که می�دهد نشان این
برای {(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T →M} داریم (١.٨.١) لازال ناپذیری تغییر اصل از استفاده با است.
K = {(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T |dE(y(t))

dt
= ٠} در ناوردا مجموعه بزرگترین M در�آن که ،t → ∞

داریم (١٨.٣) و (۵.٣) از است.
dx

dt
= ٠, du

dt
= ٠, dv

dt
= ٠ ⇔ dE(y(t))

dt
= ٠.

.M ⊆ K ⊆ D∗ با (x̄T , ūT , v̄T )T ∈ D∗ بنابراین
تعریف زیر به�صورت دیگری لیاپانوف تابع در(٣.١۶)، v∗ = v̄ و u∗ = ū ، x∗ = x̄ جایگذاری با

می�کنیم:

Ē(y) = ∥ψ(y)∥٢ + ١
٢∥y − ȳ∥٢. (٢٠.٣)

طرفی از .�Ē(ȳ) = ٠ و است مشتق�پذیر پیوسته به�طور Ē(y) آنگاه
lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = (x̄T , ūT , v̄T )T ,
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داریم اینرو از
lim
k→∞

Ē(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = Ē(x̄, ū, v̄).

به�طور .Ē(y(t)) < ϵ داریم ،t ≥ tq هر برای به�طوری�که دارد وجود q > ٠ ، ϵ > ٠ هر ازای به بنابراین
داریم: t ≥ tq برای . dĒ(y(t))

dt
≤ ٠ بیاوریم به�دست می�توانیم مشابه

١
٢∥y(t)− ȳ∥٢ ≤ Ē(y(t)) ≤ ϵ.

.limt→∞ y(t) = ȳ یا limt→∞ ∥y(t)− ȳ∥ = ٠ نتیجه در
سراسری همگرای ȳ = (x̄T , ūT , v̄T )T تعادل نقطه به (۵.٣) در شده پیشنهاد عصبی شبکه بنابراین

است. (١.٣) بهینه جواب x̄ آن در که است

می�آید. به�دست زیر نتیجه�ی ،(٢.٣.٣) قضیه از

،(١.٣) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه آنگاه ،D∗ = {(x∗T , u∗T , v∗T )T} اگر .١.٣.٣ نتیجه
است. y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T یکتای تعادل نقطه به سراسری مجانبی پایدار

عددی مثال ۴.٣

چندین ذکر به ما قسمت، این در ،(۵.٣) شده پیشنهاد عصبی شبکه تأثیر و کارایی دادن نشان منظور به
با را پیشنهادی عصبی شبکه از عددی عملکرد مقایسه مثال�ها، برخی برای می�پردازیم. عددی مثال
شبکه از عددی عملکرد مقایسه ما مسائل از دیگر برخی برای داریم. y(٠) اولیه حالت از گوناگون مقادیر
با ∥x(t) − x∗∥٢ مختلف مقادیر و κ همگرایی نرخ از گوناگون مقادیر با (۵.٣) شده پیشنهاد عصبی
مثال�ها از بعضی در را [٢١] و [٨] ،[١۵] در موجود مدل�های و دادیم. انجام y٠ مشخص آغازین نقطه
واقعی جواب و شده انجام Matlab افزار نرم ،Ode۴۵s پکیج در شبیه�سازی نتایج کردیم. مقایسه هم با

است. شده محاسبه Lingo١١ افزار نرم توسط نیز مسائل

.١.۴.٣ مثال

minimize − ٣
۴x۴ + ٢٠x۵ −

١
٢x۶ + ۶x٧

subject to


x١ +

١
۴x۴ − ٨x۵ − x۶ + ٩x٧ = ٠,

x٢ +
١
٢x۴ − ١٢x۵ − ١

٢x۶ + ٣x٧ = ٠,
x٣ + x۶ − ١ = ٠,
x ≥ ٠.



۴٧ عددی مثال .۴.٣

x∗ = (٠٫ ٧۵,٠,٠,١,٠,١,٠)T بهینه� جواب به و است خطی برنامه�ریزی مسأله یک مثال، این
مدل مسیرهای x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه� نقطه� با (٣.٣) و (٢.٣) نمودار است. همگرا

است. بهینه جواب به همگرا که می�دهد نشان را (۵.٣) عصبی شبکه�ی
این که است واضح است. شده حل (٧.٣) عصبی شبکه�ی مدل از استفاده با مثال این مقایسه، برای
رفتار نشان�دهنده� (۴.٣) نمودار نیست. پایدار x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه� با مدل
آن در که شده�است. حل (١٠.٣) در شده ارائه عصبی شبکه�ی مدل از استفاده با مثال این است. آن
است، مدل این رفتار نشان�دهنده (۵.٣) نمودار است. x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه�

نیست. مناسب خطی برنامه�ریزی مسائل حل برای (١٠.٣) مدل که می�بینیم نمودار این به توجه با

نقطه با (١.۴.٣) مثال در (۵.٣) مدل از استفاده با x٧(t) و x۵(t), x٣(t), x٢(t) رفتار :٢.٣ شکل
.x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه�ی

[٩] .٢.۴.٣ مثال

minimize
١
۴(x١ + x٢)

۴ − ١۶x٢

subject to

{
−x١ + x٢ ≤ ٠,
−٣ ≤ xi ≤ ٣, i = ١,٢.
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اولیه�ی نقطه با (١.۴.٣) مثال در (۵.٣) مدل از استفاده با x۶(t) و x۴(t), x١(t) رفتار :٣.٣ شکل
x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T

.

این حل برای را (۵.٣) عصبی شبکه�ی .x∗ = (١,١)T از است عبارت مسأله این بهینه� جواب
نقطه به همگرا اولیه، نقطه�ی هر با حل مسیر�های که می�دهد نشان شبیه�سازی نتایج می�بریم. به�کار مسأله
نقطه�ی ۵٠ با را (۵.٣) عصبی شبکه�ی مبنای بر x(t) رفتار (۶.٣) نمودار است. y∗ = (x∗T , u∗T )T

١٠ با x∗ و x بین l٢ نرم خطای نشان�دهنده�ی (٧.٣) نمودار همچنین می�دهد. نشان تصادفی اولیه�ی
است. تصادفی اولیه�ی نقطه�ی

با و است شده حل [٩] در ۴ مثال در (٧.٣) دینامیکی مدل از استفاده با فوق مسئله� مقایسه، برای
کندی مدل با [٩] در فوق مثال بعلاوه نیست. پایدار (٧.٣) عصبی شبکه�های مدل که می�بینیم آن بررسی
تعادل نقطه�ی به (٩.٣) عصبی شبکه�ی مدل که می�دهد نشان آمده به�دست نتایج است. شده حل چاو و
که هنگامی باشد. فوق مسأله� از تقریبی جواب یک به�عنوان می�تواند که همگراست (١ − ۴

γ
,١ + ۴

γ
)T

نیست. شدنی تعادل، نقطه� این که داد نشان می�توان باشد، بزرگ γ



۴٩ عددی مثال .۴.٣

مثال در x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه� نقطه� با (٧.٣) سیستم واگرای رفتار :۴.٣ شکل
.(١.۴.٣)

[٢٧] .٣.۴.٣ مثال

minimize x٢١ + x٢٢ + ٢x١x٢ + (x١ − ١)۴ + (x٢ − ٣)۴

subject to


x٢١ + x٢٢ − ۶۴ ≤ ٠,
(x١ + ٢(٣ + (x٢ + ۴)٢ − ٣۶ ≤ ٠,
(x١ − ٢(٣ + (x٢ + ۴)٢ − ٣۶ ≤ ٠,
x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠.

(١.٣.٣) نتیجه�ی و (٢.٣.٣) قضیه�ی است. x∗ = (٠,١٫ ١٩۶)T یکتای جواب دارای مسأله این
(x١(t), x٢(t)) رفتار (٨.٣) نمودار است. x∗ به سراسری همگرای (۵.٣) مدل که می�کند تضمین
بردار�ها این است. شدنی ناحیه� نشانگر S آن در که می�کشد، تصویر به مختلف اولیه� نقطه� ١١ با را
و p٢ = (۶,۶) ،p١ = (۴,−٩) نقطه سه به�خصوص هستند. سراسری همگرای x∗ جواب به دقیقاً
بهینه جواب به همگرا ،[٩] (٩.٣) چاو و کندی مدل در نقطه سه این حالی�که در .p٣ = (۶,−۶)

نمی�باشند.
اولیه� نقطه� ٧ با (٩.٣) چاو و کندی عصبی شبکه�ی مدل از استفاده با را فوق مسئله� مقایسه�، برای
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مثال در x٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه با (١٠.٣) سیستم واگرای رفتار :۵.٣ شکل
.(١.۴.٣)

کندی مدل که است آن آمده به�دست نتیجه است. شده حل [٢٧] در γ = ۵٠٠٠ جریمه� پارامتر و مختلف
نیست. سراسری همگرای x∗ به چاو و

[٣٠] .۴.۴.٣ مثال

minimize (x١ + ٣x٢ + x٣)
٢ + ۴(x١ − x٢)

٢

subject to


x٣١ − ۶x٢ − ۴x٣ − ٣ < ٠,
x١ + x٢ + x٣ − ١ = ٠,
x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x٣ ≥ ٠.

و u∗ = (٠,٠,۴,٠)T ، x∗ = (٠,٠,١)T از است عبارت آن دوگان و مسأله این بهینه� جواب
برای تصادفی اولیه� نقطه� ٢٠ با را (۵.٣) در پیشنهادی عصبی شبکه�ی مسیر (٩.٣) شکل .v∗ = −٢
∥y(t)−y∗∥٢ مقدار روی (۵.٣) عصبی شبکه�ی در را τ پارامتر تأثیر اکنون می�دهد. نشان فوق مثال حل
نمودار این بررسی با می�دهد. نشان مختلف های τ با را بررسی این (١٠.٣) شکل می�کنیم. بررسی
میزان باشد τ = ٠٫ ١ که زمانی ،y٠ = (١−,١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه�ی نقطه�ی با که می�بینیم



۵١ عددی مثال .۴.٣

.(٢.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ با (۵.٣) سیستم رفتار :۶.٣ شکل

سرعت با باشد τ = ١٠ که زمانی و کمتر سرعت با (۵.٣) عصبی شبکه�ی در ∥y(t) − y∗∥٢ خطای
دارد. درپی ∥y(t)− y∗∥٢ خطای برای را بهتری همگرایی τ بزرگی یعنی می�یابد. کاهش بیشتر

[٣٢] .۵.۴.٣ مثال

minimize
١
٢((x١ − x٢)

۴ + (x٢ + x٣)
٢ + (x١ + x٣)

٢)

subject to



x٢١ + x۴٢ − x٣ ≤ ٠,
(٢− x١)

٢ + (٢− x٢)
٢ − x٣ ≤ ٠,

٢e−x١+x٢ − x٣ ≤ ٠,
x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ − ۴ ≤ ٠,
|x١| ≤ ٠, |x٢| ≤ ٠, x٣ ≥ ٠.

x∗ بهینه� نقطه� به پیشنهادی، مدل از x(t) مسیر خروجی که می�دهد نشان شده شبیه�سازی نتایج
نقطه� ٨ با همگرایی نشان�دهنده�ی (١١.٣) نمودار .x∗ = (١٫ ١٠٩,٠٫ ٩٢٢,١٫ ٩۵۴) که همگراست

است. تصادفی اولیه�
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.(٢.۴.٣) مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ همگرای رفتار :٧.٣ شکل

[٢۵] .۶.۴.٣ مثال

minimize (x١ − ٢(١٠ + ۵(x٢ − ٢(١٢ + x۴٣ + ٣(x۴ − ٢(١١

+ ١٠x۶۵ + ٧x٢۶ + x۴٧ − ۴x۶x٧ − ١٠x۶ − ٨x٧,

subject to


٢x٢١ + ٣x۴٢ + x٣ + ۴x٢۴ + ۵x۵ − ١٢٧ ≤ ٠,
٧x١ + ٣x٢ + ١٠x٢٣ + x۴ − x۵ − ٢٨٢ ≤ ٠,
٢٣x١ + x٢٢ + ۶x٢۶ − ٨x٧ − ١٩۶ ≤ ٠,
۴x٢١ + x٢٢ + ٢x٢٣ − ٣x١x٢ + ۵x۶ − ١١x٧ ≤ ٠.

از است عبارت آن دوگان و مسأله این برای بهینه جواب

x∗ = (٢٫ ٣٣٠,١٫ ٩۵٠٫−,١ ۴٧٧۵,۴٫ ٣۶۶,−٠٫ ۶٢۵,١٫ ٠٣٨,١٫ ۵٩۴)T ,

u∗ = (١٫ ١٣٩٨,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٣۶٨۶).

نقطه� با τ مختلف مقادیر با ∥y(t) − y∗∥٢ خطای موضعی همگرایی نشان�دهنده� (١٣.٣) نمودار
نشان�دهنده� (١٢.٣) نمودار همچنین است، y٠ = (−۵,۴,−٢,٣−,١,٠,١−,٣,٢,−۴,۵)T اولیه�



۵٣ عددی مثال .۴.٣

.(٣.۴.٣) مثال در مختلف اولیه� نقطه� ١١ با (۵.٣) فاز صفحه رفتار :٨.٣ شکل

موجب را بهتری همگرایی نرخ τ افزایش که است واضح است. تصادفی اولیه� نقطه� ۵ با x(t) همگرایی
می�گردد.

[١٨] .٧.۴.٣ مثال

minimize
٣
٢(x

٢
١ + x٢٢) + ٢(x٢٣ + x٢۴)− ln(x١x۴) + ٣x١x٢ + ۴x٣x۴ − ٢x١ − ٣x۴

subject to



−x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ٢,
x١ + x٢ − x۴ ≤ ١٢,
٢x١ − x٢ + x٣ ≤ ١٨,
٢x١ + x٢ − x٣ + x۴ ≥ ٢,
٠ ≤ x١ ≤ ١٠,
−٢ ≤ x٢ ≤ ١٠,
٠٫ ١ ≤ x٣ ≤ ١٠,
٠٫ ١ ≤ x۴ ≤ ١٠.

(١۴.٣) نمودار است. x∗ = (٢٫ ٧٨۶,−٢,٠,١,٠٫ ٩٢١٣)T یکتای بهینه� جواب دارای مسأله این
است. تصافی اولیه� نقطه� ١٠٠ با x(t) خروجی مسیرهای همگرایی نمایش



۵۴ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

.(۴.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ٢٠ با (۵.٣) در پیشنهادی مدل مسیر :٩.٣ شکل

[٢٩] .٨.۴.٣ مثال

minimize ٢x٢١ +
١
٢x

٢
٢ +

١
٢x

٢
٣ + x١x٢ + ٢x١x٣ − ٢x١ − x٢ − x٣

subject to



۵ ≤ x١ + x٢ + x٣ ≤ ٧,
۵ ≤ ٢x٢ + x٣ ≤ ٧,
١ ≤ x١ ≤ ٣,
٢ ≤ x٢ ≤ ۵,
٠ ≤ x٣ ≤ ٢.

عبارت مسأله این جواب�های شامل مجموعه�ی است. تباهیده دو درجه�ی محدب برنامه�ی مسأله، این
از است

EN =
{
(x١, x٢, x٣)

T
∣∣x=١, x٢ + x٣ = ۴,٢ ≤ x٢ ≤ ٣٫ ۵, x٣ ≥ ٠

}
.

بهینه� جواب به همگرا پیشنهادی عصبی شبکه�ی مدل در x(t) که می�دهد نشان مشابه�سازی نتایج همه�ی
دو با همگرایی نشان�دهنده� (١۶.٣) و (١۵.٣) نمودار است. تباهیده دو درجه محدب برنامه�ریزی مسأله�



۵۵ عددی مثال .۴.٣

در y٠ = (١−,١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه نقطه� با ∥y(t)− y∗∥٢ همگرایی رفتار :١٠.٣ شکل
.(۴.۴.٣) مثال

از عبارت�اند که است تصادفی اولیه� نقطه�

y١,٠ = (٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠)T ,

y٢,٠ = (−٣−,١,٢,۴,−۵,۶,−١٣−,١١,١٢−,٩,١٠−,٧,٨)T .

شبکه�ی مدل خروجی�های که می�گیریم نتیجه x١(t) + x٢(t) و x٣(t), x٢(t), x١(t) همگرایی به توجه با
همگراست. EN عناصر از یکی به (۵.٣) عصبی



۵۶ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

.(۴.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه نقطه� ٨ با عصبی(٣.۵) شبکه�ی نمایش :١١.٣ شکل

.(۶.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ۵ با (۵.٣) در پیشنهادی مدل مسیر :١٢.٣ شکل



۵٧ عددی مثال .۴.٣

اولیه نقطه� با (۶.۴.٣) مثال در ∥y(t) − y∗∥٢ همگرایی رفتار :١٣.٣ شکل
.(−۵,۴,−٢,٣−,١,٠,١−,٣,٢,−۴,۵)T



۵٨ کارآمد دینامیکی عصبی مدل یک با محدب بهینه�سازی مسائل کلی فرم حل .٣

.(٧.۴.٣) مثال در تصادفی اولیه� ١٠٠نقطه� با (۵.٣) عصبی شبکه�ی مسیر :١۴.٣ شکل

.(٨.۴.٣) مثال در y١,٠ اولیه نقطه� با x١(t) + x٢(t) و x٣ : x٢ : x١ همگرایی :١۵.٣ شکل



۵٩ عددی مثال .۴.٣

.(٨.۴.٣) مثال در y٢,٠ اولیه نقطه� با x١(t) + x٢(t) و x٣ : x٢ : x١ همگرایی :١۶.٣ شکل



۴ فصل

از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک
هموار غیر بهینه�سازی مسائل

۶٠



۶١ عصبی شبکه مدل یک .١.۴

غیر بهینه�سازی کلاس مسائل حل برای که می�دهیم توضیح را بهینه�سازی تکنیک یک فصل، این در
تکنیک، این با است. هموار تابع یک با غیرهموار ماکزیمم تابع جایگزینی اصلی، ایده� دارد. کاربرد هموار

می�گردند. تبدیل مشتق�پذیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله یک به غیرهموار، بهینه�سازی مسأله
بگیرید: درنظر را زیر غیرهموار بهینه�سازی مسأله�ی

minimize F (x) = maximize١≤i≤s{Fi(x)}

subject to

Gk(x) = ٠, k = ١, ...,m,

(١.۴)

توابع و مشتق�پذیرند. دوبار و محدب پیوسته�، توابعی (i = ١, ..., s) Fi(x)، x ∈ Rn آن در که
و پیوسته� (i = ١, ..., s) Fi(x) توابع اگرچه می�باشند. آفینی توابعی ،(k = ١, ...,m) Gk(x)

تابع یک minimize F (x) = maximize١≤i≤s{Fi(x)} تابع یعنی هدف، تابع لیکن مشتق�پذیرند،
این بر فرض دارند. قرار هموار غیر بهینه�سازی مسائل رده در (١.۴) مسائل بنابراین است. غیرهموار

است. منحصربفرد بهینه جواب دارای (١.۴) مسأله که است

عصبی شبکه مدل یک ١.۴

است: معادل زیر مشتق�پذیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله با (١.۴) مسأله که دید می�توان آسانی به

minimize z

subject to

Fi(x) ≤ z, i = ١, ..., s,

Gk(x) = ٠, k = ١, ...,m,

(٢.۴)

است. مشتق�پذیر (٢.۴) مسأله که است واضح .z = maximize{Fi(x), i = ١,٢, ..., s} آن در که
تابع از می�توانیم مشکل، این رفع برای است. زیاد آن محاسباتی پیچیدگی و محدودیت�ها تعداد لیکن

.[٢٨] کنیم استفاده (١.۴) غیرهموار بهینه�سازی مسأله حل برای Fp(x) آنتروپی
دهید قرار

Fp(x) =
١
p
ln

s∑
i=١

exp(pFi(x)), (٣.۴)



۶٢ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک .۴

می�شود[٣١]. تبدیل زیر معادل مسأله به (١.۴) مسأله تعریف این با است. مثبت عدد یک p که

minimize Fp(x) = minimize
١
p
ln

s∑
i=١

exp(pFi(x))

subject to

Gk(x) = ٠, k = ١, ...,m.

(۴.۴)

برنامه�ریزی مسأله حل با (١.۴) غیرهموار بهینه�سازی مسأله تقریبی بهینه� جواب که داد نشان می�توان
تحلیل از .[٣١] است بزرگ کافی اندازه� به� p آن در که است معادل (۴.۴) مشتق�پذیر محدب غیرخطی
تبدیل هموار محدب برنامه�ریزی مسأله به می�توان را (١.۴) مسأله که رسید نتیجه این به می�توان فوق،

کرد.

عددی مثال ٢.۴

[٣٣] .١.٢.۴ مثال
minimize f(x) =maximize {۴(x٢١ + ٢x١,(٢٢− x١ − x٢}

subject to

x١ + ٢x٢ =
٣
۴ .

(۵.۴)

معرفی با ،(۵.۴) مسأله .x∗ = (٠٫ ٢۵٠٠,٠٫ ٢۵٠٠)T از است عبارت مسأله این بهینه� جواب
آنتروپی تابع

F (x) =
١
p
ln

٢∑
i=١

exp(pfi(x)),

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مشتق�پذیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله یک به

minimize F (x) =minimize
١
p
ln

٢∑
i=١

exp(pfi(x))

subject to

x١ + ٢x٢ =
٣
۴ ,

(۶.۴)

آن در که

f١(x) = ۴(x٢١ + ٢x٢٢), (٧.۴)

f٢(x) = ١− x١ − x٢. (٨.۴)



۶٣ عددی مثال .٢.۴

های τ و p = ١٠٢ با (۵.٣) مدل به�کاربردن با که می�دهند نشان (٣.۴) و (٢.۴) ،(١.۴) شکل�های
است. x∗ تعادل نقطه� به همگرا حل مسیر متفاوت، شروع نقطه ۵٠ با (۶.۴) مسأله� حل برای مختلف

τ = ١ با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ با (۶.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :١.۴ شکل
.(١.٢.۴) مثال در

خطای مقدار با (۵.٣) عصبی شبکه�ی در را τ متغیر تأثیرات ،p = ١٠٢ با (۶.۴) مسأله� برای
آنگاه است τ = ١ که هنگامی می�بینیم (۴.۴) نمودارهای به توجه با می�کنیم. بررسی ،∥x(t) − x∗∥٢

τ = ۵ اگر درحالی�که می�کند، میل صفر سمت به دیرتر (۵.٣) عصبی شبکه�ی در ∥x(t)− x∗∥٢ خطای
بزرگی می�بینیم می�کند. میل صفر سمت به زودتر تصادفی اولیه� نقطه� با ∥x(t) − x∗∥٢ خطای باشد،

می�شود. موجب را ∥x(t)− x∗∥٢ خطای از سریع�تری همگرایی τ مقدار
می�کنیم. حل (٢.۴) از استفاده با تنها و Fp(x) آنتروپی تابع از استفاده بدون را مثال این اینجا در

می�دهیم: قرار

z = maximize{۴(x٢١ + ٢x١,(٢٢− x١ − x٢}.



۶۴ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک .۴

τ = ٠٫ ١ با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ با (۶.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :٢.۴ شکل
.(١.٢.۴) مثال در

می�شود: تبدیل زیر مسأله� به (۵.۴) مسأله�

minimize z

subject to


۴(x٢١ + ٢x٢٢)− z ≤ ٠,
١− x١ − x٢ − z ≤ ٠,
x١ + ٢x٢ = ٣

۴ .

(٩.۴)

(٠٫ ٢۵٠٠,٠٫ ٢۵٠٠) بهینه نقطه به (۵.۴) حل برای (۵.٣) مدل همگرایی نشان�دهنده (۵.۴) نمودار
است.

[٣٣] .٢.٢.۴ مثال

minimize f(x) = maximize{f١(x), ..., f۶(x)}

subject to

{
x١ + x٢ =

١
٣ ,

x٢ + x٣ =
١
٨ ,

(١٠.۴)



۶۵ عددی مثال .٢.۴

τ = ۵ با تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ با (۶.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :٣.۴ شکل
.(١.٢.۴) مثال در

آن در که

f١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ − ١,
f٢(x) = x١ + x٢ − x٣ + ١,
f٣(x) = x٢١ + x٢٢ + (x٣ − ٢(٢,
f۴(x) = ٢x٢١ + ۶x٢٢ + ٢(۵x٢٣ − x١ + ٢(١,
f۵(x) = x١ + x٢ − x٣ − ١,
f۶(x) = x٢١ − ٩x٣.

(١١.۴)

می�دهیم: قرار .x∗ = (٠٫ ٣٣۵۴,−٠٫ ٠٠٢١,٠٫ ۵٢٧١)T از است عبارت مسأله این بهینه جواب

z = maximize{f١(x), ..., f۶(x)}. (١٢.۴)



۶۶ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک .۴

مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ خطای مقدار با (۵.٣) عصبی شبکه�ی بر τ متغیر تأثیرات بررسی :۴.۴ شکل
.(١.٢.۴)

می�گردد: تبدیل زیر مسأله به (١٠.۴) مسأله صورت دراین

minimize z

subject to



x٢١ + x٢٢ + x٢٣ − ١− z ≤ ٠,
x١ + x٢ − x٣ + ١− z ≤ ٠,
x٢١ + x٢٢ + (x٣ − ٢(٢ − z ≤ ٠,
٢x٢١ + ۶x٢٢ + ٢(۵x٢٣ − x١ + ٢(١ − z ≤ ٠,
x١ + x٢ − x٣ − ١− z ≤ ٠,
x٢١ − ٩x٣ − z ≤ ٠,
x١ + x٢ =

١
٣ ,

x٢ + x٣ =
١
٨ .

(١٣.۴)

بهینه نقطه به که است (١٣.۴) مسأله حل برای (۵.٣) مدل همگرایی نشان�دهنده (۶.۴) نمودار
بهتر نشان�دادن برای τ = ١٠ مقدار از مسأله این در است. همگرا (٠٫ ٣٣۵۴,−٠٫ ٠٠٢١,٠٫ ۵٢٧١)T

آنتروپی تابع معرفی با است. شده استفاده همگرایی

F (x) =
١
p
ln

٢∑
i=١

exp(pfi(x)).



۶٧ عددی مثال .٢.۴

.(۵.۴) حل برای تصادفی اولیه� نقطه� ۵٠ با (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :۵.۴ شکل

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مشتق�پذیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله یک به (١٠.۴) مسأله

minimize F (x) =minimize
١
p
ln

۶∑
i=١

exp(pfi(x))

subject to

x١ + x٢ =
١
٣ ,

x٢ + x٣ =
١
٨ ,

(١۴.۴)

آن در که

f١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ − ١,
f٢(x) = x١ + x٢ − x٣ + ١,
f٣(x) = x٢١ + x٢٢ + (x٣ − ٢(٢,
f۴(x) = ٢x٢١ + ۶x٢٢ + ٢(۵x٢٣ − x١ + ٢(١,
f۵(x) = x١ + x٢ − x٣ − ١,
f۶(x) = x٢١ − ٩x٣.

(١۵.۴)



۶٨ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک .۴

مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ١۵ با (١٣.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :۶.۴ شکل
.(٢.٢.۴)

١۵ با (١۴.۴) مسأله�ی حل برای p = ١٠٣ با (۵.٣) مدل به�کاربردن با که می�دهد نشان (٧.۴) شکل
است. x∗ تعادل نقطه�ی به همگرا حل مسیر متفاوت، شروع نقطه

[٣٣] .٣.٢.۴ مثال

minimize f(x) = maximize{f١(x), ..., f۴(x)}

subject to

{
٢x١ + ٢x٢ − x٣ − ٣x۴ = ٣,
x١ − ٢x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ = ٢,

(١۶.۴)

آن در که
f١(x) = x٢١ + x٢٢ + ٢x٢٣ + x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ + ٧x۴,
f٢(x) = ١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ١١x٢۴ + ۵x١ − ١۵x٢ − ١١x٣ − ٣x۴ − ٨٠,
f٣(x) = ١١x٢١ + ٢١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ٢١x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ١٠٠,
f۴(x) = ١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + x٢۴ + ١۵x١ − ١۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ۵٠.

(١٧.۴)

می�دهیم: قرار .(٠٫ ٠۵۵١,٠٫ ٨۵١١,١٫ ٩٠٢۶,−١٫ ٠٣٠١)T از است عبارت مسأله این بهینه جواب

z = maximize{f١(x), ..., f۴(x)}. (١٨.۴)



۶٩ عددی مثال .٢.۴

مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ١۵ با (١۴.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :٧.۴ شکل
.(٢.٢.۴)

می�گردد: تبدیل زیر مسأله به (١۶.۴) مسأله صورت دراین

minimize z

subject to



x٢١ + x٢٢ + ٢x٢٣ + x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ + ٧x۴ − z ≤ ٠,
١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ١١x٢۴ + ۵x١ − ١۵x٢ − ١١x٣ − ٣x۴ − ٨٠− z ≤ ٠,
١١x٢١ + ٢١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ٢١x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ١٠٠− z ≤ ٠,
١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + x٢۴ + ١۵x١ − ١۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ۵٠− z ≤ ٠,
x١ + x٢ =

١
٣ ,

x٢ + x٣ =
١
٨ .

(١٩.۴)

بهینه نقطه به که است (١٩.۴) مسأله حل برای (۵.٣) مدل همگرایی نشان�دهنده (٨.۴) نمودار
بهتر نشان�دادن برای τ = ١٠ مقدار از مسأله این در است. همگرا (٠٫ ٣٣۵۴,−٠٫ ٠٠٢١,٠٫ ۵٢٧١)T

است. شده استفاده همگرایی
آنتروپی تابع معرفی با

F (x) =
١
p
ln

٢∑
i=١

exp(pfi(x)).

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مشتق�پذیر محدب غیرخطی برنامه�ریزی مسأله یک به (١۶.۴) مسأله



٧٠ هموار غیر بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای مصنوعی هوش روش یک .۴

مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ٣ با (١٩.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :٨.۴ شکل
.(٣.٢.۴)

minimize F (x) =minimize
١
p
ln

۴∑
i=١

exp(pfi(x))

subject to

٢x١ + ٢x٢ − x٣ − ٣x۴ = ٣,

x١ − ٢x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ = ٢,

(٢٠.۴)

آن در که
f١(x) = x٢١ + x٢٢ + ٢x٢٣ + x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ + ٧x۴,
f٢(x) = ١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ١١x٢۴ + ۵x١ − ١۵x٢ − ١١x٣ − ٣x۴ − ٨٠,
f٣(x) = ١١x٢١ + ٢١x٢٢ + ١٢x٢٣ + ٢١x٢۴ + ۵x١ − ۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ١٠٠,
f۴(x) = ١١x٢١ + ١١x٢٢ + ١٢x٢٣ + x٢۴ + ١۵x١ − ١۵x٢ − ٢١x٣ − ٣x۴ − ۵٠.

(٢١.۴)

نقطه ۶ با (٢٠.۴) مسأله� حل برای p = ١٠ با (۵.٣) مدل به�کاربردن با که می�دهد نشان (٩.۴) شکل
است. x∗ تعادل نقطه� به همگرا حل مسیر متفاوت، شروع



٧١ عددی مثال .٢.۴

مثال در تصادفی اولیه� نقطه� ۶ با (٢٠.۴) مسأله حل برای (۵.٣) عصبی شبکه�های رفتار :٩.۴ شکل
.(٣.٢.۴)



نتیجه�گیری

٧٢



٧٣ عددی مثال .٢.۴

مسائل حل همچنین و محدب بهینه�سازی مسائل حل برای کارا عصبی شبکه�ی یک نامه پایان این در
است. شده ارئه غیرهموار بهینه�سازی

نگاه در دادیم. انجام مقایسه�ای دیگر مدل سه و پیشنهادی عصبی شبکه مدل بین نامه پایان این در •
عملکرد تفاوت اگرچه هستند. کمتری زمانی پیچیدگی دارای مدل�ها این که می�رسد نظر به اول

است. مشهود آنها در محدب برنامه�ریزی مسأله چند بررسی با محاسباتی

یافتن در شدنی، ناحیه خارج چه و باشد شدنی ناحیه داخل در چه اولیه نقطه� پیشنهادی، مدل در •
است. پیشنهادی مدل سراسری همگرایی هم آن دلیل ندارد. تأثیری بهینه جواب

آن در که محدب برنامه�ریزی مسائل نمی�توانند کلی به�طور (٧.٣) و (٩.٣) ،(١٠.٣) مدل�های •
مسائل خطی، برنامه�ریزی مسائل مانند هستند، محدب فقط محدودیت�ها، همه�ی و هدف تابع
است. آن حل به قادر پیشنهادی مدل ولی نماید حل را ... و تباهیده ٢ درجه محدب برنامه�ریزی

همگرایی و ∥x(t) − x∗∥٢ خطای بر را پیشنهادی مدل در τ پارامتر تأثیرات پایان�نامه این در •
میل صفر سمت به زودتر خطا است بزرگ τ که زمانی که رسیدیم نتیجه این به و کرده�ایم بررسی

می�کند.

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان آتی، کارهای برای پیشنهادات عنوان به

می�توان همچنین کرد. استفاده چندهدفه و چندسطحی مسائل حل برای می�توان شده ارائه مدل از •
برد. به�کار وردشی نامساوی�های حل برای را آن

دوم مرتبه مخروط تساوی، قیود که زمانی یا باشند مشتق�ناپذیر (١.٣) مسئله در تساوی قیود اگر
کرد. استفاده روش این از می�توان نیز باشد
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