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چͺیده
تعریف اصلͬ مفاهیم به�عنوان را امن ضدجعل کدهای و ضدجعل کدهای ابتدا پایان�نامه این در
مجموعه�های منظور این برای بود. خواهیم کدها این ساخت برای روش�هایͬ دنبال به سپس کرده،
خانواده�های جداساز، درهم خانواده�های آزاد، خانواده�های پوشش، بدون خانواده�های جمله از مختلفͬ
را خانواده�ها این ͷکم به ضدجعل کدهای ساخت ͬͽونͽچ و مͬ�دهیم ارائه را ... و کامل درهم�ساز�
کران تعدادی بنابراین است. ممͺن بزرگͬ به� امن ضدجعل کدهای یافتن اصلͬ هدف مͬ�کنیم. بیان
کدهای با بسیاری ارتباط که را ردیابͬ قابل طرح�های پایان در داد. خواهیم ارائه یادشده کدهای برای

مͬ�کنیم. معرفͬ دارند، ضدجعل



ৎقد৤م৮ଘدروماభم

گا঒شان،صلا঻ࢌ ৽از଒
ازرभتارشان،ख़࡛ࢴت

وازධ්رشان،اീীتادਛیراآड़و঩࣎م.
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චاری... ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

ایشان. پاک خاندان و محمد(ص) حضرت راستͬ، و صدق پیامبر بر درود و سلام و نتوانند گزاردن را او حق

فرصت مͬ�رسانم، پایان به را تحصیل دوران از دیͽر ای مرحله منان، ایزد منتهای بͬ لطف با که اکنون

سپاس�گزاری مͬ�دانم، ایشان فداکاری وامدار را خویش موفقیت�های که مهربانم خانواده از و شمرده مغتنم را

مͬ�نمایم.

با پایان�نامه مراحل تمام در که علیشاهͬ دکتر آقای جناب بزرگوارم و گرامͬ راهنمای استاد از همچنین

ͷبͬ�ش مͬ�نمایم. قدر�دانͬ و تشͺر خالصانه نمودند راهنماییم شͺیبایͬ و صبر متانت، نͽری، ژرف و دقت

نبود. ممͺن پایان�نامه این تͺمیل ایشان، حمایت و ارزشمند راهنمایͬ�های بدون

دارم. را تشͺر کمال نیز شعبانͬ دکتر آقای و راد جعفری دکتر آقای و موسوی آقای جناب از پایان، در

৘඼ෙ७ور۱۳۹۲زඅඔࢋෘ੣ࣗคඖی



پیشͽفتار

بارکد محصول هر روی مختلف، محصولات تولیدکنندگان که هستیم این شاهد امروز، پیشرفته دنیای در

بسیاری بیان�گر و مͬ�باشند محصول شناسنامه�ی واقع در برچسب�ها این قرار�داده�اند. را فردی به منحصر

گوشͬ تولید�کننده�ی معروف شرکت ͷی مثال برای نمͬ�رسد. به�نظر اول نͽاه در که هستند اطلاعات از

اما دارند باهم بسیاری اختلافات که حال عین در شرکت این محصولات مͬ�کنیم. بررسͬ را همراه تلفن

گوشͬ�ها این همه�ی کردن خاموش و روشن دکمه است ممͺن مثال برای دارند. نیز مشترکͬ مشخصه�های

این توسط شده تولید گوشͬ�های همه�ی شارژر یا و باشد گرفته قرار گوشͬ فوقانͬ قسمت در مشترک به�صورت

شباهت�ها و باشد متفاوت خاص ͹رن چند بین محصولات این ͹رن است ممͺن اما باشد. یͺسان شرکت

محصولات جعل قصد سودجو متقلب شرکت ͷی کنید فرض حال باشند. داشته قبیل این از تفاوت�هایͬ و

ارائه بازار در قبلͬ شرکت تجاری نام با و کند تولید همراه تلفن گوشͬ یعنͬ باشد. داشته را مذکور شرکت

نͽاه با که کند رعایت را اصلͬ شرکت به مربوط ویژگͬ�های باید که مͬ�یابد در ساده، بررسͬ ͷی با لذا کند.

مشخصات نوعͬ به محصول هر بارکد� شد اشاره که همان�طور نبرد. پͬ محصول بودن جعلͬ به خریدار اولیه،

با را ͬͺمش ͹رن و باشند گرفته درنظر دستͽاه ͹رن را بارکد عدد اولین اگر مثال برای دارند. دربر را محصول

͹رن اصلͬ شرکت تولیدات همه که صورتͬ در کنند، مشخص ٢ عدد با را قرمز و ١ عدد با را سفید ،٠ عدد

محصول ،͹رن سه هر از اگر و شود شروع ١ عدد با محصولات همه بارکد باید باشند داشته ͬͺمش ثابت

بارکد�های فقط پس این از توضیحات، این به توجه با است. متغیر ٢ و ١ ،٠ بین عدد این مͬ�شود تولید

جعلͬ محصولات برای است مجبور جاعل شرکت پس مͬ�دهیم. قرار مدنظر را جعلͬ و اصلͬ محصولات

که شوند طراحͬ نحوی به بارکدها باید محصولات جعل از جلوگیری برای لذا کند. تولید جعلͬ بارکد خود

مجموعه همچنین شود. برده پͬ آن بودن جعلͬ به راحتͬ به جعل، صورت در یا و کنند جعل را آن�ها نتوانند

را امن ضدجعل کدهای و ضدجعل کدهای منظور این برای باشند. پͬ�گیری قابل و شوند شناخته جاعلین

کدهای ویژگͬ میͺنیم. استفاده محصولات برای بارکد عنوان به کدها این کدواژه�های از و مͬ�کنیم معرفͬ

به�عبارت کرد. تولید معتبر کدواژه ͷی نمͬ�توان کدواژه، مشخصͬ تعداد روی از که است این�گونه ضدجعل

اگر مثال برای نیست. مقدور اصل، کدواژه دیͽری (مشخص) تعداد روی از اصلͬ کدواژه ͷی جعل دیͽر

به اقدام مشترک های ویژگͬ حفظ با و کند تهیه را اصلͬ شرکت محصولات از مشخصͬ تعداد جاعل شرکت

محصولات شناسایͬ جهت همچنین و بود خواهد مشهود محصول آن بودن جعلͬ کند، جدید محصول جعل

بر علاوه امن ضدجعل کد�های داد. انجام پیͽیری�هایͬ مͬ�توان نیز، گرفته�اند قرار استفاده سوء مورد که اصلͬ

انجام بیشتری اقدامات استفاده سوء مورد محصولات پͬ�گیری برای که مͬ�دهد ما به را امͺان این فوق ویژگͬ

ج



چ

مجموعه آن کاربر عنوان خریدار هر به و دهیم نسبت آن خریدار به را محصول هر بارکد کنید فرض دهیم.

محسوب خیانت�کار مͬ�دهند، قرار جاعلان خدمت در را خود محصول که کاربرانͬ لذا کنیم. اطلاق را

امن ضدجعل کدهای جهت همین به کنیم. شناسایͬ را خائنین گروه بتوانیم که دارد اهمیت ما برای و شده

�بزرگͬ به کدها این به�دنبال که است بدیهͬ و است اهمیت حائز کدها این اندازه طرفͬ از هستند. مطلوب�تر

کنیم. استفاده محصولات پوشش برای آن کدواژه�های از نیز تولیدات گسترش با بتوانیم تا هستیم ممͺن

کدهای معرفͬ به سپس و مͬ�کنیم ذکر را پیش�رو تحقیق تاریخͬ پیشینه ابتدا پایان�نامه این اول فصل در

ردیابͬ قابلیت و مͬ�دهیم شرح را کدها این عملͺرد نحوه�ی مͬ�پردازیم. امن ضدجعل کدهای و ضدجعل

مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را آن�ها

مجموعه�های و خانواده�ها مͬ�دهیم. ارائه امن ضدجعل و کدهایضدجعل از تعاریفترکیبͬ دوم، فصل در

درهم خانواده�های کامل، درهم�ساز خانواده�های آزاد، خانواده�های پوشش، بدون خانواده�های قبیل از جدیدی

مورد کدهای با را آن�ها ارتباط و مͬ�دهیم شرح را ... و منفصل سیستم�های جداساز، سیستم�های جداساز،

مͬ�کنیم. بیان نظر

با امن ضدجعل و ضدجعل کدهای گوناگون انواع مͬ�آییم. بر کدها این ساخت صدد در سوم فصل در

بهره دوم فصل در شده ارئه مفاهیم از آن�ها ساخت برای و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را مختلف پارامتر�های

مͬ�گیریم.

بررسͬ را کدواژه�هایشان) (تعداد آن�ها اندازه یادشده، کدهای ساخت نحوه به باتوجه چهارم فصل در

مͬ�دهیم. قرار ارزیابͬ مورد را کران هر دقت و یافته را آن�ها پایین یا بالا کران و مͬ�کنیم

و مͬ�دهیم ارائه ردیابͬ قابل طرح�های عنوان تحت امن ضدجعل کدهای شبیه مفهومͬ پنجم فصل در

مͬ�دهیم. شرح را ضدجعل کدهای با آن ارتباط
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١ فصل

تاریخچه و مقدمه

دیجیتالͬ انͽشت اثر از روش ͷی عنوان به ١٩٩۵ سال در شو٣ و بانه٢ توسط بار اولین ضدجعل١ کدهای

سال در کند. جعل را خود ائتلاف از خارج کاربری عضو، c حداکثر با ائتلاف ͷی نمͬ�گذارد که شد ارائه

کردند. استفاده ضدجعل کدهای روی بیشتر تحقیقات برای ترکیبیاتͬ روشهای از وی۵ و استینسون۴ ١٩٩٨

استینسون و ١٩٩۶ چ۶ͬدرسال و ١٩٩۵ سال در شو و بانه توسط ضدجعل کدهای از متفاوتͬ ساختارهای

است. شده� ارائه ١٩٩٨ سال در وی و

کدهایضدجعل از و... کامپیوتری �افزارهای نرم دیجیتالͬ، داده�های قبیل از محصولاتͬ از محافظت برای

کدواژه�ها این از ͬͺی توسط را محصول هر محصولات، کننده توزیع که صورت �این به مͬ�کنیم. استفاده

غیر چسب�های بر که مͬ�کند فراهم را امͺان این کننده توزیع برای برچسب�دهͬ این مͬ�کند. دهͬ برچسب

را کاربران امر این کند. ردیابͬ را جاعل کاربران و کرده شناسایͬ را جعلͬ) محصولات نتیجه در (و مجاز

مؤلفه�های روی از بتواند است ممͺن ائتلاف ͷی اگرچه، مͬ�دارد. باز (جعلͬ) نامعتبر کپͬ ͷی انتشار از

محافظت جهت کند. ردیابͬ را غیرقانونͬ کپͬ نتواند کننده توزیع و بسازد را معتبری کدواژهای اعضایش،

در که دهیم ارائه را ( امن٧ ضدجعل (کد کدی ساختار بتوانیم تا مͬ�کنیم تلاش موضوعͬ چنین برابر در
١frameproof codes
٢Boneh
٣Shaw
۴Stinson
۵Wei
۶Chee
٧secure frameproof code

١



٢ تاریخچه و مقدمه .١

ما تحقیق این در کرد. پیدا را جاعل کاربران از ͬͺی حداقل شده، داده قانونͬ غیر کپͬ ͷی برای بتوان آن

معرفͬ به احتیاج منظور این برای هستیم. شده ذکر خواص با ممͺن بزرگͬ به مطلوب کدهای یافتن به�دنبال

مͬ�پردازیم. آن�ها تعاریف به ذیل در که داریم مفاهیمͬ

ضدجعل کدهای ١.١

مجموعه��ی مͬ�کند). مشخص را طرح این در کاربران تعداد b) باشند مثبت صحیح اعداد b و v کنید فرض

(برای است کدواژه٨ ͷی w(i) هر و دارد نام �کد(v و b) ͷی Γ = {w(١), w(٢), · · · , w(b)} ⊆ {٠, ١}v

x ∈ {٠, ١}v\Γ دودویͬ �تایͬv ͷی است). i-ام کاربر کننده مشخص w(i) �کدواژه�ی ،١ ≤ i ≤ b هر

که بود خواهد b× v ماتریس ͷی M(Γ) وقوع١٠ ماتریس ،Γ کد برای مͬ�نامیم. ٩ نشده ثبت کلمه ͷی را

هستند. Γ کدواژه�های آن سطرهای

مؤلفه� است. C = {w(u١), · · · , w(ud)} ⊆ Γفرضکنید همچنین باشد. v)-کد (bو ͷی Γ فرضکنید

اگر: گوییم، کشف١١ قابل غیر C برای را (i ∈ {١, . . . , v}) i-ام

w
(u١)
i = w

(u٢)
i = · · · = w

(ud)
i .

آن�گاه: باشد، C کشف قابل غیر مؤلفه�های مجموعه�ی U(C) کنید فرض

F (C) = {x ∈ {٠, ١}v : x|U(C) = w(ui)|U(C) w(ui) ∈ C همه برای }

مقایسه�ی با C ائتلاف از که است ممͺن های v-تایͬ تمام شامل مجموعه این دارد. نام C شدن١٢ͬ مجموعه

C ⊆ F (C) ،C هر برای که است واضح مͬ�آیند. به�دست مشترک مؤلفه�های نͽه�داشتن ثابت و کدواژه d

.F (C) = C آن�گاه ،|C| = ١ اگر و است

را w(j) v-تایͬ ،C ائتلاف اگر آن�گاه �باشد، داشته وجود w(j) ∈ F (C) \ C کدواژه کنید فرض حال

است. شده� جعل j-ام کاربر کند، تولید
٨codeword
٩unregistered word
١٠incidence matrix
١١undetectable
١٢feasible set



٣ ضدجعل کدهای ردیابͬ قابلیت .٢.١

،|C| ≤ c به�طوری�که C ⊆ Γهر برای اگر دارد نام ضدجعل یcͷ-کد Γ ,v)-کد b)ͷی [٣۵] .١.١ تعریف

مͬ�نامیم. c− FPC(v, b) ͷی را Γ اختصار به صورت این در .F (C) ∩ Γ = C �باشیم داشته

فقط عضو، c حداکثر با ائتلاف هر شدنͬ مجموعه�ی درون کدواژه�های ضدجعل، c-کد ͷی در بنابراین

را خودش از خارج کاربر نمͬ�تواند عضو، c حداکثر با ائتلافͬ هیچ این�رو از مͬ�باشد. ائتلاف خود اعضای

کند. جعل

ماتریس آن وقوع ماتریس که دارد وجود b− FPC(b, b) ͷی b مثبت عددصحیح هر برای [٨] .١.١ مثال

است. b× b همانͬ

(v و c از تابعͬ (به�عنوان ممͺن b بزرگ�ترین با c − FPC(v, b) ͷی ساختن به ما کلͬ، حالت در

علاقه�مندیم.

ضدجعل کدهای ردیابͬ قابلیت ٢.١

دهید: قرار ،x ∈ {٠, ١}v هر برای باشد. c− FPC(c, v) ͷی Γ کنید فرض

F−١(x) = {C ⊆ Γ : |C| ≤ c و x ∈ F (C)}.

مͬ�شود. شامل مͬ�سازند، را x که عضوی c حداکثر ائتلاف�های همه�ی F−١(x) که �است واضح

،|F−١(x)| = ١ اگر است). نشده ثبت کلمه ͷی x که معنͬ این (به x ∈ {٠, ١}v \ Γ کنید فرض

را x که بوده ائتلافͬ همان C که �مͬ�گیریم نتیجه لذا ،F−١(x) = {C} که دارد وجود چنان C ⊆ Γ آن�گاه

هر برای به�طوری�که �باشد داشته وجود w(j) کدواژه�ی و F−١(x) ̸= ∅ اگر کلͬ�تر، درحالت �است. کرده تولید

متأسفانه است. مجرم j-ام کاربر که دریابیم مͬ�توانیم حداقل آن�گاه ،w(j) ∈ C �باشیم داشته C ∈ F−١(x)

مͬ�دهیم. نشان را آن زیر قضیه در که �است نیافتنͬ دست زیاد کاربر تعداد برای اتفاق این

و D ⊆ Γ کنید فرض باشد. b ≥ ٢c − ١ و c − FPC(v, b) ͷی Γ کنید فرض [٣۵] .١.١ قضیه

که C ⊆ D هر برای به�طوری�که دارد وجود maj(D) ∈ {٠, ١}v نشده ثبت کلمه آن�گاه .|D| = ٢c − ١

.maj(D) ∈ F (C) داریم ،|C| = c



۴ تاریخچه و مقدمه .١

کنید: تعریف ،١ ≤ i ≤ v برای .D = {w(u١), w(u٢), ..., w(u٢c−١)} دهید قرار برهان.

maj(D)i =

{
١ |{j : w(uj)

i = ١}| ≥ c,

٠ |{j : w(uj)
i = ٠}| ≥ c.

که دهیم نشان �است کافͬ لذا .maj(D) ∈ F (C)، داریم |C| = c شرط با C ⊆ D هر برای به�وضوح

عبارت به یا معتبر کلمه ͷی maj(D) یعنͬ نباشد، چنین کنید فرض �است. نشده ثبت کلمه ͷی maj(D)

که C ⊆ D \ {w(u)} دهید قرار .maj(D) = w(u) که دارد وجود چنان u لذا باشد. کدواژه ͷی دیͽر

برقرار حͺم لذا دارد، تناقض Γ بودن c − FPC(v, b) با این و w(u) ∈ F (C) ∩ Γ بنابراین .|C| = c

است.

زیرا، نیست. مجرم کاربر ͷی کردن پیدا برای ضمانتͬ c−FPC(v, b)ͷی در که مͬ�کند بیان بالا قضیه

آن�گاه: ،x = maj(D) ،|D| = ٢c− ١ با D ͷی برای اگر

∩
C∈F−١(x)

C = ∅.

بͽیریم. نظر در را محدودتری حالت مجبوریم ما بنابراین

امن ضدجعل کدهای ٣.١

اگر است، امن جعل c-کدضد ͷی Γ مͬ�گوییم باشد. ,v)-کد b) ͷی Γ کنید فرض [٣۵] .٢.١ تعریف

در .F (C١) ∩ F (C٢) = ∅ داشته�باشیم ،C١ ∩ C٢ = ∅ و |C٢| ≤ c ،|C١| ≤ c که C١, C٢ ⊆ Γ هر برای

مͬ�نامیم. c− SFPC(v, b) را Γ به�اختصار صورت این

باشد: ,٣)-کد ۴) ͷی وقوع ماتریس زیر، ماتریس کنید فرض .٢.١ مثال

M(Γ) =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ١ ١


،|C| = ٢ که C ⊆ Γ هر برای را F (C) منظور این برای است. ٢−SFPC(٣, ۴)ͷی Γ که مͬ�دهیم نشان

مͬ�کنیم. محاسبه

F ({w(١), w(٢)}) = {١٠٠, ٠١٠, ١١٠, ٠٠٠},



۵ امن ضدجعل کدهای .٣.١

F ({w(١), w(٣)}) = {١٠٠, ٠٠١, ١٠١, ٠٠٠},

F ({w(١), w(۴)}) = {١٠٠, ١١١, ١٠١, ١١٠},

F ({w(٢), w(٣)}) = {٠١٠, ٠٠١, ٠٠٠, ٠١١},

F ({w(٢), w(۴)}) = {٠١٠, ١١١, ٠١١, ١١٠}

و

F ({w(٣), w(۴)}) = {٠٠١, ١١١, ٠١١, ١٠١}.

که: مͬ�بینیم ساده بررسͬ ͷی با و

F ({w(١), w(٢)}) ∩ F ({w(٣), w(۴)}) = ∅,

F ({w(١), w(٣)}) ∩ F ({w(٢), w(۴)}) = ∅

و

F ({w(١), w(۴)}) ∩ F ({w(٢), w(٣)}) = ∅.

است. ٢ − SFPC(٣, ۴) ͷی Γ لذا

است. c− FPC(v, b) ͷی ،c− SFPC(v, b) هر [٣۵] .٢.١ قضیه

مجموعه�ی بنابراین نباشد. c − FPC(v, b) ͷی اما باشد، c − SFPC(v, b) ͷی Γ کنید فرض برهان.

و C١ = C مͬ�دهیم قرار .w(j) ∈ F (C) \C و |C| ≤ c به�طوری�که دارند، وجود w(j) کدواژه�ی و C ⊆ Γ

داشت: خواهیم لذا .C٢ = {w(j)}

|C١| ≤ c , |C٢| ≤ c , C١ ∩ C٢ = ∅ و F (C١) ∩ F (C٢) = {w(j)} ̸= ∅.

است. برقرار حͺم لذا دارد. تناقض Γ بودن c− SFPC(v, b) با این که



۶ تاریخچه و مقدمه .١

امن ضدجعل کدهای ردیابͬ قابلیت ۴.١

که: صورت این به مͬ�کند ایجاد امنیت حدی تا اما نمͬ�دهد ردیابͬ اجازه�ی c− SFPC(v, b) ͷی

در عضو، c حداکثر با C٢ مجزای ائتلاف که، کند ادعا نمͬ�تواند عضو، c حداکثر با C١ ائتلاف •

�است. داشته شراکت x ∈ F (C١) نشده ثبت کلمه ͷی ساخت

هر آن�گاه �باشد، شده ساخته عضوی c حداکثر ائتلاف ͷی توسط که باشد نشده ثبت کلمه ͷی x اگر •

است. مجرم کاربر ͷی حداقل شامل C ∈ F−١(x)

مͬ�کنیم: بررسͬ بیشتری جزئیات با را ٢ − SFPC(v, b) اکنون

کلمه ͷی x چون باشد. C ∈ F−١(x) و نشده ثبت کلمه ͷی x ،٢ −SFPC(v, b) ͷی Γ کنید فرض

تعریف به توجه با و است ٢ − SFPC(v, b) ͷیΓ چون طرفͬ از . |C| ̸= ١ داریم لذا �است، نشده ثبت

.|C| = ٢ بنابراین ،|C| ≤ ٢ داریم ،F−١(x)

از رامجموعه�ای آن مͬ�توانیم لذا است، Γ عضوی دو زیرمجموعه�های از ای مجموعه F−١(x) پس

٢ − SFPC(v, b) ͷی Γ چون بͽیریم. نظر در گراف) رئوس (به�عنوان Γ اعضای روی گراف ͷی یال�های

زیر حالت دو از ͬͺی حتما که مͬ�یابیم در راحتͬ به این�رو از هستند. مجاور F−١(x) در یال دو هر است،

داد: خواهد رخ

مͬ�باشند). رأسمشترک ͷی در آن یال�های همه�ی که معنͬ این (به است. ستاره�ای یͷگراف F−١(x) .١

است). رأسͬ ٣ کامل گراف ͷی) است K٣ با همریخت F−١(x) .٢

مͬ�رسیم: زیر نتیجه�ی به ،c = ٢ حالت در F−١(x) اختصاصͬ صفات به توجه با

حداکثر ائتلاف ͷی توسط نشده، ثبت کلمه ͷی x و ٢−SFPC(v, b)ͷی Γ فرضکنید [٣۵] .٣.١ قضیه

مͬ�افتد: اتفاق حتما زیر حالت دو از ͬͺی آن�گاه باشد. شده ساخته دوعضوی

است. شناسایͬ قابل مجرم کاربر ͷی حداقل .١



٧ ضدجعل کدهای در ͹همین فاصله .۵.١

است. شناسایͬ قابل مجرم، کاربر دو شامل عضوی سه مجموعه ͷی .٢

ضدجعل کدهای در ͹همین فاصله ۵.١

تعداد y و x کدواژه دو ١٣͹همین فاصله باشند. C کد از کدواژه دو y و x کنید فرض .٣.١ تعریف

دیͽر عبارت به مͬ�کنیم. مشخص d(x, y) با را آن و آن�هاست متمایز مͺان�های

d(x, y) = |{i|xi ̸= yi}|.

،n طول به y و x کدواژه دو برای .١.١ ملاحظه

d(x, y) = d(x١, y١) + d(x٢, y٢) + . . .+ d(xn, yn).

مͬ�گویند. نیز ͹همین ͷمتری آن به و است متر ͷی ͹همین فاصله لذا

برای ابتدا مͬ�دهیم. قرار ارزیابͬ مورد را ضدجعل c-کدهای ͹همین فاصله ویژگͬ�های از برخͬ اکنون

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را dmin و dmax ,v)-کد، b) هر

dmax = max{d(w(i), w(j)) : w(i), w(j) ∈ Γ, i ̸= j},

dmin = min{d(w(i), w(j)) : w(i), w(j) ∈ Γ, i ̸= j}.

داشته ،i ̸= j ̸= h ̸= i هر برای اگر تنها و اگر است ضدجعل ٢-کد ،Γ دودویͬ کد ͷی [٣۶] .۴.١ قضیه

.d(w(i), w(j)) < d(w(i), w(h)) + d(w(h), w(j)) باشیم

باشند. Γ از مجزا دلخواه کدواژه سه w(h) و w(j) ،w(i) و دودویͬ ,v)-کد b) ͷی Γ کنید فرض برهان.

و w(i) اول مؤلفه�ی r بنابراین .U({w(i), w(j)}) = {١, ٢, . . . , r} کنید فرض کلیت دادن دست از بدون

برابرند. باهم w(j)

داریم: است، متر ،͹همین فاصله چون و d(w(i), w(j)) = v − r طرفͬ از

d(w(i), w(h)) + d(w(h), w(j)) ≥ v − r.

١٣Hamming distance
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اول مؤلفه r از مؤلفه ͷی حداقل اگر تنها و اگر d(w(i), w(h)) + d(w(h), w(j)) > d(w(i), w(j)) اما

متفاوتند هم با آخر مؤلفه v − r در w(j) و w(i) زیرا باشد. متفاوت w(j) یا w(i) در آن نظیر مؤلفه با w(h)

در لذا است. مخالف دیͽری با و موافق کدواژه دو این از ͬͺی با مؤلفه v− r این از مؤلفه هر در w(h) پس

صورت به نامساوی زمانͬ لذا بود. خواهد v − r همان دقیقا ͹همین فاصله�های مجموع آخر مؤلفه v − r

لذا باشد. داشته تفاوت کدواژه دو این از ͬͺی با اول مؤلفه r از ͬͺی در حداقل w(h) که بود خواهد اکید

بود، شده انتخاب دلخواه صورت به کدواژه�ها چون نمͬ�گیرد. قرار {w(i), w(j)} شدنͬ مجموعه درون w(h)

مͬ�باشد. ٢ − FPC ͷی Γ پس .F (C) ∩ C = C داریم ،|C| = ٢ که C ⊆ Γ هر برای بنابراین

مͬ�شود. حاصل قبل قضیه از ͹بͬ�درن زیر نتیجه

است. ٢ − FPC ͷی Γ آن�گاه dmax < ٢dmin ،Γ ,v)-کد b) ͷی در اگر [٣۶] .١.١ نتیجه

ͷی برای ساده واضح ساختار ͷی [١٠] در مͬ�کنیم. ذکر نتیجه این کاربرد شرح برای مثال ͷی اکنون

ͷی از توانͬ که q هر (برای dmin > q/٢ − ٣√q/٢ و dmax < q/٢ + ٣√q/٢ با ,q)-کد (q٢ − q)/٢)

این همچنین .dmax < ٢dmin ،q > ٨١ برای که است مشاهده قابل است. شده آورده باشد)، اول عدد

٣١ < q < ٧٩ فرد اعداد برای که داشته دربر را نتیجه این و است شده انجام رایانه توسط طولانͬ محاسبات

حاصل زیر قضیه ،١.١ نتیجه کارگیری به با لذا .dmax < ٢dmin داریم نیز هستند اول عدد ͷی از توانͬ که

مͬ�شود.

٢−FPC(q, (q٢ −q)/٢)ͷی است اول عدد ͷی از توانͬ که q ≥ ٣١ فرد عدد هر برای [٣۶] .۵.١ قضیه

دارد. وجود



٢ فصل

و ضدجعل کدهای از ترکیبͬ تعاریف
امن ضدجعل

مقدمه ١.٢

آزاد خانواده �را آن که تعریف اولین مͬ�دهیم. ارائه c− SFPC(v, b) از ترکیبͬ تعریف چند بخش، این در

تعریف دارد. نیاز اشتراک و اجتماع ویژگͬ�های به که مͬ�کند استفاده مجموعه�ای سیستم�های از مͬ�نامیم، ١

سپس شده�است. تعریف سایرین و فرایدمن توسط [٢۵] در که است جداساز٢ سیستم�های به مربوط بعدی

بررسͬ مورد را دارند، هم با ͬͺنزدی ارتباط که ۴ منفصل سیستم�های و پوشش٣ بدون خانواده�های مفهوم دو

مͬ�کنیم. بیان را امن ضدجعل و ضدجعل کدهای ساخت برای نیاز مورد تعاریف ادامه، در مͬ�دهیم. قرار

آزاد خانواده�های ٢.٢

زوج ͷی مجموعه�ای۵ سیستم ͷی مͬ�کنیم. بیان مجموعه�ای سیستم�های درباره�ی اصطلاحات برخͬ ابتدا

از مجموعه ͷی B و مͬ�نامیم نقاط را آن عناصر و است مجموعه ͷی X آن در که است (X,B)

ͷی با مͬ�توان را مجموعه�ای سیستم ͷی مͬ�نامیم. بلوک۶ ͷی را آن هرعضو و است X زیرمجموعه�های

کرد. توصیف وقوع ماتریس
١sandwich-free family
٢separating systems
٣cover-free families
۴disjunct systems
۵set system
۶block

٩



١٠ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ترکیبͬ تعاریف .٢

مجموعه�ای سیستم ͷی ،B = {B١, B٢, . . . , Bb} و X = {x١, x٢, . . . , xn} که (X,B) کنید فرض

درایه�های: با است، b× v ماتریس ͷی (X,B) وقوع ماتریس باشد.

aij =

{
١ xj ∈ Bi,

٠ xj /∈ Bi.

بیابیم. را آن به مربوط مجموعه�ای سیستم مͬ�توانیم راحتͬ به �باشد، شده داده وقوع ماتریس ͷی اگر برعͺس،

ماتریس �را آن مͬ�توان که است �ماتریس (٠, ١) ͷی M(Γ) آن�گاه باشد، ,v)-کد b) ͷی Γ اگر حال

بلوک کردن مشخص Bwبرای از ،w ∈ Γ کدواژه هر برای گرفت. درنظر مجموعه�ای سیستم ͷی وقوع

مͬ�کنیم. استفاده متناظر مجموعه�ای سیستم در وابسته�اش

x ∈ F (C) صورت این در .x٠ ∈ {٠, ١}v و C = {w(١), w(٢), . . . , w(d)} کنید فرض [٣۵] .١.٢ لم

اگر: تنها و اگر
d∩

i=١
Bw(i) ⊆ Bx ⊆

d∪
i=١

Bw(i) .

و اگر است برقرار رابطه این که �است واضح بͽیرید. درنظر را
∩d

i=١ Bw(i) ⊆ Bx رابطه ابتدا برهان.

همچنین .xj = ١ باشیم داشته هستند، ١ ،C درون کدواژه�های همه�ی مؤلفه j-امین زمانͬ�که اگر، تنها

٠ ،Cدرون کدواژه�های همه�ی مؤلفه j-امین وقتͬ اگر، تنها و اگر است برقرار Bx ⊆
∪d

i=١ Bw(i) رابطه

اگر تنها و اگر مͬ�افتد، اتفاق فوق دوحالت هر که �است واضح طرفͬ از .xj = ٠ باشیم داشته هستند،

.x ∈ F (C)

وجود (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c − FPC(v, b) ͷی [٣۶] .١.٢ قضیه

بلوک ،B١, B٢, · · · , Bd ∈ B بلوک d ≤ c با زیرمجموعه هر برای و |B| = b و |X| = v که داشته�باشد

�باشد. نداشته وجود ،
∩d

i=١ Bi ⊆ B ⊆
∪d

i=١ Bi ویژگͬ با B ∈ B \ {B١, B٢, · · · , Bd}

است. برقرار به�وضوح ١.٢ لم به توجه با برهان.

مدل ͷی که داریم نیاز ابتدا �دهیم. ارائه امن ضدجعل کدهای برای مشابه توصیف ͷی مͬ�خواهیم حال

کنیم. تعریف مجموعه�ای� سیستم�های از قطعͬ



١١ آزاد خانواده�های .٢.٢

هر برای درصورتͬ�که است، آزاد٧ �خانواده(i, j) ͷی (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی [٣۵] .١.٢ تعریف

باشد: برقرار زیر خاصیت ،|C٢| ≤ j و |C١| ≤ i که B از C٢ و C١ مجزای زیرمجموعه )دو ∩
B∈C١

B
)

∪
( ∩

B∈C٢

B
)

⊈
( ∪

B∈C١

B
)

∩
( ∪

B∈C٢

B
)
.

نمایش (i, j) − SFF (v, b) با اختصار به را |B| = b و |X| = v با (X,B) آزاد ,i)-خانواده j) ͷی

مͬ�دهیم.

داشته وجود (c, c)− SFF (v, b) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c− SFPC(v, b) ͷی [٣۵] .٢.٢ قضیه

�باشد.

ͷی (X,B) که است واضح تعریف، به بنا باشد. مجموعه�ای سیستم ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

به�طوری�که: �باشد داشته وجود W ⊆ X مجموعه اگر وتنها اگر نیست (c, c)− SFF

∩
B∈C١

B ⊆ W ⊆
∪

B∈C١

B

و

∩
B∈C٢

B ⊆ W ⊆
∪

B∈C٢

B

درنظر (X,B) به وابسته ,v)-کد b) کدواژه�های از مجموعه�هایͬ را C٢ و C١ حال .|C١| = |C٢| = c که

با: است معادل بالا حالت دو ١.٢ لم به بنا بͽیرید.

F (C١) ∩ F (C٢) ̸= ∅.

است. برقرار حͺم لذا باشد. c− SFPC ͷی نمͬ�تواند (X,B) به وابسته ,v)-کد b) یعنͬ این و

است. ٢.١ مثال در شده ارائه ٢ − SFPC(٣, ۴) معادل زیر، (٢, ٢)− SFF (٣, ۴) .١.٢ مثال

X = {١, ٢, ٣},

B = {{١}, {٢}, {٣}, {١, ٢, ٣}}.
٧(i, j)-sandwich-free family



١٢ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ترکیبͬ تعاریف .٢

بیان را آزاد خانواده�های و ضدجعل کدهای ارتباط مͬ�شود، نتیجه قضیه١.٢ از ͹بͬ�درن که زیر قضیه در

مͬ�کنیم.

داشته وجود (١, c) − SFF (v, b) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c − FPC(v, b) ͷی [٣۵] .٣.٢ قضیه

باشد.

C ⊆ Γ و w ∈ Γ باشد. آن با متناظر ,v)-کد b) ،Γ و مجموعه�ای سیستم ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

اگر تنها و اگر است، (١, c) − SFF (v, b) ͷی (X,B) که �است واضح بͽیرید. درنظر را ،|C| ≤ c با

. F (C) ∩ Γ = C یعنͬ این و .w /∈ F (C)

جداساز سیستم�های ٣.٢

کرده�اند. تعریف زیر به�صورت را جداساز سیستم�های [٢۵] در سایرین و فرایدمن

هر برای اگر گوییم، جداساز٨ �سیستم(i, j) ͷی ،(X,B) مجموعه�ای سیستم به [٢۵] .٢.٢ تعریف

به�طوری�که �باشد داشته وجود B ∈ B � ͷی ،P ∩ Q = ∅ و |Q| ≤ j و |P | ≤ i که P,Q ⊆ X

و |X| = v که را (X,B) جداساز ,i)-سیستم j) ͷی .P ∩ B = ∅ و Q ⊆ B یا Q ∩ B = ∅ و P ⊆ B

مͬ�نویسیم. (i, j)− SS(v, b) به�صورت ،|B| = b

در که دارند یͺسانͬ ساختار درواقع هستند. مرتبط هم به بسیار جداساز سیستم�های و آزاد خانواده�های

مͬ�کنیم. بیان دقیق و مختصر به�صورت زیر قضیه اثبات

داشته وجود (i, j)− SS(b, v) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود (i, j)− SFF (v, b) ͷی [٣۵] .۴.٢ قضیه

�باشد.

زیرمجموعه دو C٢ و C١ کنید فرض همچنین باشد. (i, j)− SFF (v, b) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

به�طوری�که: است موجود x ∈ X نقطه لذا .C١ ∩ C٢ = ∅ و |C٢| = j و |C١| = i که باشند B از

x ∈
( ∩

B∈C١

B
)
∪
( ∩

B∈C٢

B
)

و x /∈
( ∪

B∈C١

B
)
∩
( ∪

B∈C٢

B
)

٨(i, j)-separating system



١٣ جداساز سیستم�های .٣.٢

یعنͬ این و

x ∈
∩

B∈C١

B و x /∈
∪

B∈C٢

B

یا

x ∈
∩

B∈C٢

B و x /∈
∪

B∈C١

B.

(i, j)− SS(b, v) ͷی وقوع ماتریس AT آن�گاه باشد، (X,B) وقوع ماتریس A اگر که است واضح حال،

بود. خواهد

دید خواهیم به�راحتͬ آن�گاه باشد، (i, j) − SS(b, v) ͷی وقوع ماتریس ،Av×b ماتریس اگر برعͺس؛

است. (i, j)− SFF (v, b) ͷی وقوع ماتریس AT که

داریم. ۴.٢ ٣.٢و ،٢.٢ قضایای از را زیر نتیجه� حال

باشد داشته� وجود (١, c)−SS(b, v)ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c−FPC(v, b)ͷی [٣۵] .١.٢ نتیجه

�باشد. داشته وجود (c, c)− SS(b, v) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c− SFPC(v, b) ͷی و

(١, c) − SFF (v, b) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c − FPC(v, b) ͷی ٣.٢ قضیه� به توجه با برهان.

ͷی اگر تنها و اگر است موجود (١, c)− SFF (v, b) ͷی ،۴.٢ قضیه براساس همچنین باشد. داشته وجود

(١, c)−SS(b, v)ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c−FPC(v, b)ͷی لذا باشد. موجود (١, c)−SS(b, v)

باشد. داشته وجود

(c, c)− SFF (v, b) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c− SFPC(v, b) ،٢.٢ قضیه به توجه با همچنین

ͷی اگر تنها و اگر است موجود (c, c) − SFF (v, b) ͷی ،۴.٢ قضیه به بنا طرفͬ از باشد. داشته وجود

باشد. داشته وجود (c, c)− SS(b, v)

ارائه ٢ − SFPC(٣, ۴) و ١.٢ مثال ٢ − SFF (٣, ۴) با است معادل زیر، (٢, ٢)− SS(۴, ٣) .٢.٢ مثال

:٢.١ مثال در شده

X = {١, ٢, ٣, ۴},



١۴ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ترکیبͬ تعاریف .٢

B = {{١, ۴}, {٢, ۴}, {٣, ۴}}.

منفصل سیستم�های و پوشش بدون خانواده�های ۴.٢

اگر مͬ�کند ایجاد پوشش٩ بدون �خانواده(i, j) ͷی (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی [٣۵] .٣.٢ تعریف

باشد: برقرار زیر رابطه ،|C٢| ≤ j و |C١| ≤ i شرط با B از C٢ و C١ هم از جدا زیرمجموعه دو هر برای

∩
B∈C١

B ⊈
∪

B∈C٢

B.

به�صورت را (X,B) پوشش بدون ,i)-خانواده j) ͷی اختصار برای ،|B| = b و |X| = v که زمانͬ

مͬ�نویسیم. (i, j)− CFF (v, b)

قرار استفاده مورد عموماً �که است پوشش” بدون ”خانواده واژه از کلͬ حالت ما تعریف .١.٢ ملاحظه

معادل مفهوم مͬ�باشد. i = ١ حالت مشابه استاندارد، تعریف کنید). ملاحظه را [٢٢] مثال: (برای مͬ�گیرد

ببینید. را [٢٨] و [١٨] مͬ�باشد؛ شده”١٠ مضاعف فاصله ”کدهای دیͽر

P,Q ⊆ X هر برای اگر گوییم منفصل ,i)-سیستم j)ͷی (X,B)مجموعه�ای سیستم به [٣۵] تعریف٢.۴.

.Q∩B = ∅ و P ⊆ B به�طوری�که باشد داشته وجود B ∈ B ͷی ،P ∩Q = ∅ و |Q| ≤ j ،|P | ≤ i شرط با

مشخص (i, j) − DS(v, b) با اختصار به را (X,B) منفصل ,i)-سیستم j) ،|B| = b و |X| = v وقتͬ

مͬ�کنیم.

حالت با است مشابه [١٧] در تعریف این است. ”منفصل” واژه از کلͬ حالت ما تعریف .٢.٢ ملاحظه

کنید. مشاهده را [٩] است؛ شده شناخته j-کامل ویژگͬ این صورت این در و i = ١

روش همان به زیر قضیه دارند. یͺسان وقوع ساختارهای منفصل سیستم�های و پوشش بدون خانواده�های

مͬ�شود. اثبات ۴.٢ قضیه
٩(i, j)-cover-free family
١٠superimposed distance codes



١۵ منفصل سیستم�های و پوشش بدون خانواده�های .۴.٢

داشته وجود (i, j)−DS(b, v) ͷی اگر تنها و اگر دارد، وجود (i, j)−CFF (v, b) ͷی [٣۵] .۵.٢ قضیه

باشد.

که باشند B از زیرمجموعه�هایͬ C٢ C١و و باشد (i, j) − CFF (v, b) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

به�طوری�که: است موجود x ∈ X لذا .C١ ∩ C٢ = ∅ و |C٢| ≤ j ، |C١| ≤ i

x ∈
∩

B∈C١

B و x /∈
∪

B∈C٢

B

است. DS(b, v) ͷی وقوع ماتریس AT به�وضوح بͽیرید. نظر رادر (A) آن، وقوع ماتریس کافیست حال

و (i, j) − DS(b, v) ͷی وقوع ماتریس گرفتن نظر در با مͬ�توان مشابه به�صورت نیز عͺس حالت برای

برد. پͬ (i, j)− CFF (v, b) ͷی وجود به آن، ترانهاده ماتریس آوردن به�دست

مͬ�شوند. حاصل تعاریف از ͹بͬ�درن زیر لم دو

مͬ�باشد. جداساز ,i)-سیستم j) ͷی منفصل، ,i)-سیستم j) هر [٣۵] .٢.٢ لم

است. آزاد ,i)-خانواده j) ͷی پوشش، بدون ,i)-خانواده j) هر [٣۵] .٣.٢ لم

مͬ�دهیم. ارائه منفصل سیستم ͷی وقوع ماتریس از ترکیبͬ تفسیر ͷی اکنون

مجموعه دو هر در به�طوری�که ،N×n٠)-ماتریس, ١)ͷی با است معادل (i, j)−DS(n,N)ͷی .۴.٢ لم

ستون�های روی درایه�هایش که دارد وجود سطر ͷی حداقل ستون، j و i ترتیب) (به از C٢ و C١ هم از جدا

باشند. ”٠” همه C٢ ستون�های روی و ”١” همه C١

پوشش، بدون خانواده�های و هستند جداساز سیستم�های منفصل، سیستم�های که دادیم توضیح بالا در

مͬ�کند. بیان را مطلب این عͺس نوعͬ به زیر قضیه هستند. آزاد خانواده�های

دارد. وجود (i, j)−DS(v, ٢b)ͷی آن�گاه باشد، داشته وجود (i, j)−SS(v, b)ͷی اگر [٣۵] .۶.٢ قضیه

دهید: قرار باشد. (i, j)− SS(v, b) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

C = B ∪ {X \B : B ∈ B}.



١۶ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ترکیبͬ تعاریف .٢

اگر که مͬ�باشد (i, j) − SS(v, b) این وقوع ماتریس در سطرها مͺمل واقع در C مجموعه که کنید توجه

بود. خواهد (i, j)− SS(v, ٢b) ͷی بیان�گر حاصل ماتریس به�وضوح کنیم، اضافه وقوع ماتریس به را آن�ها

P ⊆ B که دارد وجود B ∈ B حتما ،P ∩Q = ∅ و |Q| ≤ j ، |P | ≤ i که P,Q ⊆ X هر برای اکنون

اکنون که بوده برقرار آن عͺس یا و بوده برقرار اولیه سطر v همان روی یا شرط این زیرا .Q ∩ B = ∅ و

(i, j)−DS(v, ٢b) ͷی وقوع ماتریس فوق، ماتریس لذا است. برقرار مربوطه سطر مͺمل روی شرط خود

مͬ�باشد.

است. شده بیان زیر نتیجه در ۶.٢ قضیه از مشابه، نسخه ͷی

وجود (i, j)−CFF (٢v, b)ͷی آن�گاه باشد، داشته وجود (i, j)−SFF (v, b)ͷی اگر [٣۵] .٢.٢ نتیجه

دارد.

موجود (i, j)−SFF (v, b)ͷی ۴.٢ قضیه به بنا باشد. (i, j)−SFF (v, b)ͷی (X,B) فرضکنید برهان.

نیز (i, j)−SS(b, v)ͷی ۶.٢ قضیه به توجه با و باشد داشته وجود (i, j)−SS(b, v)ͷی اگر تنها و اگر است

(i, j)−DS(b, ٢v)ͷی ۵.٢ قضیه به بنا و باشد داشته وجود (i, j)−DS(b, ٢v)ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود

باشد. داشته وجود (i, j)− CFF (٢v, b) ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود

جداساز درهم خانواده�های و کامل درهم�ساز خانواده�های ۵.٢

این نتایج گرفته�اند. قرار دانشمندان عمیق مطالعه مورد سال ١۵ از بیش کامل١١ درهم�ساز خانواده�های

در آن کاربرد چندین اخیراً که [٣٣] مͬ�شود یافت علمͬ مقاله�های و درسͬ کتب زیادی تعداد در تحقیقات

کنیم تعدیل را �است شده داده [٣۶] در که ساختارهایͬ مͬ�خواهیم ما . [٢۴] �است شده یافت رمزنͽاری

کامل درهم�ساز خانواده�های تعریف به ابتدا در شوند. استفاده امن ضدجعل کدهای برای بتوانند به�طوری�که

مͬ�پردازیم.

به�طوری�که است (F ) توابع از مجموعه ͷی ، کامل درهم�ساز )�خانوادهn,m,w( ͷی [٣۵] .۵.٢ تعریف

١١perfect hash families



١٧ جداساز درهم خانواده�های و کامل درهم�ساز خانواده�های .۵.٢

، |C| = w که C ⊆ {١, ٢, . . . , n} هر برای و f : Y → X ؛ f ∈ F هر برای ، |Y | = n ، |X| = m

(n,m,w)-خانواده ͷی ،|F | = N اگر است. ͷی� �به ͷی f |C به�طوری�که دارد وجود f ∈ F ͷی حداقل

مͬ�کنیم. مشخص PHF (N ;n,m,w) با را کامل درهم�ساز

نمایش {١, . . . ,m} ورودی�های با ماتریس ͷی توسط مͬ�توانیم را PHF (N ;n,m,w) ͷی .٣.٢ ملاحظه

باهم ستون w این در آن ورودی�های که دارد وجود سطر ͷی حداقل ستون، w هر در که ویژگͬ این با دهیم

متمایزند.

به�طوری�که است (F ) توابع از مجموعه�ای جداساز درهم �خانواده(n,m, {w١, w٢})ͷی [٣۵] تعریف٢.۶.

،|C١| = w١ که C١, C٢ ⊆ {١, ٢, . . . , n} هر برای و f : Y → X ؛ f ∈ F هر برای ،|X| = m ،|Y | = n

.{f(y) : y ∈ C١}∩{f(y) : y ∈ C٢} = ∅ �که دارد وجود f ∈ F ͷی حداقل ،C١∩C٢ = ∅ و |C٢| = w٢

جداساز درهم ,n,m)-خانواده {w١, w٢})ͷی برایمشخصکردن SHF (N ;n,m, {w١, w٢}) نماد از

مͬ�کنیم. استفاده |F | = N با

ورودی�های با N × n ماتریس ͷی توسط مͬ�توانیم را SHF (N ;n,m, {w١, w٢}) ͷی .۴.٢ ملاحظه

w٢ و w١ (به�ترتیب) از C٢ و C١ هم از جدا مجموعه دو هر در به�طوری�که دهیم ,١}نمایش ٢, . . . ,m}

هستند. مجزا C٢ ستون�های در درایه�ها از C١ ستون�های در درایه�ها که دارد وجود سطر ͷی حداقل ستون،



٣ فصل

ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ
امن

مقدمه ١.٣

راه، ساده�ترین کرد. استفاده مختلفͬ روش�های از مͬ�توان امن ضدجعل و ضدجعل کدهای ساختن برای

نوع این در که مشͺلͬ کدهاست. این وقوع ماتریس ویژگͬ با ماتریس تولید و مستقیم روش�های از استفاده

مشͺلات این وابسته، ساختارهای در کدواژه�هاست. طول افزایش یا و تعداد محدودیت دارد وجود ساختار

تولید ͷکوچ پارامترهای و مستقیم روش�های با را نظر مورد کدهای مͬ�توان همچنین مͬ�شود. رفع حدی تا

داد. بسط را آن�ها کرد خواهیم ذکر که روش�هایͬ و قبل فصل ترکیبͬ مفاهیم از استفاده با سپس نمود

ارائه بازگشتͬ و مستقیم روش به امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از روشنͬ ساختارهای فصل این در

مͬ�شوند.

امن) ضدجعل (کدهای مستقیم ساختار دو ٢.٣

مͬ�کنیم. شروع امن جعل ضد کدهای از مستقیم ساختار دو با ابتدا

دارد. وجود c− SFPC
((٢c−١

c−١
)
, ٢c
)
ͷی ،c ≥ ٢ عددصحیح هر برای [٣۵] .١.٣ قضیه

مجموعه�ی عناصر توسط M(Γ)را سطرهای مͬ�کنیم. تعریف صورت این به M(Γ)را وقوع ماتریس برهان.

،١ ∈ S که S ⊆ {١, ٢, . . . , ٢c} تایͬ c زیرمجموعه�های توسط را آن ستون�های و {١, ٢, . . . , ٢c}

١٨



١٩ امن) ضدجعل (کدهای مستقیم ساختار دو .٢.٣

سطر ورودی حال .v =
(٢c−١
c−١
)
که مͬ�نامیم S١, S٢, . . . , Sv را زیرمجموعه�ها این مͬ�کنیم. شماره�گذاری

مͬ�دهیم: قرار صورت �این به را M(Γ) از j-ام ستون و i-ام

mij =

{
١ i ∈ Sj ,

٠ i /∈ Sj .

است. c− SFPC
((٢c−١

c−١
)
, ٢c
)
ͷی Γ که مͬ�دهیم نشان

داریم C١ ∩ C٢ = ∅ و |C١| = |C٢| = c شرط با C١, C٢ ⊆ Γ هر برای که کنیم بررسͬ کافیست

کنید فرض کلیت دادن دست از بدون .C٢ = Γ \C١ داریم: لذا ،b = ٢c طرفͬ از .F (C١)∩F (C٢) = ∅

هر برای و w
(j)
i = ١ ، w(j) ∈ C١ هر برای که دارد وجود واحد i ͷی که دید خواهیم حال .w(١) ∈ C١

روی آن عناصر که دارد وجود یͺتا ستون ͷی M(Γ) ماتریس در دیͽر به�عبارت .w(j)
i = ٠ ،w(j) ∈ C٢

و M(Γ) ماتریس تعریف ͬͽونͽچ به توجه با است. ٠ برابر C٢ اعضای روی و ١ با برابر C١ اعضای همه

x ∈ F (C١) اگر ،x هر برای بنابراین دارد. وجود حتما ستونͬ چنین که است واضح ها، Si انتخاب نحوه

ضدجعل c-کد ͷی Γ پس .F (C١) ∩ F (C٢) = ∅ لذا .xi = ٠ آن�گاه x ∈ F (C٢) اگر و xi = ١ آن�گاه

است. امن

است. b = ٢c و ممͺن v کوچͺترین دارای ،١.٣ قضیه در �شده ساخته c− SFPC .١.٣ ملاحظه

وقوع ماتریس مͬ�دهیم. ارائه ١.٣ قضیه روش به شده ساخته� ٣ − SFPC(١٠, ۶) ͷی اکنون .١.٣ مثال

با: است برابر M(Γ)

١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١

 .

دارد. وجود c− SFPC
(

٢
(٢c−١
c−١
)
, ٢c+ ١

)
ͷی ،c ≥ ٢ عددصحیح هر برای [٣۵] .٢.٣ قضیه

ماتریس ͷی حال �باشد. شده تعریف ١.٣ قضیه مانند M(Γ) ،٢c ×
(٢c−١
c−١
)
ماتریس کنید فرض برهان.

مͬ�سازیم: زیر به�صورت (٢c+ ١)× ٢
(٢c−١
c−١
)

M =
( M(Γ) M(Γ)

٠ · · · ٠ ١ · · · ١
)
.



٢٠ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ .٣

است. c− SFPC
(

٢
(٢c−١
c−١
)
, ٢c+ ١

)
ͷی وقوع ماتریس M که مͬ�کنیم ثابت

از سطر c حداکثر شامل کدام هر که بͽیرید درنظر را M سطرهای از C٢ و C١ مجزا زیرمجموعه دو

حͺم نشوند، شامل را ماتریس آخر سطر زیرمجموعه، دو این از ͷی هیچ اگر که است واضح باشند. M

c-کد ͷی وقوع ماتریس M(Γ) چون گیرد. قرار C١ مجموعه درون آخر سطر کنید فرض لذا است. برقرار

برابر C٢ اعضای روی و ٠ با برابر C١ اعضای روی درایه�هایش که دارد وجود ستون ͷی است، امن ضدجعل

نظر در M در واقع اول، M(Γ) ماتریس روی را ستون این دهد رخ اول حالت اگر برعͺس. یا و است ١

.F (C١) ∩ F (C٢) = ∅ داریم همچنان است ٠ ماتریس، آخر سطر روی ستون این مؤلفه چون و مͬ�گیریم

اعضای روی آن عناصر که باشد داشته وجود ستونͬ M(Γ) ماتریس در یعنͬ دهد، رخ دوم حالت اگر اما

واقع M آخر ستون ١
٢ روی M ماتریس برای را ستون این باشند، ٠ برابر C٢ اعضای روی و ١ با برابر C١

پس .F (C١) ∩ F (C٢) = ∅ داریم نیز حالت این در لذا مͬ�گیریم. نظر در دوم، M(Γ) ماتریس روی شده

است. امن ضدجعل c-کد ͷی وقوع ماتریس M

کامل درهم�ساز خانواده�های از استفاده با ساختار ͷی ٣.٣

است. یافت قابل مقاله و رساله درسͬ، کتاب بسیاری تعداد در کامل درهم�ساز خانواده�های روی بر نتایج

کرد. جستجو مͬ�توان [۵] و [٢] مقاله�های در را بیشتر جدید ساختارهای است. مناسبͬ منبع [٣٣] مرجع

شرح کامل درهم�ساز خانواده ͷی از استفاده با را ضدجعل کد ͷی دادن بسط ͬͽونͽچ زیر قضیه در

مͬ�دهیم.

ͷی آن�گاه باشد داشته وجود c− FPC(v,m) ͷی و PHF (N ;n,m, c+ ١) ͷی اگر [٣۶] .٣.٣ قضیه

دارد. وجود c− FPC(Nv, n)

PHF (N ;n,m, c+١)ͷی F و c−FPC(v,m)ͷی Γ = {w(١), w(٢), . . . , w(m)} فرضکنید برهان.

باشد. زیر به�صورت u(j) کدواژه n شامل ,Nv)-کد، n) ͷی Γ′ کنید فرض همچنین باشد.

u(j) =
⊎
h∈F

wh(j) : ١ ≤ j ≤ n هر برای



٢١ کامل درهم�ساز خانواده�های از استفاده با ساختار ͷی .٣.٣

c− FPC(Nv, n) ͷی Γ′ که مͬ�دهیم نشان کدواژه�هاست. چیدن هم کنار واقع در رشته�ها، الحاق
⊎
که

است.

مجموعه U(W ) که بیاورید به�خاطر .W = {u(i١), u(i٢), . . . . . . , u(ic)} و W ⊆ Γ′ کنید فرض

باشد داشته وجود چنان u(ic+١) ∈ Γ′ \ W کدواژه�ی کنید فرض مͬ�باشد. W کشف قابل غیر مؤلفه�های

مجموعه در w(h(ic+١)) ، h ∈ F هر برای بنابراین .u(ic+١)|U(W ) = u(ij)|U(W ) ،١ ≤ j ≤ c هر برای �که

تابع ͷی است، PHF (N ;n,m, c+ ١) ͷی F چون ازطرفͬ مͬ�گیرد. قرار {w(h(i١), . . . , w(h(ic)} شدنͬ

مͬ�دانیم f تابع این برای لذا است. ͷی �به� ͷی (C = {i١, i٢, . . . , ic+١}) ،f |C که است موجود f ∈ F

متمایزند. نیز (١ ≤ j ≤ c+١) wf(ij) ∈ Γ کدواژه�های پس مͬ�باشند، متمایزی اعداد f(i١), . . . , f(ic+١)

دارد. تناقض Γ بودن c−FPC با این و دارد قرار {w(f(i١)), . . . , w(f(ic))} شدنͬ مجموعه در wf(ic+١) اما

است. c− FPC ͷی نیز Γ′ لذا

͹همین فاصله مینیمم با q-آرایه�ای (N,n)-کدی و باشیم داشته c− FPC(v, q) ͷی اگر [٨] .۴.٣ قضیه

دارد. وجود c− FPC(vN, n) ͷی آن�گاه باشد داشته وجود dmin > N(١ − ١/c)

داده خطا کننده تصحیح کدهای از استفاده با ضدجعل c-کدهای ساختن برای [٨] در فوق ساختار

همچنین نمͬ�پردازیم. ساختار این به نمͬ�شویم، خطا کننده تصحیح کدهای مبحث وارد چون که است، شده

ارائه خطا کننده تصحیح کدهای از استفاده با کامل درهم�ساز خانواده�های برای ساختار ͷی نیز [١] در آلون

[١] در شده ارائه روش به شده ساخته کامل درهم�ساز خانواده ͷی از اگر که مͬ�شود مشاهده است. کرده

همان دقیقاً حاصل کد آن�گاه کنیم، استفاده ٣.٣ قضیه به�کارگیری با ضدجعل یcͷ-کد آوردن به�دست برای

خانواده�های دیͽر ساختارهای از استفاده امͺان اگرچه مͬ�باشد. ۴.٣ قضیه از استفاده با شده ساخته کد

دارد. وجود ضدجعل کدهای از جدید مثال�های آوردن به�دست برای کامل درهم�ساز

با بزرگ، c − SFPC ͷی بازگشتͬ به�صورت مͬ�توانیم �باشیم، داشته ͷکوچ c − SFPC ͷی اگر

از و مͬ�دهیم ارائه را ساختارمان زیر قضیه در نماییم. ساختارسازی کامل درهم�ساز خانواده�های از استفاده

مͬ�کنیم. استفاده آزاد خانواده�های عمومͬ�تر حالت



٢٢ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ .٣

آن�گاه �باشد، داشته وجود PHF (N ;n,m, i+ j) ͷی و (i, j)− SFF (v,m) ͷی اگر [٣۵] .۵.٣ قضیه

دارد. وجود (i, j)− SFF (vN, n) ͷی

برای که باشد PHF (N ;n,m, i + j) ͷی F و (i, j) − SFF (v,m) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

کنید: تعریف ،y ∈ Y هر برای و W = X × F دهید قرار .f : Y → X ؛ f ∈ F هر

Ay = {(Bf(y), f) : f ∈ F}.

(i, j)−SFF (vN, n)ͷی (W,A مجموعه�ای( سیستم که مͬ�دهیم نشان .A = {Ay : y ∈ Y } فرضکنید

مͬ�باشد.

به�طوری�که دارند وجود C١, C٢ ⊆ Y هم از جدا زیرمجموعه دو بنابراین نباشد. چنین کنید فرض

و |C١| = i, |C٢| = j( ∩
y∈C١

Ay

)
∪

( ∩
y∈C٢

Ay

)
⊆

( ∪
y∈C١

Ay

)
∩

( ∪
y∈C٢

Ay

)
.

که افتاد خواهد اتفاق حالتͬ ،f ∈ F هر برای آن�گاه

( ∩
y∈C١

Bf(y)

)
∪

( ∩
y∈C٢

Bf(y)

)
⊆

( ∪
y∈C١

Bf(y)

)
∩

( ∪
y∈C٢

Bf(y)

)
. (١.٣)

ͷی� �به ͷی f |C١∪C٢ که دارد وجود f ∈ F تابع است، کامل درهم�ساز خانواده ͷی F آن�جاییͺه از اکنون

با (١.٣) رابطه بنابراین مͬ�باشند. X از مجزا زیرمجموعه دو f(C٢) و f(C١) خاص، f این برای است.

دارد. تناقض (X,B) بودن (i, j)− SFF (v,m)

خانواده�های از نامتناهͬ مجموعه�های برای واضح ساختارهای آوردن به�دست در زیر بازگشتͬ ساختار

است. مفید کامل درهم�ساز

هر برای آن�گاه .gcd
(
n٠,
(
w
٢
)
!
)
= ١ که دارد وجود PHF (N٠;n٠,m,w) ͷی کنید فرض [۵] .١.٣ لم

دارد. وجود PHF
(((

w
٢
)
+ ١
)j
N٠;n٢j

٠ ,m,w
)
ͷی ،j ≥ ٠ عددصحیح

که است، ممͺن کامل درهم�ساز خانواده�های با تفاضل١ͬ ماتریس�های ارتباط از استفاده با فوق لم اثبات
١defference matrix



٢٣ کامل درهم�ساز خانواده�های از استفاده با ساختار ͷی .٣.٣

نمͬ�پردازیم. آن به امن، ضدجعل کدهای با مستقیم ارتباط عدم علت به

ضدجعل ٢-کدهای از نامتناهͬ خانواده ͷی آوردن به�دست برای را ١.٣ لم و ۵.٣ قضیه کاربرد حال،

مͬ�دهیم. نشان امن

دارد: وجود زیر بصورت PHF (٧; ٧, ۴, ۴) ͷی [۵] .٢.٣ مثال



١ ٢ ٣ ۴ ١ ٢ ٣
١ ٢ ٣ ۴ ٢ ١ ۴
١ ٢ ٣ ۴ ٣ ۴ ١
١ ٢ ٣ ۴ ۴ ٣ ٢
٢ ٣ ٢ ٣ ١ ١ ۴
٢ ۴ ١ ٢ ٣ ۴ ٣
١ ١ ٢ ٢ ٣ ۴ ٣


دارد. وجود ٢ − SFPC(٣ · ٧j+١, ٧٢j

) ͷی ،j ≥ ٠ هر برای [٣۵] .۶.٣ قضیه

ͷی j ≥ ٠ هر برای ١.٣ لم به توجه با لذا داریم PHF (٧; ٧, ۴, ۴) ͷی ٢.٣ مثال به توجه با برهان.

داریم. (٢, ٢)− SFF (٣, ۴) ͷی ٢.١ مثال و ٢.٢ قضیه به بنا طرفͬ از داریم. PHF (٧j+١; ٧٢j

, ۴, ۴)

٢.٢ قضیه به بنا لذا مͬ�شود حاصل (٢, ٢)− SFF (٣ · ٧j+١, ٧٢j

) ͷی ۵.٣ قضیه و فوق موارد به توجه با

دارد. وجود ٢ − SFPC(٣ · ٧j+١, ٧٢j

) ͷی

دارد. وجود زیر به�صورت PHF (٢; ۵, ۴, ٣) ͷی .٣.٣ مثال

١ ٢ ٣ ۴ ٣
١ ١ ٢ ١ ٣

دارد. وجود ٢ − FPC(۶ × ۴j , ۵٢j

) ͷی ، j ≥ ١ صحیح عدد هر برای [٣۶] .٧.٣ قضیه

به�دست PHF (٢ × ۴j , ۵٢j

, ۴, ٣) ͷی ، j ≥ ٠ برای ١.٣ لم به�کارگیری و ٣.٣ مثال به توجه با برهان.

به�کارگیری و ٢.١ مثال در شده داده ٢−FPC(٣, ۴) و کامل درهم�ساز خانواده این ترکیب با حال مͬ�آوریم.

مͬ�رسیم. ٢ − FPC(۶ × ۴j , ۵٢j

) ͷی به ٣.٣ قضیه



٢۴ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ .٣

جداساز درهم خانواده�های از استفاده با ساختار ͷی ۴.٣

مجموعه روی که مͬ�بریم پͬ درهم�ساز تابع ͷی وجود به کنیم، نͽاه ۵.٣ قضیه اثبات به دقت با اگر

برای که کافیست درحقیقت ماست. تقاضای از بیشتر که است، ͷی� �به ͷی i + j اندازه از C١ ∪ C٢

شرط با f درهم�ساز تابع ͷی ،j و i (به�ترتیب) اندازه�های در C٢ و C١ هم از جدا زیرمجموعه دو هر

،w١ + w٢ = w اگر است بدیهͬ باشد. موجود ، {f(y) : y ∈ C١} ∩ {f(y) : y ∈ C٢} = ∅

SHF (N ;n,m, {١, ١}) ͷی همچنین و است SHF (N ;n,m, {w١, w٢}) ͷی PHF (N ;n,m,w) هر

ͷی عنوان به را آن ما که مͬ�شود دریافت آسانͬ به نیز زیر نتیجه .PHF (N ;n,m, ٢) ͷی با است معادل

مͬ�کنیم. ثبت آینده ارجاعات برای لم

.(w١, w٢)− SS(n,N) ͷی با است برابر SHF (N ;n, ٢, {w١, w٢}) ͷی .٢.٣ لم

(X,B) مجموعه�ای سیستم بلوک�های را SHF (N ;n, ٢, {w١, w٢}) در f١, f٢, . . . , fN توابع اگر برهان.

هردو وقوع ماتریس زیرا مͬ�رسیم. متناظر (w١, w٢)−SS(n,N) به بͽیریم، نظر در X = {١, ٢, . . . , n} با

مͬ�باشد. یͺسان

آن�گاه �باشد، داشته وجود SHF (N ;n,m, {i, j}) ͷی و (i, j)− SFF (v,m) ͷی اگر [٣۵] .٨.٣ قضیه

دارد. وجود (i, j)− SFF (vN, n) ͷی

است. اثبات قابل ۵.٣ قضیه اثبات روش به دقیقاً برهان.

مͬ�کنیم. بیان ١.٣ لم مشابه جداساز درهم خانواده�های برای بازگشتͬ ساختار ͷی حال

داشته وجود gcd(n٠, (w١w٢)!) = ١ با SHF (N٠;n٠,m, {w١, w٢}) ͷی کنید فرض [۵] .٩.٣ قضیه

دارد. وجود SHF ((w١w٢ + ١)jN٠;n٢j

٠ ,m, {w١, w٢}) ͷی j ≥ ٠ هر برای آن�گاه باشند.

مͬ�باشد. ١.٣ لم اثبات همان دقیقاً قضیه این اثبات برهان.

دارد: وجود زیر همانند SHF (٣; ٧, ۴, {٢, ٢}) ͷی .۴.٣ مثال



٢۵ جداساز درهم خانواده�های از استفاده با ساختار ͷی .۴.٣

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ۴
٢ ١ ١ ٢ ۴ ٣ ٣
١ ٢ ١ ٢ ٣ ۴ ٣


دارد. وجود ٢ − SFPC(٩ · ۵j ; ٧٢j

) ͷی j ≥ ٠ هر برای [٣۵] .١٠.٣ قضیه

از دارد. وجود SHF (٣ ·۵j ; ٧٢j

, ۴, {٢, ٢})ͷی j ≥ ٠ هر برای ٩.٣ قضیه و ۴.٣ مثال به توجه با برهان.

حاصل حͺم ٨.٣ و ٢.٢ قضایای به�کارگیری و ٢.١ مثال در شده ارائه ٢ − SFPC(٣, ۴) به توجه با طرفͬ

مͬ�شود.

ͷی این مͬ�کند. تولید v = O((log b)log٢ ۵) با ٢−SFPC(v, b) از نامتناهͬ خانواده ͷی ١٠.٣ قضیه

مͬ�کند. بیان ،v = O((log b)log٢ ٧) که ۶.٣ قضیه در عمده پیشرفت

c−SFPC
(

٢
(٢d−١
d−١

)
· (c٢ +١)j , (٢d+١)٢j)ͷی j ≥ ٠ هر برای باشد، c ≥ ٢ اگر [٣۵] .١١.٣ قضیه

.gcd(٢d+ ١, (c٢)!) = ١ و d > c �که دارد وجود

هر ،١.٢ نتیجه به بنا دارد. وجود d−SFPC
(

٢
(٢d−١
d−١

)
, ٢d+ ١

)
ͷی که مͬ�دهد نشان ٢.٣ قضیه برهان.

٢.٣ لم به�کارگیری با .(d, d)−SS
(

٢d+١, ٢
(٢d−١
d−١

))
ͷی با است معادل d−SFPC

(
٢
(٢d−١
d−١

)
, ٢d+١

)
چون طرفͬ از .SHF

(
٢
(٢d−١
d−١

)
, ٢d+١, ٢, {d, d}

)
ͷی با است معادل (d, d)−SS

(
٢d+١, ٢

(٢d−١
d−١

))
ͷی

،gcd(٢d+١, (c٢)!) = ١ طرفͬ از هست. نیز SHF
(

٢
(٢d−١
d−١

)
, ٢d+١, ٢, {c, c}

)
ͷی خانواده این ،d > c

هر برای SHF
(

٢
(٢d−١
d−١

)
(c٢ + ١)j , (٢d + ٢(١j

, ٢, {c, c}
)
ͷی ساختن برای را ٩.٣ قضیه مͬ�توانیم لذا

ماست. نظر مورد c−SFPC همان حاصل SHF ،١.٢ نتیجه و ٢.٣ لم به توجه با کنیم. اجرا j ≥ ٠

مͬ�شود. استنباط ١١.٣ قضیه از ͹بͬ�درن زیر نتیجه

وجود c−SFPC(v, b) از نامتناهͬ کلاس هر برای واضح ساختار ͷی c ≥ ٢ هر به�ازای [٣۵] .١.٣ نتیجه

.v = O((log b)log٢(c
١+٢)) به�طوری�که دارد

(c, c)−SS(b, v) ساختن برای مͬ�توانند c−SFPC(v, b) ساختارهای ،۴.٢ و ٢.٢ قضایای به توجه با

برای کلͬ c به�ازای را مؤثر واضح ساختارهای اولین ١١.٣ قضیه مͬ�دانیم که آن�جا تا شوند. سازی معادل



٢۶ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ .٣

c = ٢ حالت برای ١٠.٣ قضیه با مشابه ساختار ͷی [٢۵] در این از پیش مͬ�کند. فراهم (c, c)−SS(b, v)

است. شده� ارائه

ضدجعل) (کدهای مستقیم ساختار دو ۵.٣

(یعنͬ ١ وزن و l طول به کلمات همه از C مجموعه .F = {٠, ١, . . . , q − ١} کنید فرض [۶].١ ساختار

تشͺیل l(q − ١) اندازه�ی با ضدجعل c-کد ͷی صفر) غیر مؤلفه ͷی دقیقا با F l از اعضایͬ همه مجموعه

مͬ�دهد.

مجموعه�ی هر حال، است. صفر غیر مؤلفه�اش i-امین که باشد ١ وزن با برداری x ∈ C کنید فرض برهان.

منحصرا ١ وزن با کدواژه� هر چون اما ، xi = yi که باشد y کدواژه ͷی شامل باید ،x ∈ F (P ) که P ⊆ C

ضدجعل c-کد ͷی C ،c هر برای بنابراین .x = y لذا مͬ�شود مشخص صفرش غیر مؤلفه�ی توسط

است.

را آن و نامیم f درجه٢ را x توان بزرگ�ترین باشد. x برحسب چندجمله�ای ͷی f کنید فرض .١.٣ تعریف

مͬ�کنیم. مشخص deg f نماد با

عدد ͷی از توانͬ q و باشند ٢ مساوی یا بزرگ�تر مثبت صحیح اعداد c و l کنید فرض [١٣].٢ ساختار

مجزا α١, α٢, . . . , αl ∈ F و باشد q اندازه�ی با متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض همچنین .q ≥ l و اول

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت F میدان روی را l طول به C کد باشند.

C = {(f(α١), f(α٢), . . . , f(αl)) : f ∈ F [X] و deg f < ⌈l/c⌉}.

است. q⌈l/c⌉ اندازه�ی با ضدجعل c-کد ͷی C صورت این در

به�صورت مͬ�تواند q ≥ lمحدودیت باشد، تعریفشده بͬ�نهایت در f چندجمله�ای اگر که مͬ�شویم متذکر

مͬ�کنیم. تعریف f در X⌈l/c⌉−١ ضریب را f(∞) باشد. q + ١ ≥ l ضعیف�تر
٢degree



٢٧ مشخص پارامترهای با امن ضدجعل و ضدجعل کدهای .۶.٣

q آن، ضریب هر برای زیرا دارد وجود انتخاب q⌈l/c⌉ ،⌈l/c⌉ از کمتر درجه�ی از f چندجمله�ای برای برهان.

.|C| = q⌈l/c⌉ بنابراین داریم. انتخاب

چندجمله�ای�های صورت این در (زیرا x = y آن�گاه باشند مشترک هم با مؤلفه ⌈l/c⌉ در x, y ∈ C اگر

برای مجزا انتخاب هر ویژه، طور به� برابرند). باهم نیز مؤلفه�ها سایر لذا یͺسانند، کدواژه دو این به مربوط

نقطه ⌈l/c⌉ برای f(α) کردن تعیین با f چندجمله�ای هر و مͬ�دهد ما به مجزا کدواژه�ی ͷی f چندجمله�ای

مؤلفه هر باشد. c حداکثر اندازه�ی دارای P ⊆ C و x ∈ C ∩F (P ) فرضکنید اکنون مͬ�شود. مشخص ،α

وجود چنان y ∈ P کدواژه�ی لذا باشد. برابر P از کدواژه ͷی حداقل در متناظرش مؤلفه�ی با باید x از

ضدجعل c-کد ͷی C بنابراین ،x = y ∈ P نتیجه در است. برابر x با مؤلفه ⌈l/c⌉ در حداقل که دارد

است.

مشخص پارامترهای با امن ضدجعل و ضدجعل کدهای ۶.٣

زوج طول با ضدجعل کدهای ١.۶.٣

همچنین .l ≥ ۴ و زوج صحیح یͷعدد l فرضکنید مͬ�کنیم. تعریف اخیر ساختار از بخشͬ مانند زیرکد دو

m مرتبه� از Fm متناهͬ میدان .q = m٢ + ١ دهید قرار و m ≥ l+ ١ اول، عدد ͷی از توانͬ m کنید فرض

در Fm از مجزا عناصر را β٠, β١, α١, α٢, . . . , αl−١ .F = {∞} ∪ (Fm)٢ دهید وقرار بͽیرید نظر در را

استفاده (f, g)(αi) از ،(f(αi), g(αi)) ∈ F به�جای ،f, g ∈ Fm[X] جمله�ای�های چند برای بͽیرید. نظر

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را C١ ⊆ F l و مͬ�کنیم

C١ = {(∞, (f, g)(α١), (f, g)(α٢), . . . , (f, g)(αl−١))} (٢.٣)

تعریف زیر به�صورت را C٢ ⊆ F l اکنون .deg g ≤ (l/٢)− ١ و deg f = (l/٢)− ١ ،f, g ∈ Fm[X] که

مͬ�کنیم:

C٢ = {((t(β٠), t(β١)), (s, t)(α١), (s, t)(α٢), . . . , (s, t)(αl−١))} (٣.٣)

.deg t ≤ (l/٢) و deg s ≤ (l/٢)− ٢ به�طوری�که ،s, t ∈ Fm[X] که

از mتوانͬ فرضکنید همچنین اباشد. l ≥ ۴ باشرط زوج صحیح عدد ͷی l فرضکنید [۶].٣ ساختار



٢٨ امن ضدجعل و ضدجعل کدهای از ساختارهایͬ .٣

بالا در که به�صورتͬ را C٢ و C١ مجموعه�های .q = m١+٢ دهید قرار و mباشد ≥ l+١ شرط اول عدد ͷی

٢(q−١)l/٢)/١−١)٢
√

q − ١)) اندازه با ضدجعل ٢-کد ͷی C = C١∪C٢ آن�گاه کنید. تعریف شد، ذکر

است. F میدان روی

درجه�ی از چند�جمله�ای ͷی هستند. مجزا C٢ و C١ که است واضح اول، مؤلفه�های گرفتن در�نظر �با برهان.

چندجمله�ای�های دلیل همین به مͬ�شود. مشخص مجزا نقطه�ی l/٢ در مقادیرش توسط (l/٢)− ١ حداکثر

٢/mlانتخاب −m(l/٢)−١ تعداد مشخصمͬ�شوند. x ∈ C١ کدواژه ͷی توسط یͺتا به�طور (٢.٣) در g و f

.|C١| = (m٢)l/٢(١−١/m) بنابراین دارد. وجود g چندجمله�ای برای انتخاب ml/٢ و f چندجمله�ای برای

مͬ�شود. مشخص x ∈ C٢ کدواژه ͷی آخر مؤلفه�ی l − ١ از مؤلفه (l/٢) توسط (٣.٣) در s چندجمله�ای

|C٢| طرفͬ از مͬ�شود. تعیین x ∈ C٢ کدواژه ͷی از مؤلفه (l/٢)+١ توسط t چندجمله�ای مشابه به�صورت

.|C٢| = m(l/٢)−١m(l/٢)+١ = (m٢)l/٢ لذا ، t و s چندجمله�ای�های برای انتخاب�ها تعداد با است برابر

که مͬ�رسیم نتیجه این به ،m =
√

q − ١ که حقیقت این از استفاده و |C٢| و |C١| برای عبارت�ها مجوع از

.|C| = ٢(q − ١)l/١)٢ − ١/٢
√

q − ١))

کدواژه�های که مͬ�کنیم ادعا ابتدا منظور این برای است. ضدجعل ٢-کد ͷی C که کنیم ثابت باید حال

باشند. برابر هم با مͬ�توانند مؤلفه (l/٢)− ١ در حداکثر y ∈ C٢ و x ∈ C١

به بنا آن�گاه باشند برابر باقͬ�مانده های مؤلفه از (l/٢) اگر نیستند. برابر هرگز y و x اول مؤلفه�های

(l/٢)− ٢ حداکثر درجه�ی از s چندجمله�ای و (l/٢)− ١ دقیقا درجه�ی از f چند�جمله�ای C٢ و C١ تعریف

ما ادعای لذا و است غیرممͺن این که باشند یͺسان s و f باید این�صورت در و برابرند باهم نقطه l/٢ در

است. صحیح

.x ∈ P دهیم نشان باید .x ∈ F (P ) ∩ C و |P | = ٢ شرط با P ⊆ C کنید فرض

ͷی) y ∈ P اعضای برخͬ با باید x لذا دارد وجود مؤلفه l−١ مؤلفه، اولین به�جز .x ∈ C١ فرضکنید

(l/٢) − ١ از بیشتر در y و x چون باشد. برابر مؤلفه اولین از غیر مͺان ⌈l/٢⌉ = l/٢ در عضو) هردو یا

را C١ در کدواژه ͷی آخر، مؤلفه�ی l − ١ از مؤلفه l/٢ هر طرفͬ از .y ∈ C١ باید لذا برابرند هم با مͺان
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.x = y ∈ P بنابراین .x = y لذا مͬ�کند تعیین

y و x اگر .(y ∈ C٢ (بنابراین x١ = y١ که y ∈ P کنید فرض همچنین .x ∈ C٢ کنید فرض حال

شامل y و x یͺسان مؤلفه�های آن�گاه باشند برابر باهم آخر، مؤلفه�ی l − ١ از مؤلفه بیشتر یا (l/٢)− ١ در

یͺسان نقطه دو این کننده تولید چندجمله�ای�های لذا مͬ�باشند. t از مقدار (l/٢)+١ و s از مقدار (l/٢)−١

.x = y ∈ P هم حالت این در بنابراین، .x = y نتیجه در و بوده

را z اگر باشند، برابر هم با آخر مؤلفه�ی l − ١ از مؤلفه (l/٢) − ١ از کمتر در y و x کنید فرض حال

خواهند برابر باهم مؤلفه (l/٢)+ ١ در حداقل z و x آن�گاه است، y مخالف که بͽیریم نظر در P از عضوی

t از مقدار (l/٢) + ١ و s از مقدار l/٢ شامل حداقل z و x یͺسان مؤلفه�های چون و z ∈ C٢ بنابراین بود.

است. ضدجعل ٢-کد ͷی C نتیجه در و x = z ∈ P نیز حالت این در بنابراین .x = z لذا هستند

۵ طول به ضدجعل ٣�کد ͷی ٢.۶.٣

زیر به�صورت را F٣ ∪ {∞} اعضای روی ۵ طول به کدواژه�های از X۵ و X۴ ،X٣ ،X٢ ،X١ های مجموعه

مͬ�کنیم: تعریف

X١ = {( ∞ , a , a , a , a ) : a ∈ Z٣},

X٢ = {( a , ∞ , a , a+ ١ , a+ ٢ ) : a ∈ Z٣},

X٣ = {( a , a , ∞ , a+ ٢ , a+ ١ ) : a ∈ Z٣},

X۴ = {( a , a+ ١ , a+ ٢ , ∞ , a ) : a ∈ Z٣},

X۵ = {( a , a+ ٢ , a+ ١ , a , ∞ ) : a ∈ Z٣}.

مجموعه�ی از کدواژه ͷی که است واضح همچنین هستند. ٣ اندازه دارای و مجزا دو به دو ها Xi به�وضوح

شد. خواهد مشخص یͺتا به�صورت مؤلفه�هایش از دوتا توسط X١ ∪X٢ ∪X٣ ∪X۴ ∪X۵

Fm متمایز عضوهای را α۴ و α٣ ،α٢ ،α١ باشد. m ≥ ۴ شرط با اول عدد ͷی از توانͬ m کنید فرض

را Fm ∪ {∞} اعضای روی ۵ طول به کدواژه�های از Y۵ و Y۴ ،Y٣ ،Y٢ ،Y١ مجموعه�های و بͽیرید درنظر
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کنید: تعریف زیر به�صورت

Y١ = {(∞, f(α١), f(α٢), f(α٣), f(α۴)) : f ∈ Fm[X],deg f ≤ ١},

Y٢ = {(f(α١),∞, f(α٢), f(α٣), f(α۴)) : f ∈ Fm[X],deg f ≤ ١},

Y٣ = {(f(α١), f(α٢),∞, f(α٣), f(α۴)) : f ∈ Fm[X],deg f ≤ ١},

Y۴ = {(f(α١), f(α٢), f(α٣),∞, f(α۴)) : f ∈ Fm[X],deg f ≤ ١},

Y۵ = {(f(α١), f(α٢), f(α٣), f(α۴),∞) : f ∈ Fm[X],deg f ≤ ١}.

مؤلفه دو در x, y ∈ Yi عامل دو اگر براین علاوه هستند. m٢ اندازه دارای و مجزا ها Yi که است واضح

x ترتیب) (به کننده تعریف که f ′ و f تابع زیرا .x = y آن�گاه باشند، برابر هم با مؤلفه) i-امین از (غیر

لذا بود. خواهند ارز هم هستند، ͷی درجه�ی از یا ثابت توابع، این چون و برابرند دونقطه در هستند y و

کدواژه�های شامل C١, C٢, C٣, C۴, C۵ کدهای مجموعه .x = y پس برابرند هم با y و x مؤلفه�های تمام

کنید: تعریف زیر به�صورت را (F٣ × Fm) ∪ (∞,∞) اعضای روی ۵ طول به

Ci ={((x١, y١), (x٢, y٢), (x٣, y٣), (x۴, y۴), (x۵, y۵)) :

(x١, x٢, x٣, x۴, x۵) ∈ Xi و (y١, y٢, y٣, y۴, y۵) ∈ Yi}

.|Ci| = |Xi| × |Yi| = ٣m٢ که کنید توجه

کنید فرض همچنین باشد. m ≥ ۴ شرط با اول عدد ͷی از توانͬ m کنید فرض [۶].۴ ساختار

F = (F٣ × Fm) ∪ (∞,∞) میدان روی را C۵ و ،C۴ ،C٣ ،C٢ ،C١ کدهای مجموعه .q = ٣m + ١

به�طول ضدجعل ٣-کد ͷی C = C١ ∪C٢ ∪C٣ ∪C۴ ∪C۵ کد آن�گاه کنید. تعریف شد، گفته که به�صورتͬ

است. ۵
٣q

٢ − ١٠
٣ q + ۵

٣ اندازه و l

.|Ci| = ٣m٢ = ١
٣(q

٢−٢q+١) ،١ ≤ i ≤ ۵ هر برای و هستند مجزا دو به دو Ciها که است واضح برهان.

C که دهیم نشان است کافͬ اکنون مͬ�باشد. |C| = |C١| + |C٢| + . . . + |C۵| = ۵
٣(q

٢ − ٢q + ١) لذا

است. ضدجعل ٣-کد ͷی
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جابه�جایͬ از که بͽیرد درنظر X١ ∪X٢ ∪X٣ ∪X۴ ∪X۵ در کلمه�ای را π١(c) ،c ∈ C کدواژه ͷی برای

اگر تنها و اگر π١(c) ∈ Xi که کنید توجه است. آمده دست به a ∈ F٣ ∪ {∞} با c از (a, b) ∈ F مؤلفه

جابه�جایͬ از که بͽیرید درنظر Y١ ∪ Y٢ ∪ Y٣ ∪ Y۴ ∪ Y۵ در کلمه�ای را π٢(c) مشابه صورت به .c ∈ Ci

است. آمده به�دست b ∈ Fm ∪ {∞} با c از (a, b) ∈ F مؤلفه

اکنون .x ∈ P دهیم نشان باید .x ∈ F (P ) و |P | ≤ ٣ به�طوری�که P ⊆ C و x ∈ C کنید فرض

|P | ≤ ٣ چون .π١(x) ∈ Xj و (∞,∞) ،x مؤلفه امین j لذا .x ∈ Cj ،j ∈ {١, ٢, ٣, ۴, ۵} ͷی برای

است. یͺسان مؤلفه) j-امین (به�جز بیشتر یا دومؤلفه در x با که دارد وجود چنان y ∈ P لذا ،l = ۵ و

یا مؤلفه در نیز π١(y) و π١(x) یͺسانند، بیشتر یا مؤلفه در y و x چون .x = y دهیم نشان مͬ�خواهیم

آن�جایͬ از .π١(x) = π١(y) دادیم،
∪۵

i=١ Xi اعضای درباره که توضیحاتͬ به توجه با برابرند. باهم بیشتر

.y ∈ Cj پس π١(x) = π١(y) ∈ Xj که

جز (به مؤلفه دو از بیش در y و x چون براین، علاوه .π٢(x), π٢(y) ∈ Yj پس x, y ∈ Cj چون

ويژگͬ به توجه با و برابرند باهم مؤلفه دو از بیش در نیز π٢(y) و π٢(x) برابرند، باهم مؤلفه) j-امین

π٢(x) = π٢(y) و π١(x) = π١(y) تساوی�های به بنا حال .π٢(x) = π٢(y) داریم ،
∪۵

i=١ Yi اعضای

است. ضدجعل ٣-کد ͷی C لذا .x = y ∈ P مͬ�گیریم نتیجه

شرح در m ≥ ۴ شرط باشد α۴ = ∞ قراردهیم ، Yi مجموعه�های تعریف در اگر که مͬ�شویم مذکر

نمایید). ملاحظه را ٢ ساختار بیان از بعد (تذکر شود mجایͽزین ≥ ٣ ضعیف�تر حالت با مͬ�تواند ٢ ساختار

٢ − FPC ٣.۶.٣

تشͺیل ۴ خطͬ کد ͷی بͽیریم، نظر در کدواژه را ٣ برداری فضای ͷی بردارهای اگر [٣١] .٢.٣ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Λp(n, p
k) با را Zp میدان روی k بعد و n طول به خطͬ کد ͷی داده�ایم.

دو هر صفر) غیر مؤلفه�های (مجموعه پشتیبان اگر است متقاطع۵ یͷکد Λp کدخطͬ [٢٠] .٣.٣ تعریف
٣vector space
۴linear code
۵intersecting code
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باشند. داشته ناتهͬ اشتراک باهم غیرصفر کدواژه

است. ٢ − FPC ͷی متقاطع، کد ͷی [١۴] .١٢.٣ قضیه

است خطͬ Λp چون باشند. آن متمایز کدواژه سه c و b ،a و باشد متقاطع کد ͷی Λp کنید فرض برهان.

یا c = a آن�گاه باشند صفر هردو یا کدواژه دو این از ͬͺی اگر دارند. وجود نیز c− b و c− a کدواژه�های

متقاطع کد ͷی Λp چون طرفͬ از هستند. صفر غیر هردو لذا دارد. تناقض آن�ها بودن متمایز با که c = b

در c بنابراین .ci /∈ {ai, bi} لذا .ci − bi ̸= ٠ و ci − ai ̸= ٠ مͬ�دانیم i مؤلفه�های از بعضͬ برای است،

است. ٢ − FPC ͷی Λp بودند دلخواه کدواژه سه این چون و نمͬ�گیرد قرار b و a شدنͬ مجموعه

٣ − FPC ۴.۶.٣

هر ͹همین فاصله که باشد ٢l ثابت وزن با دودویͬ کد ͷی Γ (n,m)-کد کنید فرض [٢٠] .١٣.٣ قضیه

است. ٣−FPC ͷی Γ آن�گاه l = ٢l١ +١ ،l١ مثبت صحیح اعداد بعضͬ برای اگر است. ٢l آن کدواژه دو

وجود کدواژه چهار لذا نباشد. ٣ − FPC ،٢)٢l١ + ١) ثابت وزن با Γ (n,m)-کد مͬ�کنیم فرض برهان.

و (١٠٠٠)T ستون دو از ͷی هیچ بͽیریم، نظر در ماتریس ͷی سطرهای صورت به را آن�ها اگر که دارند

نوشته ماتریس ͷی سطرهای به�صورت c۴ و c٣ ،c٢ ،c١ کدواژه�های کنید فرض نمͬ�آید. به�دست (٠٠٠١)T

داریم: کلیت دادن دست از بدون باشند. شده�

c١ =

l︷ ︸︸ ︷
١.........................١

l︷ ︸︸ ︷
١.........................١

l︷ ︸︸ ︷٠.........................٠
m︷ ︸︸ ︷٠........٠

n−٣l−m︷︸︸︷٠...٠ ,

c٢ =

l︷ ︸︸ ︷
١.........................١

l︷ ︸︸ ︷٠.........................٠
l︷ ︸︸ ︷

١.........................١
m︷ ︸︸ ︷٠........٠

n−٣l−m︷︸︸︷٠...٠ ,

c٣ =

m︷ ︸︸ ︷
١.......١

l−m︷ ︸︸ ︷٠..............٠
l−m︷ ︸︸ ︷

١..............١
m︷ ︸︸ ︷٠.......٠

l−m︷ ︸︸ ︷
١..............١

m︷ ︸︸ ︷٠.......٠
m︷ ︸︸ ︷

١.......١
n−٣l−m︷︸︸︷٠...٠ ,

c۴ =

α١︷ ︸︸ ︷
١......١

β︷ ︸︸ ︷
١....١

l−α١−β︷ ︸︸ ︷٠....٠
x︷︸︸︷

١.١
l−m−x︷︸︸︷٠..٠

y︷︸︸︷
١.١

m−y︷︸︸︷٠..٠
z︷︸︸︷

١.١
l−m−z︷︸︸︷٠..٠

t︷︸︸︷
١.١

m−t︷︸︸︷٠..٠
γ︷ ︸︸ ︷

١......١
n−٣l−γ︷ ︸︸ ︷٠....٠ .

ستون ͷی آن غیر در زیرا ،γ ≤ m و مͬ�آید به�دست (١٠٠٠)T ستون ͷی این�صورت غیر در زیرا α١ = m

مͬ�آید. وجود به (٠٠٠١)T
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d(c٣, c۴) = ٢l و d(c٢, c۴) = ٢l ،d(c١, c۴) = ٢l از به�ترتیب که باشند معادلاتͬ e٣ و e٢ ،e١ کنید فرض

آمده�اند. به�دست

e١ : l −m− β + l − x− y + z + t+ γ = ٢l,

e٢ : l −m− β + x+ y + l − z − t+ γ = ٢l,

e٣ : β + l −m− x+ y + l −m− z + t+m− γ = ٢l.

.γ = m و β = ٠ مͬ�گیریم نتیجه لذا ،γ ≤ m طرفͬ از .γ = m+ β داریم ،e٢ و e١ معادلات مجموع از

داشت: خواهیم e١ − e٢ محاسبه و e٣ کردن ساده با

e١ − e٢ = −٢x− ٢y + ٢z + ٢t = ٠ =⇒ x+ y = z + t,

e٣ = −m− x+ y − z + t− γ = ٠ =⇒ y + t = ٢m+ x+ z.

تفاضل .t = m و x = ٠ مͬ�گیریم نتیجه t ≤ m چون و مͬ�رسیم x + m = t به بالا رابطه دو جمع از

و z = ٠ داریم لذا .y ≤ m طرفͬ از مͬ�دهد. ما به را y = z +m معادله e١ − e٢ − e٣ یعنͬ بالا روابط

مͬ�کنیم. محاسبه را c۴ کدوا�ژه وزن اکنون .y = m

wt(c۴) = α١ + β + x+ y + z + t+ γ = ۴m.

٣−FPC ͷی Γ بنابراین دارد تناقض است ٢(٢l١+١) مرتبه از کدواژه�ها تمام وزن که اولیه فرض با این اما

است.

ثابت وزن با دودویͬ ٢ − SFPC ۵.۶.٣

کدواژه�ها وقتͬ دودویͬ، ٢ −SFPC(v, b) ͷی در امن، ضدجعل کدهای تعریف به توجه با .٢.٣ ملاحظه

ستون ͷی حتما سطرها، از شده مرتب چهارتایͬ هر برای بͽیریم، درنظر وقوع ماتریس سطرهای عنوان به را

است. شده مطالعه ,٢)-انفصال ٢) عنوان تحت [٢٩] در ویژگͬ این دارد. وجود (٠٠١١)T یا (١١٠٠)T
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برای کنید فرض همچنین باشد. d ثابت وزن با دودویͬ کد ͷی (n,M, d) کنید فرض [١٩] .١۴.٣ قضیه

داشته ،l مثبت صحیح اعداد برخͬ برای اگر برابرند. باهم مͺان ⌊d/٢⌋ در ci, cj ∈ (n,M, d) ،j و i هر

است. ٢ − SFPC ͷی حاصل ,n,M)-کد d) آن�گاه ،d = ٢l و n ≤ ۴l − ١ باشیم

عنوان به c١, c٢, c٣, c۴ ∈ C کنید فرض نباشد. ٢ − SFPC ،C −۴l)-کد ١,M, ٢l) کنید فرض برهان.

داریم: کلیت دادن دست از بدون باشند. شده نوشته آرایه ͷی سطرهای

c١ =

l︷ ︸︸ ︷
١ . . . . . . . . . . . . . . . ١

l︷ ︸︸ ︷
١ . . . . . . . . . . . . . . . ١ ٠ . . . . . . . . . . . . . . . ٠ ٠ . . . . . . ٠ ٠ . . . ٠,

c٢ =

l︷ ︸︸ ︷
١ . . . . . . . . . . . . . . . ١

l︷ ︸︸ ︷٠ . . . . . . . . . . . . . . . ٠
l︷ ︸︸ ︷

١ . . . . . . . . . . . . . . . ١ ٠ . . . . . . ٠ ٠ . . . ٠,

c٣ =

m︷ ︸︸ ︷٠ . . . . . . ٠
l−m︷ ︸︸ ︷

١ . . . . . . ١
m︷ ︸︸ ︷

١ . . . . . . ١
l−m︷ ︸︸ ︷٠ . . . . . . ٠

m︷ ︸︸ ︷
١ . . . . . . ١

l−m︷ ︸︸ ︷٠ . . . . . . ٠
l−m︷ ︸︸ ︷

١ . . . . . . ١ ٠ . . . ٠,

c۴ =

α︷︸︸︷
١..١

m−α︷︸︸︷٠..٠
a︷︸︸︷

١..١
l−m−a︷︸︸︷٠..٠

b︷︸︸︷
١..١

m−b︷︸︸︷٠..٠
c︷︸︸︷

١..١
l−m−c︷︸︸︷٠..٠

f︷︸︸︷
١..١

m−f︷︸︸︷٠..٠
r︷︸︸︷

١..١
l−m−r︷︸︸︷٠..٠

β︷︸︸︷
١..١

l−m−β︷︸︸︷٠..٠
γ︷︸︸︷

١..١ .

خواهد ٢ − SFPC ،C و مͬ�افتد اتفاق (١١٠٠)T ستون ͷی حداقل اول ستون m بین در ،α < m اگر

.α = m لذا بود.

به (٠٠١١)T ستون ͷی حداقل زیرا بود خواهد ٢ −SFPC ͷی C،مشابه به�صورت آن�گاه ،β > ٠ اگر

مͬ�آوریم. به�دست را زیر معادلات اکنون است. β = ٠ بنابراین مͬ�آید. وجود

a+ b+ e+ f + r + γ = ٢l −m است، wt(c۴) = ٢l چون

f + r + γ = l است، |c١ ∩ c۴| = l چون

f + r = l −m− a است، |c٢ ∩ c۴| = l چون

تعداد به توجه با و n ≤ ۴l − ١ مͬ�دانیم طرفͬ از اما .γ ≥ m پس .a = γ −m داریم آخر معادله دو از

با که ،γ ≤ m − ١ یعنͬ مͬ�رسیم. ۴l − m + γ ≤ ۴l − ١ نامساوی به c۴ و c٣ کدواژه�های مؤلفه�های

است. ٢ − SFPC ͷی C لذا دارد تناقض آمده، دست به γ ≥ m



۴ فصل

نظر مورد کدهای برای کران�هایͬ

مقدمه ١.۴

افزایش برای دارند. مستقیم تأثیر هم روی که دارند مختلفͬ پارامترهای امن ضدجعل و ضدجعل کدهای

اعضای تعداد یا و کدواژه هر طول مثل دیͽر پارامترهای روی آن�ها تأثیرات باید ناگزیر کدها این اندازه

به وابسته متفاوتͬ کران�های پذیرفت. را دودویͬ) کدهای برای Z٢ میدان مثال (برای مرجع مجموعه�ی

از موجود نرم�افزاری فضای و امͺانات به توجه با بتوان تا مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را مختلف پارامترهای

گرفت. بهره آن انواع

مͬ��کنیم. ذکر این�جا در را آن تعریف لذا شد، خواهیم مواجه متقارن گروه�های مفهوم با فصل این در

نمایش SX با Xرا روی دوسویͬ توابع تمام مجموعه باشد. ناتهͬ مجموعه ͷیX فرضکنیم تعریف۴.١.

استفاده Sym(n) نماد از SX جای به ،X = {١, ٢, . . . , n} اگر مͬ�گوییم. متقارن گروه آن به و مͬ�دهیم

. |Sym(n)| = n! داریم و مͬ�نامیم جایͽشت ͷی را آن از عضو هر و مͬ�کنیم

است: زیر شرح به اسپرنر١ قضیه همچنین

X = {١, ٢, . . . , n} مجموعه غیرتهͬ زیرمجموعه�های از P = {A١, A٢, . . . , Ap} خانواده [٣٧] .١.۴ قضیه

.|P | ≤
(

n
⌊n

٢ ⌋
)
آن�گاه Ai ⊈ Aj باشیم داشته i ̸= j هر برای اگر بͽیرید. نظر در را

١Sperner’s Theorem

٣۵
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بالا کران دو ٢.۴

c و v به وابسته ،b برای بالا کران ١.٢.۴

دهید: قرار ١ ≤ d ≤ c برای باشد. c− FPC(v, b) ͷی Γ = {w(١), . . . , w(b)} کنید فرض

td = min{|U(C)| : C ⊆ Γ و |C| = d}

مͬ�باشد. C ⊆ Γ شدنͬ مجموعه F (C) و کشف قابل غیر مؤلفه�های مجموعه همان U(C) که

تعریف بالا همانند t١, . . . , tc و c − FPC(v, b) ͷی Γ = {w(١), . . . , w(b)} کنید فرض [٣۶] .١.۴ لم

داریم: صورت این در باشند. شده

٠ < tc < tc−١ < . . . < t١ = v.

به�طوری�که C = {w(u١), . . . , w(ud)} کنید فرض همچنین .td = td−١ ،d ͷی برای کنید فرض برهان.

چون طرفͬ از .U(C) ⊆ U(C ′) که است واضح .C ′ = {w(u١), . . . , w(ud−١)} و |U(C)| = td

تناقض Γ بودن ضدجعل c-کد با این که C ⊆ F (C ′) ∩ Γ پس .U(C) = U(C ′) داریم لذا td = td−١

دارد.

مͬ�دهیم. ارائه tc−١ به وابسته b برای بالا کران ͷی زیر قضیه در

بالا همانند t١, . . . , tc و باشد c− FPC(v, b) ͷی Γ = {w(١), . . . , w(b)} کنید فرض [٣۶] .٢.۴ قضیه

داریم: آن�گاه باشند. شده تعریف

b ≤ c− ١ +

(
tc−١

⌈ tc−١
٢ ⌉

)
.

.R = U(W ) که |R| = tc−١ و |W | = c − ١ که باشد شده انتخاب طوری W ⊆ Γ کنید فرض برهان.

هر برای که است واضح .Ri = U(W ∪ {w(i)}) ،w(i) ∈ Γ \W کدواژه هر برای کنید فرض همچنین

نباشد چنین اگر زیرا .Ri ⊈ Rj داریم ،i ̸= j که w(i), w(j) ∈ Γ \W هر برای و Ri ⊆ R ،w(i) ∈ Γ \W

زیرمجموعه�های دیͽر به�عبارت دارد. تناقض Γ بودن c−FPC با این که ،w(j) ∈ F (W ∪ {w(i)}) آن�گاه



٣٧ بالا کران دو .٢.۴

داریم: اسپرنر قضیه به توجه با مͬ�دهند. تشͺیل R پایه مجموعه با ٢ اسپرنر خانواده ͷی تشͺیل ،Ri

|Γ \W | ≤

(
tc−١
⌈ tc−١

٢ ⌉

)
.

بنابراین: ،|Γ \W | = b− c+ ١ وچون

b ≤ c− ١ +

(
tc−١
⌈ tc−١

٢ ⌉

)
.

آن�گاه: باشد c− FPC(v, b) ͷی Γ اگر [٣۶] .١.۴ نتیجه

b ≤ c− ١ +

(
v − c+ ٢
⌈v−c+٢

٢ ⌉

)
.

مͬ�دانیم: ١.۴ لم به توجه با برهان.

tc < tc−١ < . . . <t٣ < t٢ < t١ = v

⇒ t٣ < v − ١

⇒ t۴ < v − ٢

...

⇒ tc−١ < v − (c− ٣) = v − c+ ٣

رسید. خواهیم مطلوب نتیجه به ٢.۴ قضیه کران در جای�گذاری با .tc−١ ≤ v − c+ ٢ بنابراین

مͬ�کند. صدق بالا کران در به�وضوح که دادیم ارائه c−FPC(c, c)ͷی ١.١ مثال در که بیاورید خاطر به

است. برقرار ٢.١ مثال ٢ − FPC(٣, ۴) برای بالا کران تساوی حالت همچنین

مرجع مجموعه�ی اعضای تعداد به وابسته بالا کران ٢.٢.۴

فرض همچنین باشند. l, c ≥ ٢ شرط با مثبت صحیح اعداد c و q ، l کنید فرض [۶] .٣.۴ قضیه

را c بر l تقسیم باقیمانده باشد. n > q اندازه�ی با و l طول به ای٣ �آرایهq ضدجعل c-کد ͷی C کنید
٢Sperner family
٣q-array
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آن�گاه: مͬ�دهیم. قرار r ∈ {٠, ١, . . . , c− ١}

n ≤ max
{
q⌈l/c⌉, r

(
q⌈l/c⌉ − ١

)
+ (c− r)

(
q⌊l/c⌋ − ١

)}
. (١.۴)

است. بزرگ�تر (١.۴) نامساوی دوم قسمت مجموعه�ها، همه برای تقریباً که مͬ�کنیم ملاحظه البته،

کران که مͬ�دهیم نشان باشد. n اندازه و l طول به q-آرایه�ای ضدجعل c-کد ͷی C کنید فرض برهان.

کنید: تعریف زیر به�صورت را US ،S ⊆ {١, ٢, . . . , l} زیرمجموعه هر برای است. برقرار (١.۴)

US = {x ∈ C : ∄y ∈ C s.t. ∀i ∈ S ;xi = yi}.

تعیین (xi ; i ∈ S) مؤلفه�هایش توسط منحصرا x ∈ US کدواژه�ی هر زیرا |US | ≤ q|S| که است بدیهͬ

دو در (xi ; i ∈ S) مؤلفه ͷی حداقل زیرا .|US | ≤ q|S| − ١ آن�گاه ،n > q|S| اگر این بر علاوه مͬ�شود.

باشند. یͺسان باید بیشتر، یا C از کدواژه

،١ ≤ j ≤ r هر برای که باشند S مجزای زیرمجموعه�های ،S١, S٢, . . . , Sc ⊆ {١, ٢, . . . , l} فرضکنید

اگر پس .∪c
j=١Sj = {١, ٢, . . . , l} بنابراین .|Sj | = ⌊l/c⌋ ،r + ١ ≤ j ≤ c هر برای و |Sj | = ⌈l/c⌉

است. برقرار (١.۴) کران آن�گاه ، C = ∪c
j=١USj دهیم نشان

x١, x٢, . . . , xc ∈ C \ {x} بنابراین باشد. داشته وجود x ∈ C \ ∪c
j=١USj و نباشد چنین کنید فرض

x ∈ F ({x١, x٢, . . . , xc}) لذا است. یͺسان i ∈ Sj هر برای xj و x مؤلفه�ی i-امین که دارند وجود چنان

است. برقرار حͺم و C = ∪c
j=١USj لذا دارد. تناقض C بودن ضدجعل c-کد با که

بزرگ�ترین آن�گاه .٢ ≤ l ≤ c و q ≥ ٢ که باشند مثبت صحیح اعداد c و l ،q کنید فرض [۶] .٢.۴ نتیجه

است. l(q − ١) اندازه�ی دارای ،l طول به q-آرایه�ای ضدجعل c-کد

بالای کران حالت این در پس مͬ�باشد. l با برابر l
c تقسیم باقیمانده و ⌈ l

c⌉ = ١ لذا ٢ ≤ l ≤ c چون برهان.

بود. خواهد l(q − ١) ،٣.۴ قضیه



٣٩ بالا کران دو .٢.۴

دارد کدواژه tq⌈l/c⌉ + O(q⌈l/c⌉−١) حداکثر ، l طول به q-آرایه�ای ضدجعل c-کد ͷی [۶] .٣.۴ نتیجه

.t = l mod c و t ∈ {١, ٢, . . . , c} که یͺتایͬ عددصحیح t به�طوری�که

اگر لذا .t = c داریم r = ٠ برای که تفاوت این با است ٣.۴ قضیه در r همان t کنیدکه توجه برهان.

رسید. خواهیم مطلوب نتیجه به (١.۴) کران در جای�گذاری با و ⌊l/c⌋ = ⌈l/c⌉ − ١ آن�گاه ،t ̸= c

ͷی اندازه�ی بزرگ�ترین باشند. ٢ مساوی یا بزرگ�تر ثابت صحیح اعداد c و l کنید فرض [۶] .۴.۴ نتیجه

آن�گاه: کنید. تعریف Mc,l(q) را l طول به q-آرایه�ای ضدجعل c-کد

lim
q→∞

logMc,l(q) = ⌈l/c⌉.

داریم: ٣.۴ نتیجه به توجه با برهان.

Mc,l(q) ≤ tq⌈l/c⌉ + kq⌈l/c⌉−١ ≤ (t+ ١)q⌈l/c⌉,

بنابراین

logq M,l(q) ≤ ⌈l/c⌉+ logq(t+ ١),

مͬ�دانیم طرفͬ از

lim
q→∞

logq(t+ ١) = ٠,

داریم: لذا

logMc,l(q) ≤ ⌈l/c⌉+ o(١).

داریم: اول اعداد قضیه به بنا .q′ ≤ q که باشد اول عدد ͷی از توانͬ بزرگ�ترین q′ کنید فرض حال

ͷی ،(q′ ≥ l) بزرگ کافͬ اندازه�ی به q′ برای قبل)، (فصل ٢ ساختار در آن�جاییͺه از .q′/q = ١ − o(١)

بنابراین .logq′ Mc,l(q
′) ≥ ⌈l/c⌉ لذا آوردیم، به�دست q′⌈l/c⌉ اندازه�ی با آرایه�ای q′ ضدجعل c-کد

logq Mc,l(q) ≥ logq Mc,l(q
′) ≥ logq′ Mc,l(q

′)− o(١) ≥ ⌈l/c⌉ − o(١).

پس

⌈l/c⌉ − o(١) ≤ logq Mc,l(q) ≤ ⌈l/c⌉+ o(١).
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است. ⌈l/c⌉ با برابر و موجود limq→∞ logq Mc,l(q) لذا

همچنین .l = ١ mod c و باشند ٢ مساوی یا بزرگ�تر ثابت صحیح اعداد c و l فرضکنید [۶] .۵.۴ نتیجه

آن�گاه: باشد. شده تعریف ۴.۴ نتیجه همانند Mc,l(q) کنید فرض

lim
q→∞

Mc,l(q)/q
⌈l/c⌉ = ١.

پس باشد. شده تعریف قبل مانند q′ کنید فرض برهان.

lim
q→∞

q′⌈l/c⌉

q⌈l/c⌉
= ١.

طرفͬ از

q′
⌈l/c⌉ ≤ Mc,l(q

′) ≤ Mc,l(q) ≤ tq⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١).

رسید خواهیم زیر رابطه به آن�ها از گرفتن حد سپس و q⌈l/c⌉ بر بالا رابطه طرفین تقسیم با

lim
q→∞

q′⌈l/c⌉

q⌈l/c⌉
≤ lim

q→∞

Mc,l(q)

q⌈l/c⌉
≤ t

داشت: خواهیم لذا .t = ١ ،(l = ١ mod c) فرض به توجه با طرفͬ از

lim
q→∞

Mc,l(q)/q
⌈l/c⌉ = ١.

داریم: ۴.۴ نتیجه به توجه با [۶] .۶.۴ نتیجه

lim
q→∞

M٢,l(q)/q
⌈l/٢⌉ = ١ باشد: فرد l اگر

و

lim
q→∞

M٢,l(q)/q
⌈l/٢⌉ = ٢ باشد: زوج l اگر

.l = ١ (mod ٢) و c = ٢ زیرا است. قرار بر ۵.۴ نتیجه� به بنا اول قسمت برهان.
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داریم: قبل) (فصل ٣ ساختار در |C| به توجه با همچنین و ٣.۴ نتیجه� به بنا دوم، قسمت برای

٢(q − ١)l/١)٢ − ١/٢
√

q − ١) ≤ M٢,l(q) ≤ tq⌈l/٢⌉ +O(q⌈l/٢⌉−١)

داریم: آن�ها از گرفتن حد همچنین و q⌈l/٢⌉ بر نامساوری طرفین تقسیم با حال

٢ ≤ lim
q→∞

M٢,l(q)

q⌈l/٢⌉ ≤ t

داریم: l بودن زوج حالت در بنابراین .t = ٢ داریم ،l = ٢ (mod ٢) این�که به توجه با همچنین

lim
q→∞

M٢,l(q)/q
⌈l/٢⌉ = ٢.

یافته بهبود بالای کران ͷی ٣.۴

است ممͺن است)، قرار بر تساوی حالت در ٣.۴ قضیه� کران نتایج این (در ۶.۴ و ٢.۴ نتایج به توجه با

سازی فراهم مشͺل بخش، این نیست. چنین این اگرچه است، دقیق همیشه ٣.۴ قضیه� کران که بزنید حدس

۴.۴ بخش در مشͺل این که مͬ�دهد کاهش حدی مجموعه� تئوری در مشͺل ͷی به را یافته بهبود بالای کران

شد. خواهد بررسͬ

و مجموعه ͷی را D باشند. ١ ≤ k ≤ l باشرط ثابت صحیح اعداد k و l کنید فرض

(VS ⊆ D : S ⊆ {١, ٢, . . . , l}, |S| = k)

گذاری اندیس {١, ٢ . . . , l} از عضوی k زیرمجموعه�های توسط که D زیرمجموعه�های از خانواده ͷی را

اگر مͬ�گوییم، ضدجعل کد مجموعه�ای �سیستم(k, l; b, t) ͷی خانواده این به بͽیرید. نظر در شده�اند،

باشیم: داشته همچنین و |VS | ≤ b ،{١, ٢ . . . , l} از S تایͬ k زیرمجموعه�ی هر برای

VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt = D, (٢.۴)

با را خانواده این سپس باشند. k اندازه با {١, ٢ . . . , l} از مجزا دو به دو زیرمجموعه�های S١, S٢, . . . St که

مͬ�دهیم. قرار |D| را آن اندازه و مͬ�کنیم مشخص (k, l; b, t)− FPCSS نماد
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اندازه بیشترین بتوانیم اگر پس مͬ�آید به�دست FPCSS ͷی ضدجعل، کد هر از دهیم نشان مͬ�خواهیم

خواهیم فراهم ضدجعل یͷکد اندازه برای بالا کران ͷی آن از استفاده با آن�گاه کنیم، تعیین را FPCSS ͷی

کرد.

که t ∈ {١, ٢ . . . , c} دهید قرار .l > c که باشند مثبت صحیح اعداد l و c ،q کنید فرض [۶] .٢.۴ لم

�باشد، کدواژه n شامل و l طول به q-آرایه�ای ضدجعل c-کد ͷی C اگر .k = ⌈l/c⌉ و t = l (mod c)

حداقل اندازه با دارد وجود (k, l; qk, t)− FPCSS ͷی آن�گاه

n−
(

l
k−١

)
qk−١.

تعریف x ∈ C کدواژه�های از مجموعه�ای را US ،S ⊆ {١, ٢, . . . , l} هر برای ، ٢.٢.۴ بخش مطابق برهان.

این به مͬ�شوند مشخص مؤلفه�هایشان از ( xi : i ∈ S ) شده مرتب زیرمجموعه توسط منحصراً که مͬ�کنیم

و هستند یͺتا ( xi : i ∈ S ) مؤلفه�های که معنͬ

US = {x ∈ C , ∄y ∈ C \ {x} s.t. ∀i ∈ S; xi = yi}.

{١, ٢, . . . , l} از زیرمجموعه�هایͬ S١, S٢, . . . , Sc زمانͬ�که کنیم ثابت توانیم مͬ ، قضیه۴.٣ اثبات همانند

آن�گاه هستند ، S١ ∪ S٢ ∪ . . . ∪ Sc = {١, ٢, . . . , l} ویژگͬ با

C = US١ ∪ US٢ ∪ . . . ∪ USc .

دهید: قرار مͬ�کنیم. تعریف �صورت این به FPCSS ͷی اکنون

D = C \
(∪

S

US

)
٣.۴ قضیه اثبات در مͬ�شود. شامل را {١, ٢, . . . , l} مجموعه از تایͬ k − ١ زیرمجموعه�های تمام S که

داریم: بنابراین .|US | ≤ q|S| که کردیم مشاهده

|D| ≥ n−
(

l
k−١

)
qk−١.

که است واضح .VS = US ∩ D کنید تعریف ،|S| = k که S ⊆ {١, ٢, . . . , l} زیرمجموعه هر برای

.|VS | ≤ |US | ≤ qk
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مͬ�دهند. تشͺیل (k, l; qk, t) − FPCSS ͷی درستͬ به� ، VS زیرمجموعه�های دهیم نشان باید حال

ثابت باید باشند. {١, ٢, . . . , l} از مجزا تایͬ k زیرمجموعه�های از مجموعه�ای S١, S٢, . . . , St کنید فرض

قرار S١ ∪ S٢ ∪ . . . ∪ St درون که {١, ٢, . . . , l} عضوهای تعداد .VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt = D کنیم

l = (k−١)c+ t نتیجه در ،k = ⌈l/c⌉ و t = l (mod c) مͬ�دانیم طرفͬ از . l− tk با است برابر نمͬ�گیرند،

.l − tk = (c− t)(k − ١) لذا و

که دارند وجود k − ١ اندازه با St+١, St+٢, . . . , Sc مجموعه�های بنابراین،

S١ ∪ S٢ ∪ . . . ∪ Sc = {١, ٢, . . . , l}.

زیرمجموعه�های شامل D مجموعه زیرا ،∀i ≥ t + ١ ; USi ∩D = ∅ مͬ�دانیم D تعریف نحوه�ی به بنا

داریم: بنابراین نمͬ�شود. تایͬ k − ١

VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt = (US١ ∪ US٢ ∪ . . . ∪ USt) ∩D

= (US١ ∪ US٢ ∪ . . . ∪ USc) ∩D

= C ∩D

= D.

حداقل اندازه با FPCSS ͷی مذکور مجموعه�های کردیم ادعا که همان�طور لذا

n−
(

l
k−١

)
qk−١

مͬ�دهند. تشͺیل

مͬ�کنیم. معرفͬ است، اهمیت حائز که را حدی مجموعه تئوری مشͺل اکنون

t دارای هرگاه مͬ�گوییم، مجزا۴ �غیرt را مجموعه ͷی زیرمجموعه�های از S خانواده [۶] .٢.۴ تعریف

نباشند. مجزا دو به دو زیرمجموعه
۴t-colliding
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ͷی در زیرمجموعه�ها تعداد بیشترین باشند. ١ ≤ k ≤ l باشرط مثبت صحیح اعداد l و k ،t کنید فرض

وقتͬ بنابراین مͬ�نامیم. m(t, k, l) را {١, ٢, . . . , l} تایͬ k های زیرمجموعه از S مجزای t-غیر خانواده

داشت خواهد عضو l از بیش تایͬ k زیرمجموعه t هر حالت این در زیرا .m(t, k, l) =
(
l
k

)
داریم ، tk > l

این در بنابراین، هستند. مجزا t-غیر لذا باشند، مجزا نمͬ�توانند پس دارد وجود تͺراری عضو یعنͬ این و

.m(t, k, l) <
(
l
k

)
دیͽر حالت�های در و گرفت نظر در را تایͬ k زیرمجموعه�های تمام مͬ�توان حالت

(k, l; b, t)−FPCSS ͷی آن�گاه باشند، tk ≤ l باشرط مثبت صحیح اعداد b و l ،k ،t اگر [۶] .۴.۴ قضیه

حداکثر اندازه )با
١

١ −m(t, k, l)/
(
l
k

))b
دارد. وجود

اندازه روی کرانͬ هیچ حالت این در بنابراین است. برقرار (٢.۴) شرط ،tk > l برای مͬ�کنیم ملاحظه

ندارد. وجود (k, l; b, t)− FPCSS ͷی

ͷی تشͺیل که باشد D مجموعه�های زیر شامل مجموعه�ای (VS) و مجموعه ͷی D کنید فرض برهان.

مͬ�دهند. (k, l; b, t)− FPCSS

مجموعه�ی اعضای شمارش با را |D| روی بالا کران

K = {(x, S) : x ∈ VS} (٣.۴)

زیرمجموعه�ها برای انتخاب تا
(
l
k

)
مͬ�کنیم. روشمحاسبه دو به ،x ∈ D و |S| = k ،S ⊆ {١, ٢, . . . , l} که

به بنا زیرا دارد. وجود x برای انتخاب b حداکثر باشد، شده انتخاب S ابتدا کنید فرض دارد. وجود (Sها)

.|K| ≤
(
l
k

)
b بنابراین .|VS | ≤ b ،FPCSS تعریف

دارد. وجود VS در k اندازه با S زیرمجموعه
(
l
k

)
−m(t, k, l) حداقل برای x ∈ D ͷی که مͬ�کنیم ادعا

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را S مجموعه

S = {S ⊆ {١, ٢, . . . , l} : |S| = k و x /∈ VS}
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باشند داشته وجود S١, S٢, . . . , St مجزای دو به دو زیرمجموعه�های اگر زیرا است، مجزا t-غیر ،S اکنون

چون طرفͬ از دارد. تناقض ،FPCSS برای (٢.۴) ویژگͬ با این که ،x /∈ VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt آن�گاه

است. صحیح ما ادعای لذا ،|S| ≤ m(t, k, l) است مجزا t-غیر ،S

حداقل ثابت، xͷی برای که مͬ�کند بیان ما ادعای و دارد وجود (٣.۴) مجموعه در x برای انتخاب |D|

|K| ≥ |D|
((

l
k

)
− m(t, k, l)

)
بنابراین دارد. وجود ،(x, S) ∈ K که S برای انتخاب

(
l
k

)
− m(t, k, l)

دایم: اکنون مͬ�باشد.

|D|
((

l
k

)
−m(t, k, l)

)
≤ |K| ≤

(
l
k

)
b.

بنابراین

|D| ≤
(
l
k

)
b(

l
k

)
−m(t, k, l)

=
( ١

١ −m(t, k, l)/
(
l
k

))b.

است. دقیق ۴.۴ قضیه کران که مͬ�دهیم نشان زیر مثال در

از مجزا t-غیر خانواده ͷی را S باشند. tk ≤ l باشرط مثبت صحیح اعداد l و k ،t کنید فرض

دهید قرار است. زیرمجموعه m(t, k, l) شامل که بͽیرید درنظر {١, ٢, . . . , l} از تایͬ k زیرمجموعه�های

این روی ممͺن جای�گشت�های تمام شامل ، {١, ٢, . . . , l} روی متقارن گروه Sym(l) که D = Sym(l)

قراردهید: ،|S| = k که S ⊆ {١, ٢, . . . , l} زیرمجموعه هر برای است. مجموعه

VS = {π ∈ D : π(S) /∈ S}.

برای که باشند {١, ٢, . . . , l} مجموعه�ی از مجزا دو به دو زیرمجموعه�های S١, S٢, . . . , St کنید فرض

.π /∈ VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt ولͬ π ∈ D کنید فرض همچنین است. |Si| = k ،١ ≤ i ≤ t هر

که است معنا بدان این ولͬ .π(Si) ∈ S ،i ∈ {١, ٢, . . . , t} هر برای ،VS تعریف به توجه با سپس

که مͬ�دهند. تشͺیل S از مجزا دو به دو زیرمجموعه�های شامل مجموعه ͷی π(S١), π(S٢), . . . , π(St)
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شرط لذا .π ∈ VS١ ∪ VS٢ ∪ . . . ∪ VSt ،π ∈ D هر برای بنابراین دارد. تناقض S بودن مجزا t-غیر با این

است. برقرار (٢.۴)

تعداد شمارش برای زیرا .|VS | = b =
((

l
k

)
−m(t, k, l)

)
k!(l− k)! ،S هر برای و |D| = l! به�وضوح

مجموعه�ها این روی π توابع تمام سپس و کرده محاسبه را S /∈ S که هایͬ S تعداد باید ابتدا VS اعضای

داریم: طرفͬ از کنیم. شمارش را

b

١ −m(t, k, l)/
(
l
k

) =

((
l
k

)
−m(t, k, l)

)
k!(l − k)!((

l
k

)
−m(t, k, l)

)
/
(
l
k

)
=

((
l
k

)
−m(t, k, l)

) l!︷ ︸︸ ︷
k!(l − k)!

(
l
k

)(
l
k

)
−m(t, k, l)

= l! = |D|.

مͬ�کند. صدق ۴.۴ قضیه کران تساوی حالت در که است (k, l; b, t)− FPCSS ͷی D بنابراین

نظر در را t ∈ {١, ٢, . . . , c} .c ≥ ٢ و l ≥ ٢ که باشند صحیح اعداد l و c کنید فرض [۶] .٧.۴ نتیجه

c برای آن�گاه باشد. l طول به q-آرایه�ای ضدجعل یcͷ-کد C کنید فرض باشد. t = l (mod c) که بͽیرید

تعریف زیر صورت به k′ ثابت که است. |C| ≤ k′q⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١) بزرگ کافͬ اندازه به q و ثابت l و

مͬ�شود

k′ =
١

١ −m(t, ⌈l/c⌉, l)/
(

l
⌈l/c⌉

) .
t⌈l/c⌉ ≤ l و k = ⌈l/c⌉ به توجه با باشد. C به وابسته (k, l; qk, t)−FPCSS ͷی D کنید فرض برهان.

داریم: ۴.۴ قضیه و ٢.۴ لم به بنا و

n−
(

l

k − ١

)
qk−١ ≤ |D| ≤ b

١ −m(t, k, l)/
(
l
k

) ,
لذا .|C| = n که

n ≤ b

١ −m(t, k, l)/
(
l
k

) + ( l

k − ١

)
qk−١.
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بنابراین ،k = ⌈l/c⌉ و b = qk طرفͬ از

|C| ≤ q⌈l/c⌉

١ −m(t, ⌈l/c⌉, l)/
(

l
⌈l/c⌉

) + ( l

⌈l/c⌉ − ١

)
q⌈l/c⌉−١.

داریم: لذا

|C| ≤ k′q⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١).

وابسته کران�های ۴.۴

ͷی اندازه بیشترین را m(t, k, l) قبل مانند باشند. tk ≤ l باشرط مثبت صحیح اعداد l و k ،t کنید فرض

،S ∈ S هر برای که مͬ�کنیم، تعریف {١, ٢, . . . , l} مجموعه زیرمجموعه�های از ،S مجزای t-غیر خانواده

مͬ�کنیم. بیان m(t, k, l) برای بالا کران ͷی بخش این در .|S| = k

در لذا باشند، مجزا t-غیر نمͬ�توانند زیرمجموعه�ها از خانواده هیچ ،t = ١ حالت در که است بدیهͬ

مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت را M خانواده .t ≥ ٢ مͬ�کنیم فرض ما پس .m(t, k, l) = ٠ حالت این

M = {S ⊆ {١, ٢, . . . , l} : |S| = k و S ∩ {١, ٢, . . . , t− ١} ̸= ∅}

که {١, ٢, . . . , l} مجموعه� از S١, S٢, . . . , St زیرمجموعه t هر برای زیرا است، مجزا t-غیر خانواده این

لذا مͬ�شوند. {١, ٢, . . . , t − ١} از عضو ͷی شامل حداقل هرکدام مͬ�دانیم ،|Si| = k ،١ ≤ i ≤ t برای

و مجزا t-غیر ،M بنابراین دارد. تͺراری عضو زیرمجموعه�ها این از دوتا حداقل کبوتری، لانه اصل به بنا

داریم انتظار ما که مͬ�کند بیان m(t, k, l) برای پایین کران ͷی خانواده این .|M| =
(
l
k

)
−
(
l−(t−١)

k

)
دهند نشان که است شده سعͬ کرده�اند، تحقیق مسئله این روی که مقاله�هایͬ از بسیاری در باشد. دقیق

.(m(t, k, l) = |M| که معنͬ این (به است بهینه M باشد، برقرار l و k ،t برای یادشده شرایط که وقتͬ

است بهینه M ،t = ٢ درحالت که دارند اظهار کنید) ملاحظه را [۴] (هم�چنین [٢٣] در سایرین و اردوش

اثبات او بود. گرفته درنظر را t > ٢ ابتدا مسئله، این برای [٢١] در اردوش ,٢)mمͬ�باشد. k, l) =
(
l−١
k−١
)
و
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نشان [٧] در سایرین و بولوباش است. بهینه M آن�گاه ،l > tk هرگاه که دارد وجود k ثابت ͷی که کرد

زمانͬ�که مͬ�دهد، نشان که �است آمده فرانͺل از نتیجه ͷی [١۶] در باشد. l > ٢k٣t است کافͬ که دادند

برخͬ برای وقتͬ که مͬ�زنند حدس ۶ فرانͺل و ۵ دزا است. Mبهینه آن�گاه ،l > k′kt٢ ،k′ ثابت برخͬ برای

است. بهینه M آن�گاه ،l > k′′k′t باشیم داشته k′′ ثابت

کران ͷی که مندیم علاقه ،l و k ،tمشخص مقادیر ,m(tبرای k, l) =
(
l
k

)
−
(l−(t−١)

k

)
اثبات بر علاوه

ادامه در ۵.۴ قضیه در را کرانͬ چنین ͷی کنیم. پیدا l و k ،t از مقداری هر ازای به m(t, k, l) برای بالا

خاصͬ حالت که مͬ�شود نتیجه [٢٧] در اردوش-کو-رادو٧ قضیه از کتونا اثبات از کران این آورد. خواهیم

است. [٢۶] در گرونا کران از

ساده�تر حالت ͷی ابتدا گرونا کران اثبات از قبل مͬ�کنیم. ذکر را آن� اثبات بحث کردن کامل منظور به

کنید: تعریف زیر به�صورت را Tl(a) ⊆ Zl ،a ∈ Zl برای بͽیرید. نظر در را Zl مͬ�گیریم. نظر در را

Tl(a) = {a, a+ ١, . . . , a+ (k − ١)},

دهید: قرار و

T = {Tl(a) : a ∈ Zl}.

خانواده و Tl(a) مجموعه�های باشند. l ≥ tk باشرط مثبت صحیح اعداد l و k ،t کنید فرض [۶] .٣.۴ لم

.|S| ≤ (t−١)k آن�گاه است. مجزا t-غیر و دارد قرار T در S فرضکنید کنید. تعریف بالا صورت به را T

حالت در و است مجزا t-غیر ،S = {Tl(a) : ٠ ≤ a ≤ (t − ١)k − ١}} خانواده که کنید دقت

فرض هستند. مجزا غیر بͽیریم، نظر در که را خانواده این از عضو t هر زیرا مͬ�کند. صدق بالا کران تساوی

k حداقل ai+١ و ai هر بین لذا .a١ < a٢ < . . . < at و مجزا Tl(a١), Tl(a٢), . . . , Tl(at) ∈ S کنید

و مجزاست t-غیر ،S خانواده رو این از . Tl(at) /∈ S بنابراین .at ≥ tk یعنͬ این و دارد وجود اختلاف

.|S| = (t− ١)k
۵Deza
۶Frankle
٧Erdos-Ko-Rado
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T١, T٢, . . . , Tk به را T مͬ�توانیم حالت این در .l = tk کنید فرض مͬ�کنیم. ثابت l روی استقراء به برهان.

،i هر برای که کنیم تقسیم�بندی

Ti = {Tl(i), Tl(i+ k), Tl(i+ ٢k), . . . , Tl(i+ (t− ١)k)}.

بنابراین .|Ti ∩S| ≤ t−١ پس نمͬ�شوند واقع S در لذا هستند، مجزا دو به دو مجموعه t شامل ها Ti چون

|S| = |(
T︷ ︸︸ ︷

T١ ∪ T٢ ∪ . . . ∪ TK) ∩ S|

=
k∑
i=t

|Ti ∩ S|

≤ (t− ١)k.

است. برقرار لم ، t = lk حالت برای لذا

قطعاً باشد. برقرار حͺم ، l از کوچ�ͷتر مقادیر تمام برای کنید فرض و بͽیرید درنظر را t > lk حال،

تعریف زیر به�صورت را Zl−١ زیرمجموعه�های از S̄ خانواده . Tl(c) /∈ S که دارد وجود c ∈ Zl لذا ،S ̸= T

مͬ�کنیم.

S̄ ={Tl−١(a) : a ∈ {٠, ١, . . . , c− ١}, Tl(a) ∈ S}

∪ {Tl−١(a− ١) : a ∈ {c+ ١, c+ ٢, . . . , l − ١}, Tl(a) ∈ S}

پس دارد. وجود S̄ درون مجموعه�های زیر و S درون مجموعه�های زیر بین ͷی به ͷی تناظر ͷی به�وضوح

اندازه بزرگͬ به حداقل ، S̄ درون زیرمجموعه�های از جفت ͷی اشتراک اندازه براین علاوه .|S| = |S̄|

نیز S̄ که مͬ�شود موجب S بودن مجزا t-غیر بنابراین است. S در متناظرشان زیرمجموعه�های اشتراک

باشد. مجزا t-غیر

است. برقرار حͺم و |S| ≤ (t− ١)k بنابراین .|S̄| ≤ (t− ١)k استقراء، فرض به بنا

ͷی S کنید فرض همچنین باشند. tk ≤ l باشرط مثبت صحیح اعداد l و k ،t کنید فرض [۶] .۵.۴ قضیه

داریم: آن�گاه باشد. {١, ٢, . . . , l} تایͬ k زیرمجموعه�های از مجزا t-غیر خانواده

|S| ≤

(
l
k

)
(t− ١)k

l
.
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باشد (α, S) مرتب�های زوج از مجموعه�ای Q کنید فرض کنید. تعریف قبل همانند را T خانواده برهان.

Q مجموعه عناصر حال باشد. دوسویͬ نͽاشت ͷی α : {١, ٢, . . . , l} → Zl که α(S) ∈ T و S ∈ S که

مͬ�کنیم. محاسبه روش دو به را

وجود α(S) ∈ T برای انتخاب l ثابت، S ͷی به�ازای و دارد وجود S ∈ S برای انتخاب ،|S| تعداد به

بنابراین دارد. وجود α مناسب دوسویͬ نͽاشت ͷی برای حالت k!(l − k)! و دارد

|Q| = l|S|k!(l − k)!.

فرض اکنون دارد. وجود α برای انتخاب l! مͬ�کنیم. محاسبه دیͽری روش به را Q عناصر تعداد حال

که است |X | با برابر S انتخاب برای حالت�ها تعداد باشد. ثابت α کنید

X = {S ∈ S : α(S) ∈ T }.

متناظر زیرخانواده پس است. مجزا t-غیر نیز X لذا است. S مجزا t-غیر خانواده از زیرخانواده ͷی X

،٣.۴ لم به توجه با سپس مͬ�باشد. مجزا t-غیر نیز است) α(X ) = {α(S) : S ∈ X} (که T از α(X )

بنابراین: ،|Q| ≤ l!(t− ١)k داریم لذا .|X | = |α(X )| ≤ (t− ١)k

|S| = |Q|/(k!(l − k)!l)

≤ l!(t− ١)k/(k!(l − k)!l)

=

(
l
k

)
(t− ١)k

l
.

۵.۴ قضیه کران t = ١ حالت در است بدیهͬ .m(t, k, l) ≤
(
l
k

) (t−١)k
l که مͬ�کند بیان ۵.۴ قضیه

حالت برای همچنین .|S| = ٠ حالت این در زیرا است برقرار تساوی یعنͬ است، ممͺن حالت بهترین

درنظر کردیم تعریف بخش ابتدای در که را M مجموعه است کافͬ زیرا است. دقیق کران این نیز t = ٢
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داریم: سپس بͽیریم.

|M| =
(
l

k

)
−
(
l − ١
k

)
=

l!

k!(l − k)!
− (l − ١)!

k!(l − k)!

=
l!− (l − ١)!(l − k)

k!(l − k)!

=
(l − ١)!(l − l + k)

k!(l − k)!

=
(l − ١)!

(k − ١)!(l − k)!

=

(
l

k

)
k

l
.

مجزای t-غیر خانواده ، tk = l حالت برای

N = {S ⊆ {١, ٢, . . . , l} : |S| = k ١و /∈ S}

است. دقیق نیز tk = l حالت برای ۵.۴ قضیه کران بنابراین است. مجموعه
(
l
k

) (t−١)k
l شامل

بود: خواهد زیر شͺل به ۵.۴ قضیه کران کند میل بͬ�نهایت سمت به l و باشند ثابت k و t زمانͬ�که

m(t, k, l) ≤ (t− ١)lk−١/(k − ١)! +O(lk−٢).

مجزای t-غیر خانواده منظور این برای بود. خواهد صورت همین به نیز m(t, k, l) پایین کران مͬ�کنیم ثابت

در .|M| =
(
l
k

)
−
(l−(t−١)

k

)
که کردیم ثابت قبلا بͽیرید. نظر در کردیم، تعریف بخش ابتدای در که Mرا

که زیرمجموعه�هایͬ سپس و شده شمارش {١, ٢, . . . , l} از تایͬ k زیرمجموعه�های همه ابتدا محاسبه این

محاسبه دیͽری روش به را |M| مͬ�خواهیم است. شده حذف ندارند، {١, ٢, . . . , t − ١} با اشتراکͬ هیچ

محاسبه را دارند {١, ٢, . . . , t− ١} از عضو ͷی که تایͬ k زیرمجموعه�های تعداد ابتدا روش این در کنیم.

تا مͬ�دهیم ادامه ترتیب همین به و دارند {١, ٢, . . . , t− ١} از عضو دو که زیرمجموعه�هایͬ سپس مͬ�کنیم.
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بنابراین مͬ�کنیم. شمارش دارند، را اولیه عضو t− ١ که تایͬ k زیرمجموعه�های نهایت در

|M| =
(
t− ١

١

)(
l − (t− ١)

k − ١

)
+

(
t− ١

٢

)(
l − (t− ١)

k − ٢

)
+ . . .

+

(
t− ١
t− ١

)(
l − (t− ١)
k − (t− ١)

)
=

t−١∑
i=١

(
t− ١
i

)(
l − (t− ١)

k − i

)
.

(t−١)lk−١/(k−١)!+O(lk−٢)عبارت به باشد بزرگ کافͬ اندازه به l و بͽیریم نظر در ثابت را t و k اگر

مͬ�رسیم.

بنابراین مͬ�کند. میل ١ سمت به m(t, k, l) روی پایین کران و بالا کران بین نسبت حالت، این در پس

مͬ�دهد. رخ آن تساوی حالت و است دقیق ۵.۴ قضیه کران بزرگ، کافͬ اندازه به l برای

درنظر را t ∈ {١, ٢, . . . , c} .l ≥ ٢ و c ≥ ٢ که باشند صحیح اعداد l و c کنید فرض [۶] .٨.۴ نتیجه

آن�گاه: باشد. l طول به� ضدجعل c-کد ͷی C کنید فرض .t = l (mod c) که بͽیرید

|C| ≤
( l

l − (t− ١)⌈l/c⌉
)
q⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١).

با: است برابر k ثابت که ،|C| ≤ kq⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١) مͬ�دانیم ٧.۴ نتیجه به توجه با برهان.

k =
١

١ −m(t, ⌈l/c⌉, l)/
(

l
⌈l/c⌉

) ,
مͬ�دانیم ۵.۴ قضیه به توجه با طرفͬ از .t⌈l/c⌉ ≤ l و

m(t, ⌈l/c⌉, l) ≤
(

l

⌈l/c⌉

)
(t− ١)⌈l/c⌉

l
,

پس

١ −m(t, ⌈l/c⌉, l)
/( l

⌈l/c⌉

)
≥ ١ − (t− ١)⌈l/c⌉

l

=
l − (t− ١)⌈l/c⌉

l
.
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این�رو از

١
k
≥ l − (t− ١)⌈l/c⌉

l

لذا بود خواهد مثبت نامساوی دوطرف پس ،t⌈l/c⌉ ≤ l و مثبت ، k ثابت که آن�جایͬ از و

k ≤ l

l − (t− ١)⌈l/c⌉ .

بنابراین

|C| ≤
( l

l − (t− ١)⌈l/c⌉
)
q⌈l/c⌉ +O(q⌈l/c⌉−١).

ساختار بدون کران�های ۵.۴

کدها، این از بعضͬ برای شده�اند. حاصل احتمالͬ روش�های با اغلب ساختار، بدون ضدجعل کدهای

ارائه کران�ها این آوردن به�دست برای روش ͷی بخش این در �است. شده گرفته نتیجه نوع این از کران�هایͬ

برای کران ͷی با شده، استفاده ͷنیͺت ساختن روشن برای شده�اند. اثبات مشابه به�صورت اغلب که مͬ�دهیم

ثابت کنید) مشاهده را [٣٣] (همچنین [٣٢] در ابتدا کران این مͬ�کنیم. شروع کامل درهم�ساز خانواده�های

بود. شده

این به که باشد G ٨ ͬͽرن چندجمله�ای P (G,m) کنید فرض است. شده داده G = (V,E) گراف

G مجاز آمیزی�های ͹رن-m تعداد P (G,m) ،m مثبت عددصحیح ͷی برای شده�است: تعریف صورت

به�طوری�که شده تعیین ͹رنm از استفاده رئوسGبا کردن ͹رن برای روش�ها تعداد (یعنͬ رامشخصمͬ�کند

است واضح نباشند). ͹رن�ͷی شده�اند، وصل به�هم e ∈ E یال توسط که v١, v٢ ∈ V مجاور ر�أس دو هیچ

تصادفͬ و مستقل بطور G رئوس اگر مͬ�باشد. |V | درجه از و m حسب بر چندجمله�ای ͷی P (G,m) که

باشد مجاز آمیزی ͹رن-m ͷی نتیجه، اینͺه احتمال آن�گاه باشند، شده آمیزی ͹رن ،͹رن m از استفاده با

ͷی عناصر آن ورودی�های که بͽیرید درنظر را A ،N × n ماتریس اکنون .P (G,m)/m|V | با است برابر

ͷی برای شده�اند. گذاری شماره ١, ٢, . . . n اعداد با آن ستون�های و هستند m اندازه با S ثابت مجموعه
٨chromatic polynomial
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درایه�هایش که باشد داشته وجود A از سطر ͷی اگر ،XA(C) = ٠ کنید: تعریف ،A ستون w از C مجموعه

تصادفͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .XA(C) = ١ دهید قرار آن غیر در و باشند متمایز C ستون�های روی

متغیر X(C) و شوند) انتخاب S مجموعه از تصادفͬ و مستقل به�صورت A (ورودی�های باشد N × n

با: است برابر X(C) از انتظار مورد مقادیر که است واضح مͬ�شود. مشخص آن توسط که باشد تصادفͬ

E[X(C)] =

(
١ − P (Kw,m)

mw

)N

=

(
١ − m(m− ١) · · · (m− w + ١)

mw

)N

.

است. آمده به�دست X(C) = ٠ احتمال محاسبه از استفاده با و است X(C) = ١ احتمال واقع در این که

ستون w روی درایه�ها بودن متمایز برای زیرا است. رأسͬ w کامل گراف ͬͽرن چندجمله�ای نیز P (Kw,m)

متصل هم به گراف این در رأس�ها تمام چون بͽیریم. نظر در را Kw کامل گراف کافیست ،C مجموعه

درایه�های بودن متمایز معنͬ به گراف این برای آمیزی ͹رن-m ͷی بودن مجاز که است واضح لذا هستند

این در که دارد وجود A در سطر گراف، این برای مجاز آمیزی�های ͹رن تعداد به یعنͬ مͬ�باشد. ستون�ها این

کنیم تعریف زیر زیر به�صورت را تصادفͬ متغیر اگر متمایزند. C ستون�های به مربوط درایه�های سطرها

X =
∑

{C⊆{١,...,n}:|C|=w}

X(C),

مͬ�شود: حاصل زیر فرمول آن�گاه

E[X] =

(
n

w

)(
١ − m(m− ١) · · · (m− w + ١)

mw

)N

=

(
n

w

)(
١ −

w!
(
m
w

)
mw

)N

=

(
n

w

)(
mw − w!

(
m
w

)
mw

)N

.

و
∑

{C⊆{١,...,n}:|C|=w}X(C) = ٠ لذا دارد، وجود X = ٠ ͷی حداقل E[X] < ١ اگر که است واضح

که است موجود سطر ͷی ،|C| = w با C ⊆ {١, . . . , n} هر برای که دارد وجود A ماتریس ͷی یعنͬ این

است. PHF (N ;n,m,w) ͷی وقوع ماتریس A ماتریس لذا است. متمایز C ستون�های روی آن درایه�های
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اگر [٣٢] .۶.۴ قضیه

N >
log
(
n
w

)
log(mw)− log

(
mw − w!

(
m
w

))
دارد. وجود PHF (N ;n,m,w) ͷی آن�گاه

: E[X] < ١ دهیم قرار کافیست فقط بالا توضیحات به توجه با برهان.

E(X) =

(
n

w

)(
mw − w!

(
m
w

)
mw

)N

< ١

⇒ log

(
n

w

)
+N log

(
mw − w!

(
m
w

)
mw

)
< ٠

⇒ log

(
n

w

)
< −N

(
log
(
mw − w!

(
m

w

))
− log (mw)

)

سرانجام و

N >
log
(
n
w

)
log(mw)− log

(
mw − w!

(
m
w

)) .
مͬ�رسیم. حͺم به بازگشتͬ روش به حال

کنید فرض کنیم. استفاده جداساز درهم خانواده�های کران�های اثبات برای مشابه روشͬ از مͬ�توانیم ما

بͽیرید، درنظر را A ،N ×nماتریس .w = w١ +w٢ دهید قرار .C١ ∩C٢ = ∅ و |C١| = w١, |C٢| = w٢

با C١ ستون�های روی درایه�هایش که باشد داشته وجود A از سطر ͷی اگر ،XA(C١, C٢) = ٠ کنید تعریف

خواهیم بنابراین .XA(C١, C٢) = ١ دهید قرار صورت این غیر در و متمایزند C٢ ستون�های روی درایه�ها

داشت:

E[X(C١, C٢)] =

(
١ −

P (Kw١,w٢ ,m)

mw

)N

.

بین ممͺن یال�های تمام که است Kw١,w٢ دوبخشͬ گراف ͬͽرن چندجمله�ای P (Kw١,w٢ ,m) این�جا در که

گراف این در آمیزی ͹رن بودن مجاز ندارند. اتصالͬ هم به بخش هر رأس�های ولͬ دارد وجود آن بخش دو

به�کار رن�͹های اما باشند هم ͹رن�ͷی هم با مͬ�توانند دوم بخش یا اول بخش اعضای که است معنͬ این به
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خانواده�های تعبیر همان دقیقا این و رود به�کار دوم بخش رأس w٢ در نمͬ�تواند اول بخش رأس w١ در رفته

که دارد وجود A ماتریس در سطر گراف، این برای مجاز آمیزی�های ͹رن تعداد به لذا است. جداساز درهم

دهید: قرار سهولت برای متمایزند. C٢ ستون w٢ با C١ ستون w١ روی سطرها این درایه�های

p = ١ −
P (Kw١,w٢ ,m)

mw
,

همچنین و

X =
∑

{C١,C١,٢}⊇٢,··· ,n}:
|C١|=w١,|C٢|=w٢}

X(C١, C٢).

داریم: بنابراین

E[X] =

{(
n
w١

)(
n−w١
w٢

)
pN w١ ̸= w٢,

١
٢
(
n
w١

)(
n−w١
w١

)
pN w١ = w٢.

SHF (N ;n,m, {w١, w٢})ͷی ،E[X] < ١ برای داشتیم، کامل درهم�ساز خانواده�های برای که همان�طور

این از دارد. وجود SHF (N ;n/٢,m, {w١, w٢}) ͷی ،E[X] < n/٢ اگر همچنین داشت. خواهد وجود

مͬ�گیریم. نتیجه را زیر کران دو بحث

باشد. شده تعریف بالا همانند p و باشند مثبت صحیح اعداد w٢ و w١,m, n کنید فرض [٣۵] .٧.۴ قضیه

است: برقرار زیر حالت�های بنابراین

اگر .١

N >
(w١ + w٢) log n

− log p
,

دارد. وجود SHF (N ;n,m, {w١, w٢}) ͷی آن�گاه

اگر .٢

N >
(w١ + w٢ − ١) log(٢n)

− log p
,

دارد. وجود SHF (N ;n/٢,m, {w١, w٢}) ͷی آن�گاه
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E(X) < n/٢ دوم قسمت برای و E(X) < ١ اول قسمت برای کافیست بالا توضیحات به توجه با برهان.

مͬ�کنیم. دنبال اثبات برای را بازگشتͬ روند ۶.۴ قضیه اثبات مشابه سپس باشد.

لذا
(
n
k

)
≤ nk مͬ�دانیم .١(

n

w١

)(
n− w١
w٢

)
pN ≤ nw١nw٢pN .

بود. خواهد ١ از کمتر نیز E(X) باشد ١ از کمتر راست، سمت عبارت اگر پس

nw١nw٢pN < ١

⇒ w١ log n+ w٢ log n+N log p < ٠

⇒ (w١ + w٢) log n

− log p
< N

SHF (N ;n,m, {w١, w٢}) ͷی و E(X) < ١ داریم ،N >
(w١ + w٢) log n

− log p
به�ازای بنابراین

این در E(X) مقدار که مͬ�کنیم مشاهده نیز w١ = w٢ حالت برای همچنین بود. خواهد موجود

همچنان آمده، به�دست N برای لذا است. کمتر فوق محاسبات در شده استفاده مقدار از حالت

.E(X) < ١

n/٢ از کمتر بالا نامساوی راست سمت عبارت کافیست قسمت این در قبلͬ، توضیحات به توجه با .٢

لذا باشد.

nw١nw٢pN < n/٢,

⇒ ٢nw١+w١−٢pN < ١.

مͬ�دانیم طرفͬ از

٢nw١+w١−٢pN < (٢n)w١+w١−٢pN .

و ١ از کمتر نیز چپ سمت عبارت آن�گاه باشد ١ از کمتر نامساوی این راست سمت عبارت اگر لذا
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بنابراین بود. خواهد n/٢ از کمتر E(X) نهایت در

(٢n)w١+w١−٢pN < ١,

⇒ (w١ + w٢ − ١) log(٢n) +N log p < ٠,

⇒ (w١ + w٢ − ١) log(٢n)
− log p

< N.

دارد. وجود SHF (N ;n/٢,m, {w١, w٢}) ͷی و E(X) < n/٢ آمده به�دست های N برای لذا

کاربردها و بحث ١.۵.۴

زیرا ،m = ٢ مͬ�دهیم قرار مͬ�دهیم. شرح شده شناخته کران�های برخͬ گیری نتیجه با را ٧.۴ قضیه کاربرد

که است واضح مͬ�آید. به�دست امن ضدجعل دودویͬ کدهای و جداساز سیستم�های حالت، این در

P (Kw١,w٢ , ٢) = ٢,

.p = ١ − ١
٢w١+w١−٢ داریم ،m = ٢ وقتͬ بنابراین

مͬ�کنیم: بیان را ٧.۴ قضیه از کاربردهایͬ اینجا در

آن�گاه .w٢ = ٢ و w١ = ١ کنید فرض •

(١, ٢)−SS(n,≈ ۴٫ ٨١٩ log٢ n)ͷی بنابراین .w١ + w٢ − ١
− log٢ p

=
٢

٢ − log٢ ٣ ≈ ۴٫ ٨١٩ و p = ٣/۴

نشان [١١] و [٢٩] ،[٣] در مستقل به�طور نتیجه این دارد. وجود ٧.۴ قضیه دوم قسمت از استفاده با

است. شده داده

.w١ + w٢ − ١
− log٢ p

=
٣

٣ − log٢ ٧ ≈ ١۵٫ ۵٧٣ و p = ٧/٨ آن�گاه .w١ = w٢ = ٢ کنید فرض •

وجود ٧.۴ قضیه دوم قسمت از استفاده با نیز (٢, ٢) − SS(n,≈ ١۵٫ ۵٧٣ log٢ n) ͷی بنابراین

ͷی که شده داده نشان [٢۵] در این از پیش است. شده داده نشان [٣٠] در نتیجه این دارد.
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اول قسمت از که است نتیجه�ای این حقیقت در دارد. وجود (٢, ٢) − SS(n,≈ ٢٠٫ ٧۴۶ log٢ n)

مͬ�شود. حاصل ٧.۴ قضیه

مقدار ،γ که کردند اثبات را (w١, w٢) − SS(n, γ log٢ n) ͷی وجود [٢۵] در سایرین و فرایدمن •

مͬ�توان قضیه، همان دوم قسمت کردن جایͽزین با البته است. ٧.۴ قضیه اول قسمت در شده داده

آورد. به�دست� مطلوب�تری خانواده



۵ فصل

ردیابͬ قابل طرح�های

مقدمه ١.۵

اگرچه شد. تعریف [١٢] در سایرین و چور توسط داده�ها، رمز�گونه�ی انتشار برای ١ ردیابͬ قابل طرح�های

دارند. به�هم زیادی شباهت اما شده�اند طراحͬ متفاوتͬ اهداف برای ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای

تعریف ابتدا است. ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای بین ارتباط بررسͬ فصل این اهداف از ͬͺی

وجود ردیابͬ، قابل c-طرح ͷی وجود که مͬ�کنیم ثابت سپس مͬ�دهیم ارائه را ردیابͬ قابل طرح�های ترکیبͬ

مͬ�دهد. نتیجه را ضدجعل c-کد ͷی

تلویزیونͬ شبͺه�های کشورها از برخͬ در مثال برای دارند متفاوتͬ کاربردهای ردیابͬ قابل طرح�های

که کسانͬ به لذا مͬ�دهند قرار بینندگان اختیار در هزینه پرداخت ازاء در را خود برنامه�های که دارند وجود

توسط برنامه�ها این دریافت از ممانعت برای مͬ�گوییم. مجاز کاربران کنند دریافت را برنامه�ها این مͬ�توانند

کاربران اختیار در آن�را رمزگشایͬ کلید و مͬ�کنند رمزدار را خود برنامه�های کنندگان تهیه غیرمجاز، کاربران

در را خود کلیدهای مͬ��نامیم) خائن را آن�ها (که مجاز کاربران از گروهͬ است ممͺن مͬ�دهند. قرار مجاز

جاعل کاربران لذا کنند. تولید جعلͬ کلید تا دهند قرار مͬ�نامیم) جاعل را آن�ها (که غیرمجاز کاربران اختیار

پرداخت را هزینه�اش و نیست آنان حق که درصورتͬ کنند. دریافت و کرده رمزگشایͬ را برنامه�ها مͬ�توانند

داده�اند ارائه خائنین ردیابͬ برای طرح ͷی ، [١٢] در سایرین و چور عمل این از جلوگیری برای نͺرده�اند.
١traceability schemes

۶٠
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شده دستͽیر جعلͬ رمزگشای روی از خائن کاربر ͷی حداقل آن در و مͬ�گوییم ردیابͬ قابل طرح آن به که

است. شناسایͬ قابل

ردیابͬ قابل طرح�های ٢.۵

تولید کلید v از T پایه مجموعه ͷی داده�ها تهیه�کننده باشد. داشته وجود کاربر b از اجتماعͬ کنید فرض

که مͬ�دهد تشͺیل را کاربر شخص٢ͬ کلید کلید، k این مجموعه مͬ�دهد. کلید k کاربر هر به و مͬ�کند

پیام ͷی مͬ�گوییم. U کاربر شخصͬ کلید آن به و مͬ�دهیم نمایش P (U) با U کاربر برای را مجموعه این

است داده�هایͬ شامل تواناسازی بلوک است. ۴ رمزی بلوک و سازی٣ توانا بلوک بخش دو شامل دریافتͬ

S خصوصͬ کلید آن، رمزگشایͬ با و است شده رمز پایه، مجموعه کلید v همه یا برخͬ از استفاده با که

که است کاربران نظر مورد اصلͬ داده�های همان یا اصلͬ متن داده�های شامل رمزی بلوک مͬ�شود. حاصل

بلوک و خود شخصͬ کلید از استفاده با بتواند باید مجاز کاربر هر است. شده رمز S خصوصͬ کلید توسط

را اولیه داده�های و کرده رمزگشایͬ S از استفاده با را رمزی بلوک سپس و آورد به�دست را S تواناسازی،

آورد. به�دست

مجموعه این بدهند. F جعلͬ کلید مجموعه ͷی غیرمجاز کاربر ͷی به و کرده خیانت برخͬ است ممͺن

ائتلاف C و F ⊆
∪

U∈C P (U) به�طوری�که بود خواهد T پایه مجموعه از شده انتخاب کلید k شامل کلید

برنامه یا داده و آورد به�دست را S ،F از استفاده با بتواند است ممͺن غیرمجاز کاربر این است. خائن کاربران

توزیع خود کاربران بین روشͬ به را کلیدها که است این داده�ها تهیه�کننده هدف کند. رمزگشایͬ را اصلͬ

را خائن کاربر ͷی حداقل بتوانند شد، کشف جعلͬ کلید مجموعه و دستͽیر مجرم کاربر ͷی هرگاه که کند

محاسبه از استفاده با خائنین کشف کنند. شناسایͬ است، خائن کاربر c دارای حداکثر که C ائتلاف بین از

آن�گاه |F ∩P (U)| ≥ |F ∩P (V )| ،V ̸= U هر برای اگر مͬ�گیرد. صورت ،U کاربر هر برای |F ∩P (U)|

شد. خواهد معرفͬ شده افشا خائن کاربر ͷی عنوان به U

٢personal key
٣enabling block
۴cipher block
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کاربر هر کنید فرض بͽیرید. نظر در را بالا توضیحات مشابه کلید توزیع با طرح ͷی [٣۶] .١.۵ تعریف

شده تولید آن توسط F جعلͬ کلید مجموعه که باشد C عضوی c حداکثر ائتلاف از عضو ͷی U شده افشا

مͬ�دهیم. نمایش c− TS(k, b, v) نماد با را آن و است ردیابͬ قابل c-طرح ͷی طرح این آن�گاه است.

به�طور اکنون گرفته�اند. قرار مطالعه مورد مختلف علمͬ منابع در تفاوت اندکͬ با ردیابͬ قابل طرح�های

اعداد بعضͬ برای [١٢] در مͬ�کنیم. بحث [١٢] در شده ارائه طرح و ما طرح تفاوت�های درمورد خلاصه

،١ ≤ i ≤ k هر برای که مͬ�شود تقسیم n اندازه با Si زیرمجموعه k به T پایه مجموعه و v = nk ،n صحیح

که معنͬ این (به است (S١, . . . , Sk) از تقاطع ͷی P (U) شخصͬ کلید هر .Si = {si,١, si,٢, . . . , si,n}

باشد. شده انتخاب G آبلͬ گروه ͷی از S خصوصͬ کلید کنید فرض است). Si هر از کلید ͷی شامل دقیقا

بندی تقسیم ،
∑

ri = S که r١, r٢, . . . , rk ∈ G بخش k به را آن ، S کردن پنهان برای داده�ها کننده تهیه

مقدار nk مͬ�کند. رمز ti,j = ri + si,j محاسبه با Si درون کلید n با را ١ ≤ i ≤ k ،ri هر آن�گاه مͬ�کند.

هر مͬ�تواند او پس دارد را Si از کلید ͷی مجاز، کاربر هر دارد. دربر را تواناسازی بلوک ،ti,j برای حاصل

کند. محاسبه را S سپس و کند آشͺار را ri

انتخاب هر مͬ�تواند شخصͬ کلید ͷی باشد. تقاطع ͷی شخصͬ کلید هر که نیست نیازی ما تعریف در

.( [٣۴] در شمیر طرح (مانند باشد T پایه مجموعه از تایͬ k

بلوک تشͺیل روش در باید کلیت اگرچه است. [١٢] در شده ارائه تعریف از کلیت ͷی ما تعریف

بودن، ردیابͬ قابل ویژگͬ از ما تعریف اما ندارد طرح بودن ردیابͬ قابل ویژگͬ با ارتباطͬ و باشد سازی توانا

است. [١٢] تعریف همانند

کلید و است Z٢١ پایه کلیدهای مجموعه دارد. وجود زیر به�صورت ٢ − TS(۵, ٢١, ٢١) ͷی .١.۵ مثال

با: است برابر (٠ ≤ i ≤ ٢٠) کاربر هر برای شخصͬ

P (i) = {٣ + i, ۶ + i, ٧ + i, ١٢ + i, ١۴ + i}

بیان ١٠.۵ قضیه در که ساختاریست از کاربرد ͷی (این مͬ�شود. انجام Z٢١ میدان در محاسبات همه البته که

اکنون مͬ�شوند. ظاهر هم با شخصͬ، کلید ͷی دقیقا در پایه کلید دو هر که داد نشان مͬ�توان کرد). خواهیم
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حداقل شامل باید مجموعه این کنند. تولید F جعلͬ کلید مجموعه ͷی V و U خائن کاربر دو که فرضکنید

،|F ∩ P (W )| ≤ ٢ ،W ̸= U, V کاربر هر برای آن�جاییͺه از باشد. P (V ) یا P (U) کلیدهای از کلید ٣

شد. خواهد افشا V یا U کاربر شود بررسͬ F جعلͬ کلید مجموعه هرگاه بنابراین

تا زیاد، تعداد برای آن�ها نمودن تطبیق اصلͬ هدف ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای ساختار در

کدهای در v و c ) معین مقادیر برای که کنیم پیدا ساختاری مͬ�خواهیم دیͽر عبارت به است. ممͺن حد

ساختارهای ما کل در ولͬ باشد. داشته را ممͺن اندازه بزرگ�ترین b ردیابͬ)، قابل طرح�های در k و ضدجعل

مͬ�دهیم. ترجیح را واضح

کرده�اند. اثبات را زیر جالب نتیجه [٢٠] در شو و بانه مثال برای

دارد. وجود c− FPC(v, ٢v/(١۶c٢)) ͷی ،c, v > ٠ صحیح عدد دو هر برای [٢٠] .١.۵ قضیه

ͷی برای واضح ساختار ͷی آن�ها لذا نیست سودمند آن اثبات شده، گفته [٨] در که همان�طور هرچند

کردند. اثبات c− FPC(v, ٢
√
v/c)

به�صورت ساختار بدون ردیابͬ قابل طرح�های وجود از جالب نتیجه ͷی [١٢] در سایرین و چور مشابهاً،

دادند. ارائه زیر

دارد. وجود c− TS(v/(٢c٢), ٢v/(٨c۴), v) ͷی ،c, v > ٠ صحیح عدد دو هر برای [١٢] .٢.۵ قضیه

ما ساختارهای اگرچه کرد. خواهیم معرفͬ ردیابͬ قابل طرح�های برای واضح ساختار چند فصل این در

بهتر v و c وابسته�ی ͷکوچ مقادیر برای اغلب اما نباشند [١٢] و [٨] در ساختارها خوبͬ به است ممͺن

کنیم. اعمال را v ≥ ١۶c٢ که ضروریست b ≥ ٢ آوردن به�دست� برای ١.۵ قضیه در مثال (برای بود خواهند

بسیار اجرا، قابل به�راحتͬ ما ساختارهای بود.) نخواهد سودمند v ͷکوچ مقادیر برای ساختار این بنابراین

هستند. کاربردی و مؤثر و ساده
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ترکیبͬ تعاریف ٣.۵

و مͬ�کنیم رائه مجموعه�ای� سیستم�های از استفاده با را ردیابͬ قابل c-طرح�های ترکیبͬ تعریف بخش این در

مͬ�دهد. نتیجه را c− FPC(v, b) ͷی وجود ، c− TS(k, b, v) ͷی وجود که درمͬ�یابیم سادگͬ به آن از

به را آن مͬ�توانیم است تایͬ v مجموعه ͷی از تایͬ k زیرمجموعه b شامل c − TS(k, b, v) ͷی چون

شخصͬ کلیدهای مجموعه B و پایه کلیدهای مجموعه X که بͽیریم درنظر مجموعه�ای سیستم ͷی صورت

است.

وجود (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی اگر تنها و اگر دارد وجود c − TS(k, b, v) ͷی [٣۶] .٣.۵ قضیه

بلوک d ≤ c هر برای و باشد |B| = k ،B ∈ B هر برای و |B| = b ،|X| = v که باشد داشته

که B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd} بلوک ،F ⊆
∪d

j=١ Bj تایͬ k زیرمجموعه هر و B١, B٢, . . . , Bd ∈ B

باشد. نداشته وجود ،|F ∩Bj | ≤ |F ∩B| ،١ ≤ j ≤ d هر برای

شخصͬ کلید d ≤ c از مجموعه هر برای باشد. c − TS(k, b, v) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

کلید هر و است) جعلͬ کلید همان F (که F ⊆ ∪d
j=١Bj تایͬ k زیرمجموعه هر و B١, B٢, . . . , Bd

بلوک هیچ بنابراین .|F ∩ Bj | > |F ∩ B| که دارد وجود (١ ≤ j ≤ d) Bj ͷی ،B دیͽر شخصͬ

.|F ∩Bj | ≤ |F ∩B| ،١ ≤ j ≤ d هر برای که ندارد وجود B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd}

است. واضح نیز برعͺس حالت

ضدجعل کدهای با ردیابͬ قابل طرح�های ارتباط ۴.۵

مͬ�کنیم. بیان ضدجعل کدهای و ردیابͬ قابل طرح�های بین ارتباط بیان جهت در را زیر قضیه

دارد. وجود c− FPC(v, b) ͷی آن�گاه باشد داشته وجود c− TS(k, b, v) ͷی اگر [٣۶] .۴.۵ قضیه

ͷی (X,B) ثابتمͬ�کنیم باشد. c−TS(k, b, v)ͷی متناظر مجموعه�ای سیستم (X,B) فرضکنید برهان.

B١, B٢, . . . , Bd ∈ B بلوک d ≤ c ،١.٢ قضیه به بنا لذا نباشد. چنین کنید فرض است. c− FPC(v, b)
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،١ ≤ i ≤ d هر برای طرفͬ از .B ⊆
∪d

i=١ Bi که دارد وجود B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd} ͷی و

دارد. تناقض ( B = F (برای ٣.۵ قضیه با این که .|B ∩Bi| ≤ |B ∩B|

مͬ�شود. نتیجه قبل اثبات از ͹بͬ�درن زیر لم همچنین

بلوک d ≤ c از زیرمجموعه هر برای آن�گاه باشد. c− TS(k, b, v) ͷی (X,B) کنید فرض [١٢] .١.۵ لم

ندارد. وجود B ⊆
∪d

i=١ Bi شرط با B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd} بلوک ،B١, B٢, . . . , Bd ∈ B

ترکیبͬ ساختارهای ۵.۵

ازجمله خاص ترکیبͬ طرح�های از استفاده با ردیابͬ قابل طرح�های از ترکیبͬ ساختار چند بخش این در

آن به ما که طرح٨ نظریه نتایج همه مͬ�دهیم. ارائه ٧ متعامد آرایه�های و بندی۶ بسته طرح�های ، �طرح�ها۵t

است. یافت قابل [١۵] مثل استاندارد مراجع در داریم نیاز

�طرح�هاt از استفاده با ساختارهایͬ ١.۵.۵

مͬ�کنیم. بیان را t-طرح تعریف ابتدا

برای |B| = k و |X| = v با (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی ، طرح t− (v, k, λ) ͷی [٣۶] .٢.۵ تعریف

مͬ�شود. واقع B از بلوک λ دقیقا در X از تایͬ t زیرمجموعه هر که است B ∈ B هر

دو به S = {(B, T ) | B ∈ B , T ⊆ X , T ⊆ B , |T | = t} مجموعه اعضای تعداد شمارش با

T انتخاب برای حالت
(
v
t

)
.|B| = b کنید فرض مͬ�کنیم. محاسبه را طرح t − (v, k, λ) در |B| روش،

هر چون و دارد وجود B برای انتخاب b .|S| = λ
(
v
t

)
لذا است واقع بلوک λ در T هر چون و دارد وجود

۵t-designs
۶packing designs
٧orthogonal arrays
٨design theory
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بنابراین: .|S| = b
(
k
t

)
لذا مͬ�شود، شامل را T تا

(
k
t

)
،B

|S| = λ

(
v

t

)
= b

(
k

t

)
⇒ b = λ

(
v

t

)/(k
t

)
.

برای طرح t− (v, k, ١) از حال .b = λ
(
v
t

)
/
(
k
t

)
با است برابر طرح t− (v, k, λ)ͷی در بلوک�ها تعداد پس

مͬ�پردازیم. آن شرح به زیر قضایای در که مͬ�کنیم استفاده ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای ساختن

با c − FPC(v,
(
v
t

)
/
(
k
t

)
) ͷی آن�گاه باشد داشته وجود طرح t − (v, k, ١) ͷی اگر [٣۶] .۵.۵ قضیه

دارد. وجود c = ⌊(k − ١)/(t− ١)⌋

فرض . c = ⌊(k − ١)/(t − ١)⌋ دهید قرار باشد. طرح t − (v, k, ١) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

B ⊆
∪d

i=١ Bi اگر .B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd} و مجزا بلوک�های ( d ≤ c ) B١, B٢, . . . , Bd کنید

|B ∩ Bi| < t ،١ ≤ i ≤ d هر برای اگر زیرا . دارد وجود |B ∩ Bi| ≥ t با (١ ≤ i ≤ d) Bi ͷی آن�گاه

حداکثر B لذا c = ⌊(k − ١)/(t − ١)⌋ و d ≤ c چون و دارد اشتراک t − ١ حداکثر Bi هر با B آن�گاه

هر لذا است طرح t− (v, k, ١) ͷی (X,B) چون طرفͬ از است. تناقض این که بود خواهد عضوی k− ١

برای بنابراین تناقضاست. که باشد B = Bi باید پس مͬ�شود. ظاهر بلوک ͷی در فقط تایͬ t زیرمجموعه�ی

مجموعه�ای سیستم ͷی t-طرح، این لذا . B ⊈
∪d

i=١ Bi داشت: خواهیم B ∈ B\{B١, B٢, . . . , Bd} هر

است. c− FPC(v,
(
v
t

)
/
(
k
t

)
) ͷی (X,B) پس مͬ�کند. صدق ١.٢ قضیه شرایط در که است

مقدار اگرچه بسازیم. ردیابͬ قابل طرح�های طرح�ها، t−(v, k, ١) از استفاده با مͬ�توانیم مشابه به�صورت

بود. خواهد کوچ�ͷتر آن�ها برای آمده به�دست c

با c− TS(k,
(
v
t

)
/
(
k
t

)
, v) ͷی آن�گاه باشد داشته وجود طرح t− (v, k, ١) ͷی اگر [٣۶] .۶.۵ قضیه

دارد. وجود c = ⌊
√

(k − ١)/(t− ١)⌋

(d ≤ c) B١, B٢, . . . , Bd کنید فرض همچنین باشد. طرح t− (v, k, ١) ͷی (X,B) کنید فرض برهان.

Bi ͷی آن�گاه ،|F | = k و F ⊆
∪d

i=١ Bi اگر .B ∈ B \ {B١, B٢, . . . , Bd} و مجزا بلوک�های



۶٧ ترکیبͬ ساختارهای .۵.۵

که: دارد وجود (١ ≤ i ≤ d)

|F ∩Bi| ≥
⌈k
c

⌉
≥ k

√
t− ١
k − ١

>
√

(k − ١)(t− ١) .

همچنین .|B ∩Bi| ≤ t− ١ ،١ ≤ i ≤ d هر برای لذا است طرح t− (v, k, ١) ͷی (X,B) چون طرفͬ از

پس .(B ∩ F ) ⊆ (B ∩ (
∪d

i=١ Bi)) داریم: لذا ،F ⊆
∪d

i=١ Bi چون

|B ∩ F | ≤ |B ∩ (∪d
i=١Bi)|

≤ | ∪d
i=١ (B ∩Bi)|

≤ c|B ∩Bi|

≤ c(t− ١)

≤
√
(k − ١)(t− ١).

صدق ٣.۵ قضیه شرایط در که است مجموعه�ای سیستم ͷی t-طرح، این لذا .|F ∩Bi| > |F ∩B| بنابراین

مͬ�باشد. c− TS(k,
(
v
t

)
/
(
k
t

)
, v) لذا و مͬ�کند

طرف از دارد. وجود t = ٢, ٣ برای −t-طرح�ها (v, k, ١) ساختار و وجود برای بسیاری معروف نتایج

از نامتناهͬ کلاس�های البته است. نشده یافت t ≥ ۶ برای v > k > t با طرحͬ t − (v, k, ١) هیچ دیͽر

مͬ�کند. فراهم را ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای از زیبا نامتناهͬ کلاس�های برخͬ -طرح�ها ٢, ٣

مͬ�کنیم. ارائه را آورد به�دست مͬ�توان که شاخصͬ نمونه�های از تعدادی سازی، روشن برای

اگر وتنها اگر دارد، وجود طرحͬ ٢ − (v, k, ١) ،٣ ≤ k ≤ ۵ عددصحیح هر برای [١۵] .٧.۵ قضیه

باشد. v ≡ ١ یا k mod (k٢ − k)

مͬ��آوریم. به�دست را زیر قضیه بنابراین
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دارند: وجود زیر به�صورت جعلͬ ضد کدهای [٣۶] .٨.۵ قضیه

دارد. وجود ٢ − FPC(v, v(v − ١)/۶) ͷی ، v ≡ ١ , ٣ mod ۶ هر برای .١

دارد. وجود ٣ − FPC(v, v(v − ١٢/(١) ͷی ، v ≡ ١ , ۴ mod ١٢ هر برای .٢

دارد. وجود ۴ − FPC(v, v(v − ٢٠/(١) ͷی ، v ≡ ١ , ۵ mod ٢٠ هر برای .٣

با و مͬ�آوریم به�دست طرح ٢ − (v, k, ١) ͷی k هر برای ،٧.۵ قضیه در k = ٣, ۴, ۵ جای�گذاری با برهان.

مͬ�آید. به�دست فوق ضدجعل کدهای ۵.۵ قضیه در مربوطه پارامترهای جای�گذاری

هم ۶.۵ قضیه در که کنید (دقت دارد وجود ردیابͬ قابل ٢-طرح�های وجود درباره زیر قضیه مشابهاً

داریم). نیاز k ≥ ۵ به ،t = ٢ وقتͬ c ≥ ٢ آوردن به�دست برای

دارد. وجود ٢ − TS(v, v(v − ٢٠/(١, v) ͷی v ≡ ١ , ۵ mod ٢٠ هر برای [٣۶] .٩.۵ قضیه

تصویری٩ یͷصفحه را طرح ٢ − (q٢ + q+ ١, q+ ١, ١)ͷی باشد، اول عدد ͷی از توانͬ q زمانͬ�که

آن از آمده به�دست ضدجعل کدهای پس است، b = v تصویری صفحه ͷی در .[١۵] مͬ�نامند q مرتبه از

مفید آن از حاصل ردیابͬ قابل طرح�های البته مͬ�کند). ارائه بهتری مدل (مثال٢.١ نمͬ�رسند نظر به جالب

بود. خواهند

⌊√q⌋−TS(q+١, q٢+q+١, q٢+q+١)ͷی است، اول یͷعدد از توانͬ که q هر برای [١۵] .١٠.۵ قضیه

دارد. وجود

است. بدیهͬ ۶.۵ قضیه به توجه با برهان.

است. آمده به�دست q = ۴ حالت برای ١٠.۵ قضیه از واقع در ١.۵ مثال
٩projective plane
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بندی بسته طرح�های از استفاده با ساختارهایͬ ٢.۵.۵

ردیابͬ قابل طرح�های و ضدجعل کدهای ساخت برای آن�ها از مͬ�توانیم که ترکیبیاتͬ طرح�های از دیͽری نوع

مͬ�شوند. تعریف زیر به�صورت که هستند بندی بسته طرح�های کنیم، استفاده

|X| = v که است (X,B) مجموعه�ای سیستم ͷی ، بندی بسته طرح t− (k, v, λ)ͷی [٣۶] .٣.۵ تعریف

است. شده واقع B از بلوک λ حداکثر در X از تایͬ t زیرمجموعه هر و |B| = k ،B ∈ B هر برای و

داریم. ضدجعل کدهای برای را زیر ساختار ، ۵.۵ قضیه اثبات مشابه استدلالͬ با

ͷی آن�گاه باشد داشته وجود بلوک، b شامل بندی بسته طرح t − (k, v, ١) ͷی اگر [٣۶] .١١.۵ قضیه

دارد. وجود c =
⌊
(k − ١)(t− ١)

⌋
با c− FPC(v, b)

داریم. ردیابͬ قابل طرح�های برای را زیر ساختار ، ۶.۵ قضیه اثبات شبیه استدلالͬ با همچنین

ͷی آن�گاه باشد داشته وجود بلوک، b شامل بندی بسته طرح t − (k, v, ١) ͷی اگر [٣۶] .١٢.۵ قضیه

دارد. وجود c =
⌊√

(k − ١)(t− ١)
⌋
با c− TS(k, b, v)

است، نشده یافت v > k > t ≥ ۶ برای طرح t− (k, v, ١) هیچ کردیم، بیان این از پیش که همان�طور

بلوک)
(
v
t

)
/
(
k
t

)
(حداکثر بلوک زیادی تعداد با بندی بسته طرح�های از نامتناهͬ کلاس�های ، t هر برای اما

مͬ�کنیم تعریف ادامه در که متعامد آرایه�های به معروف طرح�هایͬ از مͬ�توان را طرح�ها این دارد. وجود

آورد. به�دست

مجموعه ͷی از آن درایه�های که است k×st ماتریس ͷی OA(t, k, s) متعامد آرایه ͷی [٣۶] .۴.۵ تعریف

ظاهر ستون عنوان به بار ͷی فقط t× ١ بردار هر سطر، t هر در به�طوری�که مͬ�شود انتخاب نمادی s ≥ ٢

شود.

مͬ�آید. به�دست بندی بسته طرح ͷی متعامد آرایه ͷی از به�راحتͬ مͬ�دهیم، نشان زیر لم در همان�طورکه

st با بندی بسته t-طرح − (ks, k, ١) ͷی آن�گاه باشد، داشته وجود OA(t, k, s) ͷی اگر [٣۶] .٢.۵ لم

دارد. وجود بلوک
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مجموعه باشد. موجود {٠, ١, . . . , s − ١} مجموعه از درایه�هایͬ با OA(t, k, s) ͷی کنید فرض برهان.

(y٠, y١, . . . , yk−١) ستون هر برای مͬ�کنیم. تعریف را X = {(x, y) |٠ ≤ x ≤ k−١ , ٠ ≤ y ≤ s−١}

B کنید فرض مͬ�کنیم. تعریف را B = {(٠, y٠), (١, y١), . . . , (k−١, yk−بلوک{(١ فوق، متعامد آرایه در

است. بندی بسته −t-طرح (ks, k, ١)ͷی (X,B) که است واضح باشد. شده ساخته بلوک st شامل

مͬ�کند. فراهم متعامد آرایه�های از نامتناهͬ کلاس�های ،t صحیح عدد هر برای زیر لم

ͷی بنابراین دارد. وجود OA(t, q + ١, q) ͷی آن�گاه t < q و اول عدد ͷی از توانͬ q اگر [١۵] .٣.۵ لم

است. موجود بلوک qt با بندی بسته طرح t− (q٢ + q, q + ١, ١)

مͬ�شود. نتیجه به�راحتͬ زیر قضیه ، ١٢.۵ و ١١.۵ قضایای و ٣.۵ لم به توجه با

ͷی ،t < q که t صحیح عدد هر و است اول عدد ͷی از توانͬ که q هر برای [٣۶] .١٣.۵ قضیه

دارد. وجود
⌊√

q
t−١

⌋
− TS(q + ١, qt, q٢ + q) ͷی و

⌊
q

t−١

⌋
− FPC(q٢ + q, qt)
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