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یده چ
و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین معرف نامه پایان این در ما اصل هدف
چنین در مجموعه ی شرایط، آن تحت که هستیم شرایط دنبال به همچنین رهاست. عمل

باشد. داشته همزمان تقریب بهترین ، فضاهای



: م قد
م با در موروح ما



فتار پیش

اقتصاد و سازي بهینه جمله از ریاضیات از هائ بخش در مهم نقش همزمان تقریب بهترین
خط فضای در را همزمان تقریب بهترین نسیم٣ و هلند٢ گول١، ١٩٧۴ سال در کند. م ایفا

در لاگلین۶ و دیاز۵ دانهام۴، توسط ١٩٧۶ سال در همزمان تقریب بهترین کردند. بررس X نرمدار
گرفت. قرار مطالعه مورد [a،b] فشرده بازه روی پیوسته مقدار حقیق توابع فضای از زیرمجموعه�ای
قرار بررس مورد رها عمل و توابع فضاهای در را همزمان تقریب بهترین مسأله نامه پایان این در
پروکسیمینال همزمان به�طور مجموعه ی شرایط، آن تحت که هستم شرایط دنبال به و �دهیم م

باشد.
در نیاز مورد مقدمات مفاهیم و تعاریف به اول فصل در است. فصل پنج شامل پایان�نامه این
پیوسته توابع فضای در همزمان تقریب بهترین دوم فصل در است. شده پرداخته بعد فصل�های
ی در همزمان تقریب بهترین سوم فصل در �گیرد. م قرار مطالعه مورد کراندار خط رهای وعمل

فضای در همزمان تقریب بهترین پنجم و چهارم فصل در �شود. م مطرح توابع از نامتناه مجموعه
�گیرد. م قرار بررس مورد ر عمل ی عنوان به تانسوری ضرب

١Geol
٢Holand
٣Nasim
۴Dunham
۵Diaz
۶Laughlin
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ح مطالب فهرست



١ فصل

آنالیز از مقدمات مفاهیم

مراجع از که �نماییم م اشاره بعد فصل�های در نیاز مورد لم�های و قضایا تعاریف، به فصل این در
است. شده استفاده [١٢] و [١١] ،[١٠] ،[٨] ،[۶]

مقدمات و اولیه تعاریف ١.١

(که عناصر از X ناته مجموعه ی از است عبارت (X, d) متری فضای ی .١.١.١ تعریف
برای که به�گونه�ای است شده تعریف X ×X روی که d حقیق تابع ی و �نامیم) م نقطه را آنها

داریم: X به متعلق z و x, y هر
d(x, y) ≥ ٠ .١

x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = ٠ .٢
d(x, y) = d(y, x) .٣

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .۴
�نامند. م X مترروی را d تابع

را X باشند. X از بسته زیرفضاهای N و M و نرمدار فضای ی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف
ل ش به تای ی نمایش x ∈ X هر اگر X = M ⊕ N �نویسیم م و �نامیم م M,N مستقیم جمع

. n ∈ N و m ∈M که باشد داشته x = m+ n

ی را τ مانند X زیرمجموعه�های از گردایه�ای همراه به X ̸= ∅ دلخواه مجموعه .٣.١.١ تعریف
هرگاه: گویند، توپولوژی فضای



٢ آنالیز از مقدمات مفاهیم .١

باشند. ∅, X ∈ τ الف:
باشد. داشته قرار τ در τ از زیرگردایه هر اعضای اجتماع ب:

باشد. τ به متعلق ،τ از متناه زیرگردایه هر اعضای اشتراک پ:

را τ اعضای و توپولوژی فضای ی X اه آن باشد، X در توپولوژی ی τ اگر .۴.١.١ تعریف
باشد. باز آن متمم هرگاه �شود نامیدهم بسته X از زیر�مجموعه ی �نامند. م X در باز های مجموعه

تابع باشد مختلط) (یا حقیق برداری فضای ی X کنید فرض .۵.١.١ تعریف
هرگاه: �نامیم م X روی نرم ی را ∥ ٠ ∥: X → R+ ∪ {o}

: X در x, y هر برای .١
∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

اه آن باشد ثابت عدد ی α و x ∈ X اگر .٢

∥ αx ∥= |α| ∥ x ∥ .

.∥ x ∥= o اگر تنها و اگر x = o .٣
�نامیم. م نرمدار فضای ی را X اه باشدآن داشته وجود نرم ی X روی اگر

X هرگاه است باناخ١ فضای ی X باشد.گوییم نرمدار فضای ی X کنید فرض .۶.١.١ تعریف
باشد. کامل �شود، م تولید X روی نرم توسط که d(x, y) =∥ x− y ∥ ، x, y ∈ X d متر به نسبت

باشد. x ∈ X ی به را هم d متر به نسبت {xn} کوش دنباله هر یعن

جفت هر برای اگر �شود، م نامیده داخل ضرب فضای ی X حقیق خط فضای تعریف٧.١.١.
هر برای زیر شرایط باشیم،که داشته ⟨x, y⟩ منحصربه�فرد حقیق الر اس ی x, y ∈ X عناصر از

باشد. برقرار α ∈ R و x, y, z ∈ X
⟨x, x⟩ ≥ o الف:

x = o اگروتنهااگر ⟨x, x⟩ = o ب:
⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ج:
⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ د:

.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ه:
١Banach



٣ مقدمات و اولیه تعاریف .١.١

باشد داشته وجود ϵ > o و x ∈ X هر برای اگر �نامیم م ال چ X در را D ⊆ X .٨.١.١ تعریف
ه: به�طوری y ∈ D

∥ x− y ∥< ϵ.

x ∈ X هر برای باشد. X از بسته فضای زیر G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٩.١.١ تعریف
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را G فضای از x فاصله

d(x,G) = inf{∥ x− g ∥: g ∈ G}.

باشیم: داشته هرگاه �شود م نامیده x ∈ X برای تقریب بهترین ی go ∈ G

∥ x− go ∥= d(x,G).

،x ∈ X هر برای باشد. X از بسته فضای زیر G و باناخ فضای ی X فرضکنید تعریف١٠.١.١.
�شود: م تعریف زیر صورت به� G از x تقریب�های بهترین� همه مجموعه

PG(x) := {go ∈ G :∥ x− go ∥= d(x,G)}.

اگر �شود. م نامیده پروکسیمینال X در G اه آن باشد، عنصر ی حداقل شامل PG(x) اگر
�شود. م نامیده چبیشف X در G اه آن باشد عضوی ت PG(x)

زیر هر برای باشد. X از بسته فضای زیر G و باناخ فضای ی X کنید فرض .١١.١.١ تعریف
�دهیم: م قرار B ⊂ X کراندار مجموعه

d(B,G) := inf
g∈G

sup
b∈B
∥ b− g ∥ .

هرگاه: �شود م نامیده G از B همزمان تقریب بهترین go ∈ G عنصر

d(B,G) = sup
b∈B
∥ b− g٠ ∥ .



۴ آنالیز از مقدمات مفاهیم .١

داشته وجود G از B همزمان تقریب بهترین ی حداقل ،X در B کراندار مجموعه هر برای اگر
�شود. م نامیده X از پروکسیمینال همزمان به�طور زیرمجموعه ی G اه آن باشد

داشته وجود G از B برای تا ی همزمان تقریب بهترین ی ،X در B کراندار مجموعه هر برای اگر
�شود. م نامیده X از چبیشف همزمان به�طور زیرمجموعه ی G اه آن باشد

x, y, x١, y١ ∈ X و Xباشد از بسته فضای Gزیر و باناخ فضای Xی فرضکنید تعریف١٢.١.١.
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را PG(x, y) باشند.

PG(x, y) = {g ∈ G : d(x, y,G) = max{∥ x− g ∥, ∥ y − g ∥}}

که p, q ∈ X هر ازای به هرگاه است هاسدورف فضای ی X توپولوژی فضای .١٣.١.١ تعریف
به�طوری باشد داشته وجود V qمانند از همسای ی و U مانند p از همسای ی باشد p ̸= q

. U ∩ V = ∅ که

باشد. X در توپولوژی ی τ و میدان ی F برداری، فضای ی X کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
هرگاه: �نامند م توپولوژی برداری فضای ی را X صورت این در

باشد. بسته X در {x} مجموعه x ∈ X هر برای .١
و (x, y) −→ x+ y های ضابطه با ترتیب به F ×X −→ X و X ×X −→ X های اشت ن .٢

باشند. پیوسته τ توپولوژی به نسبت (α, x) −→ αx

است. هاسدورف توپولوژی برداری فضای هر .١۵.١.١ قضیه

.[١٢.١ قضیه ،١٢ ] به شود رجوع برهان.

برای ه به�طوری باشد I مجموعه روی تابع ی A کنید فرض انتخاب)٢ (اصل .١۶.١.١ تعریف
f(x) ∈ A(x) ه به�طوری دارد وجود f تابع ی صورت این در .A(x) ̸= ∅ باشیم داشته x ∈ I هر

.x ∈ I هر برای

، خط اشت ن ی ،Y برداری فضای ی به X برداری فضای ی از P اشت ن .١٧.١.١ تعریف
عددهای همه و x١, x٢ ∈ X هر برای هرگاه �شود م نامیده ر عمل مختصر�ا یا و خط ر عمل ی

باشیم: داشته α٢ و α١ حقیق

P (α١x١ + α٢x٢) = α١P (x١) + α٢P (x٢).
٢Axiom of choice



۵ مقدمات و اولیه تعاریف .١.١

�گویند م کراندار را P خط ر عمل باشند، نرمدار برداری فضاهای Y و X اگر .١٨.١.١ تعریف
باشیم: داشته x ∈ X هر برای که به�گونه�ای باشد موجود M ثابت عدد ی هرگاه

∥ P (x) ∥≤M ∥ x ∥ .

نامیده طولپا P : X −→ Y ر عمل باشند، نرمدار برداری فضاهای Y و X اگر .١٩.١.١ تعریف
: باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه �شود م

∥ P (x) ∥=∥ x ∥ .

را X نرمدار خط فضای روی شده تعریف P : X −→ X کراندار خط ر عمل .٢٠.١.١ تعریف
.P ٢ = P هرگاه �نامیم م تصویر ی

مجموعه باشد. C یا R میدان�های روی نرمدار خط فضای ی X کنید فرض .٢١.١.١ تعریف
�نامیم. م X دوگان فضای را X∗ = B(X,C) یا X روی پیوسته خط �های تابع از ل متش

شده تولید توپولوژی باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ی X کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف
آن به نسبت f ∈ X∗ هر که قسم به X روی توپولوژی ترین کوچ یعن ،X روی X∗ وسیله به�
اشتراک�های از دلخواه اجتماعهای تمام از ل متش و نامند م X بر ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته

است. باز F در v و f ∈ X∗ که �باشد م f−١(v) ل ش به مجموعه�های از متناه

با نرمدار فضای ی X∗ باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ی X کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف
است: زیر نرم

∥ f ∥= sup{|f(x)| :∥ x ∥≤ ١}

�دهیم. م نشان X∗∗ با را X∗ دوگان
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را ϕ اشت ن

ϕ : X −→ X∗∗

ϕ(x)(f) = f(x), f ∈ X∗.

روی توپولوژی ترین کوچ اه آن باشد آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ی X اگر .٢۴.١.١ تعریف
نامیم. X روی ستاره ضعیف توپولوژی را گردد پیوسته ϕ(x) ،x ∈ X هر برای آن به نسبت که X∗



۶ آنالیز از مقدمات مفاهیم .١

اه آن باشد. β ∈ I و توپولوژی فضاهای از گردایه�ای {Xα}α∈I کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف
�شود: م تعریف زیر صورت به� πβ = Πα∈IXα → Xβ ل ش به β اندیس نظیر تصویری اشت ن

πβ((xα)α∈I) = xβ

�دهیم: م قرار حال

δβ = {π−١
β (Uβ)|است باز XβدرUβ}

�نامیم. م ضرب حاصل توپولوژی را δ = ∪β∈Iδβ زیرپایه وسیله به شده تولید توپولوژی

نقطه دو هر برای هرگاه �نامند م محدب را A مانند ته غیر زیرمجموعه ی .٢۶.١.١ تعریف
باشیم: داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و x, y ∈ A دلخواه

(١− λ)x+ λy ∈ A.

∅ ̸= S ⊆ K باشد. محدب و ∅ ̸= K ⊆ X و برداری فضای Xی کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف
tx+ (١− t)y ∈ S از ،x, y ∈ K و ٠ < t < ١ هر برای هرگاه �نامیم م K از فرین٣ مجموعه را
فرین نقا�ط مجموعه �نامیم. م فرین نقطه را آن باشد نقطه�ای ت S اگر . x, y ∈ S که شود نتیجه

�دهیم. م نشان extK با را K

پوسته صورت این در باشد. ∅ ̸= A ⊆ X و برداری فضای ی X کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف
نمایش co(A) با را آن Aکه شامل محدب مجموعه�های تمام اشتراک از است عبارت A محدب

�دهیم. م

A بسته محدب پوسته را co(A) اه آن A ⊆ X و برداری فضای ی X اگر .٢٩.١.١ ملاحظه
�نامیم. م

مجموعه ی ∅ ̸= K ⊆ X و نرمدار فضای ی X کنید فرض ۴ (کرین-میلمن). .٣٠.١.١ قضیه
K = co(ext(K)) همچنین و ext(K) ̸= ∅ صورت این در باشد. محدب و فشرده

.[٢١.٣ قضیه ،١٢ ] به شود رجوع برهان.
٣Extreme
۴Kerin-Milman Theorem



٧ مقدمات و اولیه تعاریف .١.١

را X زیرمجموعه�های از A گردایه باشد. توپولوژی فضای ی X کنید فرض .٣١.١.١ تعریف
متناه تعداد فقط که باشد داشته �ای همسای X نقطه هر که صورت در �نامیم م متناه موضعا

کند. قطع را A اعضای از

باز پوشش هر و باشد هاسدورف که صورت در �نامیم م پیرافشرده را X فضای .٣٢.١.١ تعریف
باشد. داشته متناه موضعا باز پوشش زیر ی X

است. پیرافشرده پذیر � متری فضای هر .٣٣.١.١ قضیه

.[۴١.۴ قضیه ،١١ ] به شود رجوع برهان.

همه خانواده به را S توپولوژی فضای که باشد اشت ن ی Φ کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف
اگر �شود م نامیده �پیوسته نیم پایین از Φ اشت ن ارد. بن τ توپولوژی فضای زیرمجموعه�های

باشد. باز S در {s ∈ S : Φ(s) ∩O ̸= ∅} مجموعه τ در O باز مجموعه هر برای

پیوسته نیم ،X روی را f حقیق تابع باشد. توپولوژی فضای ی X کنید فرض .٣۵.١.١ تعریف
باشد. باز {x : f(x) < α} مجموعه α حقیق عدد هر برای اگر �نامیم م بالای

اشت ن A : X → Y و باشند توپولوژی برداری فضای دو Y و X کنید فرض .٣۶.١.١ قضیه
معادلند: زیر عبارات صورت این در باشد. خط

است. پیوسته A .١
است. کراندار A .٢

.[١.٣٢ قضیه ،١٢] به شود رجوع برهان.

پیش فضای بر پایین از پیوسته نیم اشت ن ی Φ کنید فرض ۵ میشل). (انتخاب .٣٧.١.١ قضیه
این در باشد. X باناخ فضای از محدب و بسته ، غیرته زیرمجموعه�های از خانواده�ای به S فشرده
باشیم داشته s ∈ S تمام برای که قسم به دارد وجود ϕ : S −→ X پیوسته اشت ن ی صورت

.ϕ(s) ∈ Φ(s)

.[١١.١۴ قضیه ،١١ ] به شود رجوع برهان.
۵Michael selection



٨ آنالیز از مقدمات مفاهیم .١

∥ A ∥= ١ ه به�طوری A ∈ X∗ دارد وجود اه آن xo ̸= o و نرمدار فضای ی X اگر .٣٨.١.١ قضیه
داریم: x ∈ X هر برای همچنین .Axo =∥ xo ∥ و

∥ x ∥= sup{|Ax| : A ∈ X∗, ∥ A ∥= ١}.

.[٣.۴ قضیه ،٧] به شود رجوع برهان.



٢ فصل

و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین
رها عمل

مقدمه ١.٢

�پردازیم. م رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین مفهوم بررس به فصل این در
مفهوم با را آن رابطه و بررس را آن خواص و کرده تعریف را همزمان تقریب اشت ن مفهوم ابتدا
نقش و �دهیم م ارائه -جمعوند M مفهوم از تعریف انتها در �کنیم. م بیان همزمان تقریب بهترین
شده استفاده [٢] و [١] مراجع از فصل این در �کنیم. م بررس همزمان تقریب بهترین در را آن

است.

همزمان تقریب اشت ن ٢.٢

l∞(S,X) باشد. باناخ فضای ی X و فشرده هاسدورف فضای ی S فرضکنید تعریف١.٢.٢.
است: زیر صورت به آن بر شده تعریف نرم که است X به S از کراندار توابع تمام باناخ فضای

∥ f ∥= sup
s∈S
∥ f(s) ∥ .

زیرفضای Gی و باناخ فضای Xی و فشرده هاسدورف فضای ی S فرضکنید تعریف٢.٢.٢.
است. پیوسته توابع تمام شامل که است l∞(S,X) از زیرمجموعه�ای C(S,G) باشد. X از بسته

باناخ فضای L(X,Y ) صورت این در باشند. باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .٣.٢.٢ تعریف
�شود. م تعریف بالا همانند نرمش و است Y به X از کراندار خط رهای عمل تمام

٩



١٠ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

�دهیم: م قرار باشد. X از بسته�ای زیرفضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .۴.٢.٢ تعریف

Z = X ⊕
∞
X = {(x, y) : x, y ∈ X}

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را سوپریمم نرم (x, y) هر ازای به و

∥ (x, y) ∥= max{∥ x ∥, ∥ y ∥}.

، x, y ∈ X برای باشد. X از بسته زیرفضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .۵.٢.٢ تعریف
�کنیم: م تعریف را d(x, y,G)

d(x, y,G) = inf
g∈G

max{∥ x− g ∥, ∥ y − g ∥}. (١.٢)

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را PG(x, y)

PG(x, y) = {g ∈ G : d(x, y,G) = max{∥ x− g ∥, ∥ y − g ∥}}. (٢.٢)

�نامیم. م X در پروکسیمینال همزمان طور به را G اه آن باشد ناته x, y ∈ X هر برای PG(x, y) اگر

همزمان �طور به و بسته زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X کنید فرض .۶.٢.٢ تعریف
مانند اشت ن همزمان١، تقریب اشت ن از منظور اه آن باشد. X در پروکسیمینال

ΠG : X ⊕
∞
X −→ G

ارد. �ن م PG(x١, x٢) در عضوی به را (x١, x٢) ∈ X ⊕
∞
X عضو هر که است

همزمان به�طور G اگر باشد. X از بسته زیرفضای G و باناخ فضای ی X فرضکنید .٧.٢.٢ قضیه
صورت: این در باشد همزمان تقریب اشت ن ΠG : X ⊕

∞
X −→ G و X در پروکسیمینال

داریم: X به متعلق x١, x٢ هر برای .١

ΠG(ΠG(x١, x٢),ΠG(x١, x٢)) = ΠG(x١, x٢).

١Simultaneous Proximity map



١١ همزمان تقریب اشت ن .٢.٢

داریم: X به متعلق x١, x٢ هر برای .٢

ΠG(x١, x٢) ≤ ٢ ∥ (x١, x٢) ∥ .

وطبق �شود م اشته ن PG(g, g) در عضوی ,ΠG(gبه g) ،(g, g) ∈ X⊕
∞
X عضو هر برای .١ برهان.

(x١, x٢) ∈ X⊕
∞
X کنید فرض .ΠG(g, g) = g داریم g ∈ G هر برای پس PG(g, g) = g ،(٢.٢)

داشت: خواهیم بنابراین ΠG(x١, x٢) = g و باشد دلخواه

ΠG(ΠG(x١, x٢),ΠG(x١, x٢)) = ΠG(g, g) = g = ΠG(x١, x٢).

داریم: (x١, x٢), (y١, y٢) ∈ X ⊕
∞
X هر برای .٢

∥ (x١, x٢)− ΠG(x١, x٢) ∥ ≤∥ (x١, x٢)− ΠG(y١, y٢) ∥

≤∥ (x١, x٢)− (y١, y٢) ∥ + ∥ (y١, y٢)− ΠG(y١, y٢) ∥ .

نتیجه: در

∥ (x١, x٢)− ΠG(x١, x٢) ∥ − ∥ (y١, y٢)− ΠG(y١, y٢) ∥≤∥ (x١, x٢)− (y١, y٢) ∥

داریم: (y١, y٢) = (٠,٠) دادن قرار با لذا است. ΠG(o, o) = o

∥ (x١, x٢)− ΠG(x١, x٢) ∥≤∥ (x١, x٢) ∥ . (٣.٢)

که: �گیریم م نتیجه نرم خواص از استفاده با

∥ ΠG(x١, x٢) ∥≤∥ ΠG(x١, x٢)− (x١, x٢) ∥ + ∥ (x١, x٢) ∥ . (۴.٢)

داریم: (۴.٢) و ( از(٣.٢
∥ ΠG(x١, x٢) ∥≤∥ ΠG(x١, x٢)− (x١, x٢) ∥ + ∥ (x١, x٢) ∥≤ ٢ ∥ (x١, x٢) ∥ .



١٢ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

�تصویرM ٣.٢

خط تصویر ی باشد. X از بسته زیر�فضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .١.٣.٢ تعریف
باشیم: داشته x ∈ X هر برای هرگاه �شود م نامیده ٢ M-تصویر ، P : X −→ G

∥ x ∥= max{∥ P (x) ∥, ∥ x− P (x) ∥}.

باشد. -تصویر M ی برد در هرگاه ��شود م نامیده -جمعوند٣ M ی G ⊆ X بسته زیرفضای

به�طور G صورت این در باشد. X از -جمعوند M زیرفضای ی G کنید فرض .٢.٣.٢ گزاره
دارد. خط هم�زمان تقریب اشت ن G به�علاوه است، X در پروکسیمینال همزمان

M زیرفضای ی G فرض به بنا باشد. θ = P (x١)+P (x٢)
٢ و x١, x٢ ∈ X �کنید فرض برهان.

داریم: پس است. X از -جمعوند

∥ x١ − θ ∥ = max{∥ P (x١ − θ) ∥, ∥ x١ − θ − P (x١ − θ) ∥}

= max{∥ P (x١)− P (θ) ∥, ∥ x١ − θ − P (x١) + P (θ) ∥

= max{∥ P (x١)− θ ∥, ∥ x١ − θ − P (x١) + θ ∥}

= max{∥ x١ − P (x١) ∥,
١
٢ ∥ P (x١)− P (x٢) ∥}.

به��طورمشابه

∥ x٢ − θ ∥= max{∥ x٢ − P (x٢) ∥,
١
٢ ∥ P (x١)− P (x٢) ∥}.

نتیجه: در

max{∥ x١ − θ ∥, ∥ x٢ − θ ∥} ≤

max{∥ x١ − P (x١) ∥, ∥ x٢ − P (x٢) ∥,
١
٢ ∥ P (x١)− P (x٢) ∥}. (۵.٢)

٢M -Projection
٣M -Summand



١٣ -تصویر M .٣.٢

داریم: صورت این در باشد z ∈ G کنید فرض حال،

١
٢ ∥ P (x١)− P (x٢) ∥ =

١
٢ ∥ P (x١)− z + z − P (x٢) ∥

≤ ١
٢ ∥ P (x١)− z ∥ +

١
٢ ∥ P (x٢)− z ∥

≤ max{∥ P (x١)− z ∥, ∥ P (x٢)− z ∥}. (۶.٢)

که: �گیریم م نتیجه (۶.٢) و (۵.٢) از استفاده با

max{∥ x١ − θ ∥, ∥ x٢ − θ ∥}

≤ max{max{∥ x١ − P (x١) ∥, ∥ P (x١)− z ∥},max{∥ x٢ − P (x٢) ∥, ∥ P (x٢)− z ∥}

= max{∥ x١ − z ∥, ∥ x٢ − z ∥}.

داریم: است دلخواه z ∈ G ه این و است X از M-جمعوند زیرفضای ی G که این از

max{∥ x١ − θ ∥, ∥ x٢ − θ ∥} ≤ max{∥ x١ − z ∥, ∥ x٢ − z ∥} ∀z ∈ G

X در پروکسیمینال همزمان به�طور G و است x١, x٢ ∈ X همزمان تقریب بهترین θ ∈ G بنابراین
است.

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه با را Π : X ⊕
∞
X −→ G اشت ن حال

Π(x١, x٢) =
P (x١) + P (x٢)

٢
بودن خط است. همزمان تقریب اشت ن ی Π همزمان، تقریب اشت ن تعریف طبق به�وضوح

�شود. م نتیجه P بودن خط از نیز آن

تقریب اشت ن G اه آن باشد، X از M-جمعوند فضای زیر ی G کنید فرض .٣.٣.٢ نتیجه
دارد. پیوسته همزمان

، خط همزمان تقریب اشت ن که حقیقت این و (٢.٣.٢) گزاره از به�طورمستقیم اثبات برهان.
�شود. م نتیجه است پیوسته



١۴ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

نتایج ۴.٢

�پردازیم. م مهم قضیه چند اثبات به قسمت این در

باشد. فشرده هاسدورف فضای S و X باناخ فضای از بسته زیرفضای G کنید فرض .١.۴.٢ قضیه
داریم: f١, f٢ ∈ C(S,X) هر برای صورت این در

d(f١, f٢, C(S,G)) = d(f١, f٢, l
∞(S,G)) = sup

t∈S
d(f١(t), f٢(t), G).

: داریم پس است C(S,G) ⊆ l∞(S,G) چون برهان.

d(f١, f٢, C(S,G)) ≥ d(f١, f٢, l
∞(S,G)). (٧.٢)

که کنیم ثابت �خواهیم م حال

d(f١, f٢, l
∞(S,G)) ≥ sup

t∈S
d(f١(t), f٢(t), G).

داریم: t ∈ S هر برای و (١.٢) به توجه با باشد. دلخواه g ∈ l∞(S,G) اگر

max{∥ f١(t)− g(t) ∥, ∥ f٢(t)− g(t) ∥} ≥ d(f١(t), f٢(t), G).

�آوریم: م بدست نامساوی طرف دو از سوپریمم گرفتن با

max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥} ≥ sup
t∈S

d(f١(t), f٢(t), G).

داریم: نتیجه در بود، دلخواه g ∈ l∞(S,G) چون

inf
g∈l∞(S,G)

max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥} ≥ sup
t∈S

d(f١(t), f٢(t), G).

بنابراین:

d(f١, f٢, l
∞(S,G)) ≥ sup

t∈S
d(f١(t), f٢(t), G). (٨.٢)



١۵ نتایج .۴.٢

کنیم: ثابت باید حال

d(f١, f٢, C(S,G)) ≤ sup
t∈S

d(f١(t), f٢(t), G).

نظر در زیر به�صورت را λ مقدار �کنیم. م بررس را (٣٨.١.١) قضیه شرایط اثبات، برای
�گیریم: م

λ > sup
t∈S

d(f١(t), f٢(t), G). (٩.٢)

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را ϕ(t) ، t ∈ S برای

ϕ(t) = {h ∈ G : max{∥ f١(t)− h ∥, ∥ f٢(t)− h ∥} ≤ λ}. (١٠.٢)

داریم: (١.٢)هم طبق و λ > sup d(f١(t), f٢(t), G) چون اولا

d(f١(t), f٢(t), G) = inf
g∈G

max{∥ f١(t)− g ∥, ∥ f٢(t)− g ∥}.

است. G از غیرته بسته زیرمجموعه ϕ(t) نتیجه در
است. ۴ پایین از پیوسته نیم اشت ن ی ϕ و محدب ϕ(t) ، t ∈ S هر برای که �دهیم م نشان ثانیا
�دهیم: م نشان باشند. ٠ ≤ α ≤ ١ و h١, h٢ ∈ ϕ(t) ،t ∈ S کنید فرض بودن محدب اثبات برای

αh١ + (١− α)h٢ ∈ ϕ(t).

(١٠.٢)داریم: طبق لذا هستند h١, h٢ ∈ ϕ(t) چون
max{∥ f١(t)− h١ ∥, ∥ f٢(t)− h١ ∥} ≤ λ. (١١.٢)

و

max{∥ f١(t)− h٢ ∥, ∥ f٢(t)− h٢ ∥} ≤ λ. (١٢.٢)
۴Lower semicontinuous



١۶ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

داریم: (١٢.٢) و از(١١.٢)

max{∥ f١(t)− αh١ − (١− α)h٢ ∥, ∥ f٢(t)− αh١ − (١− α)h٢ ∥

= max{∥ f١(t)− αf١(t) + αf١(t)− αh١ − (١− α)h٢ ∥,

∥ f٢(t)− αf٢(t) + αf٢(t)− αh١ − (١− α)h٢ ∥}

≤ max{α ∥ f١(t)− h١ ∥ +(١− α) ∥ f١(t)− h٢ ∥, α ∥ f٢(t)− h١ ∥ +(١− α) ∥ f٢(t)− h٢ ∥}

≤ αmax{∥ f١(t)− h١ ∥, ∥ f٢(t)− h١ ∥}+ (١− α)max{∥ f١(t)− h٢ ∥, ∥ f٢(t)− h٢ ∥}

≤ αλ+ (١− α)λ = λ.

از نیم�پیوسته اشت ن ی ϕ ه این دادن نشان برای �باشد. م محدب ϕ(t) ، t ∈ S هر برای بنابراین
�دهیم: م قرار و باشد G در باز مجموعه ی O کنید فرض است پایین

O∗ = {t ∈ S : ϕ(t) ∩O ̸= ∅}. (١٣.٢)

.ϕ(σ)∩O ̸= ∅ اه آن , σ ∈ O∗ فرضکنید است. ∗Oباز که �دهیم نشان باید تعریف(١.١.٣۵) طبق
ه: به�طوری دارد وجود h ∈ O ی (١٠.٢) به بنا رو این از

max{∥ f١(σ)− h ∥, ∥ f٢(σ)− h ∥} ≤ λ.

: داشت خواهیم (١.٢) و (٩.٢) طبق

λ > inf
y∈G

max{∥ f١(σ)− y ∥, ∥ f٢(σ)− y ∥}

که: به�طوری دارد وجود hp ∈ G صورت این در

max{∥ f١(σ)− hp ∥, ∥ f٢(σ)− hp ∥} < λ.

صفر از بزرگتر ای ϵ باز مجموعه تعریف طبق لذا است، باز مجموعه�ای O و h ∈ O چون طرف از
: که به�قسم است موجود

B(h, ε) = {y ∈ G :∥ y − h ∥< ε} ⊆ O (١۴.٢)



١٧ نتایج .۴.٢

: داشت خواهیم اه آن باشد. ∥ h− hp ∥≥ ١+ ε
٢ اگر باشد. δ = ε

٢∥h−hp∥ �کنید فرض

δ =
ϵ

٢ ∥ h− hp ∥ ≤
ϵ

١)٢+ ϵ
٢)

=
ϵ

ϵ+ ٢ ≤ ١.

داشت: خواهیم صورت این در hq = (١− δ)h+ δhp �کنید فرض

∥ hq − h ∥=∥ (١− δ)h+ δhp − hp ∥= δ ∥ h− hp ∥< ϵ.

و محدب ϕ(σ) چون است. hq ∈ O که �گیریم م (١۴.٢)نتیجه طبق و است hq ∈ B(h, ϵ) پس
: داشت خواهیم پس است. hq = (١− δ)h+ δh′ ∈ ϕ(σ) لذا h, h′ ∈ ϕ(σ)

max{∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(σ)− hq ∥} < λ. (١۵.٢)

هر برای که قسم به باشد σ از همسای ی N �کنید فرض است. باز O∗ که �دهیم م نشان حال
باشیم: داشته t ∈ N

max{∥ f١(σ)− f١(t) ∥, ∥ f٢(σ)− f٢(t) ∥} < λ

−max{∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(σ)− hq ∥ . (١۶.٢)

داریم: t ∈ N هر برای (١۶.٢) بنابر است موجود همسای این (١۵.٢) طبق

max{∥ f١(t)− hq ∥, ∥ f٢(t)− hq ∥

≤ max{∥ f١(t)− f١(σ) ∥ + ∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(t)− f٢(σ) ∥ + ∥ f٢(σ)− hq ∥}

≤ max{∥ f١(t)− f١(σ) ∥, ∥ f٢(t)− f٢(σ) ∥}+max{∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(σ)− hq ∥}

≤ λ−max{∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(σ)− hq ∥}+max{∥ f١(σ)− hq ∥, ∥ f٢(σ)− hq ∥}

≤ λ.

پس است. t ∈ O∗ ،(١٣.٢) بر بنا و hq ∈ ϕ(t)∩O نهایت در و hq ∈ ϕ(t) ،(١٠.٢) طبق بنابراین
(٣٨.١.١) قضیه شرایط است. پایین از نیم�پیوسته اشت ن ی ϕ لذا است. باز O∗ و N ⊆ O∗

: به�طوری�که دارد وجود g ∈ C(S,X) ،(٣٨.١.١) قضیه طبق است. برقرار

g(t) ∈ ϕ(t) ∀t ∈ S



١٨ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

این�رو: از

max{∥ f١(t)− g(t) ∥, ∥ f٢(t)− g(t) ∥} ≤ λ ∀t ∈ S,

لذا

max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥} ≤ λ.

بنابراین
d(f١, f٢, C(S,G)) ≤ max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥} ≤ λ.

داریم: پس

d(f١, f٢, C(S,G)) ≤ sup
t∈S

d(f١(t), f٢(t), G). (١٧.٢)

که: �گیریم م نتیجه (١٧.٢) و (٨.٢) ، (٧.٢) از

d(f١, f٢, C(S,G)) = d(f١, f٢, l
∞(S,G)) = sup

t∈S
d(f١(t), f٢(t), G).

از بسته زیرفضاهای H,G و باناخ فضای Y فشرده، هاوسدورف فضای S کنید فرض .٢.۴.٢ لم
اه: آن باشند، Y

C(S,H ⊕
∞
G) = C(S,H)⊕

∞
C(S,G).

به�طوری�که: باشد. f٢ : S −→ G و f١ : S −→ H کنید فرض ،f ∈ C(S,H ⊕
∞
G) برای برهان.

f(t) = (f١(t), f٢(t)) ∀t ∈ S

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را ψ اشت ن هستند. f٢ ∈ C(S,G) و f١ ∈ C(S,H)

ψ : C(S,H ⊕
∞
G) −→ C(S,H)⊕

∞
C(S,G)



١٩ نتایج .۴.٢

: زیرا است طولپای ψ اشت ن است. ψ(f) = (f١, f٢) که

∥ ψ(f) ∥ = max{∥ f١ ∥, ∥ f٢ ∥}

= supmax{∥ f١(t) ∥, ∥ f٢(t) ∥}

= sup ∥ f(t) ∥

=∥ f ∥ .

X باناخ فضای از بسته زیرفضای G و فشرده هاوسدورف فضای S کنید فرض .٣.۴.٢ قضیه
اه: آن باشد،

پروکسیمینال همزمان Gبه�طور اه آن C(S,X)باشد، در پروکسیمینال همزمان C(S,G)به�طور ١.اگر
است. X در

پروکسیمینال همزمان به�طور C(S,G) اه آن باشد، داشته پیوسته همزمان تقریب اشت ن G ٢.اگر
دارد. پیوسته هم�زمان تقریب اشت ن و است C(S,X) در

s ∈ S هر برای را fx : S −→ X و fy : S −→ Y توابع باشند. x, y ∈ X کنید ١.فرض برهان.
به�طور C(S,G) چون فرض یرید.طبق ب نظر در fx(s) = x, fy(s) = y ضابطه�های با ترتیب به
و (٢.٢) طبق ه به�طوری دارد وجود g ∈ C(S,G) لذا است C(S,X) در پروکسیمینال همزمان

داریم: را زیر روابط (١.۴.٢) قضیه

max{∥ fx − g ∥, ∥ fy − g ∥} = d(fx, fy, C(S,G))

= sup
s∈S

d(fx(s), fy(s), G)

= d(x, y,G).

داریم: so ∈ S ی برای لذا

max{∥ fx(s٠)− g(s٠) ∥, ∥ fy(s٠)− g(s٠) ∥≤ d(x, y,G).



٢٠ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

است. G از x, y برای همزمان تقریب بهترین ی g(so) این�رو از
ضابطه با G برای پیوسته همزمان تقریب اشت ن A : X ⊕

∞
X −→ G کنیم ٢.فرض

A(x١, x٢) = PG(x١, x٢)

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را A′ باشد.

A′ : C(S,X ⊕
∞
X) −→ C(S,G)

نوشت: زیر به�صورت s ∈ S هر برای را A′ �توان م (٢.۴.٢) لم طبق است. A′(f) = Aof که

A′ : C(S,X)⊕
∞
C(S,X) −→ C(S,G)

از: است عبارت آن ضابطه که

A′(f١, f٢)(s) = A(f١(s), f٢(s)) = PG(f١(s), f٢(s)).

s ∈ S هر برای صورت این در باشد g ∈ C(S,G) کنید فرض است. A′(f١, f٢) ∈ C(S,G) لذا
داریم:

max{∥ f١(s)− A(f١(s), f٢(s)) ∥, ∥ f٢(s)− A(f١(s), f٢(s)) ∥}

= max{∥ f١(s)− PG(f١(s), f٢(s)) ∥, ∥ f٢(s)− PG(f١(s), f٢(s)) ∥}

≤ max{∥ f١(s)− g(s) ∥, ∥ f٢(s)− g(s) ∥}.

داریم: (١.۴.٢) قضیه طبق بنابراین

max{∥ f١ − A(f١, f٢) ∥, ∥ f٢ − A(f١, f٢) ∥≤ max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥}.

به�طور C(S,G) لذا و است C(S,G) از f٢, f١ برای همزمان تقریب بهترین A(f١, f٢) نتیجه در
همچنین است. C(S,X) در پروکسیمینال همزمان

A′ : C(S,X)⊕
∞
C(S,X) −→ C(S,G)



٢١ نتایج .۴.٢

است. پیوسته همزمان تقریب اشت ن

صورت این در باشد. X باناخ فضای از M-جمعوند زیرفضای ی G کنید فرض .۴.۴.٢ نتیجه
دارد. پیوسته همزمان تقریب اشت ن و است C(S,X) در پروکسیمینال همزمان به�طور C(S,G)

G ،(٣.٣.٢) نتیجه به بنا لذا است X باناخ فضای از M-جمعوند فضای زیر ی G چون برهان.
همزمان به�طور C(S,G) ،(٣.۴.٢) قضیه طبق و است پیوسته همزمان تقریب اشت ن ی دارای

دارد. پیوسته همزمان تقریب اشت ن ی و است C(S,X) در پروکسیمینال

داریم: صورت این در باشد. باناخ فضای ی X کنید فرض .۵.۴.٢ لم

L(X,X ⊕
∞
X) = L(X,X)⊕

∞
L(X,X).

�کنیم: م تعریف باشد. T (x) = (z١, z٢) و T ∈ L(X,X ⊕
∞
X) کنید فرض برهان.

A(x) = z١, B(x) = z٢

داریم: ∥ x ∥= ١ که x ∈ X هر برای هستند. A,B ∈ L(X,X) صورت این در

∥ A(x) ∥≤ max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥},

داشت: خواهیم بالا عبارت از سوپریمم گرفتن با

∥ A ∥≤ sup
∥x∥=١

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥}. (١٨.٢)

داریم: مشابه به�طور

∥ B ∥≤ sup
∥x∥=١

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥}. (١٩.٢)

داریم: (١٩.٢) و (١٨.٢) از

max{∥ A ∥, ∥ B ∥} ≤ sup
∥x∥=١

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥ .}



٢٢ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

داشت: خواهیم بنابراین

max{∥ A ∥, ∥ B ∥} = sup
∥x∥=١

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥}.

�کنیم: م تعریف

ϕ : L(X,X ⊕
∞
X)→ L(X,X)⊕

∞
L(X,X)

که

ϕ(t) = (A,B)

زیرا: است طولپا اشت ن این وضوح به است.

∥ ϕ(T ) ∥ = max{∥ A ∥, ∥ B ∥}

= supmax{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥}

= sup ∥ T (x) ∥

=∥ T ∥ .

پروکسیمینال همزمان به�طور Gزیرفضای و باشند باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .۶.۴.٢ قضیه
همزمان به�طور L(X,G) اه آن باشد داشته خط همزمان تقریب اشت ن G اگر باشد. Y از

دارد. خط همزمان تقریب اشت ن و است L(X, Y ) در پروکسیمینال

هر برای که باشد. G برای خط همزمان تقریب اشت ن Π : Y ⊕
∞
Y −→ G کنید فرض برهان.

: است زیر صورت به آن ضابطه Y ⊕
∞
Y به متعلق x, y

Π(x, y) = PG(x, y).

که �گیریم م نظر در A(f) = Πof ضابطه با را A : L(X,Y ⊕
∞
Y ) −→ L(X,G) اشت ن

داریم: (۵.۴.٢) لم به بنا است. f = (f١, f٢)



٢٣ نتایج .۴.٢

A : L(X,Y )⊕
∞
L(X, Y ) −→ L(X,G)

است: زیر صورت به آن ضابطه x ∈ X هر برای و

A(f١, f٢) = Πo(f١, f٢)

Πo(f١, f٢)(x) = Π(f١(x), f٢(x)) = PG(f١(x), f٢(x)).

به متعلق g١, g٢ و f١, f٢ هر برای زیرا است خط اشت ن ی اشت، ن این همچنین
داشت: خواهیم ثابت α, β هر و L(X, Y )⊕

∞
L(X,Y )

A(α(f١, f٢) + β(g١, g٢))(x) =Πo(α(f١, f٢) + β(g١, g٢))(x)

= Π(α(f١(x), f٢(x)) + β(g١(x), g٢(x)))

= PG(α(f١(x), f٢(x)) + β(g١(x), g٢(x)))

= αPG(f١(x), f٢(x)) + βPG(g١(x), g٢(x))

= αΠ(f١(x), f٢(x)) + βΠ(g١(x), g٢(x))

= αA(f١, f٢)(x) + βB(g١, g٢)(x)

= (αA(f١, f٢) + βA(g١, g٢))(x).

که کنیم ثابت �خواهیم م حال است. L(X,G) برای خط همزمان تقریب اشت ن ی A پس
است. L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان به�طور L(X,G)

داریم: x ∈ X هر برای صورت این در باشد. دلخواه g ∈ L(X,G) کنید فرض

max{∥ f١(x)− A(f١(x), f٢(x)) ∥, ∥ f٢(x)− A(f١(x), f٢(x)) ∥}

= max{∥ f١(x)− PG(f١(x), f٢(x)) ∥, ∥ f٢(x)− PG(f١(x), f٢(x)) ∥}

≤ max{∥ f١(x)− g(x) ∥, ∥ f٢(x)− g(x) ∥}.

داشت: خواهیم لذا

max{∥ f١ − A(f١, f٢) ∥, ∥ f٢ − A(f١, f٢) ∥} ≤ max{∥ f١ − g ∥, ∥ f٢ − g ∥}.



٢۴ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

به�طور L(X,G) و است f١, f٢ برای همزمان تقریب بهترین A(f١, f٢) ،(٢.٢) طبق بنابراین
است. L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان

Y باناخ فضای از M-جمعوند زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٧.۴.٢ نتیجه
تقریب اشت ن و است L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان به�طور L(X,G) صورت این در باشد.

دارد. پیوسته همزمان

قضیه طبق و است پیوسته همزمان تقریب اشت ن ی دارای G ، (٣.٣.٢) نتیجه به بنا برهان.
همزمان تقریب اشت ن ی و است L(X, Y ) در پروکسیمینال همزمان به�طور L(X,G) (۶.۴.٢)

دارد. پیوسته

اگر باشد. Y باناخ فضای از بسته زیرفضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٨.۴.٢ قضیه
در پروکسیمینال همزمان به�طور G اه آن باشد، L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان به�طور L(X,G)

است. Y

x∗ ∈ X∗ ،(٣٩.١.١) قضیه از استفاده با باشد. ٠ ̸= x٠ ∈ X و y١, y٢ ∈ Y کنید فرض برهان.
یرید: ب نظر در را زیر رهای عمل باشد. x∗(x٠) = ١ =∥ x∗ ∥ ه به�طوری دارد وجود

x∗ ⊗ y١, x∗ ⊗ y٢ : X −→ Y

�کنیم. م تعریف x∗ ⊗ yi(x) = x∗(x)yi صورت به را آن ضابطه i = ١,٢ و x ∈ X هر برای
زیرا دارند تعلق کراندار خط رهای عمل فضای به x∗ ⊗ y١, x∗ ⊗ y٢

∥ (x∗ ⊗ y١)(x) ∥=∥ x∗(x)(y١) ∥≤∥ x∗ ∥∥ y١ ∥≤∥ y١ ∥ .

داریم ثابت α, β برای همچنین و

x∗ ⊗ y١(αx١ + βx٢) = x∗(αx١ + βx٢)y١

= (αx∗(x١) + βx∗(x٢))y١

= αx∗(x١)y١ + βx∗(x٢)(y١)

= αx∗ ⊗ y١(x١) + βx∗ ⊗ y١(x٢).



٢۵ نتایج .۴.٢

به متعلق ای T لذا است L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان به�طور L(X,G) چون فرض طبق
ه: به�طوری دارد وجود L(X,G)

max{∥ x∗⊗ y١− T ∥, ∥ x∗⊗ y٢− T ∥}} ≤ max{∥ x∗⊗ y١−B ∥, ∥ x∗⊗ y٢−B ∥}

.B ∈ L(X,G) هر برای
T = x∗⊗ g١ و است g ∈ G که �کند م اشاره x∗⊗ g ل ش به رهای عمل تمام به B کنید فرض

داریم: g ∈ G هر برای اه آن یرید. ب نظر در

max{∥ x∗ ⊗ y١ − T ∥, ∥ x∗ ⊗ y٢ − T ∥}

≤ max{∥ x∗ ⊗ y١ − x∗ ⊗ g ∥, ∥ x∗ ⊗ y٢ − x∗ ⊗ g ∥}.

داشت: خواهیم لذا

max{∥ x∗ ⊗ y١(xo)− T (xo) ∥, ∥ x∗ ⊗ y٢(xo)− T (xo)

= max{∥ x∗(xo)y١ − x∗(xo)g١ ∥, ∥ x∗(xo)y٢ − x∗(xo)g١ ∥}

≤ max{∥ x∗(xo)y١ − x∗(xo)g ∥, ∥ x∗(xo)y٢ − x∗(xo)g ∥}.

که: �گیریم م نتیجه g ∈ G هر برای پس

max{∥ y١ − g١ ∥, ∥ y٢ − g١ ∥} ≤ max{∥ y١ − g ∥, ∥ y٢ − g ∥}.

است. G از y٢ و y١ برای همزمان تقریب بهترین g١ ، همزمان تقریب بهترین تعریف به بنا پس

نظر در ته غیر مجموعه ی S اینجا در که تفاوت این با است (١.۴.٢) قضیه همان بعد لم
است. شده گرفته



٢۶ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

غیرته مجموعه ی S و X از بسته زیرفضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٩.۴.٢ لم
داریم: f, g ∈ l∞(S,X) هر برای صورت این در باشد.

d(f, g, l∞(S,G)) = sup
s∈S

d(f(s), g(s), G).

داریم: (١.٢) طبق s ∈ S هر برای اه آن باشد h ∈ l∞(S,G) کنید فرض برهان.

max∥ f(s)− h(s) ∥, ∥ g(s)− h(s) ∥ ≥ d(f(s), g(s), G)

داریم: بالا نامساوی طرف دو از سوپریمم گرفتن با

max{∥ f − h ∥, ∥ g − h ∥} ≥ sup
s
d(f(s), g(s), G)

داریم: بود دلخواه h ∈ l∞(S,G) این�که از حال

d(f, g, l∞(S,G)) ≥ sup
s
d(f(s), g(s), G)

دلخواه ϵ > ٠ کنید فرض �پردازیم. م نامساوی س ع اثبات به حال شد. ثابت نامساوی طرف ی
ه: به�طوری دارد وجود k(s) ∈ G , s ∈ S هر برای اه آن باشد.

max{∥ f(s)− k(s) ∥, ∥ g(s)− k(s) ∥} < d(f(s), g(s), G) + ϵ (٢٠.٢)

ho ∈ l∞(S,G) �کنیم. م تعریف ho(s) = k(s), s ∈ S هر برای (١۶.١.١) تعریف از استفاده با
�گیریم: م نتیجه (١.٢) به بنا و (٢٠.٢) رابطه طرف دو از سوپریمم گرفتن با است.

d(f, g, l∞(S,G)) ≤ max{∥ f − ho ∥, ∥ g − ho ∥} < sup
s
d(f(s), g(s), G) + ϵ,

d(f, g, l∞(S,G)) ≤ sup sd(f(s), g(s), G) + ϵ.

داریم: لذا بود. دلخواه ϵ چون

d(f, g, l∞(S,G)) ≤ sup
s
d(f(s), g(s), G).

�گردد. م ثابت قضیه لذا و



٢٧ نتایج .۴.٢

زیرمجموعه ی S و X از بسته زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X کنید فرض .١٠.۴.٢ قضیه
معادلند: زیر جملات اه آن باشد. ناته

است. X در پروکسیمینال همزمان به�طور G .١
است. l∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان به�طور l∞(S,G) .٢

٢← ١ برهان.
هر برای لذا است X در پروکسیمینال همزمان به�طور G چون باشند. f, g ∈ l∞(S,X) کنید فرض

: ه به�طوری دارد وجود G به متعلق ای k(s) ، s ∈ S

max{∥ f(s)−k(s) ∥, ∥ g(s)−k(s) ∥} ≤ max{∥ f(s)−z(s) ∥, ∥ g(s)−z(s) ∥} (٢١.٢)

است. z(s) ∈ G و z ∈ l∞(S,G) که
صدق (٢١.٢) در که دارد وجود l∞(S,G) به متعلق ای k (١۶.١.١) تعریف از استفاده با

داریم: z ∈ l∞(S,G) هر برای �کند.بنابراین م

max{∥ f − k ∥, ∥ g − k ∥} ≤ max{∥ f − z ∥, ∥ g − z ∥}

لذا:

sup
s
d(f(s), g(s), G) = max{∥ f − k ∥, ∥ g − k ∥} = d(f, g, l∞(S,G)).

است. l∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان به�طور l∞(S,G) �دهد م نتیجه که
١← ٢

ضابطه با به�ترتیب s ∈ S هر برای را fy : S → Y و fx : S → X.باشند x, y ∈ Xکنید فرض
داریم: (٩.۴.٢ لم( از استفاده یرید.با ب نظر در fy(s) = y و fx(s) = x

d(fxfy, L
∞(S,G)) = sup

s
d(fx(s), fy(s), G) = d(x, y,G). (٢٢.٢)

به متعلق ای g لذا است l∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان به�طور l∞(S,G) چون فرض طبق
ه: به�طوری دارد وجود l∞(S,G)

max{∥ fx − g ∥, ∥ fy − g ∥} = d(x, y,G)



٢٨ رها عمل و توابع فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢

که یریم ب نظر در S به متعلق so میتوانیم (٢٢.٢) از استفاده با لذا

max{∥ x− g(so) ∥, ∥ y − g(so)} ≤ d(x, y,G).

است. G از y و x برای همزمان تقریب بهترین g(so) بنابراین



٣ فصل

مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین
توابع از نامتناه

مقدمه ١.٣

ابتدا �پردازیم. م توابع از نامتناه مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین بررس به فصل این در
سازی مشخصه سپس و تعریف توابع از نامتناه مجموعه ی در را همزمان تقریب بهترین مفهوم
رابطه این در قضایای اثبات به و �کنیم م بیان مجموعه این در را همزمان تقریب بهترین تای ی و

است. شده استفاده [١۵] و [١۴] ،[٧] ،[۴] ،[٣] ،[٢] مراجع از فصل این در �پردازیم. م

توابع از نامتناه مجموعه در همزمان تقریب بهترین تعریف ٢.٣

که نرمدار خط فضای B و ∥ . ∥X نرم با نرمدار خط فضای ی X کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
زیر به�صورت U کنید فرض همچنین باشد. ∥ . ∥B نرم با هستند {ai}∞i=١ دنباله�های عناصرش

باشد: شده تعریف

U = {a = {ai}∞i=١ ∈ B, ∥ a ∥B≤ ١}.

�کنیم: م تعریف زیر بصورت F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X هر برای را نرم صورت این در

∥ F ∥= max
a∈U
∥

∞∑
i=١

aiϕi ∥X . (١.٣)

٢٩



٣٠ توابع از نامتناه مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین .٣

S ⊂ X و F = (ϕ١, ..., ϕi, ...) و شده�اند Xداده در ϕ١, ..., ϕi, ... توابع فرضکنید تعریف٢.٢.٣.
ه: طوری به� است ϕ∗ ∈ S یافتن بحث مورد مسئله باشد.

∥ F − f ∗ ∥= inf
ϕ∈S
∥ F − f ∥ (٢.٣)

�نامیده F در همزمان تقریب بهترین f ∗ �باشد. م f = (ϕ, ..., ϕ, ...) و f ∗ = (ϕ∗, ..., ϕ∗, ...) که
�شود. م

نشان PS(F ) با را F در ϕ ∈ S که f = (ϕ, ..., ϕ, ...) همزمان های تقریب بهترین همه مجموعه
�دهیم. م

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را d(F, S)
d(F, S) = inf{∥ F − f ∥: f = (ϕ, ..., ϕ, ...), ϕ ∈ S}.

که: است گونه�ای به B که است این (٢.٣) در اساس فرض

sup{|
∞∑
i=١

ai|, a ∈ U} <∞. (٣.٣)

�کنیم: م اعمال B فضای روی را زیر فرض حقیقت در

sup{
∞∑
i=١
|ai|, a ∈ U} <∞. (۴.٣)

در B در U بستار
−
U کنید فرض است. B از کراندار زیرمجموعه U اه آن باشد برقرار (۴.٣) اگر

،(۴.٣) در جمع به�وسیله شده داده نرم با نامتناه دنباله�های فضای باشد. ضعیف-ستاره توپولوژی
∥ c ∥= supi |ci| نرم و {ci} به را هم c = (c١, ...cn, ...) نامتناه دنباله�های فضای دوگان فضای

است. ضعیف-ستاره توپولوژی با فشرده هاسدورف فضای
−
U بنابراین است.

فشرده هاسدورف فضای
−
U و X دوگان فضای در ه ی گوی علامت W کنید فرض .٣.٢.٣ تعریف

�کنیم: م تعریف ϕi ∈ X که F = (ϕ١, ..., ϕi, ...) برای باشد. ستاره - ضعیف توپولوژی با

gF (a, w) =
∞∑
i=١

ai < w, ϕi > (a, w) ∈ U ×W.

داخل ضرب است. ضرب حاصل توپولوژی با
−
U ×W و ستاره - ضعیف توپولوژی با W که

است. آن دوگان و X عنصرهای ارتباط نشانه



٣١ سازی مشخصه .٣.٣

سازی مشخصه ٣.٣

باشیم: داشته و باشد F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X کنید فرض .١.٣.٣ لم

lim
i→∞

ϕi = ϕo (۵.٣)

است. پیوسته
−
U ×W روی gF (a, w) صورت این در

ϵ > o هر برای صورت این در باشد، برقرار (۵.٣) شرایط که باشد طوری F کنید فرض برهان.
داریم: ، i > N هر برای که ای N دارد وجود

∥ ϕi − ϕo ∥X< ϵ.

داریم: (a, w), (a٠, w٠) ∈
−
U ×W هر برای حال

|
∞∑
i=١

ai < w, ϕi > −
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕi > | = |
∞∑
i=١

ai < w, ϕi > +
∞∑
i=١

ai < w, ϕo >

−
∞∑
i=١

ai < w, ϕo > +
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > −
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > −
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕi > |

≤ |
∞∑
i=١

ai < w, ϕo > −
∞∑
i=١

ai < w٠, ϕo > +
∞∑
i=١

ai < w٠, ϕo > −
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > |

+ |
∞∑
i=١

ai < w, ϕi > −
∞∑
i=١

ai < w, ϕo > +
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > −
∞∑
i=١

a٠i < w٠, ϕi > |

≤ |
∞∑
i=١

ai| |< w − w٠, ϕo >| +|
∞∑
i=١

(ai − a٠i )| |< w٠, ϕo >|

+ |
N∑
i=١

ai < w, ϕi > −
N∑
i=١

a٠i < w٠, ϕi > |+ |
N∑
i=١

ai < w, ϕo > −
N∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > |

+
∞∑

N+١
|ai|ϵ+

∞∑
N+١
|a٠i |ϵ.



٣٢ توابع از نامتناه مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین .٣

صورت: این در (a, w) −→ (a٠, w٠) کنید فرض

< w − w٠, ϕ٠ >→ o,
∞∑
i=١

(ai − a٠i )→ o

همچنین: و

|
N∑
i=١

ai < w, ϕi > −
N∑
i=١

a٠i < w٠, ϕi > | → o

و

|
N∑
i=١

ai < w, ϕo > −
N∑
i=١

a٠i < w٠, ϕo > | → o.

پیوسته
−
U ×W روی gF (a, w) که �شود م نتیجه شود فرض کوچ دلخواه به �تواند م ϵ چون

است.

در (a, w) باز �های همسای همه از {O} گردایه دهنده نشان N(a, w) کنید فرض .٢.٣.٣ تعریف
�کنیم: م تعریف باشد.

−
U ×W

g+F (a, w) = inf
O∈N(a,w)

sup
(a,w)∈O

gF (a, w) ∀(a, w) ∈ U ×W.

است. U ×W روی بالای پیوسته نیم g+F (., .) .٣.٣.٣ لم

.[١ ملاحظه ،٧] به شود رجوع برهان.

این در باشد، f = (ϕ, ..., ϕ, ...), ϕ ∈ X و F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X کنید فرض .۴.٣.٣ لم
صورت:

∥ F − f ∥= max
(a,w)∈

−
U×W

[g+F (a, w)− gf (a, w)] = max
(a,w)∈

−
U٠×

−
W ٠

[g+F (a, w)− gf (a, w)].

تعریف در که �باشد. م فرین نقاط مجموعه ext که �باشد. م W٠ = extW و U٠ = extU که
است. آمده (٢٧.١.١)

.[٣ لم ،۴] به شود رجوع برهان.



٣٣ سازی مشخصه .٣.٣

فضای روی شده تعریف حقیق کراندار و بالای نیم�پیوسته تابع ی G کنید فرض .۵.٣.٣ لم
باشد. ،K روی شده تعریف حقیق پیوسته توابع فضای ،V ⊆ C(K) و K فشرده هاسدورف

�کنیم: م تعریف

d(G− v) = max
t∈K

[G(t)− v(t)] ∀v ∈ V.

معادلند: زیر جملات infv∈V d(G− v) > −∞ اگر اه آن
v∗ ∈ V برای .١

d(G− v∗) = inf
v∈V

d(G− v) −→ d(Gα − v∗) = inf
v∈V

d(Gα − v),

که

Gα = v∗ + α(G− v∗) ∀α > o.

ه: طوری به باشد موجود t ∈ K ، v ∈ V هر برای اگر تنها و اگر d(G−v∗) = infv∈V d(G−v) .٢

G(t)− v∗(t) = d(G− v∗), v∗(t)− v(t) ≥ o

.[١ قضیه ،١۵] به شود رجوع برهان.

هر برای اگر �شود م ١نامیده سان همزمان، تقریب برای S مجموعه ی .۶.٣.٣ تعریف

F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X, f ∗ = (ϕ∗, ..., ϕ∗, ...), ϕ∗ ∈ S, f ∗ ∈ PS(F )

یریم: ب نتیجه
.α ≥ o و Fα = f ∗ + α(F − f ∗) که f ∗ ∈ PS(Fα)

همزمان تقریب برای سان ی S ⊆ X و F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X اگر .٧.٣.٣ قضیه
باشد داشته وجود f = (ϕ, ..., ϕ, ...), ϕ ∈ S هر برای اگر تنها و اگر f ∗ ∈ PS(F ) اه آن باشد.

ه: به�طوری (a, w) ∈ U٠ ×W٠

g+F (a, w)− g
∗
f (a, w) =∥ F − f ∗ ∥

gf∗−f (a, w) ≥ o.

١Sun



٣۴ توابع از نامتناه مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین .٣

(۴.٣.٣) لم از Kباشد. =
−
U٠×

−
W ٠ و همزمان تقریب برای سان ی S ⊂ X فرضکنید برهان.

کمینه معن به gf بوسیله g+f تقریب با است معادل f بوسیله F تقریب اصل مساله که �شود م نتیجه
زیر: عبارت کردن

max
t∈K

[g+F (t)− gf (t)]. (۶.٣)

: مجموعه در gf (t) توابع همه روی

V = {gf : f = (ϕ, ..., ϕ, ...)}.

سان ، S چون �کند. م کمینه را (۶.٣) ، g∗f ⊂ V صورت این در باشد f ∗ ∈ PS(F ) کنید فرض
�کند: م مینیمم را زیر عبارت gf∗ بنابراین است. f ∗ ∈ PS(f

∗+α(F−f ∗)) که �شود م نتیجه است

max
t∈K

[g+f∗+α(F−f∗)(t)− gf (t)].

�دهیم: م قرار t ∈ K هر برای �باشد. م V ⊂ C(K) ،(١.٣.٣) لم طبق

G(t) = g+F (t), v(t) = gf (t), v∗(t) = gf∗(t).

حاصل نتیجه و �شود م برقرار نیز (٢) جمله نتیجه در است برقرار لم(٣.٣.۵) ١ جمله و شرایط
�شود. م

F = (ϕ١, ..., ϕi, ...) و باشد همزمان تقریب برای سان ی S ⊂ X کنید فرض .٨.٣.٣ قضیه
هر برای اگر فقط و اگر f ∗ ∈ PS(F ) اه آن i → ∞ که وقت ϕi → ϕ٠ و ϕi ∈ X که

ه: به�طوری w ∈ extW و a ∈ ext
−
U باشد داشته وجود f = (ϕ, ..., ϕ, ...), ϕ ∈ S

gF−f∗(a, w) =∥ F − f ∗ ∥ (٧.٣)

gf∗−f (a, w) ≥ o. (٨.٣)

، (١.٣.٣) لم طبق صورت این در باشد. برقرار S و F روی شده بیان شرایط کنید فرض برهان.
f ∗ ∈ PS(F ) کنید فرض است. برقرار (٨.٣) و (٧.٣) ، (٧.٣.٣) قضیه طبق و است پیوسته gF



٣۵ تای ی .۴.٣

، f = (ϕ, ..., ϕ, ...), ϕ ∈ S هر برای که �شود م نتیجه (٧.٣.٣) قضیه طبق صورت این در باشد
(٣١.١.١) قضیه از استفاده با برقرارند. (٨.٣) و (٧.٣) ه به�طوری دارد وجود a ∈

−
U٠ و w ∈

−
W ٠

کنیم. انتخاب w ∈ extW و a ∈ ext
−
U �توانیم م

تای ی ۴.٣

xn, yn ∈ X هر برای اگر �شود م نامیده مسیر هر در محدب نواخت ی به�طور X .١.۴.٣ تعریف
در .∥ xn − yn ∥X−→ ٠ شود نتیجه ∥ xn + yn ∥X−→ ٢ و ∥ xn ∥X≤ ١, ∥ yn ∥X≤ ١ که

. λn ∈ R و y ∈ X برای xn − yn = λny که صورت

تقریب برای سان ی S ⊂ X و مسیر هر در محدب نواخت ی به�طور X کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه
d(F,X) < d(F, S) که F = (ϕ١, ..., ϕi, ...), ϕi ∈ X هر برای صورت این در باشد. همزمان

�شود. م شامل را عنصر ی حداکثر PS(F ) باشد،

فرض همچنین و باشد برقرار F X,Sو به�وسیله شده بیان شرایط فرضکنید (فرضخلف) برهان.
تعریف است.

−
ϕ ̸= ϕ∗ که

−
f = (

−
ϕ, ...,

−
ϕ, ...) ∈ PS(F ) و f ∗ = (ϕ∗, ..., ϕ∗, ...) ∈ PS(F ) کنید

�کنیم: م

ϕ◦
i = ٢ϕi −

−
ϕ, i = ١,٢, ..., F ◦ = (ϕ◦

١, ..., ϕ
◦
i , ...).

همچنین: .
−
f ∈ PS(F

◦) که �شود م نتیجه (۶.٣.٣) تعریف از بنابراین

∥ F ◦ − f ∗ ∥ =∥ ٢F −
−
f − f ∗ ∥

≤∥ F −
−
f ∥ + ∥ F − f ∗ ∥= ٢ ∥ F −

−
f ∥

=∥ F ◦ − f ∥ .

که: به�طوری باشد {an} ∈ U کنیم فرض حال .f ∗ ∈ PS(F
◦) بنابراین

limn−→∞ ∥
∞∑
i=١

ani (٢ϕi −
−
ϕ− ϕ∗) ∥X= sup

a∈U
∥

∞∑
i=١

ai(٢ϕi −
−
ϕ− ϕ∗) ∥X .



٣۶ توابع از نامتناه مجموعه ی از همزمان تقریب بهترین .٣

بنابراین:

∥ F ◦ − f ∗ ∥ = limn−→∞ ∥
∞∑
i=١

ani (٢ϕi −
−
ϕ− ϕ∗) ∥X

≤ lim
n−→∞

[∥
∞∑
i=١

ani (ϕi −
−
ϕ) ∥X + ∥

∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X ]

= lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕi −
−
ϕ) ∥X + lim

n−→∞
∥

∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X

≤∥ F −
−
f ∥ + ∥ F − f ∗ ∥

=∥ F ◦ − f ∗ ∥ .

نتیجه: در

lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕi −
−
ϕ) ∥X= lim

n−→∞
∥

∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X=∥ F − f ∗ ∥,

همچنین: و

lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕi −
−
ϕ) +

∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X= ٢ ∥ F − f ∗ ∥ .

کنید: فرض n هر برای حال

βn = max{∥
∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X , ∥
∞∑
i=١

ani (ϕi −
−
ϕ) ∥X},

�کنیم: م تعریف

un =
∞∑
i=١

ani
(ϕi −

−
ϕ)

βn
,

vn =
∞∑
i=١

ani
(ϕi − ϕ∗)

βn
.



٣٧ تای ی .۴.٣

اه: آن

∥ un ∥X≤ ١, ∥ vn ∥X≤ ١,

n −→∞ که ام هن و

∥ un + vn ∥X−→ ٢.

که:

un − vn =
∞∑
i=١

ani
(ϕ∗ −

−
ϕ)

βn
.

که: �شود م نتیجه (١.۴.٣) تعریف طبق است مسیر هر در محدب نواخت ی به�طور X چون

∥ un − vn ∥X−→ o,

n −→∞ که زمان بنابراین

|
∞∑
i=١

ani | −→ o.

داریم: ϕ ∈ X هر برای بنابراین

∥ F − f ∗ ∥ = lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ∗) ∥X

≤ lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕi − ϕ) ∥X + lim
n−→∞

∥
∞∑
i=١

ani (ϕ− ϕ∗) ∥X

≤ sup
a∈U
∥

∞∑
i=١

ai(ϕi − ϕ) ∥X .

باطل خلف فرض پس است. تناقض در d(F,X) < d(F, S) فرض با که f ∗ ∈ PX(F ) نتیجه در
است. برقرار م ح و



۴ فصل

ضرب فضای در همزمان تقریب بهترین
تانسوری

مقدمه ١.۴

ضرب فضای در آن وجود و همزمان تقریب بهترین مورد در �گردد م ارائه فصل این در که مطالب
درفضای را بودن پروکسیمینال همزمان طور به مفهوم ابتدا در است. ر عمل ی عنوان به تانسوری
همزمان تقریب بهترین مورد در سپس �کنیم. م تعریف را جمعوند - P و کرده بیان تانسوری ضرب

است. شده استفاده [١٢] و [۵] ، [٢] مرجع از فصل این در �کنیم. م مطرح را قضایای

تانسوری ضرب فضای در پروکسیمینال همزمان به�طور ٢.۴

�دهیم: م قرار باشد. Y از بسته زیرفضای F و باناخ فضای ی Y کنید فرض .١.٢.۴ تعریف

J(Y ) = Y ⊕
١
Y = {x+ y : x, y ∈ Y }

: به�طوری�که

∥ x+ y ∥=∥ x ∥ + ∥ y ∥

و

D(F ) = {(z, z) : z ∈ F}

٣٨



٣٩ تانسوری ضرب فضای در پروکسیمینال همزمان به�طور .٢.۴

به�طوری�که:

∥ (z, z) ∥=∥ z ∥ + ∥ z ∥ .

زیر هر برای باشد. X از بسته زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٢.٢.۴ تعریف
�کنیم: م تعریف ١ ≤ P <∞ و E ⊆ X متناه مجموعه

dp(E,G) = inf{(
∑
e∈E

∥ e− y ∥p)
١
p : y ∈ G}

و

d∞(E,G) = inf{sup
e∈E
∥ e− y ∥: y ∈ G}.

E ⊆ X متناه زیر�مجموعه هر برای که حالت در شود. اخذ که نیست لازم اینفیمم چنین
کاردینال |E| که است X در پروکسیمینال همزمان |E|-به�طور ،G �گوییم م شود اخذ اینفیمم ،
هر برای اگر است، d١ برای X در پروکسیمینال همزمان n-به�طور ،G ر دی عبارت به یا است. E

که: به�طوری y ∈ G باشد داشته وجود |E| = n با X در E مجموعه

d١(E,G) =
∑
e∈E

∥ e− y ∥

است. بودن پروکسیمینال همان بودن پروکسیمینال همزمان ١-به�طور ،|E| = ١ حالت در

صورت این در باشد. X از بسته زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X فرضکنید تعریف۴.٣.٢.
وجود G به متعلق ای y ، x١, x٢ ∈ X هر برای اگر است X در پروکسیمینال همزمان به�طور -٢ G

که: به�طوری باشد داشته

∥ x١ − y ∥ + ∥ x٢ − y ∥≤∥ x١ − z ∥ + ∥ x٢ − z ∥ ∀z ∈ G.

�شود. م تعریف مشابه به�طور نیز پروکسیمینال همزمان n-به�طور

عبارت از منظور باشد. آنها دوگان Y ∗ و X∗ و باناخ فضای دو Y و X کنید فرض .۴.٢.۴ تعریف
به�صورت که است A : X∗ → Y مانند ری عمل n ∈ N و yi ∈ Y ، xi ∈ X که

∑n
i=١ xi ⊗ yi



۴٠ تانسوری ضرب فضای در همزمان تقریب بهترین .۴

�شود: م تعریف زیر

Aϕ =
n∑

i=١
ϕ(xi)yi, ϕ ∈ X∗.

�کند: م تعریف زیر به�صورت Y به X∗ از را هم�ارزی رابطه ی ر عمل این
Y به X∗ از را سان ی ر عمل عبارت دو این اگر فقط و اگر

∑n
i=١ xi ⊗ yi ∼

∑n
i=١ ui ⊗ vi

کنند. تعریف
�دهند. م نمایش X ⊗Y نماد با و تانسوری فضای را شده ایجاد هم�ارزی کلاس�های تمام مجموعه
�کنیم. م معرف Y به X∗ دوگان فضای از بعد متناه رهای عمل همه فضای را X⊗Y کل طور به�

اگر �شود م ١نامیده متقاطع نرم ی α باشد. X ⊗ Y روی نرم ی α کنید فرض .۵.٢.۴ تعریف
باشیم داشته y ∈ Y هر و x ∈ X هر برای

α(x⊗ y) =∥ x ∥∥ y ∥ .

تانسوری ضرب X
α
⊗ Y صورت این در باشند. باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .۶.٢.۴ تعریف

است. α متقاطع نرم با Y و X

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را تصویری متقاطع نرم .٧.٢.۴ تعریف

π(x) = inf{
n∑

i=١
∥ ai ∥∥ bi ∥: x =

n∑
i=١

ai ⊗ bi}

است. x ∈ A⊗B که
نشان A

∧
⊗ B با و �شود م نامیده تصویری تانسوری حاصلضرب نرم این در تانسوری حاصلضرب

�شود. م داده

کنیم: م تعریف زیر صورت به را ی به ی متقاطع نرم .٨.٢.۴ تعریف

ϵ(x) = sup{|(a∗ ⊗ b∗(x)| : a∗ ∈ A∗, b∗ ∈ B∗, ∥ a∗ ∥, ∥ b∗ ∥≤ ١}

�باشند. م A و B باناخ فضاهای دوگان A∗ ، B∗ و x ∈ A⊗B آن در که
نشان A

∨
⊗B با و �شود م نامیده ی به ی تانسوری حاصلضرب نرم این در تانسوری حاصلضرب

�شود. م داده
١Crossnorm



۴١ تانسوری ضرب فضای در پروکسیمینال همزمان به�طور .٢.۴

X⊗Y روی متقاطع نرم ی α اگر همچنین است. X⊗Y روی متقاطع نرم ی ϵ .٩.٢.۴ گزاره
اه: آن باشد

ϵ(u) ≤ α(u), ∀u ∈ X ⊗ Y

.[٣ گزاره ،۵ ] به شود رجوع برهان.

S[X] با را X از واحد کره و B[X] با را X باناخ فضای از بسته واحد گوی .١٠.٢.۴ ملاحظه
�دهیم. م نشان

X
∨
⊗G اگر باشد. Y از بسته زیر�فضای ی G و باناخ فضای ی Y کنید فرض .١١.٢.۴ قضیه

Y در کسیمینال پرو همزمان به�طور - ٢ G اه آن باشد X
∨
⊗ Y در پروکسیمینال همزمان به�طور - ٢

است.

< x, x∗ >= ١ ه به�طوری را x∗ ∈ S[X∗] باشد. x ∈ S[X] و y١, y٢ ∈ Y کنید فرض برهان.
هستند. X

∨
⊗ Y به متعلق x⊗ y٢ و x⊗ y١ عناصر �کنیم. م انتخاب

z٠ ∈ X
∨
⊗G نتیجه در است X

∨
⊗Y در پروکسیمینال همزمان به�طور - ٢ X

∨
⊗G فرضچون طبق

:z ∈ X
∨
⊗G هر برای ه به�طوری دارد وجود

∥ x⊗ y١ − z٠ ∥ + ∥ x⊗ y٢ − z٠ ∥≤∥ x⊗ y١ − z ∥ + ∥ x⊗ y٢ − z ∥ .

داریم: (٩.٢.۴) گزاره طبق همچنین و است برقرار نامساوی این نیز باشد g ∈ G که z = x⊗g اگر

∥ x⊗ y١ − z٠ ∥ + ∥ x⊗ y٢ − z٠ ∥ ≤∥ x⊗ y١ − x⊗ g ∥ + ∥ x⊗ y٢ − x⊗ g ∥

≤∥ x ∥ (∥ y١ − g ∥ + ∥ y٢ − g ∥)

=∥ y١ − g ∥ + ∥ y٢ − g ∥ .

داریم: v∗ ∈ S[X∗] هر برای رو این از

∥ (x⊗ y١)(v∗)− z٠(v∗) ∥ + ∥ x⊗ y٢(v∗)− z٠(v∗) ∥≤∥ y١ − g ∥ + ∥ y٢ − g ∥ .

(x ⊗ y٢)(x∗) = y٢ و (x ⊗ y١)(x∗) = y١ وجود این با �گیریم. م نظر در x∗ با مساوی را v∗

بنابراین: است.



۴٢ تانسوری ضرب فضای در همزمان تقریب بهترین .۴

∥ y١ − z٠(x∗) ∥ + ∥ y٢ − z٠(x∗) ≤∥ y١ − g ∥ + ∥ y٢ − g ∥ .

همزمان ٢-به�طور ، G بنابراین است. y١, y٢ ∈ Y همزمان تقریب ٢-بهترین ،z٠(x∗) نتیجه در
است. Y در پروکسیمینال

است. برقرار نیز بودن پروکسیمینال همزمان به�طور - n برای ١٠.٢.٣ قضیه .١٢.٢.۴ ملاحظه

است. ١٠.٢.٣ قضیه مشابه برهان.

ایزومتری به�طور C(I)
∨
⊗X فضای باشد. فشرده هاسدورف فضای ی I فرضکنید .١٣.٢.۴ مثال

نرم به مجهز f : I −→ X پیوسته توابع از C(I,X) باناخ فضای با ایزومورفیسم
است. ∥ f ∥∞= sup{∥ f(ω) ∥: ω ∈ I}}

�کنیم: م تعریف را زیر خط اشت ن برهان.

J : C(I)⊗X −→ C(I,X)

J(Σn
i=١fi ⊗ xi)(ω) = Σn

i=١fi(ω)xi.

است. ی Σn
i=١fi ⊗ xi ی به ی تانسوری نرم با J(Σn

i=١fi ⊗ xi) تابع نرم �دهیم م نشان ابتدا
داریم: منظور این برای

∥ J(Σn
i=١fi ⊗ xi) ∥ = sup{∥ Σn

i=١fi(ω)xi ∥: ω ∈ I}

= sup{|x∗(Σn
i=١fi(ω)xi)| : ω ∈ I, x∗ ∈ X∗, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= sup{|Σn
i=١fi(ω)x

∗(xi)| : ω ∈ I, x∗ ∈ X∗, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= sup{sup{|Σn
i=١x

∗(xi)fi(ω)| : ω ∈ I} : x∗ ∈ X∗, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= sup{∥ Σn
i=١x

∗(xi)fi ∥∞: x∗ ∈ X∗, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= sup{|ν(Σn
i=١x

∗(xi)fi)| : ν ∈ C(I)∗, x∗ ∈ X∗, ∥ ν ∥, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= sup{|Σn
i=١x

∗(xi)ν(fi)| : ν ∈ C(I)∗, x∗ ∈ X∗, ∥ ν ∥, ∥ x∗ ∥≤ ١}

= ϵ(Σn
i=١fi ⊗ xi).



۴٣ تانسوری ضرب فضای در پروکسیمینال همزمان به�طور .٢.۴

پیوسته f : I → X کنید فرض است. ال چ C(I,X) در J(C(I)⊗X) که �دهیم م نشان حال
داریم: ω ∈ I هر برای ه به�طوری دارد وجود ω١, ..., ωn ∈ I است فشرده f(I) چون باشد. ϵ > ٠ و

∥ f(ω)− f(ωj) ∥≤
ϵ

٢
برای Uj = {ω ∈ I :∥ f(ω) − f(ωj) ∥< ϵ} کنید فرض باشد. ١ ≤ j ≤ n که های j برای

است. I از باز پوشش ی U١, ..Un صورت این در باشد. ١ ⩽ j ⩽ n

یعن باشد {U١, ..., Un} باز پوشش به وابسته واحد افراز ی {f١, ..., fn} ⊆ C(I) کنید فرض

Σn
i=١fi(ω) = ١, o ≤ fj(ω) ≤ ١ ∀ω ∈ I,١ ≤ j ≤ n

و

fj(ω) = o if ω /∈ Uj for ١ ≤ j ≤ n.

شود: تعریف زیر به�صورت g : I → X اگر

g(ω) = Σn
i=١fi(ω)f(ωi)

داریم: ω ∈ I هر برای اه آن

∥ g(ω)− f(ω) ∥< ϵ.

فرضشود. ی �تواند م C(I,X) با C(I)
∨
⊗X و است ایزومورفیسم ایزومتری به�طور J نتیجه در

C(I,G) باشد.اگر Y از بسته زیر�فضای ی G و باناخ فضای ی Y کنید فرض .١۴.٢.۴ نتیجه
X در پروکسیمینال همزمان به�طور -٢ G اه آن باشد C(I,X) در پروکسیمینال همزمان به�طور -٢

است.

�����شود. م حاصل نتیجه C(I,X) = C(I)
∨
⊗X که این و (١١.٢.۴) قضیه از برهان.



۴۴ تانسوری ضرب فضای در همزمان تقریب بهترین .۴

جمعوند � P ٣.۴

P-جمعوند ،G باشد. X از زیرفضای G و باناخ فضای ی X کنید فرض .١.٣.۴ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود W ⊂ X بسته زیرفضای اگر �شود م نامیده (١ ≤ P < ∞)

شود: تعریف زیر صورت به x = g + w نرم و باشد X = G⊕W

∥ x ∥= (∥ g ∥p + ∥ w ∥p)
١
p

�شود. م داده نمایش X = G⊕
p
W صورت به و

تصویر: اه آن باشد X در جمعوند -١ ، G اگر

P : X −→ G,P (g + w) = g

�گویند. م X در متمم -١ را G و �شود م نامیده G به X از تصویر - L١ ی
�شود. م نامیده جمعوند -∞ ی G ، ∥ x ∥= max{∥ g ∥, ∥ w ∥} که حالت در

این در باشد. X از ١-جمعوند زیرفضای ی G و باناخ فضای ی X کنید فرض .٢.٣.۴ قضیه
است. X در پروکسیمینال همزمان ٢-به�طور ،G صورت

پس است X از ١-جمعوند زیرفضای ی G چون باشند. X به متعلق y و x کنید فرض برهان.
بنابراین: . X = G⊕

١
M

x = x١ + x٢, y = y١ + y٢.

صورت: این در zباشد = x١+y١
٢ کنید فرض

x− z = x١ − y١
٢ + x٢, y − z = y١ − x١

٢ + y٢

رو: این از



۴۵ جمعوند - P .٣.۴

∥ x− z ∥ + ∥ y − z ∥ =∥ x١ − y١٢ ∥ + ∥ x٢ ∥ + ∥
y١ − x١
٢ ∥ + ∥ y٢ ∥

=∥ x٢ ∥ + ∥ y٢ ∥ + ∥ x١ − y١ ∥

≤∥ x٢ ∥ + ∥ y٢ ∥ + ∥ x١ − w ∥ + ∥ y١ − w ∥, ∀w ∈ G

= (∥ x٢ ∥ + ∥ x١ − w ∥) + (∥ y٢ ∥ + ∥ y١ − w ∥)

=∥ x− w ∥ + ∥ y − w ∥ .

پروکسیمینال همزمان ٢-به�طور G و است y و x برای G در همزمان تقریب ٢-بهترین z نتیجه در
است. X در

اه آن باشد. ϵ > ٠ و u ∈ X
∧
⊗ Y اگر باشند. باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .٣.٣.۴ گزاره

به�طوری�که: Y در {yn} و X در {xn} دنباله دارد وجود
u =

∑∞
n=١ xn ⊗ yn .١

lim ∥ yn ∥= ٠ = lim ∥ xn ∥ .٢
π(u) ≤

∑∞
n=١ ∥ xn ∥∥ yn ∥≤ π(u) + ϵ .٣

.[١٨.١ لم ،١٢] به شود رجوع برهان.

در باشد. Y در ١-جمعوند و زیرفضا G و باشند باناخ فضای Y و X کنید فرض .۴.٣.۴ گزاره
است. X

∧
⊗ Y در جمعوند -١ ، X

∧
⊗G صورت این

�دهیم: م قرار A ∈ X
∧
⊗ Y برای باشد. G به نسبت تصویر - L١ ، P کنید فرض برهان.

A١ = PA

و

A٢ = (I − P )A.

گزاره طبق به�طوری�که �کنیم م انتخاب A =
∑
xi ⊗ yi و ϵ > ٠ هستند. X

∧
⊗ Y در A٢ و A١

داریم: (٣.٣.۴)

∥ A ∥≤
∑
∥ xi ∥∥ yi ∥≤∥ A ∥ +ϵ.
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بنابراین:

A١ =
∑

xi ⊗ Pyi

و

A٢ =
∑

xi ⊗ (I − P )yi

حال

A = A١ + A٢.

داریم: است جمعوند -١ ، G چون و

∥ A١ ∥ + ∥ A٢ ∥≤
∑
∥ xi ∥ (∥ Pyi ∥ + ∥ (I − P )yi ∥) =

∑
∥ xi ∥∥ yi ∥ .

بنابراین:

∥ A ∥≤∥ A١ ∥ + ∥ A٢ ∥≤
∑
∥ xi ∥∥ yi ∥≤∥ A ∥ +ϵ.

�شود. م حاصل نتیجه بود دلخواه ϵ چون

X
∧
⊗Gصورت این در باشد. Y از ١-جمعوند ، G و باناخ فضای ی Y فرضکنید .۵.٣.۴ قضیه

است. X
∧
⊗ Y در پروکسیمینال همزمان ٢-به�طور ،

قضیه طبق و است. X
∧
⊗ Y در -جمعوند ١ ، X

∧
⊗G که �شود م نتیجه (۴.٣.۴) گزاره از برهان.

�شود. م حاصل نتیجه (٢.٣.۴)



۵ فصل

ضرب فضاهای در همزمان تقریب اشت ن
تانسوری

مقدمه ١.۵

و کرده بیان تانسوری ضرب فضای در را همزمان تقریب اشت ن وجود و مفهوم فصل این در
،[٩] ،[٨] مراجع از فصل این در �کنیم. م بررس بودن پروکسمینال همزمان به�طور با را آن ارتباط

است. شده استفاده [١٣] و [١٠]

تانسوری ضرب فضای در همزمان تقریب اشت ن تعریف ٢.۵

زیر به�صورت X∗ ⊗ Y ∗ روی را α∗.باشد X ⊗ Y روی نرم ی α کنید فرض .١.٢.۵ تعریف
�کنیم: م تعریف

α∗(
n∑

i=١
ϕi ⊗ ψi) = sup{

n∑
i=١

m∑
j=١

ϕi(xj)ψi(yj) : α(
m∑

j=١
xj ⊗ yj) = ١}

است. i = ١, ..., n برای ψi ∈ Y ∗ و ϕi ∈ X∗ که

α برای زیر شرایط اگر �شود م نامیده ١ منطق متقاطع نرم X ⊗ Y روی α نرم .٢.٢.۵ تعریف
باشد: برقرار

α(x⊗ y) =∥ x ∥∥ y ∥ ،y ∈ Y هر و x ∈ X هر ازای به .١
١Crossnorm reasonable



۴٨ تانسوری ضرب فضاهای در همزمان تقریب اشت ن .۵

∥ ϕ ∥∥ ψ ∥ با برابر نرمش و کراندار (X⊗Y, α) روی ϕ⊗ψ تابع ϕ ∈ X∗, ψ ∈ Y ∗ هر برای .٢
باشد.

روی منطق متقاطع نرم ی α∗ اه آن باشد X ⊗Y روی منطق متقاطع نرم ی α اگر .٣.٢.۵ لم
است. X∗ ⊗ Y ∗

.[۵.١ لم ،١٠] به شود رجوع برهان.

نواخت ی X ⊗Y روی را α متقاطع نرم باشند. باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .۴.٢.۵ تعریف
باشیم: داشته B ∈ L(Y, Y ) و A ∈ L(X,X) رهای عمل از جفت هر برای اگر گویند

α(
n∑

i=١
Axi ⊗Byi) ≤∥ A ∥∥ B ∥ α(

n∑
i=١

xi ⊗ yi) ∀xi ∈ X, yi ∈ Y.

�کنیم: م تعریف z ∈ X ⊗ Y هر برای .۵.٢.۵ تعریف

γ(z) = inf{
n∑

i=١
∥ xi ∥∥ yi ∥: xi ∈ X, yi ∈ Y, z =

n∑
i=١

xi ⊗ yi}

�کنیم: م تعریف زیر معادله با را λ نرم و

λ(
n∑

i=١
xi ⊗ yi}) = sup{∥

n∑
i=١

f(xi)yi ∥: f ∈ X∗, ∥ f ∥= ١}.

اشت ن باشد. X از زیرفضا ی W و باناخ فضای ی X کنید فرض .۶.٢.۵ تعریف
داشته X در S کراندار مجموعه هر برای اگر �شود م نامیده همزمان تقریب اشت ن P : X −→ W

باشیم:

sup
t∈S

sup
s∈S
∥ s− Pt ∥≤ sup

s∈S
∥ s− w ∥ ∀w ∈ W.

داریم: Y باناخ فضای هر و S فشرده هاسدورف فضای هر برای .٧.٢.۵ قضیه

C(S)⊗λ Y = C(S, Y )

.[١٣.١ قضیه به[١٠، شود رجوع برهان.
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صورت این در باشد. X از بسته زیرفضای G و باشند باناخ فضاهای Y و X فرضکنید .٨.٢.۵ لم
است. X ⊗λ Y از بسته زیرفضای G⊗λ Y

.[١٧.١ لم ،١٠] به شود رجوع برهان.

Y و X از بسته زیرفضاهای ترتیب به H و G و باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .٩.٢.۵ لم
زیرفضای G⊗α Y +X ⊗α H کنید فرض همچنین باشد. نواخت ی متقاطع نرم ی α و باشند

است. پروکسیمینال Y در H و X در G صورت این در باشد. X ⊗α Y از پروکسیمینال

.[١.٣ قضیه ،٨] به شود رجوع برهان.

، x ∈ X \
−
G و X از خط زیرفضای G نرمدار، خط فضای ی X کنید فرض .١٠.٢.۵ لم

باشد داشته وجود φ ∈ X∗ اگر فقط و اگر است g٠ ∈ PG(x) صورت این در باشد. g٠ ∈ G

ه: به�طوری

∥ φ ∥= ١, φ(g) = o ∀g ∈ G, φ(x− go) =∥ x− go ∥ .

.[١.١ قضیه ،١٣] به شود رجوع برهان.

باشد داشته کراندار برد f : X × Y −→ R تابع و باشند غیرته مجموعه�های Y و X اگر
داریم: اه آن

sup
x∈X,y∈Y

f(x, y) = sup
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y) = sup
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y).

معادل: به�طور

sup
x∈X,y∈Y

f(x, y) = sup
x∈X

sup
y∈Y

fx(y) = sup
y∈Y

sup
x∈X

fx(y)

�شود: م تعریف زیر به�صورت Y روی fx که

fx(y) := f(x, y) ∀y ∈ Y.
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تانسوری ضرب فضاهای در همزمان تقریب اشت ن وجود ٣.۵

C(S) از زیرفضای G اگر باشند. فشرده هاسدورف فضای T و S کنید فرض .١.٣.۵ قضیه
همزمان به�طور G اه آن باشد C(S, T ) در پروکسیمینال همزمان به�طور G⊗λC(T ) ه به�طوری باشد

است. C(S) در پروکسیمینال

مجموعه ی B و C(S, T ) در پروکسیمینال همزمان Wبه�طور = G⊗λC(T ) کنید فرض برهان.
�کنیم: م تعریف f ∈ B هر برای باشد. C(S) در کراندار

f ′(s, t) = f(s) ∀(s, t) ∈ S × T. (١.۵)

�کنیم: م تعریف حال

B′ = ∪f∈B{f ′ = f ′(s, t) = f(s) ∀(s, t) ∈ S × T}. (٢.۵)

داریم: f ′ ∈ B′ هر برای زیرا است C(S, T ) در کراندار مجموعه ی B′

∥ f ′ ∥= sup
t∈T,s∈S

|f ′(s, t)| = sup
s∈S
|f(s)| =∥ f ∥ .

داریم: g ∈ G هر برای بنابراین

d(B′,W ) = inf
w∈W

sup
f ′∈B′

∥ f ′ − w ∥

= inf
w∈W

sup
f ′∈B′

sup
s∈S,t∈T

|f ′(s, t)− w(s, t)|

≤ sup
f ′∈B′

sup
s∈S,t∈T

|f ′(s, t)− g(s)⊗ ١(t)|

= sup
f∈B

sup
s∈S
|f(s)− g(s)|

= sup
f∈B
∥ f − g ∥ .

بنابراین: �شود. م تعریف t ∈ T هر برای ١(t) = ١ به�وسیله ١ که

d(B′,W ) ≤ inf
g∈G

sup
f∈B
∥ f − g ∥= d(B,G). (٣.۵)
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رو: این از باشد W = G⊗λ C(T ) از B′ همزمان تقریب بهترین ی F ′
٠ کنید فرض

d(B′,W ) = sup
f ′∈B′

∥ f ′ − F ′
o ∥= sup

f ′∈B′
sup

s∈S,t∈T
|f ′(s, t)− F ′

o(s, t)|. (۴.۵)

به�طوری�که: �کنیم م انتخاب τ ∈ T حال

∥ f ′ − F ′
o ∥= sup

s∈S
|f ′(s, τ)− F ′

o(s, τ)|. (۵.۵)

است. fo ∈ G اه آن �کنیم. م تعریف s ∈ S هر برای fo(s) = F ′
o(s, τ) صورت به را fo

که: �گیریم م نتیجه (۵.۵) و (۴.۵) ، از(۵.٣) بنابراین

sup
f∈B
∥ f − fo ∥ = sup

f∈B
sup
s∈S
|f(s)− fo(s)|

= sup
f ′∈B′

sup
s∈S
|f ′(s, τ)− F ′

o(s, τ)|

= sup
f ′∈B′

∥ f ′ − F ′
o ∥

= d(B′,W )

≤ d(B,G)

≤ sup
f∈B
∥ f − fo ∥ .

: بنابراین

sup
f∈B
∥ f − fo ∥= d(B,G).

همزمان به�طور فضای زیر G رو این از است. G در B همزمان تقریب بهترین fo نتیجه در
است. C(S) از پروکسیمینال

باشند. Y و X از بسته زیرفضاهای H و G و باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .٢.٣.۵ قضیه
W = G⊗α Y +X⊗αH اگر باشد. X⊗Y روی منطق متقاطع نرم ی α کنید فرض همچنین
پروکسیمینال همزمان به�طور زیرفضاهای H و G اه آن X⊗αYباشد در پروکسیمینال همزمان به�طور

هستند. Y و X از

بودن (پروکسیمینال است. X از پروکسیمینال همزمان به�طور زیرفضای ی G �کنیم م ثابت برهان.
همزمان به�طور Wزیرفضای = G⊗α Y +X⊗αH چون �شود.) م اثبات مشابه به�طور H همزمان
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Y از پروکسیمینال زیرفضای H که �شود م نتیجه (٩.٢.۵) لم از است X ⊗α Y از پروکسیمینال

باشد. yo ∈ PH(x) ه به�طوری دارد وجود yo ∈ H اه آن باشد x ∈ Y \
−
H کنید فرض حال است.

: ه به�طوری دارد وجود φ ∈ Y ∗ (١٠.٢.۵) لم طبق

∥ φ ∥= ١, φ|H = ٠, φ(x− y٠) =∥ x− y٠ ∥ .

داریم: نتیجه در باشد e = eo
∥eo∥ و eo = x− yo کنید فرض

φ(e) = ١ =∥ e ∥ .

لم طبق است منطق متقاطع نرم ی α چون باشد. همان اشت ن ی I : X −→ X کنید فرض
: رو این از و است منطق متقاطع نرم ی هم α∗ (٣.٢.۵)

α∗(I ⊗ φ) =∥ I ∥∥ φ ∥= ١. (۶.۵)

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را S ′ باشد. X در کراندار مجموعه ی S کنید فرض

S ′ := {s⊗ e|s ∈ S}.

داریم: s ∈ S هر برای زیرا است X ⊗α Y در کراندار مجموعه S ′ اه آن

sup{α(s⊗ e) : s ∈ S} = sup
s∈S
{∥ s ∥∥ e ∥} = sup

s∈S
∥ s ∥<∞.

نتیجه است X ⊗α Y از پروکسیمینال همزمان به�طور زیرفضای W = G⊗α Y +X ⊗α H چون
همزمان تقریب اشت ن که �شود م

A′ : X ⊗α Y −→ W

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را A اشت ن دارد. وجود

A : X −→ G

A(t) = (I ⊗ φ)(A′(t⊗ e)) ∀t ∈ X. (٧.۵)
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داریم: منظور این برای �باشد. م A(t) ∈ G ، t ∈ X هر برای که �دهیم م نشان ابتدا

A′(t⊗ e) ∈ SW (t⊗ e) ⊂ W.

. است W از S همزمان تقریب�های بهترین تمام مجموعه SW که
به�طوری�که: دارند وجود v ∈ X ⊗α H و u ∈ G⊗α Y رو این از

A′(t⊗ e) = u+ v

داریم: همچنین و

v = lim
n−→∞

Σkn
i=١x

n
i ⊗ hni

است. hni ∈ H و xni ∈ X که
نتیجه: در φ(h) = ٠ ، h ∈ H هر برای چون

(I ⊗ φ)(Σkn
i=١x

n
i ⊗ hni ) = ٠ ∀h ≥ ١

است. (I ⊗ φ)(v) = ٠ که �آوریم م بدست I ⊗ φ پیوست با بنابراین
داریم: t ∈ X هر برای رو این از

A(t) = (I ⊗ φ)(A′(t⊗ e)) = (I ⊗ φ)(u) ∈ G.

اشت ن A′ : X ⊗α Y −→ W چون است. همزمان تقریب اشت ن A که �دهیم م نشان حال
داریم: (۶.٢.۵) تعریف طبق است، همزمان تقریب

sup
t′∈S′

sup
s′∈S′

α(s′ − A′(t′)) ≤ sup
s′∈S′
{α(s′ − w)} (w ∈ W )

= sup
s∈S
{α(s⊗ e− w)} ∀w ∈ W.

بنابراین:

sup
t′∈S′

sup
s∈S

α(s⊗ e− A′(t′)) ≤ sup
α∈S

α(s⊗ e− g ⊗ e) ∀g ∈ G. (٨.۵)
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که: �گیریم م نتیجه (٨.۵) و (٧.۵) از(۶.۵)، بنابراین

sup
t∈S

sup
s∈S
∥ s− A(t) ∥ = sup

t′∈S′
sup
s∈S
∥ s− (I ⊗ φ)A′(t′) ∥

= sup
t′∈S′

sup
s∈S
∥ (I ⊗ φ)(s⊗ e− A′(t′)) ∥

≤ sup
t′∈S′

sup
s∈S

α∗(I ⊗ φ)α(s⊗ e− A′(t′))

≤ sup
s∈S

α(s⊗ e− g ⊗ e) (g ∈ G)

= sup
s∈S

α((s− g)⊗ e)

= sup
s∈S
∥ s− g ∥∥ e ∥

= sup
s∈S
∥ s− g ∥ ∀g ∈ G.

بنابراین:

sup
t∈S

sup
s∈S
∥ s− A(t) ∥≤ sup

s∈S
∥ s− g ∥, ∀g ∈ G. (٩.۵)

همزمان به�طور زیرفضای G نتیجه در است. همزمان تقریب اشت ن ی A : X −→ G رو این از
است. برقرار م ح لذا است. X از پروکسیمینال

Y و X از بسته زیرفضاهای ترتیب به� H و G و باناخ فضاهای Y و X کنید فرض .٣.٣.۵ نتیجه
H و G اه آن باشد داشته پیوسته همزمان تقریب اشت ن W = G⊗α Y +X ⊗α H اگر باشند.

دارند. پیوسته همزمان تقریب اشت ن

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را Q : X −→ G اشت ن برهان.

Q(t) = [(I ⊗ φ)oPoj](t), ∀t ∈ X,

که:

P : X ⊗α Y −→ W,

به�صورت را J : X −→ X⊗αY اشت ن است. W به X⊗αY از پیوسته همزمان تقریب اشت ن
�کنیم: م تعریف زیر
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J(t) = t⊗ e, ∀t ∈ T,

Q که است واضح است. آمده (٢.٣.۵) قضیه برهان در که است تعریف همان I ⊗ φ و e که
�کنیم: م تعریف را S ′ مجموعه باشد. X در کراندار مجموعه S کنید فرض است. پیوسته اشت ن

S ′ := {s⊗ e|s ∈ S}

تعریف همچنین است. کراندار X ⊗α Y در S ′ دیدیم (٢.٣.۵) قضیه برهان در که همچنان اه آن
داریم: (٩.۵) از استفاده با بنابراین است. (٢.٣.۵) قضیه برهان در A تعریف مشابه Q

sup
t∈S

sup
s∈S
∥ s−Q(t) ∥≤ sup

s∈S
∥ s− g ∥ ∀g ∈ G

�دهد م نشان مشابه استدلال ی است. پیوسته همزمان تقریب اشت ن ی Q که �دهد م نشان این
دارد. پیوسته همزمان تقریب اشت ن ی نیز H که
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