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     مقدمه    1.1

 .کنیمبیان می راآنو بعضی کاربردهای  یخصوص رگرسیون چندکو به ای از رگرسیونمقدمه در این فصل

 گیریم. و ناپارامتری در نظر میپارامتری نیمه ،های پارامتریهای رگرسیونی را برای حالتمدل این راستادر

 

 فصل اول

 ايمفاهیم پایه



ایمفاهیم پایه               فصل اول                                                                           
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 های رگرسیونیمدل    1.1 

 یهای رگرسییونمدلها است. رارتباط بین متغی بندیمدل وآماری برای بررسی  روشی ،تحلیل رگرسیونی

کیاربرد از جمله مهندسی، فیزیک، اقتصاد، مدیریت، علوم زیستی و علوم اجتماعی  متعددی ایهدر زمینه

 شوند.محسوب میآماری  هایپرکاربردترین مدلیکی از ها، این مدلتوان گفت می. در حقیقت دندار

هیای یک سازنده بطیری توسط آماردان، فرض کنید یک برای درک تحلیل رگرسیونیعنوان مثالی هب

-برای ماشین ،رسانیخدمتمحصول تحویلی و عملیات  منظور تحلیل و بررسی رابطه بین حجمبه نوشابه 

بیه تعیداد  تحوییل محصیولاتکنید کیه زمیان لازم بیرای گمان میی وی .است استخدام شدههای فروش 

 و زمان تحوییل نمودهفروشنده جزئی را به تصادف بازدید  21 آماردان. وابسته استشده تحویل تمحصولا

پراکنش  .نمایدمی ثبتبرای هر یک را برحسب مورد( ) یقه( و حجم محصول تحویل داده شدهبرحسب دق)

بین زمان تحویل خطی ارتباط  یک 3.3پراکنش داده شده است. نمودارنمایش  3.3در شکل این مشاهدات

 دهد.نمایش می ی رااین ارتباط خط 2.3. شکل کندمی شده را پیشنهادداده و حجم تحویل 

 

 محصولات تحویلو زمان حجم  پراکنش نمودار 3.3شکل                              



ایمفاهیم پایه               فصل اول                                                                           
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 محصولات حجم و زمان تحویل یخط رابطه  2.3شکل                                 

رگرسیونی خط معادله  باشند،شده داده حجم تحویل  ودهنده زمان تحویل نشانترتیب به 𝑥و  𝑦اگر 

 زیر است: به صورت

𝑦 = 𝛽∘ + 𝛽1𝑥,          (1.1) 

 گیرنید.ها دقیقاً روی خط قرار نمییداده که دقت کنیدشیب خط است.  𝛽1عرض از مبداء و  ∘𝛽 در آن که

∘𝛽،و خط ،𝑦،اختلاف بین مقدار مشاهده شده ( بایستی تعدیل شود.3.3)رابطه  بنابراین + 𝛽1𝑥 ،را خطیای  

𝜀 یعنی ،قرار دهند 𝜀 هیا برازش دقیق داده دریری است تصادفی که عدم برازش را بیان و ناتوانی مدل متغ

 خطاهیای  سیایر متغیرهیای مهیم، ناشیی از در نظیر نگیرفتنممکن است  کند. این خطامی گیریاندازهرا 

بیه هیای زمیان تحوییل برای داده ترمنطقیمدل  آنگاه. باشندروی زمان تحویل  سایر عواملگیری و اندازه

 : صورت

𝑦 = 𝛽∘ + 𝛽1𝑥 + 𝜀          (2.1) 

 2ر وابسیتهمتغی 𝑦و  3یر مستقلمتغ 𝑥شود. یک مدل رگرسیون خطی نامیده می ،(2.3) معادلهخواهد بود. 

شیود. گرفتیه شود که این مفهوم با مفهوم استقلال آماری اشیتباه می باعثگذاری د. این نامنشونامیده می

                                                           
1  Independent variable 
2  Dependent variable 
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( 2.3)رابطیه  چیون در نامند.می 1یر پاسخمتغ را 𝑦و  2نییتبییر یا متغ 3پیشگو متغیررا  𝑥 معمولاً بنابراین

ممکن . در حالت کلی نامندمیاین مدل را مدل رگرسیون خطی ساده  ،دارد وجودنی یتبییر فقط یک متغ

,𝑥1نی یتبییر متغ 𝑘 بار پاسخ متغیاست  𝑥2, … , 𝑥𝑘 بیه توان ( را می2.3مدل ) بنابراین .باشد ارتباط داشته

 صورت

𝑦 = 𝛽∘ + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝜀          (3.1) 

  نامند.می گانهرگرسیون خطی چند را( 1.3تعمیم داد. مدل )

و تعییین صیورت  مترهای مدل است. برآورد پیارامتربرآورد پارا ،یکی از اهداف مهم تحلیل رگرسیونی

اسیت.  1های دوم خطیاکمترین توان، روش هابرآورد پارامتر هایروششود. یکی از نامیده می مدل ریاضی

 بییه صییورتهییای زمییان تحویییل بییه داده هییای دوم خطییاکمتییرین تییوانبییرازش  ،بییرای مثییال

𝑦̂ = 3/3208 + 2/1762𝑥   که در آناست ،𝑦̂ شده زمان تحویل متنیاظر بیا شده یا برآوردمقدار برازش

 شده است. داده نمایش 2.3شده در شکلمدل برازشاست.  𝑥حجم تحویلی

چه بسا یک رابطه تجربی  .دهدرها نتیجه نمیبین متغیرا  1یک رابطه علت و معلولی مدل رگرسیونی

یک رابطه علیت و معلیولی بیین بیانگر  نتوانداین رابطه  گرا ،ر وجود داشته باشدیا چند متغیقوی بین دو 

تبیینی یرهای یک ارتباط علت و معلولی بین متغداشتن برای  ، آنگاهباشدیر پاسخ نی و متغیمتغیرهای تبی

تحلییل بیه طیور کلیی ای داشیته باشییم. هیای نمونیهی خیارج از دادهپاسخ، بایستی پایه و مبنای با متغیر

تواند تنها پایه و مبنای چنین اما نمی ،رابطه علت و معلولی کمک کند یکتواند در تصدیق رگرسیونی می

 ادعایی باشد.

                                                           
1  Predictor variable 

2  Regressor variable 
3  Response variable 
4  Least Sum of Square Errors 

 ایهای تصادفی معتبر هست نه براساس مطالعه مشاهدهای که فقط برای آزمایشرابطه 5 
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یرهیا متغ، معادله رگرسیون فقط یک تقریب از رابطه درست بین خطی کاربردهای رگرسیون در اکثر

که در آن یک ارتباط نسبتاً پیچیده بیه وسییله ییک  دهدمیوضعیتی را نشان  1.3است. برای مثال شکل 

عنیوان مثیال در . بیهتر لازم استپیچیده تقریب. گاهی یک شده استمعادله رگرسیون خطی تقریب زده 

 است. شدهمورد استفاده  𝑥و  𝑦برای تقریب رابطه واقعی بین  3ایتکهیک تابع رگرسیونی خطی  31.شکل 

ای از رگرسییونی تنهیا در ناحییه هیایمیدل ،در حالیت کلیینیز توجه داشته باشید که،  به این نکته

  .هستند، معتبرندهای مشاهده شده داده شاملنی که تبیییرهای متغ

 

 تقریب خطی از یک ارتباط پیچیده 1.3شکل 

 

 از یک ارتباط پیچیده ایتکه تقریب خطی 1.3شکل                                 

                                                           
1  Piecewise linear regression 
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 یمفاهیم اساسی رگرسیون چندک    3.1

و در حال حاضر کاربردهیای وسییعی  تری از رگرسیون معمولی استمدل آماری کامل ،یرگرسیون چندک

 کنیم.را مطرح میهای آن کاربرداز و برخی  معرفیرا  چندکیابتدا رگرسیون  بخش . در ایندارد

 معرفی چندک   1.3.1

.)𝐹𝑋توزیع تابع دارای  Xیر تصادفی فرض کنید متغ ییا  𝐹(𝑋)برای  pرا چندک مرتبه  𝑄𝑝پارامتر  باشد، (

X نامیم، هرگاه نامساوی دوطرفه زیر برقرار باشدمی:  

𝑃(𝑋 < 𝑄𝑝) ≤ 𝑝 ≤ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑄𝑝).          (4.1) 

,∞−)مقیدار احتمیال در فاصیله  کیه آن اسیتمعنی این نامساوی دوطرفیه  𝑄𝑝)  حیداکثرp  و در فاصیله

(−∞, 𝑄𝑝]  حداقلp 100باشد. برحسب اینکه میp، 10p  4یاp  باشد،  صحیحعدد𝑄𝑝  ،را به ترتیب صدک

 نامند.را دهک چهارم می 𝑄∘/4را صدک بیست و سوم و  𝑄∘/23نامند. مثلاً می 3دهک یا چارک

,𝑄∘/75،البته سه مقدار  𝑄∘/5, 𝑄∘/25 ( به ترتیب چارک اول)و  (میانیه یا) چارک دوم یا چارک پایینی

.)𝐹𝑋شود. اگر یا چارک بالایی( گفته می) چارک سوم پیوسته باشد، یعنی نمودار آن دارای خطوط افقی  (

𝐹(𝑄𝑝)به تساوی (1.3)یا جهشی نباشد، آنگاه نامساوی  = 𝑝  شود و میتبدیل𝑄𝑝 معادله  پاسخ یکتای 

 𝐹(𝑄𝑝) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑝 
𝑄𝑝

−∞
 خواهد بود. 

 دارای تابع چگالی احتمال زیر باشد Xفرض کنید متغیر تصادفی  :1مثال 

𝑓(𝑥) = {
2𝑥     ∘< 𝑥 < 1

∘  سایر حالات       

 داریم: 𝑄1برای چارک اول  آنگاه

𝐹(𝑄1) = ∫ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2|∘
𝑄1 = 𝑄1

2 =
1

4
.

𝑄1

∘

 

                                                           
1  Quartile 
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𝑄1 ، (1,∘)گاه با تکیه بنابراین =
1

2
 ■است. 

𝐹(𝑥) تیابع توزییع که دارای ،Xیر تصادفی حقیقی مقدار برای هر متغ = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) هیرو بیرای∘<

𝑝 <  : داریم ،1

𝐹−1(𝑝) = 𝑖𝑛𝑓{𝑥: 𝐹(𝑥) ≥ 𝑝} 

 .باشدمی Xچندک  امین 𝐹−1(𝑝)  ،p ،که در آن

توزیع تابع زیان با مبنا جمله خطا بر روی  1کنیم که در فصلبرای جمله خطا استفاده می را توابع چندک

 .پردازیمبه همین دلیل در ابتدا به معرفی تابع زیان می لاپلاس نامتقارن است

 به صورت  خطی -ایتکهزیان تابع 

𝜌𝑝(𝑢) = (𝑢)(𝑝 − 𝐼(𝑢 <∘)),         (5.1) 

 در نظر بگیریم که در آن، را 

𝐼𝐴(𝑢) = {
1          𝑢 ∈ 𝐴
∘           𝑢 ∉ 𝐴

,      ∘≤ 𝑝 ≤ 1 

 توانید ببینید.می 1.3خطی را در شکل -اینمودار تابع زیان تکه

𝑝برای آنگاه  ∈ (∘ ,1) ،𝑥̂ گیر . عبیارت زییر برآوردآییددست میهبزیان  ریاضی تابع کردن امیدنیمم با می

  باشدمی( 1.3چندک تحت تابع زیان)

𝐸𝜌𝑝(𝑋 − 𝑥̂) = (𝑝 − 1)∫ (𝑥 − 𝑥̂)𝑑𝐹(𝑥) +
𝑥̂

−∞

𝑝∫ (𝑥 − 𝑥̂)𝑑𝐹(𝑥).          (6.1)
∞

𝑥̂

 

 

 

 

 

 

 

 خطی -ایتابع زیان تکه 1.3شکل 

 

𝜌𝑝(𝑢) 

𝑝 − 1 

𝑝 
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 و متحد کردن آن با صفر، خواهیم داشت: 𝑥̂نسبت به  (6.3) از رابطه گیریبا مشتق

∘= (1 − 𝑝)∫ 𝑑𝐹(𝑥) − 𝑝∫ 𝑑𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥̂) − 𝑝.
∞

𝑥̂

𝑥̂

−∞

 

:𝑥}هر عضوی از پس یکنواست،  Fچون  𝐹(𝑥) = 𝑝} وقتیی  ،اسیت. جیواب (3.9نییمم کننیده )میی

𝑥̂ که  یکتاست = 𝐹−1(𝑝).  در غیر اینصورتp (3،2331کانکر) شامل یک بازه است امین چندک. 

𝐹𝑛(𝑥)تابع توزیع تجربی  اگر = 𝑛
−1∑ 𝐼(𝑋𝑖 ≤ 𝑥)

𝑛
𝑖=1 را بیا عنیوان بیرآورد𝐹(𝑥) ،در نظیر بگییریم 

 گاهآن 

∫𝜌𝑝(𝑥 − 𝑥̂)𝑑𝐹𝑛(𝑥) = 𝑛
−1∑𝜌𝑝(𝑥𝑖 − 𝑥̂).         (7.1)

𝑛

𝑖=1

 

 امین چندک نمونه است.   p،(7.1) نیمم کنندهمی

 تابع چندک هایویژگی  1.3.1

ولیی در ایین پاییان  نماییممیبسیاری است که در زیر به چند مورد اشاره  هایویژگیتوابع چندک دارای 

 :کنیممیناستفاده های زیر است از ویژگییک تابع چندک  مبنا بر روی نامه چون

 است.توابع چندک، یک تابع چندک مجموع  .3

 .استضرب دو تابع چندک مثبت، تابع چندک حاصل .2

 هدو تابع چندک باشند، آنگا 𝑄2(𝑝)و  𝑄1(𝑝)اگر  .1

𝑄(𝑝) = 𝑤𝑄1(𝑝) + (1 − 𝑤)𝑄2(𝑝),     0 < 𝑤 < 1 

𝑄(𝑝) گیردبین دو تابع چندک قرار می. 

𝜆تابع چندک باشد، آنگاه  𝑄(𝑝)اگر  .1 + 𝜂𝑄(𝑝) نیز تابع چندک است . 

                                                           
1  Koenker 
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 یتا رگرسیون چندک معمولیاز رگرسیون     4.1

 مدل،کند. این ی را مشخص میتبیینارتباط بین متغیر پاسخ و بعضی متغیرهای  معمولی،رگرسیون مدل 

. برای مثیال، شودگرفته میهای آماری است که برای چندین دهه در تحقیقات کاربردی بکار یکی از روش

های تیدریس را و تعداد سال اتیداس دستمزدخواست ارتباط بین میدر آمریکا چند سال پیش، دانشگاهی 

های تیدریس را در طیول استاد آمار و تعداد سال 119دانشگاه میزان حقوق  ،دست آورد. در این تحقیقهب

 بود سادهمدل رگرسیون خطی جمع آوری کرد. 3993تا  3983های مدت سال

𝑦 = 𝑿𝑇𝜷 + 𝜀,  

𝜷 ،که در آن = (𝛽∘, 𝛽1)
𝑇 ،𝑿 = (1, 𝑥)𝑇، 𝑦 دستمزد ،𝑥 های تدریس و تعداد سال𝜀  بیا  خطاجمله

ای، نیز ممکن است برای ایین جملههای رگرسیون چندمانند مدل ،تریهای پیچیده. مدلنرمال بود پذیره

 نشیان را با بهترین بیرازش رگرسییون درجیه دوم ها همراه دادهپراکنش  6.3د. شکلنارتباط بکار برده شو

به این معنی کیه  ،دهدرا نشان می دستمزدتصویر نامناسبی از توزیع  6.3دهد. متاسفانه، منحنی شکلمی

های تدریس به صورت مناسب نشان داده نشده است. دلیل ایین امیر تغییر در شکل توزیع دستمزد با سال

هیای تیدریس را و سال دستمزدفقط ارتباط بین متوسط  معمولیهای برازش رگرسیون آن است که مدل

 1.3هیای تیدریس، در شیکل و سیال دسیتمزدتری از ارتبیاط بیین تصویر کامل ارایهدهد. برای نشان می

های رگرسیون های حاصل، منحنی. منحنیاندداده شده مایشن 75/∘و  5/∘و  25/∘ای های نمونهچندک

نمیایش داده  1.3، به وضیوح در شیکل دستمزدد. به هر حال تغییر در شکل توزیع نشونامیده می یچندک

توان از خمیدگی رگرسیون چندک متناظر با کامل را می دستمزد یاز توزیع احتمال قریبشده است. یک ت

 تولید کرد.  𝑝مقدار برد 
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 دستمزد و تعداد سالهای تدریسرگرسیون درجه دوم : نمودار 6.3شکل 

 

  𝟕𝟓/∘  و𝟓/∘ و 𝟐𝟓/∘ برای سه مرتبه های تدریسدستمزد و تعداد سال یچندکرگرسیون : نمودار 1.3شکل
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 یهای چوله شرطی تا رگرسیون چندکاز توزیع    5.1

 آمریکیاییاز دختیران  تیایی 1333برای یک نمونه را وزن در مقابل سن  پراکنش 8.3شکل  نمودار )الف(

 .دهدنشان می (3988 ،3)کول

تایید دیگری از ارتباط بین سن و وزن است، کیه چنیدین منحنیی رگرسییون  ،8.3شکل )ب(نمودار 

𝑝 هموار با یچندک = ∘/∘ -دهید. ملاحظیه مییمی مایشرا ن 97/∘,  9/∘,  75/∘,  5/∘,  25/∘,  1/∘,  3

 :. دو سوال جالب ممکن است پیش آیدهستند دارای چولگی مثبت ،های شرطی مربوطد که توزیعکنی

 عنوان تابعی از سن چگونه است؟ وزن بهوضعیت . 3

 ؟وضعیت وزن برحسب سن برای افراد سنگین وزن یا سبک وزن چگونه است. 2

رو، منحنی میانه برای . از اینآوردفراهم نمیبرای سوال اول  یپاسخ مناسب ،میانگین ،رگرسیوناز استفاده 

منحنیی میانیه،  گیر اسیت.لیلو پاسخ همیشه روشن نیست و گاهی وابسته به هدف تح تبیینیای متغیره

نشان داده شده است. دخترانی کیه )ب(  8.3متناظر با منحنی رگرسیون چندکی میانی است که در شکل 

صیورت منحنیی درصدی جامعه هستند، سینگین وزن هسیتند. در ایین 91ها رو یا بالای منحنی وزن آن

𝑝ها رگرسیون چندکی مناسب نمایش آن 𝑝،طور مشابه، منحنی رگرسیون چندکی است. به 97/∘= = ∘

/∘ -نحوه برآورد ایین منحنیی 1.3وزن با سن است. در بخش ارتباط وزنی دخترهای سبکدهنده نشان 3

 کنیم. های هموار را مطرح می

ولیی  ،تغییرات تصادفی نیسیتند تبیینی شاملدر رگرسیون معمولاً فرض بر این است که متغیرهای  

دلییل اینکیه هنیست، اما ب اغلب صحیحاین مطلب  ،. از نقطه نظر کاربردیهستندمتغیرهای پاسخ تصادفی 

شود، برای اجتناب از این پیچییدگی باشند، شیوه برازش بسیار پیچیده میتصادفی  تبیینیاگر متغیرهای 

                                                           
1  Cole 
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 ،در مقایسه با دامنه مشاهده شیده تبیینیتصادفی هر یک از متغیرهای شود که تغییرات معمولاً فرض می

 توان از آن صرفنظر کرد. آن قدر کوچک است که می

و پاسیخ ییک رابطیه تیابعی ریاضیی  تبیینیباید توجه داشت که در رگرسیون، رابطه بین متغیرهای 

ای که ممکن است بیین . نوع رابطهآیدبدست نمی 𝑥مقدار  𝑦بدست آید از  𝑦مقدار  ،𝑥اگر از  ، چوننیست

دلیل سادگی و نییز وجیود برخیی مبیانی هد، متنوع است. اما معمولاً ببرقرار باش پاسخو  تبیینیمتغیرهای 

 نشیان داده منیدی بیشیتری تقریب روابط غیرخطی یا خطی، به یافتن رابطه خطیی علاقیهدر مورد نظری 

 شود. می

 

 

 

 پراکنش  ارایه. )الف( دختران آمریکایی 1333برابر سن برای نمونه : نمودار وزن در 8.3شکل

𝒑از پایین به بالا  )ب( نمودار رگرسیون چندک  = ∘/∘ 𝟑  ,∘/𝟏  ,∘/𝟐𝟓  ,∘/𝟓  ,∘/𝟕𝟓  ,∘/𝟗  ,∘/𝟗𝟕 

 )ب( )الف(
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  یکاربردهای رگرسیون چندک    6.1

ها خی از آناند، که در زیر به بر( بر روی کاربردهای رگرسیون چندک بحث نموده2331)3یو و استاندر

 نماییم.اشاره می

   نمودارهای مرجع در پزشکی  1.6.1

دهند. این نمودارها بیه ه مییارا را ید در پزشکیفهای مای از چندکمجموعه ،نمودارهای مرجع یا صدکی

شیوند، کیه مییکار برده هب ،معمولارد غیرهای اولیه پزشکی به منظور شناسایی موطور وسیع در تشخیص

د. نییاز بیه نباشیمناسب می ،2توزیع مرجع ییهای ابتدانبالهخاص در د یهاگیریمقدار بعضی از این اندازه

)و بیه تبیع آن  هیاگیریآید که اندازهوجود میههای چندکی به جای یک بازه مرجع ساده، زمانی بمنحنی

ن و وروی اسیت و (3992)1نیگیر و ند. کیولشیابمثل سن وابسته  تبیینییر به متغ تبازه مرجعی( به شد

∘ معمولاً یک زیر مجموعه متقارن از } ،های منتخباند. صدکبحث کرده مسأله( روی این 3991)1التمن

/∘ 3  ,∘/∘  { هستند.97/∘,  95/∘,   9/∘,  75/∘,  5/∘,  25/∘,  1/∘,  5

امین منحنی  pبرازش توزیع شرطی و  𝐹(𝑌|𝑥)،استفاده از توزیع شرطی معلوم  ،یک رهیافت بدیهی 

𝑞𝑝(𝑥)متناظر با  یچندک = 𝐹
−1(𝑝|𝑥)  است. اگر توزیع نرمال باشد، برآوردp  امین منحنی چندک ساده

 اسیتفاده  سیازاسیت، اغلیب از ییک تبیدیل نرمیال معمیول ایپیذیرهاست. اگیر توزییع چولیه باشید، کیه 

، کیول) یمپیردازمیی آنبیه  31.2.که در بخش  است 1کاکس-تبدیلات، تبدیل باکساین شود. یکی از می

د، کارسیاز نیسیتن سیازبرای حالاتی که تبدیلات نرمال. (2333  6قاستون و رایویر ؛3399 التمن؛ 3988

                                                           
1  Yu and Stander 

2  Reference Distribution 

3  Green 

4  Royston and Altman 

5  Box-Cox Transformation 

6  Wrigh 
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 (. 3999 1هپهو پ هیگرتی ؛3992، کول و گرین) دنشومیپیشنهاد  2پارامتریهیا نیم 3یک روش ناپارامتری

 تحلیل بقا  1.6.1

وی زمیان بقیای ییک ر تبیینییر ، مطالعه اثر یک متغ1در تحلیل بقا یکاربردهای رگرسیون چندکیکی از 

افیراد مثیل ) پیایین مخاطرهمتفاوت روی  اتممکن است دارای اثر ،مشخص تبیینییر فرد است. یک متغ

یک فرد باشد. ایین  (سیگاریافرادی مثل ) بالای مخاطرهو  ،(مثل دانشجویان) متوسط مخاطره، (خونسرد

(. 2333 ،1لینی گکر و ناکی) بررسی کرداز زمان بقا  ین تابع چندکچند گرفتنبا در نظرتوان اثرات را می

𝑝با  یسه رگرسیون چندک منحنی 9.3شکل ر متغییبیمیار بیا  381زمان بقیا  بر اساس ،9/∘,5/∘,1/∘ =

 6،)کروسیلی و هیو باشیدمی ،استنفورد در جراحی پیوند قلب مطالعه، از (سال 61تا  32بین )سن  تبیینی

 ( را ببینید.3999)1شده یان ر درباره رگرسیون میانگین سانسوربرای جزییات بیشت (.3911

زمان مدل . شودهای پرمصرف در تحلیل بقا محسوب مییکی از مدل ،8متناسب کاکس مخاطرهمدل   

به را زمان بقا  لگاریتم ،شودمی کاکس ساخته مدل مخاطره متناسب مبنی برکه  )AFT( 9دهنشکست شتاب

نیوع ایین  .(2333 33،کوتاس و گلفاند ؛3999، یان ) گیرددر نظر می تبیینیرهای متغی از عنوان یک تابع

 شود.چرا که تفسیر آن به راحتی انجام می ،مناسب استمفید و به لحاظ تجربی بندی مدل

, 𝑇𝑖 برای های بقاکنیم مدل اساسی زمانفرض می 𝑖 = 1,… , 𝑛 ی تبیینیهیای ییروابسیته بیه متغ𝑥𝑖 

                                                           
1  Non-Parametric 

2  Semi-parametric 

3  Heagerty and Pepe 

4  Survival Analysis 

5  Geling 

6  Crowley and Hu 

7  Yang 

8  Cox Proportional Hazard 

9  Accelerated Failure Time 

11  Kottas and Gelfand 
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، طبیعیی شده سانسوروجود مشاهدات در صورت عدم . توانند سانسور شده باشندها می𝑇𝑖، که در آن است

,𝑇𝑖}است تا زوج  𝑥𝑖}𝑖=1
𝑛 مورد بررسی قرار گیرنید. اگیر  ،توزیعره مستقل و هممتغیهای دوبه صورت نمونه

𝑖  شده باشد، در اینصورت سانسورامین مشاهده𝑌𝑖  جایبهرا 𝑇𝑖 لگیاریتم کنیم. تبدیلمشاهده می𝑇𝑖 ،  ییک

 یعنی  .دهدبرازش می 𝑥𝑖را به صورت خطی روی 𝑇𝑖 کند که لگاریتم معمول را فراهم می AFTمدل 

𝑙𝑜𝑔(𝑇𝑖) = 𝑥𝑖
𝑇𝛽 + 𝜀𝑖, 

 𝑇𝑖 ،𝑌𝑖جیای هدر میدل بی حال اگرد. نباشنامعلوم میتوزیع با یک تابع توزیع ها مستقل و هم𝜀𝑖  ،که در آن

  𝛽 بنابراین جمله عیرض از مبیدا شیامل بیردار وصفر نیست  𝜀𝑖میانگین  صورتباشد، در این مشاهده شده

باشید. نمی AFT مدلخوب برای برازش . به همین دلیل، تحلیل رگرسیون میانگین، یک روش خواهد بودن

 ،وابسیته بیه آنهای زمان بقا یا یک تبدیل یکنواخت چندکهای مدلبا این وجود رگرسیون چندکی، که 

 (.3999، یان ) باشدکند، مناسب میبندی میمدلرا  تبیینی رهایمتغیاز مانند یک تابع 
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𝒑متناظر با  یهای جراحی قلب استنفورد با سه منحنی چندک: داده9.3شکل = ∘/𝟏,∘/𝟓,∘/𝟗 

 های کامل: داده oشده               های سانسور: داده #
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 اقتصاد  3.6.1

کیه ممکین اسیت  ،تبیینییر تاثیر ییک متغیی برای بررسیای مصرفی در مطالعه بازاره یرگرسیون چندک

تغیییرات طور مشابه، هکار برده شود. بهبالا، متوسط و پایین باشند، ب یهای درآمدگروه باافرادی  به مربوط

سیود بیالا، بیا هیای هایی که به گیروههای سهام شرکتقیمت بر یمتفاوت اثراتهای بهره ممکن است نرخ

  ،اسیتاندارد یبیه عنیوان ییک ابیزار تحلیلی ی. رگرسییون چنیدکداشته باشند ،متوسط و پایین تعلق دارند

(. ایین نیوع 3998، 3چینسیکیو)ب شیودکار بیرده مییبه در اقتصاد  ،دستمزد و درآمد هبرای مطالع ویژهبه

برای مثال در تعییین  .با اهمیت است نیز در مطالعه چگونگی توزیع درآمد در میان افراد جامعه ،رگرسیون

 توان از آن استفاده کرد.، میهای اجتماعیبرای انجام سیاستیا  یهای مالیاتاستراتژی

     محیطی های زیستپدیدهبندی مدل  4.6.1

نیازمنید  ،هیا اسیت. تیامین آب شییرینبارندگی و جریان آب رودخانهبندی مدل موردعلم هیدرولوژی در 

شدید جهیت  یهاها و نیز احتمال بارندگیبرآورد احتمال وقوع خشکسالی جهت طراحی حجم مخازن سد

 ،ابتیدایی و انتهیاییهای دنباله توزیع و آگاهی از چندک بندیکشی سیلاب است. بنابراین مدلطراحی زه

ی، ماننید ژر هییدرولوی متغییتیابع چنیدک بیرا 𝑞𝑝(𝑥)مبحث اصلی هیدرولوژی آماری است. فرض کنید 

، احتمیال وقیوع ییک مقیداری 9/3میثلاً  ∘𝑝، بزرگ بنابراین برای مقدار .یمم ارتفاع سالیانه آب باشدماکس

1)برابر  𝑞𝑝∘(𝑥)بیشتر از  − 𝑝∘)  خواهد بود. احتمال وقوع اولین مقدار بیشتر از𝑞𝑝∘(𝑥)  در سال𝑘  برابر با

𝑃(𝐾 = 𝑘) = 𝑝∘
𝑘−1(1 − 𝑝∘) ر خواهد بود. میانگین متغیK  1برابیر

(1−𝑝∘)
بیا  Tاسیت کیه دوره برگشیت  

1)احتمال  − 𝑝∘) شود. برای مثال، اگر نامیده میT پیس  ،برابر صد سال باشید𝑞∘/99(𝑥)   برابیر مقیداری

 کند.سال آینده از مقدار حال تجاوز می 333سیلاب بعدی در   99/3است که با احتمال 

                                                           
1  Buchinsky 
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  واریانسینمایان سازی ناهم  5.6.1

توانید ابیزار میی ،هیااست. ترسیم چندک 3واریانسیتشخیص وجود ناهم ،هاتحلیل داده مهم در مسألهیک 

، کنید، بلکیه اثیر مکیانیی کمیک مییپراشهمتنها به شناخت نامهمی برای تشخیص باشد. این ترسیم نه 

𝑋به شرط  Yو شکل توزیع  ،گسترش = 𝑥  کند.فراهم مینیز را 

𝑌های اولیه مدل پذیرهتوان برای تعیین انحراف از رگرسیون چندکی را می = 𝑥𝑇𝛽 + 𝜀 کار بیرد. هب

برای مثیال های رگرسیونی موازی خواهند بود. باشد، تمام چندکن وابسته 𝑥 متغیر تبیینیبه  𝜀اگر توزیع 

کیه ایین  ،سیتندیبه وضوح میوازی ن 8.3دختران آمریکایی در شکل  هایبرای داده یهفت منحنی چندک

 است.  واریانسیدهنده ناهمنشان

 های برآوردروش    7.1

. در این بخش اندشدههای مختلفی پیشنهاد ها و روشالگوریتم ،برای برآورد پارامترها در رگرسیون چندک

پارامتری برای بیرآورد پارامترهیا  ینامه از مدل رگرسیون چندکو در این پایانها اشاره به چهار مورد از آن

 . کنیماستفاده می

 پارامتری یمدل رگرسیون چندک  1.7.1

𝐸[𝒀|𝑿شیود ، اغلیب فیرض میی𝒙ی تبیینییر و متغ Yیر پاسخ برای کمی کردن رابطه بین متغ = 𝒙]  بیه

هیای ، وابستگی خطی چندکیطور مشابه، مدل رگرسیون چندکهباشد. ب 𝒙𝑇𝜷صورت ترکیب خطی ساده 

Y به𝒙  کنیم ارتباط بیین میکند. به عبارت دیگر، فرض را مشخص میp  امیین چنیدکY هیای و متغییر

𝑞𝑝(𝒙)به صورت   𝒙یتبیین = 𝒙
𝑇𝜷  مجموعیه دادهدر نظر گرفتن  با. باشد{𝑥𝑖, 𝑦𝑖}𝑖=1

𝑛 تیوان بیرآورد میی

 نیمم کردن رابطه را با می 𝜷پارامترهای 

                                                           
1  heteroscedasticity 
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∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝒙𝑖
𝑇𝜷)

𝑛

𝑖=1

, 

وجود ندارد، زیرا تابع زیان در نقطیه  یتحت این مدل رگرسیون ،دست آورد. جواب صریحی برای ضرایبهب

  .باشدمبدا دارای مشتق نمی

 یتبدیلات باکس کاکس مدل چندک  1.7.1

که در بخش را،  3تبدیلات باکس کاکس با کمک یهای پارامترهای رگرسیون چندکبرآوردبخش این زیردر 

;𝑔(𝜆تابع  دهیم. فرض کنیدتوضیح می ،شد اشاره 3.6.3 𝑦)  به صورت 

𝑔(𝜆; 𝑦) = {
(𝑦𝜆 − 1) 𝜆          اگر ⁄ 𝜆 ≠∘

𝑙𝑜𝑔(𝑦) 𝜆  اگر                  =∘,
 

;𝑔−1(𝜆فرض کنید  همچنین  تعریف شود. 𝑧) تابع معکوس 𝑔(𝜆; 𝑦)  نسبت به𝑦 رای یافتن توابیع باشد. ب

 معکوس داریم:

(𝑦𝜆 − 1) 𝜆⁄ = 𝓏 ⟹ (𝑦𝜆 − 1) = 𝜆𝓏 ⟹ 𝑦 = (1 + 𝜆𝓏)
1
𝜆 

𝑙𝑜𝑔(𝑦) = 𝓏 ⟹ 𝑦 = 𝑒𝓏 . 

 بنابراین

𝑔−1(𝜆; 𝓏) = {
(𝜆𝓏 + 1)1 𝜆⁄ 𝜆  اگر            ≠∘

𝑒𝑥𝑝(𝓏) 𝜆  اگر                    =∘,
           (8.1) 

;𝑔(𝜆امین چندک  𝑝اگر 𝑌) ،𝑞𝑝(𝑔)  ،گاهآنباشد p  امین چندکY ،𝑔−1{𝜆; 𝑞𝑝(𝑔)} ویژه اگر به باشد.می

;𝑔(𝜆وجود داشته باشد، به طوری که   𝜆مقداری از  𝑌)  وX بیا  د، پیسنبه صورت نرمال توزیع شیده باشی

;𝑔(𝜆امین چندک  𝑝که  توان نشان دادمی توزیع نرمال ویژگیتوجه به  𝑌)  بیه صیورت خطیی𝛽∘ + 𝛽1𝑥 

;𝑔−1(𝜆 وسییلههبی Y امین چنیدک 𝑝 روهستند. از این 𝑝 وابسته به ∘𝛽و  𝛽1 ،است که در آن 𝛽∘ + 𝛽1𝑥)  

 آید. دست میهب

                                                           
1  Box-cox transformation 
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در ایین حالیت،  .وجود نداشته باشدممکن است کند، را به نرمال تبدیل می Yیر که متغ 𝜆از مقداری 

𝛽برای پیدا کردن  ،زیانبر مبنای تابع  ،از تبدیلی کهیک راه آن است  = (𝛽∘, 𝛽1)
𝑇  و𝜆 نیمم وسیله میهب

 رابطه کردن 

∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝑔
−1(𝜆; 𝛽∘ + 𝛽1𝑥𝑖)),

𝑛

𝑖=1

 

 .(3998، چینسکیوباستفاده شود )

 𝑝کند و می، تغییر 𝑥ی رهای تبیینبا تغییر متغی 𝜆 که مقدار توان فرض کرد، می(8.1)تحت تبدیلات 

;𝑔−1(𝜆(𝑥) توسط است ممکن ،کاکس-تبدیلات باکستحت  Yامین چندک  𝛽∘ + 𝛽1𝑥𝑖)  بررسی شیود .

در این مورد، به ییک توان استفاده نمود. می 𝜆(𝑥)، از برآورد منحنی 𝜆به جای برآورد یک مقدار منفرد از 

دسیت ه( بیرای بی3992) یم. کول و گیریندار نیاز 2ا اسپلاین همواری 3هستهروش  بر اساس ،برآورد هموار

 کردند. معرفی ی را روش 1𝜆(𝑥)یدهدرستنمایی تاوانآوردن برآورد 

 زیر تعریف شود: ، به صورت𝑓مجموع توان دوم خطای تاوانیده برای برازش 𝑅𝑆𝑆(𝑓)اگر

𝑅𝑆𝑆(𝑓, 𝛼) =∑(𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖))
2 + 𝛼∫ (𝑓"(𝑥))

2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 رابطهاز ماکسیمم کردن  𝜆(𝑥) هاگآن

𝑙(𝜆) − 𝛼∫𝜆"(𝑥)2𝑑𝑥, 

 با  است برابر بوده و لگاریتم تابع درستنمایی، 𝑙(𝜆)، که در آنشودبرآورد می

𝑙(𝜆) =∑{𝜆(𝑥𝑖) 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖) −
1

2
𝓏𝑖
2}

𝑛

𝑖=1

,          𝓏𝑖 = 𝑔(𝜆; 𝑦𝑖), 

 

                                                           
1  Kernel 

2  Smoothing spline 

3  Penalized likelihood estimate 
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 د.نباشمی سازیپارامتر هموار 𝛼 و 3ناهمواری جریمه 𝜆"(𝑥)2𝑑𝑥∫و 

 ناپارامتری یمدل رگرسیون چندک  3.7.1

 و همکیاران1( و هیال3998)2ییو و جیونز  ی است،جزء اصلی رگرسیون چندک ،توزیع شرطیکه از آنجایی

 هایی را برای برآورد توزیع شرطی مورد بررسی قرار دادند. ( روش3999)

,𝑥1فرض کنیم که : 7.1تعریف … , 𝑥𝑛  نمونیه تصیادفی از تیوزیعی بیا تیابع چگیالی احتمیال𝑓  باشید، در 

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝑓(𝒙)ای صورت برآوردگر هستهاین

𝑓ℎ(𝒙) = 𝑓ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑥) =
1

𝑛ℎ
∑𝐾

𝑛

𝑖=1

(
𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

) 

ℎ که .)𝐾برآوردگر هموارسازی و  ∘<  ای است که باید در سه شرط زیر صدق کند.تابع هسته (

1. 𝑙𝑖𝑚
𝑦→∞

|𝑦𝐾(𝑦)| = ∘ 

2. 𝑠𝑢𝑝
−∞<𝑦<∞

|𝐾(𝑦)| < ∞ 

3. ∫ 𝐾(𝑦)𝑑𝑦 = 1
+∞

−∞
 

 فرم زیر برآورد شود: با ،ناپارامتریبه صورت است، ممکن  𝐹(𝑦|𝑥)برای مثال، 

𝐹̂(𝑦|𝑥) =∑𝑤𝑖(𝑥)𝐼(𝐴𝑖),         (9.1)

𝑛

𝑖=1

 

𝐴𝑖 ،که در آن = {𝑦𝑖 < 𝑦} ،𝑤𝑖  بهتابع وزن غیر صفر که 𝑥𝑖 و  ،وابسته است∑ 𝑤𝑖(𝑥) = 1
𝑛
𝑖=1 .است 

ایین برآوردگیر تیابع توزییع  اول،توزیع شرطی با مشکلاتی همراه اسیت.  هسته برایبرآورد وزنی این نوع 

 گیرنید و هیچگیاه بیه ییک نیست، زیرا نه تنها یکنوا نیست بلکه فقط مقادیر آن بین صفر و یک قیرار میی

                                                           
1  roughness penalty 

2  Jones 

3  Hall 
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را کیه دارای تیابع  3واتسیون -رییااشده مشهور ناد( برآوردگر تصحیح3999)د. به همین دلیل هالنرسنمی

 توزیع شرطی به فرم

𝐹̂(𝑦|𝑥) =
∑ 𝑝𝑖(𝑥𝑖)𝐾ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥)𝐼(𝑦𝑖 ≤ 𝑦)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑝𝑖(𝑥𝑖)𝐾ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥)
𝑛
𝑖=1

,  

𝐾ℎ(𝑥𝑖 ،که در آن ،داد پیشنهاداست را  − 𝑥) = 𝐾(
𝑥𝑖−𝑥

ℎ
)، ℎ  برآوردگر هموارسازیپارامتر، K  چگالی تابع

.)𝐾ℎ، هسته ) ∑ 𝑝𝑖(𝑥𝑖) = 1
𝑛
𝑖=1  و𝑝𝑖(𝑥𝑖)  است.  ∘≤

باشیند کیه ممکن است با یکدیگر تلاقی داشیته  𝐹(𝑦|𝑥)برآوردگرهای  بر اساس یچندک هایمنحنی دوم

 یبرآورد رگرسیون چنیدکشده است که در آن، داده نمایش 33.3توسط شکل مسأله  این . نامطلوب است

نشیان  های جراحیی قلیب اسیتنفوردبرای مجموعه داده ،(3999از هال و همکاران ) ،𝐹̂(𝑦|𝑥)ی برا هسته

کیار بردنید. در ایین هرا بی 2دوگان هسته، رهیافت مسأله( برای حل این 3998) یو و جونز .داده شده است

در  𝐼(𝐴𝑖)است کیه تیابع نشیانگر  نیاز است. ایده اساسی آن 𝑥و  𝑦برای  رآوردگر هموارسازیبرهیافت، به 

𝛺{(𝑦( به وسیله یک تابع توزیع پیوسته 9.3رابطه )
𝑖
− 𝑦) 𝑏⁄  ،که در آن .جایگزین شود {

𝛺(𝑞) = ∫ 𝑔(𝑣)𝑑𝑣,
𝑞

−∞

 

𝛺(𝑞) با تابع چگالیتابع توزیع  یک 𝑔(𝑣)،  𝑏 بر  توابع وزن 𝑤𝑖(𝑥)و  𝑦در جهت  رآوردگر هموارسازیب∘<

  :داریم بنابراین .هستند هسته اساس

𝐹̂(𝑦|𝑥) =∑𝑤𝑖(𝑥)𝛺 (
𝑦𝑖 − 𝑦

𝑏
)

𝑛

𝑖=1

. 

𝑔(𝑢)چگالی یکنواخت باشد، هسته دارای  𝑔اگر  =∘/5𝐼(|𝑢| ≤  و  ،(1

𝑤𝑖(𝑥) =
𝐾ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥)

∑ 𝐾ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥)
𝑛
𝑖=1

, 

                                                           
1  Nadaraya-Watson  

2  double-kernel 
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𝑑تیوان نشیان داد کیه باشند، می 𝑥در جهت  ℎ رآوردگر هموارسازیببا پها وزنو همچنین  

𝑑𝑝
𝑞̂𝑝(𝑥) >∘ .

 مسیألهاز دنبالیه ایین روش  کیهو ایین است 𝑝 تابعی یکنوا از 𝑞̂𝑝(𝑥)شود که جا ناشی میاز آن نتیجه این

بیرای بیرآورد توابیع  مکیرر( یک الگیوریتم 3998یو و جونز ) .کندکه در بالا اشاره شد، پیروی نمی ،لاقیت

  معرفی کردند. هسته دوگانچندک تحت رهیافت 

نییمم کیردن توان با میرا می هسته بر اساس یتحت تابع زیان مجموعه بالا، برآورد رگرسیون چندک

 هستهتابع زیان وزنی 

𝑚𝑖𝑛
𝑎
{∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝑎)𝐾ℎ(𝑥𝑖 − 𝑥)

𝑛

𝑖=1

} , 

𝑎̂ کنندهنیممیم ،که در آن به دست آورد = 𝑎̂(𝑥)، یرگرسیون چندکوردگر آبر 𝑝  ام اسیت. ییک فرآینید

 .معرفی شد( 3998) توسط یو و جونز 𝑎̂برای پیدا کردن  3باز وزن داده شده تکراری های دومتوانکمترین 

 پارامتریی نیمهمدل رگرسیون چندک  4.7.1

پیارامتری شرح داده شد، مثالی از فن بیرازش نیمیه 2.1.3بخشرهیافت برآورد درستنمایی تاوانیده که در 

پارامتری در بعضی مواقع، امیا طور کلی، در روش نیمه( مطرح شد. به3992است که توسط کول و گرین )

به متغیرهای تبیینی وابسته است. چنین میدلی بیا  Yنه در تمام موارد، فرض بر این است که متغیر پاسخ 

+𝒙𝑇𝜷با  𝒙𝑇𝜷جایگزینی مدل خطی  𝑔(𝑡)  به صورت𝑞𝑝 = 𝒙
𝑇𝜷+ 𝑔(𝑡)  شود که در آن تعیین می𝑡  و

𝑥  متغیرهای تبیینی برای𝑝 امین چندکY  و𝜷  و تابع𝑔   ًمجهول هسیتند و بایید بیرآورد شیوند. معمیولا

 نیمم کردنبا می  𝜷و  𝑔برآورد 

∑𝜌𝑝{𝑦𝑖 − 𝒙𝑖
𝑇𝜷− 𝑔(𝑡)} + 𝛼∫(𝑔"(𝑡))2𝑑𝑡 ,

𝑛

𝑖=1

 

 دادند.   ارایهی را برای این منظور روش( 3992)و همکاران  کانکرآید دست میهب

                                                           
1  Iterated Reweighthed Least Square 
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𝒑های جراحی قلب استنفورد با سه منحنی رگرسیون چندک : داده33.3شکل  که با روش هسته  𝟓/∘,𝟐𝟓/∘,𝟏/∘ =

 انددست آمدهبه

 زمانی برای سری چندکیرگرسیون     8.1

 𝑥  بیا شیرط مفیروض بیودن، Y، فرض بر این است که متغیر پاسیخ یچندکتحقیقات رگرسیون  اکثردر 

  یبنیدی رگرسییون چنیدکای میدلهیای مختلفیی بیر. اخیراً چنیدین محقیق بیر روی روشاستمستقل 

و  (2332) 3توسط کیای ،برآورد توزیع شرطی بر اساسی . به عنوان مثال، روشاندمتمرکز شدهزمانی سری

است  ( فرض شده2332) در روش کای. است شده ارایه( 2331) 2توسط گانون ،زیانتابع  بر اساس یروش

,𝑌𝑖زمانی که سری 𝑖 = 1,… , 𝑛 زمانی به سری𝑋𝑖 رابطه توسط 𝑌𝑖 = 𝜇(𝑋𝑖) + 𝜎(𝑋𝑖)𝜀𝑖  باشیندوابسیته ،

کیه سیت معنیی اایین به  𝑋𝑖 به 𝜎(𝑋𝑖)خطای مدل است. وابستگی  𝜀𝑖و  یتابع رگرسیون 𝜇(𝑋𝑖) در آن که

 است.  واریانسیناهم دارای مدل

بیرآورد چنیدک  سیپس واست  1.1.3توسط رهیافت بخش 𝑋𝑖به شرط  𝑌𝑖اولین روش، برآورد توزیع 

برای بیرآورد چنیدک شیرطی از فرآینید  ،شرطی توسط معکوس تابع توزیع شرطی است. در دومین روش

زیر  سازیبهینه مسألهاز  Zام  𝑝چندک  ،شودفاده میگذشته و حال استاطلاعات به شرط  Zاکیداً ایستای 

 :شودمشخص می

𝑞𝑝(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜃∈𝑅

{𝐸[𝜌𝑝(𝑍 − 𝜃)|𝑋 = 𝑥]}. 

  .شوداستفاده می 1.1.3از بخش  زیان عتاب بر اساس روش هستهگاه برای برآورد از آن

                                                           
1  Cai 

2  Gannoun 
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 مقدمه    1.1

تنهیا منبیع  بسیامدی. در روش ندسیتهمتفیاوت  3های استنباط بسامدیبیزی با روش های استنباطروش

گیرند. مورد توجه قرار میپارامتر  فرضیه هستند که در ساختن برآورد یا آزمون ی موجودهااطلاعاتی، داده

 ،های موجیود بیا اطلاعیاتی از گذشیتهاز ترکیب دادهپارامتر در صورتی که در روش بیزی برآورد یا آزمون 

 گردد.حاصل می

در سیال  2اس بییزفرمول اساسی برای دخالت دادن اطلاعات گذشته در تحلییل آمیاری توسیط تومی

 شد.    رایها 3929در سال  1توسط هارولد جفری یه شد. اولین کاربرد آن برای مسائل رگرسیونیارا 1316

 های پیشین و پسینتوزیع    1.1

شود. توزیع شرطی پارامتر به آن پارامتر نامیده می 1ای، توزیع پیشینتوزیع پارامتر قبل از مشاهده هر داده

هیا را در تیابع احتمیال شود. اگر مقادیر مشاهده شیده دادهنامیده می 1توزیع پسین ،هاشرط مشاهده داده

ها به شرط پارامتر، جایگذاری کنیم نتیجه این کار فقط تابعی از شرطی یا تابع چگالی احتمال شرطی داده

 یم. نامست که آن را تابع درستنمایی میپارامتر ا

 تعیین توزیع پیشین  1.1.1

استنباط آماری را در نظر بگیرید که در آن قیرار اسیت مشیاهدات از تیوزیعی بیا تیابع چگیالی  مسألهیک 

 نیامعلوم اسیت. فیرض  پارامتری بیا مقیادیر 𝜃جا انتخاب شوند، که در این 𝑓(𝑥|𝜃)احتمال یا تابع احتمال 

قرار دارد. در مسائل استنباط آماری سیعی بیر  𝛺در یک فضای پارامتر مانند  𝜃کنیم که مقدار نامعلوم می

                                                           
1  Frequentist 

2  Bayes 
3  Jeffreys 

4  Prior Distribution 

5  Posterior Distribution 
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 بتوان تعیین کرد که 𝑓(𝑥|𝜃)مشاهداتی از تابع چگالی احتمال یا تابع احتمال،  بر اساساین بوده است که 

 . است ترمحتمل 𝛺در کجای  𝜃 قرار گرفتن

، آماردان یا آزمایشگر این توانیایی را دارد کیه 𝑓(𝑥|𝜃)ای از قبل از هر مشاهده ،در بسیاری از مسائل

خلاصیه کنید. بیه عبیارت  𝛺در مجموعه  𝜃را به صورت یک توزیع احتمال برای  𝜃در مورداطلاعات قبلی 

های مربوط به آزمایش جمع آوری یا مشاهده شوند، دانش و تجربه قبلی آزمایشگر که دادهقبل از آن ،دیگر

 . تر استمحتمل 𝛺در کدام بخش  𝜃پارامتر  گرفتنقراریین کند کند تا تعاو را هدایت می

 برانگیز توزیع پیشینطبیعت جدال  1.1.1

برانگیز است. بعضی از آماردانان عقیده دارند که توزیع پیشیین را توزیع پیشین در آمار بسیار جدال مفهوم

ها عقیده دارند که این توزیع، ییک توزییع احتمیال در نظر گرفت. آن 𝜃آماری برای  مسألهتوان در هر می

دهید. ، نشان مییهستند ترمحتمل 𝜃ر دیمقاکدام است و اطلاع محقق و ذهنیت او را درباره اینکه  3یذهن

 یهای آمارزمینه سایر های دیگر که درها همچنین عقیده دارند که توزیع پیشین هیچ تفاوتی با توزیعآن

. آماردانانی که این نیز قابل طرح استد، ندارد و تمام قوانین نظریه احتمال برای توزیع پیشین نروبکار می

 آیند.به شمار می یها را باور دارند، جزء هواداران فلسفه بیزقبیل برداشت

سایر آماردانان عقیده دارند که در بسیاری از مسائل آماری صحبت کیردن از توزییع احتمیال دربیاره 

آن آنچه کیه اتفیاق افتیاده اسیت  .اصلاً متغیر تصادفی نیست 𝜃، زیرا مقدار واقعی یستمناسب ن 𝜃پارامتر 

شیود توزییع عقییده دارنید زمیانی میی . این آماردانیانای محقق آشکار نیستاست که این مقدار واقعی بر

تواند بگیرد می 𝜃های نسبی مقادیری که در نظر گرفت که اطلاعات وسیعی درباره فراوانی 𝜃برای  یاحتمال

در نظر خواهند گرفیت.  𝜃از قبل موجود باشد. در این صورت است که دو آماردان متفاوت یک توزیع برای 

ی معیوب تولید شده به وسیله یک دسیتگاه باشید کیه مقیدار هانسبت کالا 𝜃فرض کنید  ،به عنوان مثال

                                                           
1  Subjective Distribution 
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این کارخانه تعداد زیادی از این کالاها را در گذشته مسئولان  واقعی آن معلوم نیست. همچنین فرض کنید

د. در این صورت امکان تعیین توزییع پیشیین نه باشکردثبت را تولید و نسبت کالاهای معیوب در گذشته 

 وجود دارد. ،با استفاده از این سابقه 𝜃،برای 

اگر بتوان توزیع پیشین معقولی انتخاب کرد، آنگاه استفاده  سخن هستند کههمهر دو گروه آماردانان 

 ت، مفید خواهد بود.گفخواهیم  ادامهی که در یهااز روش

 توزیع پیشین ناسره   3.1.1

کننید. از های پسین ایجاد نمیهای پیشین متفاوت، اختلاف زیادی در توزیعافتد که توزیعبسیار اتفاق می

ها و گستردگی بسیار زیاد وجود حجم بالای داده منجر به این نتیجه شوند،جمله شرایطی که ممکن است 

 باشند.های پیشین میتوزیع

، عدم توافیق دو محقیق روی ییک توزییع ندباش زیاد هااگر تعداد داده ،دو پیامد دارد. اول نتیجهاین 

را  یتوزییع پیشیین چهاگر برای محققین فرق زیادی نداشته باشد که  ،چندان اهمیتی ندارد. دوم ،پیشین

نخواهند داشت. اگر توزیع پیشین تعیین نشیود،  آنتمایل زیادی به صرف وقت برای تعیین  ،انتخاب کنند

وجیود نیدارد. تیدبیری کیه در ایین حالیت  ،هیاآنگاه راهی برای تعیین توزیع شرطی پارامتر به شرط داده

 ،هیابرخی محاسیبات، اطلاعیات بیشیتری از داده بر اساسشود است، آن است که سعی می اندیشیده شده

 𝜉(𝜃)تیابعی ماننید  بیر اسیاس. معمولاً این محاسبات شوداستخراج  ،نسبت به آنچه که از قبل موجود بود

شیود امیا حتیی ممکین اسیت مثل ییک توزییع پیشیین رفتیار میی 𝜉(𝜃)شود که در آن با تابع انجام می

∫ 𝜉 (𝜃)𝑑𝜃 = چنین پیشیینی را توزییع  .کندطور واضح تعریف تابع چگالی احتمال را نقض میهکه ب، ∞

 . گویندمی 3پیشین ناسره

                                                           
1  Improper prior 
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 های پیشین پیوسته و گسستهتوزیع  4.1.1

ای شمارا از مقادیر را اختیار کند. توزیع پیشیین تواند دنبالهحداکثر می 𝜃در برخی از مسائل، پارامتر 

𝜃  در این حالت یک توزیع گسسته خواهد بود. در این صورت𝜉(𝜃) را تابع احتمال پیشین 𝜃 نامیم. در می

ای از خط حقیقی را اختیار کند که در این صورت یک توزیع ممکن است بتواند مقادیر بازه 𝜃مسائل دیگر، 

 نامیم.می 𝜃الی احتمال پیشینرا تابع چگ 𝜉(𝜃)شود. در این صورت در نظر گرفته می 𝜃پیوسته برای 

 های پیشین مزدوجتوزیع  5.1.1

اگیر  کیه وجیود دارد ویژگییایین ها با ای از توزیعدههای آماری بسیار رایج، خانوااز مدل برخیبرای 

ن خیانواده خواهید بیود. آتوزیع پیشین را عضوی از آن خانواده در نظر بگیریم، توزیع پسین نیز عضوی از 

 نامند. ها را خانواده مزدوج میاز توزیع ایچنین خانواده

هیای میزدوج از ها به شرط پارامتر، خانواده توزیعبندی آماری برای دادههای متفاوت مدلبرای روش

های برنولی وابسیته ها به آزمایشهایی که توزیع آنبرای دادهبه عنوان چند مثال، آید. دست میهپارامتر ب

هیای ای منفی، خانواده مزدوج برای پارامتر احتمال پیروزی، توزیعدسی، دوجملهای، هناست مثل دوجمله

معلوم( و  شکل های با توزیع وابسته به فرآیند پواسون مثل توزیع پواسون، گاما )با پارامتربتاست. برای داده

بیا توزییع نرمیال بیا هیای های گاماست. بیرای دادهنمایی، خانواده مزدوج برای پارامتر نرخ، خانواده توزیع

 (.3182های مزدوج، خانواده نرمال است )پاشا، واریانس معلوم، خانواده توزیع

 روش بیزی         3.1

مسائل آماری از آن استفاده  تمامتوان برای می تقریباًکلی است که  روش استنباط آمارییک  ،روش بیزی

بیان  ی،رگرسیون هایدلقبل از به کار بردن آن در م ،آن را هایویژگیای از خلاصه زیربخش، کرد. در این

گییریم. فیرض ری برای آن در نظیر مییمعمولاً یک مدل آما ،هاای از دادهعه مجموتحلیل کنیم. برای می
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𝒚رگرسییون سیاده،  دلدر می پارامترهیای مجهیول را نمیایش دهنید. بیردار 𝜽ها و بردار داده 𝒚 کنید =

(𝑦1, … , 𝑦𝑛)  بردار مشاهدات متغیر وابسته و𝜽 = (𝛼, 𝛽, 𝜎) خواهیم دادهبردار پارمترهای مدل است. می-

 بکیار بیریم. میدل آمیاری بییان  𝜽دربیاره بعضیی از پارامترهیا در فرضییه ا آزمون یرا برای برآورد  𝒚های 

رای هر مقدار ثابت از ب ،شودر تصادفی در نظر گرفته میکه به عنوان یک متغی 𝒚های کند که بردار دادهمی

کنید کیه بیرای دارای توزیع معینی است. مثلاً مدل رگرسیون خطی ساده از توزیع نرمال بیان می 𝜽 بردار

,𝛼)،مقادیر ثابت  𝛽, 𝜎)  توزیع𝑦𝑖  نرمال با میانگین𝛼 + 𝛽𝑥𝑖  و واریانس𝜎2 باشد و می𝑦𝑖 از یکدیگر ها نیز

نامنید. در روش بییزی می 𝜽به شرط  𝑦را توزیع شرطی  𝜽برای یک مقدار ثابت  𝒚مستقل هستند. توزیع 

باید ارزیابی کنیم که درباره مقادیر احتمالی  هاقبل از مشاهده داده .نیز مشخص کنیمتوزیعی  𝜽باید برای 

مرحلیه بعید،  در. بییان کنییم 𝜽 برای توزیع احتمال یک داریم و این باور را به صورت یپارامترها چه باور

آورییم. بیرای دسیت مییهرا ب 𝒚به شرط  𝜽را ترکیب نموده، توزیع  𝜽 به شرط 𝒚و توزیع  𝜽توزیع پیشین 

نامند. در این روش اطلاعات پیشین درباره می 𝜽این توزیع را توزیع پسین  ،𝒚 مشاهده شدههای بردار داده

 دست آید.هکنیم تا اطلاعات پسین بمی 3روزبه ،های جاریپارامترها را به وسیله داده

فیراهم  پسییندست آوردن توزیع هرا برای ب 𝜽به شرط 𝒚 توزیع و 𝜽های ترکیبی از توزیع ،فرمول بیز

  𝑔(𝜽|𝒚)و  𝑓(𝜽) ،𝑓(𝒚|𝜽)ها، به ترتییب بیا ها را برحسب تابع چگالی احتمال آنکند. اغلب این توزیعمی

 کندمی دهند. فرمول بیز بیاننشان می

𝑔(𝜽|𝒚) = 𝑐𝑓(𝜽)𝑓(𝒚|𝜽), 

 بستگی ندارد.  𝜽کمیتی است که به  ،cکه در آن 

آیند. برای دست میهب 𝜽از توزیع پسین  𝜽درباره پارامترهای  یه بیزیهای فرضبرآورد بیزی یا آزمون

 دست آوریم.هرا با استفاده از میانگین توزیع پسین آن ب 𝜽توانیم برآورد مثال، می

                                                           
1  Update 
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 خط رگرسیونبیزی برآورد      4.1

باشید. میدل توزیعی که به طور وسیعی بکار برده شیده اسیت توزییع نرمیال میی های رگرسیونی،در مدل

,𝛼رگرسیون خطی نرمیال را در نظیر بگیریید. بیا معلیوم بیودن پارامترهیای  𝛽 و 𝜎 یهیابیردار داده 𝑦 =

(𝑦1, … , 𝑦𝑛) متغییره اسیت. در روش بییزی همچنیین بایید توزییع پیشیین تیو م دارای توزیع نرمال چند

,𝛼پارامترهای  𝛽 و 𝜎 توان به عنوان توزیع پیشین انتخاب هر توزیعی را می ،را مشخص کنیم. به طور نظری

کنییم بیه کرد، اما به طور عملی اگر توزیع پیشینی را انتخاب کنیم که وقتی توزیع پسین را محاسبه میی

 شود.تر میها ترکیب شود، محاسبات آسانا توزیع بردار دادهطور مناسبی ب

 ،اطلاعات پیشین یا باوری کیه ییک شیخص دربیاره پارامترهیا دارد :1بخشآگاهیناتوزیع پیشین 

بستگی به آن شخص دارد. فرض کنید هیچ اطلاع پیشین یا باوری درباره پارامترها نداریم. یعنیی، قبیل از 

,𝛼 هکای در مورد اینکنید هیچ ایدهها فرض مشاهده داده 𝛽 و 𝜎 که به جز این ،چه مقادیر ممکنی دارند𝜎 

که عدم آگاهی ما را بییان  داریم 2بخشآگاهینارو نیاز به یک توزیع پیشین باید مثبت باشد، نداریم. از این

برای مثال اگر در یک مسئله آزمون فرض ساده در مقابل ساده، احتمالات یکسان کند. 
1

2
را به فرض صیفر  

 و مقابل نسبت دهیم آنگاه این توزیع پیشین، ناآگاهی بخش است.

( ارایه شده است، که 3963های بدست آوردن توزیع پیشن ناآگاهی بخش توسط جفریز)یکی از روش

𝑓(𝜽)بیه صیورت در این روش چگالی پیشیین را  ∝ √|𝐼(𝜽)| گییرد کیه در آن در نظیر میی|𝐼(𝜽)| 

 باشد.دترمینان ماتریس اطلاع فیشر می

 

                                                           
1  Noninformative Priors Distribution 
2  Noninformative Priors Distribution 



 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مقدمه    1.3

توان می شود وساخته میهای رگرسیون بر مبنای نظریه مدل هاست کهرده از مدلیک  یرگرسیون چندک

 توسیطاستفاده کرد. این نوع رگرسییون  پاسخر تبیینی روی توزیع متغیرهای سنجش اثر متغیاز آن برای 

 

 ومس فصل 

 بیزي  يچندک رگرسیون 
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گییری اثیر مناسیب بیرای انیدازهنه تنها یک روش  ی( معرفی شد. رگرسیون چندک3918) 3کانکر و باست

اثیر تواند به عنوان ییک روش مناسیب بیرای سینجش بلکه می ،است پاسخ متغیری روی تبیینرهای متغی

برده شود. به همین دلیل است کیه  پاسخر های انتخاب شده از توزیع متغیدکی روی چنتبیینرهای متغی

ی استفاده عملی دارد. گر چه نظریه مجانبی برای رگرسیون چندک ،در تحقیقات کاربردی ویژه، بهاین روش

. بیه همیین دلییل های دقیق نیامعلوم اسیتتوزیع ،های کوچکبرای نمونهاست، اما  یافتهتوسعه  یخوب به

 روش متوسییل بییه اسییتفاده از  ،هییای کوچییکبییرای توزیییع نمونییه ،کننییدگان از اییین رگرسیییوناسییتفاده

 (. 3998، چینسکیو)ب اندشده 2سازخودگردان

قیرار  یمقیاسی آمیختیهنرمال تواند درون خانواده می یکه رگرسیون چندک دهیممیجا نشان در این

هیای پسیین دسیت آوردن توزییعهبیرای بی ،1افزاییبا داده 1گیری گیبزنمونه هایاز روشوان تبگیرد و می

برآوردگرهیا را  نمونیهکوچیک  ویژگییکه بخواهند  یاستفاده کرد. برای محققینپارامترها ای دقیق حاشیه

 ،ℝدر فضیای ی، بیزی رگرسیون چندک بندیمدلد. هستن دقیق  ارزشمند پسینهای توزیع، مطالعه کنند

𝐿1 نییمم کیردن مجمیوع قیدر مطلیق انحرافیات خطیا، یعنییمیی بیر اسیاسدر آن پارامترهیا کیه  است 

   𝜃
̂
= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

𝜃
∑ |𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝜃|𝑛
𝑖=1 1که پارامتر چندک مساوی  یحالت خاص برای. شوندبرآورد می

2
 ،است 

معادل است با  𝐿1رگرسیون است. برازش  𝑌|𝑥رگرسیونی، میانه چگالی شرطی و منحنی  هشدساده مسأله

 خطیا جملیهتحیت فیرض توزییع لاپیلاس بیرای  هاپارامتر یمم درستنماییسبرآوردگر ماک دست آوردنبه

 (.2331، 1تزیوناس)

                                                           
1  Bassett 

2   Bootstrap 

3  Gibbs Sampling 

4   Data Augmentation 

5  Tsionans 



                                     وم    سفصل 
 یرگرسیون چندک                                   

 بیزی

 

  35 

 

 قدرمطلق زیرا، دهدمورد استفاده قرار میرا  مقیاسی -های لاپلاس مکانیتوزیع برآورد ،بخشدر این 

وارییانس  کمتیریناریب از پارامتر مکان است، اما برآوردگیری بیا یک برآورد ماکسیمم درستنمایی نا میانه

بیرای مکیان و مقییاس را  2تنومنیدسیازوار های ( برآورد3919) و همکاران 3منظور هارتر برای ایننیست. 

( میورد بررسیی 3989) 1با خطاهای لاپلاس توسط دامسلت و الشیراوی ARMAهای پیشنهاد کردند. مدل

 دادقرار  ررسی( نقش توزیع لاپلاس در رگرسیون خطی تعمیم یافته را مورد ب3986) 1افرون .قرار گرفتند

رد ورا میدر رگرسییون مربوط به توزیع لاپیلاس  MLهای( برآورد3991) 1لرتهمچنین بالاکریشنان و کاو 

های چندگانه لاگرانژ توسط و آماره 𝐿1برای رگرسیون توجه قرار دادند. نظریه مجانبی و نسبت درستنمایی

 .ده است( توسعه داده ش3982) کانکر و باست

 چندکیاستنباط بیزی در رگرسیون     1.3

 ( معرفی شد، روی مدل خطی 3918) که توسط کانکر و باست یسیون چندکنظریه رگر

𝑦𝑖 = 𝒙𝑖
𝑇𝜷+ 𝑢𝑖 ,     𝑖 = 1,… , 𝑛          (1.3) 

مستقل و هم توزییع، بیا تیابع تیوزیعی متقیارن حیول صیفر  خطاهای ها 𝑢𝑖 ،در نظر گرفته شد که در آن

>∘)،امین چندک رگرسیونی  p. بنابراین هستند 𝑝 < بیه  قیدرمطلق انحرافیاتتیابع زییان  بر اسیاس (1

 صورت 

𝑚𝑖𝑛
𝛽
[ ∑ 𝑝|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽|

𝑖|𝑦𝑖≥𝑥𝑖
𝑇𝛽

+ ∑ (1 − 𝑝)|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽|

𝑖|𝑦𝑖<𝑥𝑖
𝑇𝛽

] , 

                                                           
1  Harter 

2  Adaptive Robust Estimates 

3  Damseleth and El-Shaarawi 

4  Efron 

5  Balakrishnan and Cutler 
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𝑝 آید. برایدست میهب =
1

2
اسیت. یعنیی برآوردگیر رگرسییون  𝐿1این برآوردگر معادل با رگرسیون  

بییزی از رگرسییون چنیدکی  بندیاست. بنابراین اگر بخواهیم یک مدل 𝐿1وردگر آیافته بر، تعمیمچندکی

 استفاده کنیم.  𝐿1باید از رگرسیون  ،ه دهیمیارا

کم  و استنباط نمونهتردید داشته باشیم  ن است در استنباط مجانبی مورد نظر،در موارد بسیاری ممک

با  دست آوردن خطاهای استانداردهبرای ب انتخابساز یک های خودگردانروش در این راستا، مد نظر باشد.

  .(3992 ،کول ؛3998، چینسکیو)ب استکوچک نمونه اندازه 

 را با چگالی   (3.1)مدل خطی ،برای توسعه رهیافت بیزی

𝑓(𝑢𝑖) ∝ 𝜏
−1𝑒𝑥𝑝[−𝜏−1|𝑢𝑖|{𝑝𝐼[∘,∞)(𝑢𝑖) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘)(𝑢𝑖)}]          (2.3) 

به دلیل وابستگی به  و ضریب تناسب، است پارامتر مقیاس 𝜏 ،گیریم که در آنمی در نظرخطا  جملهبرای 

 .اهمیت است، بی𝑝مقدار معلوم 

 اسیت. ایین چیولگی ناشیی از اخیتلاف از نیوع لاپیلاس چولیه ،بیان شید (2.1)توزیعی که در رابطه 

1و   𝑝پارامترهای − 𝑝 ترتیب برای مقادیر مثبت و منفی به𝑢 صورت  تابع درستنمایی بهبنابراین باشد. می

 (2331)تزیوناس،  باشدزیر می

𝐿𝑝(𝛽, 𝜏; 𝑌, 𝑋) ∝∏𝑓(𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

𝐿𝑝(𝛽, 𝜏; 𝑌, 𝑋) ∝ 𝜏
−𝑛𝑒𝑥𝑝 {−𝜏−1∑|𝑦𝑖 −  𝑥𝑖

𝑇𝛽|. {𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)

𝑛

𝑖=1

+ (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)}}, 

توزییع کنیم است. فرض می 𝛽 یتابع درستنمایی برآوردگر رگرسیون چندک نندهماکزیمم کمعادل با 

,𝑃(𝛽،پیشین 𝜏) ∝ 𝜏−1 صورتبه  توزیع پسین بنابراین .باشد 

𝑃𝑝(𝛽, 𝜏|𝑌, 𝑋) ∝ 𝑃(𝛽, 𝜏) × 𝐿𝑝(𝛽, 𝜏; 𝑌, 𝑋) 
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∝ 𝜏−(𝑛+1)𝑒𝑥𝑝 {−𝜏−1∑|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽|. {𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)}

𝑛

𝑖=1

},         (3.3) 

ای ضیرایب توزییع پسیین حاشییه ،𝜏گیری از پارامتر مقییاس (. با انتگرال2331، )تزیوناسشود حاصل می

 . آوریمدست میهرگرسیون را ب

 اکنون فرض کنید

𝑐 =∑|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽|. {𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)}

𝑛

𝑖=1

. 

 در این راستا داریم بگیریم.انتگرال  𝜏نسبت به  𝜏−(𝑛+1)𝑒𝑥𝑝{−𝜏−1𝑐} از بایدبنابراین 

𝑃𝑝(𝛽|𝑌, 𝑋) = ∫𝜏
−(𝑛+1)𝑒𝑥𝑝{−𝜏−1𝑐}𝑑𝜏 

=
𝛤(𝑛)

𝑐𝑛
∫ 𝜏−(𝑛+1)𝑒𝑥𝑝{−𝜏−1𝑐}𝑑𝜏
∞

∘

=
𝛤(𝑛)

𝑐𝑛
. 

 بنابراین

𝑃𝑝(𝛽|𝑌, 𝑋) ∝ {∑|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽|

𝑛

𝑖=1

. {𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽)}}

−𝑛

 

بنیابراین نیاگزیر بیه  .توان مورد مطالعه قیرار دادهای تحلیلی نمیاین توزیع پسین را با استفاده از تکنیک

 های عددی خواهیم بود. استفاده از روش

 چگالی احتمالتابع با ویژه، از توزیع لاپلاس، به 3نمایش نرمال آمیخته

𝑓(𝑢𝑖|𝜔𝑖) ∝ (𝜎
2𝜔𝑖)

−
1
2𝑒𝑥𝑝 {−

𝑢𝑖
2

2𝜎2𝜔𝑖
[𝑝𝐼[∘,∞)(𝑢𝑖) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑢𝑖)]},        (4.3) 

𝜎پارامتر مقیاس جدید  رایرا ب  = √2𝜏 کنیم.بررسی می 

                                                           
1  Normal Mixture Representation 
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𝑃(𝜔𝑖)توزیع نمایی استاندارد = 𝑒𝑥𝑝 (−𝜔𝑖) ییرنسیبت بیه متغگییری . بعید از انتگیرالرا در نظر بگیرید  

 𝜔𝑖های پنهانر وزنوسیله متغیهآید. اگر بردار پارامتر بدست میهچگالی دلخواه ب، تابع 𝑤 3پنهانهای وزن

 صورت پسین توام به  چگالی شود،افزایی داده

𝑃(𝛽, 𝜎, 𝑤|𝑌, 𝑋) ∝ 𝜎−(𝑛+1)∏(𝜔𝑖)
−1
2 𝑒𝑥𝑝 {

−1

2𝜎2
∑

(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)2

𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)

𝑛

𝑖=1

+ (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)] − 𝜔𝑖} , 

 ،1نی تیانر و و ؛3993، 2)گلفاند و اسمیتگیری گیبز مونهن روش بر اساسآید. استنباط بیزی دست میهب

 .انجام خواهد گرفت (3981

زنجییر ره، و تشیکیل ییک متغییهای تصادفی از یک توزیع چنددادهتولید  ،زگیری گیبهدف از نمونه

هیای شیرطی توزییع همه باشد، که این مستلزم دانستن اطلاعات در خصوصف در فضای پارامتر میومارک

  زگیییری گیبیینمونییه هییای تولییید شییده ازنمونییه (3991 ،و اسییمیت 1روبرتییزنظییم ) شییرایط. تحییت اسییت

 اند.متوالی وابستهزیرا تولید اعداد  ،دند مستقل باشنانتونمی

بسیته بیوده و  صورتهای شرطی پسینی است که دارای نیازمند توزیع ،زگیری گیباجرای موثر نمونه

 ها راحت و آسان باشد.نمونه از آنتولید 

𝐸(𝑦𝑖) اگر دانیم می = 𝜇  و،𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑖) = 𝜎2 صورت در این 

(𝑦𝑖 − 𝜇)
2

𝜎2
~𝜒2(1), 

 به صورت  𝜎2توزیع پسین شرطی و

                                                           
1  Latent Weights Variable 

2  Gelfand and Smith 

3  Tanner and Wong 

4  Roberts 
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1

𝜎2
∑

(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)2

𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

|(𝛽,𝑊, 𝑌, 𝑋)~𝜒2(𝑛), 

 به صورت  𝜔𝑖پراشیآید. توزیع پسین شرطی هر وزن ناهمدست میهب

𝑃(𝜔𝑖|𝛽, 𝜎, 𝑌, 𝑋) ∝ 𝜔𝑖
−1
2 𝑒𝑥𝑝{−𝑞𝑖(𝛽, 𝜎).𝜔𝑖

−1 − 𝜔𝑖}, 

,𝑞𝑖(𝛽 ،که در آنخواهد بود  𝜎) =
1

2𝜎2
(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽)2 یر پنهان اعداد تصادفی از توزیع شرطی متغ انتخاب

𝜔𝑖 سیت. توزییع ا (3998، 3فرنانیدز و اسیتیل)گیری پذیرش بهینه از یک توزیع گامانمونهروش  بر اساس

 به صورتنیز 𝛽  رگرسیونهای پسین شرطی پارامتر

𝑃(𝛽|𝜎,𝑊, 𝑌, 𝑋) ∝  𝑒𝑥𝑝 {
1

𝜎2
∑

(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽)2

𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑝𝐼[∘,∞)(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
𝑇𝛽) + (1 − 𝑝)𝐼(−∞,∘](𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

𝑇𝛽)] − 𝜔𝑖}, 

 است. 

 بیزی یرگرسیون چندک    3.3

توزیع لاپیلاس  بر اساسبیزی با استفاده از یک تابع درستنمایی که  یایده رگرسیون چندک ،در این بخش

 شیود کیه صیرفنظر از توزییع اصیلی شود. علاوه بر این، نشان داده میمعرفی می ،بنا شده است 2نامتقارن

بییزی  یبندی رگرسییون چنیدکاستفاده از توزیع لاپلاس نامتقارن راهی موثر و طبیعی برای مدلها، داده

هیای نیامعلوم میدل، ییک های یکنواخت ناسره برای پارامترکه پیشین خواهیم داداست. همچنین توضیح 

 . دهدرا نتیجه می سرهتوزیع پسین توام 

در  اسیت. البتیه ،𝐸(𝑌|𝑥)،ای میانگین شیرطیهای برای مدلنظریه ،های خطینظریه کلاسیک مدل

کیه  ه استتدریج مشخص شدهتواند مفید باشد. بها میمدلرده از کاربردها خارج شدن از این از بسیاری 

 های پاسخ خطی و غیرخطی است.آماری مدل تحلیلروشی جامع برای  ی،رگرسیون چندک

                                                           
1  Fernandez and Steel 

2  Asymmetric Laplace Distribution 
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برآورد توابع میانگین شرطی را بیا  ایبر دومهای توان کمترینهای ، تمرکز تکنیکیرگرسیون چندک

 پیذیریکند. ایین امیر انعطیافتکمیل می ،های توابع چندک شرطییک روش عمومی برای برآورد خانواده

 دهد.های رگرسیون پارامتری و ناپارامتری را تا حد زیادی توسعه میروش 

ه یی( ارا3918) و باسیت کانکرهای خطی، یک روش ساده برای برآورد چندک شرطی توسط در مدل

 صورت . مدل خطی استاندارد به ه استشد

𝑦𝑡 = 𝜇(𝒙𝑡) + 𝜀𝑡,          (5.3) 

خطا با میانگین صفر و واریانس ثابیت  جمله 𝜀𝑡و  𝒙𝑡به شرط بردار  𝑦𝑡میانگین 𝜇(𝒙𝑡) ،باشد، که در آنمی

تیوان نوشیت میی 𝜷هیا پیارامتر برای بیردار (1.1)در مدل  .ضروری نیست 𝜀𝑡است. مشخص کردن توزیع 

𝜇(𝒙𝑡) = 𝒙𝑡
𝑇𝜷. p  امین چندک،(∘< 𝑝 < 1) 𝜀𝑡  مقداری مثل𝑞𝑝است که ، 𝑃(𝜀𝑡 < 𝑞𝑝) = 𝑝 .p  امین

 صورت به سادگی بهنیز  𝒙𝒕به شرط 𝑦𝑡چندک از 

𝑞𝑝(𝑦𝑡|𝒙𝒕) = 𝒙𝑡
𝑇𝜷(𝑝), 

 باشد.می pبردار ضرایب وابسته به  𝜷(𝑝) ،شود که در آنبیان می

𝜷̂(𝑝) ،𝑝  امین(∘< 𝑝 <  معادله تواند جوابمیچندک رگرسیونی،  (1

𝑚𝑖𝑛
𝜷
∑𝜌𝑝(𝑦𝑡 − 𝒙𝑡

𝑇𝜷),

𝑡

 

 صورت باشد، که در آن تابع زیان به

𝜌𝑝(𝑢) = 𝑢. (𝑝 − 𝐼(𝑢 <∘)),         (6.3) 

  به صورتتوان ( را می6.1طور معادل رابطه ) شود. بهتعریف می

𝜌𝑝(𝑢) = 𝑢. (𝑝𝐼(𝑢 >∘) − (1 − 𝑝)𝐼(𝑢 <∘)), 

 و یا 

𝜌𝑝(𝑢) =
|𝑢| + (2𝑝 − 1)𝑢

2
, 
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 نوشت. نیز 

 شیودعمول که از تابع زیان درجه دوم برای برآورد رگرسیون مییانگین اسیتفاده مییبرخلاف حالت م

 تنومند هایویژگی مخصوصی از توابع زیان که دارای رده از ،یرگرسیون چندکدر برآورد  ،(3983، 3)هوبر

 بر اسیاس)میانه شرطی در مشاهدات، رگرسیون پرت نقاط  حضوردر برای مثال،  کند.استفاده می هستند

 نیرومندتر از رگرسیون میانگین شرطی است. قدر مطلق(

امروزه امری نسبتاً متداول است. استفاده از  یافته،های خطی تعمیمبکارگیری استنباط بیزی در مدل

های پیچییده، وضعیت برخی حتی در ،دست آوردن توزیع پسینهبرای بالف(  پیوست) 2MCMCهایروش

توزییع  ،استنباط بیزی در های متعارفدهد. برخلاف روشاستنباط بیزی را خیلی مفید و جذاب جلوه می

تیوان برآوردگرهیای مناسیبی بیرای بیا اسیتفاده از آن میی و کل پارامترها قابل محاسبه است برای پسین

 .دست آوردهپارامترها ب

ه دادند که کاملاً متفاوت از مطیالبی یارا یبیزی برای رگرسیون چندک( یک روش 2333) 1یو و موید

هیا، از بدون توجه به توزییع واقعیی داده ،در سایر منابع آورده شده است. در این روشاز آن  است که قبل

 ،توزییع لاپیلاس نامتقیارن مبتنی برتابع درستنمایی  با استفاده از، یاستنباط بیزی برای رگرسیون چندک

در  .های یکنواخت ناسرهپیشین حتیممکن است هر پیشینی انتخاب شود،  ،طور کلی شود. بهاده میاستف

 .باشدمیسره  ،پسین تو م توزیع شوداین حالت نشان داده می

دقیقاً معادل بیا ماکسییمم  ،(6.1) نیمم کردن تابع زیان رابطه( نشان دادند که می2333یو و موید )

بیرای ایین آید. دست میههای مستقل لاپلاس نامتقارن بکردن تابع درستنمایی است که از ترکیب چگالی

 .کنیمیادآوری میرا توزیع لاپلاس نامتقارن  ویژگیابتدا  ،منظور

                                                           
1  Huber 

2  Markov Chain  Monte Carlo  

3  Moyeed 
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  به صورتچگالی احتمال آن  تابع اگر ،دارای توزیع لاپلاس نامتقارن است Uر تصادفی متغی :تعریف

𝑓𝑝(𝑢) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑒𝑥𝑝{−𝜌𝑝(𝑢)},          (7.3) 

>∘ ،که در آن باشد 𝑝 <  ( تعریف شد. 6.1تابعی است که در رابطه ) 𝜌𝑝(𝑢)و  1

𝑝که هنگامی =
1

2
1 به صورت( 1.1باشد، رابطه ) 

4
𝑒𝑥𝑝 (

−|𝑢|

2
که همان تیابع چگیالی  شودمیتبدیل   (

 U( نامتقارن است. مییانگین 1.1، چگالی رابطه )pتوزیع لاپلاس متقارن استاندارد است. برای سایر مقادیر

2𝑝−1برابر 

𝑝(1−𝑝)
𝑝و فقط برای   <

1

2
 برابر  Uواریانس  بوده ومثبت  

1−2𝑝+2𝑝2

𝑝2(1−𝑝)2
 .است 

 توزیع لاپلاس نامتقارن داریم تابع چگالی با توجه به 

𝑓𝑝(𝑢) = ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞

𝑑𝑢 + ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒−𝑢𝑝
∞

∘

𝑑𝑢 = 1, 

𝐸(𝑢) = 𝑝(1 − 𝑝)∫ 𝑢𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞

𝑑𝑢 + 𝑝(1 − 𝑝)∫ 𝑢𝑒−𝑢𝑝
∞

∘

𝑑𝑢 

∫و در نظر گرفتن  جز به جز گیری انتگرالکه با  𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞
𝑑𝑢 = 𝑑𝑣  برای جمله اول و

∫ 𝑢𝑒−𝑢𝑝
∞

∘
𝑑𝑢 = 𝑑𝑣  :برای جمله دوم داریم 

𝐸(𝑢) = 𝑝(1 − 𝑝) [
−𝑢𝑒−𝑢(𝑝−1)

𝑝 − 1
+ ∫

𝑒−𝑢(𝑝−1)

𝑝 − 1

∘

−∞

𝑑𝑢] + 𝑝(1 − 𝑝) [
−𝑢𝑒−𝑢𝑝

𝑝
+ ∫

𝑒−𝑢𝑝

𝑝

∞

∘

𝑑𝑢]

= 𝑝(1 − 𝑝) [
−𝑒−𝑢(𝑝−1)

(𝑝 − 1)2
|−∞
∘ ] + 𝑝(1 − 𝑝) [

−𝑒−𝑢𝑝

𝑝2
|∘
+∞] =

−𝑝

1 − 𝑝
+
1 − 𝑝

𝑝

=
1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
 

 . کنیمگیری جز به جز استفاده میاز انتگرال برای واریانس داریم  همچنین

𝐸(𝑢2) = 𝑝(1 − 𝑝)∫ 𝑢2𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞

𝑑𝑢 + 𝑝(1 − 𝑝)∫ 𝑢2𝑒−𝑢𝑝
∞

∘

𝑑𝑢 

 گیریمکه همان فرضیات قبلی را در نظر می
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𝐸(𝑢2) = 𝑝(1 − 𝑝) [
−𝑢2𝑒−𝑢(𝑝−1)

𝑝 − 1
+

2

𝑝 − 1
∫ 𝑢𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞

𝑑𝑢]

+ 𝑝(1 − 𝑝) [
−𝑢2𝑒−𝑢𝑝

𝑝
+
2

𝑝
∫ 𝑢𝑒−𝑢𝑝

∞

∘

𝑑𝑢] 

 با استفاده از انتگرال امید ریاضی داریم

𝐸(𝑢2) = 𝑝(1 − 𝑝) [
2

𝑝 − 1
(

1

(𝑝 − 1)2
)] + 𝑝(1 − 𝑝) [

2

𝑝
(
1

𝑝2
)] =

−2𝑝

(1 − 𝑝)2
+
2(1 − 𝑝)

𝑝2

=
6𝑝2 − 6𝑝 + 2

𝑝2(1 − 𝑝)2
 

 بنابراین 

𝑣𝑎𝑟(𝑢) = 𝐸(𝑢2) − (𝐸(𝑢))2 =
2𝑝2 − 2𝑝 + 1

𝑝2(1 − 𝑝)2
. 

 یابد.این واریانس به سرعت افزایش می ،به صفر یا یک نزدیک شود 𝑝در صورتی که  

تابع  که منجر به ،کرد اضافه( 1.1ترتیب در چگالی ) ، را به𝜇و  𝜎توان پارامترهای مقیاس و مکان،می

  شود.به صورت زیر میچگالی احتمال 

𝑓𝑝(𝑢; 𝜇, 𝜎) =
𝑝(1 − 𝑝)

𝜎
𝑒𝑥𝑝 {−𝜌𝑝 (

𝑢 − 𝜇

𝜎
)},    

 دست آورد.هرا ب 

، برآورد پارامترهیای شوندغیرنرمال استفاده میهای ،که برای دادهیافته معمولیدر مدل خطی تعمیم

 د که عبارتند از: نآیدست میهتحت مفروضاتی ب𝜷 نامعلوم رگرسیونی

𝑌𝑖 ،𝑖رهای تصادفی متغی. 3 = 1, … , 𝑛،  به شرط𝒙مستقل و دارای توزیع ، 𝑓(𝑦; 𝜇𝑖)  هستند کیه𝜇𝑖 

𝜇𝑖ها با رابطه  = 𝐸[𝑌𝑖|𝒙𝒊] شوند. تعریف می 

𝑔 𝑔(𝜇𝑖)، معلوم 3برای تابع پیوند. 2 = 𝒙𝑖
𝑇𝜷 

                                                           
1  Link Function 
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همان مدل خطیی  ،با یک تابع پیوند همانیها 𝑦𝑖شده، یک توزیع نرمال برای در این ساختار شناخته 

 .  آیددست میهتحت تابع زیان درجه دوم ب 𝜷برآوردگر کلاسیک است و

، باشییم 𝑞𝑝(𝑦𝑖|𝒙𝒊)مند بیه چنیدک شیرطی،ه، علاق𝐸[𝑌𝑖|𝒙𝒊]جای میانگین شرطی   که بهدر صورتی

کنییم. ایین بررسیی بیا در نظیر بررسیی  ،یافتهرا در قالب مدل خطی تعمیم مسألهتوانیم این هنوز هم می

 :گیردزیر صورت می هایگرفتن فرض

3. 𝑓(𝑦, 𝜇𝑖) است.لاپلاس نامتقارن چگالی ، یک تابع  

>∘برای هر  .2 𝑝 < 1،   𝑔(𝜇𝑖) = 𝒙𝑖
𝑇𝜷(𝑝) = 𝑞𝑝(𝑦𝑖|𝒙𝒊). 

 یرگرسیون چنیدک پارامترهایگرچه توزیع پیشین مزدوج استاندارد برای  ،استنباط بیزی انجام برای

محاسبه توزییع پسیین پارامترهیای برای  MCMCگیرینمونههای از روش توانمیاما  ،در دسترس نیست

 ،(. ایین روش2333، د )ییو و موییداسیتفاده کیر، با توجه به هر پیشینی که در نظر گرفتیه شیود، نامعلوم

 .کندمشخص میای تمام پارامترهای نامعلوم را های پسین تو م و حاشیهتوزیع 

𝒚مشییاهدات  بییر اسییاس ،در نظییر بگیییریم 𝑝(𝜷)را  𝜷اگییر توزیییع پیشییین  = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ،  تییابع

 به صورت توزیع پسینو محاسبه بوده  قابل 𝐿(𝒚|𝜷)درستنمایی 

𝜋(𝜷|𝒚) ∝ 𝐿(𝒚|𝜷)𝑃(𝜷),         (8.3) 

𝜇و پارامتر مکان توزیع لاپلاس نامتقارن  بر اساسرا تابع درستنمایی توان می شود.نتیجه می
𝑖
= 𝒙𝑖

𝑇𝜷  به

 صورت

𝐿(𝒚|𝜷) = 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛𝑒𝑥𝑝 {−∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝒙𝑖
𝑇𝜷)

𝑖

},  

                                                                                                                                                                                 

 کند.را بیان میتابعی که رابطه بین پیش بینی خطی و میانگین)متوسط( تابع توزیع 
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 امیا در نبیود اطلاعیات  .( اسیتفاده کیرد8.1پیشین در رابطه ) توزیع توان از هرنوشت. از لحاظ نظری، می

اسیتفاده کیرد، زییرا در توزییع  𝜷 اعضیایتوان از توزیع پیشین یکنواخت ناسره برای تمیام می ،بینانهواقع

توزییع پسیین تیو م  ،صیورتدر ایین ها با هم یکسان است.یکنواخت احتمال وجود مقادیر مختلف پارامتر

 درستنمایی است.  تابع حاصل، متناسب با 

 های ناسره برای پارامترهاپیشین    4.3

 توزیع پسین تو م سره  ،یکنواخت ناسره انتخاب شود 𝜷 پیشینتوزیع د که اگر ندهزیر نشان می و لم قضیه

 .باشدمی

 بیه صیورتامین چندک شرطی  p صورتدر این ،اشته باشدفقط یک مولفه د 𝜷 بردار فرض کنید: 1.3 لم

𝑞𝑝(𝑦|𝑥) = 𝛽(𝑝) نویسیم برای سادگی، می ، کهباشدمی𝛽 = 𝛽(𝑝). اگر فیرض کنییم  حال𝑝(𝛽) ∝ 1، 

 گاهآن

∘< ∫𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽 < ∞. 

𝑗=1{𝑦𝑗}کنیم مشاهدات میبدون کاستن از کلیت، فرض : اثبات
𝑛 به صورت 𝑦1 ≤ 𝑦2 ≤ ⋯ ≤ 𝑦𝑛  مرتیب

 صورتدر اینمعلوم باشند.  𝑝و  𝑛کنیم میفرض  ، همچنینشنداب شده

∫ 𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽
+∞

−∞

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ 𝑒𝑥𝑝 [−∑(𝑦𝑗 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)}

𝑛

𝑗=1

]
+∞

−∞

𝑑𝛽 

 کنیم. داریم:که بزرگترین مشاهده است استفاده می 𝑦𝑛صعودی هستند، پس از   𝑦𝑗که مشاهداتاز آنجایی
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∫ 𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽 ≥  𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ 𝑒𝑥𝑝 [−∑(𝑦𝑗 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)}

𝑛

𝑗=1

]
+∞

𝑦𝑛

𝑑𝛽
+∞

−∞

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ 𝑒𝑥𝑝 [(1 − 𝑝)∑(𝑦𝑗 − 𝛽)

𝑛

𝑗=1

]
+∞

𝑦𝑛

𝑑𝛽 

=
𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛

(𝑛(1 − 𝑝))
𝑒𝑥𝑝 {(1 − 𝑝)∑(𝑦𝑗 − 𝑦𝑛)

𝑛

𝑗=1

}   

=  
𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛−1

𝑛
𝑒𝑥𝑝 {(1 − 𝑝)∑(𝑦𝑗 − 𝑦𝑛)

𝑛−1

𝑗=1

} 

                                        ≥∘. 

𝑦𝑗) گییریمدر نظیر میی با تغییر متغییر قسمتدر این − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)} = 𝑥𝑗.  بیا اسیتفاده مکیرر از

  داریم:شوارتز  -نامساوی کوشی

∫ ∏𝑒𝑥𝑝[−(𝑦𝑗 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)}]

𝑛

𝑗=1

+∞

−∞

𝑑𝛽 = ∫𝑒−𝑥1𝑒−𝑥2 …𝑒−𝑥𝑛 𝑑𝒙 

                         = [(∫𝑒−𝑥1𝑒−𝑥2…𝑒−𝑥𝑛 𝑑𝒙)
2

]

1
2

≤ (∫𝑒−2𝑥1 𝑑𝑥1)

1
2
(∫𝑒−2𝑥2 …𝑒−2𝑥𝑛 𝑑𝒙−1)

1
2
 

                         = [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
[(∫𝑒−2𝑥2 …𝑒−2𝑥𝑛 𝑑𝒙−1)

2

]

1
4

 

                          ≤ [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
(∫𝑒−4𝑥2 𝑑𝑥2)

1
4
(∫ 𝑒−4𝑥3…𝑒−4𝑥𝑛 𝑑𝒙−1,2)

1
4
 

                           = [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
[∫ 𝑒−4𝑥2 𝑑𝑥2]

1
4
[(∫ 𝑒−4𝑥3 …𝑒−4𝑥𝑛 𝑑𝒙−1,2)

2

]

1
8
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≤ [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
[∫𝑒−4𝑥2 𝑑𝑥2]

1
4
[(∫𝑒−8𝑥3 𝑑𝑥3) (∫𝑒

−8𝑥4 …𝑒−8𝑥𝑛 𝑑𝑥−1,2,3)]

1
8
. 

 ، داریم:n-2با ادامه این روند، تا مرحله 

∫𝑒−𝑥1𝑒−𝑥2 …𝑒−𝑥𝑛 𝑑𝒙 

≤ [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
…[∫𝑒−2

𝑛−2𝑥𝑛−2𝑑𝑥𝑛−2]

1
2𝑛−2

[(∫𝑒−2
𝑛−2𝑥𝑛−1𝑒−2

𝑛−2𝑥𝑛 𝑑𝑥𝑛−1)
2

]

1
2𝑛−1

 

≤ [∫𝑒−2𝑥1𝑑𝑥1]

1
2
…[∫𝑒−2

𝑛−2𝑥𝑛−2𝑑𝑥𝑛−2]

1
2𝑛−2

(∫ 𝑒−2
𝑛−1𝑥𝑛−1 𝑑𝑥𝑛−1)

1
2𝑛−1

(∫𝑒−2
𝑛−1𝑥𝑛 𝑑𝑥𝑛)

1
2𝑛−1

 

=∏[∫𝑒−2
𝑗𝑥𝑗 𝑑𝑥𝑗]

1

2𝑗
[∫ 𝑒−2

𝑛−1𝑥𝑛 𝑑𝑥𝑛]

1
2𝑛−1

.

𝑛−1

𝑗=1

 

 توان نوشتبنابراین، می

∫ 𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽
+∞

−∞

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ ∏𝑒𝑥𝑝[−(𝑦𝑗 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)}]

𝑛

𝑗=1

+∞

−∞

𝑑𝛽

≤  𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∏(∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗(𝑦𝑗 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛽)}]
+∞

−∞

𝑑𝛽)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1(𝑦𝑛 − 𝛽){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑛 ≤ 𝛽)}]
+∞

−∞

𝑑𝛽)

1
2𝑛−1

. 

 بنابراین
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∫ 𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽 ≤ 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛
+∞

−∞

×∏(∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗𝑝(𝑦𝑗 − 𝛽)]
𝑦𝑗

−∞

𝑑𝛽 +∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑗(1 − 𝑝)(𝑦𝑗 − 𝛽)]𝑑𝛽
+∞

𝑦𝑗

)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1𝑝(𝑦𝑛 − 𝛽)]
𝑦𝑛

−∞

𝑑𝛽 +∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑛−1(1 − 𝑝)(𝑦𝑛 − 𝛽)]𝑑𝛽
+∞

𝑦𝑛

)

1
2𝑛−1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏(
1

2𝑗𝑝
+

1

2𝑗(1 − 𝑝)
)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (
1

2𝑛−1𝑝
+

1

2𝑛−1(1 − 𝑝)
)

1
2𝑛−1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏(
1

2𝑗𝑝(1 − 𝑝)
)

1

2𝑗

× (
1

2𝑛−1𝑝(1 − 𝑝)
)

1
2𝑛−1

𝑛−1

𝑗=1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏
1

2
𝑗

2𝑗

×
1

2
𝑛−1
2𝑛−1

×
1

(𝑝(1 − 𝑝))
∑

1

2𝑗
𝑛−1
𝑗=1

𝑛−1

𝑗=1

×
1

(𝑝(1 − 𝑝))
1

2𝑛−1

< ∞. 

 جایی کهاز آن

∑
1

2𝑗

𝑛−1

𝑗=1

=
2𝑛−1 − 1

2𝑛−1
< ∞,             ∏

1

2
𝑗

2𝑗

𝑛−1

𝑗=1

=
1

2
2𝑛−(𝑛+1)
2𝑛−1

< ∞. 

𝑝(1 − 𝑝) ≤
1

4
 

 بنابراین

∫𝐿(𝑦|𝛽)𝑑𝛽 ≤𝑝𝑛−1(1 − 𝑝)𝑛−1 ×
1

2
2𝑛−2
2𝑛−1

< ∞. 

 □شود.ثابت می 3.1و لم 

 .دات کرببیان و اث 1.3قضیه توان می، 3.1اکنون با استفاده از لم 
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𝑃(𝜷)باشد و لاپلاس نامتقارن  ،اگر تابع درستنمایی :1.3قضیه ∝ ، 𝜷 ،𝜋(𝜷|𝒚)گیاه توزییع پسیین، آن1

 یعنیسره است. 

∘< ∫𝜋(𝜷|𝒚)𝑑𝜷 < ∞, 

 معادل  طوربه و 

∘< ∫𝐿(𝒚|𝜷)𝑃(𝜷)𝑑𝜷 < ∞. 

𝒙𝒋−𝑞فرض کنیداثبات: 
𝑇  و𝜷−𝑞 دهندهنشان𝒙𝑗

𝑇  و𝜷  بدونq بیدون کاسیتن از کلییت،  .امین مولفه باشیند

𝑥𝑞𝑗بیرای و باشید 𝑞 امین مشاهده از مولفیه 𝑗دهندهنشان 𝑥𝑞𝑗 فرض کنید که >∘ ،𝑗 = 1,… , 𝑛  و𝑣𝑗(𝜷)  

 ، بییه طییوری کییهباشیید qامییین مشییاهده از مولفییه  jوزن متغیییر پاسییخ نسییبت بییه  دهنییدهنشییان

 . 𝑣𝑗(𝜷) =
(𝑦𝑗−𝒙𝒋−𝑞

𝑇 𝜷−𝑞)

𝑥𝑞𝑗
𝑣1(𝜷)فرض کنید  همچنین  ≤ 𝑣2(𝜷) ≤ ⋯ ≤ 𝑣𝑛(𝜷). دهییمابتدا نشان می 

𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗
𝑇𝜷،  اگر و فقط اگر𝑣𝑗(𝜷) ≤ 𝛽𝑞 و 𝑦𝑗 − 𝒙𝑗

𝑇𝜷 = (𝑣𝑗(𝜷) − 𝛽𝑞)𝑥𝑞𝑗. 

𝑦𝑗 دفرض کنی ≤ 𝒙𝑗
𝑇𝜷، صورت در این 

𝑣𝑗(𝜷)𝑥𝑞𝑗 + 𝒙𝒋−𝑞
𝑇 𝜷−𝑞 = 𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷 

𝑣𝑗(𝜷)𝑥𝑞𝑗پس  ≤ 𝒙𝑗
𝑇𝜷 − 𝒙𝒋−𝑞

𝑇 𝜷−𝑞 شود. بنابراینمی 

𝑣𝑗(𝜷)𝑥𝑞𝑗 ≤ 𝑥𝑞𝑗𝛽𝑞 ⇒ 𝑣𝑗(𝜷) ≤ 𝛽𝑞 . 

 وشود می

𝑣𝑗(𝜷)𝑥𝑞𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝒙𝒋−𝑞
𝑇 𝜷−𝑞 

𝑣𝑗(𝜷)𝑥𝑞𝑗پس  = 𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷 + 𝑥𝑞𝑗𝛽𝑞 شود و می 
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(𝑣𝑗(𝜷) − 𝛽𝑞)𝑥𝑞𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷. 

𝑝(𝜷) اگربنابراین  .است ∝  گاهآن، 1

∫ 𝐿(𝒚|𝜷)𝑝(𝜷)𝑑𝜷 = 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ 𝑒𝑥𝑝 [−∑(𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷)}

𝑛

𝑗=1

]
+∞

−∞

𝑑𝜷
+∞

−∞

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ 𝑒𝑥𝑝 [−∑𝑥𝑞𝑗(𝑣𝑗(𝜷) − 𝛽𝑞){𝑝 − 𝐼(𝑣𝑗(𝜷) ≤ 𝛽𝑞)}

𝑛

𝑗=1

]
+∞

−∞

𝑑𝜷

≥ 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫𝑑𝜷−𝑞∫ 𝑒𝑥𝑝 [(1 − 𝑝)∑𝑥𝑞𝑗(𝑣𝑗(𝜷) − 𝛽𝑞)

𝑛

𝑗=1

]
+∞

𝑣𝑛(𝜷)

𝑑𝛽𝑞   

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛
1

(1 − 𝑝)∑ 𝑥𝑞𝑗
𝑛
𝑗=1

×∫𝑒𝑥𝑝{−(1 − 𝑝)∑𝑥𝑞𝑗 (𝑣𝑛(𝜷) − 𝑣𝑗(𝜷))

𝑛

𝑗=1

}𝑑𝜷−𝑞 .      

∑عبارت  𝑥𝑞𝑗(𝑣𝑛(𝜷) − 𝑣𝑗(𝜷))
𝑛
𝑗=1  یک تابع خطی از𝜷−𝑞 بینییم کیه می 3.1 است، و به کمک لم

∫𝐿(𝒚|𝜷)𝑝(𝜷)𝑑𝜷  شوارتز، داریم: -استفاده از نامساوی کوشیبا  .∘<

∫ 𝐿(𝑦|𝜷)𝑝(𝜷)𝑑𝜷 = 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ ∏𝑒𝑥𝑝[−(𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷)}]

𝑛

𝑗=1

+∞

−∞

𝑑𝜷
+∞

−∞

≤ 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∏(∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗(𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷)}]
+∞

−∞

𝑑𝜷)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1(𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑛 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷)}]
+∞

−∞

𝑑𝜷)

1
2𝑛−1

.    

1برای هر  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛کنید ، فرض 𝑥𝑞𝑗  دهیدقرار  و ∘≠
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𝐼 = ∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗(𝑦𝑗 − 𝒙𝑗
𝑇𝜷){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝒙𝑗

𝑇𝜷)}]
+∞

−∞

𝑑𝜷. 

𝜸𝑇اگر قرار دهیم = (𝜸−𝑞
𝑇 , 𝛾𝑞) = (𝜷−𝑞

𝑇 , 𝒙𝑗
𝑇𝜷)  تبدیل ژاکوبین و|

𝑑𝜷

𝑑𝜸
| =

1

|𝑥𝑞𝑗|
بگییریم، را در نظیر  

  گاهآن

𝐼 =
1

|𝑥𝑞𝑗|
∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗(𝑦𝑗 − 𝛾𝑞){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛾𝑞)}]
+∞

−∞

𝑑𝜸, 

 3.1 و با استفاده از لم

∫ 𝐿(𝑦|𝜷)𝑑𝜷
+∞

−∞

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∫ ∏
1

|𝑥𝑞𝑗|
𝑒𝑥𝑝[−(𝑦𝑗 − 𝛾𝑞){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛾𝑞)}]

𝑛

𝑗=1

+∞

−∞

𝑑𝜸

≤  𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛∏(
1

|𝑥𝑞𝑗|
∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗(𝑦𝑗 − 𝛾𝑞){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑗 ≤ 𝛾𝑞)}]
+∞

−∞

𝑑𝜸)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (
1

|𝑥𝑞𝑛|
∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1(𝑦𝑛 − 𝛾𝑞){𝑝 − 𝐼(𝑦𝑛 ≤ 𝛾𝑞)}]
+∞

−∞

𝑑𝜸)

1
2𝑛−1

. 

 بنابراین داریم
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∫ 𝐿(𝑦|𝜷)𝑑𝜸
+∞

−∞

≤ 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛

×∏(
1

|𝑥𝑞𝑗|
∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗𝑝(𝑦𝑗 − 𝛾𝑞)]
𝑦𝑗

−∞

𝑑𝜸 +∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑗(1 − 𝑝)(𝑦𝑗 − 𝛾𝑞)]𝑑𝜸
+∞

𝑦𝑗

)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (
1

|𝑥𝑞𝑛|
∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1𝑝(𝑦𝑛 − 𝛾𝑞)]
𝑦𝑛

−∞

𝑑𝜸

+∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑛−1(1 − 𝑝)(𝑦𝑛 − 𝛾𝑞)]𝑑𝜸
+∞

𝑦𝑛

)

1
2𝑛−1

 

≤ 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏(∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑗𝑝(𝑦𝑗 − 𝛽)]
𝑦𝑗

−∞

𝑑𝜸 + ∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑗(1 − 𝑝)(𝑦𝑗 − 𝛽)]𝑑𝜸
+∞

𝑦𝑗

)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (∫ 𝑒𝑥𝑝[−2𝑛−1𝑝(𝑦𝑛 − 𝛽)]
𝑦𝑛

−∞

𝑑𝜸 +∫ 𝑒𝑥𝑝[2𝑛−1(1 − 𝑝)(𝑦𝑛 − 𝛽)]𝑑𝜸
+∞

𝑦𝑛

)

1
2𝑛−1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏(
1

2𝑗𝑝
+

1

2𝑗(1 − 𝑝)
)

1

2𝑗
𝑛−1

𝑗=1

× (
1

2𝑛−1𝑝
+

1

2𝑛−1(1 − 𝑝)
)

1
2𝑛−1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏(
1

2𝑗𝑝(1 − 𝑝)
)

1

2𝑗

× (
1

2𝑛−1𝑝(1 − 𝑝)
)

1
2𝑛−1

𝑛−1

𝑗=1

= 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛 ×∏
1

2
𝑗

2𝑗

×
1

2
𝑛−1
2𝑛−1

×
1

(𝑝(1 − 𝑝))
∑

1

2𝑗
𝑛−1
𝑗=1

𝑛−1

𝑗=1

×
1

(𝑝(1 − 𝑝))
1

2𝑛−1

< ∞ 

 □ شود.اثبات کامل می

که ایین  هستنددارای توزیع پیشین یکنواخت ناسره مستقل  𝜷توان فرض کرد که اجزاء در عمل می

 خواهد شد.  3.1حالت خاص قضیه



 

 

 

 

 

 
 

 

 مقدمه    1.4

جیامع بیرای  رهیافیتبه تدریج به عنیوان ییک  ی( روی رگرسیون چندک3918کار اصلی کانکر و باست )

محققان بررسیی و انجیام  ،است. اخیراً گسترشدر حال  ،خطیخطی و غیر پاسخ های بامدلآماری  تحلیل

 ،های مستقلبرای داده ،بیزی یاند. مدل رگرسیون چندکاز دیدگاه بیزی را شروع کرده یرگرسیون چندک

 

 مچهارفصل 
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را بیرای  هیانآ ( رهیافیت2333)2شید و تیدی و کوتیاس معرفی (3999) 3توسط والکر و مالیکاولین بار 

، (2333) و همکاران 1( و ریچ2331) 1گریسی و بوتای همچنینگسترش دادند.  1رگرسیون چندک توبیت

نییاز بیه  یبیز رهیافتیک  ،مطرح کردند. به طور کلی ایهای خوشهبیزی را برای داده یرگرسیون چندک

از بکیارگیری مشیترک کیه  رهیافتو یک  درستنمایی تابع برای تعیین یرگرسیون چندک مشخص کردن

 .، داردمتقارن استتوزیع خطا لاپلاس نا

دست هبرا  یارتباط بین توزیع لاپلاس نامتقارن و رگرسیون چندک (3999) 6کانکر و ماچادو اولین بار

توزییع اعمیال  بیابیزی  یو رگرسیون چندک به کار برده شد( 2333ها توسط یو و موید ). این یافتهآوردند

تصیادفی قدم زدن  MCMCالگوریتم ها آن. شد مطرح ،لاپلاس نامتقارن روی جملات خطا در مدل خطی

 ( نییز2331)گریسی و بوتای  گرفتند. کارهنمونه از توزیع پسین بتولید برای را   1هستینگس-متروپولیس

 یهیای طیول جغرافییایی در رگرسییون چنیدکبرای تحلیل دادهرا های لاپلاس نامتفارن بکارگیری توزیع

 .دید توان( می2331)8رمجیدر کورا توزیع لاپلاس نامتقارن توجیه نظری بکارگیری  .مطرح کردند

گاه انتخاب آن ،ی باشدزیادیرهای های تبیینی شامل متغمتغیر، وقتی که بردار یدر رگرسیون چندک

 هیای معمیولاً از روشآماردانیان در ایین میوارد شیود. لازم میی ،شیده برازشبرای بهبود دقت مدل  متغیر

برای انتخاب میدل  (،2339 )وو و لیو 2سازوار لاسو و (2331و همکاران  3)وان 33 لاسومانند  9سازیمنظم

                                                           
1  Walker and Mallick 

2  Taddy and Kottas 

3  Tobit Quantile Regression 

4  Geraci and Bottai 

5  Riech 

6  Machado 

7  Random Walk Metropolis-Hastings 

8  Komjuer 

9  Regularization Methods 

11  Least absolute shrinkage and selection operator 
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 به سمتبطور خودکار  ها، برخی از ضرایب رگرسیونیکنند. در این روشی استفاده میدر رگرسیون چندک

 . شوندمنقبض میصفر 

  1جستجوی تصادفی با با بکارگیری روش انتخاب متغیر را یک رهیافت بیزی (2333)ران و همکا 1رید

 .پیشنهاد دادند

در چارچوب رگرسیون بیزی  انتخاب متغیر با جستجوی تصادفی از روش(  2332)1جی و لین و ژان 

 کنیم.ما این فصل را با استفاده از همین فرض دنبال می .کردنداستفاده و توبیت  ی دودوییچندک

 مراتبی بیزیمدل سلسله    1.4

در آمار کاربردی و نظری به  را و توبیت توجه زیادی 6دودویی یچندک هایرگرسیون ،در طول دهه گذشته

را  پیارامترینیمیه دودوییی یرسییون چنیدکبرآوردگر رگ( 3981) 1مانسکی. اولین بار اندخود جلب کرده

 را پیشنهاد داد. 8امتیاز کرد و برآوردگر ماکسیمم معرفی

خطیی بیا  یرگرسیون چندکتوانند به عنوان و توبیت هر دو می دودویی یرگرسیون چندکهای مدل

 به صیورت مورد نظر. مدل ه شونددر نظر گرفت ،اندطور کامل مشاهده نشدهههای پیوسته پنهان که بپاسخ

 :زیر است

𝑦𝑖
∗ = 𝒙𝑖

𝑇𝜷+ 𝑢𝑖 𝑦𝑖    و      = 𝑔(𝑦𝑖
∗),   𝑖 = 1,… , 𝑛.          (1.4) 

                                                                                                                                                                                 
1  Wang 

2  adaptive lasso 

3  Reed 

4  Stochastic Search Variable Selection 

5  Ji and Lin and Zhang 

6  Binary Quantile Regression 

7  Manski 

8  Maximum score estimator 
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.)𝑔 ،در آنکه  مشاهده نشده  توسط پاسخ کهاست ای گزاره امین𝑖 مشاهده شده از پاسخ 𝑦𝑖 تابع پیوند و  (

در نظیر آسیتانه یک برای آن وزن بدن است که  ،یک مثال ساده از این روش .تعیین شده است ∗𝑦𝑖 پنهان

 .دهیمو اگر بیشتر از آن باشد یک قرار می دهیمقرار می صفررا 𝑦𝑖 باشد  آستانهکمتر از وزن اگر  .گیریممی

𝒙𝑖  بردار𝑞 بیینی،یرهای تمتغ بعدی 𝜷 بردار𝑞 و  هابعدی پارامتر𝑢𝑖 تصادفی است.  3اختلال رمتغی یک 

 یرگرسییون چنیدکو  (3981 )مانسیکی، دودوییی یرگرسیون چندک ،(3.1دو مورد خاص از مدل )

𝑔(𝑦𝑖   توابیییع پیونییید دارایکیییه بیییه ترتییییب  ( هسیییتند3986، 2پیییاول)توبییییت 
∗) = 𝐼{𝑦𝑖

∗  و{∘<

𝑔(𝑦𝑖
∗) = 𝑚𝑎𝑥 (𝑦𝑖

∗, 𝑐)،  برایc  ،باشند.میثابت معلوم 

 بییزی، ر در رگرسییون خطیی، اولین بار برای انتخاب متغیانتخاب متغیر با جستجوی تصادفی روش

 از جملیه، هیاوسییعی از میدل گسیترهروش در این . از پیشنهاد شد (،3991) 1جو مک کولا جورجتوسط 

 تحلییل ،(3996، 1اسیمیت و کیوهنهای تیوافقی )مدل ،(2331 ،وان  و ژرژیافته )خطی تعمیم یهامدل

 ،(2333، 1فیارکومنی) 6بندی مقیدمراتبی و گروهسلسله هایمدل ،(2333 ،و همکاران 1ی)ی یرابطه ژنتیک

  شود.استفاده می( 2333، رید و همکارانخطی ) یو رگرسیون چندک

                                                           
1  Disturbance 

2  Powell 

3 George and McCulloch 

4  Smith and Kohn 

5  Yi 

6  Grouping Constrained Model 

7  Farcomeni 
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یب از یک ترکبه عنوان  𝜷هر مولفه از بردار پارامترهای  ،انتخاب متغیر با جستجوی تصادفیدر روش  

یک توزییع یا از ترکیب  (3991 ،جو مک کولا جورج) متفاوت هایبا واریانس 3شدهدو توزیع نرمال مرکزی

 . شودبندی میمدل( 3998، و مالیک 2کو) در صفر توزیع تباهیدهشده و یک نرمال مرکزی

کیه توسیط  توبییتو  دودوییی یامین چندک مدل رگرسییون چنیدک pیک برآوردگر شهودی برای 

  باشدزیر می به صورتاست،  ه شدهیا( ار3986و پاول ) (3981مانسکی )

𝜷̂𝑝 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜷
∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝑔(𝒙𝑖

𝑇𝜷))

𝑛

𝑖=1

, 

𝑔(𝒙𝑖 در آن، کیییییهاسیییییت 
𝑇𝜷) = 𝐼{𝒙𝑖

𝑇𝜷  ،دودوییییییی یبیییییرای رگرسییییییون چنیییییدک {∘<

 𝑔(𝒙𝑖
𝑇𝜷) =  𝑚𝑎𝑥(𝒙𝑖

𝑇𝜷, 𝑐)  توبیت است و  یبرای رگرسیون چندک𝜌𝑝(.  باشد.( می1.3)ع زیان تاب (

از توزییع  یبیزی را به عنوان یک رگرسیون خطی بیا جملیه خطیای یدر این بخش، رگرسیون چندک

از توزیع لاپلاس  (3.1)در مدل  𝑢𝑖کنیم جمله خطا می. فرض دهیملاپلاس نامتقارن مورد بررسی قرار می

 .کندبه صورت زیر پیروی مینامتقارن 

𝑓𝑝(𝑢) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑒𝑥𝑝(−𝜌𝑝(𝑢)) 

 که دتوجه کنی

∫ 𝑓𝑝(𝑢)𝑑𝑢 = 𝑝
∘

−∞

(1 − 𝑝)∫ 𝑒𝑢(1−𝑝)
∘

−∞

𝑑𝑢 = 𝑝. 

𝑝)  برای حالت متقارن ،امین چندک p یعنی و  دودوییی ی. برای مدل رگرسیون چنیدکصفر است(5/∘=

𝑦𝑖جایگزین  𝑦𝑖 ،توبیت
.)𝑔ابع پیوند و چون ت شده ∗ 𝒙𝑖 در صورتی که ،یکنواست (

𝑇𝜷، p چنیدک  امیین𝑦𝑖
∗ 

𝑔(𝒙𝑖باشد،
𝑇𝜷)  ،p  امین چندک𝑦𝑖 = 𝑔(𝑦𝑖

 خواهد بود. (∗

  به صورت (3.1)مدل  تابع درستنمایی (،2331طبق مطالعات یو و استاندر ) 

                                                           
1  Centered Normal 

2  Kuo 
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𝐿(𝒚|𝜷) = 𝑝𝑛(1 − 𝑝)𝑛𝑒𝑥𝑝 {−∑𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝑔(𝒙𝑖
𝑇𝜷))

𝑛

𝑖=1

},          (2.4) 

خطای  با فرض یرگرسیونمدل  درستنماییتابع یمم کردن سمعادل ماک (،2.1رابطه )کردن  نیمممیاست. 

∑اگر بخواهیم زیرا  .است (3.1)لاپلاس نامتقارن در مدل  𝜌𝑝(𝑦𝑖 − 𝑔(𝒙𝑖
𝑇𝜷))𝑛

𝑖=1 کیافی شیود نییمممی ،

میدل  ها،در این مدلیک پیشین متداول  نمایی دارای علامت منفی باشد تابع همین عبارت در توان است

 .دهیمرا توضیح میآن ادامهدر  شود.بکار گرفته می بسیاری محققاناست که توسط  spike–slabپیشین 

,𝑦1)فرض کنید  (2331، 3)ایشواران و رائو … , 𝑦𝑛) ،𝑛 پاسخ مستقل، 𝒙𝑖 = (𝑥𝑖,1, … , 𝑥𝑖,𝐾)
𝑇 متغییر 

𝛽 وبعدی  Kتبیینی  = (𝛽1, … , 𝛽𝐾)
𝑇 مدل د. بردار پارامترها باشspike-slab یک میدل بییزی به صورت 

 کند:مراتبی زیر پیروی میبندی سلسلهمدلکه از  شودتعریف می

𝑌𝑖|𝑋𝑖, 𝛽, 𝜎
2 ~  𝑁(𝑥𝑖

𝑇𝛽, 𝜎2),          𝑖 = 1,… , 𝑛, 

(𝛽|𝛾)~𝑁(∘, 𝜞), 

𝛾~𝜋(𝑑𝛾), 

𝜎2~𝜇(𝑑𝜎2), 

𝐾ماتریس قطری  𝜞بعدی از صفر است،  Kیک بردار  ∘ ،که در آن × 𝐾  عناصربا 𝛾1, … , 𝛾𝐾  ،است𝜋 

𝛾 اندازه پیشین برای = (𝛾1, … , 𝛾𝐾)
𝑇 است و 𝜇 انیدازه پیشیین بیرای 𝜎2 فیرض  عیلاوه بیر ایین،. اسیت 

𝑘برای کنیم می = 1,… , 𝐾 ،𝜋{𝛾𝑘 >∘} = 𝜋{ 𝜎2 و 1 >∘} = توزییع سیره بیودن  دهندهکه این نشان 1

 . باشدمیها پیشین

spike- عبیارت .هسیتند slab-spike از پیشیگامان روش (3988)1وچمپیل و بش( و می3913)2لمپر

slab برای پیشین 𝛽 شیودمراتبی بکار برده میبندی سلسلهرمولدر ف . 𝛽𝑘 و از  بیوددو بیه دو مسیتقل هیا

                                                           
1  Ishwaran and Rao 

2  Lempers 

3  Mitchell and Beauchamp 
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ساخته شده  (spike)( و توزیع تباهیده در صفر slab)از توزیع تخت یکنواخت  که، توزیع ترکیبی دو نقطه

 .است

باشیند و هیر ییک از بعیدی میی𝑞 که  تبیینی هایمتغیرشمول و عدم شمول  بررسی (3.1)در مدل 

j=1,…,q 𝛾𝑗 د. فرض کنیدنسازمدل ممکن می 2𝑞، باشند، بنابراین بعدها دارای دو حالت می  هیایمتغیر ,

𝛾𝑗 ، به طوری کهباشند ینشانگر = وجیود در مدل رگرسییون  متغیر تبیینیامین   jبه این معناست که 1

𝛾𝑗 و دارد 𝑖،امین عضو  𝑖مدل رگرسیون برای . در مدل وجود نداردیعنی  ∘= = 1, … , 𝑛، به صورت  

𝑦𝑖
∗ =∑𝛽𝑗𝛾𝑗𝑥𝑖𝑗 + 𝑢𝑖 ,          (3.4)

𝑞

𝑗=1

 

 دارای توزیع لاپلاس نامتقارن است. 𝑢𝑖در آن، که است 

نمیایش توزییع  گییری گیبیز معرفیی کردنید کیه ازالگوریتم نمونهیک ( 2333)3کوزومی و کوبایشی

 کند.ترکیبی از توزیع نرمال و نمایی، استفاده می به صورتلاپلاس نامتقارن 

  کند.لم زیر این صورت نمایش را بیان می

تصادفی نرمال اسیتاندارد  متغیر ξبا میانگین یک و  نمایی تصادفی متغیریک  zفرض کنید  :1.4لم 

𝑝، باشد. برای ∈ (∘ 𝑢تصادفی  متغیر(1, = 𝜃𝑧 + 𝜏√𝑧 𝜉  بیهکنیدلاپلاس نامتقارن پیروی میی توزیعاز ، 

 که  طوری

𝜃 =
1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
,       𝜏2 =

2

𝑝(1 − 𝑝)
. 

 :زیر باشد به صورت دارای تابع چگالی احتمال 𝑢کنیم متغیر تصادفی فرض می اثبات:

𝑓𝑝(𝑢) = 𝑝(1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝{−𝜌𝑝(𝑢)},      𝜌𝑝(𝑢) = 𝑢{𝑝 − 𝐼(𝑢 <∘)}, 

 و همچنین

                                                           
1  Kozumi and Kobayashi 
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𝑓(𝑢) = ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒−𝑢(𝑝−1)
∘

−∞

𝑑𝑢 + ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒−𝑢𝑝
∞

∘

𝑑𝑢 = 1. 

 آید:زیر به دست می به صورت ،𝑢گاه تابع مشخصه آن

                                       𝜑(𝑢) = 𝐸[𝑒𝑖𝑡𝑢] 

                                                 = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑢𝑓𝑝(𝑢)𝑑𝑢 
+∞

−∞

 

                                     = ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒𝑖𝑡𝑢+(1−𝑝)𝑢𝑑𝑢 + ∫ 𝑝(1 − 𝑝)𝑒𝑖𝑡𝑢−𝑝𝑢𝑑𝑢
∞

°

°

−∞

 

= 𝑝(1 − 𝑝) {
1

𝑖𝑡 + (1 − 𝑝)
+

1

𝑝 − 𝑖𝑡
} 

           = 𝑝(1 − 𝑝) {
1

𝑡2 − 𝑖(1 − 2𝑝)𝑡 + 𝑝(1 − 𝑝)
} 

   = {
1

𝑝(1 − 𝑝)
𝑡2 − 𝑖

1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
𝑡 + 1}

−1

, 

𝑖2 ،که در آن = −1. 

𝑢́متغیر نرمال استاندارد باشید. تیابع مشخصیه یک  𝜉نمایی استاندارد و متغیر یک  𝑧فرض کنید  =

𝜃𝑧 + 𝜏√𝑧 𝜉 شودزیر بیان می به صورت: 

𝜙(𝑢́) = 𝐸 [𝑒𝑖𝑡(𝜃𝑧+𝜏√𝑧 𝜉)] 

                               = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝜃𝑧𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝜏√𝑧 𝜉] 𝑒−𝑧𝑑𝑧
∞

°

 

 :کند، داریماز توزیع نرمال استاندارد پیروی می 𝜉که از آنجایی

𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝜏√𝑧 𝜉] = ∫ (𝑒𝑖𝑡𝜏√𝑧 𝜉)
+∞

−∞

(
1

√2𝜋
𝑒−

𝜉
2

2 )𝑑𝜉 

                = ∫
1

√2𝜋
𝑒
−(
𝜉
2
−2𝑖𝑡𝜏√𝑧 𝜉

2
)+∞

−∞

𝑑𝜉 

                                        = ∫
1

√2𝜋
𝑒−

1
2
𝑡2𝜏2𝑧𝑒

−(
𝜉
2
−2𝑖𝑡𝜏√𝑧 𝜉−𝑡2𝜏2𝑧

2
)+∞

−∞

𝑑𝜉 
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                                                               = 𝑒−
1
2
𝑡2𝜏2𝑧. 

 شودمی تبدیلزیر  به صورت 𝑢́تابع مشخصه  ،بنابراین

𝜙(𝑡) = ∫ 𝑒−𝑧(1+
1
2
𝑡2𝜏2−𝑖𝜃𝑡)𝑑𝑧

∞

°

 

= (1 +
1

2
𝑡2𝜏2 − 𝑖𝜃𝑡)

−1

. 

 وقتی هم ارزند که این دو تابع مشخصه 

𝜃 =
1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
,       𝜏2 =

2

𝑝(1 − 𝑝)
. 

  توان نتیجه گرفتمیبا توجه به توزیع لاپلاس نامتقارن 

𝐸(𝑢) =
1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
 

,           𝑣𝑎𝑟(𝑢) = 𝐸(𝑢2) − (𝐸(𝑢))2 =
2𝑝2 − 2𝑝 + 1

𝑝2(1 − 𝑝)2
 

𝑢از رابطه  ،را محاسبه کنیم 𝜏2و 𝜃اگر بخواهیم مقدار  = 𝜃𝑧 + 𝜏√𝑧 𝜉 داریم: کنیم.استفاده می 

𝐸(𝑢) = 𝜃𝐸(𝑧) + 𝜏𝐸(√𝑧 )𝐸 (𝜉) = 𝜃 =  
1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
 

𝐸(𝑢2) = 𝜃2𝐸(𝑧2) + 𝜏2𝐸 (𝜉
2

)𝐸(𝑧) + 2𝜃𝜏𝐸(𝑧√𝑧)𝐸 (𝜉) = 2𝜃2 + 𝜏2 

6𝑝2 − 6𝑝 + 2

𝑝2(1 − 𝑝)2
= 2( 

1 − 2𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
)2 + 𝜏2 

𝜏2 =
2

𝑝(1 − 𝑝)
.           □ 

  :کنیمرا بازنویسی می 1.1مدل  3.1از لم با استفاده 

𝑦𝑖
∗ =∑𝛽𝑗𝛾𝑗𝑥𝑖𝑗 + 𝜃𝑧𝑖 + 𝜏√𝑧𝑖 𝜉𝑖,          

𝑛

𝑗=1

 

𝜉 و 𝑧𝑖~𝐸𝑥𝑝(1) ،که در آن
𝑖
~𝑁(∘ ,1). 
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دارای  𝜷ای فیرض کنیید پیشیین حاشییه. کنییماسیتفاده میی spike-slabهیای از پیشیین 𝜷برای 

𝑁(𝛽∘, 𝐷∘)  .بنیابرایناست 𝛽𝑗 𝛾𝑗  اسیت، اگیر ∘= ,𝛽𝛾~𝑁(𝛽∘𝛾و شیود  ∘= 𝐷∘𝛾)  باشید کیه زیرنیویس𝛾 

بطور مشیابه تعرییف شیده  𝑋𝑗های غیر صفر است. )نماد  𝛾𝑗زیرمجموعه شاخص دار توسط  دهنده نمایش

 . فرض کنیدهستند 𝑝𝑗احتمال  پیشین مستقل برنولی با پارامتر دارای توزیع 𝛾𝑗نشانگر گاه آن است.(

 𝒚∗ = (𝑦1
∗, … , 𝑦𝑛

∗)𝑇، 𝑋 = (𝒙1, … , 𝒙𝑛)
𝑇، 𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝒛)،  و𝒛 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛)

𝑇. بنابراین مدل سلسله-

 خواهد بود:زیر  صورتبه مراتبی 

𝑦𝑖 = 𝑔(𝑦𝑖
∗),     𝑖 = 1,… , 𝑛, 

𝒚∗|𝜷, 𝒛, 𝜸~𝑁𝑛(𝑿𝛾𝛽𝛾 + 𝜃𝒛, 𝜏
2𝛴), 

𝜷|𝜸~𝑁𝑞(𝛽∘𝛾, 𝐷∘𝛾), 

𝜸~∏𝜋
𝑗

𝛾𝑗(1 − 𝜋𝑗)
1−𝛾𝑗 ,

𝑞

𝑗=1

 

𝒛~∏𝑒𝑥𝑝 (−𝑧𝑖),

𝑛

𝑖=1

 

روی  ،دهنیده پیشیین نیامعلومنشان 𝜋𝑗دو به دو مستقل هستند. پارامتر احتمال  𝒛و  𝜸 در این مدل،

برای هر آنگاه اغلب  ،. وقتی اطلاعات پیشین کافی نباشدوجود دارد تبیینی متغیرامین  jبجز  هامتغیرهمه 

j، قدارم 𝜋𝑗  دهیم. قرار میرا  5/∘=

 گیری گیبزکامل برای نمونه توزیع شرطی    3.4

𝜸برای پسین  هایاحتمال دست آوردنهب ما هایتحلیلاز  ،هدف اصلی = (𝛾1, … , 𝛾𝑞)، ،𝜋(𝜸|𝒚) باشدمی .

 .است ها و اطلاعات پیشینبسته به دادهوا 𝜸،توزیع پسین برای

 استفاده کردند.ساده  دودوییهای رگرسیون گیری گیبز برای مدلنمونهاز  (3991) 3آلبرت و چیب

                                                           
1  Albert and Chib 
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𝑦1های پنهان متغیر، زیر بخشدر این 
∗, … , 𝑦𝑛

 بیر اسیاسو گییری گیبیز مونهالگوریتم ن با استفاده از ∗

,𝜷کامل شرطی  هایتوزیع 𝜸, 𝒛 شوند.شبیه سازی می 

𝑦𝑖کامل شرطی توزیع ،در ابتدا
های . تحت توزیعگیریمدر نظر میدودویی  یبرای رگرسیون چندکرا  ∗

𝑦𝑖کاملشرطی  توزیعمشخص شده، پیشین 
در نظیر ترکیبی از دو توزیع نرمال برییده شیده  به صورترا  ∗

 :کنیممشاهده میهای مثبت و منفی قسمت به صورترا آنگیریم که می

𝑦𝑖
∗|𝑦𝑖, 𝜷, 𝑥𝑖 , 𝒛, 𝜸~ {

𝑁(𝒙𝑖
𝑇𝛽𝛾 + 𝜃𝑧𝑖 , 𝜏

2𝑧𝑖)𝐼(𝑦𝑖
∗ >∘),          𝑖𝑓    𝑦𝑖 = 1

𝑁(𝒙𝑖
𝑇𝛽𝛾 + 𝜃𝑧𝑖, 𝜏

2𝑧𝑖)𝐼(𝑦𝑖
∗ سایر حالات              .(∘≥

          (4.4) 

در  cدر دو قسمت بزرگتر ییا کیوچکتر از  را مانند بالا ∗𝑦𝑖 کامل شرطی توزیع ،برای رگرسیون توبیت

 :گیریمنظر می

𝑦𝑖
∗|𝑦𝑖, 𝛽, 𝑥𝑖, 𝑧, 𝛾~ {

𝛿(𝑦𝑖)                                                        𝑖𝑓    𝑦𝑖 > 𝑐

𝑁(𝒙𝑖
𝑇𝛽𝛾 + 𝜃𝑧𝑖 , 𝜏

2𝑧𝑖)𝐼(𝑦𝑖
∗ ≤ 𝑐).             سایر حالات

          (5.4) 

𝑦𝑖،  در واقیع اگیر  است. 𝑦𝑖در  نده توزیع تباهیدهدهنشان 𝛿(𝑦𝑖)که به طوری > 𝑐گیاه آن𝑦𝑖 = 𝑦𝑖
ولیی  ∗

𝑦𝑖، برای < 𝑐  گیریمدر نظر میرا توزیع نرمال. 

 بنیابراین، استمحاسبه شده  𝜸و  𝜷، 𝒛 شرطی کامل هایتوزیع بر اساس ∗𝒚پاسخ پنهان  متغیرچون 

توبییت و  یمشیابه رگرسییون چنیدک وابسته نیستند و 𝒚پاسخ  تنها به مشاهدات شرطی کاملهای توزیع

 .باشندمی دودویی یرگرسیون چندک

 زیر است به صورت یبرای ضرایب رگرسیون شرطی کاملهای توزیع

𝜷|𝒚, 𝒚∗, 𝜸, 𝒛~𝑁𝑞(𝝁𝛾, 𝐵𝛾),         (6.4) 

 که در آن

𝑩𝛾
−1 = 𝜏−2𝑋𝛾

𝑇𝛴−1𝑋𝛾 + 𝐷∘𝛾
−1, 

𝝁𝛾 = 𝑩𝛾{𝜏
−2𝑋𝛾

𝑇𝛴−1(𝒚∗ − 𝜃𝑧) + 𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾}, 

Σو  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧). 
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 داریم  (9.1)برای اثبات 

𝑓(𝜷, 𝒚, 𝒚∗, 𝜸, 𝒛) = 𝑓(𝜸)𝑓(𝒛|𝜸)𝑓(𝜷|𝜸, 𝒛)𝑓(𝒚∗|𝜷, 𝒛, 𝜸). 

,𝒛که از آنجایی 𝜸 بنابراین  ،از هم مستقلند 

𝑓(𝒛|𝜸) =
𝑓(𝜸, 𝒛)

𝑓(𝜸)
=
𝑓(𝒛)𝑓(𝜸)

𝑓(𝜸)
= 𝑓(𝒛), 

𝑓(𝜷|𝜸, 𝒛) =
𝑓(𝜷, 𝜸, 𝒛)

𝑓(𝜸, 𝒛)
=
𝑓(𝜸)𝑓(𝜷|𝜸)𝑓(𝒛|𝜸, 𝜷)

𝑓(𝒛)𝑓(𝜸)
=
𝑓(𝜸)𝑓(𝜷|𝜸)𝑓(𝒛)

𝑓(𝒛)𝑓(𝜸)
= 𝑓(𝜷|𝜸). 

 و از طرفی 

𝑔(𝜷|𝒚, 𝒚∗, 𝒛, 𝜸) =
𝑓(𝜷, 𝒚, 𝒚∗, 𝜸, 𝒛)

∫ 𝑓(𝜷, 𝒚, 𝒚∗, 𝜸, 𝒛)𝑑𝜷
. 

 بنابراین

𝑓(𝜷, 𝒚, 𝒚∗, 𝜸, 𝒛) = [∏𝜋
𝑗

𝛾𝑗(1 − 𝜋𝑗)
1−𝛾𝑗

𝑞

𝑗=1

] 

× [
1

(2𝜋)
𝑞
2|𝐷∘𝛾|

1
2

𝑒𝑥𝑝 {
−1

2
(𝜷𝛾 −𝜷∘𝛾)

𝑇(𝐷∘𝛾)
−1
(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)}] 

 

× [∏𝑒𝑥𝑝 (−𝑧𝑖)

𝑛

𝑖=1

] [
𝑒𝑥𝑝 [

−1
2 (𝒚

∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)]

(2𝜋)
𝑛
2⁄ |𝜏2𝛴|

1
2⁄

] 

= [∏𝜋
𝑗

𝛾𝑗(1 − 𝜋𝑗)
1−𝛾𝑗

𝑞

𝑗=1

] [∏𝑒𝑥𝑝(−𝑧𝑖)

𝑛

𝑖=1

] [(2𝜋)
−𝑛

2⁄ |𝜏2𝛴|
−1 2⁄ (2𝜋)

−𝑞
2 |𝐷∘𝛾|

−1 2⁄ ] 

× 𝑒𝑥𝑝 {
−1

2
[(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)

𝑇𝐷∘𝛾
−1(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)

+ (𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2𝛴)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)]}. 

 :داریم ،دست آمدههبنابراین با اطلاعات ب

𝑔(𝜷|𝒚, 𝒚∗, 𝒛, 𝜸) = 
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𝑒𝑥𝑝 {
−1
2 [(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)

𝑇𝐷∘𝛾
−1(𝜷 − 𝜷∘𝛾) + (𝒚

∗ −𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ −𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)]}

∫ 𝑒𝑥𝑝 {
−1
2 [

(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)
𝑇𝐷∘𝛾

−1(𝜷 − 𝜷∘𝛾) + (𝒚
∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)

𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)]} 𝑑𝜷𝛾

 

 

∝ 𝑒𝑥𝑝 {
−1

2
[(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)

𝑇𝐷∘𝛾
−1(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾) + (𝒚

∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)]}. 

 کنیم:زیر تجزیه می به صورترا آن ،برای حل عبارت بالا

(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾)
𝑇𝐷∘𝛾

−1(𝜷𝛾 − 𝜷∘𝛾) = 𝜷
𝑇𝐷∘𝛾

−1𝜷 − 𝜷𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾 − 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾

= 𝜷𝛾
𝑇𝐷∘𝛾

−1𝜷𝛾 − 2𝜷𝛾
𝑇𝐷∘𝛾

−1𝜷∘𝛾 + 𝜷∘𝛾
𝑇𝐷∘𝛾

−1𝜷∘𝛾 . 

 و 

(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1

(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛) 

= 𝜏−2  [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 𝒚∗𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝒚

∗𝑇Σ
−1
𝜃𝒛 − 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾

+ 𝜷𝛾
𝑇𝑿𝛾

𝑇Σ
−1
𝜃𝒛 − 𝜃𝒛𝑻Σ

−1
𝒚∗ + 𝜃𝒛𝑻Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 + 𝜃𝒛

𝑻Σ
−1
𝜃𝒛] 

= 𝜏−2  [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 + 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝜃𝒛

− 2𝜃𝒛𝑻Σ
−1
𝒚∗ + 𝜃2𝒛𝑻Σ

−1
𝒛]. 

 به صورت  قسمت نماییبنابراین عبارت داخل 

𝜏−2  [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 + 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝜃𝒛 − 2𝜃𝒛𝑻Σ

−1
𝒚∗

+ 𝜃2𝒛𝑻Σ
−1
𝒛] + 𝜷𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷𝛾 − 2𝜷𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾  

= 𝜷𝛾
𝑇 [𝜏−2𝑿𝛾

𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾 + 𝐷∘𝛾

−1]𝜷𝛾 − 2𝜷𝛾
𝑇 [𝜏−2𝑿𝛾

𝑇
Σ
−1
(𝒚∗ − 𝜃𝒛) + 𝐷∘𝛾

−1𝜷∘𝛾]

+ 𝜏−2(𝒚∗ − 2𝜃𝒛)𝑇Σ
−1
𝒚∗ + 𝜃2𝜏−2𝒛𝑻Σ

−1
𝒛 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾 

,𝑔~𝑁𝑝(𝐴اگر در نظر بگیریم شود. تبدیل می 𝐶) صورتدر این ،باشد 

𝑓(𝑔) = (2𝜋)
𝑝
2|𝐶|−

1
2𝑒𝑥𝑝[(𝐹 − 𝐴)𝑇𝐶−1(𝐹 − 𝐴)]. 

 :قسمت نمایی را در نظر بگیریم، داریمحال اگر 

𝐹𝑇𝐶−1𝐹 − 𝐹𝑇𝐶−1𝐴 − 𝐴𝑇𝐶−1𝐹 + 𝐴𝑇𝐶−1𝐴 
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= 𝐹𝑇𝐶−1𝐹 − 2𝐹𝑇𝐶−1𝐴 + 𝐴𝑇𝐶−1𝐴 

 که در واقع

 𝐹 = 𝜷𝛾. 𝐶−1 = [𝜏−2𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾 +𝐷∘𝛾

−1],     𝐴 = 𝐶 [𝜏−2𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
(𝒚∗ − 𝜃𝒛) +

𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾],      بنابراین کافی است ثابت کنیم 

𝐴𝑇𝐶−1𝐴 = 𝜏−2(𝒚∗ − 2𝜃𝒛)𝑇Σ
−1
𝒚∗ + 𝜃2𝜏−2𝒛𝑻Σ

−1
𝒛 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾 

 معادل به طور  و یا

𝐶−1𝐴 = [𝜏−2𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
(𝒚∗ − 𝜃𝒛) + 𝐷∘𝛾

−1𝜷∘𝛾] 

𝐶−1𝐴 = [𝜏−2𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾 + 𝐷∘𝛾

−1] 𝐴 = 𝜏−2𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾𝐴 + 𝐷∘𝛾

−1𝐴 

𝜷∘𝛾بنابراین  = 𝐴  و𝑿𝛾𝐴 = (𝒚
∗ − 𝜃𝒛). 

𝐴𝑇𝐶−1𝐴 = 𝜷∘𝛾
𝑇 [𝜏−2𝑿𝛾

𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾 + 𝐷∘𝛾

−1] 𝜷∘𝛾 = 𝜏
−2𝜷∘𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇
Σ
−1
𝑿𝛾𝜷∘𝛾 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾

= 𝜏−2(𝒚∗ − 𝜃𝒛)𝑇Σ
−1
(𝒚∗ − 𝜃𝒛) + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾

= 𝜏−2 [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 𝒚∗𝑇Σ

−1
𝜃𝒛 − 𝜃𝒛𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜃2𝒛𝑇Σ

−1
𝒛] + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾

= 𝜏−2 [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 2𝜃𝒛𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜃2𝒛𝑇Σ

−1
𝒛] + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾

= 𝜏−2(𝒚∗ − 2𝜃𝒛)𝑇Σ
−1
𝒚∗ + 𝜃2𝜏−2𝒛𝑻Σ

−1
𝒛 + 𝜷∘𝛾

𝑇𝐷∘𝛾
−1𝜷∘𝛾. 

𝜸−𝑖فرض کنید  = (𝛾1, … , 𝛾𝑖−1, 𝛾𝑖+1, … , 𝛾𝑞) .ویژه پاسیخ  متغیر𝜸 ای از توزییع توانید مولفیهمیی

𝛾𝑖|𝑦شرطی 
∗, 𝛽, 𝑧, 𝛾−𝑖  از  که هر کدامباشد𝛾𝑖 های احتمالدارای توزیع برنولی با پارامتر 

𝑃(𝛾𝑖 = 1|𝒚, 𝒚
∗, 𝜷, 𝒛, 𝜸−𝑖) =

𝑐𝑖
𝑐𝑖 + 𝑑𝑖

 

 در آن باشند.می

𝑐𝑖 = 𝑓(𝒚
∗|𝜷, 𝛾𝑖 = 1, 𝒛, 𝜸−𝑖)𝑓(𝜷|𝛾𝑖 = 1, 𝜸−𝑖, 𝒛)𝑓(𝛾𝑖 = 1, 𝜸−𝑖|𝒛) 

 دوبه دو مستقل هستند، بنابراین 𝒛و  𝜸که از آنجاییباشد. می

𝑓(𝛾𝑖 = 1, 𝜸−𝑖|𝒛) = 𝑓(𝛾𝑖 = 1, 𝜸−𝑖)𝑓(𝒛) 

𝑑𝑖 = 𝑓(𝒚
∗|𝜷, 𝛾𝑖 =∘, 𝒛, 𝜸−𝑖)𝑓(𝜷|𝛾𝑖 =∘, 𝜸−𝑖)𝑓(𝛾𝑖 =∘, 𝜸−𝑖|𝒛) 
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 و

𝑓(𝛾𝑖 =∘, 𝜸−𝑖|𝒛) = 𝑓(𝛾𝑖 =∘, 𝜸−𝑖)𝑓(𝒛) 

,𝜷که شرایط روی  دهیممینشان در ادامه  𝒚∗, 𝜸, 𝑧𝑖 .یعنی بطور دو طرفه مستقل هستند 

𝑧𝑖|𝜷, 𝒚
∗, 𝜸~𝐺𝐼𝐺(

1

2
, 𝜆̂𝑖, 𝜂̂𝑖) 

𝜆̂𝑖 ،به طوری که .است = (𝑦𝑖
∗ − 𝒙𝑖

𝑇𝜷𝛾)
2 𝜏2⁄، 𝜂̂𝑖 = 2 + 𝜃

2 𝜏2⁄  و𝐺𝐼𝐺(𝜈, 𝑎, 𝑏) توزییعدهنیده نشان 

 احتمال زیر است چگالییافته با تابع معکوس تعمیم گاوسی

𝑓(𝑥|𝜐, 𝑎, 𝑏) =
(𝑏 𝑎⁄ )𝜐 2⁄

2𝐾𝜐(√𝑎𝑏)
𝑥𝜐−1𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑎𝑥−1 + 𝑏𝑥)

2
} ,      𝑥 >∘ 

.)𝐾𝜐که به طوری   (2333، 2و شیفرد 3نلسون -بارندورف)است  𝜐نوع سوم با مرتبه  شدهتابع بسل اصلاح (

 شود:میو به صورت زیر تعریف 

𝐾𝑣(𝑥)~{
− 𝑙𝑜𝑔(𝑥)                         𝑣 =∘ اگر 

2|𝑣|−1𝛤(|𝑣|)𝑥−|𝑣|.          𝑣 ≠∘ اگر 
 

 بنابراین باید نشان دهیم 

𝑓(𝑧𝑖|𝜷, 𝒚
∗, 𝜸) =

(𝜂̂𝑖 𝜆̂𝑖⁄ )
1
4⁄

√2𝜋(𝜂̂𝑖𝜆̂𝑖)
−1

4⁄
𝑧𝑖
−1

2⁄ 𝑒𝑥𝑝 {−
(𝜆̂𝑖𝑧𝑖

−1 + 𝜂̂𝑖𝑧𝑖)

2
}

=
√𝜂̂𝑖

√2𝜋𝑧𝑖
𝑒𝑥𝑝 {−

(𝜆̂𝑖 + 𝜂̂𝑖𝑧𝑖
2)

2𝑧𝑖
}

=
√2𝜏2 + 𝜃2

𝜏√2𝜋𝑧𝑖
𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑦𝑖
∗ − 𝒙𝑖

𝑇𝜷𝛾)
2 + (2𝜏2 + 𝜃2)𝑧𝑖

2

2𝜏2𝑧𝑖
} 

,𝑧𝑖|𝜷که برای اثبات این 𝒚
∗, 𝜸  توزیعست، ابتدا یافته امعکوس تعمیم گاوسیتوزیع دارای 𝒛|𝜷, 𝒚∗, 𝜸 

   ، داریماست 𝑧𝑖تا  𝑛 شامل 𝒛که از آنجایی پسآوریم و دست میهرا ب

                                                           
1  Barndorf-Nielsen 

2  Shepherd 
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𝑔(𝒛|𝜷, 𝒚∗, 𝜸) =∏ℎ(𝑧𝑖|𝜷, 𝒚
∗, 𝜸).

𝑛

𝑖=1

 

,𝑓(𝜷رابطهدوباره  𝒚∗, 𝜸, 𝒛) = 𝑓(𝜸)𝑓(𝒛|𝜸)𝑓(𝜷|𝜸, 𝒛)𝑓(𝒚∗|𝜷, 𝒛, 𝜸) .را در نظر بگیرید 

,𝒛که از آنجایی 𝜸 داریم  ،از هم مستقلند 

𝑔(𝒛|𝜷, 𝒚∗, 𝜸) =
𝑓(𝒛, 𝜷, 𝒚∗, 𝜸)

∫ 𝑓(𝒛, 𝜷, 𝒚∗, 𝜸) 𝑑𝒛

=

𝑒𝑥𝑝 [
−1
2 (𝒚

∗ −𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛) − ∑ 𝑧𝑖

𝑛
𝑖=1 ]

|𝜏2𝛴|
1
2⁄

∫
𝑒𝑥𝑝 [

−1
2 (𝒚

∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1
(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛) − ∑ 𝑧𝑖

𝑛
𝑖=1 ]

|𝜏2𝛴|
1
2⁄

𝑑𝒛

 

 

∝
𝑒𝑥𝑝 [−

1
2 (𝒚

∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1

(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛) − ∑ 𝑧𝑖
𝑛
𝑖=1 ]

|𝜏2𝛴|
1
2⁄

. 

 :کنیمرا به صورت زیر تجزیه میبرای حل عبارت بالا آن

(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛)
𝑇
(𝜏2Σ)

−1

(𝒚∗ − 𝑿𝛾𝜷𝛾 − 𝜃𝒛) 

= 𝜏−2  [𝒚∗𝑇Σ
−1
𝒚∗ − 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 + 2𝜃𝒛

𝑻Σ
−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 − 2𝜃𝒛

𝑻Σ
−1
𝒚∗

+ 𝜃2𝒛𝑻Σ
−1
𝒛] 

 :شودمیبازنویسی نمایی به صورت زیر تابع عبارت داخل قسمت بنابراین 

−
1

2
𝜏−2  [𝒚∗𝑇Σ

−1
𝒚∗ − 2𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝒚∗ + 𝜷𝛾

𝑇𝑿𝛾
𝑇Σ

−1
𝑿𝛾𝜷𝛾 + 2𝜃𝒛

𝑻Σ
−1
𝑿𝛾𝜷𝛾

− 2𝜃𝒛𝑻Σ
−1
𝒚∗ + 𝜃2𝒛𝑻Σ

−1
𝒛 + 2𝜏2∑𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

] 

 توان به صورت زیر نوشت:و در نتیجه آن را می
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−
1

2
𝜏−2  [

𝑦𝑖
∗2

𝑧𝑖
− 2

𝑦𝑖
∗𝒙𝒊
𝑇𝜷𝛾

𝑧𝑖
+
(𝒙𝒊
𝑇𝜷𝛾)

2

𝑧𝑖
+ 2𝜃

𝑧𝑖𝒙𝒊
𝑇𝜷𝛾

𝑧𝑖
− 2𝜃

𝑦𝑖
∗𝑧𝑖
𝑧𝑖

+ 𝜃2
𝑧𝑖
2

𝑧𝑖
+ 2𝜏2𝑧𝑖]. 

  رابطهبا استفاده از  بنابراین

𝑔(𝒛|𝜷, 𝒚∗, 𝜸) =∏ℎ(𝑧𝑖|𝜷, 𝒚
∗, 𝜸),

𝑛

𝑖=1

 

 توان نوشت:می

ℎ(𝑧𝑖|𝜷, 𝒚
∗, 𝜸) ∝

𝑒𝑥𝑝 (𝜏2𝜃(𝑦𝑖
∗ − 𝒙𝒊

𝑇𝜷𝛾))

𝜏√𝑧𝑖
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2
𝜏−2 [

(𝑦𝑖
∗ − 𝒙𝒊

𝑇𝜷𝛾)
2

𝑧𝑖
+
𝜃2𝑧𝑖

2 + 2𝜏2𝑧𝑖
2

𝑧𝑖
]}. 

تواند کارا شود. نشیان بیشتر توسط تبدیل می ،یافتهمعکوس تعمیم گاوسیگیری از یک توزیع نمونه 

𝑧𝑖که  دهیممی
−1|𝜷, 𝒚∗, 𝜸  کند.می احتمال زیر پیروی چگالیمعکوس با تابع  گاوسیاز توزیع  

𝑓(𝑧𝑖
−1|𝜷, 𝒚∗, 𝜸) =

(
𝜂̂𝑖
𝜆̂𝑖
)

−
1
4

2𝐾
−
1
2
(√𝜂̂𝑖𝜆̂𝑖)

𝑧𝑖
−
3
2𝑒𝑥𝑝 {−

𝜆̂𝑖 + 𝜂̂𝑖𝑧𝑖
2

2𝑧𝑖
}

=  
(𝜂̂𝑖𝜆̂𝑖)

1
4

(
𝜂̂𝑖
𝜆̂𝑖
)

1
4

√2𝜋

𝑧𝑖
−
3
2𝑒𝑥𝑝 {−

𝜆̂𝑖 + 𝜂̂𝑖𝑧𝑖
2

2𝑧𝑖
} =

√𝜆̂𝑖

√2𝜋𝑧𝑖3
𝑒𝑥𝑝 {−

𝜆̂𝑖 + 𝜂̂𝑖𝑧𝑖
2

2𝑧𝑖
} 

𝑣یافتیه اسیت وقتیی کیه ، نوع خاصی از گاوسی معکیوس تعمییمگاوسی معکوس =
−1

2
فیرم باشید.  

 باشد:گاوسی معکوس به صورت زیر میاستاندارد 

𝑓(𝑥|𝜇́, 𝜆́) = √
𝜆́

2𝜋𝑥3
𝑒𝑥𝑝 {−

𝜆́(𝑥 − 𝜇́)2

2(𝜇́)2𝑥
}. 

𝜆́(𝑥−𝜇́)2با در نظر گرفتن 

2𝑥(𝜇́)2
=
𝜆́(𝑥2+𝜇́2)

2𝑥(𝜇́)2
−
𝜆́

𝜇́
 داریم  ،

𝑓(𝑥|𝜇́, 𝜆́) = √
𝜆́

2𝜋𝑥3
𝑒𝑥 𝑝 (

𝜆́

𝜇́
) 𝑒𝑥𝑝 {−

𝜆́(𝑥2 + 𝜇́2)

2𝑥(𝜇́)2
}. 
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𝜆́از مقایسه این فرمول با فرمول بالا داریم  = 𝜆̂𝑖  و𝑒𝑥𝑝 (
𝜆́

𝜇́
گییریم، به عنوان جمله ثابیت در نظیر مییرا  (

 بنابراین

𝜆́(1 +́
𝑥2

𝜇́2
) = 𝜆̂𝑖 (1 +

𝜂̂𝑖

𝜆̂𝑖
𝑥2) 

 صورت در این

𝜇́ = √
𝜆̂𝑖
𝜂̂𝑖
. 

 شود.می

 



 

 

 

 

 

 

  مقدمه     1.5

هیای ، رهیافیت بییزی میدلغیر نرمال هستند. در این فصیل ،های زمانی اقتصادی و مالیبسیاری از سری

 ،در این فصیل .این رهیافت پارامتری است که دهیمبا توابع چندک پیشنهاد میرا  3اتورگرسیوزمانی سری

                                                           
1 . Autoregressive 

 

 پنجم فصل

 غیر نرمال زمانيسري 
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زمیانی سریسازی و کاربرد . مطالعات شبیهشده است مقایسه پارامتریرا با رهیافت نیمه رهیافت پارامتری

 .ایممورد مطالعه قرار دادهرا در این فصل های واقعی داده با

 مدل    1.5

 :شودمی تعریفبه صورت زیر  𝑘مرتبه  اتورگرسیوزمانی یک مدل سری

𝑦𝑡 = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 + 𝜀𝑡,      (3.1) 

 است.مناسب  ،های زمانی نرمال( برای سری3.1. مدل )است 𝜎2دارای میانگین صفر و واریانس 𝜀𝑡 ،در آن

توزیع مناسیب بیرای جملیه  ن( پیدا کرد3.1نرمال، یکی از مشکلات مدل )های زمانی غیربرای سری

بیا  . در ایین روشپیشینهاد داد مشکلحل این را برای  پارامتریروش نیمه (2331) است. کانکر(𝜀𝑡) خطا

از آنجا را . این مدل توان تقریب زدمیرا  𝑦𝑡، تابع توزیع شرطی 𝑦𝑡 های شرطیبرآورد یک دنباله از چندک

𝑌𝑡−1به شرط 𝑦𝑡 امین چندک 𝑝د که نگویمی نیمه پارامتری = (𝑦3, 𝑦2, … , 𝑦𝑡−3)  توان به صورت را می 

𝑞𝑦𝑡|𝑌𝑡−1
𝑝 = 𝑎∘

𝑝 + 𝑎1
𝑝𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘

𝑝𝑦𝑡−𝑘 ,      ∘<  𝑝 < 3,     (2.1) 

∘𝑎،که در آنبیان کرد 
𝑝, 𝑎

3
𝑝
, … , 𝑎𝑘

𝑝     پارامترهای مدل وابسته به𝑝  .هستند 

,𝑦3،زمانی برای سری 𝑦2, … , 𝑦𝑡−3 برآورد کرد:زیر کردن تابع هزینه م نیممیرا با پارامترها توان می 

𝑚𝑖𝑛
𝜷𝑝

∑ 𝜌𝑝(𝑢𝑡),

𝑛

𝑡=𝑘+1

  

 در آنکه 

𝜌𝑝(𝑢𝑡) = 𝑢𝑡 . (𝑝 − 𝐼[𝑢𝑡<∘]).   
 :( داریم3.1برای مدل )

𝑢𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑎∘
𝑝 − 𝑎1

𝑝𝑦𝑡−1 −⋯− 𝑎𝑘
𝑝𝑦𝑡−𝑘 ,       𝑡 = 𝑘 + 3, … , 𝑛.           
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 3اوریکانکر و دی ،. برای مثالاست پیشنهاد شده سازیبهینه مسألهمتفاوتی برای حل این های مدل

بیرای بیرآورد  ییک رهیافیت بییزی را (2333)یو و مویید  را ببینید.( 3981)اوری کانکر و دی( و 3991)

  .به آن پرداخته شد 1که در فصل پارامترها پیشنهاد دادند

این  نیست 𝜀𝑡، ،جمله خطا  جمله خطا مشخص نیست و نیازی به انتخاب یک توزیع برایتوزیع چون 

رهیافیت  ییک بکیارگیری ،جملیه خطیا بیرایتوزییع تعییین روش دیگر  .رهیافت را نیمه پارامتری گویند

. در ایین ( پیشنهاد شیده اسیت2333) 2برای اولین دفعه توسط گیل کریست روشکه این  استپارامتری 

 به صورت  𝑦𝑡تابع چندک شرطی  حالت

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑌𝑡−1) = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 + 𝜂𝑄(𝑝, 𝛾),                  (3.1) 

, 𝑎𝑖 در آن کهشود در نظر گرفته می 𝑖 =∘ ,1, … , 𝑘، 𝜂 و 𝛾و  پارامترهای مدل هستند𝑄(𝑝, 𝛾) توزییع تابع 

 است.  مقادیر چندک  𝑝 و چندک

 .کنیممیاشاره  (1.1)و  (2.1) (،3.1)های های بین مدلبه تفاوت در این قسمت

. در حیالی دهیدمی انجام را𝜎2 باقیمانده واریانس و 𝑦𝑡 میانگین شرطیکار برآورد ( 1.5مدل )در واقع 

𝑝برای   𝑦𝑡ام از 𝑝چندک شرطی ( 2.1که مدل ) ∈ (∘ کند. بنابراین اگیر ییک دنبالیه از می برآورد را (1,

شیرطی توسط بکارگیری چنیدک  𝑦𝑡 های برآورد شده داشته باشیم، آنگاه همه توابع توزیع شرطیچندک

  توانند برآورد شوند. برآورد شده می

 ،خطیاجملیه نرمال مناسب نیست چون مشخص کیردن توزییع زمانی غیرهای( برای سری3.1) مدل

 ،𝜀𝑡( 2.1مشکل است. مدل )برای انتخاب توزیع به  𝜀𝑡  مشیاهده سیازی در قسمت شبیه اما ،نیستوابسته

,𝑄(𝑝 به( 1.1مدل ) و باشدن سازگار استچندک برآورد شده ممکن که  شد 𝛾)  توزییع جملیه توسیط که

                                                           
1 . D’Orey 

2 . Gilchrist  
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,𝑄(𝑝های برآورد شده سازگارند و انتخیاب ندکچ طور طبیعیهاما ب وابسته است، د،شوتعریف می خطا 𝛾) 

 هیای مختلفیی را ، یعنیی تیابع چنیدکاسیت (3.1تر از میدل )خیلی منعطفتابع چندک  ویژگیبه دلیل 

 توان در نظر گرفت.می

و با استفاده از ویژگی توابع چندک که در فصل اول اشیاره  باشدچندک دارای یک توزیع میهر تابع 

های غیر نرمال ( را برای سری زمانی مشاهده کنیم که برای آن با سری1.1)توانیم مدل سره شده است می

پیارامتر میدل چندین روش را برای برآورد ( 2333اند سرو کار داریم. گیل کریست)ف توزیع شدهطکه منع

درسیتنمایی، او روی ایین روش  به دلیل دشیواری روش بیرآورد ماکسییمم ولی ( پیشنهاد داده است1.1)

 ای برای کارهای جدید شود.که در واقع انگیزه تمرکز نکرده است

 MCMCروش مطالعه     3.5

,𝑦1 فرض کنید … , 𝑦𝑛 ( و1.1زمانی مشاهده شیده از میدل )سری  𝛽 = (𝑎∘,… , 𝑎𝑘, 𝜂, 𝛾)بنیابراین باشیند .

,𝑦𝑘+1 درستنمایی شرطیتابع  … , 𝑦𝑛 با شرط،𝑌𝑘 = (𝑦1, … , 𝑦𝑘)𝑇  به صورت زیر است: 

𝐿(𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑛|𝑌𝑘, 𝛽) = 𝑓(𝑦𝑘+1|𝑌𝑘 , 𝛽) × 𝑓 (𝑦𝑘+2| 𝑦𝑘+1, 𝑌𝑘⏟    
𝑌𝑘+1

, 𝛽) × …× 𝑓 (𝑦𝑛| 𝑦𝑛−1, 𝑌𝑛−2⏟      
𝑌𝑛−1

, 𝛽). 

چنیدک  𝑝آن  که در شودچندک می معکوس تابع توزیع یک تابعمعکوس تابع چندک، تابع توزیع است و 

 است، یعنی

𝑄(𝑝) = 𝐹−1(𝑝)       ,    𝐹(𝑝) = 𝑄−1(𝑝) 

𝐹(𝑝) حال اگر در نظر بگیریم = 𝑄−1(𝑝) آنگاه داریم 

𝜕𝐹(𝑝)

𝜕𝑝
=

1

𝜕𝑄(𝑝)
𝜕𝑝

⟹ 𝑓(𝑝) =
1

𝜕𝑄(𝑝)
𝜕𝑝

 

𝑓(𝑦𝑘+1|𝑌𝑘, 𝛽) =
1

𝜕𝑄𝑦𝑘+1(𝑝, 𝛾)
𝜕𝑝

|
𝑝=𝑝𝑡
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 بنابراین 

𝐿(𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑛|𝑌𝑘, 𝛽) = ∏ 𝑓(𝑦𝑡|𝑌𝑡−1, 𝛽)

𝑛

𝑡=𝑘+1

= ∏
1

𝜕𝑄𝑦𝑡(𝑝, 𝛾)
𝜕𝑝

|
𝑝=𝑝𝑡

𝑛

𝑡=𝑘+1

 

,  𝑝𝑡 است، که 𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛 صدق می کند رابطه زیر در 

𝑦𝑡 = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 + 𝜂𝑄(𝑝𝑡, 𝛾)       (4.1) 

 .( به حل عددی نیاز دارد1.1در حالت عادی، معادله )

 :به صورت زیر است 𝛽گاه تابع چگالی پسین آن .تابع چگالی پیشین پارامترها باشد 𝜋(𝛽)فرض کنید 

𝜋(𝛽|𝑌𝑛) ∝ 𝐿(𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑛|𝑌𝑘, 𝛽)𝜋(𝛽),      𝛽 ∈ 𝛺 
گیاه تعرییف شیده باشید، آن 𝛺فضیای روی بیر  مناسیبطیور هب 𝜋(𝛽|𝑌𝑛)فضای پارامتر است. اگر  𝛺که 

 3برای مثال به  چیب و گرینبیرگ .توسعه داده شود ،برآورد پارامترهای مدل برایتواند می MCMC روش

بیه  هسیتینگس-متروپیولیسقیدم زدن تصیادفی  MCMC الگوریتم( را ببینید. در این پایان نامه 3991)

 زیر طراحی شده است. صورت

,𝑝𝑡مقدار واقعی پارامترها و  𝛽اگر فرض کنیم  𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛 با های متناظراحتمال 𝛽  مشیخص

، آنگیاه باشیند 𝛽́با مقدار پیشینهادی  های مشخص شدهاحتمال 𝑝́𝑡 مقدار پیشنهاد شده و 𝛽́ و شده باشند

 :تواند طراحی شودبرای مدل به صورت زیر می MCMCنمونه قدم زدن تصادفی 

a) مقدار پیشنهاد شده تولید 𝛽́ چگالی پیشنهادی از طریق 𝑔(𝛽, 𝛽)́ به طوری که𝛽́ ∈ 𝛺. 

b) ( برای 1.1) معادله𝑝́𝑡  .حل می کنیم 

c)  با احتمال تولید شده پیشنهادیمقدار پذیرش 𝑚𝑖𝑛 (𝐴𝐵,  که در آن (1

𝐴 =
𝜋(𝛽́|𝑌𝑛) 
𝜋(𝛽|𝑌𝑛) 

  , 𝐵 =
𝑔(𝛽́, 𝛽) ∫ 𝑔(𝛽́, 𝛽)𝑑𝛽

𝛺
 ⁄

𝑔(𝛽, 𝛽́) ∫ 𝑔(𝛽, 𝛽́)
𝛺

𝑑𝛽́⁄
. 

                                                           
1 . Greenberg 
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بیه توزییع سازی شده شبیه فومارکزنجیر توزیع  گاه انتظار داریمآن ،اگر نمونه به اندازه کافی بزرگ باشد

 .شودپسین پارامترها همگرا 

فرض نامه شود. در این پایانیک می Bانتگرال موجود در ، آنگاه باشد 𝛺 نیز 𝑔گاه توجه کنید که اگر تکیه

 شوند.شامل می Bها در برای برآورد همه انتگرالکه مدل شبیه سازی  شده

,𝑄(𝑝حالت خاص: برای مثال فرض کنید .3.1مثال  𝛾) بنابراین .تابع چندک نمایی باشد 

𝐹𝑋(𝑥) = 1 − 𝑒
−𝜆𝑥     ,     𝐹𝑋(𝑥) = 𝑝 

1 − 𝑒−𝜆𝑥 = 𝑝    ⇒   𝑒−𝜆𝑥 = 1 − 𝑝 

−𝜆𝑥 = 𝑙𝑛(1 − 𝑝)    ⇒ 𝑥 = −
1

𝜆
𝑙𝑛(1 − 𝑝) 

𝑄(𝑝, 𝛾) = −
1

𝜆
𝑙𝑛(1 − 𝑝) ,       ∘≤ 𝑝 < 1 

,𝑄(𝑝که با فرض این 𝛾)  بازنویسی کرد. توان( را می1.1مدل ) است،نمایی  

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑌𝑡−1) = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 − 𝜂
𝑙𝑛(1 − 𝑝)

𝜆
 

                                        = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 −
𝑙𝑛(1 − 𝑝)

𝛾
,         (5.1) 

𝛾 که در آن، = 𝜆 𝜂⁄  و𝛽 = (𝑎∘, … , 𝑎𝑘, 𝛾). 

,𝑦𝑡شرطی  درستنماییبنابراین  𝑡 = 𝑘 + 1, … , 𝑛   .به صورت زیر است 

𝑄𝑦𝑡(𝑝, 𝛾) = −
𝜂

𝜆
𝑙𝑛(1 − 𝑝)    ,    

𝜕𝑄𝑦𝑡(𝑝, 𝛾)

𝜕𝑝
= −

𝜂

𝜆
(−

1

1 − 𝑝
) =

𝜂

𝜆(1 − 𝑝)
 

𝜕𝑄𝑦𝑡(𝑝, 𝛾)

𝜕𝑝
|
𝑝=𝑝𝑡

=
𝜂

𝜆(1 − 𝑝𝑡)
. 
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𝐿(𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑛|𝑌𝑘, 𝛽) = ∏ 𝑓(𝑦𝑡|𝑌𝑡−1, 𝛽) =

𝑛

𝑡=𝑘+1

∏
1

𝜕𝑄𝑦𝑡(𝑝, 𝛾)
𝜕𝑝

|
𝑝=𝑝𝑡

𝑛

𝑡=𝑘+1

= ∏
𝜆

𝜂
(1 − 𝑝𝑡)

𝑛

𝑡=𝑘+1

= ∏ 𝛾(1 − 𝑝𝑡).

𝑛

𝑡=𝑘+1

 

 :جوابی از معادله زیر است 𝑝𝑡 و

𝑦𝑡 = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 −
𝑙𝑛(1 − 𝑝𝑡)

𝛾
         (6.5) 

 جواب دقیق معادله بالا باشد.تواند می 𝑝𝑡در این مورد خاص 

 :ین پارامترها به صورت زیر باشدیشفرض کنید تابع چگالی پ

𝜋(𝛽) =∏𝜋(𝑎𝑖)𝜋(𝛾)

𝑘

𝑖=∘

 

𝜋(𝑎𝑖)~𝑁(∘, 𝜎̃𝑎𝑖
2 ),     𝜋(𝛾) = 𝛼𝑒−𝛼𝛾. 

𝛺به خوبی روی  سینوزیع پتگاه آن = 𝛺1 × 𝛺2  شود که در آن،میتعریف 

𝛺1 = {(𝑎∘, … , 𝑎𝑘)|𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘 ≤ 𝑦𝑡,    𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛}, 

𝛺2 = (∘,∞). 

 ، کیهندد برای برآورد پارامترهای میدل بکیار بیرده شیونتوانمی MCMCهای تولید شده از الگوریتم نمونه

 کنیم:فرض می جااینباشد در  پذیرانتخاب توزیع پیشنهادی انعطاف

𝑔(𝛽, 𝛽́) =∏𝑔𝑖(𝑎𝑖, 𝑎́𝑖)𝑔𝑘+1(𝛾, 𝛾́)

𝑘

𝑖=∘

 

,𝑔𝑖(𝑎𝑖 در آن که 𝑎́𝑖)~𝑁(𝑎𝑖, 𝜎𝑎𝑖
2 ,𝑔𝑘+1(𝛾و  ( 𝛾́)~𝑁(𝛾, 𝜎𝛾

2). 

هر تابع چگالی سره را می توان در نظر گرفت، چون تابع درستنمایی بیرای  𝜋(𝑎𝑖)که برای از آنجایی

≥∘هر  𝑝𝑡 < 1  , 𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛 همواره کمتر از𝛾𝑛−𝑘 است. برای𝜋(𝛾) تیوزیعی  نیاز به انتخاب ییک

 .داریم ،بسازد توزیع پسین سره که
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 است؟  𝛾𝑛−𝑘ست که چرا تابع درستنمایی همواره کمتر از ا شود اینجا مطرح میحال سوالی که این

∏در جواب باید گفت چون برای تابع درستنمایی داشتیم که  𝛾(1 − 𝑝𝑡)
𝑛
𝑡=𝑘+1 هیاکه چندکو از آنجایی 

>∘ پس ،همواره بین صفر و یک هستند (1 − 𝑝𝑡) <  شود.می 𝛾𝑛−𝑘ضرب بالا همواره کمتر از لو حاص 1

 کاربردها    4.5

دهییم. مثال واقعی شرح میی دوسازی شده و نرمال را با یک مثال شبیهغیر اتورگرسیو مدل ،این بخشدر 

 است. آلمان 2اکسد سهامو  3آب دریاچه هورونهای اساس مثال واقعی روی مجموعه داده

𝑘 شده  فرض سازیشبیهدر قسمت مثال برای  =  :گاه داریم. آنباشد2

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑦𝑡−1) = 𝑎∘ + 𝑎1𝑦𝑡−1 + 𝑎2𝑦𝑡−2 −
𝑙𝑛(1 − 𝑝)

𝛾
         (7.5) 

∘𝑎 در ابتدا فرض شده = − ∘/6، 𝑎1 =∘/3، 𝑎2 =∘/6، 𝛾 = 𝑦1و  1/6 = 𝑦2 بیا ایین  باشیند. ∘=

 حیذف نمیودنبیا  سیپس و شیده اسیتسازی شبیه( را 1.1از مدل ) 9233زمانی به طول سری ،فرضیات

اطلاعات فرض شده جا در این .داشت ندخواهاز مدل  233زمانی به طول ، سریسریاین  داده اول 9333

𝜎̃𝑎𝑖مقادیر  با را پیشین , 𝑖 =∘ 𝜎̃𝑎𝑖بیه صیورت تصیادفی ، کیه کننید مشیخص 𝛼و  1,2, = 𝛼و  10 =∘/5 

مقیادیر آغیازین  جیابیرای مقیادیر دیگیر میا دارای نتیایج خیلیی مشیابه هسیتیم. در ایین .ندوشیانتخاب 

(𝑚𝑖𝑛
1≤𝑡≤𝑛

𝑦𝑡,∘,∘, 𝛾∘)  که است شدهانتخاب ،𝛾∘ یشیننمونه تصادفی از توزیع پ  𝛾دهد نشان می که این است

مقیادیر انجیام شیده، برای شبیه سازی جا در این .قرار دارندتوزیع پسین  𝛺گاه که مقادیر آغازین در تکیه

∘/2−)ابتدایی   د.نشومی (11/∘,∘,∘,11

تیابع خیود  و (𝑎𝑐𝑓) 3خود همبستگیتابع سازی شده با نمودارهای های شبیهزمانی دادهنمودار سری

  در شکل زیر آمده است. (𝑝𝑎𝑐𝑓) 2همبستگی جزیی
                                                           

1 . Lake Huron 

2 . CAX 
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-متروپیولیسقیدم زدن تصیادفی  MCMCالگیوریتم برآورد پارامترهای مدل از برای ( 2339کای)

را با اسیتفاده از اطلاعیات  ایداده 23333نمونه در ابتدا یک  کار. برای اینکرده استاستفاده  هستینگس

را از توزیع  𝛽́،هستندکه مقادیر واقعی  𝛽 استفاده ازبه این صورت که با ، کرده استاجرا داده شده  پیشین

ی هانمونه از کل نمونه، اول داده 33333 با داغیدن سپس ،نموداجرا  داده شده 𝛽 نرمال با میانگین عناصر

هر پیارامتر دارای برای آوری شده جمع های، به طوری که نمونهنمودذخیره مرحله  13 هر دررا  باقیمانده

 .شوندرا انتخاب می9951 ,… ,1,51,101هایداده د، یعنینباش 233طول 

                                                                                                                                                                                 
1 . AutoCorrelation Function 

2 . Partial AutoCorrelation Function 

تابع  سازی . )ج( نمودارسری شبیه تابع خودهمبستگی سازی . )ب( نمودارزمانی سری شبیه)الف( نمودار سری3.1شکل

 سازی.سری شبیهخودهمبستگی جزیی 

 )ب( )الف(

 )ج(
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که خطوط عمودی ، دهداز این الگوریتم را نشان می های جمع آوری شده استنمونه 3بافت نگار 2.1شکل 

پارامترها را نشان  برآورد بیزیپارامتر و خطوط عمودی خط تیره  واقعیدهنده وضعیت مقادیر بسته نشان 

 ای قرار دارند.به خوبی بین پسین حاشیهپارامتر  واقعیکه مقادیر  شودمشاهده میدهد. می

 

 سازیبرای هر پارامتر در مطالعه شبیه آوری شدههای جمعها نمونهبافت نگار 2.1شکل

 شده به صورت  برازشبنابراین مدل 

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑌𝑡−1) = − ∘/6 ∘ 27 +∘/2958𝑦𝑡−1 +∘/6 ∘ 66𝑦𝑡−2 −
𝑙𝑛(1 − 𝑝)

1/6125
           (8.5) 

هیا در برای تاثیر چندکاست.  واقعیخیلی مشابه مدل  که مدل برازش شده فرماییدملاحظه می .شودمی

بیا  (8.1)شده  برازشو مدل  (1.1) واقعیمدل  های شرطیکه چندک 3.5شکل سری زمانی مورد نظر به 

                                                           
1 . Histogram 
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𝑝 بالااز پایین به به ترتیب که های چندک =∘/∘ در ، دهیددست آمده را نشان میهب 995/∘,95/∘,5/∘,5

بیه های زمانی در هیر نقطیه زمیانی دارای چیولگی واضح است که توزیع شرطی سریشود. گرفته مینظر 

 یم.شتاست و این چیزی است که انتظار داراست 

 

 ترتیب از پایین به بالاکه به (8.1)و مدل برازش شده  (1.1) واقعیهای شرطی مدل چندک 1.1شکل

 𝒑 =∘/∘ 𝟓,∘/𝟓,∘/𝟗𝟓,∘/𝟗𝟗𝟓 

و بیه شیده اسیت  پیشینهاد( 2331)کیانکر  که توسیطنیمه پارامتری  مدل ، از(7.5)مدلمتناظر با 

 باشد استفاده شده است:صورت زیر می

𝑞𝑦𝑡|𝑌𝑡−1
𝑝 = 𝑎∘

𝑝 + 𝑎1
𝑝𝑦𝑡−1 + 𝑎2

𝑝𝑦𝑡−2          (9.5) 

 ،ایین میدل کیهجیایی از آن هسیتند.وابسیته  𝑝مقیادیر  بیهپارامترها  در آنشود مشاهده می کههمانطور 

مشابه زمانی شبیه سازی شده در سری (9.1)پارامتری نیمه مدلتوان از می ،داردمله خطا نج به وابستگی

 استفاده نمود.نیز 
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 زمییانی مییین چنییدک شییرطی سییریا 𝑝کییردن  بییرازشبییرای  𝑅 از نییرم افییزار آمییاری( 2339کییای)

𝑝که در آن د استفاده کرسازی شده شبیه =∘/∘ های شرطی چندک 1.1است. شکل 995/∘,95/∘,5/∘,5

 دهد.تر( نشان می)منحنی روشن( 9.1) و مدل نیمه پارامتری( )منحنی مشکی( 1.1واقعی )مدل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 و. هسیتندهای شرطی دو میدل خیلیی مشیابه ، چندکباشدکوچک خیلی 𝑝  وقتی که نماییدشاهده میم

واقیع ایین . در شودمیبزرگ های شرطی خیلی ، تفاوت بین دو چندکخیلی نزدیک یک شود 𝑝وقتی که 

-به صفر یا یک نزدیک شود داده هایشرهیافت 𝑝پارامتری است، زیرا وقتی  یکی از مشکلات رهیافت نیمه

 های برآورد شده نامطلوب هستند.، بیشتر چندکبه برآورد کردن پارامترها نیستندها قادر 

𝒑)الف(تر( متناظر با )منحنی روشن 9.1شده برازش)منحنی مشکی( و مدل  1.1های شرطی از مدل چندک 1.1شکل =∘

/∘ 𝒑)ب(  𝟓 𝒑 )ج(  𝟓/∘= 𝒑 )د( 𝟗𝟓/∘= =∘/𝟗𝟗𝟓 

 )الف(

 )ج( )د(

 )ب(
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𝑘های مرتبهرا برای  (1.1)شده  برازشمدل  =∘ سازی شده در نظر های شبیهداده مشابه  1,2,3,4,

. اگیر میدل یا نه هستواقعی مدل قادر به تشخیص ها مرتبه با اینکه آیا  شودمشاهده تا  شده استهگرفت

 ها استاندارد شده باشد، آنگاه انتظار خواهیم داشت که باقیمانده مناسبشده  برازش

𝑒𝑡 = 𝛾(𝑦𝑡 − 𝑎∘ − 𝑎1𝑦𝑡−1 −⋯− 𝑎𝑘𝑦𝑡−𝑘),    𝑡 = 𝑘 + 1,… , 𝑛 

𝑄(𝑝)از توزیع نمایی با نرخ واحد تعریف شده به صورت  = −𝑙𝑛 (1 − 𝑝) .پیروی کند 

در  ،𝑒𝑡،های استاندارد شیده از باقیمانده ،های نمونهبنابراین باید انتظار داشت که نقاط روی نمودار چندک

 نرخ واحد به طور تقریبی در میان خط راست قرار دارد.با های توزیع نمایی مقابل چندک

دهد. شده مختلف نشان می برازشهای برای مدل (𝑞𝑞 𝑝𝑙𝑜𝑡3)نمودار چندک در مقابل چندک  1.1شکل 

𝑘های با مرتبه ها مدلکه برای این مجموعه داده شودمشاهده می =∘ 𝑘های با مرتبه از مدل 1, = 2,3,4 

𝑘های با د. به هر حال برای مدلنشواجرا میبدتر  ≥ خیلی مشیابه بیه نظیر  چندک-های چندکنمودار 2

پارامترهیا  توسط بکیارگیری بیرآورد بییزی (𝐴𝐼𝐶) 2مقادیر محاسبه شده معیار آکایک با بررسید. نرسمی

کمتیرین دارای  2مدل مرتبهکه  شده استمشاهده  (ی) 1.1شکلبا توجه به و  شده برازشر مدل برای ه

 واقعییدر حقیقیت مرتبیه  موضوع است کیهدهنده این نشانهر مدل دیگر است و  نسبت به آکایکمقدار 

  .بود در نظر گرفتهدرست از ابتدا مدل را 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 . Quantile-Quantile plot 

2 . Akaike Information Criterion 

 ∘)الف( مرتبه=

 2)ج( مرتبه=  1)د( مرتبه= 

 3)ب( مرتبه= 
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 زمانیکاربردهای واقعی سری 1.4.5

  1875-1771های ن طی سالوهای سطح آب دریاچه هورداده

 3811-3912هیای ن کیه طیی سیالوهای مربوط به سطح آب دریاچیه هیوردر این بخش از داده

تیابع و  خودهمبسیتگیتیابع  کنییم. نمیودار سیری زمیانی و نمیوداراستفاده میی ،گیری شده استاندازه 

ن خیلیی وکه سری زمانی دریاچیه هیور شدایم. مشاهده نشان داده 1.6را در شکل  خودهمبستگی جزیی

 باشد.می 3.1مشابه ساختار همبستگی شکل 

 

 

 

 

 

 

 سازیاز مطالعات شبیه های برازش شدهچندک و )ی( مقادیر آکاییک مدل-)ه( نمودار چندک-)الف( 1.1شکل

 )الف( 

   )ج(

 )ب( 
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 .  نودریاچه هورسری زمانی  تابع خودهمبستگی . )ب( نمودار نودریاچه هورسری زمانی )الف( نمودار سری 6.1شکل

 .نودریاچه هورسری زمانی  تابع خودهمبستگی جزیی )ج( نمودار

بیرای نمود و برازش  k=1,2,3,4در ابتدا یک دنباله از مدل برای سری زمانی با مرتبه ( 2339کای)

نمونیه اول،  313333و سیپس بیا داغییدن  کیردای را اجیرا مرحله 113333هر مدل برازش شده، نمونه 

. در ایین شیتداده دا 13333، یعنی بیرای هیر پیارامتر نمودداده ذخیره 33های باقیمانده را در هر نمونه

 چنیدک-چنیدکنمودار و  شوندرا بررسی می آکایکدیر مقا شودبرای اینکه مدل صحیح شناسایی مرحله 

میدل بیا  ،هیر دو ،چنیدک-چندکنمودار و  آکایککه  شد. مشاهده شده استرسم  های برازش شدهمدل

هیای ودار بافیت نگیار نمونیهبنابراین فقط نمد. نباشدهندکه دارای بهترین مدل میرا پیشنهاد می 1مرتبه 

. منحنیی ه شیده اسیتنشیان داد 1.1باقیمانده استاندارد در شکل  چندک-چندکبندی شده و مجموعه 

محل قرار گرفتن مقادیر پارامتر برآورد شده که میانگین نمونه است پیوسته، نمودار چگالی و خط عمودی 

 دهد. مدل برازش شده به صورترا نشان می

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑌𝑡−1) = 1/238 + 1/187𝑦𝑡−1 −∘/537𝑦𝑡−2 +∘/345𝑦𝑡−3 −
𝑙𝑜𝑔 (1 − 𝑝)

∘/767
           (10.5) 

 است و مدل نیمه پارامتری متناظر با آن به صورت 

𝑞𝑦𝑡|𝑌𝑡−1
𝑝 = 𝑎∘

𝑝 + 𝑎1
𝑝𝑦𝑡−1 + 𝑎2

𝑝𝑦𝑡−2 + 𝑎3
𝑝𝑦𝑡−3          (11.5) 

 

𝑝 های شرطی برازش شده برای. چندکاست =∘/∘ نشان  8.1در شکل  995/∘,95/∘,75/∘,5/∘,25/∘,5

دوبیاره ( 33.1میدل)های شرطی برآورد شده روی چندک ناسازگارو انتظار داریم که رفتار  ه شده استداد

 اتفاق بیافتد.

 

 

 )ب( )ج( )الف(
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𝒑برازش شده برای)از پایین به بالا(  های شرطیچندک 8.1شکل =∘/∘ مدل  )الف( از  𝟗𝟗𝟓/∘,𝟗𝟓/∘,𝟕𝟓/∘,𝟓/∘,𝟐𝟓/∘,𝟓

 تر سری زمانی دریاچه هورون هستندهای تیرهکه منحنی (33.1)مدل )ب( و  (33.1)

-روی کیفیت مدل برازش شده را نشان می هاکبرخی ش 1.1شکل  چندک-چندکنمودار توجه کنید که 

برای  و ایناجرای بهتری دارد  همچنان (33.1مدل ) ،دهد. به هر حال در مقایسه با رهیافت نیمه پارامتری

 تحقیقات بیشتر تائید کننده است.

)ی( نمودارهای چگالی بافت نگار)منحنی پیوسته( و مقادیر -های مدل )ب(چندک باقیمانده-)الف( نمودار چندک 1.1شکل 

 های دسته بندی شدههای عمودی تیره( نمونهپارامتر برآورد شده)خط

 )الف(

 )ب(
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را بیرای میدل بیرازش شیده  𝑦33و  𝑦7تابع چندک شرطی برآورد شده ( 2339کای)برای اطلاعات بیشتر 

 انید و این دو نقطه بطیور تصیادفی انتخیاب شیده که( در نظر گرفت 33.1( و مدل نیمه پارامتری )33.1)

و 𝑌6روی  بیه ترتییبهیا بنابراین شرط مشابهی برآورد کنیم. tرا برای هر 𝑦𝑡  توانیم تابع چندک شرطیمی

𝑌32  برآورد تابع چندک 𝑦7  و𝑦33 نشان داده  9.1و نمودار تابع چندک در شکل  در نظر گرفته شده است

( 33.1تیر توسیط میدل )( و منحنیی نیازک33.1تر تابع چندک توسط میدل)شده است که منحنی کلفت

 .بدست آمده اند

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 شاخص سهام اروپا

تر از ( و  منحنی کلفت33.1)تر از مدل ،که منحنی باریک (𝒚𝟑𝟑 و )ب𝒚𝟕 (توابع چندک شرطی برآورد شده )الف 9.1شکل

 اند( بدست آمده33.1مدل )

p 

 )الف(

p 

 )ب(
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 ءجز 3998تا شش ماه دوم سال  3993سال شش ماه دوم شاخص سهام در اروپا طی بررسی قیمت روزانه

داکیس  شیاخصهیای بررسی داده طور ویژه بهبه (2339کای) .باشدمی 𝑅در نرم افزار های استاندارد داده

توسیط ارزش سیهام در بیورس اوراق بهیادار برگشیت سیود ین معیار برای اندازه گییری ترکه رایج ،آلمان

بدان معنی که هیر گونیه سیود و  شان استاین شاخص مبتنی بر عملکرد .پرداخته است ،است فرانکفورت

هیای بررسی شاخص ایین سیهام طیی سیال رایب .تاثیرگذار است محاسبه نهایی شاخص درحوادث دیگر 

ای از رسم شده است. دنباله 33.1کل در ش که در نظر گرفته شده 133طول  بهزمانی سری 3996-3991

 شیده اسیت. بیرازشبهتیرین میدل  k=4کیه  شیدنموده و مشاهده  برازشزمانی سریاین  هب (1.1)مدل 

 MCMC روشآوری شیده از های جمعنمونه بافت نگارها و چندک از باقیمانده-نمودار چندک 33.1شکل

. بنیابراین میدل هستندشده دهنده وضعیت مقادیر پارامتر برآورد، که خطوط عمودی نشاندهندنشان می

 زیر است: به صورتشده  برازش

𝑄𝑦𝑡(𝑝|𝑌𝑡) =∘/756 +∘/944𝑦𝑡−1 +∘/343𝑦𝑡−2 +∘/25𝑦𝑡−3 −∘/571𝑦𝑡−4 −
𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑝)

∘/∘ 11
          (12.5) 

( 32.1شده ) برازشمدل  بر اساس. شده استدادهنشان 32.1شده در شکل  برازشهای شرطی چندککه 

  د.نوردست آبه 𝑦401 با شرط را 𝑌400 تبیینی یک مرحله جلوترتابع چندک  ستندوانت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )ب( )الف(

 )ج(
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)ج( نمودار  داکس آلمان از سری  تابع خودهمبستگی )ب( نمودار داکس آلمانزمانی از سری سری)الف( نمودار  33.1شکل

 آلمان داکساز سری  تابع خودهمبستگی جزیی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

های )و( نمودارهای چگالی بافت نگار )منحنی-(. )ب(32.1های مدل)باقیمانده چندک-چندک )الف( نمودار  33.1شکل

  آوری شدههای جمعهای عمودی( از نمونهپارامترهای برآورد شده )خطپیوسته( و مقادیر 

 )ب( )الف(

 )ج(

 )ب( )الف(

 )ی( )ه( )د(

 )ج(

 )و(
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خیط عمیودی پیوسیته وضیعیت مقیادیر دهد که در آن را نشان می 𝑦401تابع چگالی شرطی  31.1شکل 

نقطه چین به ترتیب متناظر با میانگین پیش بینی شده و میانه های خط تیره و خطمشاهده شده واقعی و 

 د. نده( را نشان می32.1مدل برازش شده)پیش بینی شده 

 

 

نرمیال بیا تیابع چنیدک غییر خیود برگشیتزمانی سری بندیبرای مدل رهیافت بیزیز انامه، پایان در این

 ازی و سیمطالعه شیبیهبود که با  با رهیافت نیمه پارامتری قابل مقایسه رهیافتاین  شده است کهستفاده ا

  .آن پی بردیمعملکرد به خوب بودن ، زمانی واقعیسری

التی که پارامتر مقیاس از میدل زمانی غیر خطی و حهای سری برای تواناین روش در آینده میاز 

 رو بیه جلیوبینیی هیای پییشد. به علاوه روشنشوهای زمانی نیز بستگی دارد، توسعه داده مقادیر سری به

 هیای زمیانیجدید نیز به توسعه سیرید، روش ن( به توسعه در آینده نیاز دار1.1) مرحله چندگانه از مدل

 د.نمتغیره نیاز دارچند

 

 تر( به ترتیب از پایین به بالاهای شرطی برازش شده )منحنی روشنچندک 32.1شکل

𝒑 =∘/∘  زمانی واقعیو منحنی مشکی سری 𝟗𝟗𝟓/∘,𝟗𝟓/∘,𝟕𝟓/∘,𝟓/∘,𝟐𝟓/∘,𝟓

 𝒚𝟒𝟎𝟏 تابع چگالی شرطی پیشگویانه 31.1شکل 



 

 

 

 

 

 

 
 MCMCی مارکف هزنجیرروش مونت کارلو با : پیوست الف

 برای تقریب کمیت 

𝜃 = 𝐸(𝑋) = ∫ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑆

 

 

 فصل پنجم

 ضمايم

 

 پیوتت



                                                
پیوست                 
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𝜃𝑀𝐶       و استفاده از 𝑓(𝑥)به روش مونت کارلو، با استخراج مشاهدات مستقل و هم توزیع، از چگالی  =

1

𝑛
∑ ℎ(𝑋𝑖)
𝑛
𝑖=1   کمیتθ زنیم. اما استخراج نمونه از چگالیرا تقریب می 𝑓(𝑥) مشکل اساسی روش مونیت

 . حیالمعرفی کردتوان میرد را –باشد. برای این کار دو روش معکوس تابع توزیع و روش پذیرشکارلو می

-زنجییر ودیتهای کمتری داشته باشید. دربه دنبال روش قدرتمندی برای استخراج نمونه هستیم که محد

گاه با تکیه 𝑓(𝑥)هدف توان الگوریتمی را معرفی کرد که به کمک آن از چگالی میارگودیک،  مارکوفهای 

S  ارگودیک با توزیع ایستای حیدی  مارکوفی هزنجیرنمونه استخراج کرد. برای این کار، لازم بود که یک

شیمارا  و ییا از هیر  Sداشته باشیم بطوریکه از هر سطر ماتریس احتمال انتقالات در حالیت 𝑓(𝑥) یکتای 

,𝑘(𝑥چگالی 𝑦)  برای ،𝑥 ∈ 𝑆  ثابت، در حالتS مارکوفی هزنجیر نمونه تولید کرد. به علاوه ناشمارا بتوان 

توان یک این است که چگونه می مسألهتحویل ناپذیر، نامتناوب و زمان برگشت پذیر ارگودیک است. حال 

 Sبیر  𝑓(𝑥)تحویل ناپذیر، نامتناوب و زمان برگشت پذیر با توزیع ایستای حدی یکتای  مارکوفی هزنجیر

های هسیته احتمیال انتقیالات بتیوان ماتریس احتمال انتقالات و یا چگالیطوریکه از سطرهای به ساخت 

 نمونه تولید کرد.  

ای را برای اسیتخراج ییک هزنجیر، چنین (𝑀𝐶𝑀𝐶) مارکوفهای زنجیردر واقع روش مونت کارلو با 

روش( و با استخراج نمونیه، روش مونیت کیارلو  مارکوفی هزنجیرساخته )بخش  𝑓(𝑥)ی تقریبی از نمونه

نشان داد که قانون اعداد بیزرگ  مارکوفبرد. میها به کار )بخش مونت کارلو روش( را برای تقریب کمیت

ی نمونه، باز هم برقرار است. بنیابراین در بخیش مونیت کیارلو روش، چنانچیه از مارکوفدر حالت وابستگی 

ی دست آمده چشم پوشی و فرض کنیم که مشاهدات میا وابسیتههمشاهدات بتقریبی بودن توزیع کناری 

تیوان روش مونیت ی قانون اعداد بزرگ میاست آنگاه با پشتوانه 𝑓(𝑥)ند و توزیع کناری آنها شای بمارکوف

ها به کار برد. لذا بخش مونت کارلو روش با پذیرش یک تقریب سر راست است. کارلو را برای تقریب کمیت
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تحویل ناپذیر، نامتناوب و زمان برگشت پذیر با چگالی ایسیتای  مارکوفی هزنجیراصلی ساختن  مسألهاما 

 باشد. می 𝑀𝐶𝑀𝐶 مارکوفی هزنجیر، یعنی بخش 𝑓(𝑥)حدی یکتای 

و نمونیه  هسیتینگز -شده اسیت: الگیوریتم متیروپلیس ارایهای دو الگوریتم هزنجیربرای تولید چنین 

 گیری گیبز       

  هستینگس-الگوریتم متروپولیس

، پس از سه 𝑋(𝑡)، با داشتن مشاهده Sبر  𝑔(𝑦|𝑥)ی احتمال انتقالات این الگوریتم با انتخاب یک هسته

دسیت آوردن سیایر هدهد. بدین منظور به ییک مقیدار اولییه بیرای بیرا به ما می 𝑋(𝑡+1)گام، مشاهدی 

 مشاهدات نیاز داریم:

t=∘ ،𝑋(𝑡)در زمان  = 𝑥(∘)  را از توزیع ابتدایی دلخواه𝛱(∘)  با چگالی𝜋(∘)(𝑥) کیه بیر ،S  تعرییف

𝑓(𝑥(∘))شده است، با این شرط که  (∘)𝑥توان ، تولید کند. البته می∘< ∈ 𝑆 را با شرط 𝑓(𝑥(∘)) ، به ∘<

 با چگالی Sدلخواه انتخاب کرد که معادل است با انتخاب یک توزیع بر 

𝜋(∘)(𝑥(∘)) = 1  ;   ∀𝑦 ∈ 𝑆, 𝑦 ≠ 𝑥(∘)   ∶   𝜋(∘)(𝑦) =∘ 

𝑋(𝑡)حال با داشتن  = 𝑥(𝑡) الگوریتم مقدار ،𝑋(𝑡+1) کند: را بصورت زیر تولید می 

.)𝑔را از چگالی  ∗𝑋مقدار پیشنهادی  .3 |𝑥(𝑡)) کنیم.تولید می 

,𝑅(𝑢را که بصورت  هستینگز -نسبت متروپلیس .2 𝑣) =
𝑓(𝑣)𝑔(𝑢|𝑣)

𝑓(𝑢)𝑔(𝑣|𝑢)
تعریف شده اسیت، را  

,𝑥(𝑡))برای  𝑋∗) یعنیکنیممحاسبه می ، 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗) . 

1. 𝑋(𝑡+1) کنیم:را بصورت زیر انتخاب می 

  با احتمال𝑋(𝑡+1) = 𝑋∗  ;    𝑚𝑖𝑛 {1, 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗)} 

  با احتمال𝑋(𝑡+1) = 𝑥(𝑡)  ;    1 − 𝑚𝑖𝑛 {1, 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗)} 



                                                
پیوست                 

 

  94 

 

کنیم. لذا این الگوریتم با د، تکرار مییدست آهاین الگوریتم را تا زمانی که تعداد مشاهدات مورد نیاز ب

 دهد. ما می زنجیریک  (∘)𝑥ی با احتمال ، و مقدار اولیهSبر  𝑔(𝑦|𝑥)ی احتمال انتقالات انتخاب هسته

 توجه   

  مقدار با احتمال𝑋∗ گوییم چون در گیام سیوم شود، مقدار پیشنهادی میرا که گام یک تولید می

 شود.پذیرفته یا رد می

   چگالی شرطی𝑔(𝑦|𝑥) را که آن مقادیر پیشنهادی𝑋∗   را با داشتن𝑥(𝑡) کنیم، چگیالی تولید می

 گوییم.پیشنهادی می

 هستینگز -نسبت متروپلیس 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗) شود. زییرا مقیدار پیشینهادی همواره تعریف می𝑋∗ =

𝑥∗ شود که تنها وقتی تولید می𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑔(𝑥(∗)|𝑥(𝑡))و  ∘< >∘ . 

 دست آمده با این روش بدیهی است زیرا هب زنجیربودن  مارکوف𝑋(𝑡+1)  تنها به𝑋(𝑡) .بستگی دارد 

  بیه انتخیاب چگیالی پیشینهادی زنجییرتحویل ناپذیری و نامتناوب بودن 𝑔(𝑦|𝑥)  .بسیتگی دارد

ناپذیر و دست آمده از الگوریتم تحویل هی بهزنجیرطوری انتخاب شود که در نهایت  𝑔(𝑦|𝑥)بنابراین باید 

 نامتناوب باشد.

  همواره برقرار است. زنجیرزمان برگشت پذیری 

 ایی است  𝑔(𝑦|𝑥)پیدا کردن  مسأله هستینگس-متروپولیسدر الگوریتم 

𝑥اولاً برای هر  ∈ 𝑆  ثابت قابل نمونه گیری باشد 

 ی حاصل از الگوریتم ارگودیک باشد. هزنجیرثانیاً باعث شود 

مناسب باید مید نظیر قیرار داد. واضیح  𝑔(𝑦|𝑥)های دیگری را نیز برای انتخاب علاوه بر اینها، ملاک

ای زنجیرباشند. به عنوان مثال  𝑓(𝑥)ی ی خوبی از جامعهاست که مشاهدات حاصل از الگوریتم باید نمونه

تکراری و شود که خیلی از آنها می 𝑓(𝑥)کند، منجر به مشاهداتی از که بیشتر مقادیر پیشنهادی را رد می
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را به خیوبی نشیان دهید. همچنیین  𝑓(𝑥)ی تواند پراکندگی جامعهثابت هستند و بنابراین این نمونه نمی

شود کیه بسییار پراکنیده می 𝑓(𝑥)ی مقادیر پیشنهادی را بپذیرد، منجر به مشاهداتی از ای که همهزنجیر

شیود بیرای ثیر گذاشته، باعث میتا 𝑓(𝑥)بوده و این در سرعت همگرایی توزیع مشاهدات به توزیع حدی 

ی قابل قبول، مشاهدات بسیار زیادی را بیا الگیوریتم تولیید کنییم. لیذا انتخیاب دست آوردن یک نمونههب

𝑔(𝑦|𝑥)  حیاتی است. اجراهای عملی این الگوریتم نشان داده  هستینگس-متروپولیسمناسب در الگوریتم

 اند.بخش مناسب، نتایج بسیار رضایت 𝑔(𝑦|𝑥)که با انتخاب 

کرد. بلکه باید با توجه به ساختار  ارایهمناسب  𝑔(𝑦|𝑥)ای برای انتخاب توان قاعدهدر حالت کلی نمی

را  𝑔(𝑦|𝑥)مناسب،  𝑔(𝑦|𝑥)های انتخاب ها و ملاک، و با در نظر گرفتن شرطSگاه آن و تکیه 𝑓(𝑥)چگالی

در پی حل آنهیا هسیتیم. در آمیار  MCMCبندی مسائلی است که با روش انتخاب کرد. بهترین کار دسته

ی پسیین، خواهیم میانگین پسیین، میانیهبیشترین کاربرد این روش در استنباط بیزی است. وقتی که می

، بیا هیاحاصیل از تعرییف ایین کمییت ه کنیم، اما در حل معمول انتگرالهای پسین و ... را محاسباحتمال

 .بسیار کارساز است حداقل در این مورد خاص 3های مستقلزنجیریم. استفاده از هستمشکل روبرو

 های مستقلزنجیرو  هستینگز -الگوریتم متروپلیس 

𝑔(𝑦|𝑥)طوری انتخاب شود که داشته باشییم:  𝑔(𝑦|𝑥)، هستینگز -در الگوریتم متروپلیس = 𝑔(𝑦) کیه ،

ی قبلی مستقل از مشاهده ∗𝑋است، در اینصورت هر مقدار پیشنهادی Sچگالی یک توزیع بر  𝑔(𝑥)در آن 

𝑥(𝑡)  از𝑔(𝑥) باشد. ی حاصل از الگوریتم مستقل میهزنجیرشود. لذا تولید می 

 به فرم زیر است:  هستینگز -با این انتخاب، نسبت متروپلیس

𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗) =
𝑓(𝑋∗)𝑔(𝑥(𝑡))

𝑓(𝑥(𝑡))𝑔(𝑋∗)
 

                                                           
1 . Independent Chains 
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𝑥به علاوه اگر برای هر  ∈ 𝑆  که𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)، داشته باشیم: ∘< حتماً تحویل ناپیذیر  زنجیرآنگاه  ∘<

باشد. بنابراین در این حالیت دیگیر می 𝑓(𝑥)و نامتناوب بوده، لذا ارگودیک با چگالی ایستای حدی یکتای 

از الگوریتم نبوده، بلکیه کافیسیت  ی حاصلهزنجیرنیازی به چک کردن تحویل ناپذیری و نامتناوب بودن 

 صدق کند.  𝑔(𝑥)شرط فوق در مورد 

 قدم زدن تصادفی زنجیرو  هستینگز -الگوریتم متروپلیس

𝑔(𝑦|𝑥)طوری انتخاب شود که داشته باشیم:  𝑔(𝑦|𝑥)، هستینگز -در الگوریتم متروپلیس = 𝑔(𝑦 − 𝑥) ،

𝑔(𝑦که در آن  − 𝑥)  چگالی یک توزیع برS اگر چگالیاست .𝑔  ،میارکوف  زنجییرحول صفر متقارن باشد

 متناظر با آن، یک فرآیند قدم زدن تصادفی است. 

 به فرم زیر است:  هستینگز -با این انتخاب، نسبت متروپلیس

𝑅(𝑥(𝑡), 𝑋∗) =
𝑓(𝑋∗)

𝑓(𝑥(𝑡))
 

,𝑥(𝑡))معنیی کیه بیرای ییک جفیت مفیروض نوابسته نیست. بیه ایی 𝑔احتمال پذیرش به  𝑋∗) احتمیال ،

هیای مختلیف های مختلیف منجیر بیه دامنیه𝑔ها با هم یکسان است، اما انتخاب از همه توزیع ∗𝑋پذیرش

  های پذیرش متفاوت خواهد شد.ها و در نتیجه نرخ∗𝑋مقادیر برای

 نمونه گیری گیبز

𝜃برای تقریب  = 𝐸(𝑋) = ∫ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑆

هیای معمیول نتیوان به روش مونت کارلو وقتی که با روش 

 زنجییرروشی عمیومی بیرای تولیید ییک  هستینگز -استخراج کرد، الگوریتم متروپلیس 𝑓(𝑥)ای از نمونه

تیوان بیه عنیوان را میی زنجییرهای این باشد که تحققمی 𝑓(𝑥)ارگودیک با چگالی ایستای حدی یکتای 

احتمیال ی فرض کرد. اما اجرای این الگوریتم زمانی امکان پذیر است که هسیته 𝑓(𝑥)ای تقریبی از نمونه
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انتقالات )چگالی پیشنهادی( مناسبی را برای تولید یک مشاهده به شرط داشیتن مشیاهده قبلیی، داشیته 

 کرد.  ارایهای برای انتخاب توزیع پیشنهادی توان قاعدهباشیم. اشاره شد که بطور کلی نمی

هیای خیواهیم حیل کنییم، الگیوریتممیی MCMCمسائلی که بیه روش  بر اساسبنابراین بهتر است 

بندی کنییم. میثلاً در الگیوریتم ها را دستههای تولید شده با این الگوریتمزنجیرمخصوصی را طرح کرده و 

توان با این الگیوریتم تولیید کیرد، هایی که میزنجیرانواع  بر اساسبندی ه، یک دستهستینگز -متروپلیس

 های مستقل است.زنجیر

 کنیم: طرح می مسألهای، الگوریتم دیگری را برای حل این مسألهحال با طرح 

𝑿−𝑖     ،𝑿فرض کنیم = (𝑋1, … , 𝑋𝑝)~𝑓(𝑥) کنیم:را تعریف می 

𝑿−𝑖 = (𝑋1, … , 𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖+1, … , 𝑋𝑝)  ;   𝑖 = 1,… , 𝑝 

𝑿 )بردار = (𝑋1, … , 𝑋𝑝) یبا حذف مولفه𝑖 ام(. همچنین برای𝑖 = 1, … , 𝑝توزیع شرطی ،𝑋𝑖|𝑿−𝑖 = 𝒙−𝑖   

 گیریم.را در نظر می 𝑓(𝑋𝑖|𝑥−𝑖)با چگالی 

𝜃خواهیم می = 𝐸(𝑋) = ∫ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑆

هیای را به روش مونت کارلو تقریب بزنیم، اما بیه روش 

𝑖نمونه استخراج کنیم. چنانچه برای  𝑓(𝑥)توانیم از معمول نمی = 1, … , 𝑝 ،𝑓(𝑥𝑖|𝒙−𝑖)  طوری باشد کیه

، الگیوریتم زییر بیا (∘)𝑥ی بتوان از آن نمونه تولیید کیرد، آنگیاه بیا انتخیاب وضیعیت اولییه 𝒙−𝑖با داشتن 

 : کردتولید توان میرا  𝑿(𝑡+1)، 𝑿(𝑡)داشتن

 کنیم.را انتخاب می𝒙(𝑡) یهایک ترکیب از مولفه (3

𝑋𝑖برای  (2
∗ ،𝑖 = 1,… , 𝑝  را از𝑓(𝑥𝑖|𝒙−𝑖

(𝑡)
∗𝑿تولید کرده، تا  ( = (𝑋1

∗, … , 𝑋𝑝
 دست آید.هب (∗

𝑿(𝑡+1): دهیمقرار می (1 = 𝑿∗ 

  توجه
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  این الگوریتم را گیبز برای تقریب یک انتگرال در فیزیک پیشنهاد کرده است و به همیین

 خاطر به نمونه گیری گیبز یا الگوریتم گیبز مشهور است.

 آید، دست میهالگوریتم باین ای که با زنجیر{𝑿(𝑡)}
𝑡≥∘

تنهیا  𝑿(𝑡+1)است زییرا  مارکوف، 

 وابسته است.  𝑿(𝑡)به 

  در گام دوم به جای اینکه𝑿∗  از𝑓(𝒙|𝒙(𝑡))  تولید شود، با تولیدp ی مولفه𝑋𝑖
 ∗𝑿بردار   ∗

تاثیر نداشیته باشید، در گیام اول از  ∗𝑿ها بر تولید آید. برای اینکه ترتیب تولید مولفهدست میهب

ایین ترتییب  بیر اسیاسیکی را انتخیاب و گیام دوم را  𝑿(𝑡)های جایگشت ممکن از مولفه !pبین 

 !𝑝بیر  را کنیم. به همین دلیل در برخی از موارد ابتیدا ییک توزییع احتمیالانتخاب شده اجرا می

کنند: یک جایگشت را از توزیع در نظر گرفته، گام اول را چنین بیان می 𝑿(𝑡)های جایگشت مولفه

کنیم. سپس گام دوم را با این ترتیب تولید تولید می 𝑿(𝑡)های های مولفهتعریف شده بر جایگشت

 کنند.شده اجرا می

  گوییم.ترتیب انتخاب شده در گام اول را یک سیکل می بر اساساجرای گام دوم 

  برای یک سیکل خاص، درi ی سییکل الگیوریتم بیا داشیتن امیین مرحلیه𝑿(𝑡) مقیدار ،

∗𝑿پیشنهادی  = (𝑥1
(𝑡)
, … , 𝑋𝑖

∗, … , 𝑥𝑝
(𝑡)
𝑔𝑖(𝒙را از چگالی پیشنهادی  (

∗|𝒙(𝑡)) کند. که تولید می

 در آن: 

𝑔𝑖(𝒙
∗|𝒙(𝑡)) = {

𝑓(𝒙𝑖
∗|𝒙−𝑖

(𝑡))  ;    𝒙−𝑖
∗ = 𝒙−𝑖

(𝑡)

∘      ; سایر نقاط   
 

,𝑅(𝒙(𝑡)در این حالت  𝒙∗) =
𝑓(𝑥∗)𝑔(𝑥(𝑡)|𝑥∗)

𝑓(𝑥(𝑡))𝑔(𝑥∗|𝑥(𝑡))
≡ شیود. پذیرفته می ∗𝑿، یعنی مقدار پیشنهادی1

توان الگوریتم فوق تشکیل شده است و می هستینگز -الگوریتم متروپلیس 𝑝بنابراین هر سیکل از 

 . در نظر گرفت هستینگز -را حالت خاصی از متروپلیس
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 دانیم که می𝑓(𝑥𝑖|𝒙−𝑖) = 𝑐𝑖𝑓(𝒙) که در آن ،𝑐𝑖
−1 = ∫𝑓(𝒙−𝑖)𝑑𝒙−𝑖 . چنانچه در ایین

مجهیول باشید، چیون هیر  𝑐𝑖یعنیی :  3ها نرمال نشده باشد 𝑖برای برخی از  𝑓(𝑥𝑖|𝒙−𝑖)الگوریتم 

اسیت، مشیکلی بیرای اجیرای  هسیتینگز -الگیوریتم متیروپلیس 𝑝 سیکل در الگوریتم متشکل از 

 الگوریتم نخواهیم داشت.

 ی اول پیشنهادی برای بهبود عملکرد این الگوریتم، در یک سیکل وقتی که مولفه𝑋1
بیا  ∗

𝑋2ی دوم پیشنهادی تولید شد، مولفه 𝑿(𝑡)داشتن 
𝑔𝑖(𝒙را از  ∗

∗|𝑥1
(𝑡+1)

, 𝑥2
(𝑡)
, … , 𝑥𝑝

(𝑡)
به جیای  (

𝑔𝑖(𝑥
∗|𝑥1

(𝑡)
, 𝑥2
(𝑡)
, … , 𝑥𝑝

(𝑡)
هیا تیا کامیل شیدن تولید کرده و به همین ترتیب برای سایر مولفیه (

𝑥𝑖سیکل از مقدار جدید 
(𝑡+1)  به جای𝑥𝑖

(𝑡) کنیم.استفاده می 

 شیود تحوییل ناپیذیر، نامتنیاوب و زمیان ی که با این الگوریتم تولید میمارکوفی هزنجیر

 MCMCبرگشت پذیر و در نتیجه ارگودیک بوده، بنابراین این الگوریتم نیز یکی از ابزارهای روش 

 است

                                                           
𝑓: ℜتابع   3 → ℜ  3تابع چگالی است اگر ) ∀𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 0  2 )∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

ℜ
در شرط اول صدق کند و  𝑓. اگر 

∫بدانیم  𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞
ℜ

 گوییمرا یک چگالی نرمال نشده می f، آنگاه 
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Abstract 

 Quantile regression a complete description of conditional dependence of Y on the 

explanatory variables. In ordinary regression model the dependence of conditional mean of 

response variable Y on explanatory variable X is checked. Parameters estimation in 

quantile regression is based on an asymmetric loss function and calculates in the same way 

of least square methods. The idea of Bayesian quantile regression employing a likelihood 

function that is based on the asymmetric laplace distribution. Binary and tobit quantile 

regression can both be viewed as linear quantile regression with a latent continuous 

response which is incompletely observed. Normally the time series of error is considered 

normal. In this thesis the assumption of non gausian of the error and have used it as a 

semi-parametric  exponential function category considered when we set  abnormal changes 

proposed and the simulation data sets describe building and two real series.   
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