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چͺیده
عمده�ای بخش است. کان-هیلیارد معادله عددی تقریب در عمده بخش دو شامل پایان�نامه این
کان- معادله به�عنوان که مͬ�باشد، نویزها به�وسیله شده مختل کان-هیلیارد معادله با رابطه در کار از

است. شده شناخته هیلیارد-کوک
محدود المان روش از استفاده با فضا متغیر به نسبت� را کان-هیلیارد-کوک-خطͬ معادله بخش اولین در
وینر فرایند کوواریانس عملͽر روی بر مناسب فرضیات از استفاده با و کرده، گسسته�سازی استاندارد
بخش است. تحلیلͬ نیم�گروه�های اساس بر تحلیل و تجزیه مͬ�کنیم. اثبات آن�را قوی همͽرایͬ برآورد

است. معادله برای خطایͬ کران�های محاسبه کار از عمده�ای
موجود نظم و یقین به� قریب� وجود مͬ�کنیم. بررسͬ را غیرخطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله دوم بخش در
مناسب فضایͬ تقریب ͷی استاندارد محدود المان روش از استفاده با مͬ�دهیم. نشان را جواب�ها در
ثابت ١ به ͷنزدی دلخواه احتمال از مجموعه�ای برروی کردن بهینه به�منظور را خطا برآورد و معرفͬ

مͬ�کنیم. اثبات را شده شناخته نرخ بدون قوی همͽرایͬ همچنین مͬ�کنیم.



୏وردگارا...
ثمره که بسته�شان پینه دست�های برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را مویشان مͬ�توانم نه

عمرم ثانیه�های و باشم گزارشان شͺر لحظه هر که ده توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من افتخار برای تلاش

بͽذارم. �بودنشان دست عصای در را

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



ৎقد৤م৮ଘدرБЗرদواروما඼ෙय़భباৣم
و مشͺلات بلای سپر را خود و خریدند جان به را سختͬ�ها گذشتند، خواسته�هایشان از که فرشته�ای دو آن

برسم. ایستاده�ام آن در اکنون که جایͽاهͬ به من تا کردند ناملایمات

وৎقد৤مऒଘواଽوୀاభم
است. من آرامش مایه صفایشان و شادی�بخش وجودشان که



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

مس�فروش، علͬ دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه ابن�جا در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعا که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

ग़۱۳۹۱࠳ઍوଓرণ࣎ਖی



مطالب فهرست

١ مقدماتͬ تعاریف ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم�گروه�ها بر نͽرشͬ ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کان-هیلیارد معادله ٢.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه ٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر فرایند ١.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ انتͽرال ٢.٣.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات ٣.٣.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۴.٣.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ پیچش ۵.٣.١

١١ کان�هیلیارد معادله ٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کان-هیلیارد معادله�ی الͽوی تشͺیل ١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنواخت حالت�های ١.١.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷدینامی ٢.١.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی نرمال ٣.١.٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف تابع ۴.١.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͽال کان-هیلیارد معادله�ی ۵.١.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب�ها وجود ٢.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلͬ گروه نیم ͷی ٢.٢.٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تͺامل معادله از چͺیده�ای ٣.٢.٢

ج



چ مطالب فهرست

٢۵ خطͬ کان�هیلیارد�کوک معادله برای محدود المان تقریب ٣

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͺیده ١.٣

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�نیازها ٢.٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد ٣.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کان-هیلیارد معادله�ی خطͬ تقریب ۴.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۵.٣

۵۴ غیرخطͬ کان�هیلیارد�کوک معادله برای محدود المان تقریب ۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͺیده ١.۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�نیازها ٢.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ٣.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�ها ١.٣.۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه نیم ٢.٣.۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدود المان�های روش ٣.٣.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر فرایند ۴.٣.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ پیچیدگͬ ۵.٣.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرونوال لم ۶.٣.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای کران�هایͬ ٧.٣.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کان-هیلیارد-کوک معادله ۴.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته مساله ١.۴.۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدود المان مساله ٢.۴.۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعͬ لیاپانوف ٣.۴.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب بودن منظم ۵.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا برآورد ۶.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . قطعͬ -هیلیارد کان معادله برای خطا برآورد ١.۶.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ هیلیارد - کان معادله برای خطا برآورد ٢.۶.۴

٧٩ مراجع

٨٠ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه



ح مطالب فهرست

٨٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف

زیر دوتایͬ سیال ͷی جداسازی فرایند توصیف به که است، ͷریاضͬ-فیزی معادله ͷی کان-هیلیارد معادله

مͬ�شود. تقسیم متفاوت غلظت�های با سیال دو به خودکار طور به که مͬ�پردازد، بحرانͬ دمای

معروف تصادفͬ کان-هیلیارد معادله نیز و کان-هیلیارد معادله عددی تقریب �مطالعه به پایان�نامه، این در

است: زیر پیش�نیازهای به احتیاج کار این برای مͬ�پردازیم. کان-هیلیارد-کوک معادله به

نیم�گروه�ها نظریه •

کان-هیلیارد معادله •

هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه •

نیم�گروه�ها بر نͽرشͬ ١.١

توسط ١ باناخ فضای در مقادیری با اول، مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات مطالعه به نیم�گروه�ها نظریه

مختلف، شاخه�های در گسترده�ای کاربردهای دارای روش این مͬ�پردازد. نامحدود احتمالا خطͬ عملͽرهای

است. دیͽر موارد بسیاری و تقریب نظریه ،ͷهارمونی تحلیل و تجزیه مانند

ͷی ،X باناخ فضای برروی کراندار خطͬ عملͽرهای از {E(t)}t≥٠ خانواده گروه٢). (نیم ١.١.١ تعریف

اگر مͬ�شود نامیده خطͬ عملͽرهای از نیم�گروه

همانͬ)، (عملͽر E(٠) = I .١

نیم�گروه). (خاصیت E(t+ s) = E(t)E(s), ∀s, t ≥ ٠ .٢
١Banach space
٢semigroup



٢ مقدماتͬ تعاریف .١

اگر مͬ�شود نامیده پیوسته قویا نیم�گروه، ͷی

lim
t→٠+

E(t)x = x ∀x ∈ X.

به�صورت که است نیم�گروه ͷی از ͷکوچ بͬ�نهایت مولد ͷی ،G خطͬ عملͽر

Gx = lim
t→٠+

E(t)x− x

t
,

نیم�گروه باشد. موجود آنها برای بالا حد که است x ∈ X همه فضای D(G) تعریف دامنه مͬ�شود، تعریف

مͬ�شود. داده نمایش نیز E(t) = etG با

به�علاوه مͬ�شود، نامیده C٠-نیم�گروه اغلب ،X روی کراندار خطͬ عملͽرهای از پیوسته قویا نیم�گروه�

مͬ�شود. نامیده ٣ انقباضات از نیم�گروه ͷی باشد، ∥ E(t) ∥≤ ١ ، t ≥ ٠ برای اگر

داخلͬ ضرب با H = L٢(D) درفضای بͬ�کران عملͽرخطͬ ͷی به�عنوان را −∆ پایان�نامه این در

{λj}∞j=٠ ویژه مقادیر عملͽر این برای مͬ�گیریم. درنظر همͽن نویمن مرزی باشرط ،∥.∥ نرم و ⟨., .⟩ استاندارد

به�صورت را

٠ ≤ λ٠ < λ١ ≤ ... ≤ λj , λj → ∞,

زیر را Ḣ مͬ�کنیم. فرض ثابت، را φ٠ یعنͬ ویژه تابع اولین و بوده، {φj}∞j=٠ ویژه متعامد توابع با متناظر که

زیر به�صورت است ثابت�ها بر عمود که H از فضایͬ

Ḣ = {v ∈ L٢ : ⟨v, ١⟩ = ٠},

دامنه با را A = −∆ خطͬ عملͽر مͬ�گیریم. درنظر Ḣ به H از ۴ متعامدی نͽاشت را P و

D(A) = {v ∈ H٢ ∩H :
∂v

∂n
= ٠ on ∂D},

حقیقͬ، و s ≥ ٠ برای |v|s = ∥A
s
٢ v∥ نرم� با را Ḣs = D(A

s
٢ ) طیفͬ نظریه از استفاده با و کرده، تعریف

به�صورت را G = −A٢ توسط شده تولید ،e−tA٢ نیم�گروه مͬ�گیریم. درنظر آن روی

e−tA٢
v =

∞∑
j=٠

e−tλ٢
j ⟨v, φj⟩φj .

تابع ͷی به�عنوان مͬ�توان را e−tA٢ یعنͬ است، تحلیلͬ و پیوسته قویا نیم�گروه ͷی که درنظرمͬ�گیریم،

است: شده بیان زیر لم در که مͬ�شود مهمͬ خواص ایجاد باعث که داد، توسعه t از ۵ ͷهولومورفی
٣semigroup of contractions
۴orthogonal projection

مجموعه در مقادیری با است تابع ͷی مختلط صفحه از باز زیرمجموعه�ای :(holomorphic function)ͷهولومورفی ۵تابع
دارد این بر دلالت و است مختلط مشتق�پذیری از قویتر شرط بودن ͷهولومورفی دارند. مختلط مشتق نقطه هر در که مختلط اعداد

شود. داده نشان تیلورش سری با مͬ�تواند و است مشتق�پذیر بار بینهایت تابع که



٣ کان-هیلیارد معادله .٢.١

آنͽاه باشد، −A٢ توسط شده تولید نیم�گروه
{
e−tA٢}

t≥٠ اگر .٢.١.١ لم

∥ Aβe−tA٢
v ∥≤ Ct−β/٢ ∥ v ∥, t > ٠, β ≥ ٠,∫ t

٠
∥ Ae−τA٢

v ∥٢ dτ ≤ C ∥ v ∥٢ .

کان�هیلیارد معادله ٢.١

نیست، صورتهمͽن به معمولا آمده به�دست جامد مͬ�شود، سرد به�سرعت دوتایͬ همͽن آلیاژ ͷی هنͽامͬ�که

از جمعͬ بخش ͷی در که است شده تشͺیل بخش دو از تنها که است دانه�ریز ساختاری دارای درعوض اما

مͬ�شود. بیان تجزیه�برگشت�پذیر به�عنوان همͽن حالت از دانه�ریز ساختار ͷی توسعه متفاوت�اند. آلیاژ اجزای

غلظت�های با دوتایͬ آلیاژ از V نمونه ٨ آزاد انرژی برای رابطه�ای ٧ هیلیارد و ۶ کان ،١٩۵٨ سال در

ͬͽبست نیز c مشتقات به بلͺه c(x) به تنها نه آزاد انرژی که کردند فرض آنها کردند. معرفͬ c(x) متفاوت

به�صورت را آزاد انرژی سیستم، کل برای و دارد

F = NV

∫
V
(F (c) + κ|∇|٢) dV, (١.١)

یͺنواخت، مرکب آلیاژ از مولͺول هر آزاد انرژی F حجم، درواحد مولͺولها NVتعداد آن در که کردند تعریف

است. cB > cA که cB و cA غلظت�های با ماده دو دارای F تابع است. ماده از ͬͺکوچ معمولا ثابت κ و

به�صورت کان-هیلیارد معادله تعادل حالت ،r متوسط غلظت از استفاده با

٢κ∆c− F ′(c) = λ, inV, (٢.١)
∂c

∂n
= ٠, on ∂V, (٣.١)

است. ∂V نرمال n و r غلظت به مربوط لاگرانژ ضریب λ لاپلاس، عملͽر ∆ که است

است چیزی همان این و است، شده بیان [١] در c(x, t) تعادل عدم حالت تͺامل بر حاکم اصلͬ معادله

هیلیارد - کان معادله عنوان به که
∂c

∂t
= ∇.M∇(F ′(c)− ٢κ∆c), inV, (۴.١)

مرزی شرایط با
∂c

∂n
=

∂∆c

∂n
= ٠, on ∂V, (۵.١)

است. مربوطه آلیاژ سازنده�ی اتم نوع دو ٩ تحرک M مثبت مقدار است. شده بیان
۶J. Cahn
٧J. Hilliard
٨free energy
٩mobility



۴ مقدماتͬ تعاریف .١

فرم به را هیلیارد - کان معادله پایان�نامه این در

ut − ϵ∆wdt = ٠, inD × [٠, T ],

w +∆u− f(u) = ٠, inD × [٠, T ], (۶.١)
∂u

∂n
=

∂w

∂n
= ٠, on ∂D × [٠, T ],

u(٠) = u٠, inD,

مͬ�شود: تبدیل زیر به�صورت� ١٠ اختلال افزودن با معادله این مͬ�گیریم. نظر در ut = ∂u
∂t که

du− ϵ∆wdt = dW inD × [٠, T ],

w +∆u− f(u) = ٠ inD × [٠, T ], (٧.١)
∂u

∂n
=

∂w

∂n
= ٠ on ∂D × [٠, T ],

u(٠) = u٠ inD,

هستند. f(s) = s٣ − s و d = ١, ٢, ٣ ،Rd در کراندار دامنه D آن در که

،H و D(A) تعریف از بااستفاده کار، این برای مͬ�نویسیم. عملͽری قالب در را (۶.١) معادله پایان در

به�صورت مͬ�توان را (۶.١) معادله

ut −A٢u = −Af(u), t > ٠, (٨.١)

u(٠) = u٠,

ثابت نقطه معادله معادل که نوشت

u(t) = e−tA٢
u٠ −

∫ t

٠
e−(t−τ)A٢

Af(u(τ)) dτ.

به�طوری�که است، H روی e−tA٢ تحلیلͬ نیم�گروه از بͬ�نهایت مولد ͷی −A٢ است.

e−tA٢
v =

∞∑
j=١

e−tλ٢
j ⟨v, φj⟩φj + ⟨v, φ٠⟩φ٠

= e−tA٢
Pv + (I − P )v.

هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه ٣.١

قضایای و تعاریف از برخͬ بنابراین مͬ�کنیم، استفاده آن خواص و تصادفͬ انتͽرال�گیری از پایان�نامه این در

مͬ�کنیم: بیان زیر در اثبات بدون را ١١ تصادفͬ انتͽرال�گیری
١٠noise
١١stochastic integrals



۵ هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه .٣.١

زیر از مجموعه��ای ،Ω روی F σ-جبر ͷی باشد، ناتهͬ مجموعه� ͷی Ω کنید فرض .١.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که است Ω مجموعه�های

،Ω ∈ F .١

،f c = Ω−F fکه c ∈ F آنͽاه باشد f ∈ F اگر .٢

.
∞
∪
i=١

fi ∈ F آنͽاه f١, f٢, . . . , fn ∈ F اگر .٣

کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که است P : F → Ω تابع ،(Ω,F) احتمال اندازه .٢.٣.١ تعریف

،P(Ω) = ١,P(∅) = ٠ .١

آنͽاه باشند مجزا دو به دو مجموعه�های A١,A٢, . . . ,An ∈ F اگر .٢

P(∪∞
i=١Ai) =

∞∑
i=١

P(Ai) .

احتمال اندازه ͷی P : F → [٠, ١] و σ-جبر ͷی F دامنه، Ω که (Ω,F ,P) مجموعه� .٣.٣.١ تعریف

مͬ�گوییم. احتمال فضای ͷی را، است

(Ω,F ,P, {Ft}t⩾٠) فضای مͬ�گوییم، ١٢ فیلتریشن ͷی را {Ft}t⩾٠ σ-جبرهای از دنباله�ای تعریف٣.١.۴.

مͬ�گوییم. فیلتریشن به مجهز احتمال فضای ͷی را

به�صورت E(w) ریاضͬ امید باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای در تصادفͬ متغیر ͷی w اگر .۵.٣.١ تعریف

E(w) =

∫
Ω
w dP

مͬ�شود. تعریف

وینر فرایند ١.٣.١

اگر مͬ�شود نامیده ١٣ Q−وینر فرایند ͷی {W (t)}t≥٠ U−مقدار تصادفͬ فرایند ͷی .۶.٣.١ تعریف

W (٠) = ٠ .١

است. ͬͽپیوست مسیرهای دارای ١۴ همه�جا تقریبا ،{W (t)}t≥٠ .٢
١٢filtration
١٣Q-Wiener process
١۴almost surely(a.s)



۶ مقدماتͬ تعاریف .١

تصادفͬ متغیرهای یعنͬ دارد، مستقل رشدهای {W (t)}t≥٠ .٣

W (t١),W (t٢)−W (t١), · · · ,W (tn)−W (tn−١),

هستند. مستقل هم از ٠ ≤ t١ < t٢ < · · · < tn−١ < tn ≤ T تمام ازای به

که به�این�صورت هستند گوسͬ رشدها این .۴

P ◦ (W (t)−W (τ))−١ = N(٠, (t− τ)Q), ٠ ≤ τ < t.

W (t) باشد. {γk}∞k=١ متناظر ویژه مقادیر با Q برای مشخص یͺه متعامد پایه ͷی {ek}∞k=١ فرضکنیم

شͺل به� را

W (t) =

∞∑
k=١

γ
١
٢
k βk(t)ek,

فضای به متعلق سری این هستند. مقدار حقیقͬ مستقل ١۵ براونͬ حرکات βk آن در که مͬ�کنیم تعریف

است. L٢(Ω,H)

با U هیلبرت فضای روی ١۶ خودالحاق و مثبت معین نیمه کراندار، خطͬ عملͽر ͷی Q کنید فرض

{W (t)}t∈[٠,T ] و بوده ١٧ تفͺی�ͷپذیر هیلبرت فضاهای H و U کنید فرض باشد. Tr(Q) < ∞ ویژگͬ

باشد، {Ft}t∈[٠,T ] نرمال فیلتریشن به نسبت (Ω,F , P ) احتمالͬ فضای روی U−مقدار Q−وینر فرایند ͷی

.[١١] است ثابت T > ٠ به�طوری�که

تصادفͬ انتͽرال ٢.٣.١

فرایند کند. مشخص را U → H کراندار خطͬ عملͽرهای از فضایͬ L(U,H) کنیم فرض .٧.٣.١ تعریف

به�صورت [٠, T ] از افرازی اگر نامند، ١٨ مقدماتͬ را L(U,H) در مقادیری با
{
Φ(t)

}
t∈[٠,T ]

٠ = t٠ < t١ < ... < tN = T, N ∈ N

به�طوری�که باشد موجود

Φ(t) =

N−١∑
m=٠

Φm١(tm,tm+١](t), t ∈ [٠, T ],

آن در که

است، پذیر اندازه Ftm قوی طور به Φm : (Ω,F) → L(U,H) .١
١۵Brownian motions
١۶selfadjoint
١٧separable Hilbert spaces
١٨elementary



٧ هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه .٣.١

باشد. L(U,H) در متناهͬ مقدار ͷی دارای فقط Φm .٢

مͬ�شود. داده نمایش E با مقدماتͬ فرایندهای خطͬ فضای

با را تصادفͬ انتͽرال Φ ∈ E برای .(١٩ Itô (انتͽرال ٨.٣.١ ∫تعریف t

٠
ΦdW :=

N−١∑
n=٠

Φn(∆Wn(t)), t ∈ [٠, T ],

آن در که ،[١١] مͬ�شود مشخص

∆Wn(t) = W (tn+١ ∧ t)−W (tn ∧ t), t ∧ s = min(t, s).

نامند هیلبرت-اشمیت عملͽر را ، T ∈ L(U,H) عملͽر هیلبرت-اشمیت٢٠). (عملͽرهای ٩.٣.١ تعریف

باشد: برقرار زیر رابطه ،U فضای در {ek}k∈N یͺه متعامد پایه برای هرگاه
∞∑
k=١

∥ Tek ∥٢< ∞.

اسͺالر ضرب با که مͬ�کند تعریف L٢(U,H) به�وسیله را خطͬ فضای ͷی هیلبرت-اشمیت، عمͽرهای فرم

مͬ�شود. تبدیل هیلبرت فضای به ∥ T ∥HS= (

∞∑
k=١

∥ Tek ∥٢
H)

١
٢ نرم و ⟨T, S⟩HS =

∞∑
k=١

⟨Tek, Sek⟩H

با را T خطͬ عملͽر ٢١ اثر .١٠.٣.١ یادآوری

Tr(T ) =

∞∑
k=١

⟨Tek, ek⟩

مͬ�دهیم. نمایش

خطͬ و کراندار مثبت، معین نیمه خودالحاق، Q : U → U ٢٢ کوواریانس عملͽر که مͬ�کنید ملاحظه

اگر است. Q−وینر عملͽر W (t) کنید فرض همچنین است.

E

∫ t

٠
∥ T (s)Q

١
٢ ∥٢

HS ds < ∞.

فرایندهای انتͽرال�های از L٢(Ω,H) روی حد ͷی به�عنوان را
∫ t

٠ T (s)dW (s) تصادفͬ انتͽرال مͬ�توان

است: [١١] ٢٣ ایزومتری ویژگͬ تصادفͬ انتͽرال مهم ویژگͬ کرد. تعریف مقدماتͬ

ایزومتری). (ویژگͬ ١١.٣.١ گزاره

E
∥∥∥ ∫ t

٠
T (s)dW (s)

∥∥∥٢
= E

∫ t

٠

∥∥∥T (s)Q ١
٢

∥∥∥٢

HS
ds. (٩.١)

١٩ Itô integral
٢٠Hilbert-Schmidt operators
٢١trace
٢٢covariance operator
٢٣Isometry property



٨ مقدماتͬ تعاریف .١

تصادفͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات ٣.٣.١

تصادفͬ اختلال ͬͽآشفت اثرات درآنها که مختلفمهندسͬ مسایل در ٢۴ (SDE)ͬتصادف دیفرانسیل معادلات

فرایندهای و احتمال با آشنایͬ نیازمند ها، SDE کامل فهم دارد. وجود مͬ�شود، بررسͬ سیستم ͷی روی بر

مͬ�باشد. پیشرفته تصادفͬ

به�فرم انتشار فرایند ͷی اینجا در

dXt = b(t,Xt) + σ(t,Xt)dBt, (١٠.١)

توصیف را هستند بورل اندازه�پذیر توابع σij(t, x) و bi(x, t)، ١ ≤ j ≤ r و ١ ≤ i ≤ d برای آن در که

مͬ�کنیم.

شرط با (Ω,F , P ) احتمالͬ فضای روی ،(١٠.١) SDE قوی جواب قوی٢۵). جواب ) ١٢.٣.١ تعریف

به�طوری�که: است پیوسته ساده رشدهای شامل که است {Xt}t≥٠ فرایند ͷی ،X٠ اولیه

شده داده تعدیل ،ξ اولیه شرط و B براونͬ حرکت از شده تولید ٢۶ شده�ي تͺمیل فیلتریشن با Xt .١

مͬ�شود. داده نمایش Ft با و است

P (X٠) = ١ .٢

دارد: وجود همه�جا تقریبا زیر شرط ،١ ≤ j ≤ r و ١ ≤ i ≤ d هر و ٠ ≤ t < ∞ هر ازای به .٣∫ t

٠
|bi(τ,Xτ )|+ σ٢

ij(τ,Xτ )dτ < ∞.

است: برقرار نیز شرط این .۴

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(τ,Xτ )dτ +

∫ t

٠
σ(τ,Xτ )dBτ .

تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۴.٣.١

اختلالͬ افزودن با که است دیفرانسیل یͷمعادله ،SPDE ٢٧ تصادفͬ مشتقاتجزیͬ با دیفرانسیل معادلات

باشد. شده تغییر دچار

نرمال فیلتریشن با منطبق U−مقدار، Q−وینر فرایند ͷی {W (t)}t∈[٠,T ] کنید فرض .١٣.٣.١ تعریف

شͺل به (SPDE) تصادفͬ جزیͬ دیفرانسیل معادلات باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای روی ،{Ft}t∈[٠,T ]

٢۴Stochastic differential equation
٢۵Strong solution
٢۶augmented filtration
٢٧Stochastic partial differential equation



٩ هیلبرت فضای در تصادفͬ تحلیل و تجزیه .٣.١

است: زیر

dX(t) =
(
AX(t) + f(t)

)
dt+BdW (t), ٠ < t < T, (١١.١)

X(٠) = X٠,

هستند: برقرار� زیر فرض�های به�طوری�که

کراندار خطͬ عملͽرهای از گروه) (C٠−نیم پیوسته قویا نیم�گروه مولد که است خطͬ عملͽر ͷی A .١

مͬ�باشد، {E(t)}t≥٠

،B ∈ L(U,H) .٢

است، ٢٨ بوخنر انتͽرال�پذیر مسیرهای با پیش�بینͬ، قابل H−مقدار فرایند ͷی {f(t)}t∈[٠,T ] .٣

است. F٠−اندازه�پذیر H−مقدار، تصادفͬ متغیر ͷی ζ .۴

(١١.١) برای ضعیف جواب ͷی ،{X(t)}t∈[٠,T ] H−مقدار فرایند ضعیف٢٩). (جواب ١۴.٣.١ تعریف

و باشد ٣١ همه�جا تقریبا −P بوخنر انتͽرال�پذیر مسیرهای دارای ، ٣٠ پیش�بینͬ قابل −H هرگاه است،

⟨X(t), η⟩ = ⟨X٠, η⟩+
∫ t

٠

(
⟨X(s), A∗η⟩+ ⟨f(s), η⟩

)
ds

+

∫ t

٠
BdW (s), P − a.s., ∀η ∈ D(A), t ∈ [٠, T ].

مسأله برای خفیف جواب ͷی ،X(t) پیش�بینͬ قابل U−مقدار فرایند خفیف٣٢). (جواب ١۵.٣.١ تعریف

هرگاه است، (١١.١)

X(t) = E(t)X٠+

∫ t

٠
E(t−s)f(s)ds+

∫ t

٠
E(t−s)B(X(s))dW (s), P −a.s., ∀t ∈ [٠, T ].

مͬ�باشند. تعریف خوش شده ظاهر انتͽرال�های خاص حالت در

است (١١.١) برای قوی جواب ͷی ، {X(t)}t∈[٠,T ] مقدار −H فرایند قوی٣٣). (جواب ١۶.٣.١ ∫تعریف T
٠ ∥AX(t)∥dt < ∞ همه�جا، تقریبا −PT X(t, ω) ∈ D(A) باشد، پیش�بینͬ قابل −H فرایند ͷی هرگاه

و باشد همه�جا تقریبا −P

X(t) = X٠ +

∫ t

٠
(AX(s) + f(s))ds+

∫ t

٠
BdW (s), P − a.s, ∀t ∈ [٠, T ].

٢٨Bochner integrable trajectories
٢٩Weak solution
٣٠H-predictable
٣١P-almost surely
٣٢Mild solution
٣٣Strong solution



١٠ مقدماتͬ تعاریف .١

.∥B∥٢
HS = Tr(BQB∗) < ∞ اگر تنها و اگر است شده تعریف

∫ t
٠ BdW (s) انتͽرال

است: زیر شͺل به تصادفͬ کان-هیلیارد معادله خاص حالت در

dX(t) +A٢X(t)dt+Af(X(t))dt = dW (t), t > ٠,

X(٠) = X٠ (١٢.١)

جواب مͬ�توان نیم�گروه�ها روش از استفاده با است. Ḣ به H از متعامد تصویر P و A = −∆ آن در که

نوشت: زیر شͺل به را (١٢.١) معادله خفیف

X(t) = E(t)X٠ −
∫ t

٠
E(t− s)Af(X(s))ds+

∫ t

٠
E(t− s)dW (s), (١٣.١)

است. −A٢ توسط شده تولید نیم�گروه {E(t)}t≥٠ =
{
e−tA٢}

t≥٠ آن در که

مͬ�کنیم. بررسͬ غیرخطͬ و f ≡ ٠ خطͬ، درحالت را (١٢.١) معادله نامه پایان این در

تصادفͬ پیچش ۵.٣.١

فضای H,Uبه�عنوان برای مقدار، −L(U,H) توابع روی بر ٣۴ تصادفͬ پیچش بردن به�کار با پایان�نامه این در

تصادفͬ کوک هیلیارد کان معادله برای جواب بودن فرد به منحصر و وجود مطالعه به تفͺی�ͷپذیر، هیلبرت

است تصادفͬ پیچش ͷی (١٣.١) در آخر عبارت مͬ�پردازیم.

WA(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

dW (s)

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) +

∫ t

٠
⟨dW (s), φ٠⟩φ٠

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) + ⟨W (t), φ٠⟩φ٠.

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) + (I − P )W (t). (١۴.١)

٣۴Stochastic convolution



٢ فصل

کان�هیلیارد معادله

بحرانͬ دمای زیر دوتایͬ آلیاژ ͷی فاز جداسازی فرایند ͷی به�عنوان ١٩۵٨ سال در کان-هیلیارد معادله�ی

پلیمر، ͷدینامی جریان میͺروفیلم�ها، ͷدینامی مانند دیͽر زمینه�های از بسیاری در زمان آن از شد. مطرح

معادله از اخیرا است. شده استفاده معادله این از تصویر پردازش و جمعیت ͷدینامی بیوفیلم�ها، ساختار

مدلͬ عنوان به کهͺشان�ها شͺل�گیری نظریه�ی در نیز و ستاره ͷدینامی مدل نانوتͺنولوژی در کان-هیلیارد

زمینه�ی در تنها نه کان-هیلیارد معادله�ی لذا مͬ�کنند. استفاده کهͺشانͬ بین مواد جزء دو تͺامل برای

الͽودهͬ مانند بزرگ، ساختارهای برخͬ مدل�سازی در بلͺه دارد کاربرد ͷکوچ بسیار ساختارهای مدل�سازی

که آنجایͬ از مͬ�رود. به�کار نیز مͬ�شود دیده زحل سیار محور حول B حلقه درون که خاصͬ ویژگͬ�های

ریاضیدانان و مهندسان دانشمندان، از بسیاری است، کاربردی برنامه�های از گسترده�ای تنوع دارای معادله این

پیشرو مدل�های از ͬͺی منزله�ی به کان-هیلیارد معادله�ی خلاصه، به�طور دارند. معادله این به ویژه�ای علاقه

مͬ�رود. کار به مخلوط ͷایزوتروپی هم�دما، فاز جداسازی مطالعه برای

کان�هیلیارد معادله�ی الͽوی تشͺیل ١.٢

یͺنواخت حالت�های ١.١.٢

مͬ�آید. به�دست سیستم کردن سرد وسیله�ی به و سرعت به فاز ͷیͺتف مولفه�ای، دو سیستم�های از بسیاری در

را است T١ حرارت درجه دارای یͺنواخت) (به�طور یͺسان بازه�های در که مولفه�ای دو سیستم ͷی اگر لذا

پایین و بالا در متفاوت غلظت دو به سیستم آنͽاه برسد، T٢ حرارت درجه به تا کنیم سرد کافͬ اندازه�ی به

آید. به�دست انرژی آرگومان�های با مͬ�تواند سیستم�ها رفتار از شناختͬ پدیدار توصیف ͷی مͬ�شود. تقسیم

F (c, T ) ١ آزاد انرژی T > Tc برای به�طوری�که دارد وجود Tc بحرانͬ دمای ͷی که است براین ما ادعای
١free energy



١٢ کان-هیلیارد معادله .٢

و شده برابر دو آزاد انرژی T < Tc برای که حالͬ در است. c غلظت با واحد تابع ͷی صورت به سیستم،

مͬ�شود. متفاوت غلظت دو تابع

(طبق برسد T٢ دمای به تا مͬ�شود سرد که هنͽامͬ بود، T١ دمای در یͺسان فواصل در که سیستمͬ

غلظت در ͬͺی سیستم، دو به سیستم، مͬ�شود باعث که مͬ�کند پیدا درونͬ انرژی (ͷترمودینامی دوم قانون

شود. جدا cB غلظت در دیͽری و cA
واحد هر به�ازای F (c) آزاد انرژی کنید فرض بͽیرید. نظر در T < Tc دمای در را سیستم بهتر، عبارت به

باشد. ٢.٢ و ١.٢ شͺل در شده داده نشان محدب/مقعر شͺل دارای همͽن فضایͬ سیستم، از حجم
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١٣ کان-هیلیارد معادله�ی الͽوی تشͺیل .١.٢

و cA نقاط است. مقعر دیͽر جای در و است محدب csA < c < csB فاصله� در F دقیق�تر، صورت به

است. شͺل با حا�یل مماس برخورد محل cB
است؛ شده داده نشان ٣.٢ شͺل در f(c) = F ′(c) مشتق

...

u

.

F̃ (u)

.
f̃(u)

.
M

.

µ

.

١

.

−١

.

S

F̃ (u) = ١
۴u

٢(u٢ − ٢) + c و f̃(u) = u٣ − u :٣.٢ شͺل

�مͬ�آید: به�دست زیر رابطه�ی از ناهمͽن فضایͬ سیستم آزاد انرژی

F(c) =

∫
Ω
F (c(x))dx, Ω ⊂ R٣, (١.٢)

به�دست زیر محدودیت تحت F آزاد انرژی تابع کننده�ی حداقل به�عنوان سیستم این یͺنواخت حالت�های

مͬ�آید:

r =
١
|Ω|

∫
Ω
c(x)dx, (٢.٢)

نتیجه در است، غلظت متوسط مقدار r که

F̃(c) =

∫
Ω
F (c(x))dx− σ

∫
Ω
c(x)dx, (٣.٢)

رابطه�ی در F̃ بحرانͬ نقطه هر c ͬͽپیوست نقاط در است. لاگرانژ ضریب σ که

f(c) = σ,

به�صورت فاز�ها ͷت برای c(x) مقدار است. F تابع نمودار بر مماس شیب برابر σ واقع در مͬ�کند. صدق

c(x) = r x ∈ Ω,

به�شͺل (دوفاز�ها) ثابت�ها قطعه قطعه برای و

c(x) =

{
cA, x ∈ ΩA,

cB, x ∈ ΩB = Ω− ΩA,



١۴ کان-هیلیارد معادله .٢

از: عبارتند که مͬ�آیند به�دست ٢ ماکسول قانون به�وسیله�ی σ و cB ، cA مقدار مͬ�آید. }به�دست
F (cB)− F (cA) = σ(cB − cA),

σ = f(cA) = f(cB),
(۴.٢)

است. F تابع نمودار بر مماس شیب برابر σ که

که: مͬ�یابیم در (٢.٢) از استفاده با

|ΩA| =
cB − r

cB − cA
|Ω|, |ΩB| =

r − cA
cB − cA

|Ω|.

واضح ،F بودن مقعر/محدب از .cB < r < cA که است مجاز زمانͬ تنها دوفازی جواب ͷی بنابراین

اگر و مطلق مینیمم باشد r ≤ cA یا r ≥ cB اگر ،c(x) = r نمودار یͺنواخت حالت�های در که است

است. نسبͬ مینیمم باقیمانده نواحͬ در و هستند نسبͬ� ماکزیمم csA ≤ r ≤ csB

فاز�های به نهایͬ حالت در باشیم، داشته r متوسط غلظت با سیستمͬ بازگشتͬ ناحیه در اگر به�این�ترتیب

برخͬ در فازی جواب�های این همه آیا دارد. وجود حالت�ها این از بͬ�نهایت اما مͬ�شود. تبدیل هم از جدا

دو به سرعت به بار اولین برای سرد سیستم�های که مͬ�دهد نشان آزمایش مͬ�روند؟ کار به ͬͺفیزی مفاهیم

و بزرگتر جدا فاز ͷی تحت مناطق و شده ͷیͺتف آرامͬ به سیستم سپس مͬ�شود، تبدیل پایین و بالا غلظت

فازها میان رابطه�ی از انرژی آوردن به�دست عامل ͷی اهمیت�اند. دارای انرژی در نقاط این مͬ�شوند. بزرگتر

آزاد: انرژی تعریف در انرژی ͬͺکم شیب از است عبارت

F(c) =

∫
Ω
(F (c) +

١
٢κ|∇c|٢)dx. (۵.٢)

مͬ�آیند. به�دست (٢.٢)� شرط به توجه با H١(Ω) روی F کردن مینیمم وسیله به یͺنواخت حالت�های

مͬ�نویسیم: را خطͬ نیم نویمن مساله اویلر-لاگرانژ معادله اکنون
−κ∆c+ f(c) = σ, in Ω,
∂c

∂n
= ٠, on ∂Ω,

١
|Ω|
∫
Ω c(x)dx = r.

(۶.٢)

مطالعه مورد ۵ سلمرود و ۴ گورتین و ٣ کر وسیله به Ω = (−L,L) دامنه با بعدی ͷی حالت در مساله این

داریم: cA < r < cB برای که ،[۴] گرفت قرار

است. cκ(x) مطلق مینیمم دارای F باشد ͷکوچ کافͬ اندازه به κ > ٠ که زمانͬ .١

است. یͺنواخت شدیدا cκ(x) .٢
٢Maxwell’s rule
٣Carr
۴Gurtin
۵Slemrod



١۵ کان-هیلیارد معادله�ی الͽوی تشͺیل .١.٢

مͬ�کند. میل ۶ منفرد واحد جواب به آن) معͺوس (یا κ → ٠ برای cκ(x) .٣

c٠(x) =

{
cA, −L < x < −L+ ℓA,

cB, −L+ ℓA < x < L.

F نسبͬ مینیمم نمͬ�توانند حتͬ یعنͬ ناپایدارند، ( ۶.٢) در κ > ٠ هر برای غیرممͺن جواب�های .۴

هستند. یͺسان واحد جواب�های بنابراین باشند.

ͷدینامی ٢.١.٢

شار جرم که کنیم فرض اگر مͬ�آید. به�دست انرژی رساندن حداقل به اصل از مͬ�تواند فاز جدایͬ ͷدینامی

یعنͬ است، شیمیایͬ پتانسیل گرادیان با متناسب

j = −M∆J,

تابعͬ مشتق به�عنوان را شیمیایͬ پتانسیل و گرفته درنظر Mرا = ١ سادگͬ برای است. ٧ Mتحرک > ٠ که

مͬ�گیریم: درنظر F از

F ′(c)v =
∫
Ω J(x)v(x)dx, ∀v ∈ H١(Ω).

شود: مͬ منجر دیفرانسیل معادلات برای جرم ͬͽپایست به ،F ′(c) = J(c) = f(c) مثلا

ct = ∆f(c), in Ω. (٧.٢)

شار بدون مرزی شرط با
∂f(c)

∂n
= ٠, on ∂Ω,

است، منفͬ بازگشتͬ ناحیه در f ′(c) که مͬ�بینیم ٣.٢ شͺل به توجه f(c)∆با = f ′(c)∆c+f ′′(c)|∇c|٢ که

مͬ�کند. رفتار گرما پسرو-پیشرو معادله�ی ͷی به�عنوان (٧.٢) معادله بنابراین

داریم: مرزی شرط با را زیر کان-هیلیارد معادله ،J(c) = f(c)− κ∆c دهیم قرار اگر ،F به توجه با
ct = ∆(f(c)− κ∆c), inΩ,
∂
∂nc = ٠, on ∂Ω,
∂
∂n(f(c)−∆c), on ∂Ω.

(٨.٢)

سازی نرمال ٣.١.٢

ͷی F این�که به توجه با به�دست�آوریم. را (٨.٢) کان-هیلیارد معادله شده�ی نرمال نسخه مͬ�خواهیم اکنون

از: است عبارت آن مشتق است، چهارم درجه جمله�ای چند

F ′(c) = f(c) = b٠ + b١c+ b٢c
٢ + b٣c

٣.

۶single interface solution
٧mobility



١۶ کان-هیلیارد معادله .٢

داریم: است، c∗ = −b٢
٣b٣

اینͺه فرض و u = c− c∗ با

f(c∗) = b٠ + b١c
∗ + b٢c

∗٢
+ b٣c

∗٣
,

f ′(c∗) = b١ + ٢b٢c
∗ + ٣b٣c

∗٢
,

لذا f ′(c∗) < ٠ داریم: b١ <
b٢

٢
٣b٣

گرفتن درنظر با و f ′(c∗) = b١ −
b٢

٢
٣b٣

داریم c∗ =
−b٢

٢
٣b٣

جایͽذاری با

f ′′(c∗) = ٢b٢ + ۶b٣c
∗ = ٠,

f ′′′(c∗) = ۶b٣.

حالت که کند تضمین تا باشد b٢ < ٠ (باید .f ′′′(c∗) > ٠ داریم: b٣ > ٠ گرفتن درنظر با همچنین

صورت به f تیلور بسط درنظرگرفتن با مͬ�افتد)، اتفاق c > ٠ برای جالب�تری

f(c) = f(c∗) + f ′(c∗)u+
١
٢f ′′(c∗)u٢ +

١
۶f ′′′(c∗)u٣

نوشت. α, β > ٠ با f(c) = f(c∗)− αu+ βu٣ نرمال به�شͺل را f مͬ�توان

داریم: بنابراین .u = c− c∗ و مͬ�گیریم درنظر α = β = κ = ١ سادگͬ برای
ut = ∆(−∆u+ u٣ − u), for x ∈ Ω , t > ٠,
∂u
∂n = ٠, ∂

∂n(−∆u+ u٣ − u) = ٠, for x ∈ ∂Ω , t > ٠,
u(., ٠) = u٠, in Ω.

(٩.٢)

لیاپانوف تابع ۴.١.٢

نرمال معادله از استفاده با آوریم. به�دست را لیاپانوف تابع کان-هیلیارد، معادله انرژی تابع برای باید اکنون

است: زیر صورت به کان-هیلیارد معادله لیاپانوف تابع ، (٩.٢) شده

F(v) =

∫
Ω
(

١
۴v۴ − ١

٢v٢ +
١
٢ |∇v|٢)dx,

=
١
۴ ∥ v ∥۴

L۴
−١

٢ ∥ v ∥٢ +
١
٢ ∥ ∇v ∥٢ . (١٠.٢)

است. پیوسته H١(Ω) در F بنابراین ،H١(Ω) ⊂ L۴(Ω) ،n ≤ ٣ برای چون

که: دهیم نشان باید

است. کراندار پایین از H١(Ω) فضای در F .١

است. شده تعریف F(u(t)) که به�طوری است، (Ω)H١کراندار در همواره ( ٩.٢ ) از u(t)جواب هر .٢

است. ناافزایشͬ زمان به نسبت (٩.٢) از u(t) جواب هر برای F(u(t)) .٣
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داریم:

F(v) =

∫
Ω
(

١
۴v۴ − ١

٢v٢ +
١
٢ |∇v|٢ +

١
۴ − ١

۴)dx =
١
۴

∫
Ω
(v٢ − ٢(١dx+

١
٢ ∥ ∇v ∥٢ −١

۴ |Ω|

بنابراین

F(v) =
١
٢ ∥ ∇v ∥٢ +

١
۴

∫
Ω
(v٢ − ٢(١dx− ١

۴ |Ω|. (١١.٢)

ضرب J(u) = −∆u + u٣ − u در را (٩.٢) دیفرانسیل معادله�ی سپس است. کراندار پایین از F پس

داریم: Ω روی جزبه�جز انتͽرال�گیری با مͬ�کنیم،

ut = ∆(−∆u+ u٣ − u),

ut = ∆(J(u)),(
ut, J(u)

)
=

∫
∂Ω

nJ(u).J(u)du−
∫
Ω
∇J(u)∇J(u)du

)بنابراین
ut, J(u)

)
+ ∥ ∇J(u) ∥٢= ٠

داریم: d
dtF(u(t)) =

(
ut, J(u)

)
چون

d

dt
F(u(t)) =

(
ut, J(u)

)
= − ∥ ∇J(u) ∥٢

درنتیجه
d

dt
F(u(t)) ≤ ٠

و t ≥ ٠ بنابراین است ناافزایشͬ F
(
u(t)

)
بنابراین

F
(
u(t)

)
≤ F

(
u(٠)

)
= F(u٠). (١٢.٢)

که: مͬ�بینیم (١١.٢) از استفاده با

F(u(t)) =
١
٢ ∥ ∇u(t) ∥٢ +

١
۴

∫
Ω
(u(t)٢ − ٢(١dx− ١

۴ |Ω|

≤ ١
٢ ∥ ∇u(٠) ∥٢ +

١
۴

∫
Ω
(u(٠)٢ − ٢(١dx− ١

۴ |Ω|
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نتیجه در

∥ ∇u(t)∥٢ ≤ ∥∇u(t)∥٢ +
١
٢

∫
Ω
(u٢(t)− ٢(١dx

≤ ∥∇u(٠)∥٢ +
١
٢

∫
Ω
(u(٠)٢− ٢(١dx

∥∇u(t)∥ ≤ ∥∇u٠∥+
١√

٢

(∫
Ω
(u٢

٠ − ٢(١dx

) ١
٢
, t ≥ ٠. (١٣.٢)

چͽال کان�هیلیارد معادله�ی ۵.١.٢

و ٨ پͽو باشد. مهم مͬ�تواند چͽال، پلیمر-پلیمر سیستم�های مانند سیستم�ها، از برخͬ در دیͽری تنظیمات

گرفتند: مشتق کان-هیلیارد معادله از انرژی اثرات شیب و چͽالͬ کردن ͬͺی برای ٩ کوهن ͷنوی
ut = ∆(f(u) + νut − κ∆u), for x ∈ Ω, t > ٠,
∂
∂n(f(u) + νut − κ∆u) = ٠, ∂u

∂n = ٠, for x ∈ ∂Ω, t > ٠,
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١۴.٢)

.f(u) = βu٣ − αu که

صورت به که مͬ�شود تبدیل چͽال انتشار معادله به (١۴.٢) معادله (κ = ٠) ١٠ انرژی اثرات شیب بدون

است: زیر
ut = ∆(f(u) + νut), for x ∈ Ω, t > ٠,
∂
∂n(f(u) + νut) = ٠, for x ∈ ∂Ω, t > ٠
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١۵.٢)

داریم: J = v + κ
νu که v = J − κ

νu و J = f(u) + νut − κ∆u اینͺه به توجه با

v +
κ

ν
u = f(u) + νut − κ∆u

با: است برابر (١۴.٢) رابطه v = J − κ
νu گرفتن درنظر با بنابراین

νut − κ∆u = v − f(u) + κ
νu, for x ∈ Ω , t > ٠,

−ν∆v + v = f(u)− κ
νu, for x ∈ Ω , t > ٠,

∂u
∂n = ∂v

∂n = ٠, for x ∈ ∂Ω , t > ٠,
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١۶.٢)

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت (١۵.٢) مشابه شͺل به
νut = v − f(u), for x ∈ Ω , t > ٠,
−ν∆v + v = f(u), for x ∈ Ω , t > ٠,
∂v
∂n = ٠, for x ∈ ∂Ω , t > ٠,
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١٧.٢)

٨Pego
٩Novick-Cohen
١٠gradient energy effects



١٩ جواب�ها وجود .٢.٢

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را مسایل این نویمن، مساله از T = (−ν∆+ I)−١ جواب عملͽر شرایطͬ در

νut − κ∆u = ν − f(u) +
κ

ν
u =

v

(f(u)− κ
νu)

(f(u)− κ

ν
u)− (f(u)− κ

ν
u)

و
١

(I − ν∆)
(f(u)− κ

ν
u)− (f(u)− κ

ν
u) = (T − I)(f(u)− κ

ν
u)

مͬ�شود: تبدیل زیر فرم به (١۶.٢) مساله بنابراین
νut − κ∆u = (T − I)(f(u)− k

νu), for x ∈ Ω, t > ٠,
∂u
∂n = ٠, for x ∈ ∂Ω, t > ٠,
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١٨.٢)

داریم: κ = ٠ برای نتیجه }در
νut = (T − I)f(u), for x ∈ Ω, t > ٠,
u(., ٠) = u٠, for x ∈ Ω.

(١٩.٢)

جواب�ها وجود ٢.٢
مقدمه ١.٢.٢

خطͬ معادله ͷی دادن قرار با مͬ�پردازیم. (٩.٢) کان-هیلیارد معادله جواب�های وجود اثبات به فصل این در

داریم: غیرخطͬ مرزی شرط جای به

ut = ∆(−∆u+ u٣ − u)

بنابراین

ut = −∆٢u+∆(u٣ − u)

داریم: f(u) = βu٣ − αu در α = β = ١ فرض با نیز و

f(u) = u٣ − u

مͬ�شود. تبدیل زیر فرم به (٩.٢) معادله بنابراین
ut +∆٢u = ∆f(u), for x ∈ Ω, t > ٠,
∂u
∂n = ٠, , ∂∆u

∂n = ٠, for x ∈ ∂Ω, t > ٠,
u(., ٠) = u٠, in Ω.

(٢٠.٢)

است. (n ≤ ٣) ،R٣ در کرانداری هموار دامنه Ω

∥u٠∥H١ ≤ ρ شرط با (٢٠.٢) از u قبول قابل جواب هر برای مͬ�گیریم، نظر در را (١٣.٢) اولیه کران

داریم:

∥u(t)∥H١ ≤ C(ρ), ٠ ≤ t < ∞. (٢١.٢)



٢٠ کان-هیلیارد معادله .٢

مͬ�گیرد بر در را تابع اول مرتبه مشتق و تابع نرم H١ (١) زیرا: است ضعیفͬ نسبتا نرم H١ پایان�نامه این در

معادله) ضعیف فرم برای را دوم مشتقات (یا چهارم مرتبه مشتقات معادله ساختن برای پایان�نامه این در اما

هنͽام باشد، کراندار نمͬ�تواند ٣ و ٢ بعدهای در H١ نرم شرایط در نرم ماکزیمم آنجایͬ�که (٢)از داریم. نیاز

مͬ�کند. عمل ضعیف H١ نرم سوبولوف نابرابری از استفاده

نتایج از نوع دو باید ما مͬ�شود. منجر ١١ جامع وجود به (٢١.٢) اولیه کران که مͬ�بینیم وجود این با

کنیم: توصیف را وجود

u٠ ∈ H۴(Ω) به�طوری�که استاندارد روش ͷی وسیله به هموار، اولیه داده جامع وجود .١

u٠ ∈ H١ برای von Wahl از روشͬ وسیله به هموار، اولیه داده جامع وجود .٢

مͬ�شود. اثبات انرژی روش وسیله به (٢١.٢) که کنید توجه

مͬ�کنیم. کار نیم�گروه�ها ͷنیͺت با و گذاشته کنار را انرژی روش�های حاضر حال در

تحلیلͬ گروه نیم ͷی ٢.٢.٢

بسته بͬ�کران، خطͬ عملͽر A و باشد ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب و ∥.∥ نرم با هیلبرت فضای ͷی X کنید فرض

نیم� {e−tA}t≥٠ و فشرده، معͺوس با مثبت معین و خودالحاق ،D(A) دامنه با X در شده تعریف چͽال و

است: زیر همͽن خطͬ تͺامل مساله جواب عملͽر e−tA درواقع باشد. آن توسط شده تولید تحلیلͬ }گروه
ut +Au = ٠, t > ٠,
u(٠) = v.

داریم: و

u(t) = e−tAv =

∞∑
j=١

e−tλj v̂jϕj ,

.v̂j = (v , ϕj) و هستند A نرمال ویژه بردارهای و ویژه مقادیر {λj , ϕj}∞j=١ که

داریم: α ∈ R برای و مͬ�کنیم تعریف را A ١٣ کسری توان�های ،١٢ طیفͬ نظریه وسیله�ی به همچنین

Xα = D(Aα), ∥v∥α = ∥Aαv∥ =

 ∞∑
j=١

λ٢α
j |v̂j |٢

 ١
٢

, (٢٢.٢)

داریم: و بوده هیلبرت فضاهای از مقیاسͬ {Xα} لذا

D(A) = X١ ⊂ Xβ ⊂ Xα ⊂ X٠ = X,

١١Global existence
١٢spectral theory
١٣fractional powers



٢١ جواب�ها وجود .٢.٢

.٠ < α < β < ١ برای فشرده و پیوسته ١۴ نشانده�های با

داریم: ٠ ≤ α ≤ β برای

∥e−tAv∥β ≤ Cα,β t−(β−α)e−ct∥v∥α, t > ٠, (٢٣.٢)

مثبت�اند. اعداد c و Cα,β که

نرم: عملͽر از شرایطͬ در

∥e−tAv∥α,β ≤ Cα,β t−(β−α)e−ct, t > ٠, (٢۴.٢)

درنظرگرفتن با

١ − θ = β−α
β−γ و θ = α−γ

β−γ

است: [٣] زیر فرم به ١۶ درون�یابͬ نابرابری یا ١۵ ممان نابرابری

∥u∥α ≤ C∥u∥θβ∥u∥١−θ
γ , α = θβ + (١ − θ)γ, ٠ ≤ θ ≤ ١. (٢۵.٢)

تͺامل معادله از چͺیده�ای ٣.٢.٢

لیپ محلͬ شرط در که دارد، وجود M : Xα −→ X غیرخطͬ عملͽر α ∈ [٠, ١) برخͬ برای کنید فرض

آنͽاه ،∥u∥α, ∥v∥α ≤ ρ اگر یعنͬ: مͬ�کند، صدق ١٧ شیتز

∥M(u)−M(v)∥ ≤ g(ρ)∥u− v∥α. (٢۶.٢)

بͽیرید: نظر در را زیر }مساله
ut +Au = M(u), t > ٠,
u(٠) = u٠.

(٢٧.٢)

برای یعنͬ است، [٠, T ] بازه روی (٢٧.٢) ازمساله جوابͬ u ∈ C
(
[٠, T ] , Xα

)
∩C١

(
(٠, T ) , X

)
تابع

.u(t) ∈ D(A) داریم ٠ < t ≤ T

مͬ�کند: صدق زیر انتͽرالͬ معادله در (٢٧.٢) مساله جواب هر ثابت�ها، وردشͬ فرمول به�وسیله

u(t) = e−tAu٠ +

∫ t

٠
e−(t−τ)AM(u(τ))dτ, t ≥ ٠. (٢٨.٢)

از جوابͬ آنͽاه باشد، (٢٨.٢) معادله از جوابͬ u ∈ C
(
[٠, T ] , Xα

)
اگر :[٣] است صادق نیز آن عͺس

هست. نیز [٠, T ] بازه روی (٢٧.٢) مساله
١۴imbeddings
١۵moment inequality
١۶interpolation inequality
١٧local Lipschitz condition



٢٢ کان-هیلیارد معادله .٢

نͽاشت G و باشد Y باناخ فضای از بسته�ای مجموعه زیر B کنیم فرض باناخ: ثابت نقطه قضیه .١.٢.٢ لم

.G(v) = v به�طوری�که دارد وجود v ∈ B یͺتا جواب ͷی صورت این در باشد B به B از منقبضͬ

u٠ ∈ Xα تمام برای (٢٧.٢) مساله به�طوری�که T = T (ρ) > ٠ دارد وجود ،ρ ≥ ٠ هر برای .٢.٢.٢ قضیه

است. [٠, T ] بازه روی یͺتا جوابͬ دارای ∥u٠∥α ≤ ρ شرط با

u = G(u) مͬ�کنیم، اعمال G نͽاشت بر را ١٨ باناخ ثابت نقطه قضیه .∥u٠∥α ≤ ρ کنیم فرض برهان.

است. ثابت نقطه معادله ͷی

G(v)(t) = e−tAu٠ +

∫ t

٠
e−(t−τ)AM(v(τ))dτ.

انقباضات مجموعه و ∥u∥Y = max
٠≤t≤T

∥u(t)∥α نرم با باناخ فضای Y = C
(
[٠, T ] , Xα

)
کنیم فرض

از انقباضͬ G نͽاشت که مͬ�شوند مشخص به�گونه�ای R و T اعداد باشد. B = {u ∈ Y | ∥u∥Y ≤ R}

گوی در را باناخ ثابت نقطه قضیه بتوانیم که مͬ�کنیم انتخاب به�گونه�ای را R و T باشد.(اعداد خودش به B

است. B روی ادغام ͷی G است.(٢) خودش به B تصویر G دهیم:(١) نشان باید ببریم.) به�کار B بسته

داریم: (٢۶.٢) توجه با آنͽاه v ∈ B اگر

∥M(v(τ))∥ = ∥M(v(τ))−M(٠) +M(٠)∥

≤ ∥M(٠)∥+ ∥M(v(τ))−M(٠)∥

≤ ∥M(٠)∥+ g(R)∥v − ٠∥α

≤ ∥M(٠)∥+ g(R)∥v∥Y

≤ ∥M(٠)∥+ g(R).R = K(R).

داریم: (٢۴.٢) به توجه با

∥G(v)(t)∥α ≤ ∥e−tA∥α,α ∥u٠∥α +

∫ t

٠
∥e−(t−τ)A∥٠,α ∥M(v(τ))∥٠dτ

≤ Cα,αρ+ C٠,αK(R)

∫ t

٠
(t− τ)−αdτ

= Cα,αρ+ C٠,αK(R)
(

٠ +
t١−α

١ − α

)
٠ < t ≤ T

≤ Cα,αρ+ C٠,αK(R)
( T ١−α

١ − α

)

١٨Banach’s fixed point theorem



٢٣ جواب�ها وجود .٢.٢

داریم: R = Cα,αρ+ ١ تعیین و C٠,αK(R)T
١−α

١−α ≤ ١
٢ که گونه�ای به T انتخاب با

∥G(v)(t)∥α ≤ Cα,αρ+
١
٢ ≤ Cα,αρ+ ١ = R,

است. B به B از G نͽاشت بنابراین

داریم: مشابه شیوه�ای به ،u, v ∈ B اگر

G(u)(t)−G(v)(t) = e−tAu٠ +

∫ t

٠
e−(t−τ)AM(u(τ))dτ − e−tAu٠ −

∫ t

٠
e−(t−τ)AM(v(τ))dτ

=

∫ t

٠
e−(t−τ)A (M(u)(τ)−M(v)(τ)) dτ,

لذا

∥G(u)(t)−G(v)(t)∥α ≤
∫ t

٠
∥e−(t−τ)A∥٠,α ∥M(u)(τ)−M(v)(τ)∥٠dτ

≤ C٠,α g(R)∥u− v∥α
∫ t

٠
(t− τ)−αdτ

≤ C٠,α g(R)∥u− v∥Y
(

٠ +
t−α+١

−α+ ١
)

٠ < t ≤ T

≤ C٠,α g(R)∥u− v∥Y
T ١−α

١ − α
.

زیرا: داریم، انقباض ͷی C٠,α g(R)T
١−α

١−α ≤ ١
٢ گرفتن نظر در با

∥G(u)(t)−G(v)(t)∥α ≤ ١
٢∥u− v∥Y ≤ ∥u− v∥Y ≤ R.

دارد. u ∈ B فرد به منحصر ثابت نقطه ͷی G نتیجه در است. B روی ادغام ͷی G لذا

T < T ∗ هر برای به�طوری�که دارد وجود T ∗ = T ∗(u٠) ∈ (٠,∞] ͷی u٠ ∈ Xα هر برای .٣.٢.٢ نتیجه

آنͽاه ،T ∗ < ∞ اگر به�علاوه است. [٠, T ] بازه روی �یͺتا جواب دارای (٢٧.٢) مساله

lim
t→T ∗

∥u(t)∥α = ∞. (٢٩.٢)

u(T١) ∈ Xα چون و است، [٠, T١] بازه�ی روی جوابͬ دارای (٢٧.٢) مساله ،٢.٢.٢ قضیه به توجه با برهان.

مͬ�تواند جواب این ترتیب به�همین و باشد(زنجیروار)، وابسته [T١, T٢] دوم بازه به مͬ�تواند جواب این است

آخر. والͬ باشد، وابسته [T٢, T٣] سوم بازه به

کنید فرض

T ∗ = sup{T : است جواب دارای (٠،T] بازه روی {مساله(٢٧.٢)

به {ti} دنباله و R عدد آنͽاه ،limt→T ∗ ∥u(t)∥α ̸= ∞ و T ∗ < ∞ اگر باشد. موجود فاصله بزرگترین

در مͬ�تواند جواب قبل قضیه به باتوجه بنابراین دارند، وجود ∥u(ti)∥α ≤ R و limi→∞ ti = T ∗ صورت

است. تناقض در T ∗ بودن ماکزیمم با که باشد، T ∗ از دورتر بازه�ای



٢۴ کان-هیلیارد معادله .٢

مͬ�دهد: نتیجه را زیر ١٩ جامع وجود قضیه بلافاصله آن) نتیجه (یا ٢.٢.٢ قضیه

اولیه�ی کران (٢٧.٢) مساله ممͺن جواب ،R و T و u٠ ∈ Xα برای اگر .۴.٢.٢ قضیه

∥u(t)∥α ≤ R, ٠ ≤ t ≤ T,

است. فردی به منحصر جواب دارای [٠, T ] بازه روی آنͽاه باشد، داشته را

u ∈ C
(
[٠, T ], Xα

)
اگر که Rبه�طوری دارد وجود یعنͬ آورد به�دست کلͬ اولیه یͷکران مͬ�توان فرضکنید

آنͽاه باشد، (٢٧.٢) مساله ریشه ͷی

∥u(t)∥α ≤ R, t ∈ [٠, T ].

وجود t ∈ [٠, T ] برای واقع در ریشه مͬ�شود ثابت τ = τ(R) محلͬ وجود قضیه از مͺرر استفاده با سپس

،τ = τ(R) با [٠, τ ] روی بنابراین ∥u٠∥α ≤ R داریم: ∥u(t)∥α ≤ R با چون دقیق�تر طور به دارد.

قضیه بردن به�کار با بنابراین ،∥u(τ)∥α ≤ R داریم: ∥u(t)∥α ≤ R مجددا دارد. وجود u(t) = G(t, u٠)

.G(t, u٠) = u(t) = G(t−τ, u(τ)) ،[τ, ٢τ ] بازه در داریم: t = τ زمان در u(τ) اولیه مقدار با محلͬ وجود

مͬ�توانیم که مͬ�کند تضمین اولیه کران ͷی بنابراین مͬ�رسیم. T نهایͬ زمان به متناهͬ مراحل تعدادی از بعد

کنیم. استفاده همواره یͺسان τ از

١٩global existence



٣ فصل

معادله برای محدود المان تقریب
خطͬ کان�هیلیارد�کوک

چͺیده ١.٣

استاندارد محدود المان روش از استفاده با فضایͬ متغیر�های در کان-هیلیارد-کوکخطͬ معادله فصل این در

که کوواریانس عملͽر روی مناسب فرضیات �سری ͷی به توجه با آن� قوی همͽرایͬ و مͬ�شود گسسته�سازی

نیم�گروه�های براساس پسرو اویلر زمانͬ گام�های مطالعه به همچنین مͬ�شود. برآورد شده� ثابت وینر فرایند از

عنوان به نتایج و است کان-هیلیارد معادله برای خطا کران اثبات ما اصلͬ هدف مͬ�شود. پرداخته تحلیلͬ

کان-هیلیارد-کوکغیرخطͬ جوابضعیفمعادله از بخشͬ که تصادفͬ پیچیدگͬ از شده�ای زده تقریب نتایج

مͬ�شود. تفسیر است

پیش�نیازها ٢.٣

که مͬ�شود حاصل ١ کان-هیلیارد-کوک معادله شود، افزوده اختلالͬ کان-هیلیارد، معادله به زمانͬ�که

است: زیر به�صورت
du−∆vdt = dW, for x ∈ D, t > ٠,
v +∆u− f(u) = ٠, for x ∈ D, t > ٠,
∂u
∂n = ٠, ∂∆u

∂n = ٠, for x ∈ ∂D, t > ٠,
u(., ٠) = u٠.

(١.٣)

باشد. ∂D روی خارجͬ معمولͬ مشتق نشان�دهنده�ی ∂
∂n و ∆ =

d∑
i=١

∂٢

∂x٢
i

و u = u(x, t) که

١ Cahn-Hilliard-Cook equation



٢۶ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

.f(s) = s٣−s و بوده هموار کافͬ اندازه به مرز d ≤ ٣ برای و Rdباشد در کرانداری Dدامنه فرضکنید

در که است محدود المان روش از استفاده با خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله عددی تقریب مطالعه ما هدف

فرض مͬ�آوریم. دست به دقیق صورت به را رابطه(١.٣) [٧] نیم�گروه�ها چارچوب از استفاده با .f = ٠ آن

و باشند H = L٢(D)هیلبرت فضای در داخلͬ ضرب و معمولͬ نرم دهنده نشان ترتیب به (., .) و ∥.∥ کنیم

عمود ثابت�ها بر که باشد H از زیرفضایͬ Ḣ و باشد، ∥.∥s نرم با معمولͬ سوبولوف فضای Hs = Hs(D)

است،

Ḣ = {v ∈ H | (v, ١) = ٠}.

تعریف دامنه با را A = −∆ خطͬ عملͽر مͬ�گیریم. نظر در متعامد نͽاشت را P : H −→ Ḣ

D(A) = {v ∈ H٢ | ∂v
∂n

= ٠ on ∂D},

زمانͬ است. فشرده معͺوس با Ḣ روی بͬ�کران خطͬ عملͽر ͷی و مثبت، معین خودالحاق، که بͽیرید درنظر

یͺه�متعامد ویژه پایه�های با مثبت معین نیمه مͬ�گیریم، نظر در H روی بͬ�کران عملͽر ͷی عنوان به را آن که

که مͬ�شود {λj}∞j=٠ متناظر ویژه مقادیر و {φj}∞j=٠

٠ = λ٠ < λ١ ≤ λ٢ ≤ ... ≤ λj ≤ ... λj −→ ∞,

مͬ�کنیم: تعریف همچنین است. ثابت φ٠ = |D|−
١
٢ یعنͬ آن ویژه تایع اولین

|v|s = ∥A
s
٢ v∥ =

 ∞∑
j=١

(λs
j(v, φj)

٢

 ١
٢

, s ∈ R, (٢.٣)

و

Ḣs = {v ∈ Ḣ s.t |v|s < ∞}, s ≥ ٠.

داریم: بنابراین مͬ�کنیم، تعریف Ḣ بستار را Ḣs ، |.|s به توجه با s < ٠ برای

Ḣ٠ = Ḣ , ∥v∥٢ = |v|٢
٠ + (v, φ٠)

٢.

خاص مرزی شرایط وسیله به که است Hs ∩ Ḣ از زیرفضایͬ Ḣs که مͬ�دانیم s ≥ ٠ صحیح اعداد برای

و Ḣ١ = H١ ∩ Ḣ داریم: خاص طور به مͬ�شوند. مشخص معادل�اند Ḣs روی که ∥.∥s و |.|s نرم�های و

هستند. ∥v∥١ با معادل� Ḣ١ فضای در ∥∇v∥ = |v|١ = ∥A
١
٢ v∥ نرم�های

، v ∈ H برای

e−tA٢
v =

∞∑
j=٠

e−tλ٢
j (v, φj)φj ,



٢٧ پیش�نیازها .٢.٣

توسط که است H فضای روی تحلیلͬ نیم�گروهͬ {E(t)}t≥٠ = {e−tA٢}t≥٠ بنابراین مͬ�کنیم. تعریف

داریم: توجه مͬ�شود. تولید −A٢

E(t)Pv + (I − P )v = E(t)v =
∞∑
j=١

e−tλ٢
j (v, φj)φj + (v, φ٠)φ٠,

است. v میانͽین (I − P )v = |D|−١ ∫
D vdx که

مثبت، معین نیمه خودالحاق، Q باشد، ٢ شده فیلتر احتمالͬ فضای (Ω,F ,P, {Ft}t≥٠) کنید فرض

باشد. {Ft}t≥٠ فیلتر با سازگار -ونیر Q -مقدار، H فرایند ͷی {W (t)}t≥٠ و H روی کراندار خطͬ عملͽر

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را (١.٣) کان-هیلیارد-کوک معادله اکنون

dX(t) +A٢X(t)dt+Af(X(t))dt = dW (t), t > ٠; X(٠) = X٠. (٣.٣)

است: زیر به�صورت معادله خفیف جواب [٧] نیم�گروه�ها نظریه از استفاده با

X(t) = E(t)X٠ −
∫ t

٠
E(t− s)Af(X(s))ds+

∫ t

٠
E(t− s)dW (s),

تجزیه زیر به�صورت جواب مͬ�شود باعث این است. -مقدار H ،Itô انتͽرال دهنده�ی نشان
∫ t

٠ ...dW که

شود:

X(t) = Y (t) +WA(t)

و تصادفͬ پیچش ͷی WA(t) =
∫ t

٠ E(t− s)dW (s) که ،

Y (t) = E(t)X٠ −
∫ t

٠
E(t− s)Af(X(s))ds,

تصادفͬ ریشه�یابͬ مساله در

Ẏ (t) +A٢Y (t) +Af(Y (t) +WA(t)) = ٠, t > ٠, Y (٠) = X٠.

مͬ�کند. صدق

بخش این در بنابراین است. مدنظر غیرخطͬ درمسایل WA(t) تصادفͬ پیچیدگͬ مطالعه هدف اینجا در

: خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله از عددی تقریب

dX +A٢Xdt = dW, t > ٠, X(٠) = X٠, (۴.٣)

خفیف: جواب با

X(t) = E(t)X٠ +

∫ t

٠
E(t− s)dW (s). (۵.٣)

مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد بعد فصل در نیز غیرخطͬ معادله مͬ�کنیم. مطالعه را
٢filtered



٢٨ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

تخمینͬ {Sh}h>٠ خانواده فرضکنیم مͬ�کنیم. دنبال را [۵] چهارچوب کان-هیلیارد معادله تقریب برای

Ṡh زیرفضای آن�گاه باشد، متعامد نͽاشت نشانͽر Ph : H −→ Sh نیز و H١ بعدمتناهͬ با زیرفضاهای از

به�صورت را

Ṡh = {vh ∈ Sh | (vh, ١) = ٠},

رابطه با را Ah : Sh −→ Ṡh
٣ گسسته لاپلاس عملͽر و

(Ahvh, η) = (∇vh,∇η), ∀vh ∈ Sh , η ∈ Ṡh,

پایه دارای و ،Sh روی مثبت معین نیمه ،Ṡh روی مثبت معین خودالحاق، عملͽر ͷی Ah که مͬ�کنیم تعریف

به�صورت {λh,j}Nh
j=٠ ویژه مقادیر با {φh,j}Nh

j=٠ ویژه متعامد

٠ = λh,٠ < λh,١ ≤ ... ≤ λh,j ≤ ... ≤ λh,Nh
, ϕh,٠ = ϕ٠ = |D|−

١
٢ ,

به�صورت را Eh(t) : Sh −→ Sh این، بر علاوه است.

Eh(t)vh = e−tA٢
hvh =

Nh∑
j=٠

e−tλh,j (vh, φh,j)φh,j

=

Nh∑
j=١

e−tλh,j (vh, φh,j)φh,j + (vh, φ٠)φ٠,

و Ph : Ḣ −→ Ṡh است. −A٢
h توسط شده تولید تحلیلͬ نیم�گروه {Eh(t)}t≥٠ که مͬ�کنیم تعریف

Eh(t)Phv = Eh(t)PhPv + (I − P )v.

Xh(t) ∈ یافتن هدف است: زیر صورت به (۴.٣) کان-هیلیارد-کوکخطͬ معادله محدود المان�های تقریب

به�طوری�که Sh

dXh +A٢
hXhdt = PhdW, t > ٠, Xh(٠) = PhX٠. (۶.٣)

است: زیر صورت به (۶.٣) خفیف جواب

Xh(t) = Eh(t)PhX٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhdW (s), (٧.٣)

∫که: t

٠
E(t− s)(I − P )dW (s) = (I − P )

∫ t

٠
dW (s) = (I − P )W (t),

∫بنابراین t

٠
E(t− s)dW (s)−

∫ t

٠
E(t− s)PdW (s) = (I − P )W (t).

٣discrete Laplacian



٢٩ پیش�نیازها .٢.٣

طرفͬ از

E(t)X٠ = E(t)PX٠ + (I − P )X٠,

بنویسیم: زیر صورت به را (۵.٣) مͬ�توانیم بنابراین

X(t) = E(t)X٠ +

∫ t

٠
E(t− s)dW (s),

X(t) = E(t)PX٠ + (I − P )X٠ + (I − P )W (t) +

∫ t

٠
E(t− s)PdW (s). (٨.٣)

بنویسیم: مͬ�توانیم (٧.٣) برای ترتیب همین به و

Xh(t) = Eh(t)PhX٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhdW (s),

Xh(t) = Eh(t)PhPX٠ + (I − P )X٠ + (I − P )W (t) +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhPdW (s).

دارد؛ کاربرد Ṡh و Ḣ فضای در که نوشت زیر فرمول براساس مͬ�توان را خطا تحلیل و تجزیه

Xh(t)−X(t) = (Eh(t)Ph − E(t))PX٠ +

∫ t

٠
(Eh(t− s)Ph −E(t− s))PdW (s). (٩.٣)

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد تحلیل و تجزیه در تنها Ṡh و Sh در شده انجام عددی محاسبات که کنید توجه

داریم: و باشد زمانͬ گام ͷی k = δt کنیم فرض

tn = nk , δWn = W (tn)−W (tn−١) , δXh,n = Xh,n −Xh,n−١,

داریم: (۶.٣) روی اویلر روش به�کارگیری با

δXh,n +A٢
hXh,nδt = PhδWn, n ≥ ١, Xh,٠ = PhX٠. (١٠.٣)

مͬ�آوریم: به�دست را زیر خفیف جواب�های از مجزا نوع ͷی Ekh = (I +A٢
h)

−١ گرفتن درنظر با

Xh,n = En
khPhX٠ +

n∑
j=١

En−j+١
kh PhδWj .

برای h −→ ٠ مش پارامتر عنوان به O(hr) مرتبه از خطا برآورد ͷی {Sh}h>٠ مͬ�کنیم فرض سوم بخش در

شرط حداقل با Eh(t) نیم�گروه برای را خطا برآورد سپس مͬ�آورد. دست به r ≥ ٢ صحیح اعداد از برخͬ

داریم: t ≥ ٠ تمام و β ∈ [١, r] برای ١.٣.٣ قضیه در دقیق�تر به�طور مͬ�دهیم. نشان نظم

∥Fh(t)v∥ ≤ Chβ|v|β, v ∈ Ḣβ,(∫ t

٠
∥Fh(τ)v∥٢dτ

) ١
٢
≤ C| log h|hβ|v|β−٢, v ∈ Ḣβ−٢

است. (٩.٣) در خطا عملͽر Fh(t) = Eh(t)Ph − E(t) که



٣٠ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

است. آمده به�دست ٢.٣.٣ قضیه در ضمنͬ اویلر تقریب برای مشابه برآوردهای

همͽرایͬ برآورد تخمین�ها این از استفاده با و مͬ�کنیم استفاده یافته توسعه روش�های از چهارم بخش در

از فضایͬ L٢(Ω,H) کنیم فرض مͬ�کنیم. اثبات خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله تقریب برای را قوی

باشند: زیر نرم دارای و بوده پذیر انتͽرال مربعͬ طور به که باشد -مقداری H تصادفͬ متغیرهای

∥X∥L٢(Ω,H) = (E(∥X∥٢))
١
٢ =

(∫
Ω
∥X(w)∥٢

βdP (w)

) ١
٢
,

زیر به�صورت و مͬ�باشد، H روی کراندار خطͬ عملͽرهای از ۴ هیلبرت-اشمیت نرم دهنده نشان ∥T∥HS و

مͬ�شود: تعریف

∥T∥٢
HS =

∞∑
j=١

∥Tϕj∥٢,

(۵.٣) خفیف جواب از فضایͬ نظم ١.۴.٣ قضیه در Hباشد. برای دلخواه متعامد یͺه پایه ͷی {ϕj}∞j=١ که

مͬ�بینیم: و مͬ�کنیم بررسͬ را

∥X(t)∥L٢(Ω,Ḣβ) ≤ C
(
∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + ∥Aβ−٢/٢Q

١
٢ ∥HS

)
, forβ > ٠.

مͬ�دهیم: نشان (٧.٣) رابطه در Xh خفیف جواب قوی همͽرایͬ ٢.۴.٣ قضیه در این بر علاوه

∥Xh(t)−X(t)∥L٢(Ω,H) ≤ Chβ
(
∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + | log h|∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥HS

)
, β ∈ [١, r].

قوی همͽرایͬ نیز ٣.۴.٣ قضیه در یͺنواخت�اند. tn ≥ ٠ و t ≥ ٠ به توجه با کران�ها این که داریم توجه

،β ∈ [١,min(r, ۴)] برای مͬ�آوریم. به�دست گسسته کاملا حالت برای را خفیف جواب

∥Xh,n −X(tn)∥L٢(Ω,H) ≤
(
C| log h| hβ + Ck,βk

β/۴
)(

∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + ∥Aβ−٢/٢Q
١
٢ ∥HS

)
و

Cβ,k =
C

۴ − β
for β < ۴ Cβ,k = C| log k| for β = ۴

یا ، ۵ فضایͬ ناهمبسته (اختلال Q = I برای مͬ�کنیم. محاسبه را خاص حالت دو فرضیات این دیدن برای

آنͽاه ،β < ٢ − ١
٢ داریم:اگر λj ∼ j

١
٢ تقریب از استفاده با ( ۶ زمان-فضا سفید اختلال

∥A
β
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS = ∥A
β
٢ ∥٢

HS =

∞∑
j=١

λβ−٢
j ∼

∞∑
j=١

j(β−٢) ٢
d < ∞.

داریم: β = ٢ گرفتن نظر در با دیͽر سوی از .β < ١
٢ آنͽاه باشد، d = ٣ اگر مثال برای بنابراین

Tr(Q) = ∥Q
١
٢ ∥٢

HS < ∞.

۴Hilbert-Schmidt norm
۵spatially uncorrelated noise
۶space-time white noise



٣١ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

همͽرایͬ در روش[۶] در دارد. کوکوجود کان-هیلیارد معادله برای عددی روش�های از زیادی مطالعات

را قوی همͽرایͬ [١٠] در و شده اثبات مختلف ابعاد در غیرخطͬ معادلات مختلف طرح�های برای احتمال

مͬ�کند. اثبات ١ −D در خطͬ معادله برای محدود المان روش برای

کان�هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد ٣.٣

مͬ�کنیم: شروع اثبات بدون لازم نابرابری�های و نͺات از برخͬ معرفͬ با را بخش این

شده تولید گروه�های نیم {Eh(t)}t≥٠ = {e−tA٢
h}t≥٠ و {E(t)}t≥٠ = {e−tA٢}t≥٠ کنید فرض .١

باشند. −A٢
h و −A٢ توسط

که طوری به دارند وجود t و h از مستقل C ،c ثابت�های بودن، هموار ویژگͬ به توجه با .٢

∥A٢β
h Eh(t)PhPv∥+ ∥A٢βE(t)Pv∥ ≤ Ct−βe−ct∥v∥, β ≥ ٠ (١١.٣)∫ t

٠
∥AhEh(s)PhPv∥٢ds+

∫ t

٠
∥AE(s)Pv∥٢ ≤ C∥v∥٢ (١٢.٣)

باشد: زیر صورت به شده تعریف ٧ ریتس نͽاشت Rh : Ḣ١ −→ Ṡh کنید فرض .٣

(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ) ∀χ ∈ Ṡh

Rh = A−١
h PhA که: است واضح نتیجه در

v ∈ Ḣβ برای (٢.٣) در شده تعریف نرم به توجه با r ≥ ٢ صحیح اعداد از برخͬ برای کنید فرض .۴

آوریم: به�دست زیر به�صورت را خطا کران مͬ�توانیم ١ ≤ β ≤ r و

∥Rhv − v∥ ≤ Chβ |v|β. (١٣.٣)

محدب ضلعͬ چند دامنه ͷی در استاندارد تͺه�ای خطͬ لاگرانژ محدود المان روش برای r = ٢ با این

المان روش از استفاده با و است پیچیده�تر شرایط بالاتر مرتب عناصر برای مͬ�کند. صدق کراندار

مͬ�کنیم. برآورد گسسته نیم حالت برای را کان-هیلیارد گروه نیم خطای زیر قضیه در محدود

که طوری به دارند وجود h٠ و C صورت این در .Fh(t) = Eh(t)Ph − E(t) کنید فرض .١.٣.٣ قضیه

داریم: t ≥ ٠ و ١ ≤ β ≤ r ،h ≤ h٠ برای

∥Fh(t)v∥ ≤ Chβ|v|β, v ∈ Ḣβ, (١۴.٣)(∫ t

٠
∥Fh(τ)v∥٢dτ

) ١
٢
≤ C| log h| hβ |v|β−٢, v ∈ Ḣβ−٢. (١۵.٣)

٧Ritz projector



٣٢ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

برای بͽیریم. نظر در را v ∈ Ḣ است کافͬ بنابراین است، Fh(t)v = Fh(t)Pv ،v ∈ H برای آنجایͬ�که از

باشد. v ∈ Ḣ−١ حداقل باید Eh(t)Phv تعریف برای (١۵.٣) رابطه در که β ≥ ١ مͬ�کنیم فرض این�کار

از جواب�هایͬ ،uh(t) = Eh(t)Phv و u(t) = E(t)v کنیم فرض برهان.

ut +A٢u = ٠ , t > ٠, u(٠) = v (١۶.٣)

و

uh,t +A٢
huh = ٠ , t > ٠, uh(٠) = Phv, (١٧.٣)

کنیم: ثابت مͬ�خواهیم .e(t) = uh(t)− u(t) و است زمان به نسبت مشتق بیانͽر ut که ∥∥e(t)باشند ≤ C hβ|v|β, v ∈ Ḣβ,(∫ t
٠ ∥e(τ)∥٢dτ

) ١
٢ ≤ C| log h| hβ |v|β−٢, v ∈ Ḣβ−٢.

داریم: Gh در (١٧.٣) و G در (١۶.٣) ضرب با Gh = A−١
h PhP و G = A−١P کنیم فرض ابتدا

G(ut +A٢u) = Gut +A−١PA٢u = Gut +A−١PAAu

= Gut +A−١AAu = Gut +Au = ٠

نیز و

G٢
h(uh,t +A٢

huh) = ٠

لذا

G٢
huh,t + (A−١

h PhP )٢A٢
huh = G٢

huh,t + (A−١
h )٢P ٢

hP
٢A٢

huh

G٢
huh,t + (A−١

h )٢P ٢
hA

٢
huh = G٢

huh,t + P ٢
huh

G٢
huh,t + PhPhuh = G٢

huh,t + Phuh

G٢
huh,t + uh = ٠

داریم: این�رو از

G٢
het + e = G٢

h(uh,t − ut) + uh − u = G٢
huh,t −G٢

hut + uh − u

= (−G٢
hut − u) + (G٢

huh,t + uh) = I + II,

مͬ�کنیم؛ محاسبه را II و I حال



٣٣ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

بادرنظرگرفتن

Gut +Au = ٠

Gut = −Au

A−١Gut = −u

داریم؛

−G٢
hut − u = −G٢

hut +A−١Gut

= G٢
hA

٢u−A−١GA٢u

= (G٢
hA

٢ −A−١GA٢)u

= (GhA
−١
h PhPA٢ −A−١A−١PA٢)u

= (GhA− I)u

داریم: Gut +Au = ٠ از مجدد استفاده با

Gh(Gut +Au) = ٠

داریم: GhA = A−١
h PhPA = A−١

h PhA = A−١
h A = I گرفتن نظر در با حال

Gh(IGut +Au) = Gh(GhAGut −Gut) = ٠

نتیجه در Gh(GhA− I)Gut = ٠ لذا

G٢
het + e = (GhA− I)u−Gh(GhA− I)Gut

گرفتن نظر در با بنابراین

Rh = GhA ρ = (Rh − I)u η = −(Rh − I)Gut

داریم:

G٢
het + e = (Rh − I)u−Gh(Rh − I)Gut

⇒ G٢
het + e = ρ+Ghη (١٨.٣)

مͬ�آوریم: به�دست et در (١٨.٣) داخلͬ ضرب با

(G٢
het, et) = (Ghet, Ghet) = ∥Ghet∥٢

(e, et) = (e,
d

dt
e)



٣۴ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

داریم: طرفͬ از
d

dt
(e, e) = (

d

dt
e, e) + (e,

d

dt
e) = ٢(e, d

dt
e)

بنابراین

∥Ghet∥٢ +
١
٢

d

dt
(e, e) = (ρ, e) + (η,Ghet).

مͬ�آوریم: به�دست (η,Ghet) ≤ ∥η∥ ∥Ghet∥ ≤ ١
٢∥η∥

٢ + ١
٢∥Ghet∥٢ که آنجا از

∥Ghet∥٢ +
١
٢
d

dt
∥e∥٢ ≤ ∥η∥٢ +

١
٢∥Ghet∥٢ + (ρ, et),

∥Ghet∥٢ +
d

dt
∥e∥٢ ≤ ٢(ρ, et) + ∥η∥٢.

: داریم t در نامساوی این ضرب با

t∥Ghet∥٢ + t
d

dt
∥e∥٢ ≤ ٢t(ρ, et) + t∥η∥٢.

طرفͬ: از
d

dt
(t∥e∥٢) = ∥e∥٢ + t

d

dt
∥e∥٢.

داریم: نیز و
d

dt
(t(ρ, e)) = (ρ, e) + t(ρt, e) + t(ρ, et).

لذا

t∥Ghet∥٢ +
d

dt
(t∥e∥٢)− ∥e∥٢ ≤ ٢ d

dt
(t(ρ, e)) + ٢|(ρ, e)|+ ٢|t(ρt, e)|+ t∥η∥٢.

اما

|(ρ, e)| ≤ ∥ρ∥∥e∥ ≤ ١
٢ ∥ρ∥٢ +

١
٢ ∥e∥٢,

|t(ρt, e)| ≤ t∥ρt∥ ∥e∥ ≤ ١
٢ t٢∥ρt∥٢ ١

٢ + ∥e∥٢.

نتیجه در

t∥Ghet∥٢ +
d

dt
(t∥e∥٢)− ∥e∥٢ ≤ ٢ d

dt
(t(ρ, e)) + ∥ρ∥٢ + ∥e∥٢ + t٢∥ρt∥٢ + ∥e∥٢ + t∥η∥٢.

لذا

t∥Ghet∥٢ +
d

dt
(t∥e∥٢) ≤ ٢ d

dt
(t(ρ, e)) + ∥ρ∥٢ + t٢∥ρt∥٢ + ٣∥e∥٢ + t∥η∥٢



٣۵ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

q و p اعداد و a, b > ٠ اگر : ͹یان نامساوی ) ٨ ͹یان نامساوی از بااستفاده و [٠, t] روی انتͽرال�گیری با

داریم: ( ap

p + bq

q ≥ ab آنͽاه ١
p + ١

q = ١ که به�نحوی باشند مثبت و حقیقͬ

٢t(ρ, e) ≤ ١)٢
٢ t∥ρ∥٢ +

١
٢ t∥e٢∥).

∫بنابراین t

٠
τ∥Ghet∥٢dτ + t∥e∥٢ ≤ t∥ρ∥٢ + t∥e∥٢ +

∫ t

٠
∥ρ٢∥dτ +

∫ t

٠
τ٢∥ρt∥٢dτ

+ ٣
∫ t

٠
∥e∥٢dτ +

∫ t

٠
τ∥η∥٢dτ.

رو این از

t∥e∥٢ ≤ Ct∥ρ∥٢ + C

∫ t

٠
(∥ρ∥٢ + τ٢∥ρt∥٢ + τ∥η∥٢ + ∥e∥٢)dτ −

∫ t

٠
τ∥Ghet∥٢dτ,

پس

t∥e∥٢ ≤ Ct∥ρ∥٢ + C

∫ t

٠

(
∥ρ∥٢ + τ٢∥ρt∥٢ + τ∥η∥٢ + ∥e∥٢

)
dτ. (١٩.٣)

مͬ�کنیم: ضرب e در را (١٨.٣) آوریم. بدست
∫ t

٠ ∥e∥٢dτ برای بالایͬ کران باید

(G٢
het + e = ρ+Ghη)e

(G٢
het, e) + (e, e) = (ρ, e) + (Ghη, e)

١
٢
d

dt
∥Ghet∥٢ + ∥e∥٢ ≤ ∥ρ∥∥e∥+ ∥η∥∥Ghe∥

≤ ١
٢∥ρ∥٢ +

١
٢∥e∥٢ + ∥η∥ max

٠≤τ≤t
∥Ghe∥

بنابراین
d

dt
∥Ghe∥٢ + ∥e∥٢ ≤ ∥ρ∥+ ٢∥η∥ max

٠≤τ≤t
∥Ghe∥. (٢٠.٣)

داریم: (٢٠.٣) از گیری انتͽرال ،با Ghe(٠) = A−١
h Ph(Ph − I)v = ٠ اینͺه به توجه با

∥Ghe∥٢ +

∫ t

٠
∥e∥٢dτ ≤

∫ t

٠
∥ρ∥٢dτ + max

٠≤τ≤t
∥Ghe∥٢ + (

∫ t

٠
∥η∥dτ)٢,

است، دلخواه t چون max٠≤τ≤t ∥Ghe∥٢ = ∥Ghe∥٢ ∫بادرنظرگرفتن t

٠
∥e∥٢dτ ≤

∫ t

٠
∥ρ∥٢dτ + (

∫ t

٠
∥η∥dτ)٢, (٢١.٣)

داریم: (١٩.٣) در دادن(٢١.٣) قرار با

t∥e∥٢ ≤ Ct∥ρ∥٢ + C

∫ t

٠
(∥ρ∥٢ + τ٢∥ρt∥٢ + τ∥η∥٢)dτ + C(

∫ t

٠
∥η∥dτ)٢, (٢٢.٣)

٨Young’s inequality



٣۶ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

داریم: (١٣.٣) از استفاده با و ρ = (Rh − I)u همچنین v ∈ Ḣβ فوق، عبارت راست سمت محاسبه برای

∥ρ(t)∥ = ∥(Rh − I)u∥ = ∥Rhu− u∥

≤ Chβ|u|β = Chβ∥A
β
٢ u(t)∥

= Chβ∥A
β
٢ E(t)v∥ ≤ Chβ∥A

β
٢ v∥

= Chβ∥A
β
٢ v∥ = Chβ|v|β

پس

∥ρ(t)∥ ≤ Chβ|u|β ≤ Chβ∥E(t)A
β
٢ v∥ ≤ Chβ∥A

β
٢ v∥ ≤ Chβ|v|β, u ∈ Ḣβ, ١ ≤ β ≤ r.

(٢٣.٣)

بنابراین:

t∥ρ∥٢ ≤ Ch٢β t|v|٢
β,

∫ t

٠
∥ρ∥٢dτ ≤ Ch٢β t|v|٢

β.

داریم: (١١.٣) به توجه با به�طورمشابه

∥ρt(t)∥ = ∥(Rh − I)ut∥ = ∥Rhut − ut∥ ≤ Chβ|ut|β

= Chβ∥A
β
٢ ut∥ = Chβ∥A

β
٢ A٢u∥ = Chβ∥A

β
٢ A٢E(t)v∥

= Chβt−١∥A
β
٢ v∥ = Chβt−١∥A

β
٢ v∥ = Chβt−١|v|β,

لذا

∥ρt(t)∥٢ ≤ Ch٢βt−٢|v|٢
β

نیز و

t٢∥ρt(t)∥٢ ≤ Ch٢β|v|٢
β.

داریم: [٠, t] روی انتͽرال�گیری ∫با t

٠
τ٢∥ρt(t)∥٢dτ ≤ Ch٢βt|v|٢

β. (٢۴.٣)

علاوه: به

η = −(Rh − I)Gut = −(Rh − I)G(−A٢u) = (Rh − I)GA٢E(t)v.



٣٧ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

∥η(t)∥ = ∥(Rh − I)Gut∥ ≤ Chβ|Gut|β

= Chβ∥A
β
٢ Gut∥ = Chβ∥A

β
٢ GA٢u∥

= Chβ∥A
β
٢ GA٢E(t)v∥ = Chβ∥A

β
٢ PAE(t)v∥

= Chβ∥A
β
٢ AE(t)v∥ = Chβt−

١
٢ ∥A

β
٢ v∥

= Chβt−
١
٢ |v|β

∫بنابراین t

٠
∥η∥dτ ≤ Chβ|v|βt

١
٢ .

مͬ�رسانیم، دو توان به را طرف ∫)دو t

٠
∥η∥dτ

)٢
≤ Ch٢βt |v|٢

β,

بنابراین

∥η∥٢ ≤ Ch٢βt−١|v|٢
β,

t∥η∥٢ ≤ Ch٢β|v|٢
β,∫ t

٠
τ∥η∥٢dτ ≤ Ch٢βt |v|٢

β.

که: مͬ�گیریم نتیجه (٢٢.٣) در فوق عبارات دادن قرار با

t∥e∥٢ ≤ Ch٢βt |v|٢
β + Ch٢βt |v|٢

β + Ch٢βt |v|٢
β + Ch٢βt |v|٢

β + Ch٢βt |v|٢
β

لذا

t∥e∥٢ ≤ Ch٢βt|v|٢
β,

∥e∥٢ ≤ Ch٢β|v|٢
β,

∥e∥ ≤ Chβ|v|β.

با رادرنظرمͬ�گیریم. (٢١.٣) رابطه ،v ∈ Ḣβ−٢ بافرض (١۵.٣) اثبات برای شد. ثابت اول حͺم بنابراین

داریم: (١٣.٣) و (١٢.٣) روابط از ∫استفاده t

٠
∥e∥٢dτ ≤

∫ t

٠
∥ρ∥٢dτ +

(∫ t

٠
∥η∥dτ

)٢
, v ∈ Ḣβ−٢

پس

Ch٢β|v|٢
β−٢

∫ t

٠
τ−١dτ = Ch٢β|v|٢

β−٢(Ln t) ≤ Ch٢β|v|٢
β−٢.



٣٨ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

∫بنابراین t

٠
∥ρ∥٢dτ =

∫ t

٠
∥(Rh − I)u∥٢dτ ≤

∫ t

٠
Ch٢β|u|٢

βdτ

=

∫ t

٠
Ch٢β∥A

β
٢ u∥٢dτ =

∫ t

٠
Ch٢β∥A

β
٢ E(τ)v∥٢dτ

=

∫ t

٠
Ch٢β∥AE(τ)vA

β−٢
٢ ∥٢dτ =

∫ t

٠
Ch٢βτ−١∥vA

β−٢
٢ ∥٢dτ,

∫یعنͬ t

٠
∥ρ∥٢dτ ≤ Ch٢β

∫ t

٠
|u|٢

βdτ = Ch٢β
∫ t

٠
∥AE(τ)Aβ−٢/٢ v∥٢dτ ≤ Ch٢β|u|٢

β−٢. (٢۵.٣)

گرفتن درنظر با ١ ≤ γ < β و ١ < β ≤ r فرض با منظور، این� به کنیم. مͬ محاسبه را
∫ t

٠ ∥η∥dτ اکنون

داریم: (١٣.٣) و (١١.٣)∫ t

٠
∥η∥dτ =

∫ t

٠
∥(Rh − I)Gut∥dτ ≤

∫ t

٠
Chγ |Gut|γdτ

=

∫ t

٠
Chγ∥Aγ/٢Gut∥ =

∫ t

٠
Chγ∥Aγ/٢GA٢u∥

=

∫ t

٠
Chγ∥Aγ/٢GA٢E(τ)v∥ =

∫ t

٠
Chγ∥Aγ/٢A−١PA٢E(τ)v∥

=

∫ t

٠
Chγ∥Aγ/٢AE(τ)v∥ =

∫ t

٠
Chγ∥A٢−β−γ

٢ E(τ)vA
β−٢

٢ ∥

= Chγ |v|β−٢

∫ t

٠
∥A٢−β−γ

٢ E(τ)∥dτ = Chγ |v|β−٢

∫ t

٠
τ−١+β−γ

۴ e−cτdτ,

∫بنابراین t

٠
∥η∥dτ ≤ Chγ

∫ t

٠
|Gut|γdτ

= Chγ
∫ t

٠
∥A٢−β−γ

٢ E(τ)A
β−٢

٢ v∥dτ

≤ Chγ |u|β−٢

∫ t

٠
τ−١+β−γ

۴ e−cτdτ,

بنابراین dτ = ۴
β−γ s

۴
β−γ

−١
ds داریم، τ = s

۴
β−γ → s = τ

β−γ
۴ گرفتن نظر در با ∫که t

٠
τ−١+β−γ

۴ e−cτdτ =

∫ t

٠
s

−۴
β−γ (s

۴
β−γ )

β−γ
۴ e−cs

β−γ
۴ ۴

β − γ
s

۴
β−γ

−١
ds

=
۴

β − γ

∫ t
β−γ

۴

٠
e−cs

۴
β−γ

ds



٣٩ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

،٠ < β − γ ≤ r − ١ اگر که ،٠ < β − γ ≤ r − ١∫ t

٠
τ−١+β−γ

۴ e−ctdτ ≤ c

β − γ

∫ ∞

٠
e−cs

۴
r−١

ds,

داریم: β از مستقل C با اینرو، ∫از t

٠
∥η∥dτ ≤ Chγ

β − γ
|v|β−٢. (٢۶.٣)

و γ −→ β آنͽاه ،h −→ ٠ اگر بنابراین ، ١
β−γ = | log h| = − log h کنیم فرض حال

γ log h = (γ − β + β) log h = ١ + β log h,

داریم: بنابراین

hγ

β − γ
= | log h|eγ log h = | log h|e١+β log h ≤ C| log h|hβ.

مͬ�آوریم: به�دست ١ < β ≤ r برای (٢۶.٣) در فوق عبارت قراردادن ∫با t

٠
∥η∥dτ ≤ Chβ| log h| |v|β−٢ (٢٧.٣)

در را (٢٧.٣) و (٢۵.٣) سرانجام است. β از مستقل C زیرا است، برقرار ١ ≤ β ≤ r برای نتیجه در

داریم: مͬ�دهیم، قرار (٢١.٣)∫ t

٠
∥e∥٢dτ ≤ Ch٢β|v|٢

β−٢ + (Chβ| log h| |v|β−٢)
٢,

∫)بنابراین t

٠
∥e∥٢dτ

) ١
٢ ≤ Chβ| log h| |v|β−٢.

داریم: اویلر پسرو روش از استفاده با مͬ�کنیم. تبدیل گسسته کاملا حالت به را مساله این }اکنون
uh,t +A٢

huh = ٠, t > ٠,
uh(٠) = Phv.

به�طوری�که Un ∈ Sn تعریف }با
∂Un +A٢

hUn = ٠, n ≥ ١,
U٠ = Phv.

(٢٨.٣)

خطا بعد قضیه در داریم. را Un = En
khv و En

kh = (I − kA٢
n)

−n بنابراین ،∂Un =
Un−Un−١

k به�طوری�که

مͬ�کنیم. برآورد کان-هیلیارد گروه نیم اویلر تقریب برای را



۴٠ خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله برای محدود المان تقریب .٣

که طوری به دارند وجود C و k٠ ،h٠ صورت این در Fn = En
khPh − E(tn) کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه

داریم: n ≥ ١ و ١ ≤ β ≤ min(r, ۴) ، k < k٠ ،h ≤ h٠ برای

∥Fnv∥ ≤ C(hβ + k
β
۴ ) |v|β, v ∈ Ḣβ. (٢٩.٣)

(k
n∑

j=١
∥Fjv∥٢)

١
٢ ≤ (C| log h|hβ + Cβ,kk

β
۴ ) |v|β−٢, v ∈ Ḣβ−٢. (٣٠.٣)

است. β < ۴ ⇒ Cβ,k = C
۴−β و β = ۴ ⇒ Cβ,k = C| log k| برای آن، در که

en = Un − un = با مͬ�گیریم. نظر در را Gh = A−١
h php و G = A−١p ١.٣.٣ قضیه اثبات مانند برهان.

بنابراین: ut,n = ut(tn) ،un = u(tn) داریم: En
khPhv − E(tn)v

G٢
h∂en + en = ρn +Ghηn +Ghδn. (٣١.٣)

که آنجایͬ از

(ηn, Gh∂en) ≤ ∥ηn∥٢ +
١
۴∥Gh∂en∥٢,

(δn, Gh∂en) ≤ ∥δn∥٢ +
١
۴∥Gh∂en∥٢,

داریم: ∂en در (٣١.٣) ضرب با

(G٢
h∂en + en = ρn +Ghηn +Ghδn)∂en

= ∥Gh∂en∥٢ + (en, ∂en)

= (ρn, ∂en) + (ηn, Gh∂en) + (δn, Gh∂en),

لذا

∥Gh∂en∥٢ + (en, ∂en) ≤ (ρn, ∂en) + ∥ηn∥٢ +
١
۴∥Gh∂en∥٢ + ∥δn∥٢ +

١
۴∥Gh∂en∥٢

∥Gh∂en∥٢ + ٢(en, ∂en) ≤ ٢(ρn, ∂en) + ٢∥ηn∥٢ + ٢∥δn∥٢.

بنابراین

∥Gh∂en∥٢ + (en, ∂en) ≤ ٢(ρn, ∂en) + ٢∥ηn∥٢ + ٢∥δn∥٢. (٣٢.٣)

داریم: را زیر اتحادهای همچنین

∂(anbn) = (∂an)bn + an−١(∂bn), (٣٣.٣)

∂(anbn) = (∂an)bn + an(∂bn)− k(∂an)(∂bn). (٣۴.٣)



۴١ کان-هیلیارد گروه نیم� برای خطا برآورد .٣.٣

داریم: (٣۴.٣) از استفاده با

∂(en, en) = (∂en, en) + (en, ∂en)− k(∂en, ∂en)

= (en, ∂en) + (en, ∂en)− k(∂en, ∂en),

لذا

٢(en, ∂en) = ∂∥en∥٢ + k∥∂en∥٢,

و

∂(ρn, en) = (∂ρn, en) + (ρn, ∂en)− k(∂ρn, ∂en),

درنتیجه

(ρn, ∂en) = ∂(ρn, en)− (∂ρn, en) + k(∂ρn, ∂en).

داریم: ، k∥∂en∥ از صرفنظر و (٣٢.٣) در فوق رابطه�ی دو دادن باقرار

∥Gh∂en∥٢ + ∂∥en∥٢ + k∥∂en∥٢ ≤ ٢∂(ρn, en)− ٢(∂ρn, en) + ٢k(∂ρn, ∂en) + ٢∥ηn∥٢ + ٢∥δn∥٢

+ ٢k(١
٢∥∂ρn∥٢ +

١
٢∥∂en∥٢) = k∥∂ρn∥٢ + k∥∂en∥٢,

بنابراین

∥Gh∂en∥٢ + ∂∥en∥٢ ≤ ٢∂(ρn, en)− ٢(∂ρn, en) + k∥∂ρn∥٢ + ٢∥ηn∥٢ + ٢∥δn∥٢.

برای که طوری به k ≤ tn−١ ،n ≥ ٢ برای که داریم توجه مͬ�کنیم، ضرب tn−١ در را فوق رابطه�ی حال

داریم: n ≥ ١

tn−١∥Gh∂en∥٢ + tn−١∂∥en∥٢ ≤ ٢tn−١∂(ρn, en)− ٢tn−١(∂ρn, en) + t٢
n−١∥∂ρn∥

٢

+ ٢tn−١∥ηn∥٢ + ٢tn−١∥δn∥٢. (٣۵.٣)

داریم: (٣٣.٣) به توجه با

∂(tn(en, en)) = ∂tn(en, en) + tn−١(∂(en, en)), ∂tn = ١.

لذا

tn−١∂∥en∥٢ = ∂(tn∥∂en∥٢)− ∥∂en∥٢,

و

∂(tn(ρn, en)) = ∂tn(ρn, en) + tn−١(∂(ρn, en)),
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لذا

tn−١∂(ρn, en) = ∂(tn(ρn, en))− (ρn, en).

لذا مͬ�دهیم، قرار (٣۵.٣) در را فوق روابط

tn−١∥Gh∂en∥٢ + ∂(tn∥en∥٢)− ∥en∥٢ ≤ ٢∂(tn(ρn, en))− ٢(ρn, en)− ٢tn−١(∂ρn, en)

+ t٢
n−١∥∂ρn∥

٢ + ٢tn−١∥ηn∥٢ + ٢tn−١∥δn∥٢.

بنابراین

tn−١∥Gh∂en∥٢ + ∂(tn∥en∥٢) ≤ C
(
∂
(
tn(ρn, en)

)
+ ∥ρn∥٢ + t٢

n−١∥∂ρn∥
٢ + ∥en∥٢

)
+ C

(
tn−١∥ηn∥٢ + tn−١∥δn∥٢

)
(٣۶.٣)

که: دارید توجه

k
n∑

j=١
∂(tj∥ej∥٢) = tn∥en∥٢, k

n∑
j=١

∂(tj(ρj , ej)) = tn(ρn, en), (٣٧.٣)

داریم: (٣٧.٣) از استفاده با و (٣۶.٣) روی بستن جمع با

k

n∑
j=١

tj−١∥Gh∂ej∥٢ + tn∥en∥٢ ≤ Ctn(ρn, en) + Ck

n∑
j=١

(
∥ρj∥٢ + t٢

j−١∥∂ρj∥
٢

+ ∥ej∥٢)+ Ck
n∑

j=١

(
tj−١∥ηj∥٢ + tj−١∥δj∥٢)

آنجایͬ�که از

Ctn(ρn, en) = Ctn
(١

٢∥ρn∥٢ +
١
٢∥en∥٢) = Ctn

(
∥ρn∥٢ + ∥en∥٢),

بنابراین

k
n∑

j=١
tj−١∥Gh∂ej∥٢ + tn∥en∥٢ ≤ Ctn∥ρn∥٢ + Ck

n∑
j=١

(
∥ρj∥٢ + t٢

j−١∥∂ρj∥
٢ + ∥ej∥٢)

+ Ck

n∑
j=١

(
tj−١∥ηj∥٢ + tj−١∥δj∥٢). (٣٨.٣)
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مͬ�کنیم، ضرب en در را (٣١.٣) این�کار برای مͬ�زنیم. تخمین را k
∑n

j=١ ∥ej∥ )اکنون
G٢

h∂en + en = ρn +Ghηn +Ghδn
)
en

(G٢
h∂en, en) + ∥en∥٢ = (ρn, en) + (ηn, Ghen) + (δn, Ghen)

≤ ١
٢∥ρn∥٢ +

١
٢∥en∥٢ + ∥ηn∥ ∥Ghen∥+ ∥ηn∥ ∥Ghen∥

(G٢
h∂en, en) +

١
٢∥en∥٢ ≤ ١

٢∥ρn∥٢ + (∥ηn∥+ ∥δn∥)∥Ghen∥

٢(G٢
h∂en, en) + ∥en∥٢ ≤ ∥ρn∥٢ + ٢(∥ηn∥+ ∥δn∥)∥Ghen∥ (٣٩.٣)

داریم: (٣۴.٣) از استفاده با

∂(Ghen, Ghen) = (∂Ghen, Ghen) + (Ghen, ∂Ghen)− k(∂Ghen, ∂Ghen)

لذا

∂∥Ghen∥٢ = (∂Ghen, Ghen) + (∂Ghen, Ghen)− k∥∂Ghen∥٢

∂∥Ghen∥٢ + k∥∂Ghen∥٢ = ٢(∂Ghen, Ghen) = ٢(∂G٢
hen, en).

بنابراین

٢(G٢
h∂en, en) = ٢(∂Ghen, Ghen) = ∂∥Ghen∥٢ + k∥∂Ghen∥, (۴٠.٣)

داریم: Ghe٠ = ٠ به توجه با و (٣٩.٣) از استفاده� با

∂∥Ghen∥٢ + k∥∂Ghen∥+ ∥en∥٢ ≤ ∥ρn∥٢ + ٢(∥ηn∥+ ∥δn∥)∥Ghen∥.

بنابراین

∥Ghen∥٢ + k
n∑

j=١
∥ej∥٢ ≤ k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + ٢
[

١
٢

(
k

n∑
j=١

(
∥ηj∥+ ∥δj∥

))٢
+

١
٢

n∑
j=١

∥Ghej∥٢
]

≤ k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + ٢
(
k

n∑
j=١

(
∥ηj∥+ ∥δj∥

))٢
+

١
٢ max

j≤n
∥Ghej∥

رو این از

k
n∑

j=١
∥ej∥٢ ≤ k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + ٢
(
k

n∑
j=١

(
∥ηj∥+ ∥δj∥

))٢
. (۴١.٣)
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مͬ�آوریم: به�دست (٣٨.٣) در (۴١.٣) دادن قرار با

tn∥en∥٢ ≤ Ctn∥ρn∥٢ + Ck

n∑
j=١

(
∥ρj∥٢ + t٢

j−١∥∂ρj∥
٢ + tj−١∥ηj∥٢ + tj−١∥δj∥٢

)
+ C

(
k

n∑
j=١

(
∥ηj∥+ ∥δj∥

))٢
(۴٢.٣)

داریم: v ∈ Ḣβ و (٢٣.٣) به توجه با مͬ�کنیم. محاسبه را بالا نرم�های از هرکدام حال

∥ρn∥٢ ≤ Ch٢β|v|٢
β, k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ ≤ Ch٢βtn|v|٢
β. (۴٣.٣)

داریم: کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با

k
n∑

j=١
t٢
j−١∥∂ρj∥

٢ = k
n∑

j=٢
t٢
j−١∥

١
k

∫ tj

tj−١

ρt(τ)dτ∥٢

≤
∫ tn

t١

τ٢∥ρt(τ)∥٢dτ

≤
∫ tn

٠
τ٢∥ρt(τ)∥٢dτ,

داریم: (٢۴.٣) از استفاده با

k

n∑
j=١

t٢
j−١∥∂ρj∥

٢ ≤
∫ tn

٠
τ٢∥ρt∥٢dτ ≤ Ch٢βtn|v|٢

β. (۴۴.٣)

داریم: (١١.٣) و (١٣.٣) از

∥ηj∥ = ∥(Rh − I)Gut∥ ≤ Chβ|Gut|β = Chβ|G∂uj |

=
Chβ

k
|
∫ tj

tj−١

Guj(τ)dτ |β =
Chβ

k
|
∫ tj

tj−١

Au(τ)dτ |β

=
Chβ

k
∥
∫ tj

tj−١

A
β
٢ Au(τ)dτ∥ =

Chβ

k
∥
∫ tj

tj−١

A
β
٢ AE(τ)vdτ∥

=
Chβ

k
∥A

β
٢ v∥

∫ tj

tj−١

τ
−١

٢ dτ

=
Chβ

k
|v|β(

√
tj −

√
tj−١) ≤

Chβ

k
|v|β

√
tj ,

بنابراین

k

n∑
j=١

tj−١∥ηj∥٢ ≤ Ch٢βtn|v|٢
β, k

n∑
j=١

∥ηj∥ ≤ Chβt
١
٢
n |v|β. (۴۵.٣)
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داریم: (١١.٣) به توجه با j ≥ ٢ برای

∥δj∥ = ∥G(∂uj − ut,j)∥ ≤ ∥١
k

∫ tj

tj−١

(τ − tj−١)Gutt(τ)dτ∥

≤ ∥١
k

∫ tj

tj−١

τGutt(τ)dτ∥ ≤
∫ tj

tj−١

∥τGutt(τ)∥dτ

=

∫ tj

tj−١

∥τGA٢ut(τ)∥dτ =

∫ tj

tj−١

∥τGA٢A٢u(τ)∥dτ

=

∫ tj

tj−١

∥τA−١PA۴u(τ)∥dτ =

∫ tj

tj−١

∥τA٣PE(τ)v∥dτ

=

∫ tj

tj−١

∥A٣−β
٢ E(τ)A

β
٢ v∥dτ =

∫ tj

tj−١

τ
−۶+β

۴ dτ |v|β,

داریم: هولدر نامساوی و ١ ≤ β ≤ ۴ ،q = ۴
۴−β ،p = ۴

β به توجه با بنابراین،

∫ tj

tj−١

τ
−۴+β

۴ dτ |v|β = Ck
β
۴

(∫ tj

tj−١

((
τ

−۴+β
۴
) ۴

۴−β
dτ

) ۴−β
۴
)

≤ Ck
β
۴

(
β − ۴

٢
(
t

−٢
۴−β

j−١ − t
−٢

۴−β

j

)) ۴−β
۴

≤ Ck
β
۴ t

−١
٢

j−١,

داریم: j = ١ برای است. آمده دست به β = ۴ با که است همان نتیجه

∥δ١∥ ≤ ∥١
k

∫ k

٠
τGutt(τ)dτ ≤ C

∫ k

٠
τ

−۶+β
۴ dτ |v|β

= C|v|β(
۴

β − ٢k
β−٢

۴ ) = C
۴

β − ٢ |v|βk
β
۴ k

−١
٢

≤ Ck
β
۴ t

−١
٢

١ |v|β

داریم: j ≥ ١ برای بنابرین

∥δj∥ ≤ Ck
β
۴ t

−١
٢

j |v|β,

لذا

k

n∑
j=١

∥δj∥ ≤ Ck
β
۴ |v|βt

١
٢
n , k

n∑
j=١

tj−١∥δj∥٢ ≤ Ck
β
۴ |v|٢

βtn. (۴۶.٣)

داریم: (۴٢.٣) در (۴٣.٣) ،(۴۴.٣) ،(۴۵.٣) ،(۴۶.٣) دادن قرار با

tn∥en∥٢ ≤ C
(
tnh

٢β|v|٢
β + h٢βtn|v|٢

β + h٢βtn|v|٢
β + k

β
۴ )tn|v|٢

β

)
+ C

(
t

١
٢
nh

β|v|β + k
β
۴ t

١
٢
n |v|β

)٢
,
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درنتیجه

∥en∥ ≤ C(hβ + k
β
۴ )|v|β.

شد. اثبات (٣٠.٣) بنابراین

داریم: اول گام برای v ∈ Ḣβ−٢ اینͺه و (۴١.٣) از بااستفاده (٣٠.٣) اثبات برای

k

n∑
j=١

∥ej∥٢ ≤ k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + ٢
(
k

n∑
j=١

∥ηj∥+ ∥δj∥
)٢

,

لذا

k
n∑

j=١
∥ρj∥٢ = k∥ρ١∥+ k

n∑
j=٢

∥ρj∥٢.

داریم: (١١.٣) به توجه با

k∥ρ١∥ = k∥(Rh − I)u٢∥١ ≤ kCh٢β|u٢|١
β

= kCh٢β∥A
β
٢ u(t١)∥٢ = kCh٢β∥A

β
٢ E(t١)v∥

≤ kCh٢β∥A
β
٢ E(k)v∥ = kCh٢β∥AE(k)A

β
٢ −١v∥٢

= kCh٢β(k
−١

٢ )٢∥A
β−٢

٢ v∥٢ = Ch٢β|v|β−٢,

k

n∑
j=٢

∥ρj∥٢ =

n∑
j=٢

∫ tj

tj−١

∥ρ(s) +
∫ tj

s
ρt(τ)dτ∥ds

≤ ٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

∥ρ(s)∥ds+ ٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

∥
∫ tj

s
ρt(τ)dτ∥٢ds

≤ ٢
∫ tn

t١

∥ρ(s)∥٢ds+ ٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

(tj − s)

∫ tj

tj−١

∥ρt(τ)∥٢dτds

≤ ٢
∫ tn

٠
∥ρ∥٢ds+ ٢k

∫ tn

t١

τ∥ρt∥٢dτ.

داریم: (٢۵.٣) از استفاده با و tj − s ≤ k ≤ τ اینͺه ∫از tn

٠
∥ρ∥٢dτ ≤ Ch٢β|v|٢

β−٢,
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و

k

∫ tn

t١

τ∥ρt∥٢dτ = k

∫ tn

t١

τ∥(Rh − I)ut∥٢dτ ≤ k

∫ tn

t١

τCh٢β|ut|٢
βdτ

= k

∫ tn

t١

τCh٢β∥A
β
٢ ut∥٢dτ = Ch٢βk

∫ tn

t١

τ∥A
β
٢ ut∥٢dτ

= Ch٢βk

∫ tn

t١

τ∥A
β
٢ A٢u∥٢dτ = Ch٢βk

∫ tn

t١

τ∥A
β
٢ A٢E(τ)v∥٢dτ

= Ch٢βk

∫ tn

t١

τ∥A٣E(τ)A
β−٢

٢ v∥٢dτ = Ch٢βk

∫ tn

t١

ττ
−٣

٢ ∥vA
p−١

٢ ∥٢dτ

= Ch٢βk

∫ tn

t١

τ−٢dτ |v|٢
β−٢ ≤ Ch٢βk(k−١ − t−١

n )|v|٢
β−٢ ≤ Ch٢β|v|٢

β−٢.

بنابراین

k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ ≤ Ch٢β|v|β−٢ + ٢
∫ tn

٠
∥ρ∥٢ds+ ٢k

∫ tn

t١

τ∥ρt∥٢dτ

≤ Ch٢β|v|٢
β−٢ + ٢Ch٢β|v|٢

β−٢ + ٢Ch٢β|v|٢
β−٢,

لذا

k
n∑

j=١
∥ρj∥٢ ≤ Ch٢β|v|٢

β−٢. (۴٧.٣)

بنابراین مͬ�کنیم. محاسبه را k
∑n

j=١ ∥ηj∥ ،η = −(Rh−I)Gut و ηj = −(Rh−I)G∂uj اینͺه فرض با

∥ηj∥ = ∥(Rh − I)G
١
k

∫ tj

tj−١

utdτ∥

≤ ١
k

∫ tj

tj−١

∥(Rh − I)Gut∥dτ ≤ ١
k

∫ tj

tj−١

∥η∥dτ.

داریم: (٢٧.٣) باتوجه�به

k

n∑
j=٢

∥ηj∥ ≤
∫ tn

٠
∥η∥dη ≤ Chβ| log h||v|β−٢. (۴٨.٣)

داریم: (١١.٣) از استفاده با ١ ≤ β < ۴ برای k
∑n

j=١ ∥δj∥ محاسبه برای

∥δj∥ ≤ ١
k

∫ tj

tj−١

(τ − tj−١)∥Gutt(τ)∥dτ

≤
∫ tj

tj−١

∥A۴−β
٢ E(τ)A

β−٢
٢ v∥dτ

≤ C

∫ tn

k
τ−٢+β

۴ dτ |v|β−٢.
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لذا

k
n∑

j=٢
∥δj∥ ≤ Ck

∫ tn

k
τ−٢+β

۴ dτ |v|β−٢

≤ Ck
۴

۴ − β

(
k

β−۴
۴ − t

β−۴
۴

n

)
|v|β−٢

≤
(
Ck

β
۴

۴
۴ − β

− Ck
۴

۴ − β
t
β−۴

۴
n

)
|v|β−٢

≤ C

۴ − β
k

β
۴ |v|β−٢,

و

k∥δ١∥ ≤
∫ k

٠
τ∥Gutt(τ)∥dτ ≤

∫ k

٠
∥A۴−β

٢ E(τ)A
β−٢

٢ v∥dτ

≤ C

∫ k

٠
τ−١+β

۴ dτ |v|β−٢ ≤ C

۴ − β
k

β
۴ |v|β−٢,

داریم: ١ ≤ β < ۴ برای بنابراین

k

n∑
j=١

∥δj∥ ≤ C

۴ − β
k

β
۴ |v|β−٢.

آنͽاه ، ١
۴−β = | log k| اگر

k

n∑
j=٢

∥δj∥ ≤ C

۴ − β
k

β
۴ |v|β−٢ =

C

۴ − β
k١− ۴−β

۴ |v|β−٢

= C| log k|ke−
۴−β

۴ |v|β−٢ = C| log k|ke−
۴−β

۴ log k|v|β−٢

≤ C| log k| |v|β−٢ = C| log k| |v|β−٢.

داریم: ١ ≤ β ≤ ۴ برای بنابراین

k
n∑

j=١
∥δj∥ ≤ Cβ,kk

β
۴ |v|β−٢. (۴٩.٣)

،(۴٨.٣) ،(۴٧.٣) پایان در است. Cβ,k = C
۴−β ،β < ۴ برای و Cβ,k = C| log k| ،β = ۴ برای که

پس مͬ�دهیم. قرار (۴١.٣) در را (۴٩.٣)(
k

n∑
j=١

∥ej∥٢
) ١

٢ ≤ (Chβ| log h|+ Cβ,kk
β
۴ )|v|β−٢.



۴٩ کان-هیلیارد معادله�ی خطͬ تقریب .۴.٣

کان�هیلیارد معادله�ی خطͬ تقریب ۴.٣

مͬ�گیریم: نظر در زیر خفیف جواب با را (۴.٣) خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله�ی

X(t) = E(t)X٠ +

∫ t

٠
E(t− s)dW (s). (۵٠.٣)

مͬ�گیریم: نظر در را ٩ -انتͽرال Itô ویژگͬ

E
{
∥
∫ t

٠
B(s)dW (s)∥٢

}
= E

{∫ t

٠
∥B(s)Q

١
٢ ∥٢

HSds

}
. (۵١.٣)

به�صورت هیلبرت-اشمیت نرم آن در که

∥T∥٢
HS =

∞∑
ℓ=١

∥Tϕℓ∥٢, (۵٢.٣)

جواب نظم قضیه�ی٣.۴.١ در است. H برای دلخواه یͺه متعامد پایه�ی ͷی {ϕℓ}∞ℓ=١ و مͬ�شود تعریف

مͬ�گیریم. نظر در را (۵٠.٣) خفیف

و X٠ ∈ L٢(Ω, Ḣ
β) ،β ≥ ٠ برخͬ برای و باشد (۵٠.٣) خفیف جواب X(t) کنیم فرض .١.۴.٣ قضیه

صورت این در .∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥HS < ∞

∥X(t)∥L٢(Ω,Ḣβ) ≤ C
(
∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + ∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥HS

)
, t ≥ ٠.

داریم: H فضای در نرم برای آنͽاه ،β = ٠ اگر به�علاوه،

∥X(t)∥L٢(Ω,H) ≤ C
(
∥X٠∥L٢(Ω,H) + ∥A−١Q

١
٢ ∥HS + t

١
٢
)
, t ≥ ٠.

β ≥ ٠ برای (١٢.٣) و (١١.٣) از بااستفاده و (۵٢.٣) در اشمیت هیلبرت نرم تعریف از بااستفاده برهان.

مͬ�بینیم: (٨.٣) در

∥X(t)∥٢
L٢(Ω,Ḣβ)

= E
{
|E(t)X٠ +

∫ t

٠
E(t− s)dW (s)|٢

β

}
≤ C

(
E
{
∥A

β
٢ E(t)X٢∥٠

}
+E

{
∥
∫ t

٠
A

β
٢ E(t− s)dW (s)∥٢

})
≤ C

(
∥X٢∥٠

L٢(Ω,Ḣβ)
+

∫ t

٠
∥A

β
٢ E(s)Q

١
٢ ∥٢

HSds
)

= C
(
∥X٢∥٠

L٢(Ω,Ḣβ)
+

∞∑
ℓ=١

∫ t

٠
∥A

β
٢ E(s)Q

١
٢ ϕℓ∥٢ds

)
≤ C

(
∥X٢∥٠

L٢(Ω,Ḣβ)
+

∞∑
ℓ=١

∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ϕℓ∥٢

)
= C

(
∥X٢∥٠

L٢(Ω,Ḣβ)
+ ∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS

)
.

٩isometry of Itô integal
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دارند: وجود زیر اضافͬ شرایط H-norm و β = ٠ برای

E
{
∥(I − P )X٢∥٠

}
= E

{
(X٠, ϕ٠)

٢
}
≤ ∥X٢∥٠

L٢(Ω,H)

E
{
∥(I − P )W (t)∥٢

}
= E

{
(W (t), ϕ٠)

٢
}
≤ Ct

Xh(t) ∈ Sh یافتن هدف است: زیر صورت به کان-هیلیارد-کوک معادله محدود المان تقریب

به�طوری�که

dXh +A٢
hXhdt = PhdW, t > ٠, Xh(٠) = PhX٠. (۵٣.٣)

خفیف جواب با

Xh(t) = Eh(t)PhX٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhdW (s). (۵۴.٣)

داشته نیز و ،β ∈ [١, r] ازای به (۵۴.٣) و (۵٠.٣) خفیف جواب�های X و Xh کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه

h ≤ h٠ برای که دارند وجود C و h٠ صورت این در .∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥HS < ∞ و X٠ ∈ L٢(Ω, Ḣ

β) باشیم

داریم: t ≥ ٠ و

∥Xh(t)−X(t)∥L٢(Ω,H) ≤ Chβ(∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + | log h| ∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥HS).

داریم: Fh(t) = Eh(t)Ph − E(t) رابطه و (۵۴.٣) و (۵٠.٣) از برهان.

∥Xh(t)−X(t)∥L٢(Ω,H)

= ∥Eh(t)PhX٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhdW (s)− E(t)X٠ −

∫ t

٠
E(t− s)dW (s)∥L٢(Ω,H)

= ∥Fh(t)X٠ +

∫ t

٠
Fh(t− s)dW (s)∥L٢(Ω,H) ≤ ∥e١(t)∥L٢(Ω,H) + ∥e١(t)∥L٢(Ω,H),

اینͺه به توجه با

e١(t) = Fh(t)X٠,

e٢(t) =

∫ t

٠
Fh(t− s)dW (s).

داریم: ١.٣.٣ قضیه�ی به توجه با

∥e١(t)∥L٢(Ω,H) = E∥Fh(t)X٢∥٠)
١
٢ ≤ Chβ((E|X٢|٠

β)
١
٢ ≤ Chβ∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ).



۵١ کان-هیلیارد معادله�ی خطͬ تقریب .۴.٣

قضیه�ی و اشمیت هیلبرت نرم تعریف از استفاده با مͬ�کنیم، استفاده (۵١.٣) ایزومتری از دوم رابطه برای

داریم: ١.٣.٣

∥e٢(t)∥٢
L٢(Ω,H) = (∥

∫ t

٠
Fh(t− s)dW (s)∥٢

L٢(Ω,H) = E(∥
∫ t

٠
Fh(t− s)dW (s)∥٢)

=

∫ t

٠
∥Fh(t− s)Q

١
٢ ∥٢

HSds =

∞∑
ℓ=١

∫ t

٠
∥Fh(t− s)Q

١
٢ ϕℓ∥٢ds

≤ C| log h|٢h٢β
∞∑
ℓ=١

|Q
١
٢ ϕℓ|٢

β−٢ = C| log h|٢h٢β∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥٢

HS .

مͬ�گیریم: نظر در زیر ضعیف جواب با را (١٠.٣) گسسته کاملا کان-هیلیارد-کوک معادله اکنون

Xh,n = En
khPhX٠ +

n∑
j=١

En−j+١
kh Ph∂wj , Ekh = (I + kA٢

h)
−١. (۵۵.٣)

ازای به و باشند (۵٠.٣) و (۵۵.٣) روابط در شده تعریف X و Xh,n کنیم فرض .٣.۴.٣ قضیه

،h٠ صورت این در باشند. برقرار ∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥HS < ∞ و X٠ ∈ L٢(Ω, Ḣ

β) ،β ∈ [١,min(r, ۴)]

داریم: n ≥ ١ و k ≤ k٠ ،h ≤ h٠ برای که طوری به دارند وجود C و k٠

∥Xh,n −X(tn)∥L٢(Ω,H) ≤ (C| log h|hβ + Cβ,kk
β
۴ )(∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ) + ∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥HS),

است. Cβ,k = C
۴−β ،β < ۴ برای و Cβ,k = C| log k| ،β = ۴ برای

Fn = En
khPh − E(tn) داریم: (۵۵.٣) و (۵٠.٣) به توجه با برهان.

en = FnX٠ +

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١dW (s)

+
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(E(tn − tj−١)− E(tn − s))dW (s) = en,١ + en,٢ + en,٣.

داریم: ٢.٣.٣ قضیه به توجه با

∥en,٢∥١
L٢(Ω,H) = ∥FnX٠∥L٢(Ω,H) = E

(
∥FnX٢∥٠

) ١
٢ (۵۶.٣)

≤ C(hβ + k
−β

۴ )∥X٠∥L٢(Ω,Ḣβ). (۵٧.٣)
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داریم: قضیه٢.٣.٣ و (۵١.٣) ایزومتری از استفاده با

∥en,٢∥٢
L٢(Ω,H) =

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١dW (s)
∥∥∥٢

L٢(Ω,H)

= E(∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١dW (s)∥٢) = E(∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١Q
١
٢ ∥٢

HSds)

=

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Fn−j+١Q
١
٢ ∥٢

HSds = k

∞∑
ℓ=١

n∑
j=١

∥Fn−j+١Q
١
٢ ϕℓ∥٢

≤
n∑

j=١
(C| log h| hβ + Cβ,kk

β
۴ )٢|Q

١
٢ ϕℓ|٢

β−٢

= (C| log h| hβ + Cβ,kk
β
۴ )٢∥A

β−٢
٢
Q

١
٢ ∥٢

HS .

داریم: نیز (۵١.٣) ایزومتری ویژگͬ به توجه با

∥en,٢∥٣
L٢(Ω,H) = ∥

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(E(tn − tj−١)− E(tn − s))dW (s)∥٢
L٢(Ω,H)

≤ E(∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(E(tn − tj−١)− E(tn − s))dW (s)∥٢)

= E(∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥(E(tn − tj−١)−E(tn − s))Q
١
٢ ∥٢

HSds

=
∞∑
ℓ=١

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥(E(tn − tj−١)− E(tn − s))Q
١
٢ ϕℓ∥٢ds

=

∞∑
ℓ=١

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥A
−β

٢ (E(s− tj−١)− I)AE(tn − s)A
β−٢

٢ Q
١
٢ ϕℓ∥٢ds.

نامساوی از استفاده با

∥A
−β

٢ (E(t)− I)w ≤ Ct
−β

۴ ∥w∥

داریم: w = AE(tn − s)A
β−٢

٢ Q
١
٢ ϕℓ و t = s− tj گرفتن نظر در و

∥en,٢∥٣
L٢(Ω,H) ≤ Ck

β
٢

∞∑
ℓ=١

∫ tn

٠
∥AE(tn − s)A

β−٢
٢ Q

١
٢ ϕℓ∥٢ds

= Ck
β
٢

∞∑
ℓ=١

∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ϕℓ∥٢ = Ck

β
٢ ∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS .



۵٣ نتیجه .۵.٣

نتیجه ۵.٣

و فضایͬ گسسته نیمه محدود المان روش از استفاده با را خطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله�ی عددی تقریب

به را مطلوب نظم از قوی همͽرایͬ تخمین�های کردیم. مطالعه را ضمنͬ اویلر اساس بر گسسته کاملا روش

کردیم. ثابت لͽاریتمͬ عامل برای جز

قطعͬ مسایل برای خطا تخمین�های اثبات به دادیم کاهش را اثبات�ها Itô انتͽرال ایزومتری از استفاده با

پرداختیم. کان-هیلیارد نیم�گروه تقریب برای مربوطه

جواب از بخشͬ که
∫ t

٠ e−(t−s)A٢
dw(s) تصادفͬ پیچش از شده زده تقریب نتایج عنوان به باید نتایج

تصادفͬ تͺامل مساله�ی که باقیمانده بخش شوند. تفسیر است غیرخطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله خفیف

تقریب برای قوی همͽرایͬ آن در که مͬ�گیرد قرار مطالعه مورد بعدی فصل در مͬ�کند حل را غیرخطͬ

شناخته همͽرایͬ سرعت بدون مͬ�شود،�اما ثابت غیرخطͬ کان-هیلیارد-کوک معادله از فضایͬ گسسته نیمه

مسایل از دیͽر ͬͺی است. مانده باقͬ چالش ͷی همͽرایͬ مطلوب میزان آوردن دست به برای است. شده

است. ضعیف همͽرایͬ بررسͬ راستا این در کار برای باقیمانده



۴ فصل

معادله برای محدود المان تقریب
غیرخطͬ کان�هیلیارد�کوک

چͺیده ١.۴

است شده مختل ͬͽرن اختلال�های افزودن به�وسیله که غیرخطͬ، تصادفͬ کان-هیلیارد معادله فصل این در

تقریب ͷی سپس دارند، وجود همه�جا تقریبا و هستند نظم دارای جواب�ها مͬ�دهیم نشان مͬ�شود. بررسͬ

کردن بهینه به�منظور خطا برآوردهای و مͬ�شود معرفͬ استاندارد محدود المان�های روش از استفاده با فضایͬ

مͬ�شود. اثبات نرخ بدون قوی همͽرایͬ همچنین و ١ به ͷنزدی اختیاری احتمالات از مجموعه�ای روی

پیش�نیازها ٢.۴

معرفͬ کان-هیلیارد-کوک معادله عنوان تحت است، شده مختل اختلال وسیله به که کان-هیلیاردی معادله

مͬ�شود:
du−∆vdt = dW, in D × (٠, T ],
v +∆u+ f(u) = ٠, inD × (٠, T ],
∂u
∂n = ∂v

∂n = ٠, on ∂D × (٠, T ],
u(٠) = u٠, in D.

١ انتزاعͬ تͺامل معادله f(s)است. = s٣ − s و d = ١, ٢, ٣ ،Rd فضای در کرانداری دامنه�ی D اینجا در

به�صورت، آن

dX + (A٢X +Af(X))dt = dW, t ∈ (٠, T ]; X(٠) = X٠, (١.۴)

لاپلاس نشان�دهنده که H = L٢(D)هیلبرت فضای در بͬ�کران عملͽر ͷی عنوان به A درآن که ،[٨] است

مجهزبه احتمال فضای به توجه با H در -وینر Qفرایند ͷی W و است، شده درنظرگرفته مͬ�باشد نویمن
١abstract evolution equation



۵۵ پیش�نیازها .٢.۴

مͬ�شود. گرفته درنظر Hs = Hs(D) استاندارد سوبولوف فضای است. (Ω, F, P, {Ft}t≥٠) فیلتریشن

توسط است،که X از Xh فضایͬ نیمه�گسسته محدود عنصر تقریب همͽرایͬ خواص مطالعه هدف

است: شده تعریف زیر فرم به معادله�ای

dXh + (A٢
hXh +AhPhf(Xh))dt = PhdW, t ∈ (٠, T ]; Xh(٠) = PhX٠.

عملͽر که مͬ�کنیم فرض مͬ�باشد. ١.۴ جواب�های برای نظم و وجود اثبات به نیاز ، کار این انجام به�منظور

فردی به منحصر جواب نشان�دهنده�ی ( ٣ استوانه�ای اختلال ، ٢ زمان-فضا سفید Q(اختلال = I کوواریانس

δ > ٠ برخͬ برای و Q و A بودن جا�به�جایͬ بافرض مͬ�باشد. است C
(
[٠, T ],H−١) به متعلق که ،١.۴ از

برای قاعده�ای و نظم چنین مͬ�شود. C
(
[٠, T ],H

)
به متعلق جواب ، Tr(Aδ−١Q) < ∞ ،(ͬͽرن (اختلال

در جوابͬ وجود β > ٠ برای که است این هدف اولین بنابراین است. کافͬ عددی جواب همͽرایͬ اثبات

نوشته زیر صورت به ١.۴ معادله خفیف جواب نیم�گروه�ها، روش از استفاده با شود. اثبات C
(
[٠, T ],Hβ

)
مͬ�شود:

X(t) = e−tA٢
X٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

Af(X(s))ds+

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

dW (s) = Y (t) +WA(t),

است، X = Y +WA جواب طبیعͬ به�طور این است. −A٢ توسط شده تولید تحلیلͬ نیم�گروه e−tA٢ که

داریم: β ≥ ٠ برای خاص، درحالت است. ۴ تصادفͬ پیچش ͷی WA(T ) =
∫ t

٠ e−(t−s)A٢
AdW (s) که

یعنͬ ،∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥٢

HS = Tr(Aβ−٢Q) < ∞

E[∥WA(t)∥٢
Hβ ] ≤ ∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS , t ≥ ٠. (٢.۴)

است، تصادفͬ ضریب با دیفرانسیل معادله از جوابͬ Y دیͽر، طرف از

Ẏ +A٢Y +Af(Y +WA) = ٠, t > ٠, Y (٠) = X٠. (٣.۴)

محلͬ لیپ�شیتز برای تنها غیرخطͬ اصطلاح گرفت. نظر در WA از جوابͬ به�عنوان را آن مͬ�توان که

داریم؛ لیاپانوف تابع باتوجه�به کلͬ حالت در شود. کنترل باید لیپ�شیتز ثابت و به�کارمͬ�رود

J(u) =
١
٢∥∇u∥٢ +

∫
D
F (u)dx u ∈ H١, F (s) =

١
۴s۴ − ١

٢s٢,

،∥X(t)∥H١ ≤ C داریم تصادفͬ کانولوشن بواسطه t ⩾ ٠ برای و ،[۵] است ناافزایشͬ مسیرها درامتداد که

و J(X(t)) ریاضͬ امید رشد برای کرانͬ مͬ�توان شرایط، با�این نیست. درست ١.۴ تصادفͬ معادله برای

کران

E[∥X(t)∥٢
H١ ] ≤ C(t), t ≥ ٠, (۴.۴)

٢space-time white noise
٣cylindrical noise
۴stochastic convolution
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داریم: شود، داده قرار β = ٣ ،(٢.۴) معادله در اگر هستند، جابجایͬ Q و A اینͺه فرض با کرد. پیدا

∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS = Tr(AQ) < ∞. (۵.۴)

دوم درجه به نمایͬ از t �به باتوجه کران رشد ١.۴.۴ قضیه در مͬ�شود. استفاده ١.۴.۴ قضیه در رابطه این از

دارند جابجایͬ خاصیت هستند مشترک ویژه پایه دارای که Q و A که فرضمͬ�کنیم همچنین مͬ�یابد. کاهش

تغییرات اندکͬ با آنͽاه مͬ�آوریم، به�دست X برای کرانͬ و است شده تشͺیل کراندار توابع از Q ویژه پایه و

شود. مͬ� اثبات نیز Xh محدود المان جواب برای را کران همان فرضیات روی بر

با Ωϵ ⊂ Ω و KT ،ϵ ∈ (٠, ١) و T > ٠ هر برای که داد نشان مͬ�توان چبیشف نامساوی از استفاده با

نیز و دارند وجود P (Ωϵ) ≥ ١ − ϵ

∥X(t)∥٢
H١ + ∥Xh(t)∥٢

H١ ≤ ϵ−١KT onΩϵ, t ∈ [٠, T ].

فرض به توجه با ω ∈ Ωϵ برای مͬ�دهیم نشان ٢.۵.۴ قضیه در و مͬ�کند کنترل را غیرخطͬ حالت کران، این

مͬ�آورد، به�دست خطا برآورد ͷی ٣.۶.۴ قضیه در همچنین ،X ∈ C
(
[٠, T ],H٣) داریم (۵.۴)

∥Xh(t)−X(t)∥ ≤ C(ϵ−١KT , T )h
٢| log(h)| onΩϵ, t ∈ [٠, t]. (۶.۴)

اثبات برای (۶.۴) رابطه از ۴.۶.۴ قضیه مͬ�یابد،در افزایش ϵ−١KT با سرعت به راست سمت ثابت مقدار

مͬ�شود استفاده قوی همͽرایͬ

max
t∈[٠,T ]

E[∥Xh(t)−X(t)∥٢] → ٠ a.sh → ٠. (٧.۴)

که باشید داشته توجه ارتباط این در است. آینده در کار برای پیشنهادی نرخ، برآورد با قوی همͽرایͬ اثبات

شرایطͬ غیرخطͬ، محلͬ لیپ�شیتز شرط با عادی تصادفͬ دیفرانسیل معادلات عددی روش�های برای حتͬ

بیان متن در خوبͬ به جبری کان-هیلیارد معادله برای عددی روش�های مͬ�کنیم. فرض همͽرایͬ نرخ روی را

پایان�نامه این در که است گرفته قرار مطالعه مورد روش چند کان-هیلیارد-کوک، معادله برای است. شده

معادله برای متفاوت طرحͬ به�صورت احتمالͬ همͽرایͬ درآن که ، [۶] است شده استفاده آنها از ͬͺی تنها

مͬ�شود. ثابت مختلف ابعاد در غیرخطͬ،

مقدمات ٣.۴
نرم�ها ١.٣.۴

با H = L٢(D) ،و ∂D چندضلعͬ مرز با کراندار محدب دامنه ͷی D ⊂ Rd, d = ١, ٢, ٣ کنید فرض

و ،∥.∥ نرم و ⟨., .⟩ داخلͬ استاندارد ضرب

Ḣ = {v ∈ H :

∫
D
vdx = ٠}
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با A = −∆ خطͬ عملͽر است. استاندارد سوبولوف فضای نشان�دهنده Hk = Hk(D) همچنین باشد.

دامنه

D(A) = {v ∈ H٢ :
∂v

∂n
= ٠ on ∂D}.

گسترش با باشد. معͺوسفشرده با نامحدود، خودالحاق، مثبت، معین Ḣ روی که ای به�گونه تعریفمͬ�شود،

{λj}∞j=٠ آن با متناظر ویژه مقادیر که مͬ�شود {φj}∞j=٠ متعامد ویژه پایه�ی دارای A خطͬ عملͽر ، H به Ḣ

رابطه در که مͬ�باشند

٠ = λ٠ < λ١ ≤ λ٢ ≤ ... ≤ λj , λj → ∞,

متعامد نͽاشت ͷی، P : H → Ḣ کنید فرض است. ثابت φ٠ = |D|−
١
٢ یعنͬ ویژه تابع اولین کرده، صدق

آنͽاه باشد،

(I − P )v = ⟨v, φ٠⟩φ٠ = |D|−١
∫
D
vdx,

نرم�های و نیم�نرم�ها ​است. v ​ میانͽین که

|v|α = (

∞∑
j=١

λα
j |⟨v, φj⟩|٢)

١
٢ , α ≥ ٠,

∥v∥α = (
∞∑
j=٠

λα
j |⟨v, φj⟩|٢)

١
٢ = (|v|٢

α + |⟨v, φ٢|⟨٠)
١
٢ , α ≥ ٠,

آنها به مربوط فضاهای و

Ḣα = D(A
α
٢ ) = {v ∈ H : |v|α < ∞}, Hα = {v ∈ H : ∥v∥α < ∞}.

نرم معادل ∥.∥k نرم ،Hk استاندارد سوبولوف فضاهای در شود، مͬ تعریف α = k صحیح مرتبه برای را

مثال، برای است. ∥.∥Hk استاندارد

∥v∥٢
١ = |v|٢

١ + |⟨v, φ٢|⟨٠ = ∥∇v∥٢ + |⟨v, φ٢|⟨٠ (٨.۴)

است. ∥v∥٢
H١ برابر، پوانͺاره نامساوی به باتوجه که

گروه نیم ٢.٣.۴

است،به�طوری�که H روی e−tA٢ تحلیلͬ نیم�گروه از ͷکوچ بینهایت مولد ͷی −A٢ عملͽر

e−tA٢
v =

∞∑
j=٠

e−tλ٢
j ⟨v, φj⟩φj =

∞∑
j=١

e−tλ٢
j ⟨v, φj⟩φj + ⟨v, φ٠⟩φ٠

= e−tA٢
Pv + (I − P )v

که است آن از حاکͬ

∥Aαe−tA٢
v∥ ≤ Ct−

α
٢ e−ct∥v∥, α > ٠. (٩.۴)
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محدود المان�های روش ٣.٣.۴

Sh و باشد، h حداکثر مش اندازه با D روی منظم مثلثͬ�سازی از خانواده�ای نشان�دهنده {Th}h>٠ فرضکنید

مͬ�باشند. ١ حداکثر درجه از قطعه�ای چندجمله�ای�های Th به توجه با که باشد، D روی پیوسته توابع فضای

به�صورت را Ṡh = PSh همچنین است. Sh ⊂ H١ رو، این از

Ṡh = {vh ∈ Sh :

∫
D
vhdx = ٠},

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Ah : Sh → Ṡh
۵ گسسته لاپلاس عملͽر مͬ�کنیم. تعریف

⟨Ahvh, wh⟩ = ⟨∇vh,∇wh⟩, ∀vh ∈ Sh, wh ∈ Ṡh.

که باشید داشته توجه

|vh|١ = ∥A
١
٢ vh∥ = ∥∇vh∥ = ∥A

١
٢
hvh∥, vh ∈ Sh. (١٠.۴)

{φh,j}Nh
j=٠ ویژه متعامد پایه دارای و ، Sh در مثبت معین نیمه ، Ṡh در مثبت معین خودالحاق، Ah عملͽر

به�طوری�که: است. {λh,j}Nh
j=٠ متناظر ویژه مقادیر با

٠ = λh,٠ < λh,١ ≤ ... ≤ λh,j ≤ ... ≤ λh,Nh
,

به�صورت e−tA٢
h : Sh → Sh علاوه�براین، .φh,٠ = φ٠ = |D|−

١
٢ و

e−tA٢
hvh =

Nh∑
j=٠

e−tλh,j ⟨vh, φh,j⟩φh,j =

Nh∑
j=١

e−tλh,j ⟨vh, φh,j⟩φh,j + ⟨vh, φ٠⟩φ٠,

به�صورت Ph : H → Sh متعامد نͽاشت و

⟨Phv, wh⟩ = ⟨v, wh⟩ ∀v ∈ H,wh ∈ Sh, (١١.۴)

به�صورت Ph : Ḣ → Ṡh و

e−tA٢
hPhv = e−tA٢

hPhPv + (I − P )v

به�صورت آن�را مͬ�توان (٩.۴) به توجه با مͬ�شوند. تعریف

∥Aα
he

−tA٢
hvh∥ ≤ Ct−

α
٢ e−ct∥vh∥, vh ∈ Sh, α > ٠ (١٢.۴)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Rh : Ḣ١ → Ṡh روی ۶ ریتس نͽاشت نهایت، در کرد. گسسته�سازی

⟨∇Rhv,∇wh⟩ = ⟨∇v,∇wh⟩, ∀v ∈ Ḣ١, wh ∈ Ṡh,

با Rh : H١ → Sh که

Rhv = RhPv + (I − P )v, v ∈ H١, (١٣.۴)
۵discrete Laplacian
۶Ritz projector



۵٩ مقدمات .٣.۴

: [٩] داریم را زیر خطای کران سپس است. ریتس عملͽر یافته گسترش

∥Rhv − v∥ ≤ Chβ|v|β, v ∈ Hβ, β ∈ [١, ٢]. (١۴.۴)

کران ͷی حال باشد، کران�دار L۴ نرم و H١ روی Ph که مͬ�کنیم فرض نامه، پایان سازی ساده منظور به

مͬ�گیریم، نظر در Ah برای معͺوس

∥Phv∥١ ≤ C∥v∥١, v ∈ H١,

∥Phv∥L۴ ≤ C∥v∥L۴ , v ∈ H١, (١۵.۴)

∥Ahvh∥ ≤ Ch−٢∥vh∥, vh ∈ Sh.

برقرارند. بالا روابط باشد، یͺنواخت شبه {Th}h>٠ مش خانواده اگر مثال، برای

وینر فرایند ۴.٣.۴

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت H روی T خطͬ عملͽر از بااستفاده هیلبرت-اشمیت نرم و اثر

Tr(T ) = Σ∞
k=١⟨Tfk, fk⟩, ∥T∥HS = (Σ∞

k=١∥Tfk∥
٢)

١
٢ ,

خودالحاق، که باشد H روی خطͬ عملͽر Q کنید فرض است. H از دلخواه متعامد پایه ͷی {fk}∞k=١ که

ویژه مقادیر با Q برای ویژه متعامد پایه ͷی {ek}∞k=١ و است Tr(Q) < ∞ کران�دار،با مثبت، معین نیمه

صورت به وینر -Q فرایند سپس مͬ�باشد. {γk}∞k=١

W (t) =

∞∑
k=١

γ
١
٢
k βk(t)ek,

نرم به توجه ،با L٢(Ω,H) در سری� است، براونͬ حرکت از مستقل و مقدار حقیقͬ βk که مͬ�شود، تعریف

است. همͽرا ∥v∥L٢(Ω,H) = (E[∥v∥٢])
١
٢

تصادفͬ پیچیدگͬ ۵.٣.۴

: [٧] مͬ�شود زیرتعریف به�صورت را WA(t) تصادفͬ پیچیدگͬ حال

WA(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

dW (s)

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) +

∫ t

٠
⟨dW (s), φ٠⟩φ٠

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) + ⟨W (t), φ٠⟩φ٠

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

PdW (s) + (I − P )W (t).
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مͬ�باشد: زیر صورت به تصادفͬ پیچیدگͬ این گسسته حالت وبرای

WAh
(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhdW (s)

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhPdW (s) + ⟨W (t), φ٠⟩φ٠

=

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhPdW (s) + (I − P )W (t).

مͬ�شود: نتیجه دو این تفاضل از

WAh
(t)−WA(t) =

∫ t

٠
(e−(t−s)A٢

hPh − e−(t−s)A٢
)PdW (s). (١۶.۴)

آنͽاه ،∥A
β−٢

٢ Q
١
٢ ∥HS < ∞ ،β ≥ ٢ به�ازای اگر .١.٣.۴ قضیه

∥WA(t)∥L٢(Ω,Ḣβ)
≤ C∥A

β−٢
٢ Q

١
٢ ∥HS , t ≥ ٠.

،آنͽاه ∥Q ١
٢ ∥HS < ∞ ،اگر β = ٢ درنظرگرفتن با .٢.٣.۴ قضیه

∥WAh
(t)−WA(t)∥L٢(Ω,H) ≤ Ch٢| log h|∥Q

١
٢ ∥HS , t ≥ ٠.

گرونوال لم ۶.٣.۴

.[۵] مͬ�کنیم بیان را گرونوال لم از تعمیمͬ ابتدا

اگر باشد. پیوسته t ∈ [٠, T ] برای φ(t) ≥ ٠ تابع که کنید فرض گرونوال) لم (تعمیم .٣.٣.۴ لم

φ(t) ≤ At−١+α +B

∫ t

٠
(t− s)−١+βφ(s)ds, t ∈ (٠, T ], (١٧.۴)

به�طوری�که دارد وجود C = C(B, T, α, β) ثابت آنͽاه ،α, β > ٠ و A,B ≥ ٠ ثابت�های برای

φ(t) ≤ CAt−١+α, t ∈ (٠, T ].

،[۵] اتحاد از بااستفاده و (١٧.۴) نامساوی تͺرار مرتبه N − ١ با ∫برهان. t

٠
(t− s)−١+α(s)−١+βds = C(α, β)(t)−١+α+β, α, β > ٠,

داریم: T β با tβ برآورد و

φ(t) ≤ C١A(t)−١+α + C٢

∫ t

٠
(t− s)−١+Nβφ(s)ds, ٠ ≤ t ≤ T,

با و −١ +Nβ ≥ ٠ به�طوری�که N انتخاب با اکنون C٢ = C٢(B, β,N) و C١ = C١(B, T, α, β,N) که

به�دست نظر مورد نتیجه −١ +α ≥ ٠ اگر حال مͬ�کنیم. برآورد را (t− s)−١+Nβ ، T−١+Nβ نظرگرفتن در

مͬ�آید.
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مͬ�کنیم: بیان را زیر استاندارد گرونوال لم همچنین

A,C ≥ ٠ از برخͬ برای اگر باشد. پیوسته [٠, T ] روی φ(t) تابع که کنید فرض گرونوال) (لم .۴.٣.۴ لم

باشیم �داشته B > ٠ و

φ(t) ≤ A+ Ct+B

∫ t

٠
φ(s)ds, t ∈ [٠, T ],

آنͽاه

φ(t) ≤ (A+
C

B
)eBt, t ∈ [٠, T ].

داریم: Φ(t) = A+ Ct+B
∫ t

٠ φ(s)ds بادرنظرگرفتن برهان.

Φ′(t) = C +Bφ(t) ≤ C +BΦ(t),

از . ddt(Φ(t)e−Bt) ≤ Ce−Bt داریم: e−Bt در نامساوی طرف دو باضرب Φ′(t) − BΦ(t) ≤ C بنابراین

رو این

Φ(t)e−Bt ≤ Φ(٠) + C

∫ t

٠
e−Bsds = (A+

C

B
)− C

B
e−Bt

مͬ�کنیم: ضرب eBt در را طرف دو هر

Φ(t) ≤ (A+
C

B
)eBt − C

B
≤ (A+

C

B
)eBt

مͬ�آید. بدست نظر مورد نتیجه ،بنابراین φ(t) ≤ Φ(t) اما

غیرخطͬ کان�هیلیارد�کوک معادله برای کران�هایͬ ٧.٣.۴

داریم: f(s) = s٣ − s و u, v ∈ H٣ برای .۵.٣.۴ لم

∥∆f(u)∥ ≤ C(١ + ∥u∥٢
١)∥u∥٣, (١٨.۴)

∥A− ١
٢

h P (f(u)− f(v))∥ ≤ C(١ + ∥u∥٢
١ + ∥v∥٢

١)∥u− v∥. (١٩.۴)

استفاده با است. f ′(s) = ٣s٢ − ١, f ′′(s) = ۶s به�صورت آن دوم و اول مشتقات f به باتوجه برهان.

به�دست ∥u∥Hk ≤ ∥u∥k و ∥u∥L۶ ≤ C∥u∥H١ ،(d ⩽ ٣) برای سوبولوف نامساوی و هولدر نامساوی از

مͬ�آید:

∥∆f(u)∥ = ∥f ′(u)∆u+ f ′′(u)|∇u|٢∥

≤ ∥f ′(u)∥L٣∥∆u∥L۶ + ∥f ′′(u)∥L۶∥∇u∥٢
L۶

≤ C(١ + ∥u∥٢
L۶
)∥∆u∥L۶ + C∥u∥L۶∥∇u∥٢

L۶

≤ C(١ + ∥u∥٢
H١)∥u∥H٣ + C∥u∥H١∥∇u∥٢

H٢
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بنابراین ،∥∆f(u)∥ ≤ C(١ + ∥u∥٢
١)∥u∥٣ داریم: ∥u∥٢ ≤ C∥u∥

١
٢
١ ∥u∥

١
٢
٣ چون

∥∆f(u)∥ ≤ C(١ + ∥u∥٢
H١)∥u∥H٣ .

بنابراین: مͬ�رود، به�کار (١٠.۴) برای را سوبولوف نابرابری و هولدر نابرابری (١٩.۴) اثبات برای

∥A− ١
٢

h Pφ∥ = sup
vh∈Sh

⟨A− ١
٢

h Pφ⟩
∥vh∥

= sup
vh∈Sh

⟨φ,A− ١
٢

h Pvh⟩
∥vh∥

= sup
wh∈Ṡh

⟨φ,wh⟩
|wh|١

≤ sup
wh∈Ṡh

∥φ∥L ۶
۵
∥wh∥L۶

|wh|١
≤ C∥φ∥L ۶

۵
.

که φ = f(u)− f(v) =
∫ ١

٠ f ′(su+ (١ − s)v)ds(u− v) =
∫ ١

٠ f ′(us)ds(u− v) عبارت از استفاده با

مͬ�آید: به�دست us = su+ (١ − s)v

∥A− ١
٢

h P (f(u)− f(v))∥ = ∥A− ١
٢

h Pφ∥ ≤ C∥φ∥L ۶
۵

≤ C

∫ ١

٠
∥f ′(us)∥L٣ds∥u− v∥

≤ C

∫ ١

٠
(١ + ∥us∥٢

L۶
)ds∥u− v∥

≤ C

∫ ١

٠
(١ + ∥us∥٢

١)ds∥u− v∥

≤ C(١ + ∥u∥٢
١ + ∥v∥٢

١)∥u− v∥.

کان�هیلیارد�کوک معادله ۴.۴
پیوسته مساله ١.۴.۴

از: است عبارت کان-هیلیارد-کوک معادله
du−∆wdt = dW, inD × [٠, T ],
w +∆u+ f(u) = ٠, inD × [٠, T ],
∂u
∂n = ∂w

∂n = ٠, on ∂D × [٠, T ],
u(٠) = u٠, inD.

(٢٠.۴)

زیر به�صورت ∂v
∂n = ٠ مرزی شرط با v ∈ H٢ تمام ازای به� آن� ضعیف فرم محدود المان�های تقریب
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است:

⟨u(t), v⟩ = ⟨u٠, v⟩+
∫ t

٠
⟨w(s),∆v⟩ds+

∫ t

٠
⟨dW (s), v⟩, t > ٠,

⟨w, v⟩ = ⟨∇u,∇v⟩+ ⟨f(u), v⟩, t > ٠, (٢١.۴)

u(٠) = u٠.

معادله انتزاعͬ تͺامل فرم است، شده معرفͬ قبل بخش در که A عملͽر از استفاده Hبا = L٢(D) فضای در

نوشت: زیر به�صورت مͬ�توان را کان-هیلیارد-کوک

dX + (A٢X +Af(x))dt = dW, t > ٠; X(٠) = X٠. (٢٢.۴)

مͬ�آید: بدست زیر رابطه از (٢٢.۴) ضعیف جواب v ∈ Ḣ۴ = D(A٢) تمام برای

⟨X(t), v⟩ − ⟨X٠, v⟩+
∫ t

٠
⟨X,A٢v⟩ds+

∫ t

٠
⟨f(X(s)), Av⟩ds+

∫ t

٠
⟨dW (s), v⟩,

از آن خفیف جواب و

X(t) = e−tA٢
X٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

Af(X(s))ds+

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

dW (s), (٢٣.۴)

مͬ�آید. به�دست

محدود المان مساله ٢.۴.۴

به t > ٠ ، uh ∈ Sh تمام به�ازای (٢٠.۴) برای را uh(t) ∈ Sh محدود المان ،جواب (٢١.۴) به توجه با

صورت

⟨uh(t), vh⟩ = ⟨u٠, vh⟩+
∫ t

٠
⟨∇wh(s),∇vh⟩ds+

∫ t

٠
⟨dW (s), vh⟩, (٢۴.۴)

⟨wh, vh⟩ = ⟨∇uh,∇vh⟩+ ⟨f(uh), vh⟩, (٢۵.۴)

uh(٠) = uh,٠ (٢۶.۴)

شͺل به Sh فضای در رابطه این مͬ�شود. تعریف

dXh + (A٢
hXh +AhPhf(xh))dt = PhdW, t > ٠; Xh(٠) = PhX٠; (٢٧.۴)

به�صورت آن خفیف جواب مͬ�شود،که نوشته

Xh(t) = e−tA٢
hX٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhf(X(s))ds+

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhdW (s) (٢٨.۴)

است.
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تابعͬ لیاپانوف ٣.۴.۴

صورت به را هیلیارد کان قطعͬ معادله برای لیاپانوف تابع

J(u) =
١
٢∥∇u∥٢ +

∫
D
F (u)dx, u ∈ H١, (٢٩.۴)

در J(X(t)) قطعͬ حالت در که است، f(s) = s٣ − s اولیه تابع F (s) = ١
۴s

۴ − ١
٢s

٢ که مͬ�کنیم، تعریف

مͬ�توان آن از استفاده با اما نیست، برقرار تصادفͬ معادله برای رابطه این یابد. مͬ افزایش جواب، مسیر طول

آورد. به�دست J(X(t)) انتظار مورد مقدار برای کران ͷی

با (٢٧.۴) و (٢٢.۴) از ضعیف جوابهای X,Xh و ،∥A ١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ کنید فرض .١.۴.۴ قضیه

t > ٠ تمام برای این�صورت، در است. -اندازه�پذیر F٠ ، H١ در مقادیر با X٠ اینͺه و E[J(X٠)] < ∞

داریم:

E[J(X(t))] ≤ C(E[J(X٠)] + ١ + tKQ + t٢K٢
Q), (٣٠.۴)

و

E[J(Xh(t))] ≤ C(E[J(PhX٠)] + ١ + tKQ + t٢K٢
Q), (٣١.۴)

.KQ = ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS + ⟨Qφ٠, φ٠⟩ که

به�دست (٣١.۴) از ”h”زیرنویس حذف با (٣٠.۴) اثبات مͬ�پردازیم، (٣١.۴) اثبات به تنها اینجا در برهان.

مͬ�آید بدست PhW توسط که Sh در Itô دیفرانسیل معادله ͷی به�عنوان را (٢٧.۴) معادله ابتدا مͬ�آید.

مͬ�گیریم نتیجه (١۵.۴) رابطه�ی توجه�به با است. Sh در وینر فرایند -Qh = PhQPh ͷی و درنظرمͬ�گیریم،

.E[J(PhX٠)] < ∞ آنͽاه E[J(X٠)] < ∞ اگر که

،داریم: [٧] J(Xh(t)) برای Itô فرمول بردن بͺار با

J(Xh(t)) =J(Xh(٠)) +
∫ t

٠
⟨J ′(Xh(s)), dXh(s)⟩+

١
٢

∫ t

٠
Tr(J ′′(Xh(s))Qh)ds

(٢٢·۴)
= J(PhX٠) +

∫ t

٠
⟨J ′(Xh(s)),−A٢

hXh(s)− PhAhf(Xh(s))⟩ds

+
١
٢

∫ t

٠
Tr(J ′′(Xh(s))Qh)ds+

∫ t

٠
⟨J ′(Xh(s)), dW (s)⟩.

داریم: طرفͬ از

⟨J ′(uh), vh⟩ = ⟨∇uh,∇vh⟩+ ⟨f(uh), vh⟩ = ⟨Ahuh + Phf(uh), vh⟩

و

⟨J ′′(uh)vh, wh⟩ = ⟨∇vh,∇wh⟩+ ⟨f ′(uh)vh, wh⟩

= ⟨Ahvh + Ph[f
′(uh)vh], wh⟩,
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بنابراین؛

J ′(uh) = Ahuh + Phf(uh), J ′′(uh) = Ah + Ph[f
′(uh)].

؛ J(Xh(t)) در رابطه دو این جایͽذاری با رو، این از

E[J(Xh(t))] =E[J(PhX٠)]−E[
∫ t

٠
|AhXh(s) + Phf(Xh(s))|٢

١ds]

+
١
٢E[

∫ t

٠
(Tr(AhQh) + Tr(Ph[f

′(Xh(s))]Qh))ds].

داریم: راست سمت در منفͬ عبارت از پوشͬ چشم با

E[J(Xh(t))] ≤ E[J(PhX٠)] +
١
٢E[

∫ t

٠
(Tr(AhQh) + Tr(Ph[f

′(Xh(s))]Qh))ds]. (٣٢.۴)

کنید فرض Tr(AhQh) محاسبه برای مͬ�کنیم: محاسبه را Tr(Ph[f
′(Xh(s))]Qh) و Tr(AhQh) اکنون

سپس باشد. آن ویژه مقادیر {λh,j}Nh
j=٠ و Ah ویژه بردارهای از متعامد پایه ͷی {φh,j}Nh

j=٠

Tr(AhQh) = Tr(QhAh)

=

Nh∑
j=١

λh,j⟨Qφh,j , φh,j⟩ =
Nh∑
j=١

⟨PhQPhAhφh,j , φh,j⟩

=

Nh∑
j=١

⟨Q
١
٢ A

١
٢
hPhφh,j , Q

١
٢ A

١
٢
hPhφh,j⟩

=

Nh∑
j=١

∥Q
١
٢ A

١
٢
hPhφh,j∥٢ = ∥Q

١
٢ A

١
٢
hPh∥٢

HS

≤ ∥A
١
٢
hPhA

− ١
٢ A

١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS

≤ ∥A
١
٢
hPhA

− ١
٢ ∥٢

B(Ḣ)
∥A

١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS

≤ C∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS .

زیرا؛

∥A
١
٢
hPhA

− ١
٢ v∥ = |PhA

− ١
٢ v|١ ≤ C|A− ١

٢ v|١ = C∥v∥, v ∈ Ḣ,

KQ = ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS + ⟨Qφ٠, φ٠⟩ داشتیم؛ فرض به توجه با رو این از ،∥A
١
٢
hPhA

− ١
٢ ∥B(Ḣ) ≤ C بنابراین

بنابراین،

∥A
١
٢
hQ

١
٢
h∥

٢
HS = Tr(AhQh) ≤ ∥A

١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS ≤ CKQ (٣٣.۴)
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مقادیر {γh,j}Nh
j=٠ و Qh متعامد ویژه پایه {eh,j}Nh

j=٠ �کنید فرض ، Tr(Ph[f
′(Xh)]Qh) اثبات برای حال

داریم، سوبولوف نامساوی و هولدر نامساوی و |f ′(s)| ≤ C(١+ s٢) کران از استفاده با باشد. آن نظیر ویژه

|⟨f ′(u)v, v⟩| ≤ C(١ + ∥u∥٢
L۴
)∥v∥٢

L۴
≤ C(١ + ∥u∥٢

L۴
)∥v∥٢

H١ ≤ C(١ + ∥u∥٢
L۴
)∥v∥٢

١.

داریم: vh ∈ Sh برای (١٠.۴) و (٨.۴) از استفاده با

∥Ah∥٢
١ = |vh|٢

١ + ⟨vh, φ٢⟨٠ = ∥A
١
٢
hvh∥

٢ + ⟨vh, φ٢⟨٠,

(٣٣.۴) که،با طوری به
Nh∑
j=٠

∥Q
١
٢
heh,j∥

٢
١ =

Nh∑
j=٠

∥A
١
٢
hQ

١
٢
heh,j∥

٢ +

Nh∑
j=٠

⟨Q
١
٢
heh,j , φ٢⟨٠

≤ ∥A
١
٢
hQ

١
٢
h∥

٢
HS + ∥Q

١
٢
h∥

٢
HS

≤ ∥A
١
٢
hQ

١
٢
h∥

٢
HS + ∥Q

١
٢ ∥٢

HS

≤ C∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥٢

HS + ⟨Qφ٠, φ٠⟩

≤ CKQ.

داریم: A− ١
٢ کرانداری اصل از بااستفاده اکنون

∥Q
١
٢ ∥٢

HS =

∞∑
j=٠

∥Q
١
٢ φj∥٢ =

∞∑
j=١

∥A− ١
٢ A

١
٢ Q

١
٢ φj∥٢ + ∥Q

١
٢ φ٢∥٠

≤ C

∞∑
j=١

∥A
١
٢ Q

١
٢ φj∥٢ + ⟨Qφ٠, φ٠⟩ (٣۴.۴)

= C∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥HS + ⟨Qφ٠, φ٠⟩ ≤ CKQ.

داریم: بنابراین

Tr(Ph[f
′(Xh)]Qh) =

Nh∑
j=٠

⟨Ph[f
′(Xh)Qheh,j ], eh,j⟩

=

Nh∑
j=٠

γh,j⟨f ′(Xh)eh,j , eh,j⟩ (٣۵.۴)

=

Nh∑
j=٠

⟨f ′(Xh)Q
١
٢
heh,j , Q

١
٢
heh,j⟩

داریم: (٣۴.۴) از استفاده با

Tr(Ph[f
′(Xh)]Qh) ≤ C(١ + ∥Xh∥٢

L۴
)ΣNh

j=٠∥Q
١
٢
heh,j∥

٢
١ ≤ C(١ + ∥Xh∥٢

L۴
)KQ (٣۶.۴)
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داریم: (٣٢.۴) در (٣۶.۴) و (٣٣.۴) دادن قرار با

E[J(Xh(t))] = E[J(PhX٠)] + CKQ(t+

∫ t

٠
E[∥Xh(s)∥٢

L۴
]ds). (٣٧.۴)

به توجه با و (٢٩.۴) تابعͬ لیاپانوف از تعریف از استفاده با مͬ�پردازیم.
∫ t

٠ E[∥Xh∥٢
L۴
]ds محاسبه به حال

،داریم: F (s) = ١
۴s

۴ − ١
٢s

٢ ≥ c١s
۴ − c٢

J(u) ≥ ١
٢∥∇u∥٢ + C١∥u∥۴

L۴
− C٢,

مͬ�دهد: نتیجه که

∥u∥۴
L۴

≤ C١)٣ + J(u))

داریم: ϵ > ٠ هولدر،برای�� نامساوی ازاین�رو،به�وسیله

CKQ

∫ t

٠
E[∥Xh(s)∥٢

L۴
]ds ≤ CKQ(

∫ t

٠
E[∥Xh(s)∥٢

L۴
]ds)

١
٢ t

١
٢

≤ ϵ

C٣

∫ t

٠
E[∥Xh(s)∥٢

L۴
]ds+

C٣
۴ϵ tCK٢

Q

≤ ϵ

∫ t

٠
E[١ + J(Xh(s))]ds+ Cϵ−١tK٢

Q

≤ ϵ

∫ t

٠
E[J(Xh(s))]ds+ ϵt+ Cϵ−١tK٢

Q.

داریم: (٣٧.۴) در بالا رابطه باقرار�دادن

E[J(Xh(t))] ≤ E[J(PhX٠)] + C(ϵ+KQ + ϵ−١K٢
Q)t+ ϵ

∫ t

٠
E[J(Xh(s))]ds.

مͬ�آوریم: بدست ϵ > ٠ برای ۴.٣.۴ گرونوال لم بردن بͺار با اکنون

E[J(Xh(t))] ≤ eϵt(E[J(PhX٠)] + C(١ + ϵ−١KQ + ϵ−٢K٢
Q))

≤ e(E[J(PhX٠)] + C(١ + tKQ + t٢K٢
Q)),

مͬ�آوریم. بدست بهینه کران ͷی ϵ = t−١ انتخاب با ثابت t هر برای آن در که

که است، کران رشد مهم، نͺته است. شده اثبات متفاوت روشͬ با که شده گرفته [٨] از ١.۴.۴ قضیه

مشترک�اند ویژه پایه�های دارای Q و Aفرض به�علاوه، است. یافته کاهش دو درجه به نمایͬ از t، به توجه با

آورده�ایم. به�دست Xh برای را کران همان کرده حذف را مͬ�کنند صدق ∥ej∥ ≤ C در Q ویژه پایه�های و

قضیه در که WA(t)است برای β = ٣ درجه از نظم شرط همان ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥HS < فرض∞ که کنید توجه

زیرمجموعه�ای در یͺنواخت نرم کران�های آوردن به�دست برای را قبلͬ قضیه اکنون بود. شده استفاده ٢.٣.۴

مͬ�کنیم. استفاده ١ به ͷنزدی دلخواه احتمال با Ω از
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X٠ و (٢٧.۴) و (٢٢.۴) ضعیف جواب�های X,Xh و ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ که کنید فرض .٢.۴.۴ نتیجه

هر برای آنͽاه، .∥X٢∥٠
L٢(Ω,H١)

+ ∥X٠∥۴
L۴(Ω,L۴)

≤ ρ نیز و باشد -اندازه�پذیر F٠ ،H١ در مقادیری با

و P (Ωϵ) ≥ ١ − ϵ بطوری�که Ωϵ ⊂ Ω دارد وجود ϵ ∈ (٠, ١)

∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥۴
L۴

≤ ϵ−١KT on Ωϵ, t ∈ [٠, T ], (٣٨.۴)

∥∇Xh(t)∥٢ + ∥Xh(t)∥۴
L۴

≤ ϵ−١KT on Ωϵ, t ∈ [٠, T ], (٣٩.۴)

∥X(t)∥٢
١ + ∥Xh(t)∥٢

١ ≤ ϵ−١KT on Ωϵ, t ∈ [٠, T ], (۴٠.۴)

∥XA(t)∥٢
٣ ≤ ϵ−١KT on Ωϵ, t ∈ [٠, T ], (۴١.۴)

است. KT = C(١ + ρ+KQT +K٢
QT

٢) که

مͬ�آوریم: به�دست (٣٠.۴) باتوجه�به E[J(X٠)] ≤ C(١ + ρ) آنجایͬ�که از برهان.

E[J(X(t))] ≤ C(١ + ρ+KQT +K٢
QT

٢) ≤ KT t ∈ [٠, T ].

داریم: t ∈ [٠, T ] و α > ٠ هر برای چبیشف نامساوی اعمال با

P({ω ∈ Ω : ∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥۴
L۴

> α) ≤ ١
α
E[∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥۴

L۴
]

١
α
C(١ +E[J(X(t))] ≤ ١

α
C(١ +KT ) =

KT

α

و α = ϵ−١KT انتخاب با است. شده تراز KT در C که

Ωϵ = {ω ∈ Ω : ∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥۴
L۴

≤ ϵ−١KT }.

داریم:

P(Ωϵ) = ١ −P({ω ∈ Ω : ∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥۴
L۴

> α}) ≥ ١ − ϵ.

مͬ�شود. اثبات (٣٨.۴) بنابراین

داریم: (٣١.۴) باتوجه�به E[J(PhX٠)] ≤ C(١ + ρ) آنجایͬ�که از (٣٩.۴) اثبات برای

E[J(Xh(t))] ≤ C(١ + ρ+KQT +K٢
QT

٢) ≤ KT t ∈ [٠, T ].

مͬ�آوریم، به�دست t ∈ [٠, T ] و α > ٠ هر برای چبیشف نامساوی اعمال با

P({ω ∈ Ω : ∥∇Xh(t)∥٢ + ∥Xh(t)∥۴
L۴

> α) ≤ ١
α
E[∥∇Xh(t)∥٢ + ∥Xh(t)∥۴

L۴
]

١
α
C(١ +E[J(Xh(t))] ≤

١
α
C(١ +KT ) =

KT

α



۶٩ جواب بودن منظم .۵.۴

و α = ϵ−١KT انتخاب با است. شده تراز KT در C که

Ωϵ = {ω ∈ Ω : ∥∇Xh(t)∥٢ + ∥Xh(t)∥۴
L۴

≤ ϵ−١KT }.

نیز و ϵ−١KT ≥ ١ این�که به توجه با (۴٠.۴) برای

∥X(t)∥٢
١ ≤ ∥∇X(t)∥٢ + ∥X(t)∥٢ ≤ ∥∇X(t)∥٢ + C∥X(t)∥٢

L۴
≤ ϵ−١KT

با β = ٣ با ١.٣.۴ قضیه از مشابه روشͬ با (۴١.۴) نهایت، در مͬ�آید. بدست KT در C از تنظیمͬ از پس

شود. جذب KT در تواند مͬ که ثابت ͷی

جواب بودن منظم ۵.۴

است. شده اقتباس [٨] از زیر قضیه�های

در مقادیری با ،X٠ و Tr(Aδ−١Q) < ∞ ،δ > ٠ از برخͬ برای کنید فرض ،T > ٠ اگر .١.۵.۴ قضیه

خفیف جواب که دارد وجود C
(
[٠, T ],H

)
به متعلق X فرایند این�صورت در است. پذیر -اندازه F٠ ،H

است. (١.۴) کان-هیلیارد-کوک معادله

�منظور بدین دارد. قرار H٣ در ما جواب ، ∥A ١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ فرض به توجه با دهیم مͬ نشان اکنون

Y نظم دارد. قرار H٣ در WA که مͬ�دانیم ١.٣.۴ قضیه به توجه با .X(t) = Y (t) +WA(t) مͬ�نویسیم:

بنابراین مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد بعد قضیه در

Y (t) = X(t)−WA(t) = e−tA٢
X٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

Af(x(s))ds,

از خفیف جواب ͷی

Ẏ +A٢Y +Af(X) = ٠, t > ٠; Y (٠) = X٠. (۴٢.۴)

است.

و باشد پذیر -اندازه F٠ ،H٣ در مقادیری با X٠ و ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ کنید فرض .٢.۵.۴ قضیه

نتیجه در آنچه همانند KT و Ωϵ و ϵ ∈ (٠, ١) ، T > ٠ و ∥X٢∥٠
L٢(Ω,H١)

+ ∥X٠∥۴
L۴(Ω,L۴)

≤ ∞

جواب ω ∈ Ωϵ هر برای صورت، دراین باشد. ١.۵.۴ قضیه جواب T و باشند بودند شده تعریف ٢.۴.۴

این، بر علاوه است. C
(
[٠, T ],H٣) به متعلق ( ۴٢.۴ ) از Y خفیف

∥Y (t)∥٣ ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ) on Ωϵ, t ∈ [٠, T ],

∥X(t)∥٣ ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ) on Ωϵ, t ∈ [٠, T ].
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داریم: ٢.۴.۴ نتیجه از استفاده با و ω ∈ Ωϵ و T > ٠ فرض با برهان.

∥X(t)∥٢
١ ≤ ϵ−١KT , ∥WA(t)∥٣ ≤ ϵ−١KT . (۴٣.۴)

به توجه� با

Y (t) = e−tA٢
X٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

Af(x(s))ds, (۴۴.۴)

داریم: لذا مͬ�گیریم، نرم طرف دو از حال

|Y (t)|٣ ≤ |e−tA٢
X٣|٠ +

∫ t

٠
|e−(t−s)A٢

Af(x(s))|٣ds

= ∥e−tA٢
A

٣
٢ X٠∥+

∫ t

٠
∥A

٣
٢ e−(t−s)A٢

Af(x(s))∥ds

≤ |X٣|٠ + C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ ∥Af(x(s))∥ds.

داریم: (١٨.۴) به توجه� با بنابراین ∥Af(x(s))∥ = ∥∆f(x(s))∥ مͬ�دانیم

|Y (t)|٣ ≤ |X٣|٠ + C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ (١ + ∥x(s)∥٢

١)∥X(s)∥٣ds

≤ |X٣|٠ + C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ (١ + ∥x(s)∥٢

١)(∥Y (s)∥٣ + ∥WA(s)∥٣ds.

است. ثابت (I − P )Y (t) = (I − P )X٠ که آن�جا از ∥Y (t)∥٣ نرم برای یͺسان کران آوردن بدست برای

داریم: (۴٣.۴) از استفاده با

∥Y (t)∥٣
(٣۵٫۴),(٣۶٫۴)

≤ ∥X٣∥٠ + C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ (١ + ϵ−١KT )(∥Y (s)∥٣ + ϵ−١KT )ds

≤ ∥X٣∥٠ + Cϵ−١KT (١ + ϵ−١KT )T
١
۴ + C(١ + ϵ−١KT )

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ ∥Y (s)∥٣ds

و β = ١
۴ و α = ١ با ٣.٣.۴ گرونوال لم از استفاده با حال

A = ∥X٣∥٠ + Cϵ−١KT (١ + ϵ−١KT ), B = C(١ + ϵ−١KT ) (۴۵.۴)

داریم:

∥Y (t)∥٣ ≤ AC(B, T ) = C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ), t ∈ [٠, T ]

مͬ�آید. بدست (۴٣.۴) گرفتن نظر در با ∥X(t)∥٣ کران این�صورت در

دو درجه از تنها KT رو، این یابد.از مͬ افزایش T و ϵ−١KT با به�سرعت C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ثابت(

مͬ�یابد. افزایش T با



٧١ خطا برآورد .۶.۴

خطا برآورد ۶.۴

قطعͬ �هیلیارد کان معادله برای خطا برآورد ١.۶.۴

در�نظر�بͽیرید: زیر به�صورت را خطͬ -هیلیارد کان معادله

u̇+Av = ٠, t > ٠,

v −Au− f = ٠, t > ٠, (۴۶.۴)

u(٠) = u٠,

به�صورت آن محدود المان مساله و است x, t وابسته�به تابعͬ f آن در که

u̇h +Ahvh = ٠, t > ٠,

vh −Ahuh − Phf = ٠, t > ٠, (۴٧.۴)

uh(٠) = Phu٠,

جای به f(X) دادن قرار با ω ∈ Ωϵ ثابت برای آن�را سپس مͬ�پردازیم. آن خطای برآورد به دراین�بخش است.

مͬ�کنیم. استفاده u به�جای (٣.۴) از Ẏ جواب و f

این�صورت، در باشند. (۴٧.۴) و (۴۶.۴) جواب�های به�ترتیب uh, vh و u, v کنید فرض .١.۶.۴ قضیه

داریم: t ≥ ٠ برای

∥uh(t)− u(t)∥ ≤ Ch٢(| log(h)| max
٠≤s≤t

|u(s)|٢ + (

∫ t

٠
|v(s)|٢

٢ds)
١
٢ ). (۴٨.۴)

به�صورت (۴٧.۴) و (۴۶.۴) ضعیف های فرم برهان.

⟨u̇, φ١⟩+ ⟨∇v,∇φ١⟩ = ٠, ∀φ١ ∈ H١,

⟨v, φ٢⟩ − ⟨∇u,∇φ٢⟩ − ⟨f, φ٢⟩ = ٠, ∀φ٢ ∈ H١, (۴٩.۴)

u(٠) = u٠,

و

⟨u̇h, φh,١⟩+ ⟨∇vh,∇φh,١⟩ = ٠, ∀φh,١ ∈ Sh,

⟨vh, φh,٢⟩ − ⟨∇uh,∇φh,٢⟩ − ⟨f, φh,٢⟩ = ٠, ∀φh,٢ ∈ Sh, (۵٠.۴)

uh(٠) = Phu٠,
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همچنین و (١٣.۴) و (١١.۴) در شده تعریف Rh و Ph باتوجه�به هستند.

eu = uh − u = (uh − Phu) + (Phu− u) = θu + ρu, (۵١.۴)

ev = vh − v = (vh −Rhv) + (Rhv − v) = θv + ρv. (۵٢.۴)

داریم:

∥eu∥ ≤ ∥θu∥+ ∥ρu∥ (۵٣.۴)

از �را آن و φ٢ = φh,٢ و φ١ = φh,١ مͬ�دهیم قرار ،(۴٩.۴) رابطه در مͬ�کنیم. محاسبه را نرم�ها این اکنون

داریم: (۵٢.۴) و (۵١.۴) روابط باتوجه�به مͬ�کنیم. کم (۵٠.۴)

⟨ėu, φh,١⟩+ ⟨∇ev,∇φh,١⟩ = ٠, ∀φh,١ ∈ Sh,

⟨ev, φh,٢⟩+ ⟨∇eu,∇φh,٢⟩ = ٠, ∀φh,٢ ∈ Sh

داریم: (۵٢.۴) و (۵١.۴) از مجدد بااستفاده

⟨θ̇u, φh,١⟩+ ⟨∇θv,∇φh,١⟩ = −⟨ρ̇u, φh,١⟩ − ⟨∇ρv,∇φh,١⟩, ∀φh,١ ∈ Sh,

⟨θv, φh,٢⟩ − ⟨∇θu,∇φh,٢⟩ = −⟨ρv, φh,٢⟩+ ⟨∇ρu,∇φh,٢⟩, ∀φh,٢ ∈ Sh.

داریم: Rh و Ph تعاریف از استفاده با

⟨ρ̇u, φh,١⟩ = ⟨Phu̇− u̇, φh,١⟩ = ٠, ∀φh,١ ∈ Sh,

⟨∇ρv,∇φh,١⟩ = ⟨∇(Rhv − v),∇φh,١⟩ = ٠, ∀φh,٢ ∈ Sh.

بنابراین؛

⟨θ̇u, φh,١⟩+ ⟨∇θv,∇φh,١⟩ = ٠ ∀φh,١ ∈ Sh,

⟨θv, φh,٢⟩ − ⟨∇θu,∇φh,٢⟩ = −⟨ρv, φh,٢⟩+ ⟨∇ρu,∇φh,٢⟩, ∀φh,٢ ∈ Sh.

داریم: و مͬ�دهیم قرار را φh,٢ = Ahφh,١ دوم رابطه در

⟨∇θv,∇φh,١⟩ = ⟨A٢
hθu, φh,١⟩ − ⟨AhPhρv, φh,١⟩+ ⟨A٢

hRhρu, φh,١⟩.

داریم: اول معادله در رابطه این درج با

⟨θ̇u, φh,١⟩+ ⟨A٢
hθu, φh,١⟩ = ⟨AhPhρv, φh,١⟩ − ⟨A٢

hRhρu, φh,١⟩,
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صورت به مساله قوی شͺل بنابراین

θ̇u +A٢
hθu = AhPhρv −A٢

hRhρu, t > ٠; θu(٠) = ٠,

خفیف جواب با

θu(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhρv(s)ds−
∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hA٢
hRhρu(s)ds.

: داریم مساله این از نرم��گیری با است.

∥θu(t)∥ =
∥∥∥ ∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhρv(s)ds
∥∥∥+ ∥∥∥ ∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hA٢
hRhρu(s)ds

∥∥∥ = I + II (۵۴.۴)

مͬ�کنیم: تعریف (I) برای

wh(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhρv(s)ds,

معادله در که

ẇh +A٢
hwh = Phρv, t > ٠; wh(٠) = ٠.

مͬ�کنیم: ضرب ẇh در را طرف دو مͬ�کند. صدق

∥ẇh∥٢ +
١
٢
d

dt
∥Ahwh∥٢ = ⟨Phρv, ẇh⟩ ≤ ∥ρv∥∥ẇh∥ ≤ ١

٢∥ρv∥٢ +
١
٢∥ẇh∥٢.

داریم: بنابراین

∥ẇh∥٢ +
d

dt
∥Ahwh∥٢ ≤ ∥ρv∥٢.

داریم:
∫ t

٠ ∥ẇh(s)∥٢ds از چشم�پوشͬ و انتͽرالͽیری با

∥Ah

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhρv(s)ds∥ = ∥Ahwh(t)∥ ≤ (

∫ t

٠
∥ρv(s)∥٢ds)

١
٢ ,

داریم: (١۴.۴) از آن، در که

∥ρv∥ = ∥(Rh − I)v∥ ≤ Ch٢|v|٢.

بنابراین؛

∥Ah

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhρv(s)ds∥ ≤ Ch٢(

∫ t

٠
|v(s)|٢

٢ds)
١
٢ . (۵۵.۴)

از استفاده با (II) برای

Rhρu = Rh(Phu− u) = Phu−Rhu = Ph(u−Rhu).
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داریم:

∥
∫ t

٠
A٢

he
−(t−s)A٢

hRhρu(s)ds∥ ≤
∫ t

٠
∥A٢

he
−(t−s)A٢

hPh(u(s)−Rhu(s))∥ds

≤
∫ t

٠
∥A٢

he
−(t−s)A٢

hPh∥ds max
٠≤s≤t

∥u(s)−Rhu(s)∥.

داریم: (١٢.۴) و (١۵.۴) از ،�∥Ah∥ ≤ Ch−٢ به توجه با ازطرفͬ

∫ t

٠
∥A٢

he
−(t−s)A٢

hPh∥ds =
∫ h۴

٠
∥Ah∥٢∥e−sA٢

h∥ds+
∫ t

h۴
∥A٢

he
−sA٢

h∥ds

≤ Ch−۴h۴ + C

∫ t

h۴
s−١e−csds ≤ C(١ + log(١/h)) ≤ C| log(h)|.

داریم: ،(١۴.۴) از استفاده با ∥∥∥از�این�رو، ∫ t

٠
A٢

he
−(t−s)A٢

hRhρu(s)ds
∥∥∥ ≤ Ch٢| log(h)| max

٠≤s≤t
|u(s)|٢. (۵۶.۴)

داریم: (۵۴.۴) در (۵۶.۴) و (۵۵.۴) دادن قرار با

∥θu(t)∥ ≤ Ch٢(

∫ t

٠
|v(s)|٢

٢ds)
١
٢ + | log(h)| max

٠≤s≤t
|u(s)|٢. (۵٧.۴)

داریم: Ph تقریب بهترین ویژگͬ به� توجه با نهایت، در

∥ρu(t)∥ = ∥Phu− u∥ ≤ Rhu− u∥ ≤ Ch٢|u(t)|٢. (۵٨.۴)

رسیم. مͬ (۴٨.۴) نظر مورد نتیجه به (۵٣.۴) در (۵٨.۴) و (۵٧.۴) دادن قرار با

مͬ�کنیم. اثبات (۴۶.۴) قطعͬ کان-هیلیارد معادله برای را پایداری برآورد بعدی لم در

این�صورت در هستند، (۴۶.۴) معادله جواب�های v و u کنید فرض .٢.۶.۴ لم

|u(t)|٢
٢ +

∫ t

٠
|v(s)|٢

٢ds ≤ |u٢|٠
٢ +

∫ t

٠
|f(s)|٢

٢ds.

داریم: لذا مͬ�کنیم، ضرب A٢u در را (۴۶.۴) اول معادله برهان.
١
٢ |u|٢

٢ + ⟨A٢v,Au⟩ = ٠

داریم: ،Au = v − f که ،(۴۶.۴) دوم معادله به توجه با
١
٢
d

dt
|u|٢

٢ + ⟨A٢v, v⟩ = ⟨A٢v, f⟩ ≤ |v|٢|f |٢ ≤ ١
٢ |v|٢

٢ +
١
٢ |f |٢

٢

بنابراین؛
d

dt
|u|٢

٢ + |v|٢
٢ ≤ |f |٢

٢

مͬ�رسد. به�پایان اثبات انتͽرال�گیری با که
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تصادفͬ هیلیارد � کان معادله برای خطا برآورد ٢.۶.۴

مͬ�کنیم. ثابت غیرخطͬ کوک - هیلیارد - کان معادله برای را خطا برآورد بعدی قضیه در

مقادیر با �X٠ و باشند (٢٧.۴) و (٢٢.۴) جوابهای X,Xh و ∥A
١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ کنید فرض .٣.۶.۴ قضیه

و T > ٠, ϵ ∈ (٠, ١) کنید فرض ∥X٢∥٠
Ω,H١ + ∥X٠∥۴

Ω,L۴
< ∞. و باشد -اندازه�پذیر F٠ ،H٣ در موجود

داریم: این�صورت در باشند. ٢.۴.۴ نتیجه در شده تعریف KT و Ωϵ ⊂ Ω

∥Xh(t)−X(t)∥ ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T )h

٢| log(h)|, onΩϵ, t ∈ [٠, T ].

رشد T و ϵ−١KT با به�سرعت C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ) ثابت اثبات در گرونوال لم کاربرد به توجه با

مͬ�کند.

بͽیرید.مجموعه نظر در را ω ∈ Ωϵ ثابت برهان.

X(t) = Y (t) +WA(t), (۵٩.۴)

تصادفͬ پیچیدگͬ WA(t) آن در که

WA(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

dW (s), (۶٠.۴)

مجموعه همچنین است. (٣.۴) از (۴۴.۴) خفیف جواب Y (t) و

Xh(t) = Zh(t) +WAh
(t), (۶١.۴)

تصادفͬ پیچیدگͬ WAh
(t) آن در که

WAh
(t) =

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hPhdW (s), (۶٢.۴)

و

Zh(t) = e−tA٢
hPhX٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhf(Xh(s))ds, (۶٣.۴)

خفیف جواب

Żh +A٢
hZh = −AhPhf(Xh), t > ٠, Zh(٠) = PhX٠. (۶۴.۴)

کنید فرض نهایت در است.

Yh(t) = e−tA٢
hPhX٠ −

∫ t

٠
e−(t−s)A٢

hAhPhf(X(s))ds, (۶۵.۴)

خفیف جواب

Ẏh +A٢
hYh = −AhPhf(X), t > ٠, Yh(٠) = PhX٠. (۶۶.۴)
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(۶١.۴) از (۵٩.۴) کردن کم با باشد،

Xh −X = (Zh +WAh
)(Y +WA)

= (WAh
−WA) + (Yh − Y ) + (Zh − Yh),

داریم: نرم گرفتن و

∥Xh −X∥ ≤ ∥WAh
−WA∥+ ∥Yh − Y ∥+ ∥Zh − Yh∥ (۶٧.۴)

که آنجا مͬ�کنیم.از محاسبه را ∥WAh
− WA∥ مͬ�پردازیم.ابتدا راست سمت نورم سه محاسبه به حال

داریم؛ ∥Q ١
٢ ∥HS < ∞ به باتوجه و چبیشف نامساوی و ٢.٣.۴ قضیه از استفاده با و ∥A ١

٢ Q
١
٢ ∥HS < ∞

∥WAh
−WA∥ ≤ ϵ−

١
٢ (E[∥WAh

−WA∥٢])
١
٢

≤ ϵ−
١
٢ Ch٢| log(h)|∥Q

١
٢ ∥HS ≤ C(ϵ−١KQ)

١
٢h٢| log(h)|,

مͬ�گیریم: نتیجه ،KQ ≤ KT که آنجا از

∥WAh
−WA∥ ≤ C(ϵ−١KT )

١
٢h٢| log(h)| (۶٨.۴)

داریم: ١.۶.۴ قضیه از وبااستفاده ∥Yh(t)− Y (t)∥ گرفتن درنظر با حال

∥Yh(t)− Y (t)∥ ≤ Ch٢| log(h)|max٠≤s≤t|Y (s)|٢ + (

∫ t

٠
|V (s)|٢

٢ds)
١
٢ , (۶٩.۴)

جوابهای V (t) و Y (t) که

Ẏ +AV = ٠, t > ٠,

V = AY + f(X), t > ٠, (٧٠.۴)

Y (٠) = X٠.

داریم: (۴١.۴) و (١٨.۴) ورابطه�های ٢.۶.۴ لم از استفاده با ∫هستند. t

٠
|V (s)|٢

٢ds ≤ |X٢|٠
٢ +

∫ t

٠
|f(X(s))|٢

٢ds

≤ ∥X٢∥٠
٢ + C

∫ t

٠
(١ + ∥X(s)∥٢

١)∥X(s)∥٣ds

≤ ∥X٢∥٠
٣ + C

∫ t

٠
(١ + ∥X(s)∥٣

٣)ds

≤ ∥X٢∥٠
٣ + CT (١ + (ϵ−١KT )

٣
٢ ).



٧٧ خطا برآورد .۶.۴

∫بنابراین؛ t

٠
|V (s)|٢

٢ds ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ). (٧١.۴)

داریم: ٢.۵.۴ قضیه از بااستفاده مͬ�کنیم. محاسبه را |Y (t)|٢ کران حال

|Y (t)|٢ ≤ ∥Y (t)∥٣ ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T ). (٧٢.۴)

داریم؛ (۶٩.۴) در (٧٢.۴) و (٧١.۴) قراردادن با

∥Yh(t)− Y (t)∥ ≤ C(∥X٣∥٠, ϵ
−١KT , T )h

٢| log(h)|. (٧٣.۴)

مͬ�آوریم؛ دست به (۶۵.۴) و (۶٣.۴) تفاضل با مͬ�کنیم. محاسبه را ∥eh(t)∥ = ∥Zh(t)−Yh(t)∥نهایت در

∥eh(t)∥ ≤
∫ t

٠
∥e−(t−s)A٢

hAhPhP (f(Xh(s))− f(X(s))∥ds

=

∫ t

٠
∥A

٣
٢
he

−(t−s)A٢
hA

− ١
٢

h PhP (f(Xh(s))− f(X(s))∥ds

≤
∫ t

٠
∥A

٣
٢
he

−(t−s)A٢
hPh∥∥A

− ١
٢

h P (f(Xh(s))− f(X(s))∥ds,

داریم؛ (١٢.۴) و (١٩.۴) از استفاده با

∥eh(t)∥ ≤ C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ (١ + ∥Xh(s)∥٢

١ + ∥X(s)∥٢
١)∥Xh(s)−X(s)∥ds.

داریم: ٢.۴.۴ نتیجه از همچنین

∥eh(t)∥ ≤C

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ (١ + ϵ−١KT )(∥WAh

(s)−WA(s)∥

+ ∥Yh(s)− Y (s)∥+ ∥eh(s)∥)ds

≤C(١ + ϵ−١KT )T
١
۴ max

٠≤s≤t
(∥WAh

(s)−WA(s)∥+ ∥Yh(s)− Y (s)∥)

+ C(١ + ϵ−١KT )

∫ t

٠
(t− s)−

٣
۴ ∥eh(s)∥ds

ونیز β = ١
۴ و α = ١ گرفتن درنظر با و ٣.٣.۴ گرونوال لم بردن بͺار با

A = C(١ + ϵ−١KT )T
١
۴ max

٠≤s≤t
(∥WAh

(s)−WA(s)∥+ ∥Yh(s)− Y (s)∥),

B = C(١ + ϵ−١KT )

داریم:

∥eh(t)∥ = ∥Zh(t)− Yh(t)∥ ≤ AC(B, T ), t ∈ [٠, T ]. (٧۴.۴)

دادن قرار آوردیم.با بدست (٧٣.۴) و (۶٨.۴) در را ∥Yh(t) − Y (t)∥ و ∥WAh
(t) − WA(t)∥ کران�های

مͬ�رسیم. نظر مورد �نتیجه به (۶٧.۴) در (٧۴.۴) و مقدارها این
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است. X قوی معͺوس Xh مͬ�دهیم نشان نهایت در

F٠ ،X٠ و باشند (٢٧.۴) و (٢٢.۴) جوابهای X,Xh و ،∥A ١
٢ Q

١
٢ ∥HS < ∞ کنید فرض .۴.۶.۴ قضیه

این�صورت در ،∥X٢∥٠
Ω,H١ + ∥X٠∥۴

Ω,L۴
< ∞ و باشد H٣ در موجود مقادیر با پذیر -اندازه

max
t∈[٠,T ]

(E[∥Xh(t)−X(t)∥٢])
١
٢ → ٠ as h → ٠.

داریم: ١.۴.۴ قضیه از استفاده با برهان.

E[∥X(t)∥۴
L۴
] ≤ KT , E[∥Xh(t)∥۴

L۴
] ≤ KT , t ∈ [٠, T ],

نتیجه در شده تعریف Ωϵ و ϵ ∈ (٠, ١) کنید فرض کردیم. تعریف ٢.۴.۴ نتیجه در که است همان KT که

این�صورت در باشند. ٢.۴.۴

E[∥Xh(t)−X(t)∥٢] ≤
∫
Ωϵ

∥Xh(t)−X(t)∥٢dP

+

∫
Ωc

ϵ

(∥Xh(t)∥٢ + ∥X(t)∥٢)dP.

هولدرداریم؛ ازنامساوی استفاده با اینجا، ∫در
Ωc

ϵ

∥X(t)∥٢)dP ≤ (

∫
Ωc

ϵ

١٢dP)
١
٢ (

∫
Ωc

ϵ

∥X(t)∥۴
L۴
dP)

١
٢

≤ ϵ
١
٢ (E[∥X(t)∥۴

L۴
])

١
٢ ≤ ϵ

١
٢ K

١
٢
T .

داریم؛ ٣.۶.۴ قضیه به توجه با بنابراین،

max
t∈[٠,T ]

(E[∥Xh(t)−X(t)∥٢])
١
٢ ≤ C(ϵ−١KT , T )h

٢| log(h)|+ CK
١
۴
T ϵ

١
۴ .

انتخاب را ϵ مͬ�توانیم h به، توجه با یͺنواخت. صورت به ϵ
١
۴

C(ϵ−١KT ,T )
→ ٠ آنͽاه ϵ → ٠ وقتͬ رو این از

کنیم.

همͽرایͬ نرخ نتوانیم مͬ�شود، باعث و مͬ�کند رشد سرعت به ϵ−١ به توجه با C(ϵ−١KT , T ) بنابراین

آوریم. به�دست اثبات این برای را
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Abstract
This thesis consists of two papers on numerical approximation of the Cahn-Hilliard equa-

tion. The main part of the work is concerned with the Cahn-Hilliard equation perturbed by
noise, also known as the Cahn-Hilliard-Cook equation.
In the first paper we consider the linearized Cahn-Hilliard-Cook equation and we discretize it
in the spatial variables by a standard finite element method. Strong convergence estimates are
proved under suitable assumptions on the covariance operator of the Wiener process, which
is driving the equation. The analysis is set in a framework based on analytic semigroups.The
main part of the work consists of detailed error bounds for the corresponding deterministic
equation.
In the second paper we study the nonlinear Cahn-Hilliard-Cook equation. We show almost sure
existence and regularity of solutions. We introduce spatial approximation by a standard finite
element method and prove error estimates of optimal order on sets of probability arbitrarily
close to 1. We also prove strong convergence without known rate.
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