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چͺیده
بودن دسترس در و سرویس�دهنده�ها وزن که است مسایلͬ به علاقه�مند سنتͬ به�طور مͺان�یابͬ تئوری
بخش نیست. امͺان�پذیر پارامترها این تمامͬ از دقیق برآورد ͷی اغلب اما است. مشخص دقیقا آن�ها
تغییر زمان با است ممͺن پارامترها این و است قطعیت عدم شامل اغلب واقعͬ، زندگͬ داده�های از مهمͬ
حالت�های برخͬ شده، بررسͬ قطعیت عدم شامل مͺان�یابͬ مدل�های اخیر سال�های در بنابراین کنند.
که است اطمینان قابلیت مدل مساله این خاصاز حالت ͷی قرار�گرفته�است. مطالعه مورد و تعریف آن�ها
داده�شده اختصاص مشتریان و بخورند شͺست دهنده�ها سرویس است ممͺن اوقات بعضͬ مدل این در

بͽیرند. سرویس کار حال در سرویس�دهنده�های از مجبورند سرویس�دهنده�ها این به
با است ممͺن دهنده سرویس هر آن در که شده بررسͬ اطمینان قابلیت مدل همانند نیز ٢-میانه مساله
آن در که است اطمینان قابلیت مدل همانند ٢-میانه پشتیبان مساله بخورد. شͺست معین احتمال ͷی
در دهنده�های سرویس به رئوس تمام از وزنͬ فاصله مجموع که هستیم رئوس از زوج ͷی یافتن به�دنبال
مطرح زمینه این در کنون تا که مختلفͬ مدل�های موضوع، اهمیت به توجه با کند. مینیمم را کار حال
ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله بررسͬ به الͽوریتمͬ ارایه با و داده قرار مطالعه مورد را شده�اند

مͬ�پردازیم.
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ث

พ়ࢁඟوदدردا਩ی
گسترده�ای پهنای به خلقتش قدوم در انسان تا خویش بͬ�انتهای رحمت از را هستͬ کرد خلق آنͺه نام با

دریابد. را خلقت عظمت تا داد عقل او به و زند خیمه جهان بزرگͬ به

نیست آن یارای را واژه�ها هرچند رسانده�ام، پایان به را تحصیلیم دوره این متعال خداوند یاری به که اکنون
تصویر به بوده�ام محبت�شان و مهر دریای جرعه�نوش زندگیم دوران تمام در که را آنانͬ محبت و لطف که
مادر و پدر بͬ�شائبه زحمات مͬ�دانم واجب خود بر و زده دستان�شان بر بوسه احترام و ادب رسم به اما بͺشم،
در مشͺلاتم گشای راه همواره که را نازنینم خواهران و برادر یاری و مهربانم همسر فداکاری و صبر عزیزم،

دارم. ابراز آنان مهربانͬ�های از را باطنͬ و قلبͬ تشͺر مراتب و نهاده ارج بوده�اند، زندگͬ مراحل تمام

صبر نهایت در که فتحعلͬ دکتر آقای جناب گرانمایه استاد شامخ مقام از فروتنͬ اوج در و وجود تمام با
و هدایت�ها کالبد در آموزشͬ ارزش�های واقعͬ اعتلای جهت در را خود تلاش و سعͬ تمامͬ بزرگواری و
مساعدت�های از بیͺران امتنان با و مͬ�نمایم را قدردانͬ کمال فرمودند، مبذول اینجانب به نسبت رهنمودها
در مرا نوعͬ به کسانͬ�که تمامͬ از خالصانه تشͺر و ناظمͬ دکتر آقای جناب و جعفری�راد دکتر آقای جناب

مͬ�نهم. زمین بر ادب زانوی گرامͬ�شان وجود برابر در نموده�اند، یاری مهم این رساندن �انجام به

঳ࢯ૱نධ඿۱۳۹۱ریय़ھدور
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١ فصل

مͺانیابͬ مسایل بر ای مقدمه

١



مقدمه ١.١

فعالیت چند یا ͷی بهینه استقرار نحوه و محل یافتن به�دنبال وقتͬ که هستند مسایلͬ مͺان�یابͬ مسایل
معمولا مͬ�شویم. روبه�رو آن�ها با هستیم مͺان�یابͬ بر موثر متغیرهای و عوامل اساس بر ( ١ دهنده (سرویس
موجودند تقاضا) نقطه ثابت، نقطه گیرنده، (سرویس مشتری تعدادی که است این بر فرض مسایل این در
نقل، و حمل هزینه که بیابیم به�گونه�ای را جدید سرویس�دهندگان استقرار برای مͺان بهترین مͬ�خواهیم و
برابری و انصاف رعایت و سرویس توزیع نحوه کیفیت، سود، سرویس�دهͬ، زمان نامطلوب، محیطͬ تاثیرات

شوند. بهینه مساله، شرایط به بسته ... و بازار در سهم بیشترین کسب آن، در
شاخه�های از بسیاری در که است تحقیقاتͬ زمینه�های کاربردی�ترین از تاسیسات و تسهیلات مͺان�یابͬ
مهندسͬ مدیریت، علوم عملیات، در تحقیق به مͬ�توان شاخه�ها این جمله از شده�است. گسترده علوم
نظامͬ علوم شهری، برنامه�ریزی برق، مهندسͬ بازاریابͬ، ریاضیات، کامپیوتر، علوم اقتصاد، جغرافیا، صنایع،
انبارها، مͺان�یابͬ مͬ�توان مͺان�یابͬ مسایل معروف کاربردهای از کرد. اشاره مرتبط شاخه�های دیͽر و
پلیس، پاسͽاه�های نشانͬ�ها، آتش فروش، نمایندگͬ�های بیمارستان�ها، کارخانه�ها، ماشین�آلات کارخانه�ها،
نیروگاه�ها، نظامͬ، تاسیسات نظامͬ، چاه�های خطر، آژیر مدارها، در ͬͺترونیͺال اجزا مسافربری، پایانه�های
بررسͬ و مطالعه مورد حوزه این در نیز مͺان�یابͬ و مسیریابͬ از ترکیبͬ مسایل برد. نام را غیره و آزمایشͽاه�ها

مͬ�گیرند. قرار
مساله�ای بر�مͬ�گردد. کرد مطرح ٢ فرما که مساله�ای و هفدهم قرن اوایل به مͺان�یابͬ مسایل پیدایش زمان
باشد. +١ آن رئوس از ͷهری وزن که بͽیرید نظر در را مثلث ͷی” است: این�صورت به کرد مطرح فرما که
مشاهده ٣ توریچلͬ گردد.” کمینه مثلث رئوس تا آن وزنͬ فواصل مجموع که بیابید به�گونه�ای را چهارم نقطه
رو و اصلͬ مثلث اضلاع روی بر که متساوی�الاضلاعͬ مثلث�های محیطͬ دایره�های برخورد محل که کرد
قرار استفاده مورد امروزه که شͺلͬ به مͺان�یابͬ نظریه است. مساله جواب مͬ�شوند، ساخته آن بیرون به
V ber den standortder indvstrien عنوان با ١٩٠٩ سال در ۴ وبر آلفرد کتاب شدن منتشر با مͬ�گیرد،
سال بیست کرد. ارایه را کارخانه�ای صنایع مورد در خود تحقیقات نتایج کتاب این در وبر . [٢] شد متولد
لانهارد گماشته�بود. همت امر این به جزئͬ�تر به�طور ۵ لانهارد وبر، توسط صنعتͬ مͺان�یابͬ تئوری ارایه از قبل
وجود اولیه مواد منبع دو که ساده�ای شرایط در را بهینه مͺان�یابͬ مͬ�توان چͽونه که دهد نشان کرد کوشش

. [٢] ((١.١) داد(شͺل نشان مثلث ͷی رئوس وسیله به بازار ͷی و دارند
و مͺان که این دوم است. معلوم اولیه مواد محل که این اول است. اساسͬ اصل سه دارای وبر نظریه
تولیدکننده هر هستند. هم از جدا و است متناهͬ مͺان�ها این تعداد است. مشخص مشتریان مصرف میزان

١Facility
٢Fermat
٣Torricelli
۴ Alfred weber
۵Launhardt



٣ مͺانیابͬ مسائل اجزا .٢.١

بازار ͷی و منبع دو با لانهارد مدل :١.١ شͺل

چندین این�که سوم ندارد. وجود مͺان انتخاب نظر از انحصاری امتیازات و دارد اختیار در نامحدودی بازار
جابه�جایͬ و تحرک قابلیت دارای کار نیروی این به�طوری�که دارد وجود کار نیروی عرضه برای ثابت مͺان

است. نامحدود آن عرضه و نبوده
دو به را هدف تابع ، [٣٠] حͺیمͬ ١٩۶۴ سال در که شد شروع زمانͬ از مͺان�یابͬ روی بر مطالعاتجدی
شبͺه روی مͺان�یابͬ مسایل روی بر مطالعاتͬ همچنین او کرد. مطرح مینیماکس و مجموع کم�ترین صورت
که دهنده�هایͬ سرویس مͺان�یابͬ مسایل در معمولا است. مدرن گسسته مͺان�یابͬ شروع نقطه که داد انجام
به�حساب را مثبت�شان تاثیرات تنها و مͬ�شوند گرفته نظر در مطلوب بیابیم، را آن�ها استقرار مͺان مͬ�خواهیم

مͬ�آوریم.

مͺانیابͬ مسائل اجزا ٢.١

صورت اجزای�شان و آن�ها ویژگͬ�های تعیین و مͺان�یابͬ مسایل از که طبقه�بندی�هایͬ از ترکیبͬ بخش این در
مͬ�شود. ارایه است، گرفته

فضا ١.٢.١

است: زیر دسته سه از ͬͺی مͺان�یابͬ مسایل فضا۶ی معمولا

به�صورت که متغیرهایͬ توسط یعنͬ باشد پیوسته تقاضا نقاط و تاسیسات مͺان فضای هرگاه پیوسته: (١
مͺان مدل�ها این در مͬ�گویند. پیوسته را مدل شود، مشخص مختصات نظیر مͬ�کنند، تغییر پیوسته
دو حداقل فضای در مͺان�یابͬ مسایل اکثر مͬ�کنیم. پیدا Rd بعدی d فضای در را دهنده�ها سرویس
بیشتر بصری�شان ادراک قابلیت و هندسͬ ویژگͬ�های خاطر به دوبعدی مسایل مͬ�شوند. تعریف بعدی

۶Space



۴ مͺانیابͬ مسایل بر ای مقدمه .١

که تابعͬ، آنالیز ) آنالیز و هندسͬ ابزارهای از پیوسته مسایل با مواجهه در مͬ�گیرند. قرار توجه مورد
و طبیعت مͺان�یابͬ مسایل عمدتا مͬ�بریم. بهره مͬ�شود) استفاده تقعر و تحدب ویژگͬ�های از معمولا
است. آنالیزی هم و هندسͬ بررسͬ�های شامل هم آن�ها حل روند و مطالعه ولͬ دارند هندسͬ توصیف

مجتمع مدارهای مثل مسطح، مͬ�شود. استفاده شͺل دو به پیوسته فضای از عملͬ کاربردهای در
نواحͬ برای وکروی زمین تͺه ͷی ویا کار میز کاغذ، تͺه ͷی ،ͬͺترونیͺال و ͬͺتریͺال مدارهای در
داریم. مولفه دو به احتیاج نقاط کردن مشخص برای حالت�ها این در زمین. کره حتͬ و قاره�ها مثل
که سومͬ مشخصه باید هستیم، روبه�رو هوا در یا و آب زیر ساختمان در مͺان�یابͬ با که مسایلͬ در
که مͬ�دهند رخ زمانͬ عمدتا بعدی ͷی مسایل آوریم. به�حساب هم را مͬ�دهد نشان را عمق یا ارتفاع
خط یا بزرگ�راه ͷی کشیدن مثل مͬ�دهیم. انجا انحنا) دارای یا مستقیم ) خط ͷی روی را مͺان�یابͬ

آهن.

را دهندگان سرویس مͺان باید آن�ها در که هستند مدل�هایͬ گسسته مͺان�یابͬ مدل�های گسسته: (٢
کاندیدا نقاط از متناهͬ مجموعه�ای مدل�ها این در کنیم. پیدا شده تعیین پیش از نقاط روی تنها
بر پیوسته مͺان�یابͬ مدل�های در مͬ�شوند. داده نشان گسسته متغیرهای توسط که داده�شده�است
جهت این از داد. ارایه را دسترس در نقاط از کاملͬ و جامع لیست نمͬ�توان گسسته مدل�های خلاف
خوانده�اند. نیز مͺان انتخاب مدل�های را گسسته مدل�های و مͺان ایجاد مدل�های را پیوسته مدل�های
فضاست. سازی گسسته ایده پیوسته و بزرگ مسایل با مواجهه در ریاضیات در مفید ابزارهای از ͬͺی
و مجموعه متناهͬ تعداد به جواب فضای کاهش و شدن تر ساده ایده این از استفاده دلایل از ͬͺی
نقطه هر حقیقت در گسسته، مدل�های در است. مساله از خاص حالات بعضͬ در ویژه کاربردهای
تخمین برای تابع ͷی باید پیوسته حالت در که است توجه قابل است. فضا از ناحیه ͷی نماینده
در زیادی مقالات موضوع خود مناسب، تابع ͷی انتخاب نحوه که شود انتخاب نقاط بین فاصله
محاسبه قبل از یا و شده پیموده واقعͬ فاصله گسسته، حالت در ولͬ است بوده پیوسته مͺان�یابͬ زمینه
را واقعͬ و عملͬ موقعیت�های به�راحتͬ پیوسته مدل�های بنابراین مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد شده،
محاسبه همچنین و مسافت�ها عظیم اطلاعاتͬ بان�ͷهای به زیرا مͬ�شوند اجرا به�سرعت و مͬ�کنند مدل
کمتری دقت تخمین تابع استفاده به�خاطر که است ذکر قابل نͺته این ندارند. احتیاجͬ مسیر کوتاه�ترین
اوقات بعضͬ دارد. ͬͽبست گیرنده تصمیم نظر به فضا نوع انتخاب البته دارند. گسسته انواع به نسبت
ͷی در مثلا کرد. صرف�نظر تاحدی آن دقت از که شود سبب پیوسته مدل�های مزایای است ممͺن
واقعͬ فاصله تخمین در زیادی بسیار دقت (منهتن) ٧ مستطیلͬ فاصله انتخاب که است ممͺن شهر
شͺل توری و هم بر عمود خیابان�های دارای که شهرهایͬ عمدتا باشد. داشته را آن از نقطه دو بین

مͬ�گیرند. قرار دسته این در هستند
٧Rectilinear
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ͷی یال�های یا و رئوس روی دهندگان سرویس آن در که هستند مدل�هایͬ شبͺه�ای مدل�های شبͺه�ای: (٣
کلͬ حالت در که دارند وجود مسایلͬ شبͺه�ای، فضای با مͺان�یابͬ حوزه در شوند. مͬ مستقر شبͺه
از حداکثر زمان�های در -درخت�ها k یا درخت مثل خاص گراف�های در ولͬ هستند -سخت NP

سرویس باید که فضایͬ است ممͺن شده ذکر موارد بر علاوه هستند. حل قابل چندجمله�ای درجه
سرویس که هستند نواحͬ ممنوع نواحͬ شود. محدود ممنوع نواحͬ تعریف با گیرد قرار آن در دهنده
مدل را محدودیت سایر یا منطقه�بندی قوانین مͬ�توانند مناطق این گیرد. قرار آن�ها در نباید دهنده

کنند.

(p)شوند مستقر باید که هایͬ فعالیت) (یا دهنده سرویس تعداد

مͬ�گیریم: نظر در را p > ١ و p = ١ حالت�های باشد. دهنده�ها سرویس تعداد p کنید فرض

شود. مستقر باید دهنده) (سرویس فعالیت ͷی فقط حالت این در ؛ p = ١ (١

تخصیص ͬͽونͽچ باید دهنده�ها سرویس استقرار محل کردن پیدا علاوه�بر حالت این ؛در p > ١ (٢
کنیم. مشخص نیز را سرویس�دهنده�ها به مشتریان

نیز جدید دهنده�های سرویس بین ارتباط است ممͺن مͬ�کنیم، مͺان�یابͬ را سرویس�دهنده چند حالتͬ�که در
سرویس�دهنده�های بین وزن�دار فاصله شامل مͬ�کنند برآورده را هدف این که مدل�هایͬ باشد. اهمیت دارای
آن در که کرد اشاره نظامͬ تاسیسات مͺان�یابͬ به مͬ�توان مورد این از مثالͬ به�عنوان مͬ�باشند. جدید
مͬ�دهد. کاهش را آسیب�پذیری و خسارت و ضرر میزان جدید سرویس�دهنده�های داشتن فاصله و پراکنده�شدن
رقابت ایجاد از تا دارد آن�ها کردن پراکنده در سعͬ تصمیم�گیرنده فودها فست یا گاز پمپ�های مͺان�یابͬ در

کند. جلوگیری ی�ͷدیͽر با آن�ها مستقیم

موجود سرویس�دهنده�های تعداد

دارد: وجود مختلف مدل نوع دو پارامتر این مبنای بر

است. ثابت آن در جدید �های سرویس�دهنده تعداد که مدل�هایͬ (١

است. متغیر آن در جدید سرویس�دهنده�های تعداد که مدل�هایͬ (٢

سرویس�دهنده�ها تعداد نشان�دهنده که دیͽر متغیری باید زیرا هستند، اول نوع از پیچیده�تر دوم نوع مدل�های
این بر فرض مدل�ها از بسیاری در مͬ�دهد. رخ حالت دو مͺان�یابͬ مدل�های در کنیم. اضافه مدل به را است
در ندارد. وجود آن در سرویس�دهنده�ای هیچ که مͬ�شود روبه�رو خالͬ فضای ͷی با تصمیم�گیرنده که است
کردن اضافه هدف و هستند موجود سرویس�دهنده تعدادی مͬ�نامیم، ٨ شرطͬ مͺان�یابͬ را آن که دیͽر حالتͬ

است. دیͽر تعدادی
٨Conditional loction
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تصمیم�گیرنده اهداف

سرویس�دهنده استقرار برای بهینه مͺان به�دنبال مͬ�تواند تصمیم�گیرنده یعنͬ باشد. هدفه چند یͷیا مͬ�تواند مدل
دارند: وجود دسته سه حداقل هدفه ͷت مدل�های بین در باشد. هم�زمان طور به هدف چند یا هدف ͷی تحت

مینیماکس١٠ مجموع٩، کمترین فاصله: از تابعͬ مینیمم�سازی (١

١٢ ماکزیمین مجموع١١، بیشترین فاصله: از تابعͬ ماکزیمم�سازی (٢

فاصله از ترکیبͬ تابع�های (٣

فاصله اندازه�گیری

مͬ�کنیم فرض� مͺان�یابͬ مسایل در است. اشیا بودن دور میزان تشخیص برای عددی معیار ͷی ١٣ فاصله
بیان فاصله از تابعͬ شͺل به معمولا و باشد آن�ها مͺانͬ موقعیت به وابسته مستقیما تاسیسات بین ارتباط که
مساله شرایط و موقعیت به توجه با دارد. پیوسته مͺان�یابͬ در محوری نقشͬ فاصله مفهوم بنابراین مͬ�شود.
فاصله تخمین تابع به�عنوان ١۴ نرم�ها روند از استفاده مͬ�روند. به�کار فاصله ارزیابͬ برای مختلفͬ اندازه�های
وندل و وارد شد. پیشنهاد [٢٣] موریس و لاو توسط بار اولین پیوسته فضای با مͺان�یابͬ مساله ͷی در

دادند. قرار مطالعه مورد را ١۵ بلوکͬ نرم�های از استفاده نیز [۴٨]

فاصله های محدودیت

هستند: نوع دو بر فاصله محدودیت�های دارد. وجود فاصله ١۶ محدودیت مدل�ها از بسیاری در

ولͬ مͬ�گیرند قرار هم از دور کافͬ اندازه به دهنده(ها) سرویس مدل�ها این در فاصله: برای بالا کران (١
باشند. نیز دسترس در که حدی تا

بیش نه اما هستند هم ͷنزدی امͺان حد تا سرویس�دهنده(ها) مدل�ها این در فاصله: برای پایین کران (٢
معین. حد ͷی از

٩Minisum
١٠Minimax
١١Maxisum
١٢maximin
١٣Distance
١۴Round norm
١۵Block norms
١۶Restrictions
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وزن

مشخص برای گاهͬ باشند. مختلف یا یͺسان متغیر، یا ثابت وزن�های دارای مͬ�توانند هدف تابع در فاصله�ها
یال وزن شبͺه�ای، مسایل در مͬ�شود. استفاده وزن�ها از (مشتریان) ثابت نقطه هر در تقاضا میزان کردن
و خدمات ارایه و یال از استفاده هزینه و مخاطره میزان یال، پیمایش زمان مسیر، طول نشان�دهنده مͬ�تواند

باشد. قبیل این از مواردی

ها دهنده سرویس بین ارتباط

باشد: داشته وجود مͬ�تواند دهنده�ها سرویس بین مختلف ارتباط نوع سه حداقل

زباله دفن چندمحل مͺان�یابͬ در مثلا شود، گرفته نظر در سرویس�دهنده�ها و مشتریان بین فاصله فقط (١
کشور. ͷی در

بدون ناحیه ͷی در ͬͺموش سایت�های مͺان�یابͬ مثلا شود، محاسبه سرویس�دهندگان بین فاصله فقط (٢
جمعیت.

ͷی در هسته�ای سایت تعدادی مͺان�یابͬ مثلا شود، گرفته نظر در بالا در شده ذکر فاصله نوع دو هر (٣
جمعیت. دارای ناحیه

مشتریان

میزان و توزیع نحوه است لازم لذا است. شده منظور نیز مشتریان١٧ نقش مͺان�یابͬ مدل�های از تعدادی در
توزیع ناحیه ͷی در یͺنواخت به�طور مشتریان کنیم فرض است ممͺن مثال برای بدانیم. را آن�ها تقاضای
باشد. فاصله از تابعͬ تقاضا میزان و دارند قرار شبͺه ͷی رئوس مثلا فضا، از خاصͬ نقاط در یا و شده�اند
باشند آزاد آن انتخاب در است ممͺن یا و یابند اختصاص دهنده سرویس ͷی به است ممͺن مشتریان
یا مͬ�کنند مراجعه سرویس�دهنده نزدی�ͷترین به مشتریان همیشه آیا که است این سوال صورت این در که

هستند. دخیل مشتریان توسط دهنده سرویس انتخاب در دیͽری عوامل

هدف تابع

این اکثر مͬ�کنیم. معرفͬ را مͺان�یابͬ موجود مدل�های ١٨در هدف تابع�های اصلͬ دسته�های قسمت این در
سرویس�دهنده�ها به سرویس�شان نوع اساس بر سرویس�دهنده�ها ͷیͺتف راه، ͷی هستند. پیشنهادی توابع
کمترین با متناظر خصوصͬ موارد اغلب مͬ�شوند. تقسیم خصوصͬ و عمومͬ سرویس�دهنده�های به که است
گونه به را ها دهنده سرویس مجموع کمترین هدف زیرا است، مینیماکس با متناظر عمومͬ موارد و مجموع

١٧Clients
١٨Objective Functions
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عمومͬ دهنده�های سرویس مͺان�یابͬ در شود. مینیمم نقل و حمل های هزینه مجموع که کند مͬ مͺانیابͬ ای
باشد. ͷنزدی مشتریان همه به که کنیم پیدا را مͺانͬ مͬ�خواهیم کتاب�خانه، یا استخر مانند

است. مشتریان برای سرویس�دهنده مطلوبیت میزان مͬ�گیرد، قرار نظر مد هدف تابع در که دیͽری مورد
دارند: را زیر حالت سه از ͬͺی مشتریان دید از سرویس�دهنده�ها

ͷنزدی او به سرویس�دهنده دارد امͺان که جایͬ تا مͬ�خواهد سرویس�گیرنده حالت این در مطلوب: (١
دارد. سرویس�دهنده جذب در سعͬ یعنͬ باشد،

بͽیرد، فاصله سرویس�دهنده از دارد امͺان که جایͬ تا مͬ�خواهد سرویس�گیرنده (مضر): نامطلوب (٢
دارد. آن دفع در سعͬ یعنͬ

ͷنزدی سرویس�دهنده به مͬ�خواهد سرویس�گیرنده حالت این در نامطلوب: حدی تا و مطلوب حدی تا (٣
مͬ�خواهند مشتریان طرف ͷی از بͽیرید، نظر در را مارکت سوپر ͷی مثلا .ͷنزدی خیلͬ نه ولͬ باشد
سروصدای و شلوغͬ ،ͷترافی دیͽر طرف از و باشند ͷنزدی فروشͽاه به خرید امر در راحتͬ برای که
انتخاب سه سرویس�گیرنده موقعیتͬ چنین در مͬ�سازد. ناخوشایند و نامطلوب را آن فروشͽاه، از ناشͬ

دارد:

تا سرویس�دهنده یعنͬ کند، دفع را سرویس�دهنده بین�شان فاصله روی محدودیت ͷی اعمال با •
باشد. داشته فاصله شده تعیین پیش از فاصله اندازه به حداقل ولͬ باشد ͷنزدی امͺان حد

سرویس�دهنده یعنͬ کند، جذب را سرویس�دهنده مابین�شان فاصله روی محدودیت ͷی اعمال با •
باشد. داشته فاصله شده تعیین پیش از فاصله اندازه به حداکثر ولͬ باشد دور امͺان حد تا

دافع. و جاذب هدف دو از محدبͬ ترکیب مثلا جاذبه-دافعه، ترکیبͬ هدف ͷی ساخت •

اولیه مفاهیم و تعاریف ٣.١

گراف مفاهیم و تعاریف

برای خواننده مͬ�کنیم. بیان را سروکارداریم آن�ها با پایان�نامه این در که گراف به مربوط مفاهیم بخش این در
کند. مراجعه [٣٢]١٩ هراری به تواند مͬ نشده بیان بخش این در که گراف گراف قضایای دیͽر

مجموعه و V (N) رئوس مجموعه با جهت بدون ساده گراف ͷی N =
(
V (N), E(N)

)
کنید فرض

باشد. E(N) یال�های

و wN (v) با را آن وزن v ∈ V (N) رأس ͷی برای باشد، وزن�دار گراف ͷی N گراف اگر .١.٣.١ تعریف
مͬ�دهیم. نشان W (N) =

∑
v∈V (N)wN (v) با را N گراف رئوس وزن مجموع

١٩Harary
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مͬ�باشد. v به u رأس از مسیر کوتاه�ترین PN [u, v] N گراف در v و u رأس دو هر برای .٢.٣.١ تعریف

N در مسیری ،N از v و u دلخواه رأس دو هر بین هرگاه گویند ٢٠ همبند را N گراف .٣.٣.١ تعریف
نامند. ناهمبند را N درغیراین�صورت باشد. موجود

بین مسیر کوتاه�ترین در موجود یال�های طول مجموع آنͽاه باشند، همبند N در v و u اگر .۴.٣.١ تعریف
بیشترین که ،N رأس دو بین مسیر مͬ�دهیم. نشان dN (u, v) با و گوئیم v و u بین فاصله�ی را N در v و u

مͬ�دهیم. نمایش diam(N) با و نامیم N قطری مسیر باشند، داشته هم از را فاصله

به کنیم مͬ نمادگذاری dN (v, U) با را U ⊆ V (N) زیرمجموعه و v رأس میان فاصله .۵.٣.١ تعریف
.dN (v, U) = min

u∈U
dN (u, v) طوری�که

�مͬ�دهیم نشان muv با را P [u, v] مسیر ٢١ میانͬ نقطه N گراف در v و u رأس دو هر برای .۶.٣.١ تعریف
مسیر میانͬ نقطه شامل اگر شود مͬ نامیده v و u مرکزی یال e یال .dN (u,muv) = dN (v,muv) که

باشد. P [u, v]

را v رأس به متصل یال�های تمام اگر است ٢٢ برشͬ رأس ͷی v رأس N همبند گراف برای .٧.٣.١ تعریف
باشد. ناهمبند است، N − v همان که حاصل زیرگراف کنیم، حذف N گراف در

مͬ نامیده ٢٣ بلوک باشد، برشͬ رأس فاقد که N در شده تولید ماکسیمال همبند زیرگراف .٨.٣.١ تعریف
شود.

رأس n با کامل گراف گوئیم. کامل گراف را باشد مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافͬ .٩.٣.١ تعریف
مͬ�دهیم. نشان Kn با را

در رأس دو هر یعنͬ باشد، کامل N در بلوک هر هرگاه است بلوکͬ گراف ͷی N گراف .١٠.٣.١ تعریف
N های بلوک مجموعه B(N) = {B١, B٢, ..., Bl} کنید فرض باشند. متصل هم به یالͬ توسط بلوک ͷی
باشد. | V (N) |> ١ با درخت ͷی N که بود خواهد برقرار زمانͬ تساوی و l ≤ n− ١ است بدیهͬ باشد.
مͬ�باشند. یͺسان طول دارای B بلوک ͷی در یال دو هر بلوکͬ گراف در که مͬ�کنیم فرض پایان�نامه این در

و است حقیقͬ اعداد باز بازه�های با متناظر آن رئوس که است گرافͬ ٢۴ بازه�ای گراف .١١.٣.١ تعریف
حفره دارای گراف ͷی اگر باشند. داشته اشتراک آن�ها با متناظر بازه�های که مͬ�شوند وصل هم به رئوسͬ
بازه�ای حتماً نباشد، دور آن در متوالͬ غیر رئوس بین یالͬ هیچ که باشد ٣ از تر بزرگ اندزۀ با دوری یعنͬ

نیست.
٢٠Connected
٢١Mid point
٢٢Cut-vertex
٢٣Block
٢۴Interval graph



١٠ مͺانیابͬ مسایل بر ای مقدمه .١

روی یا و ) صاف سطح روی را آن بتوان گاه هر گوییم ٢۵ مسطح گراف ͷی را N گراف .١٢.٣.١ تعریف
نͺنند. قطع را یͺدیͽر یالͬ دو هیچ که کرد رسم ای گونه به ( کره سطح

آن پایین در درخت دیͽر های گره کلیه که دارد ٢۶ ریشه نام به خاصͬ گره T درخت هر .١٣.٣.١ تعریف
است. ریشه گره ͷی شامل تنها درخت هر ندارد. والدی ریشه گره دارند. قرار

را PT [x, r] مسیر روی موجود رأس�های تعداد ، T ریشه�دار درخت در x رأس برای .١۴.٣.١ تعریف
ردیفͬ چه در ریشه به نسبت گره ͷی اینͺه برحسب فرضکنیم ͷی سطح در را ریشه اگر مͬ�نامیم. level(x)

گیرد. مͬ سطح شماره باشد

است. برگ دورترین سطح یا درخت در گره�ها سطح بیشترین با برابر درخت ٢٧ ارتفاع .١۵.٣.١ تعریف
است. صفر دارد را ریشه گره تنها که درختͬ ارتفاع

پدر y آنͽاه level(x) = level(y)+١ و باشد y مجاور xرأس T ریشه�دار درخت در اگر .١۶.٣.١ تعریف
مͬ�شود. نمادگذاری C(y) با و مͬ�باشد y فرزند x و مͬ�شود داده نشان par(x) با که است x

شود مͬ داده نشان Tu با u ∈ V (T ) در شده دار ریشه زیردرخت باشد، دار ریشه T اگر .١٧.٣.١ تعریف
است. u فرزندان تمام با شده تولید درخت ͷی که

و باشد PT [v, r] مسیر روی u اگر T دار ریشه درخت در v و u رأس دو هر برای .١٨.٣.١ تعریف
دهیم. مͬ نمایش DV P (v) نماد با آن�را که مͬ�باشد v رأس سویͬ پدر u آنͽاه level(v) = level(u) + ٢

که
∏
(u, v) = (U, V ) دهید قرار N گراف در (u, v) راس زوج هر برای .١٩.٣.١ تعریف

U = {x : d(x, u) ⩽ d(x, v)}, V = V (T )− U.

مͬ�باشند. V (N) رئوس مجموعه رأسͬ افراز V و U مجموعه دو واقع در

را درخت گره�های همه آن، یال�های روی حرکت با مͬ�خواهیم درخت، ͷی پیمایش در .٢٠.٣.١ تعریف
در مͬ�شود. ملاقات گره خود سپس فرزندان، ابتدا ٢٨ ترتیب پس پیمایش روش در کنیم. ملاقات ی�ͷبار
حرکت راست سمت به و کرده شروع دارد، قرار سطح پایین�ترین در که رأس چپ�ترین سمت از پیمایش این
گره چپ�ترین سمت به دوباره و کرده ملاقات را گره خود گره، ͷی فرزندان تمام پیمایش از پس مͬ�کنیم.
ریشه پیمایش تا را روند این برمͬ�گردیم. است، نشده ملاقات تاکنون و دارد قرار سطح پایین�ترین در که

مͬ�دهیم. انجام
٢۵Planar graph
٢۶Root
٢٧Height
٢٨Postorder



١١ P-میانه مساله .۴.١

�میانهp مساله ۴.١

جهت بدون گراف ͷی N =
(
V (N), E(N)

)
کنید فرض است. شده استفاده [١] مرجع از بخش این در

N رأس�های یا یال�ها روی را سرویس�دهنده p باید حال باشد. مثبت یال�های طول و مثبت رئوس وزن با
p مساله شود. مینیمم سرویس�دهنده نزدی�ͷترین تا رئوس وزنͬ فاصله مجموع که به�گونه�ای کنیم مͺان�یابͬ
کامپیوتری، ارتباطͬ شبͺه�های مراکز مͺان�یابͬ به مͬ�توان جمله آن از که دارد فراوانͬ کاربردهای -میانه٢٩

کرد. اشاره پستͬ مراکز و اتوبوس ایستͽاه�های نظامͬ، مراکز اداری، مراکز کالا، توزیع مراکز
مساله را مساله حالت این در که شوند، انتخاب شبͺه از ای نقطه هر مͬ�توانند میانه�ها -میانه، p مساله در
-میانه p مساله را مساله باشد رأس�ها روی تنها میانه کردن پیدا هدف اگر اما گویند. مͬ ٣٠ محض -میانه p

محض -میانه p مساله منظور شد استفاده -میانه» p مساله » اصطلاح از جا هر ادامه در نامند. ٣١ رأسͬ
است.

است موجود بهینه جواب ͷی مͬ�کند ادعا که معنا این به دارد ٣٢ رأسͬ ͬͽبهین خاصیت -میانه p مساله
مساله بخواهیم اگر خاصیت این به توجه با مͬ�کند. مͺان�یابͬ N رئوس روی بر را دهنده�ها سرویس تمام که
برای مثلا داریم، انتخاب

(
n
p

)
به نیاز رأس n از -میانه p انتخاب برای کنیم حل شمارشͬ صورت به را

O(n٢) زمان به یعنͬ کنیم محاسبه را هدف تابع مقدار باید رأس هر برای که است نیاز انتخاب n به p = ١
عمومͬ گراف�های روی ثابت p ∈ N هر برای -میانه p مساله نتیجه .در n =| v | آن در که مͬ�باشد نیاز
p زمانیͺه اما داد. پاسخ چندجمله�ای زمان با شدنͬ جواب هر برای هدف تابع مقدار محاسبه با مͬ�توان را
گراف�های برای حتͬ -میانه p مساله که دادند نشان [٣۵] ٣۴ حͺیمͬ و ٣٣ کریو است، ورودی از بخشͬ
از خاصͬ کلاس�های به بررسͬ�ها از بسیاری بنابراین است. -سخت NP ،٣ درجه ماکزیمم با ٣۵ مسطح
درختͬ شبͺه برای به�ویژه مͬ�آید. به�دست بیشتر کارایͬ با الͽوریتم�هایͬ که مͬ�شود داده اختصاص گراف�ها
برای الͽوریتم سریع�ترین کنون تا که داد پیشنهاد O(pn٢) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم ͷی ، [۴۵] ٣۶ تامیر
به�طور [٢٧] ٣٨ گلدمن و [٣٣] ٣٧ هوآ ها، درخت در ͷکوچ و ثابت p برای بوده�است. مساله نوع این
[٢۶]۴٠ سرایدر و ٣٩ گاویش و آوردند دست به خطͬ زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم ͷی p = ١ برای مستقل
دیͽری خوب بسیار نتایج براین کردند.علاوه طراحͬ p = ٢ برای O(nlogn) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ

٢٩p-Median problem
٣٠Pure p-Median
٣١Vertex p-Median
٣٢Vertex Optimality Property
٣٣Karive
٣۴ Hakimi
٣۵Planar Graphs
٣۶ Tamir
٣٧Hua
٣٨Goldman
٣٩ Gavish
۴٠Sridhar



١٢ مͺانیابͬ مسایل بر ای مقدمه .١

روی ١-میانه مساله [١۵] ۴٢ کراروپ و ۴١ بورکارد است. موجود دیͽر های گراف و چرخ کاکتوس، برای
پیچیدگͬ با الͽوریتم ͷی [٢۴] ۴٣ هاتزل دادند. پاسخ خطͬ زمان با الͽوریتمͬ از استفاده با را کاکتوس
روی ١-میانه مساله برای خطͬ زمان با الͽوریتم ͷی و کاکتوس روی ٢-میانه مساله برای O(n٢) زمانͬ

بود. خواهد -ماکسین p مساله با متناظر میانه مساله باشد، منفͬ رئوس تمام وزن کرد.اگر ارایه چرخ
زمان در مͬ�تواند درخت روی -ماکسین p مساله که دادند نشان همͺارانش و بورکارد ، [١٢] مرجع در
درخت�ها از عمومͬ�تر که بلوکͬ گراف�های روی را مساله همین ۴۵ ͹چن و ۴۴ ͹کن شود. داده پاسخ خطͬ
p [١٨]مساله ͹چن و ͹کن اخیرا . [٣۴] دادند پیشنهاد خطͬ زمان با الͽوریتم ͷی و کردند بررسͬ هستند
رئوس های وزن از بخش ͷی تنها که زمانͬ کردند. حل خطͬ زمان با ای بازه های گراف روی را -ماکسین

شود. مͬ نامیده مثبت-منفͬ وزن با -میانه p مساله میانه، مساله هستند منفͬ
دهیم. مͬ توضیح را هستند p-میانه مساله از حالت�هایͬ که ٢-میانه و ١-میانه مساله ادامه در

١�میانه مساله

p = ١ حالت در است، برقرار -میانه p مساله برای کلͬ حالت در که رأسͬ ͬͽبهین خاصیت بر علاوه [؟]
خاصیت این است. معروف ۴۶ اکثریت خاصیت به که باشد، مͬ برقرار درخت�ها روی دیͽر خاصیت ͷی

باشد، مͬ زیر صورت به شده ارایه [٢٧] در گلدمن توسط که

T های رأس از افرازی با متناظر درخت زیر دو T٢ و T١ و باشد درخت ͷی T کنید فرض .١.۴.١ قضیه
باشیم، داشته اگر تنها و اگر است ١-میانه مساله برای جواب ͷی شامل T١ آنͽاه ∑باشند.

{i:vi∈T١}

wi ≥
١
٢

∑
{i:vi∈T}

wi

به ها درخت روی ١-میانه مساله برای O(| V |) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ فوق قضیه از استفاده با
باشد. مͬ درخت های رأس وزن مجموع W (V ) آن در که است شده ارایه [٣٨] در زیر صورت

اکثریت الͽوریتم

است. میانه ͷی نقطه رأس همان کنید، توقف است، رأس ͷی تنها شامل T اگر (١)

گام به غیراین�صورت در بروید، ۴ گام به آنͽاه w(vi) ≥ W (V )
٢ اگر ، vi مانند انتهایͬ رأس هر برای (٢)

بروید. ٣
۴١Burkard
۴٢Krarup
۴٣Hatzl
۴۴Kang
۴۵Cheng
۴۶Majority property



١٣ P-میانه مساله .۴.١

دهید قرار و کنید حذف را (vi, vj) یال و باشد، vi مجاور رأس vj کنید فرض (٣)

بروید. ١ گام به و w(vi) = w(vi) + w(vj)

است. ١-میانه ͷی vi کنید، توقف (۴)

٢�میانه مساله

روش به را ۴٧ شبͺه روی ٢-میانه مساله بخواهیم اگر که مͬ�شود ملاحظه شد گفته قبلا که مطالبͬ به توجه با
است درخت صورت به شبͺه که حالتͬ در مساله این برای داریم. نیاز O(n٣) زمان به کنیم حل شمارشͬ

است. آمده آن توضیح ادامه در که کرد استفاده ۴٨ یال حذف روش از توان مͬ
T٢ و T١ زیردرخت دو به را آن T درخت از یال ͷی حذف با روش این در : [٣۵] یال حذف روش
ازای به را هدف تابع مقدار و یابیم مͬ را ١-میانه نقاط زیردرخت، دو این از ͷی هر در کنیم. مͬ تقسیم
حاصل زیردرخت دو در را ها ١-میانه و کرده حذف را درخت از دیͽری یال سپس کنیم. مͬ محاسبه ها آن
زیردرخت دو ١-میانه نقاط دهیم. مͬ انجام درخت های یال تمام برای را حذف عمل آوریم. مͬ دست به
خواهد درخت برای ٢-میانه نقاط دارد، را مقدار کمترین ها آن ازای به هدف تابع که یالͬ حذف با متناظر

بود.
در شود. مͬ انجام ها میانه انتخاب عمل سپس تخصیصو عمل ابتدا روش این در که شود مͬ مشاهده
روش در گیرد. مͬ صورت تخصیص عمل بعد شوند مͬ انتخاب ها میانه ابتدا شمارشͬ روش در که حالͬ
O(n) زمان به نیاز ١-میانه محاسبه برای یال هر ازای به و دارد وجود درخت هر در یال n − ١ چون فوق

شود. انجام تواند مͬ O(n٢) زمان در کل در روش این بنابراین داریم،
بر ها آن روش بخشیدند. بهبود خاصͬ های یال حذف با تنها [۴٠] آدجیت و میرچندانͬ را فوق روش

است. استوار یافت، [٣۵] در توان مͬ را آن اثبات که زیر قضیه

در باشند. آن برای ٢-میانه نقاط m٢ و m١ و T درخت برای ١-میانه نقطه m کنید فرض .٢.۴.١ قضیه
دارد. قرار m٢ و m١ بین مسیر روی m صورت این

اکثر در ولͬ است O(n٣) زمانͬ پیچیدگͬ همان دارای حالت بدترین در آدجیت و میرچندانͬ روش البته
است. معمول روش از کمتر خیلͬ شوند مͬ گرفته نظر در حذف برای که هایͬ یال تعداد مسایل،

برای O(nlogn) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ [٢۶] اسرایدر و گاویش یال، حذف روش از استفاده با
اند. کرده ارائه درخت روی ٢-میانه مساله

۴٧Network
۴٨Edge Deletion Method



١۴ مͺانیابͬ مسایل بر ای مقدمه .١

٢�میانه پشتیبان مساله ۵.١

آن�ها بودن دسترس در و ها سرویس�دهنده وزن که است مسائلͬ به مند علاقه سنتͬ طور به مͺان�یابͬ تئوری
باشیم. داشته پارامترها این تمامͬ از دقیق برآورد ͷی که نیست امͺان�پذیر این اغلب اما مشخصاست. دقیقا
زمان با است ممͺن پارامترها این و است قطعیت عدم شامل اغلب واقعͬ، زندگͬ داده�های از مهمͬ بخش
حالت برخͬ شده، بررسͬ قطعیت عدم شامل یابͬ مͺان های مدل اخیر های سال در بنابراین کنند. تغییر
بررسͬ را اطمینان قابلیت مدل ، [۴٣] دسͺین و اشنایدر است. گرفته قرار مطالعه مورد و تعریف ها آن های
اختصاص مشتریان و بخورند شͺست ها دهنده سرویس است ممͺن اوقات بعضͬ مدل این در که کردند
وو ͹وان بͽیرند. سرویس کار حال در های دهنده سرویس از مجبورند ها دهنده سرویس این به شده داده
سرویس هر که حالͬ در کردند بررسͬ اطمینان قابلیت مدل همانند را ٢-میانه مساله [۴٧]۴٩ همͺارانش و
شͺست دهنده سرویس ͷی که این محض به بخورد. شͺست شده داده احتمال ͷی با است ممͺن دهنده
دهنده سرویس بخورند، شͺست زمان هم طور به توانند نمͬ ها دهنده سرویس که فرض این با بخورد،
از زوج ͷی یافتن دنبال به آن در که را مدل این ها آن گیرد. مͬ عهده به را دهͬ سرویس مسئولیت دیͽر
مساله کند، مینیمم را کار حال در دهنده�های سرویس به رئوس تمام از وزنͬ فواصل مجموع که هستیم رئوس
مورد درخت رئوس تعداد n که دادند پیشنهاد O(nlogn) زمان با الͽوریتم ͷی و نامیدند ۵٠ ٢-میانه پشتیبان
و ͹چن همچنین کرده�ایم. مطرح را مساله حل روش و الͽوریتم مفصل به�طور فصل(٢) در است. بررسͬ

͹کن
ارائه O(nlogn+m) زمان با الͽوریتمͬ و کرده بررسͬ بلوکͬ گراف�های روی را ٢-میانه پشتیبان مساله
مورد بلوکͬ گراف یال�های تعداد m و رئوس تعداد n آورده�شده�است. نامه پایان این (٣) فصل در که کردند

است. بررسͬ

ناخوشایند نیمه ٢�میانه مساله ۶.١

به�دور است مطلوب که دهنده�هایͬ سرویس یعنͬ نیمه�ناخوشایند۵١، دهندگان سرویس اخیر، سال�های در
مدل اولین شبͺه�ها، در کرده�است. جلب خود به را بسیاری توجه شوند مͺان�یابͬ مشتریان از بخشͬ از
زمان با الͽوریتم ͷی آن�ها شد. ارایه [١۵] کراروپ و بورکارد توسط منفͬ و مثبت وزن�های با مͺان�یابͬ
از بیشتر آن در دور دو از ͷی هیچ که همبندی گراف یعنͬ کاکتوس روی ١-میانه مساله برای را خطͬ
روی نیمه�ناخوشایند ٢-میانه مساله [١١] همͺارانش و بورکارد دادند. بسط نداشته�باشند، مشترک رأس ͷی
مجموع دارد سعͬ هدف تابع اولین دادند. پیشنهاد را متفاوت هدف تابع دو ها آن بررسͬ�کردند. را درخت�ها
وزن مجموع دوم هدف تابع در�حالͬ�که کند مینیمم را ( MWD ) رئوس تمام روی وزنͬ فاصله کمترین

۴٩Wang Wu
۵٠Backup 2-Median Problem
۵١Semi obnoxious facility
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مدل برای مͬ�کند. مینیمم ( WMD ) ، v رئوس تمام روی را دهنده سرویس به v از فاصله مینیمم�ترین
O(n٢) زمان با الͽوریتم ͷی ٢-میانه یافتن برای و به�کار�برده را مساله قضایای از تعدادی آن�ها ، MWD

مطرح مسیر روی خطͬ زمان با الͽوریتم ͷی و ستاره روی O(nlogn) زمان با الͽوریتم ͷی درخت، روی
مͬ�شود اجرا O(n٣) زمان در که درخت روی الͽوریتم ͷی توانستند تنها آن�ها ،MWD مدل برای اما کردند.
این مͬ�یابد. کاهش O(n٢) به آن زمانͬ پیچیدگͬ کنیم جستجو رئوس روی تنها را میانه�ها اگر که بیابند را
روی ،٢-میانه MWD مدل برای که دادند نشان آن�ها یافتند. بهبود [٩] همͺارانش و بنͺوکزی توسط نتایج
مدل برای همچنین آن�ها پاسخ�داده�شود. O(nlogn) زمان در مͬ�تواند منفͬ و مثبت وزن با رئوس با درخت
زمانͬ�که دادند. پیشنهاد مͬ�دهد، نشان را درخت ارتفاع h که O(nhlog٢n) زمان با الͽوریتم ͷی ،WMD

تابع با ٢-میانه مساله بهینه جواب که دادند نشان [١٣] همͺارانش و بورکارد داشته�باشیم، منفͬ وزن تنها
هاتزل و بورکارد باشد، دور ͷی بررسͬ مورد شبͺه که زمانͬ مͬ�آید. به�دست خطͬ زمان در ،MWD هدف
O(n٢) زمان با الͽوریتم ͷی و MWD مدل برای خطͬ زمان با الͽوریتم ͷی ٢-میانه مساله برای [١۴]
O(n۵) زمان با الͽوریتمͬ ، [١٢] فتحعلͬ و بورکارد p = ٣ حالت برای کاربردند. به WMD مدل برای
ارایه هستند، رئوس به محدود میانه�ها که وقتͬ O(n٣) زمان با الͽوریتمͬ و درخت روی WMD مدل برای

کردند.



٢ فصل

با های درخت روی ٢�میانه پشتیبان مساله
دار وزن رئوس

١۶



مقدمه ١.٢

مثبت رئوس وزن که مͬ�کنیم بررسͬ وزن�دار رئوس با درخت�های روی ٢-میانه پشتیبان مساله فصل این در
یال حذف روش همان است، برقرار نیز -میانه p پشتیبان برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت این�که بیان با مͬ�باشد.
و ͹وان روش همین برپایه برد. به�کار مͬ�توان را شده بیان (١) فصل در ͷکلاسی ٢-میانه مساله برای که
LOWER−MEDIAN زیربرنامه دو شامل که را BACKUP٢MEDIAN الͽوریتم [۴٧] همͺارانش
درخت روی ٢-میانه پشتیبان مساله برای o(nlogn) زمانͬ پیچیدگͬ با را UPPER−MEDIANمͬ�باشد و

مͬ�باشد. بررسͬ مورد درخت رأس�های تعداد n که دادند پیشنهاد
الͽوریتم�های است. شده آورده بعد بخش در فصل این در شده استفاده نمادگذاری�های و تعاریف
بیان الͽوریتم این برای مثالͬ نیز فصل انتهای در است. شده آورده آخر بخش در مساله حل برای پیشنهادی

کرده�ایم.

گذاری نماد و مساله تعریف ٢.٢

مͬ�کنیم. تعریف را فصل این در شده استفاده نمادهای و ٢-میانه مساله بخش این در
و رأس�ها مجموعه V (G) که باشد G = (V (G), E(G), w, l) جهت بدون ساده گراف G کنید فرض
یال�ها طول تابع l : E(G) 7−→ R+ و رأس�ها وزنͬ تابع w : V (G) 7−→ R+ ، G یال�های مجموعه E(G)

مͬ�باشد.
که است m مانند رأسͬ ، G از میانه ͷی∑

v∈V (G)

w(v)dG(m, v) = min
u∈V (G)

∑
v∈V (G)

w(v)dG(u, v).

مͬ�کنیم. استفاده V ⊆ V (G) با D(V, u) نماد از
∑

v∈V w(v)dG(u, v) نمایش شدن ساده�تر برای ما حال
نویسͬ، ساده منظور به است. T ورودی درخت در فاصله همان همیشه v و u رأس دو بین فاصله ادامه، در

مͬ�شود. استفاده d(u, v) از dT (u, v) جای به v و u بین فاصله برای
و U = {x : d(x, u) ⩽ d(x, v)} که

∏
(u, v) = (U, V ) دهید قرار (u, v) رأس زوج هر برای

که مͬ�کنند تولید را همبند زیرگراف ͷی V و U از ͷهری درخت، ͷی در که کنید توجه .V = V (T )− U

آورد. به�دست مͬ�توان e ∈ E(T ) یال حذف با را مجموعه دو این
جواب باشد. ٢-میانه پشتیبان مساله در سرویس�دهنده دو شͺست احتمال�های ρ٢ و ρ١ کنید فرض
u٢ و ρ١ شͺست احتمال با سرویس�دهنده مͺان u١ که نشان�داده�مͬ�شود (u١, u٢) رأس زوج ͷی با مساله

مͬ�باشد. ρ٢ شͺست احتمال با سرویس�دهنده مͺان
دهنده�های سرویس مجموعه به رأس�ها تمام از فاصله مجموع کردن مینیمم ٢-میانه پشتیبان مساله هدف
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شود، مͬ نوشته زیر صورت به که است کار حال در
Cρ(v١, v٢) = (١ − ρ)

(∑
v

w(v)d(v, {v١, v٢})
)

+ρ
(∑

v

w(v)d(v, v٢) +
∑
v

w(v)d(v, v١)
)
.

به مساله هدف ،تابع u ∈ V (G) و V ⊆ V (G) که D(V, u) نماد از استفاده با ساده�سازی از پس
مͬ�شود. تعریف زیر صورت

مساله داده�شده�است. ρ شͺست احتمال و T درخت درخت). روی ٢-میانه (پشتیبان .١.٢.٢ تعریف
کند: مینیمم را زیر هدف تابع که به�گونه�ای کند مͬ جستجو را (m١,m٢)رئوس از زوج ͷی ٢-میانه پشتیبان

Cρ(v١, v٢) = (١ − ρ)
(
D(V١, v١) +D(V٢, v٢)

)
+ ρ

(
D(V١, v١) +D(V٢, v١)

)
+ ρ

(
D(V١, v٢) +D(V٢, v٢)

= D(V١, v١) + ρD(V٢, v١) +D(V٢, v٢) + ρD(V١, v٢) (١.٢)

مͬ�باشد. (V١, V٢) =
∏
(v١, v٢) و v١, v٢ ∈ V (T ) آن در که

مساله حل روش ٣.٢

مͬ�کنیم.درخت بررسͬ وزن�دار رأس�های با درخت�های روی را ٢-میانه پشتیبان مساله ما قسمت این در
٢-میانه مساله در یال حذف روش مشابه ما روش مͬ�کنیم. دار ریشه m یعنͬ خود میانه در را T ورودی
میانه دو s١, s٢ فرضکنید داده�شد. توضیح مختصر صورت به (١) فصل در که است درخت روی ͷکلاسی

.(S١, S٢) =
∏
(s١, s٢) دهید قرار باشند. T

شده ایجاد زیردرخت�های میانه�های ترتیب به باید s٢ و s١ که �داده�شده�است نشان [٣۶ ،٢۶] مراجع در
ͷی برای بیان�شده�است. ٢-میانه پشتیبان برای را مشابه نتیجه ͷی ١.٣.٢ لم باشند.در S٢ و S١ توسط
حذف از به�دست�آمده درخت زیر دو Y (e) و X(e) کنید فرض است، y پدر x که e = (x, y) ∈ E یال
و w(x) + ρw(Ty) با برابر ترتیب به y و x وزن�های و است X(e) در x که باشند T درخت در e یال
زیر نمͬ�دهیم. تغییر را باقͬ�مانده یال�های تمام طول و دیͽر رأس�های تمام وزن باشد. w(y)+ ρw(T −Ty)

Y (e) از درختͬ زیر Yv(e) مشابه به�طور مͬ�کنیم. نمادگذاری Xu(e) با را X(e) از u در ریشه�دار�شده درخت
شده�است. ریشه�دار v در که است

m٢ و m١ باشد،آنͽاه T درخت مختلف رأس�های روی ٢-میانه پشتیبان (m١,m٢) اگر [۴٧] .١.٣.٢ لم
(شͺل(١.٢)) است. m٢ و m١ مرکزی یال ͷی e = (x, y) که هستند Y (e) و X(e) میانه�های ترتیب به
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آمده eبه�دست = (x, y)یال حذف با که (m١,m٢)٢-میانه پشتیبان و m میانه با T درخت :١.٢ شͺل
است.

تعریف، از استفاده بͽیرید.با نظر در V٢ و V١ ترتیب به را Y (e) و X(e) رأس�های مجموعه برهان.
ثابت ادامه در . v ∈ V٢ هر برای d(v,m٢) ≤ d(v,m١) و v ∈ V١ هر برای d(v,m١) ≤ d(v,m٢)

فرض خلف برهان به کردیم. حذف را آن بنابراین است m٢مشابه برای است.اثبات X(e) m١میانه مͬ�کنیم
داریم: میانه تعریف از استفاده با باشد. X(e) میانه s کنید فرض نیست. X(e) میانه m١ ∑مͬ�کنیم

v∈V١

w(v)d(v, s) <
∑
v∈V١

w(v)d(v,m١)

اما

∑
v∈V١

w(v)d(v, s) =
∑

v∈V١,v ̸=x

w(v)d(v, s) + (w(x) + ρw(V٢))d(x, s)

=
∑
v∈V١

w(v)d(v, s) + ρw(V٢)d(x, s)

نتیجه در

D(V١, s) + ρw(V٢)d(x, s) < D(V١,m١) + ρw(V٢)d(x,m١) (٢.٢)
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داریم: همچنین

D(V٢, s) =
∑
v∈V٢

w(v)d(v, s)

=
∑
v∈V٢

w(v)
(
d(v, x) + d(x, s)

)
=

∑
v∈V٢

w(v)d(v, x) + d(x, s)
∑
v∈V٢

w(v)

= D(V٢, x) + w(V٢)d(x, s)

نوشت: مͬ�توان بنابراین

D(V١, s) + ρD(V٢, s) = D(V١, s) + ρw(V٢)d(x, s) + ρD(V٢, x)

< D(V١,m١) + ρw(V٢)d(x,m١) + ρD(V٢, x)

= D(V١,m١) + ρD(V٢,m١)

اما

cρ(m١,m٢) = D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) +D(V٢,m٢) + ρD(V١,m٢)

> D(V١, s) + ρD(V٢, s) +D(V٢,m٢) + ρD(V١,m٢) ≥ cρ(s,m٢)

است تناقض که

حاصل زیردرخت دو e یال حذف با باشد. y پدر x و E(T ) در یالͬ e = (x, y) فرضکنید .٢.٣.٢ تعریف
e یال پایین میانه را y شامل زیردرخت میانه و بالا میانه را x رأس شامل زیردرخت میانه ادامه در مͬ�شود.

مͬ�دهیم. نشان mL و mU نمادهای با ترتیب به و مͬ�نامیم

هر ازای به باید نتیجه در دارد، قرار ١.٣.٢ لم پایه بر مͬ�شود ارائه مساله حل برای ادامه در که الͽوریتمͬ
مͬ�کنیم. بیان درخت در میانه از ساده قضیه ͷی ادامه در بیابیم. میانه زوج ͷی e یال

برای w(Tu) ≤ w(V )⧸٢ و w(Tv) ≥ w(V )⧸٢ اگر تنها و اگر است T میانه v رأس [۴٧] .٣.٣.٢ قضیه
.V از u فرزند هر

هدف تابع ما باشند. Y (e) و X(e) رأس�های مجموعه ترتیب به VL و VU کنید فرض حال
مͬ�کنیم: بازنویسͬ یال به وابسته هزینه تابع صورت به را

c
′
ρ(e) = D(VL,mL) + ρD(VU ,mL) +D(VU ,mU ) + ρD(VL,mU ) (٣.٢)
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.(VL, VU ) =
∏
(mL,mU ) و هستند e یال میانه�های زوج (mL,mU ) که

عمل زیر شͺل به که مͬ�شود نامیده BACKUP٢MEDIAN ، [۴٧] ٢-میانه پشتیبان یافتن الͽوریتم
مͬ�کند.

(خط را یال�ها تمام پایین ی میانه ابتدا همزمان، صورت به یال ͷی پایین و بالا میانه�های محاسبه به�جای
مͬ�شود. محاسبه (۴ (خط را یال�ها تمام بالای میانه سپس و ( ٣

مͬ�دهیم. نمایش ١ ≤ i ≤ n که ei با آن�ها از ͷهری و نموده اندیس�گذاری i با را E یال�های
میانه�های زوج ، UPPER−MEDIAN و LOWER−MEDIAN زیربرنامه�های اجرای از پس
میانه�ها از زوج هر ازای به را یال به وابسته هزینه مͬ�توان مͬ�شود.بنابراین MUذخیره [i] ML[i]و در ei یال هر

.(١١ تا ۶ کرد.(خط پیدا را یال به وابسته هزینه ترین مینیمم و محاسبه
مورد این که است نیاز بنابراین بͽیرند، قرار رأس ͷی در است ممͺن سرویس�دهنده دو که کنید توجه
T درخت میانه یعنͬ m گیرند، قرار رأس ͷی در سرویس�دهنده دو اگر که است بدیهͬ شود. بررسͬ نیز را
و مͬ�شود مقایسه میانه�ها از زوج بهترین یال به وابسته هزینه با cρ(m,m) است.بنابراین انتخاب بهترین ،

(١٣ تا ١٢ آن�هاست.(خط مینیمم�ترین ٢-میانه پشتیبان
BACKUP٢MEDIAN(T, ρ) الͽوریتم کد شبه

سرویس�دهنده. هر برای ρ شͺست احتمال و T درخت ورودی:
ورودی. درخت ٢-میانه پشتیبان خروجͬ:

بده. قرار m متغیر در را T درخت میانه (١)

بده. قرار T ∗ در را شده�است ریشه�دار m در که T درخت (٢)

پایین میانه�های تمام آن اجرای از پس و کرده فراخوانͬ را LOWER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه (٣)
بده. قرار ML آرایه در را یال�ها

بالای میانه�های تمام آن اجرای از پس و کرده فراخوانͬ را UPPER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه (۴)
بده. قرار MU آرایه در را یال�ها

بده. قرار ∞ مقدار با برابر را opt متغیر (۵)

i = ١ (۶)

(١٠)برو. گام به غیر�این�صورت در (٨)برو گام به گاه آن C ′
ρ(ei) < opt اگر (٧)

بده. قرار opt متغیر در را C ′
ρ(ei) مقدار (٨)

کن. ذخیره i∗ در را i متغیر مقدار (٩)
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i = i+ ١ (١٠)

. (١٢)برو گام به غیر�این�صورت در (٧)برو گام به i < n اگر (١١)

. (١۴)برو گام به غیراین�صورت در کن اجرا را (١٣) گام گاه آن C ′
ρ(ei∗) > Cρ(m.m) اگر (١٢)

است. T ورودی درخت ٢-میانه پشتیبان (m,m) کنید، توقف (١٣)

است. T ورودی درخت ٢-میانه پشتیبان (ML[i
∗],MU [i

∗]) کنید، توقف (١۴)

داده�شده�است. توضیح ادامه در بالا میانه و پایین یال،میانه به وابسته هزینه تابع محاسبه جزئیات

محاسبه خطͬ زمان در توان مͬ را میانه�ها زوج تمام برای c′ρ یعنͬ یال به وابسته هزینه [۴٧] .۴.٣.٢ لم
نمود.

که D
(
V (Tv), u

)
فاصله�های مجموع ، u ∈ V (Tv) رأس ͷی برای برهان.

V (Tv) = V −
(
V − V (Tv)

)
کرد، محاسبه زیر فرمول از استفاده با مͬ�توان را

D
(
V (Tv, u

)
= D(V, u)−D

(
V − V (Tv), u

)
مͬ�شود، تعریف زیر صورت Dبه

(
V − V (Tv), u

)
آنجایͬ�که از

D
(
V − V (Tv), u

)
=

∑
x∈V−V (Tv)

w(x)d(x, u)

=
∑

x∈V−V (Tv)

w(x)
(
d(x, v) + d(v, u)

)
=

∑
x∈V−V (Tv)

w(x)d(x, v) + d(v, u)
∑

x∈V−V (Tv)

w(x)

= D
(
V − V (Tv), v

)
+ w(V − V (Tv))d(v, u)

نوشت مͬ�توان

D
(
V (Tv), u

)
= D(V, u)−

(
D
(
V − V (Tv), v

)
+ w

(
V − V (Tv)

))
d(v, u)

= D(V, u)−
(
D(V, v)−D

(
V (Tv), v

)
+

(
w(V )− w(Tv)

))(
d(u,m)− d(v,m)

)
.

پیش�پردازش مͬ�کند. محاسبه را w(TV ) و (D(V, v) ،D(V (Tv), v) ، d(v,m) مقادیر پردازش پیش مرحله
هر برای ثابت زمان در مͬ�تواند D(V (Tv), u) بنابراین دارد، نیاز خطͬ زمان به تنها V رأس�های تمام برای

شود. محاسبه V از u فرزند
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Y (e) زیردرخت میانه Tو درخت :٢.٢ شͺل

با، است برابر هدف تابع مقدار VU = V − VL دهید قرار باشد، پدر u١ که e = (u١, u٢) یال هر برای

c
′
ρ(e) = D(VL,mL) + ρD(VU ,mL) +D(VU ,mU ) + ρD(VL,mU )

= D(VL,mL) + ρ(D(V,mL)−D(VL,mL)) +D(V,mU )− (١ − ρ)D(VL,mU )

چون

D(VL,mU ) =
∑
x∈VL

w(x)d(x,mU )

=
∑
x∈VL

w(x)
(
d(x, u٢) + d(u٢,m) + d(m,mU )

)
=

∑
x∈VL

w(x)d(x, u٢) +
(
d(u٢,m) + d(m,mU )

) ∑
x∈VL

w(x)

= D(VL, u٢) + w(VL)
(
d(u٢,m) + d(m,mU )

)
بنابراین

c
′
ρ(e) = D(VL,mL) + ρ(D(V,mL)−D(VL,mL)) +D(V,mU )

− (١ − ρ)D(VL, u٢) + w(VL)
(
d(u٢,m) + d(m,mU )

)
داریم،پس یال n− ١ آنجایͬ�که از است. o(n) پیش�پردازش زمان شود. محاسبه ثابت زمان در مͬ�تواند که
o(n) زمان در میانه�ها زوج تمام برای یال به وابسته هزینه محاسبه برای را بالا فرمول مͬ�توان پیش�پردازش از

است. o(n) نیاز مورد زمان کل بنابراین کرد. استفاده
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خطͬ زمان در را یال�ها تمام پایین میانه�ی بیان�شده، ادامه در که LOWER − MEDIAN الͽوریتم
مͬ�شود. نتیجه ۵.٣.٢ لم از مستقیم صورت به ادعا این ودرستͬ مͬ�کند.صحت محاسبه

قرار P [g
′
, u٢] مسیر در Y (e) از g میانه است، u٢ پدر u١ که e = (u١, u٢) یال هر برای [۴٧] .۵.٣.٢ لم

با u٢ فرزند u٣ و است e′ = (u٢, u٣) یال به�ازای Y (e
′
) میانه g′ که دارد

w(Tu٣) = max
v∈C(u٢)

w(Tv)

((٢.٢) شͺل ) است.

بین در آنجایͬ�که از ، w(Yg(e)) ≥ w(Y (e))/٢ داریم: ٣.٣.٢ قضیه بنابر است Y (e) میانه g چون برهان.
قضیه از استفاده با شود. مستقر Tu٣ ∪ u٢ در باید g پس است وزن بیشترین با زیردرختͬ Tu٣ ، u٢ فرزندان

، x /∈ P [g
′
, u٢] هر برای که دهیم نشان است کافͬ ٣.٣.٢

w(Yx(e)) < w(Y (e))/٢.

که گرفت نتیجه مͬ�توان است، Y (e
′
) میانه g

′ چون ، x ̸= u٣ و x ̸= u٢ که ، g
′ از x فرزند هر برای

داریم، تعریف از استفاده با .w(Yx(e)) = w(Yx(e
′
)) < w(Y (e

′
))/٢

w(Y (e
′
)) = w(Tu٣) + ρw(T − Tu٣)

< w(Tu٢) + ρw(T − Tu٢)

= w(Y (e))

. w(Yx(e)) < w(Y (e))/٢ بنابراین
مشابه پارامتر نیستند، g′ فرزند که رأس�هایͬ همچنین و نیستند P [g

′
, u٢] مسیر در که رأس�هایͬ برای

مͬ�باشد. برقرار نیز لم لذا و است برقرار

LOWER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه کد شبه
شده�است. ریشه�دار خود میانه در که T ∗ درخت ورودی:

است. T ∗ یال�های تمام ازای به پایین میانه�های حاوی که L آرایه خروجͬ:

را است، v رأس در شده ریشه�دار زیردرخت همان که w(Tv) مقدار T ∗ درخت از v رأس هر برای (١)
مͬ�باشد. w(v) +

∑
u∈C(v)w(u) برابر w(Tv) وزن کن. محاسبه

در و نموده مرتب دادیم، توضیح (١) فصل در که ترتیب پس پیمایش ترتیب را رأس�ها مجموعه (٢)
دهید. قرار (v١, v٢, ..., vn)

i = ١ (٣)

دهید. قرار ei متغیر در را پدرش و vi بین یال (۴)
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برو. (٧) گام به غیراین�صورت در ،(۶) گام به است برگ ͷی vi اگر (۵)

بده. قرار L[i] آرایه در را vi را�ٔس (۶)

بده. قرار λ متغیر در را w(Tvi) + ρw(T − Tvi) مقدار (٧)

بده. قرار u متغیر در w(Tu) = maxx∈C(vi)w(Tx) که را u مانند vi از فرزندی (٨)

بده. قرار g متغیر در را Y ((vi, u)) زیردرخت میانه (٩)

برو. (١٢) گام به غیراین�صورت در ،(١١) گام به ، g ̸= vi و w(Tg) < λ/٢ اگر (١٠)

برو. (١٠) گام به و کرده g جایͽزین را g رأس پدر (١١)

کن. ذخیره L[i] در را g متغیر (١٢)

i = i+ ١ (١٣)

. (١۵)برو گام به غیراین�صورت در برو (۴) گام به i < n اگر (١۴)

مͬ�باشد. یال�ها تمام پایین میانه�های شامل L آرایه (١۵)

ریشه به ͷنزدی زیردرخت سنͽین�ترین در را پایین میانه همیشه ، LOWER −MEDIAN زیربرنامه در
هیچ�گونه الͽوریتم این در مͬ�یابد. پایان جستجو ٣.٣.٢ قضیه از استفاده با آن کردن پیدا با و کنیم مͬ جستجو

بͽیریم. نتیجه را زیر لم مͬ�توانیم و نداریم تͺراری محاسبات

تمام برای Y (e) میانه�های باشد. m یعنͬ خود میانه در ریشه�دار درخت ͷی T کنید فرض [۴٧] .۶.٣.٢ لم
شود. محاسبه o(n) زمان در مͬ�تواند e یال�های

مͬ�کند. محاسبه o(nlogn) زمان در را یال�ها تمام بالای میانه ، UPPER − MEDIAN الͽوریتم
مͬ�شود. نتیجه ٧.٣.٢ لم از مستقیم صورت به ادامه در آن درستͬ و صحت

سنͽین�ترین T٢ و T١ فرضکنید و mباشد یعنͬ خود میانه در ریشه�دار درخت ͷی T فرضکنید .٧.٣.٢ لم
بین مسیر در X(e) میانه ، e یال هر برای باشند. m فرزندان در ریشه�دار زیردرخت�های سنͽین�ترین دومین و

. i = ١ غیراین�صورت در و باشد T١ در e اگر i = ٢ که است Ti میانه و m

٣.٣.٢ قضیه در که بیابیم v رأس ͷی نیازداریم ما باشد. T١ در شده حذف یال که کنید فرض برهان.
چون .w(Xu(e)) < w(X(e))

٢ و w(Xv(e)) ≥ w(X(e))
٢ ، V از u فرزندان تمام ازای به یعنͬ کند صدق

وجود w(T )
٢ از بیشتر وزن با m از انشعابͬ یا شاخه هیچ که گرفت نتیجه مͬ�توان است، T درخت میانه m

از باشد. T − T١ در باید X(e) میانه که است بدیهͬ و w(T − T١) ≥ w(T )
٢ ≥ w(X(e))

٢ ندارد.بنابراین
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T٢ میانه و m بین رأس�های باشد، بزرگ�تر w(X(e))
٢ از وزن�شان است ممͺن که رأس�هایͬ تنها آنجایͬ�که

کنیم. بررسͬ را ها رأس این تنها که است کافͬ بنابراین هستند،
نͺردیم. ذکر را آن لذا است مشابه اثبات دهد، رخ T١ از دیͽری زیردرخت در یال حذف که موردی در

میانه بین مسیر روی دودویͬ جستجوی از استفاده با را X(e) میانه مͬ�توانیم ما ، ٧.٣.٢ لم از استفاده با
بیابیم. آمده به�دست زیردرخت از وزن بیشترین با شاخه�ای میانه و T

UPPER−MEDIAN(T ∗) زیربرنامه کد شبه
شده�است. ریشه�دار خود میانه در که T ∗ درخت ورودی:

است. T ∗ یال�های تمام ازای به بالا میانه�های حاوی که U آرایه خروجͬ:

کن. محاسبه را w(Tv) مقدار T ∗ درخت از v رأس هر برای (١)

بده. قرار Tv١ در را m از شاخه سنͽین�ترین (٢)

بده. قرار Tv٢ در را m از شاخه سنͽین�ترین دومین (٣)

بده. قرار mv١ در را Tv١ زیردرخت میانه (۴)

کن. ذخیره mv٢ در را Tv٢ زیردرخت میانه (۵)

کن. ذخیره Path١ در را mv١ به ریشه از مسیر (۶)

کن. ذخیره Path٢ در نیز را mv٢ به ریشه از مسیر (٧)

بده. قرار (e١, e٢, ..., en−١) ودر نموده مرتب دلخواه به را یال�ها (٨)

i = ١ (٩)

. برو (١٢) گام به غیراین�صورت در برو (١١) گام به آن�گاه ei ∈ Tv١ اگر (١٠)

کن. ذخیره U [i] در را w(Tv) ≥ w(X(ei))
٢ با Path٢ مسیر در v رأس پایین�ترین (١١)

کن. ذخیره U [i] در را w(Tv) ≥ w(X(ei))
٢ با Path١ مسیر در v رأس پایین�ترین (١٢)

i = i+ ١ (١٣)

برو. (١۵) گام به غیراین�صورت در برو (١٠) گام به i < n اگر (١۴)

برگردان. را U آرایه (١۵)
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تمام برای X(e) میانه�های باشد. m خود، میانه در ریشه�دار درخت ͷی T کنید فرض [۴٧] .٨.٣.٢ لم
نمود. محاسبه o(nlogn) زمان در مͬ�توان را e یال�های

٧.٣.٢ و ۵.٣.٢ لم�های به توجه مͬ�دهیم.با نشان را بیان�شده الͽوریتم پیچیدگͬ همچنین و درستͬ ما حال
یا ٢-میانه پشتیبان این�که اثبات بنابراین شده�اند. محاسبه به�درستͬ یال�ها تمام میانه�های زوج که مͬ�دانیم ما

است. باقͬ�مانده است، یال به وابسته هزینه مینیمم�ترین با میانه زوج ͷی یا و درخت از میانه ͷی

است. برقرار C ′
ρ(e) ≥ Cρ(mL,mU ) ، e از (mL,mU ) میانه�های از زوج هر برای [۴٧] .٩.٣.٢ لم

است. یͺسان میانه�ها زوج تمام روی تابع دو مقدار مینیمم علاوه�براین،

از زیرمجموعه چهار برای .(V١, V٢) =
∏
(mL,mU ) و است پدر u١ که e = (u١, u٢) کنید فرض برهان.

دارد: وجود امͺان دو تنها V٢ و V١ ، V (T − Tu٢) ، V (Tu٢) رأس�های
را V١ ⊆ V (Tu٢) حالت تنها بنابراین هستند، مشابه مورد دو .V٢ ⊆ V (T − Tu٢) یا V١ ⊆ V (Tu٢) یا

مͬ�کنیم. بررسͬ
و C ′

ρ(mL,mU ) ≤ C
′
ρ(e) که گرفت نتیجه مͬ�توان زیر روابط از

C
′
ρ(mL,mU ) = D(V١,mL) + ρD(V٢,mL) +D(V٢,mU ) + ρD(V١,mU )

= D(V١,mL) +D(V (Tu٢)− V١,mU ) +D(V٢ − V (Tu٢),mU )

+ ρ(D(V١,mU ) + ρ(D(V (Tu٢)− V١,mL) +D(V٢ − V (Tu٢),mL))

≤ D(V١,mL) +D(V (Tu٢)− V١,mL) +D(V٢ − V (Tu٢),mU )

+ ρ(D(V١,mU ) + ρ(D(V (Tu٢)− V١,mU ) +D(V٢ − V (Tu٢),mL))

≤ D(V (Tu٢),mL) +D(V − V (Tu٢),mU ) + ρ(D(V (Tu٢),mU )

+ ρ(D(V − V (Tu٢),mL)

= C
′
ρ(e)

e∗ یال میانه�های از زوجͬ باید S′ مختلف رأس�های روی ٢-میانه پشتیبان که مͬ�دانیم ، ١.٣.٢ لم بنابر
است. تابع دو مقدار مینیمم Cρ(s

′
) = C

′
ρ(e

∗) باشد.بنابراین

گام ٣.٣.٢ قضیه طبق مͬ�کنیم. بررسͬ را BACKUP٢MEDIAN الͽوریتم زمانͬ پیچیدگͬ حال
نیز (٣) گام مͬ�کند. بازچینͬ o(n) زمان در ریشه�دار فرم به را درخت ،(٢) گام دارد. نیاز o(n) زمان (١)
نیاز o(nlogn) زمان به شد اثبات ٨.٣.٢ لم در که همان�گونه (۴) گام و دارد نیاز o(n) زمان ، ۶.٣.٢ لم بنابر
تحلیل و تجزیه پایه بر مͬ�دهد. انجام ثابت زمان در مقایسه ͷی و محاسبه را Cρ(m,m) ،(١٢) دارد.گام

داریم. را زیر فوق،قضیه
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o(nlogn) زمان در را T درخت ٢-میانه BACKUP٢MEDIAN،پشتیبان الͽوریتم [۴٧] .١٠.٣.٢ قضیه
مͬ�کند. محاسبه

داد. انجام مͬ�توان زیر مراحل ρ١ ̸= ρ٢ حالتͬ�که برای
مͬ�شود: تعریف زیر فرم به را هدف تابع و مͬ�شود جایͽزین ρ٢ و ρ١ با ρ شͺست احتمال ابتدا

Cρ١,ρ٢((v١, v٢)) = (١ − ρ١)(D(V١, v١) + ρ٢(D(V٢, v١))

+ (١ − ρ٢)((D(V٢, v٢) + ρ١D(V١, v٢))

. (V١, V٢) =
∏
(v١, v٢) که

مͬ�کنیم. تعریف باشد، پدر x که e = (x, y) ∈ E(T ) برای را Y i(e) و Xi(e) ما Y (e) و X(e) مشابه
w(y) + ρiw(T − Ty) و w(x) + ρiw(Ty) با برابر i ̸= j و i, j ∈ ١, ٢ برای y و x وزن�های درحالͬ�که

دارد. وجود میانه�ها از زوج دو یال ͷی برای ρ١ ̸= ρ٢ درحالتͬ�که بنابراین است.
مͬ�کنیم: تعریف دوباره زیر فرم به را یال به وابسته هزینه همچنین

C
′
ρ١,ρ٢(e) = (١ − ρ١)D

(
V (Tu٢),mL

)
+ (١ − ρ٢)D

(
V − V (Tu٢ ,mU

)
+ ρ١)١ − ρ٢)D

(
V (Tu٢),mU

)
+ ρ١)٢ − ρ١)D

(
V − V (Tu٢),mL

)
هزینه کمترین ما است.سرانجام پدر u١ که است e = (u١, u٢) یال میانه�های از زوج ͷی (mL,mU ) که
پیدا را ٢-میانه پشتیبان ͷی و مͬ�کنیم مقایسه Cρ١,ρ٢(m,m) با را پایین و بالا میانه�های تمام یال به وابسته

مͬ�کنیم.
داریم: را زیر قضیه فوق تحلیل برپایه

با درخت برای ٢-میانه پشتیبان ͷی داده�شده�است. ρ٢ و ρ١ شͺست احتمال�های [۴٧] .١١.٣.٢ قضیه
شود. محاسبه o(nlogn) زمان در مͬ�تواند وزن�دار رئوس

ρ = ٠ اگر بͽیرید. نظر در داده�شده�است، نشان ٣.٢ شͺل در آن�چه مشابه رأس ٨ با درختͬ .١٢.٣.٢ مثال
اگر است. نیز مثبت-منفͬ وزن با ͷکلاسی ٢-میانه مساله جواب که است، (v٧, v٣) ٢-میانه پشتیبان
مساله این برای است. آمده دست به (v٢, v۵) یال حذف از که است (v٨, v٢) ٢-میانه پشتیبان ρ = ٠٫ ۵
جدول�های در به�ترتیب ρ = ٠٫ ۵ و ρ = ٠ به��ازای آمده، به�دست یال�ها بعضͬ حذف از که هدف تابع مقدار

آورده�شده�است. (٢.٢) و ( ١.٢)



٢٩ مساله حل روش .٣.٢

.v٧ میانه و رأس ٨ با T درخت :٣.٢ شͺل

شده حذف یال mU mL W (X(e)) W (Y (e)) F (mU ,mL)
(v١, v٣) v٧ v١ ٢۴ ٢ ١۵٩
(v٢, v۵) v٨ v٢ ٢٣ ٣ ١٧۴
(v٣, v۶) v٧ v٣ ١٨ ٨ ٧٣
(v۴, v٧) v٨ v۴ ٢٢ ۴ ١۵٧
(v۵, v٧) v٨ v٢ ٢١ ۵ ١٧١
(v۶, v٨) v٧ v۶ ١٧ ٩ ١٠٣
(v٨, v٧) v٧ v۶ ١۴ ١٢ ١٠٩

. شͺل(٣.٢) درخت یال حذف از آمده دست به های درخت زیر های میانه و هدف تابع ρ = ٠٫ حالت٠ برای :١.٢ جدول
شده حذف یال mU mL W (X(e)) W (Y (e)) F (mU ,mL)

(v١, v٣) v٧ v١ ٢۵ ١۴ ٣٧۴
(v٢, v۵) v٨ v٢ ٢۴.۵ ١۴.۵ ٢٣٩.۵
(v٣, v۶) v٧ v٣ ٢٢ ١٧ ٣٧٢.٧۵
(v۴, v٧) v٨ v۴ ٢۴ ١۵ ۴٧۵
(v۵, v٧) v٨ v٢ ٢٣.۵ ١٧.۵ ٢٧۵.٢۵
(v۶, v٨) v٧ v٣ ٢١.۵ ١٧.۵ ۴٠٧.٧۵
(v٨, v٧) v٧ v٨ ٢٠ ١٩ ٢٩۵.۵

. ( شͺل(٣.٢ درخت یال حذف از آمده دست به های درخت زیر های میانه و هدف تابع ρ = ٠٫ حالت۵ برای :٢.٢ جدول



٣ فصل

بلوکͬ های گراف روی ٢�میانه پشتیبان مساله

٣٠



{B١, B٢, B٣, B۴}بلوک چهار Gبا بلوکͬ گراف :١.٣ شͺل

مقدمه ١.٣

شبͺه�های روی -میانه p مساله مͬ�کنیم. بررسͬ را بلوکͬ گرافهای روی میانه -٢ پشتیبان مساله ما فصل این در
کارایͬ با الͽوریتم�هایͬ که ساختاری از اغلب مساله این حل به�منظور نتیجه در است، -سخت NP عمومͬ
گراف�های روی ٢-میانه پشتیبان مساله حل برای [١٩] ͹کن و ͹چن بنابراین مͬ�شود. استفاده دارند، بهتر
کرده استفاده دادند، ارایه درخت به بلوکͬ گراف تبدیل برای [١٧] همͺارانش و چن که ساختاری از بلوکͬ
این برای O(nlogn+m) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ بلوکͬ، گراف از وزن�دار پیͺربندی ͷی ساخت با و

مͬ�باشند. بررسͬ مورد بلوکͬ گراف یال�های تعداد و رئوس تعداد به�ترتیب m و n دادند. پیشنهاد مساله
بلوکͬ گراف از وزن�دار پیͺربندی ͷی ساخت روش و فصل این در شده استفاده نمادهای اول بخش در
برای شده بیان نتایج از استفاده با و مطرح را بلوکͬ گراف�های روی ١-میانه مساله سپس مͬ�کنیم. بیان را
مساله تعریف شدن ساده�تر برای مͬ�کنیم. بررسͬ را بلوکͬ گراف�های روی ٢-میانه پشتیبان مساله مساله، این
فصل انتهایͬ قسمت در مͬ�شود. گرفته نظر در یͺسان سرویس�دهنده دو شͺست احتمال فصل ابتدای از

کرد. خواهیم تعریف باشد، ρ١ ̸= ρ٢ حالتͬ�که برای را مساله

اولیه تعاریف ٢.٣

مͬ�شود. معرفͬ فصل این علمͬ اصطلاحات و نمادها برخͬ بخش این در
و | V (G) |= n با بلوکͬ گراف ͷی دادن نشان برای G =

(
V (G), E(G)

)
نماد از فصل این در

دارند، یͺسان طول بلوک ͷی در یال دو هر فرضکه این با مͬ�کنیم. استفاده | B(G) |= l و | E(G) |= m

را بلوک چهار با G بلوکͬ گراف ͷی (١.٣) است.شͺل j = ١, ٢, ..., l ، Bj بلوک در یال هر طول lG(Bj)

هستند. B۴ و B٣ ، B٢ ، B١ آن بلوک�های که مͬ�دهد نشان
همانند دادند، ارایه بلوکͬ گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله برای [١٩] ͹کن و ͹چن که الͽوریتمͬ در



٣٢ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .٣

G بلوکͬ گراف پیͺربندی :٢.٣ شͺل

S =
(
V (S), E(S)

)
مانند وزن�دار پیͺربندی ͷی G بلوکͬ گراف از [١٧] مرجع در شده مطرح روش

. E(S) = {(v,B) | v ∈ V (B), v ∈ V (G), B ∈ B(G)} و V (S) = V (G)
∪

B(G) که مͬ�سازند
رأس ͷی یا x گره نتیجه در مͬ�شود. نامیده گره را S در رأس ͷی ، G و S رئوس بین شدن قایل تمایز برای
wS(x) = wG(x) با برابر آن وزن باشد، G در رأسͬ x گره اگر است. B(G) در بلوک ͷی یا و V (G) در
گرفت. نتیجه را W (S) = W (G) تساوی به�راحتͬ مͬ�توان بنابراین .wS(x) = ٠ در�غیر�این�صورت است،
گراف ١ وزن�دار پیͺربندی بͽیرید. نظر در lS(e) = ١

٢ lG(B) با برابر را E(S) در e = (v,B) یال هر طول
پیͺربندی باشد، همبند G بلوکͬ گراف اگر که کنید توجه (٢.٣)نشان�داده�شده�است. شͺل در (١.٣) شͺل
٢و آهو هستند. G رئوس S برگ�های نتیجه در ، | V (G) |> ١ اگر علاوه�براین بود. خواهد درخت ͷی S
زمان در مͬ�تواند مسیر اولین جستجوی روش با G بلوکͬ گراف پیͺربندی که دادند نشان [۴] همͺارانش
مͬ�شود. در�نظر�گرفته r ریشه با ریشه�دار درخت ͷی به�عنوان S پیͺربندی شود. ساخته O(n+m) خطͬ

level(v) = level(u)+٢ و باشد PS [v, r] بحرانͬ مسیر روی u اگر ، v و uرأس دو هر برای تعریف١.٢.٣.
مͬ�دهیم. نمایش DV P (v) نماد با را آن و نامیم مͬ v رأس سویͬ پدر را u ما آنͽاه

v٣ = par(B٣) = داریم: شͺل به توجه با همچنین است. S ریشه B٢ بلوک شͺل(٢.٣)، در مثال برای
(x, y) ∈ یال اگر . v۴ = DV P (v۵) = DV P (v٨) = DV P (v٩) و C(B۴) = {v١, v٢} ؛ par(B۴)

گره شامل زیردرخت که مͬ�شود تجزیه همبند زیردرخت دو به S کنیم، حذف را x = par(y) با E(S)

رئوس ،مجموعه V G(Sc
y) و V G(Sy) مجموعه�های مͬ�دهیم. نشان Sc

y با را دیͽر زیردرخت و Sy با را y
داشت. خواهیم را زیر لم ، S ساختار این به توجه با هستند. Sc

y و Sy زیردرخت�های

. dG(u, v) = dS(u, v) ، V (G) در v و u رأس دو هر برای [١٩] .٢.٢.٣ لم
١Weighted Skelton
٢Aho



٣٣ بلوکͬ های گراف روی ١-میانه مساله .٣.٣

رئوس PS [x, y] مسیر روی V (S) در y و x گره دو هر برای که است بدیهͬ S ساختار به توجه با برهان.
PS [u, v] = (u = که مͬ�کنیم فرض ، v و u رأس دو برای بنابراین دارند. قرار تناوبͬ صورت به بلوک�ها و
PG[u, v] = (u = به�صورت مͬ�توان را G در PG[u, v] مسیر پس . vi, Bj , vi+١, Bj+١, ..., Bg, vh = v)

برای همچنین هستند، یͺسان طول دارای بلوک ͷی در یال دو هر چون حال نوشت. vi, vi+١, ..., vh = v)

است. برقرار لم نتیجه در lS(v,B) = ١
٢ lG(B) ،داریم: E(S) در e = (v,B) یال هر

بلوکͬ های گراف روی ١�میانه مساله ٣.٣

همان روی ١-میانه مساله ابتدا قسمت این ،در G بلوکͬ گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله حل به�منظور
. [١٩] مͬ�گیریم نظر در را G گراف

فاصله وزن کلͬ مجموع که به�گونه�ای است m∗ رأس ͷی یافتن به�دنبال ، N گراف روی ١-میانه مساله
مͬ�کنیم: تعریف N بر v رأس ͷی و N از N ′ زیرگراف ͷی برای باشد. مینیمم ، m∗ تا رئوس تمام

F (N
′
, v) =

∑
u∈V (N ′ )

wN
′ (u)dN ′ (u, v) (١.٣)

مͬ�کند. صدق F (N,m∗) = minu∈V (N)F (N, v) در m∗ میانه بنابراین

. F (S, v) = F (G, v) ، v ∈ V (G) رأس هر برای [١٩] .١.٣.٣ لم

داریم: فوق تعریف از استفاده با برهان.
F (S, v) =

∑
u∈V (S)

wS(u)dS(u, v) =
∑

u∈V (G)

wG(u)dG(u, v) = F (G, v)

پیروی صفرند، S در بلوکͬ گره�های وزن�های که حقیقت این و ٢.٢.٣ لم از مستقیم صورت به دوم معادله
مͬ�کند.

همچنین شود. ایجاد O(n+m) زمان در مͬ�تواند S پیͺربندی وزن�های داده�شده�است. G بلوکͬ گراف
محاسبه O(| V (S) |) = O(n+ l) = O(n) زمان در V (S) گره�های تمام Wبرای (Sx) و F (S, x) مقادیر
را مینیمم و کرده حساب V (G) در رئوس تمام برای را F (G, v) مͬ�توان ، ١.٣.٣ لم از استفاده مͬ�شود.با

داریم: را زیر قضیه بنابراین بیابیم. O(n) زمان در

شود. حل O(n+m) زمان در مͬ�تواند بلوکͬ گراف در ١-میانه مساله [١٩] .٢.٣.٣ قضیه

رأس آنͽاه باشد، رأس ͷی S′
s پیͺربندی میانه اگر که گرفت نتیجه مͬ��توان ١.٣.٣ لم از مستقیم صورت به

پیͺربندی و G بلوکͬ گراف با ١-میانه مساله ارتباط ادامه در است. G بلوکͬ گراف در میانه ͷی آن متناظر
را S پیͺربندی ما این�جا در مͬ�دهیم. نشان است، B∗ بلوک ، S پیͺربندی میانه که مثالͬ با را S آن وزن�دار

.C(B∗) = {u١, u٢, ..., uk} کنید مͬ�کنیم.فرض ریشه�دار B∗ میانه در



٣۴ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .٣

برقرار درخت روی ١-میانه مساله برای که اکثریت خاصیت که مͬ�دهیم نشان لم ͷی بیان با ادامه در
مͬ�باشد. برقرار نیز بلوکͬ گراف از آمده به�دست وزن�دار پیͺربندی روی ١-میانه مساله برای است،

W (Sy) ≤ W (S)/٢ و W (Sx) ≥ W (S)/٢ اگر�و�تنها�اگر است S پیͺربندی میانه x گره [١٩] .٣.٣.٣ لم
. y مانند x فرزند هر برای

تعیین به�منظور حال .W (Sui) ⩽ W (S)/٢ = W (G)/٢ نوشت: را زیر رابطه مͬ�توان ٣.٣.٣ لم بنابر
است. کافͬ زیر لم ،بیان G بلوکͬ گراف میانه

داریم: است، S پیͺربندی میانه B∗ که i = ١, ٢, ..., k ، B∗ از ui فرزند هر برای [١٩] .۴.٣.٣ لم
F (S, ui) = F (S,B∗) + lG(B

∗)(١/٢W (G)−W (Sui))

به�گونه�ای شود تجزیه مجزا رأسͬ مجموعه k به مͬ�تواند V (G) رأسͬ مجموعه که است بدیهͬ برهان.
رأس هر برای .W (G) =

∑k
i=١ W (Sui) گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین .V (G) =

∪k
i=١ V

G(Suj ) که
PS [v,B

∗] ، v ∈ V G(Sui) رأس هر برای و بͽذرد B∗ بلوک از باید PS [v, ui] ، j ̸= i ، v ∈ V G(Suj )

نوشت، را زیر رابطه مͬ�توان بنابراین مͬ�گذرد. ui رأس از

dS(v, ui) =

{
dS(v,B

∗) + ١/٢lG(B∗) v ∈ V G(Suj ), j ̸= i

dS(v,B
∗)− ١/٢lG(B∗) v ∈ V G(Sui)

(٢.٣)

که، گرفت نتیجه مͬ�توان است، صفر S در بلوکͬ گره هر وزن که اصل این و ٢.٣ رابطه از استفاده با

F (S, ui) =

k∑
j=١,j ̸=i

∑
v∈V G(Suj )

wS(v)dS(v, ui) +
∑

v∈V G(Sui )

wS(v)dS(v, ui)

=

k∑
j=١,j ̸=i

∑
v∈V G(Suj )

wS(v)(dS(v,B
∗) +

١
٢ lG(B

∗))+

∑
v∈V G(Sui )

wS(v)(dS(v,B
∗)− ١

٢ lG(B
∗))

=

k∑
j=١

∑
v∈V G(Suj )

wS(v)dS(v,B
∗) +

١
٢ lG(B

∗)

k∑
j=١,j ̸=i

∑
v∈V G(Suj )

wS(v)

− ١
٢ lG(B

∗)
∑

v∈V G(Sui )

wS(v)±
١
٢ lG(B

∗)
∑

v∈V G(Sui )

wS(v)

= F (S,B∗) + lG(B
∗)(

١
٢W (G)−W (Sui))

.



٣۵ بلوکͬ های گراف روی ١-میانه مساله .٣.٣

u = DV P (v)کهG بلوکͬ گراف وزن�دارSاز پیͺربندی :٣.٣ شͺل

داریم: u = DV P (v) که v و u رأس دو هر برای [١٩] .۵.٣.٣ لم
F (S, v) = F (S, u) + lG(B)(W (G)−W (Sv)−W (SB))

. B = par(v) ∈ C(u) که

هستند. B در دو هر v و uرئوس همچنین و دارد قرار PS [u, v] مسیر روی B بلوک که است واضح برهان.
مجزا مجموعه t+١ به مͬ�توانند V (G)رئوس مجموعه بنابراین ،C(B) = {v = v١, v٢, ..., vt} فرضکنید
PS [x, u] ،x ∈ V G(Svi) رأس هر برای .V (G) = (

∪t
i=١ V

G(Svi))
∪

V G(Sc
B) به�طوری�که شوند تقسیم

x ∈ V G(Svi)i = رأس هر برای و دارد قرار PS [x, v] روی u ،x ∈ V G(Sc
B) رأس هر برای مͬ�گذرد. v از

بنابراین ببینید.) را (٣.٣) مͬ�گذرند.(شͺل B بلوک از دو هر PS [x, v] و PS [x, u] ،١, ٢, ..., t

dS(x, v) =


dS(x, u)− lG, x ∈ V G(Sv);

dS(x,B) + ١
٢ lG(B) = dS(x, u) x ∈ V G(Svi), i = ٢, ..., t;

dS(x, u) + lG, x ∈ V G(Sc
B).

(٣.٣)

که، گرفت نتیجه مͬ�توان ( ( رابطه٣.٣ از استفاده با

F (S, v) =

t∑
i=١

∑
x∈V G(Svi )

wS(x)dS(x, v) +
∑

x∈V G(Sc
B)

wS(x)dS(x, v)

=

t∑
i=٢

∑
v∈V G(Svi )

wS(x)dS(x, u) +
∑

x∈V G(Sv)

wS(x)(dS(x, u)− lG(B))

+
∑

x∈V G(Sc
B)

wS(x)(dS(x, u) + lG(B))

= F (S, u)− lG(B)W (Sv) + lG(B)W (Sc
B)

= F (S, u) + lG(B)(W (G)−W (Sv)−W (SB)).



٣۶ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .٣

گرفته�مͬ�شود. نتیجه W (G) = W (SB) +W (Sc
B) رابطه از آخر معادله که

١-میانه مساله در قضیه اساسͬ�ترین که را زیر قضیه مͬ�توان کنون، تا شده بیان مطالب به توجه با حال
میانه زمانͬ�که را G بلوکͬ گراف میانه مͬ�توانیم زیر قضیه از استفاده کرد.با بیان است، بلوکͬ گراف روی

کنیم. تعیین است، بلوک ͷی S پیͺربندی

B∗ از u∗ فرزند آنͽاه باشد، S ریشه B∗ و باشد B∗ بلوک ، S پیͺربندی میانه اگر [١٩] .۶.٣.٣ قضیه
.C(B∗) = که است G بلوکͬ گراف میانه مͬ�کند، صدق W (Su∗) = max١≤i≤k W (Sui) رابطه در که

{u١, u٢, ..., uk}

W (Su∗) = چون باشد. F (S, u∗) = min١≤i≤k F (S, ui) کنید فرض ،( ۴.٣.٣ ) لم از استفاده با برهان.
.F (S, v) ≥ ،i = ١, ..., k ،v ∈ V G(Sui) رأس هر برای که مͬ�دهیم نشان پس ،max١≤i≤k W (Sui)

F (S, ui)

به�قسمͬ�که وجود�داشته�باشد ui ∈ C(B∗), i = ١, ..., k باید ،u = DV P (V ) با v و uرأس دو هر برای
نوشت، مͬ�توان (٣.٣.٣) لم از استفاده با بنابراین باشند. Sui در دو هر v و u

W (Sv) ≤ W (SB) ≤ W (Su) ≤ W (Sui) ≤ W (G)/٢

داریم: استقرا روش از استفاده با F (S, u) ≤ F (S, v) و W (G)−W (Sv)−W (SB) ≥ ٠ این بر علاوه
نتیجه در .F (S, ui) = minv∈V G(Sui )

F (S, v)

F (S, u∗) = min
i=١,...,k

F (S, ui)

= min
i=١,...,k

min
v∈V G(Sui )

F (S, v)

= min
v∈V (G)

F (S, v) (۴.٣)

: (١.٣.٣) لم طبق
F (G, u∗) = min

v∈V (G)
F (G, v).

بلوکͬ های گراف روی ٢�میانه پشتیبان مساله ۴.٣

نشان�داده�شده�است [٢١] مرجع در مͬ�کنیم. مطرح بلوکͬ گراف�های روی را ٢-میانه پشتیبان مساله قسمتما این در
تنها بنابراین است. برقرار عمومͬ شبͺه�های روی -میانه p پشتیبان مساله برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت که
شͺست احتمال ρ٢ و ρ١ کنید فرض مͬ�شود. بررسͬ را رئوس روی بر سرویس�دهنده دو مͺان�یابͬ ͬͽونͽچ
تعیین {u١, u٢} رأس زوج ͷی با مساله این جواب باشند. ٢-میانه پشتیبان مساله در سرویس�دهنده دو



٣٧ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .۴.٣

u١ رأس�های روی به�ترتیب ρ٢ و ρ١ شͺست احتمال با سرویس�دهنده�ها است�که معنͬ این به که مͬ�شود
حالتͬ�که برای باشد. ρ١ = ρ٢ = ρ مͬ�کنیم فرض مساله، تعریف ساده�سازی جهت مͬ�گیرند. قرار u٢ و
هستند، یͺسان شͺست احتمال�های زمانͬ�که مͬ�باشد. روش همین مشابه مساله حل روش است، ρ١ ̸= ρ٢

را جواب�ها هم�چنان ما باشد، ρ١ ̸= ρ٢ حالتͬ�که با سازگاری برای اما ندارد تاثیری جواب در رئوس ترتیب
مͬ�دهیم. نشان رئوس از مرتب زوج ͷی به�صورت

علاوه�بر�این .V ∪U = V (G) و V ∩U = ∅ که
∏
(v, u) = (V,U) فرضکنید v و uرأس دو هر برای

مͬ�باشد. dG(y, u) ≤ dG(y, v) ،y ∈ U رأس هر برای و dG(x, v) ≤ dG(x, u) ،x ∈ V رأس هر برای
و u رأس دو هر هدف تابع ٢-میانه، پشتیبان مساله ͷی در مͬ�نامیم. {v, u} رأسͬ افراز را (V,U) ما حال

داده�مͬ�شود: نشان زیر صورت به ρ داده�شده شͺست احتمال ͷی با v
Cρ(v, u) = (١ − ρ)

∑
x∈V (G)

wG(x)d(x, {v, u})

+ρ(
∑

x∈V (G)

w(x)d(x, v) +
∑

x∈V (G)

w(x)d(x, u)

نمود: ساده زیر شͺل به را فوق تابع مͬ�توان (٣.۴) تعریف از استفاده با

Cρ(v, u) = F (G[V ], v) + ρF (G[U ], v) + F (G[U ], u) + ρF (G[V ], u) (۵.٣)

قسمͬ�که، به است {m١,m٢} رأس زوج ͷی یافتن مساله این هدف و
∏
(v, u) = (V,U) که

Cρ(m١,m٢) = min
u,v∈V (G)

Cρ(v, u)

١-میانه باید Gگراف در رأس این آنͽاه شوند، مͺان�یابͬ رأس ͷی در سرویس�دهنده دو هر اگر که کنید توجه
نامیده�مͬ�شود. رأس-بلوک زوج {v,B} ، B بلوک در v رأس ͷی برای باشد.

مͬ�شود. تجزیه زیرگراف دو به G گراف آنͽاه کنیم، حذف را B بلوک در v به متصل یال�های تمام اگر
زیرگراف دو رئوس مجموعه داده�مͬ�شود. نشان Gc(v,B) با دیͽر زیرگراف و G(v,B) با v شامل زیرگراف
G̃c(v,B) و G̃(v,B) گراف دو علاوه�بر�این مͬ�شود. نماد�گذاری V c(v,B) و V (v,B) با به�ترتیب بالا
٣ ی�ͷریخت G[V c(v,B)

∪
{v}] و G(v,B) با ترتیب به G̃c(v,B) و G̃(v,B) که ساخت مͬ�توان را

با برابر G̃c(v,B) در v وزن و wG(v) + ρW (Gc(v,B)) با برابر G̃(v,B) در v وزن همچنین باشند.
نمͬ�شود. داده تغییر دیͽر یال�های تمام طول و دیͽر رئوس تمام وزن است. ρW (G(v,B))

روی muv کنید مͬ�دهیم.فرض نشان muv نماد با را PG(u, v) مسیر میانͬ نقطه ، v و u رأس دو برای
فرض شود، واقع رأس ͷی بر muv اگر است. v از نزدی�ͷتر u به s رأس که باشد، B بلوک در (s, t) یال

است. منطبق s بر muv که مͬ�کنیم

دو هر برای
(
V c(t, B), V (t, B)) =

∏
(u, v)) یا

(
V (s,B), V c(s,B)) =

∏
(u, v)) [١٩] .١.۴.٣ لم
. V (G) در v و u رأس

٣Isomorfic



٣٨ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .٣

Gc(v٣, Bو(٢ G(v٣, B٢) :۴.٣ شͺل

داریم: دارد، قرار (s, t) یال روی muv میانͬ نقطه چون برهان.

dG(u, s) + dG(s,muv) = dG(muv, t) + dG(t, v). (۶.٣)

داریم v به تا است نزدی�ͷتر u به s رأس که که کردیم فرض چون

dG(u, s) ≤ dG(v, s). (٧.٣)

dG(x, v) = dG(x, s) + بنابراین بͽذرد. s از باید PG[x, v] مسیر ، G(s,B) زیرگراف در x رأس هر برای
داشت: خواهیم ٧.٣ رابطه و مثلث نامساوی از استفاده با dG(s, v)

dG(x, u) ≤ dG(x, s) + dG(s, u) ≤ dG(x, s) + dG(s, v) = dG(x, v)

. dG(y, v) ≤ dG(y, u) داریم: G(t, B) بر y رأس هر برای که کرد ثابت مͬ�توان مشابه به�طور
واضح مͬ�گیریم. نظر در w ̸= s, t و w ∈ V (B) که G(w,B) روی رئوس برای را حͺم ادامه در
(به مͬ�گذرد. s و w از ( PG[z, u] ترتیب (به PG[z, v] ،مسیر G(w,B) بر z رأس هر برای که است
اگر که گفت مͬ�توان دارند یͺسان طول بلوک ͷی در یال دو هر که فرض این بنابر .( t و w ترتیب

آنͽاه ،dG(s,muv) ≤ dG(muv, t)

dG(z, u) = dG(z, w) + dG(w, s) + dG(s, u) ≥ dG(z, w) + dG(w, t) + dG(t, v) = dG(z, v)

بنابراین .dG(z, u) < dG(z, v) در�غیر�این�صورت

dG(u, v) =

{(
V (s,B), V c(s,B)

)
, dG(s,muv) ≤ dG(muv, t)(

V c(t, B), V (t, B)
)
, درغیراین�صورت



٣٩ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .۴.٣

G̃(v٣, B٢) G̃c(v٣, B٢) :۵.٣ شͺل

موجود r ∈ V (B) با B بلوک و r رأس ͷی باید v و u دورأس هر برای که مͬ�دانیم (١.۴.٣) لم بنابر
زوج این .

(
V c(r,B), V (r,B)

)
=

∏
(u, v)) یا

(
V (r,B), V c(r,B)

)
=

∏
(u, v)) به�قسمͬ�که: باشد

مͬ�شود. نامیده v و u مرکزی رأس-بلوک زوج {r,B} رأس-بلوک

باشد. G بلوکͬ گراف مختلف رئوس روی ٢-میانه پشتیبان {m١,m٢} کنید فرض [١٩] .٢.۴.٣ قضیه
رأس-بلوک زوج {r,B} که

(
V (r,B), V c(r,B)

)
=

∏
(m١,m٢)) مͬ�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون

مͬ�کنند: صدق زیر روابط در m٢ و m١ آنͽاه است. m٢ و m١ مرکزی

F
(
G̃(r,B),m١

)
= minv∈V (r,B)F

(
G̃(r,B), v

)
(٨.٣)

F
(
G̃c(r,B),m٢

)
= minv∈V c(r,B)F

(
G̃c(r,B), v

)
(٩.٣)

اثبات همین مشابه (٨.٣) قسمت اثبات کنیم. مͬ اثبات را (٩.٣ ) قسمت فقط ما اینجا در برهان.
بͽیرید نظر در رأسͬ را z و نمͬ�کند صدق (٩.٣) رابطه در m٢ مͬ�کنیم فرض خلف برهان به است.

آنͽاه باشد، مقدار کمترین V c(r,B) در F
(
G̃c(r,B), z

)
که

F
(
G̃c(r,B), z

)
=

∑
x∈{vc(r,B)∪r}

w(x)dG(x, z)

=
∑

x∈vc(r,B)

w(x)dG(x, z) + ρW
(
G(r,B))dG(r, z)

= F
(
Gc(r,B), z

)
+ ρW

(
G(r,B))dG(r, z

)
< F

(
Gc(r,B),m٢

)
+ ρW

(
G(r,B))dG(r,m٢

)



۴٠ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .٣

dG(x, z) = در�نتیجه کند، عبور r از باید PG[x, y] مسیر ، y ∈ V c(r,B) و x ∈ V (r,B)رأس هر برای چون
بنابر�این dG(x, r) + dG(r, z)

F
(
Gc(r,B), z

)
+ ρF

(
G(r,B), z

)
= F

(
Gc(r,B), z

)
+ ρW

(
G(r,B))dG(r, z

)
+ ρF

(
G(r,B), r

)
< F

(
Gc(r,B),m٢

)
+ ρW

(
G(r,B)

)
dG(r,m٢) + ρF

(
G(r,B), r

)
= F

(
Gc(r,B),m٢

)
+ ρF

(
G(r,B),m٢

)
در�نتیجه

Cρ(m١,m٢) = F
(
G(r,B),m١

)
+ ρF

(
Gc(r,B),m١

)
+ F

(
Gc(r,B),m٢

)
+ ρF

(
G(r,B),m٢

)
> F

(
G(r,B),m١

)
+ ρF

(
Gc(r,B),m١

)
+ F

(
Gc(r,B), z

)
+ ρF

(
G(r,B), z

)
≥ Cρ(m١, z)

z و m١ رأسͬ افراز است ممͺن
(
V (r,B), V c(r,B)

)
که گرفت نتیجه چنین مͬ�توان نامساوی آخرین از

است. برقرار حͺم و باطل خلف فرض است.لذا تناقض این که نباشد

که دید مͬ�توان (٢.۴.٣) قضیه از استفاده با
F
(
G̃(r,B),m١

)
= minv∈V (r,B)F

(
G̃(r,B), v

)
و

.F
(
G̃c(r,B),m٢

)
≥ minv∈Ṽ c(r,B)F

(
G̃c(r,B), v

)
F
(
G̃c(r,B),m٢

)
که است m٢رأسͬ ،V c(r,B) ⊂ Ṽ (r,B) چون استو G̃(r,B) m١میانه فقط بنابراین
مͬ�نامیم. G̃c(r,B) ͷنزدی میانه را m٢ در�نتیجه دارد. را مقدار کمترین V c(r,B) در

باشد. {v,B} رأس-بلوک زوج به�ازای G̃c(v,B) و G̃(v,B) ͷنزدی میانه و میانه mc و m کنید فرض
مͬ�کنیم، بازنویسͬ رأس-بلوک زوج به وابسته هزینه تابع فرم به را (۵.٣) هدف تابع حال

C
′
ρ(v,B) = F

(
G(v,B),m

)
+ ρF

(
Gc(v,B),m

)
+ F

(
Gc(v,B),mc

)
+ ρF

(
G(v,B),mc

)
= F

(
G̃(v,B),m

)
+ F

(
G̃c(v,B),mc

)
+ ρF (G, v) (١٠.٣)

C
′
ρ(v,B) ≥ Cρ(m,mc) نامساوی ، {v,B} از (m,mc) رأس زوج هر برای [١٩] .٣.۴.٣ قضیه

برقرار�است.

V c(v,B) و V (v,B) ، V٢ ، V١ رأسͬ زیرمجموعه چهار برای . (V١, V٢) =
∏
(m,mc) فرضکنید برهان.

V١ ⊆ V (v,B) حالتͬ�که تنها ما اینجا در . V٢ ⊆ V c(v,B) یا V١ ⊆ V (v,B) یا دارد: وجود امͺان دو تنها ،



۴١ بلوکͬ های گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .۴.٣

است. مشابه دیͽر حالت اثبات مͬ�کنیم. بررسͬ را

Cρ(m,mc) = F
(
G[V١],m

)
+ ρF

(
G[V٢],m

)
+ F

(
G[V٢],mc

)
+ ρF

(
G[V١],mc

)
= F

(
G[V١],m

)
+ F

(
Gc(v,B),mc

)
+ F

(
G(v,B)−G[V١],m

c
)
+ ρF

(
G[V١],m

c
)

+ ρF
(
Gc(v,B),m

)
+ F

(
G(v,B)−G[V١],m

)
≤ F

(
G[V١],m

)
+ F

(
Gc(v,B),mc

)
+ F

(
G(v,B)−G[V١],m

)
+ ρF

(
G[V١],m

c
)

+ ρF
(
Gc(v,B),m

)
+ F

(
G(v,B)−G[V١],m

c
)

= C
′
ρ(v,B)

پیͺربندی وزن�های .Cρ(m١,m٢) = min{v,B}C
′
ρ(v,B) که مͬ�دانیم (٣.۴.٣) و (٢.۴.٣) قضیه�های از

به�ترتیب را F
(
G̃c(v,B),mc

)
،mc و F

(
G̃(v,B),m

)
،m (٢.٣.٣) قضیه از استفاده با داده�شده�است. S

که کرد، محاسبه O
(
| Ṽ c(v,B) | + | Ẽc(v,B) |

)
و O

(
| Ṽ (v,B) | + | Ẽ(v,B) |

)
زمان�های با

مͬ�توانیم هم�چنین . O
(
| Ṽ (v,B) | + | Ẽ(v,B) | + | Ṽ c(v,B) | + | Ẽc(v,B) |

)
= O(n +m)

بنابراین کنیم. محاسبه خطͬ زمان در را F (G, v) = F (S, v) ،v رئوس تمام برای پیش�پردازش مرحله در
چون شود. محاسبه O(n +m) زمان در مͬ�تواند C

′
ρ(v,B) ،{v,B} داده�شده رأس-بلوک زوج ͷی برای

برای C ′
ρ(v,B) ،| E(S) |= n+ l− ١ = O(n) و است E(S) در یال ͷی با متناظر رأس-بلوک زوج ͷی

جواب به رسیدن برای و شود محاسبه O(n٢ + nm) زمان در مͬ�تواند {v,B} رأس-بلوک زوج�های تمامͬ
با الͽوریتم ͷی در�نتیجه کنیم. انتخاب O(n) زمان در را مقدار کمترین با رأس-بلوک زوج ͷی توانیم مͬ
استفاده با که مͬ�دهیم نشان زمان، بیشتر کاهش به�منظور داشت. خواهیم O(n٢ + nm) زمانͬ پیچیدگͬ
در تͺراری محاسبات از مͬ�توان آورده�شده، ٢ فصل در که BACKUP٢MEDIAN(T, ρ) الͽوریتم از

نمود. اجتناب درخت روی رأس-بلوک زوج�های تمام میان از بهینه رأس زوج یافتن برای جستجو
∗mریشه�دار یعنͬ خود میانه در را S پیͺربندی ،BACKUP٢MEDIAN(T, ρ) الͽوریتم روش مشابه
به�دست زیردرخت دو Y (e) X(e)و فرضکنید x = par(y) با e = (x, y) ∈ E(S) یال ͷی برای مͬ�کنیم.
ρ در ضرب دیͽر زیردرخت کل وزن با y و x های وزن افزایش و X(e) در x با S از e یال حذف از آمده
.wY (e)(Y ) = wS(y) + ρ

(
W (G) −W (Sy)

)
و wX(e)(x) = wS(x) + ρW (Sy) داریم: یعنͬ باشند.

X(e) زیردرخت روی m∗ میانه پس ،x = par(y) نمͬ�کند.چون تغییر یال�ها تمام طول و رئوس سایر وزن
و vU رأس دو مشابه، به�طور باشند. Y (e) و X(e) میانه�های ترتیب به mL و mU کنید فرض مͬ�گیرد. قرار

چنان�که مͬ�کنیم تعریف Y (e) و X(e) رأسͬ میانه به�ترتیب را vL
F
(
X(e), vU

)
= min

u∈V G(X(e))
F
(
X(e), u

)
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و
F
(
Y (e), vL

)
= min

u∈V G(Y (e))
F
(
Y (e), u

)
.

باشد. E(S) در یالͬ e = (v,B) کنید فرض [١٩] .۴.۴.٣ لم

F
(
G̃(v,B), vL

)
= F

(
Y (e), vL

)
هدف تابع با G̃(v,B) میانه vL آنͽاه باشد، B = par(v) اگر (١)

است. F
(
G̃c(v,B), vU

)
= F

(
X(e), vU

)
+ ρ

٢ lG(B)W (Sv) با G̃c(v,B)ͷنزدی میانه vU و است

F
(
G̃c(v,B), vL

)
= F

(
Y (e), vL

)
+ با G̃c(v,B) ͷنزدی میانه vL آنͽاه باشد، v = par(B) اگر (٢)

F
(
G̃(v,B), vU

)
= F

(
X(e), vU

)
با G̃(v,B) میانه vU و است ρ

٢ lG(B)
(
W (G) − W (SB)

)
است.

سایر اثباتمͬ�شود. است، G̃c(v,B)ͷنزدی میانه vU Bباشد، = par(v) اگر حالتͬ�که تنها اینجا در برهان.
V G

(
Sv

)
= V G

(
Y (e)

)
= نوشت، مͬ�توان ، B = par(v) چون مͬ�شود. اثبات مشابه روش به ها قسمت

W
(
Sc
v)
)
= و W

(
Sv)

)
= W

(
G(v,B)

)
بنابراین .V G

(
Sc
v

)
= V G

(
X(e)

)
= V c(v,B) و V (v,B)

صفر B بلوک جز به ها بلوک تمام وزن که دانیم مͬ ،X(e) ساختار از استفاده با مͬ�باشد. W
(
Gc(v,B)

)
،X(e) بر u رأس هر برای بنابراین .Wx(e)(B) = ρW (Sv) = ρW

(
G(v,B)

)
که است

F (X(e), u) =
∑

x∈V G
(
X(e)

)wS(x)dS(x, u) +Wx(e)(B)dS(B, u)

=
∑

x∈V c
(
v,B

)wG(x)dG(x, u) + ρWSv(B)
(
dG(v, u)−

١
٢ lG(B)

)
= F

(
G̃c(v,B), u

)
− ρ

٢ lG(B)W (Sv).

داریم: vU تعریف از استفاده با

F
(
G̃c(v,B), vU

)
= F

(
X(e), vU

)
+

ρ

٢ lG(B)W (Sv)

= min
u∈V G(X(e)

(
F
(
X(e), u

)
+

ρ

٢ lG(B)W (Sv)Big)

= min
u∈V c(v,B)

F
(
G̃c(v,B), u

)
F
(
X(e), vU

)
+ ρ

٢ lG(B)W (Sv). است: زیر هدف تابع مقدار با G̃c(v,B) ͷنزدی میانه vU بنابراین

یال�های تمام برای باید ما ، {v,B} رأس-بلوک های زوج تمام برای C ′
ρ(v,B) محاسبه منظور به

رأس ͷی mL یا mU اگر است واضح بیابیم. Y (e) و X(e) از ترتیب به را vL و vU ، S بر e = (v,B)

ک�هایͬ بلو mL و mU زمانͬ�که vL و vU تعیین ͬͽونͽچ ادامه، در . vL = mL یا vU = mU آنͽاه باشد،
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X(e) در mL و mU درجات ترتیب به d(mL) و d(mU ) که کنید فرض مͬ�کنیم. بررسͬ را هستند، S در
به X(e) در mU حذف با که باشند مولفه�هایͬ X١(e), X٢(e), ..., Xd(mU )(e) کنید فرض باشند. Y (e) و
Xi(e), i = در گره�ها تمام وزن مجموع ،W

(
Xi(e)

)
=

∑
v∈V (Xi(e))wX(e)(v) همچنین اند. آمده دست

W
(
Y i(e)

)
, i = ١, ٢, ..., d(mL) وزن�های با و Y i(e) زیردرخت�های مشابه است.به�طور ١, ٢, ..., d(mU )

داریم. را

میانه�های که کنید فرض باشد. x = par(y) با E(S) در یالͬ e = (x, y) کنید فرض [١٩] .۵.۴.٣ لم
بنابراین باشند. بلوک mL و mU

در که است j = ١, ٢, ..., d(mU ) ، X(e) در mU از همسایه -امین j ، X(e) از vU رأسͬ میانه (١)
مͬ�کند. صدق W

(
Xj(e)

)
= max١≤i≤d(mU

W
(
Xi(e)

)
در که است k = ١, ٢, ..., d(mL) ، Y (e) در mL از همسایه -امین k ، Y (e) از vL رأسͬ میانه (٢)

مͬ�کند. صدق W
(
Y k(e)

)
= max١≤i≤d(mL

W
(
Y i(e)

)
اثبات مشابه روش با لم دوم قسمت مͬ�دهیم. نشان را است X(e) بر vU حالتͬ�که صحت تنها ما برهان.
X

′
(e) با را ایم کرده ریشه�دار mU خود میانه در که را X(e) زیردرخت ساده�تر، تحلیل منظور به مͬ�شود.

کنید فرض هستند. X
′
(e) در mU فرزندان تمام X(e) در mU همسایه�های نتیجه در مͬ�دهیم. نشان

،(۵.٣.٣ و( (؟؟) لم مشابه باشند. X ′
(e) در mU فرزندان مجموعه C

′
(mU ) = {u١, u٢, ..., ud(mU )}

نوشت، مͬ�توان C ′
(mU ) در ui فرزند ͷی برای به�راحتͬ

F
(
X

′
(e), ui

)
= F

(
X

′
(e),mU

)
+ lG(mU )

(١
٢W

(
X

′
(e)

)
−W

(
X

′
ui
(e)

))
(١١.٣)

؛ X ′
(e) بر u = DV P (v) با v و u رأس دو برای

F
(
X

′
(e), v

)
= F

(
X

′
(e), u

)
+ lG(B

′
)
(
W

(
X

′
(e)

)
−W

(
X

′

B
′ (e)

)
−W

(
X

′
v(e)

))
است. v و u شامل بلوک B′ که

W
(
X

′
(e)

)
= و X(e) بر v گره هر برای است، متفاوت X(e) با ریشه�اش در تنها X ′

(e) چون
ماکسیمال زیرگراف نمایش برای X ′

v(e) نماد از هم�چنین .F
(
X(e), v

)
= F

(
X

′
(e), v

)
Wداریم،

(
X(e)

)
با .W

(
X

′
ui
(e)

)
= W

(
Xi(e)

)
که است بدیهͬ مͬ�کنیم. استفاده شده�است، ریشه�دار v گره در که X

′
(e)

ͬͽهمسای -امین j فقط ، vU میانه رأس که مͬ�گیریم نتیجه ،(۶.٣.٣ ) قضیه اثبات و (٣.٣.٣) لم از استفاده
.W

(
Xj(e)

)
= max١≤i≤d(mU

W
(
Xi(e)

)
همان�گونه�که است X(e) بر mU

مجموع تمام محاسبه ، Y (e) بر vL و X(e) بر vU یافتن کلید که مͬ�دانیم (۵.۴.٣) لم از استفاده با
و mU که شرط این به است، W (Y j(e)), j = ١, ..., d(mL) و W (Xi(e)), i = ١, ..., d(mU ) وزن�های

به�دست�آمده�باشند. mV
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و سنͽین�ترین S٢ و S١ و باشد m∗ خود میانه در ریشه�دار درخت ͷی S کنید فرض ([۴٧] ) .۶.۴.٣ لم
m∗ بین مسیری در ،X(e) میانه ،e یال هر برای باشند. m∗ فرزند در ریشه�دار زیردرخت سنͽین�ترین دومین

است. i = ١ در�غیراین�صورت باشد. S١ در e اگر i = ٢ که است Si میانه و

و C(mU ) = {x١, x٢, ..., xp} مͬ�کنیم فرض e = (x, y) یال هر برای m∗ ریشه با S پیͺربندی در
در که در�نظربͽیرید C(mL) و C(mU ) فرزندان به�ترتیب را y∗ و x∗ باشد. C(mL) = {y١, y٢, ..., yp}

تنها mU اگر به�ویژه مͬ�کنند. صدق W (Sy∗) = max١≤j≤q W (Syj ) و W (Sx∗) = max١≤i≤pW (Sxi)

زیردرخت سنͽین�ترین دومین ، Sx̂ که مͬ�کنیم نمادگذاری x̂ با را m∗ از فرزندی بنابراین باشد، m∗ ریشه
بود. خواهد صحیح کاملا زیر نتیجه�گیری فوق لم پایه بر است. m∗ فرزند در ریشه�دار

، mU ̸= m∗ اگر باشد. E(S) در یال ͷی x = par(y) با e = (x, y) کنید فرض [١٩] .٧.۴.٣ نتیجه
آنͽاه

max
i=١,...,d(mU )

{W
(
Xi(e)

)
} = max{W (Sx∗),W (G)− (١ − ρ)W (Sy)−W (SmU )}. (١٢.٣)

آنͽاه ، x١ = x∗ است.اگر Sx١ در e به�قسمͬ�که xl ∈ C(mU ) دارد وجود غیراینصورت در

max
i=١,...,d(mU )

{W
(
Xi(e)

)
} = max{W (Sx̂),W (Sx∗)− (١ − ρ)W (Sy)}. (١٣.٣)

غیراینصورت در
max

i=١,...,d(mU )
{W

(
Xi(e)

)
} = W (Sx∗)

.

آنͽاه ، mL ̸= y اگر باشد. E(S) در یال ͷی x = par(y) با e = (x, y) کنید فرض [١٩] .٨.۴.٣ نتیجه

max
j=١,...,d(mL)

{W
(
Y j(e)

)
} = max{W (Sy∗), ρW (G) + (١ − ρ)W (Sy)−W (SmL)}. (١۴.٣)

درغیراین�صورت
max

j=١,...,d(mL)
{W

(
Y j(e)

)
} = W (Sy∗).

میانه مͬ�توانیم ما و بسازیم. O(n+m) زمان در را S وزن�دار پیͺربندی ابتدا باید پیش�پردازش، مرحله در
را Cρ(m∗,m∗) علاوه�بر�این کنیم. محاسبه O(n+m) زمان در را F (G,m∗) و بیابیم را G گراف در m∗

به�دست�آوریم. را رئوسمختلف بر ٢-میانه پشتیبان باید ما به�عبارت�دیͽر آورد. دست به ثابت زمان در مͬ�توان
همچنین کنیم. محاسبه S روی O(n) زمان در را {W (Sx)}x∈V (S) وزنͬ های مجموع تمام توانیم مͬ ما
است. O(n) ، W (Su∗) = maxu∈C(x){W (Su)} محاسبه برای لازم زمان x ∈ V (S) گره هر برای
با آید. دست به O(n) زمان در تواند مͬ W (Sû) = maxu ̸=u∗∈C(x){W (Su)} ، m∗ ریشه برای ویژه به
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mL و mU میانه�های یافتن e ∈ E(S) یال هر ازای به ، BACKUP٢MEDIAN الͽوریتم از استفاده
معادلات از استفاده با ، x = par(y) با E(S) در e = (x, y) یال هر برای دارد. نیاز O(nlogn) زمان
مͬ maxj=١,...,d(mL){W

(
Y j(e)

)
} و maxi=١,...,d(mU ){W

(
Xi(e)

)
} (٨.۴.٣) و (٧.۴.٣ ) نتیجه�های

هدف تابع مقادیر و vL ، vU میانه رأس�های مͬ�توانیم ما این بر داده�شوند.علاوه پاسخ ثابت زمان در توانند
هر چون به�دست�آوریم. ثابت زمان در (۵.۴.٣ لم( از استفاده با را F

(
Y (e), vL

)
و F

(
X(e), vU

)
آن�ها

و F
(
G̃c(s,B),mc

)
و F

(
G̃(s,B),m

)
است، {v,B} رأس-بلوک زوج ͷی با متناظر e ∈ E(S) یال

ما بنابراین شود. محاسبه ثابت زمان در تواند مͬ ١٠.٣ رابطه و ۴.۴.٣ لم از استفاده با Cρ
′ (v,B) مقدار

تعیین برای را مقدار کمترین و به�دست�آوریم {v,B}رأس-بلوک های زوج تمام برای را Cρ′ (v,B) مͬ�توانیم
بهینه جواب مͬ�توانیم Cρ(m

∗,m∗) با مقایسه با بیابیم. O(n) زمان در مختلف رئوس روی ٢-میانه پشتیبان
داریم. را زیر قضیه و است O(nlogn+m) لازم زمان کل بنابراین به�دست�آوریم. را

در مͬ�تواند G بلوکͬ گراف ای ٢-میانه پشتیبان ، ρ١ = ρ٢ = ρ شͺست احتمال اگر [١٩] .٩.۴.٣ قضیه
دارند. یͺسان طول بلوک ͷی در دویال هر که شود، داده پاسخ O(nlogn+m) زمان

مͬ�شود: داده نشان زیر فرم به مساله ، ρ1 ̸= ρ2 حالتͬ�که )در
V (r,B), V c(r,B)

)
= که مͬ�کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون ، {u, v} رأس زوج ͷی برای

مͬ�شود: بازنویسͬ زیر صورت به {ρ١, ρ٢} شͺست احتمال با {u, v} هدف تابع ابتدا .
∏
(u, v)

Cρ١,ρ٢(u, v) = (١ − ρ١)
(
F
(
G(r,B), u

)
+ ρ٢F

(
Gc(r,B), u

))
+ (١ − ρ٢)

(
F
(
Gc(r,B), v

)
+ ρ١F

(
G(r,B), v

))
تعریف را Yj(e) و Xi(e) ،x = par(y) با e = (x, y) ∈ E(S) برای (٢) فصل در شده ارایه ساختار مشابه
wS(y)+ρi

(
W (S)−W (Sy)

)
و wS(x)+ρjW (Sy) با است برابر ترتیب به y و x وزن به�طوری�که مͬ�کنیم

دارد. وجود میانه�ها از زوج دو یال ͷی برای ρ١ ̸= ρ٢ حالتͬ�که در بنابراین . i, j ∈ {١, ٢}, i ̸= j برای
که مͬ�کنیم تعریف Gc(v,B) و G(v,B) با متناظر را G̃c

j(v,B) و G̃i(v,B) زیرگراف�های علاوه�براین
برای ρiW

(
G(v,B)

)
و wG(v) + ρjW

(
Gc(v,B)

)
برابر ترتیب به G̃c

j(v,B) و G̃i(v,B) در v وزن
{m,mc} ͷنزدی میانه و میانه زوج دو رأس-بلوک، زوج ͷی برای نتیجه در است. i ̸= j و i, j ∈ {١, ٢}

مͬ�شود: نوشته زیر فرم به {v,B} رأس-بلوک زوج تابع بنابراین است. موجود

Cρ١,ρ٢(v,B) = (١ − ρ١)
(
F
(
G(v,B),m

)
+ ρ٢F

(
Gc(v,B),m

))
+ (١ − ρ٢)

(
F
(
Gc(v,B),mc

)
+ ρ١F

(
G(v,B),mc

))
= (١ − ρ١)F

(
G̃١(v,B),m

)
+ (١ − ρ٢)F

(
G̃c

٢(v,B),mc
)

+ (ρ٢ − ρ١ρ٢)F (G, v) + (ρ١ − ρ٢)F
(
G(v,B), v

)
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درغیراین�صورت بود. خواهد F
(
G(v,B), v

)
= F (Sv, v) آنͽاه باشد، B = par(v) اگر S پیͺربندی در

تعدیل با را فوق الͽوریتم توانیم مͬ بنابراین .F
(
G(v,B), v

)
= F (S, v)−F (SB, B)− ١

٢ lG(B)W (SB)

ببریم. کار به ٢-میانه پشتیبان یافتن برای شͺست احتمال

یͺسان طول دارای بلوک ͷی در یال دو هر که بلوکͬ گراف روی ٢-میانه پشتیبان مساله .١٠.۴.٣ قضیه
پاسخ�داده�شود. O(nlogn+m) زمان در مͬ�تواند باشند،



۴ فصل

روی مثبت�منفͬ وزن با ٢�میانه مساله
درخت

۴٧



مقدمه ١.۴

مͬ�کنیم. بررسͬ است، منفͬ رئوس�شان از بخشͬ وزن که شبͺه�هایͬ روی را ٢-میانه مساله ما فصل این در
دو ابتدا همͺارانش و بورکارد مͬ�شود. نامیده مثبت-منفͬ وزن با ٢-میانه مساله متناظر، مساله حالت این در
به�ترتیب و طراحͬ WMDرا MWDو مدل�های . کردند[١١] پیشنهاد مساله این برای متفاوت هدف تابع
از پس دادند. ارائه است p = ٢ زمانͬ�که درخت روی O(n٣) و O(n٢) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم�هایͬ
٢و برتون و بنͺوکزی ،[٨]١ بنͺوکزی توسط است p = ٢ زمانͬ�که درخت�ها روی الͽوریتم�ها پیچیدگͬ آن
بورکارد است. درخت ارتفاع h که یافت، بهبود O(nhlog٢n) و O(nlogn) به ٣[٩]به�ترتیب بهاتاچاریا
زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم ͷی و MWD مدل برای O(n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم ͷ[٢۴]ی هاتزل و
نیز [٢٠] همͺارانش و ͹چن کردند. پیشنهاد ، p = ٢ که زمانͬ سیͺل روی WMD مدل برای O(n٢)

دادند. پاسخ مشتریان یافته شͺل زیردرخت با را ها درخت روی مثبت-منفͬ وزن با ١-میانه مساله
مدل با را کردند مطرح همͺارانش و بورکارد که مثبت-منفͬ وزن با ٢-میانه مساله ما فصل این در
مثبت- وزن با ١-میانه مساله برای شده ارایه الͽوریتم از مساله این حل برای آن�ها مͬ�کنیم. بررسͬ MWD

زمان با الͽوریتمͬ و کردند استفاده شده، مطرح [١۵] کراروپ و بورکارد توسط که کاکتوس روی منفͬ
را الͽوریتم این مساله تعریف از پس ما است. بررسͬ مورد درخت رئوس تعداد n که کردند ارایه O(n٢)

با ٢-میانه مساله برای [١١] همͺارانش و بورکارد که الͽوریتمͬ نیز فصل پایانͬ قسمت در مͬ�کنیم. بیان
مͬ�کنیم. بیان را کردند پیشنهاد مسیر روی مثبت-منفͬ وزن

نمادگذاری و مساله تعریف ٢.۴

و | V |= n با رئوس مجموعه V �� که باشد به�گونه�ای همبند شبͺه ͷی N = (V,E, c, w) کنید فرض
وزن تابع w : V −→ R و ها یال طول تابع c : E −→ R+ ، N های یال مجموعه E ، {v١, v٢, ..., vn}

و v ∈ V رأس ͷی یا N در نقطه ͷی است. دلخواه رأس�ها وزن مساله این در که باشد N شبͺه رئوس
با که شده�اند مستقر N از نقطه p در سرویس�دهنده p کنید فرض است. e ∈ E یال داخلͬ نقطه ͷی یا
فرض کرد، بیان مساله برای مͬ�توان هدف تابع دو داده�مͬ�شوند. نشان Xp = {x١, x٢, ..., xp} مجموعه

کنید

F١(Xp) =
n∑

i=١
min

١≤j≤p
wid(vi, xj) (١.۴)

١Benkokzi
٢Breton
٣Bhattacharya



۴٩ نمادگذاری و مساله تعریف .٢.۴

F٢(Xp) =
n∑

i=١
wi min

١≤j≤p
d(vi, xj) (٢.۴)

کراروپ توسط شده ارایه WMD و MWD مدل��های همان به�ترتیب (٢.۴) و (١.۴) هدف�های تابع که
است: زیر صورت به -میانه p مسایل کردیم.بنابراین بیان (١) فصل در که است

که، بیابید به�گونه�ای را N در نقطه p حداکثر با X∗ مجموعه ͷی (P١)
F١(X

∗) = minX⊆N,|X|≤pF١(X)

که، بیابید گونه�ای به را N در نقطه p حداکثر با X∗ مجموعه ͷی (P٢)
F٢(X

∗) = minX⊆N,|X|≤pF٢(X)

هر p = ١ برای کنند. بررسͬ را [١۵] در شده تعریف ١-میانه مساله مͬ�توانند (P٢) و (P١) مساله دو هر
، wi وزن�های تمام اگر کنید توجه هستند. یͺسان [١۵] در شده مطرح هدف تابع با F٢ و F١ هدف تابع دو
ͷکلاسی -میانه p مساله همانند مساله دو هر و F١ = F٢ ، X تمام ازای به آن�گاه باشند، مثبت ١ ≤ i ≤ n

هستند.
مͬ�کنیم.مطابق استفاده [٣١] نیͺل و هاماچر توسط شده ارایه فهرست از مسایل، کلاس�بندی به�منظور
نمادگذاری، بخش اولین مͬ�دهیم. نشان p | N | wi ≶ O | d(V,N) |

∑
١ نماد با را (P١) مساله جدول این

سومین داریم. N شبͺه روی مساله ͷی ما که مͬ�دهد نشان قسمت دومین مͬ�دهد. نشان را تسهیلات تعداد
فاصله�ای نوع چهارم قسمت است. دلخواه رأس�ها وزن مساله این در که است رئوس وزن کننده تعیین قسمت
تابع همان میانه هدف تابع که مͬ�کند بیان هم آخر قسمت و مͬ�دهد نشان را مͬ�شود استفاده مساله برای که
p | N | wi ≶ O | d(V,N) |

∑
٢ نماد با (P٢) مساله صورت همین به مͬ�باشد. ٣.۴ در تعریفشده هدف

دوم، قسمت در باشد P مسیر ͷی یا و T درخت ͷی بررسͬ مورد شبͺه اگر N به�جای مͬ�شود. داده نمایش
شوند، مͺان�یابͬ بررسͬ مورد شبͺه رئوس روی تنها میانه�ها که باشد نیاز اگر مͬ�کنیم. استفاده P و T از

شود. استفاده d(V, V ) نماد از باید چهارم قسمت به�جای
شبͺه ͷی روی ͷکلاسی -میانه p مساله در اساسͬ قضیه ͷی کردیم بیان نیز (١) فصل در که همان�طور
برای مثال ͷی قالب در [١۵] مرجع در دارد. نام رأسͬ ͬͽبهین خاصیت که دارد وجود نامنفͬ وزن�های با
شبͺه اگر اما نیست. برقرار باشند دلخواه wi وزن�های وقتͬ قضیه این که داده�شده�است نشان ١-میانه مساله

است. برقرار رأسͬ ͬͽبهین خاصیت کنیم، استفاده (٣.۴) هدف تابع از و باشد درخت ͷی بررسͬ مورد

T درخت روی p | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت [١١] .١.٢.۴ قضیه
است. برقرار

p | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ بهینه جواب ͷی X∗ = {m١,m٢, ...,mp} مجموعه کنید فرض برهان.
کنید فرض است. برقرار حͺم باشند، رأس ١ ≤ i ≤ p ها، mi تمام اگر باشد. غیررأسͬ نقطه کمترین با
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نیست. برقرار P٢ مساله برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت :١.۴ شͺل

باشد. mk شامل و T درخت از یالͬ (vr, vq) کنید فرض باشد. درخت رأسͬ غیر نقطه ͷی mk ∈ X∗

سرویس mk از که باشند V رئوس از مجموعه�ای Vk کنید فرض مͬ�دهیم. نشان t با را vr از mi فاصله
صدق min١≤j≤pwid(vi,mj) = wid(vi,mk) نامساوی در که vi ∈ V رئوس مجموعه یعنͬ مͬ�گیرند

مͬ�کنند.
تابع هستند. ثابت میانه�ها سایر در�حالͬ�که کند حرکت (vr, vq) یال طول در مͬ�تواند mk کنید فرض

بͽیرید: نظر در را است وابسته mk به که زیر هدف
F

′

١(X
∗) =

∑
vi∈Vk

wid(vi,mk) +
∑

vi∈V−Vk

min١≤j≤p,j ̸=kwid(vi,mj)

از خطͬ تابع ͷی vi ∈ Vk هر برای d(vi,mk) فاصله مͬ�کند، حرکت (vr, vq) طول در mk همان�گونه�که
مͬ�کند، حرکت (vr, vq) طول در mk همان�گونه�که است t در خطͬ تابع ͷی F ′

١(X
∗) بنابراین است. t

باشد. منطبق vq یا vr بر mk که مͬ�پذیرد زمانͬ را خود مقدار مینیمم تابع این که گرفت نتیجه مͬ�توان و
و مͬ�پذیرد را خود مقدار مینیمم F

′

١ باشد، vr بر منطبق mk اگر که کنید فرض کلیت از کاستن بدون
تعریف از . F ′

١(X̃) ≤ F
′

١(X
∗) = F١(X

∗) که است واضح دهید. نشان X̃ نماد با را X∗ \ {mk}∪{vr}

ͷی X̃ که دارد دلالت این بر آخر نامساوی . F١(X̃) ≤ F١(X
∗) نتیجه در . F١(X̃) ≤ F

′

١(X̃) داریم F١

که فرض این با این اما است. X∗ از کمتر رأسͬ غیر نقطه با بررسͬ مورد -میانه p مساله برای بهینه جواب
است. تناقض در است، رأسͬ غیر نقطه کمترین با بهینه جواب ͷی X∗

p | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

٢ مساله برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت که مͬ�دهد نشان (٢.٢.۴) مثال
نیست. برقرار باشد، مسیر ͷی T و p = ٢ اگر حتͬ

ترتیب به شͺل در شده داده نشان زوج�های بͽیرید. نظر در را ١.۴ شͺل در نشان�داده�شده مسیر .٢.٢.۴ مثال
قرار v١ رأس در باید بهینه جواب در میانه�ها از ͬͺی v١ زیاد خیلͬ وزن دلیل به مͬ�دهد. نشان را آن وزن و رأس
باشد داشته فاصله v٢ از واحد ٣ حداقل باید میانه دومین بهینه جواب در ، v٢ کم خیلͬ وزن به�دلیل بͽیرد.
به نشان�داده�شده�است. شͺل در m٢ بͽیرد.نقطه قرار آن راست سمت در یا و m٢ نقطه در میانه دومین یعنͬ
دومین مͺان به این از بیشتر هدف تابع در v٢ رأس سهم کند، صدق شرط این در میانه دومین این�که محض
آن بر منطبق یا و m٢ راست سمت در مͺانͬ میانه دومین برای باید بهینه جواب بنابراین نیست. وابسته میانه
که دارد وجود نقطه ͷی تنها این�جا در که است بدیهͬ باشد. بهینه v۴ و v٣ گرفتن نظر در با که کند انتخاب

است. شͺل در نشان�داده�شده m٢ نقطه همان
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درخت روی مثبت�منفͬ وزن با ٢�میانه مساله ٣.۴

مجزا) لزوما (نه دو شامل شدنͬ جواب ͷی بͽیرید. نظر در را p | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله
مجزای نقطه دو با بهینه جواب ͷی همواره ،F١ هدف تابع ۴ یͺنوایͬ دلیل به است. T در m٢ و m١ نقطه
نقطه دو شامل شدنͬ جواب�های تنها P١ مساله در کلیت، از کاستن بدون بنابراین دارد. وجود m٢ و m١

مسیر در یالͬ (a, b) کنید فرض مͬ�دهیم. نشان m با را m٢ و m١ میانͬ نقطه مͬ�کنیم. بررسͬ را مجزا
و m١ که مسیری در a رأس کنید فرض کلیت از کاستن بدون است. m نقطه شامل که باشد P [m١,m٢]

a بر مͬ�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون باشد، رأس ͷی m اگر اما دارد. قرار کند مͬ متصل هم به را m
است. منطبق

(a, b) یال حذف از و هستند b و a شامل ترتیب به که باشند T از درخت زیر دو Tb و Ta کنید فرض
، vj ∈ Tb رأس هر برای و d(m١, vi) ≤ d(m٢, vi) ، vi ∈ Ta رأس هر برای چون آمده�اند. به�دست
با رئوس تمام و Ta در نامنفͬ وزن با رئوس تمام گرفت نتیجه مͬ�توان است، d(m٢, vj) < d(m١, vj)

(اگر مͬ�گیرند. سرویس m٢ از نیز باقͬ�مانده رئوس مͬ�شوند. سرویس�دهͬ m١ توسط Tb در منفͬ وزن
سرویس m١ از دارند، قرار m٢ و m١ از یͺسانͬ فاصله در که دیͽر رئوس تمامͬ و a که کنید فرض m = a

مͬ�گیرند.)
روش ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |

∑
١ مساله برای ͷکلاسی مساله٢-میانه مانند مͬ�توانیم ما بنابراین

را T ٢
e و T ١

e درخت دو ، e = (a, b) یال هر ازای به ببینید.) را [٣٩] (مرجع ببریم. به�کار را یال حذف
صورت به را T ١

e درخت رئوس وزن هستند. متفاوت اصلͬ درخت با رئوس�شان وزن در تنها که مͬ�سازیم
مͬ�کنیم: تعریف زیر

w١
i =

{
wi if([vi ∈ Ta, wi ≥ ٠]or[vi ∈ Tb, wi ≤ ٠])
٠ if([vi ∈ Ta, wi < ٠]or[vi ∈ Tb, wi > ٠])

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به نیز را T ٢
e درخت رئوس وزن

w٢
i =

{
wi if([vi ∈ Ta, wi ≤ ٠]or[vi ∈ Tb, wi ≥ ٠])
٠ if([vi ∈ Ta, wi > ٠]or[vi ∈ Tb, wi < ٠])

برقرار p | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله برای رأسͬ ͬͽبهین خاصیت این�که به توجه با بنابراین
وزن با ١-میانه ایم، آورده ادامه در که [١۵] کراروپ و بورکارد خطͬ الͽوریتم از استفاده با مͬ�توان است
برای بهینه جواب ͷی مساله دو این بهینه جواب آورد. دست به T ٢

e و T ١
e درخت هر برای را مثبت-منفͬ

جواب�های زوج میان از مͬ�توان را آخر مساله بهینه جواب است. ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله
نیز بالا در که (a, b) ∈ E یال�های بعضͬ حذف از به�دست�آمده مثبت-منفͬ وزن با ١-میانه مساله بهینه

به�دست�آورد. شد، داده توضیح
۴Monotonicity
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آمده [١۵] در که مثبت-منفͬ وزن با درخت روی ١-میانه مساله جواب آوردن به�دست روش بخش این در
مͬ�کنیم. عمل زیر صورت به منظور این برای مͬ�کنیم. بیان را است

از c(x, y) طول ، T درخت ریشه جز به و مͬ�دهیم، نسبت آن به نیز را w(x) آن وزن T رأس هر برای
است. y آن پدر و x بین (x, y) یال

مͬ�نامیم. زنده رئوس را است نͽرفته صورت آن�ها روی پردازش هنوز که T درخت از رئوسͬ تعریف۴.١.٣.

مͬ�کنیم. انتخاب است سطح بالاترین در که را زنده رئوس بین از زنده رأس راست�ترین ما ابتدا در
x در که T از زیردرختͬ در ما شد، انتخاب x رأس ͷی زمان هر که است صورت این به پردازش دستورات
مͬ�کنیم. پردازش را دارند قرار x از بالاتر سطح در که رئوسͬ تمام از suc(x) زیرمجموعه شده�است، ریشه�دار

دهید قرار T در x رأس هر برای
w+(x) =

∑
j∈suc(x)

w(j)

و
w−(x) = −w(x) +

∑
j /∈suc(x)

w(j).

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را ∆T (x, y) نماد بͽیرید. نظر در را است x پدر y که (x, y) ∈ T یال
∆T (x, y) = f(y)− f(x)

تابع مقدار آیا کنیم، حرکت y پدرش سمت به x از ما اگر که مͬ�کنیم بررسͬ تعریف این به توجه با حال
مͬ�کند؟ تغییر هدف

کوتاه�ترین فاصله d(u, v) هستند، متصل واقعͬ مسیر ͷی با T درخت در رئوس از (u, v) زوج هر چون
d(k, x)+ c(x, y) = d(k, y) ،k ∈ suc(x) ،k رأس هر برای باشد. مسیر طول با برابر باید v و u بین مسیر
با است برابر دقیقا ∆T (x, y) در k رأس سهم d(k, x)− c(x, y) = d(k, y) ،k /∈ suc(x) اگر همچنین و
,w(k)c(x−خواهد y) ،∆T (x, y) در نقشآن ،k /∈ suc(x)

∪
{x} ،kرأس هر برای مشابها، .w(k)c(x, k)

را k ∈ C(y) \ suc(x) ∪ {x} مجموعه کنید فرض است. w(x)c(x, y) ،x رأس خود سهم نهایت در بود.
دهیم. نشان A نماد با
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f(y) =
∑

k∈C(y)

w(k)d(y, k)

=
∑

k∈suc(x)

w(k)d(y, k) + w(x)c(x, y) +
∑
k∈A

w(k)d(y, k)

=
∑

k∈suc(x)

w(k)
(
d(k, x) + c(x, y)

)
+ w(x)c(x, y) +

∑
k∈A

w(k)
(
d(k, x)− c(x, y)

)
=

∑
k∈suc(x)

w(k)d(k, x) +
(
w+(x) + w(x)− w−(x)

)
c(x, y) +

∑
k∈A

w(k)d(k, x)

و

f(x) =
∑

k∈suc(x)

w(k)d(x, k) +
∑
k∈A

w(k)d(x, k)

بنابراین

∆T (x, y) = f(y)− f(x) = (w+(x) + w(x)− w−(x))c(x, y) (٣.۴)

w+(x) + w(x) + w−(x) برابر T درخت در x رأس هر برای و T درخت کل وزن WT که کنید توجه
نوشت: زیر شͺل به توان مͬ را ( ٣.۴) رابطه است.

∆T (x, y) =
(

٢
(
w+(x) + w(x)

)
−WT

)
c(x, y) (۴.۴)

صفر اندیس مجموعه با مجموع ͷی که مͬ�کنیم داد قرار ) داریم. نیاز را زیر اطلاعات T در xرأس هر برای
است.) ٠ برابر

. S(x) = ∅ باشد برگ ͷی x اگر . x فرزندان مجموعه : S(x) •

. x رأس وزن : w(x) •

داریم: را زیر بازگشتͬ رابطه w+(x) برای . x فرزندان وزن : w+(x) •
w+(x) =

∑
s∈S(x)

(
w+(s) + w(s)

)
ریشه مخالف x این�که شرط به است، شده تعیین و یͺتا که آن پدر به x از (x, y) یال طول : c(x, y) •

باشد. r

( ۴.۴ ) رابطه در آن�را که ،y پدرش به�سوی x از حرکت با هدف تابع مقدار تغییرات : ∆T (x, y) •
با است برابر و کردیم تعریف

∆T (x, y) =
(

٢
(
w+(x) + w(x)

)
−WT

)
c(x, y).
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کمترین با z ∈ {x} ∪ suc(x) مانند رأس ͷی و x پدر ، y هدف تابع مقدار بین اختلاف : ∆∗
T (x) •

داریم: را زیر بازگشتͬ رابطه باشد، داشته s فرزند ͷی تنها x اگر هدف. تابع مقدار

∆∗
T (x) = ∆T (x, y) +max

(
٠,∆∗

T (s)
)

خواهیم. مͬ مقدار کمترین با رأس ͷی تنها ما زیرا کنیم، دقت باید باشد داشته فرزند چند x اگر
داریم بنابراین

∆∗
T (x) = ∆T (x, y) + max

s∈S(x)

(
٠,∆∗

T (s)
)
. (۵.۴)

داریم: باشد، r ریشه x اگر

∆∗
T (r) = max

s∈S(r)

(
٠,∆∗

T (s)
)

(۶.۴)

هر برای که است واضح .suc(x)∪ {x} مجموعه در هدف تابع مقدار کمترین با رأسͬ نام : βT (x) •
داریم: را زیر بازگشتͬ رابطه صورت این غیر در .βT (e) = e داریم e برگ

βT (x) =

{
x, ∗∆اگر

T (s) ≤ تمام٠ sبرای ∈ S(x)

βT (s
∗) ∗∆اگر

T (s
∗) = maxs∈S(x){∆∗

T (s) : ∆
∗
T (s) > ٠}

(٧.۴)

.T درخت ریشه در هدف تابع مقدار در x در شده دار ریشه زیردرخت سهم : φ(x) •

φ(x) =
∑

s∈S(x)

φ(s) +
(
w+(x) + w(x)

)
c(x, y)

داریم: باشد، ریشه x اگر است. x پدر y که

φ(x) =
∑

s∈S(x)

φ(s)

داریم: T درخت از r ریشه برای باشد. T درخت هدف تابع مقدار fT (x) کنید فرض
fT (r) = φ(r).

با است برابر T درخت در هدف تابع بهینه مقدار

f∗
T = φ(r)−∆∗

T (r) (٨.۴)

مͬ�آید. دست به βT (r) در بهینه مقدار این که ،
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یال�ها طول دیͽر عددهای و ،w(x)رئوس وزن دایره داخل عددهای .r در شده ریشه�دار درخت :٢.۴ شͺل
مͬ�دهند. نشان x رأس هر برای fTرا (x)مقدار نیز براکت درون اعداد مͬ�دهند. نشان ,c(xرا y)

که به�گونه�ای کنیم تعیین مͬ�شود شروع برگ�ها با که را رئوس از دنباله ͷی ابتدا باید ما خلاصه، طور به
رأس اولین با آن از پس مͬ�کنیم. محاسبه را T درخت کل وزن سپس شوند. پردازش x از قبل x فرزندان
محاسبه برسیم ریشه به زمانͬ�که تا را φ(x) و βT (x) ،∆∗

T (x) ،∆T (x, y) ،w+(x) و کرده شروع دنباله در
مͬ�کنیم. )محاسبه ٨.۴ ) رابطه از استفاده با را هدف تابع مقدار r ریشه برای نهایت در مͬ�کنیم.

است. ١۵ برابر درخت کل وزن بͽیرید. نظر در را (٢.۴) شͺل در شده داده نشان درخت .٢.٣.۴ مثال
f∗
T = φ(a) − با s رأس در بهینه جواب داشت. خواهیم را (٣.۴) زیر جدول فوق الͽوریتم از استفاده با

است. آمده دست به ∆∗
T (a) = ٨٠

با متناسب درخت برای بهینه جواب یافتن برای نیاز مورد مقایسه) ضرب، (جمع، عملیات�های تعداد
هر بررسͬ برای تخمینͬ مقدار و کنیم مͬ ملاقات ی�ͷبار تنها را رأس هر چون است، درخت رئوس تعداد

مͬ�شود. اجرا خطͬ زمان در روش بنابراین است، ثابت رأس

m١ نتیجه در باشد. ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله بهینه جواب {m١,m٢} کنید فرض حال
١ | T ٢

e | wi ≶ O | مساله بهینه جواب m٢ و ١ | T ١
e | wi ≶ O | d(V, T ١

e ) |
∑

١ مساله بهینه جواب
٢ | T | wi ≶ O | مساله برای ما صورت این غیر در زیرا است درست این بود. خواهد d(V, T ٢

e ) |
∑

١

ترتیب به m′

٢ و m
′

١ کنید فرض واقع، در داشت. خواهیم کمتر هدف تابع با جواب ͷی d(V, T ) |
∑

١

باشند. ١ | T ٢
e | wi ≶ O | d(V, T ٢

e ) |
∑

١ و ١ | T ١
e | wi ≶ O | d(V, T ١

e ) |
∑

١ های مساله بهینه جواب
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x S(x) w(x) w+(x) c(x, y) ∆T (x, y) ∆∗
T (x) βT (x) φ(x)

t − ۵ ٠ ۵ −٢۵ −٢۵ t ٢۵
s − ۶ ٠ −١ ٣ ٣ s −۶
m − −٣ ٠ ٢ −۴٢ −۴٢ m −۶
h − ٢ ٠ ١ −١١ −١١ h ٢
q t −۴ ۵ ٧ −٩١ −٩١ q ٣٢
p s ۴ ۶ ٣ ١۵ ١٨ s ٢۴
g q ٢ ٧ ٨ −٧٢ −٧٢ g ۵۶
e m, p ١ ٧ ۴ ۴ ٢٢ s ۵٠
b h −٣ ٢ ۶ −١٠٢ −١٠٢ b −۴
r b, e, g − − − − ٢٢ s ١٠٢

باشد: برقرار زیر نامساوی باید بنابراین باشند. مساله دو این های هدف تابع ترتیب به f٢ و f١ کنید فرض و

F١(m١,m٢) = f١(m١) + f٢(m٢) ≥ f١(m
′

١) + f٢(m
′

٢) = F١(m
′

١,m
′

٢)

جواب بنابراین دارد. F١(m١,m٢) بهینه مقدار از کمتر مقدار با هدف تابع {m′

١,m
′

٢} جواب نتیجه در
با ١-میانه مساله بهینه جواب�های زوج میان از مͬ�توانیم را ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |

∑
١ مساله بهینه

انتخاب برای امͺان n− ١ چون آوریم. به�دست (a, b) ∈ E یال�های بعضͬ حذف روش از مثبت-منفͬ وزن
آوریم. مͬ به�دست O(n٢) زمان با الͽوریتمͬ داریم، حذفͬ یال

داشت. خواهیم را زیر نتیجه پس

در مͬ�تواند است، رأس n با درختͬ T که ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله [١١] .٣.٣.۴ قضیه
داده�شود. پاسخ O(n٢) زمان

) ١ | T ١
e | wi ≶ O | d(V, T ١

e ) |
∑

١ مساله هدف تابع مقدار ( f٢
e (v) ) f١

e (v) کنید فرض
حذف روش با T درخت از T ٢

e و T ١
e درخت�های باشد، v میانه در ( ١ | T ٢

e | wi ≶ O | d(V, T ٢
e ) |

∑
١

باشند: زیر صورت به p١
e و p١

e کنید فرض آمده�اند. به�دست داده�شد توضیح که e = (a, b) یال

p١
e ∈ argminv∈Taf

١
e (v)

p٢
e ∈ argminv∈Tb

f٢
e (v)

کنیم. بیان را زیر نتیجه مͬ�توانیم (٣.۴) قضیه از استفاده با

که (p١
e٠ , p

٢
e٠) رأس زوج [١١] .۴.٣.۴ لم

f١
e٠(p

١
e٠) + f٢

e٠(p
٢
e٠) = mine∈N

(
f١
e (p

١
e) + f٢

e (p
٢
e)
)

هستند. ٢ | T | wi ≶ O | d(V, T ) |
∑

١ مساله بهینه جواب
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همͺارانش و آئولتا نظریه از بخشید. بهبود مͬ�توان را الͽوریتم مسیر، مانند درخت از خاصͬ حالت�های در
به�دست�آمده اطلاعات از گام هر در یعنͬ مͬ�شود. استفاده ٢-میانه محاسبات به بخشیدن سرعت برای [۵]

مͬ�شود. استفاده قبلͬ گام�های در

مسیر ͷی روی مساله برای خطͬ الͽوریتم

درخت�های (vi, vi+١) یال هر ازای به قبل همانند باشد. {v١, v٢, ..., vn} رأس n با مسیر ͷی p کنید فرض
به�ترتیب را T ٢

(vi,vi+١)
و T ١

(vi,vi+١)
درخت�های نمایش، شدن ساده�تر برای مͬ�سازیم. را T ٢

(vi,vi+١)
و T ١

(vi,vi+١)

مساله هدف تابع برای را ( f٢
i (v) ) f١

i (v) نماد مͬ�دهیم. نشان T ٢
i و T ١

i با
شده مͺان�یابͬ میانه با ( ١ | T i

e | wi ≶ O | d(V, T ٢
i ) |

∑
١ ) ١ | T ١

i | wi ≶ O | d(V, T ١
i ) |

∑
١

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ١ ≤ i ≤ n ، p١
i ،p١

i و g٢
i ،g١

i مͬ�دهیم. نشان v رأس در

g١
i = min١≤j≤if

١
i (vj)

g٢
i = mini≤j≤nf

٢
i (vj)

p١
e ∈ argmin١≤j≤if

١
e (v)

p٢
e ∈ argmini≤j≤nf

٢
e (v)

vj رأس�های تمام برای به�طورمشابه، است. j ≤ i مثبت وزن با T ١
i از vj رأس�های تمام برای که کنید توجه

به ٢ | P | wi ≶ O | d(V, P ) |
∑

١ مساله بهینه مقدار (۴.٣.۴ ) لم طبق است. j > i مثبت وزن با T ٢
i از

بود: خواهد زیر فرم

g١
io
+ g٢

io
= min١≤i≤n−١

(
g١
i + g٢

i

)
(٩.۴)

محاسبه خطͬ زمان در را (٩.۴) مینیمم ویژه ساختاری از استفاده با حال هستند. بهینه جواب {p١
e٠ , p

٢
e٠} و

مͬ�کنیم: تعریف را زیر نمادهای مͬ�کنیم.
WL+(vi) =

∑
{j|١≤j≤i,wj>٠}

wj ,

WL−(vi) =
∑

{j|١≤j<i,wj<٠}
wj ,

WR+(vi) =
∑

{j|i≤j≤n,wj>٠}
wj ,

WL−(vi) =
∑

{j|i<j≤n,wj<٠}
wj .
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است: زیر شͺل به ١ ≤ i ≤ n− ١ ،T ٢
i و T ١

i درخت�های وزن
W (T ١

i ) = WL+(vi) +WR−(vi),

W (T ٢
i ) = WL+(vi+١) +WR+(vi+١)

مͬ�کنیم. بررسͬ صریحا را f١
i تابع تنها ما گرفت. نتیجه f٢

i و f١
i تابع�های برای را زیر قضایای مͬ�توان حال
است. برقرار نیز f٢

i برای به�دست�آمده نتایج
j+١ ≤ i با vj+١ و vj مجاور رأس دو هر برای ، [١۵] کردند بیان نیز کراروپ و بورکارد که همان�گونه

داریم: T ١
i درخت در

∆f١
i (vj) = f١

i (vj+١)− f١
i (vj)

=
( j∑

k=١
w١
k −

n∑
k=j+١

w١
k

)
c(vj , vj+١)

=
(

٢WL+(vj)−W (T ١
i )
)
c(vj , vj+١) (١٠.۴)

است. شده بیان زیر در که دارد خوب یͺنوایͬ خاصیت تعدادی (f٢
i ) f١

i تابع که دید مͬ�توان به�سادگͬ حال

آن�گاه ، ∆f١
i٠(vj٠) ≥ ٠ و j٠ < i٠ به�قسمͬ�که باشد داشته وجود (i٠, j٠) زوج اگر [١١] .۵.٣.۴ قضیه

حداکثر ١ ≤ j ≤ i٠ ازای به f١
i٠(vj) دیͽر، عبات به .∆f١

i٠(vj) ≥ ٠ j٠،داریم ≤ j < i٠ که j هر برای
دارد. محلͬ مینیمم ͷی

داریم j٠ ⩽ j < i٠ که j هر برای همچنین است، ثابت W (T ١
i (vi)) و c(vj , vj+١) ⩾ ٠ چون برهان.
بنابراین WL+ (vj) > WL+ (vj٠)

∆١
i٠(vj) = [٢WL+(vj)−W (T ١

i٠(vi))]c(vj , vj+١) ⩾ ٠

آن�گاه ، ∆f١
i٠(vj٠) ≤ ٠ و j٠ < i٠ به�قسمͬ�که باشد داشته وجود (i٠, j٠) زوج اگر [١١] .۶.٣.۴ قضیه

١ ≤ j < i ،f١
i (vj) مینیمم i٠ ≤ i هر برای به�عبات�دیͽر، . ∆f١

i (vj٠) ≤ ٠ ،داریم i > i٠ که i هر برای
دارد. قرار ١ ≤ j < i٠ ، f١

i٠(vj) مینیمم راست سمت

برای که است واضح است. (vj٠)+WLثابت نتیجه در است، متغیر i و ثابت j٠ چون حالت این در برهان.
بنابراین W (T ١

i (vi)) ⩾ W (T ١
i (vi٠)) نوشت: توان مͬ i > i٠ به�قسمͬ�که i هر

∆f١
i (vj٠) = [٢WL+(vj٠)−W (T ١

i (vi))]c(vj٠ , vj١+٠) ⩽ ٠

.

بͽیریم: نتیجه را زیر الͽوریتم مͬ�توانیم (۶.٣.۴) و (۵.٣.۴) قضیه�های و (۴.٣.۴) لم برپایه
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*

الͽوریتم

(قدم کنید. محاسبه WR−(v)را WR+(v)و ،WL−(v) ،WL+(v) ،T درخت در v رأس هر برای (١)
برای و d(v١, vi) ،٢ ≤ i ≤ n ،i هر برای ( کنید. حرکت چپ به راست از و راست به چپ از قدم به

کنید. محاسبه را f٢
n−١(vn) و f١

١ (v١) کنید. محاسبه را d(vn, vi) ،١ ≤ i ≤ n− ١ ،i هر

،Left− to−Right برنامه زیر اجرای و راست به چپ از حرکت با ، ١ ≤ i ≤ n− ١ ،i هر برای (٢)
بیابید. را p١

i و محاسبه را g١
i

،Right− to− Left برنامه زیر اجرای و چپ به راست از حرکت با ، ١ ≤ i ≤ n− ١ ،i هر برای (٣)
بیابید. را p٢

i و محاسبه را g٢
i

کنید. محاسبه را g١
io
+ g٢

io
= min١≤i≤n−١

(
g١
i + g٢

i

)
(۴)

است. ٢ | P | wi ≶ O | d(V, P ) |
∑

١ مساله بهینه جواب ͷی {p١
i٠ , p

٢
i٠} خروجͬ: (۵)

مشابه طور به نیز Right− to−Left زیربرنامه مͬ�شود. معرفͬ را Left− to−Right برنامه زیر ادامه در
در را i اندیس و مͬ�گیرد را f٢

i مقدار نیز برنامه زیر این مͬ�کند. تعیین را p٢
i نقطه و کرده محاسبه g٢

i مقدار
مͬ�شود، استفاده زیر نماد از (١٠.۴) رابطه طبق مͬ�دهد. کاهش for حلقه

∆f١
i (vk) = f١

i (vk+١)− f١
i (vk)

*

Left− to−Right برنامه زیر

. i = ٢, p١
١ = v١, g

١
١ = f١

١ (v١), k = ١ دهید قرار (١)

بروید. (٣) گام به و f١
i (vk) = f١

i−١(vk) + d(vk, vi) | wi | دهید قرار (٢)

بروید. (۶) گام به غیراین�صورت در بروید (۴) گام به ، k < i و ∆f١
i (vk) ≤ ٠ اگر (٣)

f١
i (vk+١) = f١

i (vk) + ∆f١
i (vk) (۴)

بروید. (٣) گام به و k = k + ١ (۵)

. g١
i = f١

i (vk) و p١
i = vk دهید قرار (۶)

. i = i+ ١ دهید قرار (٧)



۶٠ درخت روی مثبت-منفͬ وزن با ٢-میانه مساله .۴

بروید. (٩) گام به غیراین�صورت در بروید (٢) گام به i ≤ n− ١ اگر (٨)

پایان. (٩)

داریم: را زیر قضیه فوق مطالب جمع�بندی برای

نظر بادر را ٢ | P | wi ≶ O | d(V, P ) |
∑

١ مساله فوق الͽوریتم P مسیر ͷی برای [١١] .٧.٣.۴ قضیه
مͬ�دهد. پاسخ خطͬ زمان در رئوس تعداد گرفتن

عمل به�درستͬ الͽوریتم که گرفت نتیجه مͬ�توان (۶.٣.۴) و (۵.٣.۴) قضیه�های و ٢ لم به توجه با برهان.
Left−to−Right زیربرنامه که دهیم نشان است کافͬ کنیم اثبات را آن زمانͬ پیچیدگͬ این�که برای مͬ�کند.
دهید قرار رأسͬ را P ١

i−١ و شده اجرا i گام کنید فرض مͬ�شود. اجرا خطͬ زمان در (Right− to−Left)
طبق دارد. قرار vi و P ١

i−١ اتصال مسیر در f١
i مینیمم ،(۶.٣.۴) قضیه طبق مͬ�کند. مینیمم را f١

i−١ تابع که
در بنابراین .∆f١

i (vk) > ٠ که است vi و P ١
i−١ اتصال مسیر در vk رأس اولین مینیمم این (۵.٣.۴) قضیه

مͬ�کنیم. محاسبه vk و P ١
i−١ میان vs رئوس تمام برای را ( ∆f١

i (vs) معادل طور به (یا f١
i (vs) ما -ام i گام

میزان رفته هم روی بنابراین هستند. مجزا الͽوریتم مختلف گام�ها در محاسبات این در شامل رئوس مجموعه
محاسبات پیش�پردازش در است. رأس�ها زوج مقایسه و ∆ محاسبات از بیشتر گام�ها تمام برای محاسبات

مͬ�کند. کامل را اثبات این و دارد نیاز ثابت زمان ∆ هر



۵ فصل

روی ناخوشایند نیمه ٢�میانه پشتیبان مساله
درخت

۶١



مقدمه ١.۵

وزن با ٢-میانه مساله همچنین و کردیم بیان (٢) فصل در که درخت� روی ٢-میانه پشتیبان مساله به توجه با
٢-میانه پشتیبان مساله مساله، دو این ترکیب با تا شدیم برآن کردیم، مطرح (۴) فصل در که مثبت-منفͬ
٢-میانه یافتن برای که الͽوریتمͬ از استفاده با فصل این کنیم.در تعریف را MWD مدل با ناخوشایند نیمه
پشتیبان مساله برای را حل روش دارند، درختͬ ساختار نیز پیوندها این که کاکتوس گراف پیوندهای در
رئوس تعداد n که مͬ�دهیم ارایه مساله برای O(n٢) زمان با الͽوریتمͬ و داده تعمیم ناخوشایند نیمه ٢-میانه
را مسیر روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله نیز فصل پایانͬ بخش در است. بررسͬ مورد درخت

دهیم. پاسخ خطͬ زمان در را مساله توانستیم ، [١١] در شده بیان الͽوریتم از استفاده با و کرده مطرح

مساله تعریف ٢.۵

فرض دارد. wi دلخواه وزن T درخت در vi رأس هر باشد. رأس n با درخت ͷی T = (V,E) کنید فرض
یال هر ازای به باشد. ها آن فاصله و y و x رأس دو بین مسیر کوتاهترین ترتیب به d(x, y) و P [x, y] کنید
و v ∈ Tv که قسمͬ به شده ایجاد e(v, u) ∈ T یال حذف از که باشد T از زیردرختͬ Tv کنید فرض T

.W (T ′) =
∑

vi∈T ′ wi کنیم: مͬ تعریف T ′ ⊆ T زیردرخت هر برای همچنین . Tu = T \ Tv

باشد. ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله در دهنده سرویس دو شͺست احتمال ρ٢ و ρ١ کنید فرض
نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله در . ρ١ = ρ٢ = ρ کنیم مͬ فرض نمایش شدن تر ساده برای نیز فصل این در
در های دهنده سرویس مجموعه به رئوس تمام از انتظار مورد فاصله مجموع کردن مینیمم هدف ناخوشایند،

کنیم: مینیمم را زیر هدف تابع خواهیم مͬ ما یعنͬ است کار حال
F (v١, v٢) = (١ − ρ)[

∑
v∈V

min١≤i≤٢w(v)d(v, vi)

+ρ[
∑
v∈V

w(v)d(v, v١) +
∑
v∈V

w(v)d(v, v٢)]

m ∈ P (v١, v٢) که دهید نشان m با را T از ای نقطه باشند. بحث مورد مساله پاسخ v٢ و v١ کنید فرض
است. m نقطه شامل که باشد P (v١, v٢) مسیر در یالͬ e(x, y) کنید فرض .d(v١,m) = d(v٢,m) و
علاوه دارد. قرار کند مͬ متصل m به را v١ که مسیری روی x رأس کنید فرض کلیت دادن دست از بدون
و d(v١, vi) ≤ d(v٢, vi) چون است. x بر منطبق که کنیم مͬ فرض ما باشد، رأس ͷی m اگر این بر
نامنفͬ وزن با رئوس که گرفت نتیجه مͬ�توان ،vj ∈ TY و vi ∈ TX رأس هر برای d(v١, vj) > d(v٢, vj)

مͬ�گیرند. سرویس v٢ از باقͬ�مانده رئوس مͬ�شوند. سرویس�دهͬ v١ توسط Ty در منفͬ وزن با رئوس و Tx در
m١ از دارند، قرار m٢ و m١ از یͺسانͬ فاصله در که دیͽر رئوس تمامͬ و x که کنید فرض m = x (اگر

مͬ�گیرند.) سرویس
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که مͬ�کنیم افراز V٢ و V١ رأسͬ مجموعه دو به را V رئوس مجموعه ما بنابراین
V١ = {v|d(v, x) ≤ d(v.y), w(v) ≥ ٠} ∪ {v|d(v, x) ≥ d(v.y), w(v) ≤ ٠},

و
V٢ = V \ V١

است. v٢ و v١ بین مسیر میانͬ نقطه شامل که است یالͬ e(x, y) و
کنید فرض

D(V, u) =
∑
v∈V

w(v)d(v, u)

کرد: بازنویسͬ زیر فرم به مͬ�توان را ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله هدف تابع نتیجه در
F (v١, v٢) = (١ − ρ)[D(V١, v١) +D(V٢, v٢)]

+ρ[D(V١, v١) +D(V٢, v١) +D(V١, v٢) +D(V٢, v٢)]

= D(V١, v١) + ρD(V٢, v١) + ρD(V١, v٢) +D(V٢, v٢).

ها درخت روی خاصیت چند ٣.۵

که دارد وجود بهینه جواب ͷی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله در T درخت ͷی برای .١.٣.۵ لم
مͬ�کند. مͺان�یابͬ T درخت رئوس روی را سرویس�دهنده�ها تمام

T رئوس روی را سرویس�دهنده�ها تمام که ندارد وجود جوابͬ هیچ که کنید فرض خلف برهان به برهان.
رأسͬ غیر نقطه m١ که باشند T درخت روی مساله بهینه جواب ͷی (m١,m٢) کنید فرض کند. مͺان�یابͬ
T رئوس از زیرمجموعه�ای V١ کنید فرض باشد. m١ شامل یال e(vr, vq) کنید فرض است. درخت روی

بͽیرید: نظر در را است m١ به وابسته که زیر هدف تابع مͬ�شوند. سرویس�دهͬ m١ توسط که باشد
F (m١,m٢) = D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) + ρD(V١,m٢) +D(V٢,m٢)

داریم: نتیجه در .V٢ = V \ V١ که
D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) =∑

v∈V١∩Tvr

w(v)(d(v, vr) + d(vr,m١)) +
∑

v∈V١\Tvr

w(v)(d(v, vr)− d(vr,m١))

+ρ[
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v)(d(v, vr) + d(vr,m١)) +
∑

v∈V٢\Tvr

w(v)(d(v, vr)− d(vr,m١))]

=
∑

v∈V١∩Tvr

w(v)d(v, vr) +
∑

v∈V١\Tvr

w(v)d(v, vr)
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+ρ[
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v)d(v, vr) +
∑

v∈V٢\Tvr

w(v)d(v, vr)]

+(
∑

v∈V١∩Tvr

w(v)−
∑

v∈V١\Tvr

w(v) + ρ[
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v)−
∑

v∈V٢\Tvr

w(v)])d(vr,m١)

= D(V١, vr) + ρD(V٢, vr)

+[٢(
∑

v∈V١∩Tvr

w(v) + ρ
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v))− w(TV١)− ρw(T (V٢))]d(vr,m١).

دهید قرار
K = [٢(

∑
v∈V١∩Tvr

w(v) + ρ
∑

v∈V٢∩Tvr

w(v))− w(TV١)− ρw(T (V٢))]

بنابراین
D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) = D(V١, vr) + ρD(V٢, vr) +Kd(vr,m١)

بنابراین ، d(vr, x) < d(vr,m١) داریم P (vr,m١) یال قطعه روی x نقطه هر برای چون K ≥ ٠ اگر حال
است. تناقض این که . F (vi,m٢) < F (m١,m٢)

پس ، d(vr, y) > d(vr,m١) داریم P (m١, vq) یال قطعه روی y نقطه هر برای چون K < ٠ اگر
است. تناقض نیز این که هستند رأس دو هر m٢ و vq که F (vq,m٢) < F (m١,m٢) گرفت نتیجه مͬ�توان

مͬ�شود. اثبات حͺم و باطل خلف فرض بنابراین

به�کار نیز منفͬ مثبت وزن با ٢-میانه مساله در که یال حذف روش از مͬ�توانیم ما ،(١.٣.۵) لم پایه بر
وزن در تنها که مͬ�سازیم را T ٢

e و T ١
e درخت دو e = (x, y) یال هر ازای کنیم.به استفاده رفته�است،

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را T ١
e درخت در رئوس وزن هستند. متفاوت T درخت با رئوس�شان

w١
i =

{
wi if([vi ∈ Tx, wi ≥ ٠]or[vi ∈ Ty, wi ≤ ٠])
٠ if([vi ∈ Tx, wi < ٠]or[vi ∈ Ty, wi > ٠])

بود: خواهد زیر صورت به Te درخت در رئوس وزن همچنین
w٢
i =

{
wi if([vi ∈ Tx, wi ≤ ٠]or[vi ∈ Ty, wi ≥ ٠])
٠ if([vi ∈ Tx, wi > ٠]or[vi ∈ Ty, wi < ٠])

وزن که تفاوت این با هستند مشابه T ٢
e و T ١

e با ترتیب به که باشند درخت دو T ٢
e (y) و T ١

e (x) کنید فرض
باشد. w(y) + ρw(T ١

e ) با برابر را T ٢
e (y) درخت در y وزن و w(x) + ρw(T ٢

e ) با برابر را T ١
e (x) در x

باشد. T درخت روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله بهینه جواب (m١,m٢) کنید فرض .٢.٣.۵ لم
که هستند T ٢

e (y) و T ١
e (x) درخت�های روی ناخوشایند نیمه ١-میانه مساله جواب ترتیب به m٢ و m١ پس

است. m٢ و m١ میانͬ نقطه شامل یال e = (x, y)
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کنید فرض خلف برهان به است. مشابه نیز m٢ برای اثبات است. T ١
e (x) میانه m١ مͬ�کنیم ثابت برهان.

داریم: میانه تعریف بنابر باشد. T ١
e (x) میانه s کنید فرض نباشد. T ١

e (x) میانه m١ ∑که
v∈V١

w(v)d(v, s) =
∑

v∈V١,v ̸=x

w(v)d(v, s) + (w١(x) + ρw(T ٢
e ))d(x, s)

= D(V١, s) + ρw(T ٢
e )d(x, s) < D(V١,m١) + ρw(T ٢

e )d(x,m١). (١.۵)

و v ∈ V٢ اگر همچنین و d(v, s) = d(v, x) + d(x, s) آن�گاه w(v) ≥ ٠ و v ∈ V٢ اگر بͽیرید نظر در
نتیجه در . d(v, s) = d(v, x)− d(x, s) آن�گاه w(v) < ٠

D(V٢, s) =
∑
v∈V٢

w(v)d(v, s)

=
∑

v∈V٢,w(v)≥٠
w(v)(d(v, x) + d(x, s)) +

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)(d(v, x)− d(x, s))

=
∑

v∈V٢,w(v)≥٠
w(v)d(v, x) +

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)d(v, x)

+[
∑

v∈V٢,w(v)≥٠
w(v)−

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)]d(x, s)

+
∑

v∈V٢,w(v)<٠
w(v)d(x, s)−

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)d(x, s)

=
∑
v∈V٢

w(v)d(v, x) + [w(T ٢
e )− ٢

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)]d(x, s)

= D(V٢, x) + [w(T ٢
e )− ٢

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)]d(x, s). (٢.۵)

داریم: (٢.۵) و (١.۵) از استفاده با حال
D(V١, s) + ρD(V٢, s)

= D(V١, s) + ρw(T ٢
e )d(x, s) + ρD(V٢, x)− ٢ρ

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)]d(x, s)

< D(V١,m١) + ρw(T ٢
e )d(x,m١) + ρD(V٢, x)− ٢ρ

∑
v∈V٢,w(v)<٠

w(v)]d(x, s)

= D(V١,m١) + ρD(V٢,m١)

بنابراین
F (m١,m٢) = D(V١,m١) + ρD(V٢,m١) + ρD(V١,m٢) +D(V٢,m٢)

> D(V١, s) + ρD(V٢, s) + ρD(V١,m٢) +D(V٢,m٢) ≥ F (s,m٢)

است. تناقض که
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زوج میان از مͬ�توان را T درخت روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله بهینه جواب بنابراین
دست به e(x, y) ∈ T یال�های بعضͬ حذف از که مثبت-منفͬ وزن با ١-میانه مساله بهینه جواب�های
زمان با الͽوریتم ͷی بنابراین دارد وجود حذفͬ یال انتخاب برای امͺان n − ١ چون نمود. پیدا مͬ�آیند،

داشت. خواهیم O(n٢)

پاسخ O(n٢) زمان در مͬ�تواند ، T درخت روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله .٣.٣.۵ قضیه
داده�شود.

مثبت-منفͬ وزن با ١-میانه مساله آنجایͬ�که از مسیر، روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله در برهان.
پاسخ خطͬ زمان در مساله شده ارایه الͽوریتم با گرفت نتیجه مͬ�توان دارد، خطͬ زمانͬ پیچیدگͬ مسیر روی

مͬ�شود. داده

مسیر روی ناخوشایند نیمه ٢�میانه پشتیبان مساله ۴.۵

رأس n با مسیر ͷی P کنید فرض بͽیرید. نظر در مسیر ͷی روی را ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله
گفته قبل قسمت در آن�چه مشابه ei = (vi, vi+١) یال حذف از به�دست�آمده درخت�های باشد. v١, v٢, ..., vn

به را T ٢
i و T ١

i های درخت روی ١-میانه مساله هدف�های تابع همچنین مͬ�دهیم. نشان T ٢
i و T ١

i با شد،
تعریف را زیر نمادگذاری�های شده، گفته [١١] مرجع در آن�چه مشابه بͽیرید. نظر در f٢

i (v) و f١
i (v)ترتیب

مͬ�کنیم:
WL+(vi) =

∑
{j|١≤j≤i,wj>٠}

wj ,

WL−(vi) =
∑

{j|١≤j<i,wj<٠}
wj ,

WR+(vi) =
∑

{j|i≤j≤n,wj>٠}
wj ,

WL−(vi) =
∑

{j|i<j≤n,wj<٠}
wj .

در vi وزن که تفاوت این با باشند T ٢
i و T ١

i مشابه ترتیب به T ٢
i (vi+١) و T ١

i (vi) درخت دو کنید فرض
وزن است. w(vi+١) + ρw(T ١

i ) با برابر T ٢
i (vi+١) در vi+١ وزن و w(vi) + ρw(T ٢

i ) با برابر T ١
i (vi)

بود: خواهد زیر صورت به ١ ≤ i ≤ n− ١ ، T ٢
i و T ١

i های درخت
W (T ١

i ) = WL+(vi) +WR−(vi),

W (T ٢
i ) = WL+(vi+١) +WR+(vi+١)

و
W (T ١

i (vi)) = WL+(vi) +WR−(vi) + ρw(Ti٢),



۶٧ مسیر روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله .۴.۵

W (T ٢
i ) = WL+(vi+١) +WR+(vi+١)ρw(Ti١)

همچنین
∆f١

i (vj) = f١
i (vj+١)− f١

i (vj)

= [٢WL+(vj)− ρW (T ٢
i )−W (T ١

i )]F (vj , vj+١)

= [٢WL+(vj)−W (T ١
i (vi))]c(vj , vj+١)

برقرار نیز این�جا در شد، بیان مثبت-منفͬ وزن با ٢-میانه مساله برای (۴) فصل در که زیر قضایای حال
است.

هر برای آن�گاه ، ∆f١
i٠(vj٠) ≥ ٠ و j٠ < i٠ به�قسمͬ�که باشد داشته وجود (i٠, j٠) زوج اگر .١.۴.۵ قضیه

ͷی حداکثر ١ ≤ j ≤ i٠ ازای به f١
i٠(vj) دیͽر، عبات به . ∆f١

i٠(vj) ≥ ٠ ،داریم j٠ ≤ j < i٠ که j

دارد. محلͬ مینیمم

داریم j٠ ⩽ j < i٠ که j هر برای همچنین است، ثابت W (T ١
i (vi)) و c(vj , vj+١) ⩾ ٠ چون برهان.
بنابراین WL+ (vj) > WL+ (vj٠)

∆١
i٠(vj) = [٢WL+(vj)−W (T ١

i٠(vi))]c(vj , vj+١) ⩾ ٠

هر برای آن�گاه ، ∆f١
i٠(vj٠) ≤ ٠ و j٠ < i٠ به�قسمͬ�که باشد داشته وجود (i٠, j٠) زوج اگر .٢.۴.۵ قضیه

سمت ١ ≤ j < i ،f١
i (vj) مینیمم i٠ ≤ i هر برای دیͽر، به�عبات . ∆f١

i (vj٠) ≤ ٠ ،داریم i > i٠ که i

دارد. قرار ١ ≤ j < i٠ ، f١
i٠(vj) مینیمم راست

برای که است واضح است. (vj٠)+WLثابت نتیجه در است، متغیر i و ثابت j٠ چون حالت این در برهان.
بنابراین W (T ١

i (vi)) ⩾ W (T ١
i (vi٠)) نوشت: مͬ�توان i > i٠ به�قسمͬ�که i هر

∆f١
i (vj٠) = [٢WL+(vj٠)−W (T ١

i (vi))]c(vj٠ , vj١+٠) ⩽ ٠

.

و Left_to_Right زیربرنامه دو مͬ�توانیم ما ، ١ ≤ i ≤ n ، i هر برای (۴) فصل مانند دوباره
T ٢
i و T ١

i درخت�های روی ترتیب به آن�ها هدف تابع m٢
i و m١

i میانه�های یافتن برای را Right_to_left
بنابراین بیابیم.

F (m١
i ,m

٢
i ) = f١

i (m
١
i ) + f٢

i (m
٢
i )

+ρ[
n∑

k=١
w٢
kd(vk,m

١
i ) +

n∑
k=١

w١
kd(vk,m

٢
i )],

به�دست�آورد. زیر الͽوریتم از مͬ�توان را بهینه جواب و



۶٨ درخت روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله .۵

است. منفͬ مثبت- آن رئوس وزن که رأس ٨ با درخت ͷی :١.۵ شͺل

Semi− obnoxiousBackup٢ −med الͽوریتم

سرویس�دهنده. هر برای ٠ ≤ ρ ≤ ١ شͺست احتمال و مثبت-منفͬ وزن با p مسیر ͷی ورودی:
ورودی. مسیر روی ٢-میانه پشتیبان خروجͬ:

opt = ∞, i = ١ دهید قرار .١

کن. ذخیره MP١ آرایه در را جواب و کرده اجرا را Left− to−Right برنامه زیر .٢

کن. ذخیره MP٢ آرایه در را جواب و کرده اجرا را Right− to− Left برنامه زیر .٣

برو. (٩) گام به صورت این غیر در برو (۵) گام به آن�گاه F (MP١[i],MP٢[i]) < opt اگر .۴

opt = F (MP١[i],MP٢[i]) .۵

i∗ = i .۶

i = i+ ١ .٧

برو. (٩) گام به درغیراین�صورت برو (۴) گام به آن�گاه i ≤ n− ١ اگر .٨

است. ورودی مسیر روی مساله ٢-میانه پشتیبان (MP١[i∗],MP٢[i∗]) .٩

پایان. .١٠

داده�شود. پاسخ خطͬ زمان در مͬ�تواند مسیر، روی ناخوشایند نیمه ٢-میانه پشتیبان مساله .٣.۴.۵ قضیه



۶٩ مثال .۵.۵

شده حذف یال m١
i m٢

i W (T ١
i ) W (T ٢

i ) f١
i f٢

i F (m١
i ,m

٢
i )

(v٣, v٨) v١ v٨ ١۴ ۵- ۶۴.۵ ٧٨- ۴.۶۵
(v٣, v٧) v١ v٧ ١٣ −۵ ۵٢.۵ −٨١ −٨٫ ٧١
(v٢, v۶) v١ v۶ ١٣ −۴ ۴٩.٨ −٨٢ −١٩٫ ٣
(v٢, v۵) v١ v۶ ١۴ −۵ ۶٣ −۶٧٫ ۶ ٧.٣
(v٢, v۴) v١ v۴ ١٢ −٣ ۴١.۶ −٨٩٫ ۶ −٣۴٫ ٨٧
(v١, v٣) v٢ v٣ ٨ ١ ٩.٨ −۴١ −٢٢٫ ۶۶
(v١, v٢) v٣ v۴ ٧ −١٠ ٢ −۴٨٫ ٩ −۴٠٫ ٢٨

. شͺل(۵.١) درخت یال حذف از آمده دست به درخت�های زیر میانه�های و هدف تابع ρ = ٠٫ حالت١ برای :١.۵ جدول

ρ (m١,m٢) F (m١,m٢)
٠ (v٣, v۴) −۶٢
٠.١ (v٣, v۴) −۴٠٫ ٢٨
٠.٣ (v١, v۴) ٧.۵٧
٠.۵ (v١, v۴) ۴۶.٢۵
٠.٧ (v١, v٢) ۴٨.٩۴
٠.٩ (v١, v٢) ١٢۴.٠٢

. (١.۵) . شͺل درخت روی ρمختلف مقادیر ازای به آن�ها هدف تابع مقدار و ٢-میانه پشتیبان�های :٢.۵ جدول

مثال ۵.۵

٢-میانه پشتیبان ، ρ = ٠ اگر بͽیرید. نظر در را داده�شده�است نشان ١.۵ شͺل در که رأس ٨ با درختͬ
پشتیبان ρ = ٠٫ ١ اگر است. نیز مثبت-منفͬ وزن با ͷکلاسی ٢-میانه مساله جواب که است، (v۴, v٣)

از که هدف تابع مقدار مساله این برای به�دست�آمده�است. (v٢, v۶) یال حذف از که است (v۶, v١) ٢-میانه
و ٢-میانه پشتیبان�های شامل ٢.۵ جدول آورده�شده�است. ١.۵ جدول در به�دست�آمده یال�ها بعضͬ حذف

مͬ�باشد. ρ مختلف مقادیر ازای به آن�ها هدف تابع مقادیر
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Abstract
Traditionally, location theory has been concerned with the problem in which the facility

weights and their availability are known precisely. However, it is often impossible to have an
accurate estimate of all these parameters. Real-life data often involve a significant portion
of uncertainty, and these parameters may change with time. Thus, location models involving
uncertainty have attracted increasing research efforts in recent years. Several cases of uncer-
tainty have been defined and studied. One case of this problem is the reliability model where
servers may sometimes fail, and the clients originally allocated to these servers have to request
service from functioning servers.
The 2-median problem considered as a reliability-based formulation, in which each server may
fail with a given probability. They called this model as the backup 2-median problem and
proposed an The backup 2-median problem, asks for a pair of vertices which minimize the ex-
pected sum of distances from all vertices to the set of functioning servers.Because of important
of this field, we have study many models presented in this area, then we consider the backup
Semi-Obnoxious 2-median problem and propose an algorithm for this problem.
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