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فتار پیش

سازی بهینه قضایای در نرمال مخروط و مرتب توپولوژی برداری فضای کاربرد [۶] در ،(٢٠٠۵) سال در

با گردید. مرتب توپولوژی برداری فضای زمینه در زیادی های بررس باعث و شد مطرح H. Mohebi توسط

از ی است، داده اختصاص خود به متری فضای مطالعه در خاص اه جای ثابت نقطه قضیه که این به توجه

قضیه این برای فضا بودن متری آیا که بود این بود، کرده مشغول خود به را ریاضیدانان از خیل که مهم سوالات

متری فضای مفهوم معرف با H. Long-Guang و Z. Xian ،(٢٠٠٧) سال در بالاخره خیر؟ یا باشد م کاف

در حقیق اعداد مجموعه جای به مرتب باناخ فضای زین جای با ها آن دادند. منف پاس سوال این به مخروط

قضایای و ها دنباله رای هم خواص همچنین .[۵] کردند بیان را مخروط متری فضای مفهوم ، متری فضای

گسترش و تعمیم به ری دی افراد ها آن از بعد نمودند. بررس را فضا این در انقباض های اشت ن ثابت نقطه

در با فضا این روی شده تعریف انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای و مخروط متری فضای پیرامون مباحث

مخروط مستطیل متری فضای ،[١] در همچنین .[٧,٨,٩,١٠,١١,١٢] پرداختند مختلف، شرایط گرفتن نظر

ایم. کرده اثبات مخروط بودن نرمال گرفتن نظر در بدون را ثابت نقطه قضیه آن، به توجه با ما که است شده معرف

در شود. م بیان مخروط و ثابت نقطه نظریه از مقدمات اول، فصل در باشد. م فصل سه شامل نامه پایان این

قضایای آخر، فصل در پردازیم. م فضا این در ها دنباله رای هم و مخروط متری فضای معرف به دوم، فصل

م اثبات و بیان را مخروط مستطیل متری فضای و مخروط متری فضای در انقباض های اشت ن ثابت نقطه

نماییم.
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٢ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

مخروط ادامه، در پردازیم. م آن تای ی و وجود پیرامون بحث به و کرده بیان را ثابت نقطه نظریه فصل، این در

تعاریف، ،[٢,۴,۵,١٣] به توجه با فصل این در حقیقت در کنیم. م بیان را آن به مربوط خواص و نموده معرف را

ورزیم. م اجتناب مقدمات تعاریف بیان از و نموده بیان را نامه پایان در موردنیاز قضایای و ها لم

دهیم. م نمایش Tx صورت به را T (x) تاب نامه، پایان این های قسمت از بعض در که است ذکر به لازم

ثابت نقطه نظریه ١.١

ارائه ها آن از ای مثاله و کرده تعریف را تواب ثابت نقطه و ناانبساط ، انقباض های اشت ن ابتدا بخش، این در

تعمیم بعد های فصل در را آن و کنیم م اثبات و بیان را متری فضای در باناخ انقباض اصل ادامه، در نماییم. م

داد. خواهیم

آن باشد، دلخواه اشت ن T : (X, d) −→ (Y, ρ) و متری فضاهای (Y, ρ) و (X, d) اگر تعریف١.١.١.

گاه:

،X در z و x هر ازای به که قسم به باشد موجود ای k > ٠ ثابت هرگاه گوییم شیتز لیپ را T اشت ن الف:

باشد. برقرار زیر نامساوی

ρ(T (x), T (z)) ≤ kd(x, z).

دهیم. م نمایش L(T ) با و گوییم شیتز لیپ ثابت را بالا رابطه در صادق عدد ترین کوچ

داشته ،X در متمایز z و x هر ازای به یعن ،L(T ) < ١ هرگاه گوییم L(T ) ثابت با انقباض را T اشت ن ب:

باشیم:

ρ(T (x), T (z)) < d(x, z).

باشیم: داشته ،X در z و x هر ازای به یعن ،L(T ) ≤ ١ هرگاه گوییم ناانبساط را T اشت ن ج:

ρ(T (x), T (z)) ≤ d(x, z).



٣ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

نقطه ،x ∈ X نقطه باشد. T : X −→ X صورت به اشت ن T و دلخواه فضای X کنید فرض تعریف٢.١.١.

.T (x) = x هرگاه شود م نامیده T اشت ن ثابت

صورت به R اقلیدس فضای در را T اشت ن مثال.

T (x) =

{
xsin(

١
x
) x ̸= ٠

٠ x = ٠

اگر زیرا نیست، ناانبساط T همچنین باشد. م ثابت نقطه بینهایت دارای T اشت ن است واض کنیم. م تعریف

گاه آن ،x =
٢
π
و y =

٢
٣π

| T (x)− T (y) |= ٨
٣π

>
۴
٣π

=| x− y | .

به اگر نامیم، م نرمدار فضای اختصار طور به یا نرمدار خط فضای را X مختلط برداری فضای تعریف٣.١.١.

که: باشد شده مربوط چنان ،x نرم نام به ∥x∥ مانند نامنف حقیق عدد ،x ∈ X هر

+x∥؛ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،X در y و x هر ازای به الف:

∥αx∥؛ =| α | ∥x∥ باشد، الر اس α و x ∈ X اگر ب:

نماید. ایجاب را x = ٠ تساوی ∥x∥ = ٠ ج:

است: برقرار مثلث نامساوی (الف) بنابر

∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥

X روی متر ی d(x, y) = ∥x − y∥ دهد م نشان (ج) و (α = −١ و α = ٠ (فرض (ب) با تلفیق در که

نماید. م تعریف

باشد. تام نرمش، وسیله به شده تعریف متر با که است نرمدار خط فضای ی باناخ فضای هر



۴ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

بیان (Y, d) متری فضای در T انقباض اشت ن برای ثابت نقطه تای ی و وجود باناخ، انقباض اصل در

شود. م

١ باناخ) انقباض (اصل .۴.١.١ قضیه

دارد u مانند تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، انقباض اشت ن T : Y −→ Y و تام متری فضای (Y, d) اگر

راست. هم u به T n(y) دنباله ،y ∈ Y هر برای و

نقطه ی حداکثر کنیم م ثابت ابتدا باشد. T انقباض اشت ن برای انقباض ثابت k < ١ کنید فرض برهان:

دارد: وجود T اشت ن برای ثابت

.T (y٠) = y٠ Tو (x٠) = x٠ ،x٠ ̸= y٠ برای رو این از باشند، T اشت ن برای ثابت نقطه دو y٠ و x٠ فرضکنیم

لذا

d(x٠, y٠) = d(T (x٠), T (y٠)) ≤ kd(x٠, y٠) < d(x٠, y٠).

دارد. ثابت نقطه ی حداکثر T اشت ن بنابراین است. تناقض این که

،(١.١.١) تعریف طبق راست. هم u ثابت نقطه به T n(y) دنباله ،y ∈ Y هر برای دهیم م نشان این

d(T (y), T ٢(y)) ≤ kd(y, T (y))

لذا است، برقرار

d(T n(y), T n+١(y)) ≤ kd(T n−١(y), T n(y)) ≤ k٢d(T n−٢(y), T n−١(y))

≤ . . . ≤ knd(y, T (y)).

Banach contraction principle١



۵ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

داریم: p و n مثبت و صحی عدد دو هر برای بنابراین

d(T n(y), T n+p(y)) ≤ d(T n(y), T n+١(y)) + d(T n+١(y), T n+٢(y)) + · · ·+ d(T n+p−١(y), T n+p(y))

≤ knd(y, T (y)) + kn+١d(y, T (y)) + · · ·+ kn+p−١d(y, T (y))

= (kn + . . .+ kn+p−١)d(y, T (y))

≤ kn

١− k
d(y, T (y)).

دنباله {T n(y)} دهد م نشان این که کند. م میل صفر به بالا رابطه راست سمت و kn −→ ٠ ،k < ١ چون

uکه ∈ Y دارد وجود پس راست، هم تام فضای در کش دنباله هر و تام متری فضای Y چون است. کش

از ای دنباله زیر {T n+١(y)} طرف از .T (T n(y)) −→ T (u) ،T پیوست طبق همچنین .T n(y) −→ u

باشد. م T اشت ن برای ثابت نقطه ی u لذا .T (u) = u حد تای ی طبق بنابراین است، {T n(y)}

باشیم: داشته r مثبت ثابت و y٠ ∈ Y برای و تام متری فضای (Y, d) کنید فرض .۵.١.١ نتیجه

B = B(y٠, r) = {y ∈ Y |d(y, y٠) < r}.

گاه آن ،d(T (y٠), y٠) < (١ − k)r اگر باشد. انقباض k < ١ مثبت ثابت با T : B −→ Y اشت ن همچنین

دارد. تا ی ثابت نقطه T

T دهیم م نشان .d(T (y٠), y٠) ≤ (١− k)ε < (١− k)r که کنیم م انتخاب طوری را ε < r ثابت برهان:

است. خودش به K = {y ∈ Y |d(y, y٠) ≤ ε} بسته گوی از اشت ن

،y ∈ K برای است، انقباض T اشت ن که این به توجه با

d(T (y), y٠) ≤ d(T (y), T (y٠)) + d(T (y٠), y٠) ≤ kd(y, y٠) + (١− k)ε ≤ kε+ ε− kε = ε.

تام K باشد، م آن بسته زیرمجموعه K و تام متری فضای Y چون .T : K −→ K و T (y) ∈ K بنابراین

است. برقرار م ح ،(۴.١.١) باناخ انقباض اصل به توجه با و است



۶ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

به داد. تغییر توان نم اندک حت را باناخ انقباض اصل در انقباض اشت ن فرض که داد خواهیم نشان اکنون

دیده یریم، ب نظر در را N مانند آن از ای بسته مجموعه زیر ،X تام فضای کل جای به اگر زیر مثال در که طوری

باشد. نم ثابت نقطه دارای اما است انقباض ی T اشت ن که شود م

با [٠,١] بازه روی پیوسته مختلط یا حقیق تواب همه از ل متش X = C([٠,١]) تام متری فضای مثال.

م نظر در زیر صورت به را X از N بسته مجموعه زیر و ∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠,١]} نرم سوپریمم

گیریم:

N = {f ∈ C([٠,١]) : f(١) = ١}.

آن ،T (f)(t) = tf(t) ،[٠,١] در t هر ازای به که یریم ب نظر در قسم به را T : N −→ N اشت ن اگر حال

نیست. ثابت نقطه دارای T همچنین .∥T (f)− T (g)∥∞ < ∥f − g∥∞ ،N در متمایز g fو هر ازای به گاه

اگر حال است. تام متری فضای N لذا باشد، Xم تام متری فضای بسته مجموعه زیر N وضوح به اولا حل:

است، فشرده [٠,١] چون و باشد م C([٠,١]) در | T (f)− T (g) | گاه آن باشند، N در متمایز تاب دو g و f

رو این از کند. م اختیار [٠,١] بازه از t٠ مانند ای نقطه را خود مقدار ماکزیمم | T (f)− T (g) | لذا

∥T (f)− T (g)∥∞ = supt∈[٠,١] | T (f)(t)− T (g)(t) |=| T (f)(t٠)− T (g)(t٠) |

=| t٠f(t٠)− t٠g(t٠) |= t٠ | f(t٠)− g(t٠) | .

،f ̸= g اگر لذا .t٠ < ١ است، [٠,١] بازه در ماکزیمم نقطه t٠ و f(١)− g(١) = ٠ که این از

∥T (f)− T (g)∥∞ <| f(t٠)− g(t٠) |≤ ∥f − g∥∞.

،[٠,١] در t هر ازای به لذا .T (f) = f ،N در fای ازای به باید باشد داشته ثابت نقطه بخواهد T اگر طرف از

در f پیوست فرض با که ،f(١) = ١ طرف از .f(t) = ٠ ،[٠,١) در t هر ازای به جا این از .tf(t) = f(t)

نیست. ثابت نقطه دارای T اشت ن پس است، تناقض



٧ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

مخروط ٢.١

جزئ مرتب رابطه و کرده معرف را باشد م E حقیق باناخ فضای از ای زیرمجموعه که P مخروط بخش، این در

مخروط هر کنیم م اثبات و کرده تعریف را منتظم مخروط و نرمال مخروط ادامه، در کنیم. م تعریف P روی

مخروط ه این و کرد خواهیم بحث نرمال مخروط در نرمال ثابت مورد در ، های مثال ارائه با و است نرمال منتظم،

ندارد. وجود M < ١ نرمال ثابت با نرمال

نامیده مخروط ی P باشد. E از ای مجموعه زیر P و حقیق باناخ فضای E کنید فرض تعریف١.٢.١.

اگر: شود م

P؛ ̸= {٠} و ناته بسته، P الف:

+ax؛ by ∈ P گاه آن ،a, b ≥ ٠ و a, b ∈ R ،x, y ∈ P اگر ب:

.P ∩ −P = {٠} عبارت به .x = ٠ گاه آن ،−x ∈ P و x ∈ P اگر ج:

کنیم. م تعریف زیر صورت به را P روی ≤ رابطه باشد، مخروط ی P ⊂ E اگر

x ≤ y ←→ y − x ∈ P. (١.١)

طرف از .x ̸= y و x ≤ y که بریم م کار به زمان را x < y نماد

x≪ y ←→ y − x ∈ intP. (٢.١)

است: جزئ مرتب ≤ رابطه دهیم م نشان حال است. P درون همان intP که

است. برقرار x ≤ x ،x نقطه هر برای که است واض ،٠ ∈ P چون : بازتاب خاصیت

در سوم خاصیت طبق .−(y − x) = x− y ∈ P و y − x ∈ P گاه آن ،y ≤ x و x ≤ y اگر : تقارن خاصیت

. x = y یعن .y − x = ٠ مخروط، تعریف

مخروط، تعریف در دوم خاصیت طبق .z − y ∈ P و y − x ∈ P گاه آن ،y ≤ z و x ≤ y اگر تعدی: خاصیت

.x ≤ z یعن .z − x ∈ P لذا .(y − x) + (z − y) ∈ P



٨ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

E = R٢ فضای در مبدأ از شروع با خط نیم هر مثال، طور به است. ته ها مخروط برخ درون است ذکر به لازم

بود. خواهد ته آن درون که است مخروط ی

x, y ∈ E هر برای که طوری به باشد داشته وجود M > ٠ اگر شود م نامیده نرمال P مخروط تعریف٢.٢.١.

،٠ ≤ x ≤ y شرط با

∥x∥ ≤M∥y∥.

شود. م نامیده P مخروط نرمال ثابت کند، صدق بالا رابطه در که مثبت عدد ترین کوچ

باشد. را هم آن، در کراندار بالا از صعودی دنباله هر اگر شود م نامیده منتظم P مخروط .٣.٢.١ تعریف

باشیم: داشته y ∈ E مانند عضوی ازای به و باشد P در ای دنباله {xn} اگر درحقیقت،

،x١ ≤ x٢ ≤ . . . ≤ xn ≤ . . . ≤ y

.∥xn − x∥ → ٠ که طوری به باشد موجود x ∈ E گاه آن

باشد. را هم آن، در کراندار پایین از نزول دنباله هر اگر است منتظم P معادل، طور به

است. نرمال مخروط ی منتظم مخروط هر .۴.٢.١ لم

انتخاب طوری را tn, sn ∈ P ،n ≥ ١ هر برای نیست. نرمال که باشد منتظم مخروط P کنید فرض برهان:

نظر در زیر صورت به را yn و xn ،n ≥ ١ هر برای همچنین .n٢∥tn∥ < ∥sn∥ و tn − sn ∈ P که کنیم م

گیریم. م

yn =
tn
∥tn∥

و xn =
sn
∥tn∥

.

،(١.٢.١) مخروط تعریف طبق طرف از

tn − sn ∈ P ⇒ sn ≤ tn ⇒ xn =
sn
∥tn∥

≤ tn
∥tn∥

= yn.
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،n ≥ ١ هر برای همچنین .xn, yn, yn − xn ∈ P مخروط، تعریف (ب) قسمت و xn ≤ yn به توجه با لذا

.n٢ < ∥xn∥ و ∥yn∥ = ١

y ∈ P مانند عضوی باشد)، م P خود در آن حدی (نقطه است بسته P و را هم
∑∞

n=١
١
n٢∥yn∥ سری چون

طرف از .
∑∞

n=١
١
n٢yn = y که طوری به دارد وجود

٠ ≤ x١ ≤ x١ +
١
٢٢x٢ ≤ x١ +

١
٢٢x٢ +

١
٣٢x

٣ ≤ . . . ≤ y.

n٢ < ∥xn∥ با این و limn→∞
∥xn∥
n٢ = ٠ لذا راست. هم

∑∞
n=١

١
n٢xn ،P مخروط بودن منتظم دلیل به بنابراین

باشد. م برقرار م ح نتیجه در است. متناقض

ندارد. وجود M < ١ نرمال ثابت با نرمال مخروط .۵.٢.١ لم

ناصفر عنصر گیریم. م نظر در M < ١ نرمال ثابت با نرمال مخروط را P ⊆ E و E حقیق باناخ فضای برهان:

،(١.٢.١) مخروط تعریف طبق همچنین کنیم. م انتخاب M < ١ − ϵ شرط با را ٠ < ϵ < ١ و x ∈ P

،P بودن نرمال به توجه با لذا .(١− ϵ)x ≤ x

∥(١− ϵ)x∥ = (١− ϵ)∥x∥ ≤M∥x∥. (٣.١)

متناقض (٣.١) رابطه با که ،M∥x∥ < (١− ϵ)∥x∥ بود، شده Mانتخاب < ١− ϵ که این به توجه با طرف از

ندارد. وجود M < ١ نرمال ثابت با نرمال مخروط لذا است.

و ∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠,١]} نرم سوپریمم با E = C ([٠,١] ) باناخ فضای کنید فرض مثال.

است. M = ١ نرمال ثابت با نرمال مخروط P دهیم م نشان باشیم. داشته را P = {f ∈ E : f ≥ ٠} مخروط

،x ∈ [٠,١] هر برای بنابراین .٠ ≤ f ≤ g که گیریم م نظر در طوری را f, g ∈ P تواب

f(x) ≤ g(x) ≤ supx∈[٠,١]|g(x)| = ∥g∥∞.

لذا



١٠ مقدمات تعاریف و پیشینه .١ فصل

supx∈[٠,١]|f(x)| ≤ ∥g∥∞.

م ١ ،M مثبت مقدار ترین کوچ بنابراین ،M ≥ ١ همواره چون قبل، لم به توجه با .∥f∥∞ ≤ ∥g∥∞ بنابراین

.M = ١ لذا باشد.

دارد. وجود M > k نرمال ثابت با نرمال مخروط ،k > ١ هر برای .۶.٢.١ گزاره

ضابطه با f : [١ − ١
k
,١] −→ R تواب تمام از ل متش حقیق برداری فضای E و k > ١ کنید فرض برهان:

نرم سوپریمم با را E حقیق باناخ فضای .E = {ax + b|a, b ∈ R} صورت این در باشد. f(x) = ax + b

را E مجموعه زیر P = {ax + b | a ≤ ٠, b ≥ ٠} مخروط و ∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [١ − ١
k
,١]}

دنباله هر باید منتظم، مخروط تعریف به توجه با است. نرمال لذا و منتظم P دهیم م نشان ابتدا گیریم. م نظر در

کراندار بالا از که گیریم م نظر در را P در {anx+ bn} صعودی دنباله باشد. را هم کراندار، بالا از صعودی

که طوری به دارد وجود cx+ d ∈ E عنصر پس است،

a١x+ b١ ≤ a٢x+ b٢ ≤ · · · ≤ anx+ bn ≤ · · · ≤ cx+ d. (۴.١)

،(١.١) ترتیب رابطه طبق لذا ،an−١x+ bn−١ ≤ anx+ bn ،(۴.١) رابطه به توجه با بنابراین

(an − an−١)x+ (bn − bn−١) ∈ P

دو {bn} و {an} پس .an ≤ an−١ و bn ≥ bn−١ ،P = {ax + b | a ≤ ٠, b ≥ ٠} تعریف به توجه با لذا

که طوری به هستند R در دنباله

b١ ≤ b٢ ≤ · · · ≤ d و a١ ≥ a٢ ≥ · · · ≥ c.

را هم {bn} و {an}پس راست. هم کراندار، پایین از نزول دنباله هر و کراندار بالا از صعودی دنباله هر دانیم م

،P شده تعریف مخروط طبق همچنین .bn −→ b و an −→ a که طوری به a, b ∈ R دارند وجود لذا هستند.

صعودی دنباله بنابراین گیریم). م نظر در را ∥.∥∞ نرم جا این (در anx+bn −→ ax+b طرف از .ax+b ∈ P
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طبق پس باشد. م نیز نرمال P مخروط ،(۴.٢.١) لم به توجه با است. منتظم P مخروط و را هم {anx+ bn}

.∥g∥∞ ≤M∥f∥∞ ،٠ ≤ g ≤ f که f, g ∈ E هر برای که طوری به M ≥ ١ دارد وجود ،(۵.٢.١) لم

که کنیم م ملاحظه باشد، g(x) = k و f(x) = −kx+ k اگر .M > k دهیم م نشان حال

f, g, f − g ∈ P.

چون .∥g∥∞ = k طرف از .∥g∥∞ ≤M∥f∥∞ لذا .g ≤ f ،(١.١) ترتیب رابطه طبق پس ،f − g ∈ P چون

لذا است، نزول f تاب

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [١− ١
k
,١]} = −k(١− ١

k
) + k = ١.

.k ≤M ،∥g∥∞ ≤M∥f∥∞ به توجه با بنابراین

طرف از .∥g∥∞ = k همچنین ،f, g, f − g ∈ P گاه آن ،g(x) = k و f(x) = −(k+ ١
k
)x+ k اگر طرف از

لذا است، نزول f تاب چون

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [١− ١
k
,١]} = −(k +

١
k
)(١− ١

k
) + k = ١− ١

k
+

١
k٢

.

پس .k∥f∥∞ < ∥g∥∞ و ∥g∥∞ ≤ M∥f∥∞ اما .k = ∥g∥∞ > k∥f∥∞ = k +
١
k
− ١ بنابراین

.M > k لذا .k∥f∥∞ < M∥f∥∞

دارد. وجود نیز نرمال غیر مخروط دهیم م نشان مثال ارائه با جا این در هستند. نرمال ها، مخروط بیشتر

P = {f ∈ E : f ≥ ٠} و ∥f∥ = ∥f∥∞+∥f ′∥∞ نرم با E = C٢
R ([٠,١] ) باناخ فضای فرضکنیم مثال.

است. نرمال غیر مخروط P دهیم م نشان باشد. E در مخروط

.٠ ≤ g ≤ f لذا ،x ∈ [٠,١] که این به توجه با گیریم. م نظر در را g(x) = x٢k و f(x) = x ،k ≥ ١ برای

،∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠,١]} به توجه با طرف از
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∥f∥ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ = ∥x∥∞ + ∥١∥∞ = ١+ ١ = ٢,

∥g∥ = ∥g∥∞ + ∥g′∥∞ = ∥x٢k∥∞ + ∥٢kx٢k−١∥∞ = ٢k + ١.

باشد. م نرمال غیر مخروط P لذا .k∥f∥ < ∥g∥ بنابراین .٢k < ٢k + ١ ،k ≥ ١ چون



٢ فصل

مخروط متری فضای

١٣
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بودن متری آیا که این است. داده اختصاص خود به متری فضای مطالعه در خاص اه جای ثابت نقطه قضیه

خود به را ریاضیدانان از خیل که بود مهم سوالات از ی خیر؟، یا باشد م کاف ثابت نقطه قضیه برای فضا

این به مخروط متری فضای مفهوم معرف با [۵] در H. Long-Guang و Z. Xian بالاخره بود. کرده مشغول

قرار بررس مورد را آن بعد فصل در که کردند اثبات فضا این در را ثابت نقطه قضیه ها آن دادند. منف پاس سوال

داد. خواهیم

با و است متری فضای از تعمیم که کرد خواهیم تعریف را (X, d) مخروط متری فضای ابتدا فصل، این در

فضای مفهوم های مثال ارائه با همچنین آید. م بدست مرتب حقیق اعداد جای به حقیق باناخ فضای زین جای

بیان را متعددی های لم و کرده تعریف را فضا این در رای هم ادامه، در دهیم. م نشان بهتر را مخروط متری

نماییم. م اثبات و

مخروط متری فضای ١.٢

متری فضای ، متری فضای در مرتب حقیق اعداد جای به حقیق باناخ فضای زین جای با بخش، این در

بیان تر واض را متری فضای با مخروط متری فضای تفاوت های مثال ارائه با و شود م تعریف مخروط

کنیم. م

P روی جزئ مرتب رابطه را ≤ و intP ̸= ∅ شرط با E در مخروط را P ، حقیق باناخ فضای را E پس این از

گیریم. م نظر در

زیر شرایط d : X ×X −→ E اشت ن و حقیق باناخ فضای E ، ناته مجموعه ی X اگر تعریف١.١.٢.

باشد: داشته را

x؛ = y ←→ d(x, y) = ٠ و d(x, y) ≥ ٠ ،x, y ∈ X هر برای الف:

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر برای ب:

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) ،x, y, z ∈ X هر برای : ج
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شود. م نامیده مخروط متری فضای (X, d) و X روی مخروط متر ی d گاه آن

ضابطه با d : X ×X −→ E و X = R ،P = {(x, y) ∈ E|x, y ≥ ٠} ،E = R٢ کنید فرض مثال.

d(x, y) = (| x− y |, α | x− y |), α ≥ ٠,

.d(x, y) ≥ ٠ لذا .d(x, y) ∈ P ،P مخروط به توجه با هستند، مثبت α | x−y | و | x−y | چون شود. تعریف

.x = y پس .α | x− y |= ٠ و | x− y |= ٠ گاه آن ،d(x, y) = (| x− y |, α | x− y |) = (٠,٠) اگر

است. برقرار مثلث نامساوی که داد نشان توان م راحت به .d(x, y) = d(y, x) لذا | x− y |=| y − x | چون

باشد. م مخروط متری فضای ی (X, d) بنابراین

مخروط متری فضای ، متری فضای در R جای به حقیق باناخ فضای زین جای با کردید مشاهده که طور همان

صورت به d متر که این از بعد، مثال در باشد. م E در برداری ه بل نیست حقیق عدد d(x, y) لذا شد. تعریف

باشد. م واض کاملا مطلب این است شده تعریف نقطه

ضابطه با d : X ×X −→ E اشت ن و X = N ،P = {(x, y) ∈ E|x, y ≥ ٠} ،E = R٢ اگر مثال.

d(x, y) =


(٠,٠) x = y
(٣,٩) x, y ∈ {١,٢}, x ̸= y
(١,٣) o.w

آن در مثلث نامساوی یعن سوم خاصیت زیرا نیست، مخروط متری فضای ی (X, d) گاه آن شود، تعریف

نوشت توان م ،(٣,٩)− (٢,۶) = (١,٣) ∈ P که این به توجه با حقیقت در باشد، نم برقرار

(٣,٩) = d(١,٢) > d(١,٣) + d(٣,٢) = (١,٣) + (١,٣) = (٢,۶).

کاملا را d(x, y) بودن برداری و است شده تعریف نقطه صورت به d ضابطه که کردید مشاهده مثال این در

نداشت. را مخروط متر ی برای لازم شرط d اشت ن ،> ترتیب رابطه وجود با طرف از دهد. م نشان
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در را ∥{xn}∥ =
∑∞

n=١ | xn | نرم با E = l١ = {{xn}∞n=١|xn ∈ R,
∑∞

n=١ | xn |<∞} فضای مثال.

d : X×X اشت→− ن و متری فضای (X, ρ) ،P = {{xn} ∈ E|∀n, xn ≥ ٠} فرضکنید گیریم. م نظر

شود. تعریف d(x, y) = {ρ(x, y)
٢n } صورت به ،n ≥ ١ برای E

است: مخروط متری فضای (X, d) دهیم م نشان

مخروط تعریف به توجه با پس .ρ(x, y)
٢n ≥ ٠ لذا .ρ(x, y) ≥ ٠ پس است، متری فضای ی (X, ρ) فضای

.d(x, y) = d(y, x) بنابراین ،ρ(x, y) = ρ(y, x) همچنین .d(x, y) ≥ ٠ لذا ،{ρ(x, y)
٢n } ∈ P مثال، این در

داریم، x, y, z ∈ X برای لذا است، برقرار ρ متر برای متری فضای در مثلث نامساوی خاصیت چون

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

است. مخروط متری فضای (X, d) پس

مخروط متری فضای در رای هم ٢.٢

نماییم. م اثبات و بیان را متعددی های لم و کرده تعریف را مخروط متری فضای در رای هم بخش، این در

گرفته نظر در X در ای دنباله {xn} و باشد مخروط متری فضای ی (X, d) کنید فرض .١.٢.٢ تعریف

باشد داشته وجود ،٠ ≪ c که c ∈ E هر برای هرگاه راست هم x به {xn} دنباله گوییم صورت این در شود.

.limn→∞xn = x یا xn −→ x(n→∞) عبارت به .d(xn, x)≪ c ،n > N هر برای که طوری به N ∈ N

{xn} و M نرمال ثابت با نرمال را P مخروط باشد. مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .٢.٢.٢ لم

اگر فقط و اگر راست هم x به {xn} دنباله گوییم م صورت این در گیریم. م نظر در X در ای دنباله را

.(n→∞)d(xn, x) −→ ٠

٠≪ c شرایط با را c ∈ E ، شده داده ε > ٠ هر برای صورت این در باشد. را هم x به {xn} کنید فرض برهان:

،n > N هر برای که طوری به ای N دارد وجود ،{xn} رای هم علت به کنیم. م انتخاب M∥c∥ < ε و
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.d(xn, x) −→ ٠ لذا .∥d(xn, x)∥ ≤M∥c∥ < ε ،n > N برای ،P بودن نرمال به توجه با .d(xn, x)≪ c

که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ ،٠ ≪ c شرط با c ∈ E هر برای .d(xn, x) −→ ٠ کنید فرض س، برع

این برای لذا ،d(xn, x) ∈ E که این به توجه با .c− y ∈ intP باشیم داشته ∥y∥ < δ شرط با y ∈ E هر برای

.c−d(xn, x) ∈ intP باشیم داشته ∥d(xn, x)∥ < δ شرط با n > N هر برای که طوری به Nای دارد وجود ،δ

.xn −→ x ،(١.٢.٢) رای هم تعریف طبق و d(xn, x)≪ c ،(٢.١) ترتیب رابطه به توجه با

c ∈ E هر برای اگر باشد. X در ای دنباله {xn} و مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض تعریف٣.٢.٢.

کش دنباله {xn} گاه آن ،d(xn, xm) ≪ c ،n,m > N هر برای که ای N باشد داشته وجود ،٠ ≪ c شرط با

شود. م نامیده X در

متری Xفضای گاه آن باشد، را Xهم در کش دنباله هر و مخروط متری فضای (X, d) اگر تعریف٢.٢.۴.

شود. م نامیده تام مخروط

در ای دنباله {xn} Mو نرمال ثابت با نرمال مخروط P ، مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .۵.٢.٢ لم

.(n,m→∞)d(xn, xm) −→ ٠ اگر فقط و اگر است کش {xn} دنباله باشد. X

و M∥c∥ < ε شرایط با را c ∈ E ،ε > ٠ حقیق عدد هر برای باشد. کش دنباله {xn} کنید فرض ابتدا برهان:

هر برای که طوری به ای N دارد وجود پس است، کش دنباله {xn} که این به توجه با کنیم. م انتخاب ٠≪ c

∥d(xn, xm)∥ ≤M∥c∥ < ε. ،n,m > N برای ،P بودن نرمال به توجه با پس .d(xn, xm)≪ c ،n,m > N

.d(xn, xm) −→ ٠(n,m→∞) لذا

طوری را δ > ٠ ،٠ ≪ c شرط با c ∈ E هر برای .d(xn, xm) −→ ٠(n,m → ∞) کنید فرض س، ع بر

،d(xn, xm) ∈ E چون .c − y ∈ intP باشیم داشته ،∥y∥ < δ شرط با y ∈ E هر برای که کنیم م انتخاب

باشیم داشته ،∥d(xn, xm)∥ < δ شرط با n,m > N هر برای که طوری به ای N دارد وجود ،δ این برای لذا

تعریف به توجه با پس .d(xn, xm) ≪ c ،(٢.١ ) ترتیب رابطه به توجه با لذا .c − d(xn, xm) ∈ intP



١٨ مخروط متری فضای .٢ فصل

است. X در کش دنباله {xn} ،(٣.٢.٢)

دو {ym} و {xn} ،M نرمال ثابت با نرمال مخروط P ، مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .۶.٢.٢ لم

.d(xn, ym) −→ d(x, y) گاه آن ،xn −→ x و ym −→ y ،(n,m→∞) اگر باشند. X در دنباله

کنیم. م انتخاب ∥c∥ < ε

۴M + ٢
و ٠ ≪ c شرایط با را c ∈ E باشد. شده داده ε > ٠ کنید فرض برهان:

،n,m > N هر برای که طوری به ای N دارد وجود پس ،xn −→ x و ym −→ y چون

d(xn, x)≪ c و d(ym, y)≪ c.

،(١.٢.١) تعریف به توجه با بنابراین

d(xn, ym) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(ym, y)≪ d(x, y) + ٢c. (١.٢)

و

d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(xn, ym) + d(ym, y)≪ d(xn, ym) + ٢c. (٢.٢)

،(٢.٢) و (١.٢) روابط به توجه با

٠ ≤ d(x, y) + ٢c− d(xn, ym) ≤ ٢c+ ٢c+ d(xn, ym)− d(xn, ym) = ۴c.

مخروط، بودن نرمال به توجه با طرف از

∥d(xn, ym)− d(x, y)∥ ≤ ∥d(x, y)− d(xn, ym) + ٢c∥+ ∥٢c∥

≤ ۴M∥c∥+ ٢∥c∥ = (۴M + ٢)∥c∥ < ε.

.d(xn, ym) −→ d(x, y) لذا

داشته وجود ،X در {xn} دنباله هر برای اگر باشد. مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض تعریف٧.٢.٢.

ای دنباله فشرده مخروط متری فضای X گاه آن باشد، را هم X در {xni
} که طوری به ،{xni

} زیردنباله باشد

شود. م نامیده



٣ فصل

انقباض اشتهای ن ثابت نقطه قضایای بررس

١٩



٢٠ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

بخش در شد. خواهد بررس انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای [١,۵,١٠] به توجه با فصل، این در

در ثابت نقطه قضایای از تعمیم که شد خواهد اثبات و بررس (X, d) مخروط متری فضای در قضایا این اول،

معرف (۴.١.١) باناخ انقباض اصل نام با متری فضای در چه آن با قضایا این تفاوت باشد. م متری فضای

است. تأمل قابل شد،

شد. خواهد ارائه مستطیل مخروط متری فضای در انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای دوم، بخش در

متری فضای در انقباض های اشت ن ثابت نقطه وجود بررس ١.٣
مخروط

این در شود. م اثبات و بیان مخروط متری فضای در انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بخش، این در

از بعض انتها، در شود. م اثبات مختلف شرایط داشتن با T اشت ن برای ثابت، نقطه تای ی و وجود قضایا

گردد. م ارائه واحد قضیه ی صورت به شده مطرح قضایای

اگر باشد. M نرمال ثابت با نرمال مخروط P و تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .١.١.٣ قضیه

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X

،d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), x, y ∈ X,

ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈ [٠,١) که طوری به باشد،

راست. هم T اشت ن

انتخاب با .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠



٢١ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

داریم: T اشت ن انقباض شرط به توجه با و

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ kd(xn, xn−١) = kd(Txn−١ , Txn−٢)

≤ k٢d(xn−١, xn−٢)

...

≤ knd(x١, x٠).

،n > m برای لذا

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ kn−١d(x١, x٠) + kn−٢d(x١, x٠) + . . .+ kmd(x١, x٠)

= (kn−١ + kn−٢ + . . .+ km)d(x١, x٠)

≤ km

١− k
d(x١, x٠).

بنابراین

d(xn, xm) ≤
km

١− k
d(x١, x٠).

،P مخروط بودن نرمال به توجه با لذا

∥d(xn, xm)∥ ≤M
km

١− k
∥d(x١, x٠)∥.

بنابراین کند. م میل صفر به بالا رابطه راست سمت ،k ∈ [٠,١) چون ،n,m→∞ اگر

(n,m→∞) d(xn, xm) −→ ٠.

هر تام فضای در و تام مخروط متری فضای X چون است. کش دنباله {xn} ،(۵.٢.٢) لم به توجه با پس

طرف از باشد. م را هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود لذا راست، هم کش دنباله



٢٢ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗) ≤ kd(xn, x

∗) + d(xn+١, x
∗).

است، M نرمال ثابت با نرمال مخروط P که این به توجه با

∥d(Tx∗ , x∗)∥ ≤M∥kd(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)∥ ≤M(k∥d(xn, x
∗)∥+ ∥d(xn+١, x

∗)∥).

،(٢.٢.٢) لم طبق پس .xn −→ x∗(n→∞) طرف از

∥d(xn, x
∗)∥ −→ ٠ و ∥d(xn+١, x

∗)∥ −→ ٠.

باشد. م T اشت ن ثابت نقطه x∗ و Tx∗ = x∗ لذا .∥d(Tx∗ , x∗)∥ = ٠ بنابراین

رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه کنید فرض حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه در .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این

برای باشد. M نرمال ثابت با نرمال مخروط P و تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .٢.١.٣ نتیجه

کنیم: م تعریف x٠ ∈ X و ٠≪ c شرط با c ∈ E

B = B(x٠, c) = {x ∈ X|d(x٠, x) ≤ c} .

صدق d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) شرط در k ∈ [٠,١) و x, y ∈ B(x٠, c) برای T : X −→ X اشت ن اگر

دارد. B(x٠, c) در تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، برقرار d(Tx٠ , x٠) ≤ (١− k)c نامساوی همچنین و نماید

.Tx ∈ B(x٠, c) ،x ∈ B(x٠, c) هر برای و است تام B کنیم ثابت کافیست ،(١.١.٣) قضیه به توجه با برهان:

متری فضای X چون است. X در کش دنباله ی {xn} لذا باشد، B(x٠, c) در کش دنباله {xn} کنید فرض

.xn −→ x(n→∞) که طوری به x ∈ X دارد پسوجود راست، هم تام فضای در کش دنباله هر و تام مخروط

،xn ∈ B که این به توجه با



٢٣ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

d(x٠, x) ≤ d(xn, x٠) + d(xn, x)≪ d(xn, x) + c.

،(١.٢.٢) رای هم تعریف طبق لذا .d(xn, x) −→ ٠ ،(٢.٢.٢) لم طبق بنابراین ،xn −→ x همچنین

و باشد م B(x٠, c) داخل x حدی نقطه یعن .x ∈ B = B(x٠, c) ،B تعریف به توجه با .d(x٠, x) ≪ c

،x ∈ B(x٠, c) هر برای طرف از است. تام B(x٠, c)

d(x٠, Tx) ≤ d(Tx٠ , x٠) + d(Tx٠ , Tx) ≤ (١− k)c+ kd(x٠, x) ≤ (١− k)c+ kc = c.

دارد. B در تای ی ثابت نقطه T و برقرار م ح قبل، قضیه طبق .Tx ∈ B(x٠, c) بنابراین

اشت ن و M نرمال ثابت با نرمال مخروط P تام، مخروط متری فضای (X, d) اگر .٣.١.٣ نتیجه

شرط با ،x, y ∈ X هر برای و n مثبت صحی عدد برای T : X −→ X

d(T n
x , T

n
y ) ≤ kd(x, y), k ∈ [٠,١) ,

دارد. X در تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، انقباض

طرف از .T n
x∗ = x∗ یعن دارد، x∗ مانند تای ی ثابت نقطه T n اشت ن ،(١.١.٣) قضیه طبق برهان:

T n(Tx∗) = T (T n
x∗) = Tx∗ .

ثابت نقطه x∗ شود م مشاهده .Tx∗ = x∗ پس دارد تا ی ثابت نقطه T n چون است. T n برای ثابت نقطه Tx∗ لذا

ثابت نقطه ی فقط T لذا باشد، م T n برای ثابت ای نقطه ،T ثابت نقطه هر که این دلیل به است. T اشت ن

دارد.

است. شده داده نشان (X, d) مخروط متری فضای در T اشت ن برای تای ی ثابت نقطه وجود زیر، مثال در

به آن از ای مجموعه زیر ،E = R٢ که طوری به باشد، تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض مثال.

و P = {(x, y)|x, y ≥ ٠} صورت



٢۴ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

X = {(x,٠) ∈ E|٠ ≤ x ≤ ١} ∪ {(٠, x) ∈ E|٠ ≤ x ≤ ١}.

ضابطه با d : X ×X −→ E اشت ن اگر

d((x,٠), (y,٠)) = (
۴
٣
| x− y |, | x− y |),

d((٠, x), (٠, y)) = (| x− y |, ٢
٣
| x− y |),

d((x,٠), (٠, y)) = d((٠, y), (x,٠)) = (
۴
٣
x+ y, x+

٢
٣
y),

an کنید فرض است. مخروط متری فضای (X, d) ،(١.١.٢) تعریف شرایط بررس با گاه آن شود، تعریف

(٠, yn) و (xn,٠) از ترکیب صورت به یا و an = (٠, yn) ،an = (xn,٠)صورت به که باشد X در کش دنباله

،a ∈ R٢ دارد وجود باشد، م تام R٢ چون و است E = R٢ عضو باشد، که صورت هر به an دنباله لذا هاست.

است. تام لذا و بسته X دهیم م نشان این راست. هم آن به an که طوری به

داریم: را زیر حالت سه صورت این در .an −→ a کنید فرض

(xn,٠) −→ (x,٠) (١

(٠, yn) −→ (٠, y) (٢

ند. می میل (٠,٠) به که (xn,٠) و (٠, yn) از ترکیب (٣

است. بسته X لذا باشد، م X از عضوی (٠,٠) و (٠, y) ،(x,٠) حالت سه هر که

ضابطه با را T اشت ن حال

T ((٠, x)) = (
١
٢
x,٠) و T ((x,٠)) = (٠, x)

ثابت با انقباض اشت ن ی T داد نشان توان م کننده خسته کم محاسبات با اما راحت به گیریم. م نظر در

تای ی ثابت نقطه T ،(١.١.٣) قضیه طبق است، تام مخروط متری فضای (X, d) چون است. k =
٣
۴
انقباض

معادلات به توجه با لذا دارد.



٢۵ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

T ((٠, x)) = (٠, x) = (
١
٢
x,٠) و T ((x,٠)) = (x,٠) = (٠, x)

است. X در T اشت ن برای تای ی ثابت نقطه (٠,٠) که است واض

اشت ن اگر باشد. منتظم مخروط P و ای دنباله فشرده مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .۴.١.٣ قضیه

که طوری به انقباض اشت ن T : X −→ X

d(Tx, Ty) < d(x, y), x, y ∈ X, x ̸= y,

دارد. X در تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، مفروض

کنید فرض همچنین .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠ .

اثبات پس بود. خواهد T برای ثابت نقطه xn گاه آن ،xn = xn+١ ،n ی لااقل ازای به اگر صورت این در

است. تمام

گاه آن گیریم. م نظر در را dn = d(xn, xn+١) صورت این در .xn ̸= xn+١ ،n هر برای کنید فرض حال

dn+١ = d(xn+١, xn+٢) = d(Txn , Txn+١) < d(xn, xn+١) = dn.

مخروط تعریف به توجه با لذا است، منتظم P مخروط است. صفر به کراندار پایین از و نزول دنباله dn پس

ای دنباله فشردگ تعریف طبق .dn −→ d∗(n → ∞) که طوری به دارد وجود d∗ ∈ E ،(٣.٢.١) منتظم

برای طرف از .xni
−→ x∗(i→∞) که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X و {xn} از {xni

} دنباله زیر ،(٧.٢.٢)

است. نرمال منتظم مخروط هر ،(۴.٢.١) قضیه به توجه با .d(Txni
, Tx∗) ≤ d(xni

, x∗) داریم i = ١,٢,٣, . . .

لذا باشد، م M نرمال ثابت با نرمال مخروط P پس

∥d(Txni
, Tx∗)∥ ≤M∥d(xni

, x∗)∥.



٢۶ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

لذا .∥d(Txni
, Tx∗)∥ −→ ٠ بنابراین .∥d(xni

, x∗)∥ −→ ٠ ،(٢.٢.٢) لم به توجه با پس ،xni
−→ x∗چون

،(۶.٢.٢) لم طبق .T ٢
xi
−→ T ٢

x∗(i→∞) مشابه طور به .Txni
−→ Tx∗(i→∞) ،(٢.٢.٢) لم به توجه با

d(Txni
, xni

) −→ d(Tx∗ , x∗),

d(T ٢
xni

, Txni
) −→ d(T ٢

x∗ , Tx∗).

که است واض

d(Txni
, xni

) = dni
−→ d∗ = d(Tx∗ , x∗) (i→∞).

لذا .d∗ ̸= ٠ بنابراین ،Tx∗ ̸= x∗ کنیم فرض .Tx∗ = x∗ کنیم م ثابت حال

d∗ = d(Tx∗ , x∗) > d(T ٢
x∗ , Tx∗) = limi→∞d(T ٢

xni
, Txni

) = limi→∞d(Txni+١ , xni+١)

= limi→∞dni+١ = d∗.

باشد. م T اشت ن ثابت نقطه x∗ بنابراین .Tx∗ = x∗ پس است. تناقض این که

رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه کنید فرض حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه در .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این که

باشد. M نرمال ثابت با نرمال مخروط P و تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .۵.١.٣ قضیه

انقباض شرط با T : X −→ X اشت ن اگر

،d(Tx, Ty) ≤ k(d(Tx, x) + d(Ty, y)), ∀x, y ∈ X, k ∈
[
٠, ١٢

)
,

ثابت نقطه همان به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد X در تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، مفروض

راست. هم

انتخاب با .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:
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x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم: T اشت ن انقباض شرط به توجه با

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ k
(
d(Txn , xn) + d(Txn−١ , xn−١)

)
= k (d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)) .

بنابراین

d(xn+١, xn)(١− k) ≤ kd(xn, xn−١).

،h =
k

١− k
گرفتن نظر در با نهایت در

d(xn+١, xn) ≤
k

١− k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١).

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ hd(xn−١, xn−٢) + hd(xn−٢, xn−٣) + . . .+ hd(xm, xm−١)

≤ h٢d(xn−٢, xn−٣) + h٢d(xn−٣, xn−۴) + . . .+ h٢d(xm−١, xm−٢)

...

≤ hn−١d(x١, x٠) + hn−٢d(x١, x٠) + . . .+ hmd(x١, x٠)

= (hn−١ + hn−٢ + . . .+ hm)d(x١, x٠)

≤ hm

١− h
d(x١, x٠)

است، نرمال P چون



٢٨ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

∥d(xn, xm)∥ ≤M
hm

١− h
∥d(x١, x٠)∥.

بنابراین کند. م میل صفر به بالا رابطه راست سمت گاه آن ،h ∈ [٠,١) چون ،(n,m→∞) اگر

(n,m→∞) d(xn, xm) −→ ٠.

راست، هم کش دنباله هر تام فضای در و تام Xفضای چون است. کش دنباله {xn} ،(۵.٢.٢) لم به توجه با لذا

راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود پس

طرف از

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗) ≤ k (d(Txn , xn) + d(Tx∗ , x∗)) + d(xn+١, x

∗).

لذا

d(Tx∗ , x∗)− kd(Tx∗ , x∗) ≤ kd(Txn , xn) + d(xn+١, x
∗).

درنهایت

d(Tx∗ , x∗) ≤ ١
١− k

(kd(Txn , xn) + d(xn+١, x
∗)) .

است، نرمال مخروط P که این به توجه با

∥d(Tx∗ , x∗)∥ ≤M
١

١− k
(k∥d(xn+١, xn)∥+ ∥d(xn+١, x

∗)∥) .

و کند م میل صفر به نامساوی راست سمت پس .∥d(xn+١, x
∗)∥ −→ ٠ لذا ،xn −→ x∗(n→∞) طرف از

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ و Tx∗ = x∗ بنابراین .∥d(Tx∗ , x∗)∥ = ٠

گاه آن باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ k (d(Tx∗ , x∗) + d(Ty∗ , y
∗)) .



٢٩ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

در .x∗ = y∗ و d(x∗, y∗) = ٠ بنابراین است، صفر نامساوی راست سمت ،Ty∗ = y∗ و Tx∗ = x∗ چون

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه

باشد. M نرمال ثابت با نرمال مخروط P و تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .۶.١.٣ قضیه

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X اگر

d(Tx, Ty) ≤ k(d(Tx, y) + d(Ty, x)), x, y ∈ X,

همان به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد X در تای ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈

[
٠, ١٢

)
که طوری به باشد

راست. هم ثابت نقطه

انتخاب با .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم:

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ k
(
d(Txn , xn−١) + d(Txn−١ , xn)

)
= k

(
d(Txn , Txn−٢) + d(xn, xn)

)
= kd(Txn , Txn−٢)

≤ k
(
d(Txn , xn) + d(xn, Txn−٢)

)
= k (d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)) .

بنابراین

d(xn+١, xn)− kd(xn+١, xn) ≤ kd(xn, xn−١).

،h =
k

١− k
گرفتن نظر در با نهایت در

d(xn+١, xn) ≤
k

١− k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١).



٣٠ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ hd(xn−١, xn−٢) + hd(xn−٢, xn−٣) + . . .+ hd(xm, xm−١)

...

≤ (hn−١ + hn−٢ + . . .+ hm)d(x١, x٠)

≤ hm

١− h
d(x١, x٠).

است، نرمال مخروط P چون

∥d(xn, xm)∥ ≤M
hm

١− h
∥d(x١, x٠)∥.

لذا کند. م میل صفر به نامساوی راست سمت گاه آن ،h ∈ [٠,١) چون ،(n,m→∞) اگر

(n,m→∞) d(xn, xm) −→ ٠.

کش دنباله هر تام فضای در و تام فضای X چون است. کش دنباله {xn} ،(۵.٢.٢) لم به توجه با پس

طرف از راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود پس راست، هم

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗)

≤ k(d(Tx∗ , xn) + d(Txn , x
∗)) + d(xn+١, x

∗)

≤ k(d(Tx∗ , x∗) + d(x∗, xn) + d(xn+١, x
∗)) + d(xn+١, x

∗).

لذا

d(Tx∗ , x∗) ≤ ١
١− k

(k(d(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)) + d(xn+١, x
∗)) .



٣١ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

است، نرمال مخروط P که این به توجه با

∥d(Tx∗ , x∗)∥ ≤M
١

١− k
(k(∥d(xn, x

∗)∥+ ∥d(xn+١, x
∗)∥) + ∥d(xn+١, x

∗)∥) .

راست سمت پس .∥d(xn+١, x
∗)∥ −→ ٠ و ∥d(xn, x

∗)∥ −→ ٠ لذا ،xn −→ x∗(n → ∞) طرف از

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ و Tx∗ = x∗ بنابراین .∥d(Tx∗ , x∗)∥ = ٠ و کند م میل صفر به نامساوی

رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه کنید فرض حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗)

≤ k(d(Tx∗ , y∗) + d(Ty∗ , x
∗))

= k(d(x∗, y∗) + d(y∗, x∗))

= ٢kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه یعن ،x∗ = y∗ نتیجه در است. تناقض این که

متری فضای به متری فضای در ثابت نقطه قضایای از تعمیم که شده بیان قضایای از بعض ادامه، در

ی بودن نرمال شرط دهد م نشان که شوند م اثبات P مخروط بودن نرمال گرفتن نظر در بدون است، مخروط

باشد. نم ثابت نقطه قضایای اثبات در اساس شرط

با انقباض اشت ن T : X −→ X اگر باشد. تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .٧.١.٣ قضیه

شرط

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), x, y ∈ X, k ∈ [٠,١) ,

راست. هم T اشت ن ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد،

انتخاب با n ≥ ١ برای .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:



٣٢ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم:

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ kd(xn, xn−١) ≤ k٢d(xn−١, xn−٢) ≤ . . . ≤ knd(x١, x٠).

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ kn−١d(x١, x٠) + kn−٢d(x١, x٠) + . . .+ kmd(x١, x٠)

= (kn−١ + kn−٢ + . . .+ km)d(x١, x٠)

≤ km

١− k
d(x١, x٠).

آن در که c+Nδ(٠) ⊆ P که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت

Nδ(٠) = {y ∈ E, ∥ y ∥< δ} .

برای بنابراین . km

١− k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(٠) ،m > N١ برای که کنیم م انتخاب طوری را N١ طبیع عدد

،n > m برای و km

١− k
d(x١, x٠)≪ c ،m > N١

d(xn, xm) ≤
km

١− k
d(x١, x٠)≪ c.

در کش دنباله هر است، تام فضای X چون باشد. م (X, d) در کش دنباله {xn} ،(٣.٢.٢) تعریف طبق لذا

رای هم تعریف به توجه با لذا راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود پس راست. هم آن

هر برای بنابراین .d(xn, x
∗)≪ c

٢
،n > N٢ هر برای که کنیم م انتخاب طوری را N٢ طبیع عدد ،(١.٢.٢)



٣٣ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،n > N٢

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗)

≤ kd(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)

≤ d(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)

≪ c

٢
+

c

٢
= c.

،m ≥ برای١ ،(٢.١) رابطه طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗)≪ c

m
لذا ، c

m
∈ intP ،m ≥ برای١ که این به توجه با

است)، P خود در آن حدی نقطه ) است بسته P و c

m
−→ ٠ (m → ∞) چون . c

m
− d(Tx∗ , x∗) ∈ P

Tx∗ = x∗ لذا .d(Tx∗ , x∗) = ٠ مخروط، تعریف طبق بنابراین ،d(Tx∗ , x∗) ∈ P طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ و

گاه آن باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه در .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این

و n مثبت صحی عدد برای T : X −→ X اشت ن و تام مخروط متری فضای (X, d) اگر .٨.١.٣ نتیجه

شرط با ،x, y ∈ X هر برای

d(T n
x , T

n
y ) ≤ kd(x, y), k ∈ [٠,١) ,

دارد. X در تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، انقباض

طرف از .T n
x∗ = x∗ یعن دارد، x∗ مانند تای ی ثابت نقطه T n اشت ن ،(٧.١.٣) قضیه طبق برهان:

T n(Tx∗) = T (T n
x∗) = Tx∗ .



٣۴ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

ثابت نقطه x∗ شود م مشاهده .Tx∗ = x∗ پس دارد تا ی ثابت نقطه T n چون است. T n برای ثابت نقطه Tx∗ لذا

ثابت نقطه ی فقط T لذا باشد، م T n برای ثابت ای نقطه ،T ثابت نقطه هر که این دلیل به است. T اشت ن

دارد.

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X و تام مخروط متری فضای (X, d) اگر .٩.١.٣ قضیه

d(Tx, Ty) ≤ k(d(Tx, x) + d(Ty, y)), x, y ∈ X,

اشت ن ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈

[
٠, ١٢

)
که طوری به

راست. هم T

انتخاب با .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم:

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١)

≤ k(d(Txn , xn) + d(Txn−١ , xn−١))

= k(d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)).

بنابراین

d(xn+١, xn)(١− k) ≤ kd(xn, xn−١).

،h =
k

١− k
گرفتن نظر در با نهایت در

d(xn+١, xn) ≤
k

١− k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١).



٣۵ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ hn−١d(x١, x٠) + hn−٢d(x١, x٠) + . . .+ hmd(x١, x٠)

= (hn−١ + hn−٢ + . . .+ hm)d(x١, x٠)

≤ hm

١− h
d(x١, x٠).

آن در که c+Nδ(٠) ⊆ P که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت

Nδ(٠) = {y ∈ E, ∥ y ∥< δ} .

برای بنابراین . km

١− k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(٠) ،m > N١ برای که کنیم م انتخاب طوری را N١ طبیع عدد

،n > m برای و km

١− k
d(x١, x٠)≪ c ،m > N١

d(xn, xm) ≤
km

١− k
d(x١, x٠)≪ c.

دنباله هر باشد، م تام فضای X چون است. کش (X, d) در {xn} دنباله ،(٣.٢.٢) تعریف به توجه با پس

تعریف به توجه با حال راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود پس راست. هم آن در کش

باشیم: داشته n > N٢ هر برای که طوری به کنیم م انتخاب را N٢ طبیع عدد ،(١.٢.٢) رای هم

d(xn+١, x
∗)≪ c(١− k)

٢
و d(xn+١, xn)≪

c(١− k)

٢k

،n > N٢ هر برای بنابراین

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗)

≤ k(d(Txn , xn) + d(Tx∗ , x∗)) + d(xn+١, x
∗).

لذا



٣۶ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

(١− k)d(Tx∗ , x∗) ≤ kd(xn+١, xn) + d(xn+١, x
∗).

و

d(Tx∗ , x∗) ≤ ١
١− k

(kd(xn+١, xn) + d(xn+١, x
∗))≪ c

٢
+

c

٢
= c.

،m ≥ ١ برای ،(٢.١) رابطه طبق لذا .d(Tx∗ , x∗) ≪ c

m
، c
m
∈ intP که این به توجه با ،m ≥ ١ برای پس

است)، P خود در آن حدی (نقطه است بسته P و c

m
−→ ٠ (m → ∞) چون . c

m
− d(Tx∗ , x∗) ∈ P

.d(Tx∗ , x∗) = ٠ ،(١.٢.١) مخروط تعریف طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ∈ P طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ و Tx∗ = x∗ پس

.Ty∗ = y∗ و Tx∗ = x∗ رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه فرضکنید حال

پس

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ k(d(Tx∗ , x∗) + d(Ty∗ , y
∗)) = ٠.

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه در .x∗ = y∗ پس ،d(x∗, y∗) = ٠ لذا

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X و تام مخروط متری فضای (X, d) اگر .١٠.١.٣ قضیه

d(Tx, Ty) ≤ k(d(Tx, y) + d(Ty, x)), x, y ∈ X,

ثابت نقطه همان به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تا ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈

[
٠, ١٢

)
که طوری به

راست. هم

انتخاب با n ≥ ١ برای .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠



٣٧ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

داریم:

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ k(d(Txn , xn−١) + d(Txn−١ , xn))

= k(d(Txn , xn−١) + d(xn, xn))

= kd(Txn , xn−١) = kd(xn+١, xn−١)

≤ k(d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)).

بنابراین

d(xn+١, xn)(١− k) ≤ kd(xn, xn−١).

،h =
k

١− k
گرفتن نظر در با نهایت در

d(xn+١, xn) ≤
k

١− k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١).

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ hn−١d(x١, x٠) + hn−٢d(x١, x٠) + . . .+ hmd(x١, x٠)

= (hn−١ + hn−٢ + . . .+ hm)d(x١, x٠)

≤ hm

١− h
d(x١, x٠).

آن در که c+Nδ(٠) ⊆ P که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت

Nδ(٠) = {y ∈ E, ∥ y ∥< δ} .

برای بنابراین . km

١− k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(٠) ،m > N١ برای که کنیم م انتخاب طوری را N١ طبیع عدد

،n > m برای و km

١− k
d(x١, x٠)≪ c ،m > N١



٣٨ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

d(xn, xm) ≤
km

١− k
d(x١, x٠)≪ c.

کش دنباله هر باشد، م تام فضای X چون است. کش (X, d) در {xn} دنباله ،(٣.٢.٢) تعریف به توجه با پس

راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود پس راست. هم آن در

،n > N٢ هر برای که کنیم م انتخاب طوری را N٢ طبیع عدد ، رای هم تعریف به توجه با لذا

d(xn, x
∗)≪ c(١− k)

٣
.

،n > N٢ هر برای بنابراین

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Txn , Tx∗) + d(Txn , x
∗)

≤ k(d(Tx∗ , xn) + d(Txn , x
∗)) + d(xn+١, x

∗)

≤ k(d(Tx∗ , x∗) + d(xn, x
∗) + d(Txn , x

∗)) + d(xn+١, x
∗)

≤ k(d(Tx∗ , x∗) + d(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)) + d(xn+١, x
∗).

لذا

d(Tx∗ , x∗) ≤ ١
١− k

(k(d(xn, x
∗) + d(xn+١, x

∗)) + d(xn+١, x
∗))≪ c

٣
+

c

٣
+

c

٣
= c.

برای ،(٢.١) رابطه به توجه با لذا .d(Tx∗ , x∗) ≪ c

m
، c
m
∈ intP پس ،m ≥ ١ برای که این به توجه با

خود در آن حدی (نقطه است بسته P چون و c

m
−→ ٠ گاه آن ،m→∞ اگر . c

m
−d(Tx∗ , x∗) ∈ P ،m ≥ ١

.d(Tx∗ , x∗) = ٠ مخروط، تعریف طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ∈ P طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P است)، P

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ لذا .Tx∗ = x∗ پس



٣٩ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه کنید فرض حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗)

≤ k(d(Tx∗ , y∗) + d(Ty∗ , x
∗))

= k(d(x∗, y∗) + d(y∗, x∗))

= ٢kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه و x∗ = y∗ نتیجه در است. تناقض ی این که

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X و تام مخروط متری فضای (X, d) کنید فرض .١١.١.٣ قضیه

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) + ld(y, Tx), x, y ∈ X, k, l ∈ [٠,١) ,

تاست. ی T ثابت نقطه ،k + l < ١ که حالت در و دارد ثابت نقطه T گاه آن باشد،

انتخاب با .x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم:

d(xn+١, xn) = d(Txn , Txn−١) ≤ kd(xn, xn−١) + ld(Txn−١ , xn)

= kd(xn, xn−١) + ld(xn, xn) = kd(xn, xn−١)

≤ k٢d(xn−١, xn−٢) ≤ · · · ≤ knd(x١, x٠).



۴٠ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + . . .+ d(xm+١, xm)

≤ kn−١d(x١, x٠) + kn−٢d(x١, x٠) + . . .+ kmd(x١, x٠)

= (kn−١ + kn−٢ + . . .+ km)d(x١, x٠)

≤ km

١− k
d(x١, x٠).

آن در که c+Nδ(٠) ⊆ P که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت

Nδ(٠) = {y ∈ E, ∥ y ∥< δ} .

برای بنابراین . km

١− k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(٠) ،m > N١ برای که کنیم م انتخاب طوری را N١ طبیع عدد

،n > m برای و km

١− k
d(x١, x٠)≪ c ،m > N١

d(xn, xm) ≤
km

١− k
d(x١, x٠)≪ c.

دنباله هر و باشد م تام فضای X چون است. کش (X, d) در {xn} دنباله ،(٣.٢.٢) تعریف به توجه با پس

انتخاب طوری را N٢ طبیع عدد لذا راست. هم آن به {xn} که x∗ ∈ X دارد وجود پس راست، هم آن در کش

،n > N٢ هر برای بنابراین .d(xn, x
∗)≪ c

٣
، n > N٢ هر برای که کنیم م

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(xn, Tx∗) + d(xn, x
∗)

= d(Txn−١ , Tx∗) + d(xn, x
∗)

≤ kd(xn−١, x
∗) + ld(Txn−١ , x

∗) + d(xn, x
∗)

≤ d(xn−١, x
∗) + d(xn, x

∗) + d(xn, x
∗)

≪ c

٣
+

c

٣
+

c

٣
= c.



۴١ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

داریم m ≥ ١ برای بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ≪ c

m
لذا ، c

m
∈ intP ،m ≥ ١ برای که این به توجه با

است)، P خود در آن حدی (نقطه است بسته P و c

m
−→ ٠ (m → ∞) چون . c

m
− d(Tx∗ , x∗) ∈ P

پس .d(Tx∗ , x∗) = ٠ مخروط، تعریف طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ∈ P طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ لذا .Tx∗ = x∗

گاه آن ،k + l < ١ و باشد آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ kd(x∗, y∗) + ld(Tx∗ , y∗)

= kd(x∗, y∗) + ld(x∗, y∗)

= (k + l)d(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه ،k + l < ١ که حالت در پس .x∗ = y∗ و است تناقض ی این

در که است شده آورده واحد قضیه ی صورت به (١١.١.٣) و (١٠.١.٣) ،(٩.١.٣) ،(٧.١.٣) قضایای

گردد. م ارائه زیر

شرایط با x, y ∈ X هر برای T : X −→ X اشت ن و تام مخروط متری فضای (X, d) اگر .١٢.١.٣ قضیه

a١, a٢, a٣, a۴, a۵ ∈ [٠,١) , a١ + a٢ + a٣ + a۴ + a۵ < ١,

d(Tx, Ty) ≤ a١d(Tx, x) + a٢d(Ty, y) + a٣d(Ty, x) + a۴d(Tx, y) + a۵d(y, x). (١.٣)

T اشت ن ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن باشد، انقباض

راست. هم

رابطه طبق بنابراین .a٣ = a۴ و a١ = a٢ کنید فرض شود وارد خلل کل نتیجه به که این بدون ابتدا در برهان:

داشت: خواهیم ،(١.٣)

d(Tx, Ty) ≤
a١ + a٢

٢
(d(Tx, x) + d(Ty, y)) +

a٣ + a۴
٢

(d(Ty, x) + d(Tx, y)) + a۵d(y, x). (٢.٣)
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پس ، y = Tx دهیم م قرار (١.٣) رابطه در

d(Tx, T (Tx)) ≤ a١d(Tx, x) + a٢d(T (Tx), Tx) + a٣d(T (Tx), x) + a۴d(Tx, Tx) + a۵d(Tx, x).

بنابراین

d(Tx, T
٢
x ) ≤ (a١ + a۵)d(Tx, x) + a٢d(T

٢
x , Tx) + a٣d(T

٢
x , x).

لذا

d(Tx, T
٢
x ) ≤

a١ + a۵
١− a٢

d(Tx, x) +
a٣

١− a٢
d(T ٢

x , x). (٣.٣)

،d(T ٢
x , x) ≤ d(Tx, T

٢
x ) + d(Tx, x) مثلث نامساوی به توجه با طرف از

d(Tx, T
٢
x ) ≥ d(T ٢

x , x)− d(Tx, x).

،(٣.٣) رابطه به توجه با

d(T ٢
x , x)− d(Tx, x) ≤

a١ + a۵
١− a٢

d(Tx, x) +
a٣

١− a٢
d(T ٢

x , x). (۴.٣)

لذا

(١− a٣
١− a٢

)d(T ٢
x , x) ≤ (

a١ + a۵
١− a٢

+ ١)d(Tx, x).

بنابراین

d(T ٢
x , x) ≤

١+ a١ + a۵ − a٢
١− a٢ − a٣

d(Tx, x). (۵.٣)

،(۵.٣) و (٣.٣) رابطه طبق طرف از

d(T ٢
x , Tx) ≤

a١ + a۵
١− a٢

d(Tx, x) +
a٣

١− a٢
.
١+ a١ + a۵ − a٢

١− a٢ − a٣
d(Tx, x).
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نتیجه در

d(T ٢
x , Tx) ≤

a١ + a۵ + a٣
١− a٢ − a٣

d(Tx, x). (۶.٣)

زین جای a۴ با را a٣ و a٢ با را a١ توانیم م ،(۶.٣) رابطه در لذا .a٣ = a۴ و a١ = a٢ فرضکردیم ابتدا در

پس کنیم.

d(T ٢
x , Tx) ≤

a٢ + a۵ + a۴
١− a١ − a۴

d(Tx, x).

دهیم قرار اگر

α = min

{
a١ + a۵ + a٣
١− a٢ − a٣

,
a٢ + a۵ + a۴
١− a١ − a۴

}

گاه آن

d(T ٢
x , Tx) ≤ αd(Tx, x), α ∈ [٠,١) .

کنیم: م مشاهده شود، م گرفته نظر در m > n که زمان

d(Tm
x , T n

x ) ≤ d(Tm
x , Tm−١

x ) + . . .+ d(T n+١
x , T n

x )

≤ αm−١d(x, Tx) + αm−٢d(x, Tx) + · · ·+ αnd(x, Tx)

= αn(١+ α + . . .+ αm−n−١)d(x, Tx)

≤ αn

١− α
d(x, Tx).

،n ≥ N١ برای که طوری به کنیم م انتخاب را N١ طبیع عدد گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت

αn

١− α
d(x, Tx)≪ c.

باشد م (X, d) در کش دنباله ی {T n
x } ،(٣.٢.٢) تعریف طبق لذا .d(Tm

x , T n
x )≪ c ،m > n برای بنابراین

به x∗ ∈ X دارد وجود لذا باشد، م را هم آن در کش دنباله هر است تام مخروط متری فضای (X, d) چون و



۴۴ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

انتخاب طوری را N٢ طبیع عدد ،(١.٢.٢) رای هم تعریف به توجه با راست. هم آن به {T n
x } که طوری

،n ≥ N٢ برای که کنیم م

d(T n
x , x

∗)≪ c(١− (a٢ + a٣))

٢(a١ + a۴ + ١)
,

d(T n−١
x , x∗)≪ c(١− (a٢ + a٣))

٢(a١ + a٣ + a۵)
.

بنابراین

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(T n
x , Tx∗) + d(T n

x , x
∗) = d(T (T n−١

x ), Tx∗) + d(T n
x , x

∗)

≤ a١d(T
n
x , T

n−١
x ) + a٢d(Tx∗ , x∗) + a٣d(Tx∗ , T n−١

x )

+ a۴d(T
n
x , x

∗) + a۵d(T
n−١
x , x∗) + d(T n

x , x
∗)

≤ a١d(T
n
x , x

∗) + a١d(T
n−١
x , x∗) + a٢d(Tx∗ , x∗) + a٣d(Tx∗ , x∗)

+ a٣d(T
n−١
x , x∗) + a۴d(T

n
x , x

∗) + a۵d(T
n−١
x , x∗) + d(T n

x , x
∗)

≤ a١ + a٣ + a۵
١− (a٢ + a٣)

d(T n−١
x , x∗) +

a١ + a۴ + ١
١− (a٢ + a٣)

d(T n
x , x

∗)

≪ c

٢
+

c

٢
= c.

. c
m
− d(Tx∗ , x∗) ∈ P لذا .d(Tx∗ , x∗) ≪ c

m
، c
m
∈ intP که این به توجه با ،m ≥ ١ برای بنابراین

طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P است)، P خود در آن حدی (نقطه است بسته P و c

m
−→ ٠ (m → ∞) چون

اشت ن ثابت نقطه x∗ لذا .Tx∗ = x∗ پس .d(Tx∗ , x∗) = ٠ مخروط، تعریف طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ∈ P

است. T

،(١.٣) رابطه طبق رو این از باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه کنید فرض حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ a١d(Tx∗ , x∗) + a٢d(Ty∗ , y
∗) + a٣d(Ty∗ , x

∗)

+a۴d(Tx∗ , y∗) + a۵d(y
∗, x∗).



۴۵ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،Ty∗ = y∗ و Tx∗ = x∗ به توجه با

d(x∗, y∗) ≤ a١d(x
∗, x∗) + a٢d(y

∗, y∗) + a٣d(y
∗, x∗) + a۴d(x

∗, y∗) + a۵d(y
∗, x∗)

= (a٣ + a۴ + a۵)d(x
∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه پس .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این

دست به (٧.١.٣) قضیه یریم ب نظر در a١ = a٢ = a٣ = a۴ = (١.٣)،٠ رابطه در اگر اخیر قضیه در

،a١ = a٢ = a۵ = ٠ گرفتن نظر در با و (٩.١.٣) قضیه ،a٣ = a۴ = a۵ = ٠ دهیم قرار اگر و آمد خواهد

داشت. خواهیم را (١١.١.٣) قضیه ،a١ = a٢ = a٣ = ٠ اگر نهایت در و (١٠.١.٣) قضیه

متری فضای انقباضدر های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس ٢.٣
مخروط مستطیل

فضا، این در ها دنباله رای هم تعریف از بعد و کرده معرف را مخروط مستطیل متری فضای ابتدا بخش، این در

کرد. خواهیم بحث فضا این روی انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضیه مورد در

شرایط با d : X ×X −→ E اشت ن و حقیق باناخ فضای E ، ناته مجموعه ی X اگر تعریف١.٢.٣.

x؛ = y ←→ d(x, y) = ٠ و d(x, y) ≥ ٠ ،x, y ∈ X هر برای الف:

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر برای ب:

،d(x, y) ≤ d(x,w) + d(w, z) + d(z, y) ،w, z ∈ X − {x, y} مجزای نقاط و x, y ∈ X هر برای ج:

شود. م نامیده مخروط مستطیل متری فضای (X, d) و است X روی مخروط مستطیل متر ی d گاه آن

داریم: نیز (X, d) در گفتیم، مخروط متری فضای در (١.٢.٢) رای هم تعریف در چه آن طبق

هر برای که طوری به n٠ ∈ N باشد داشته وجود ،E در c≫ ٠ هر برای اگر فقط و اگر راست هم x به xn دنباله

.d(xn, x)≪ c ،n ≥ n٠



۴۶ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

برای که طوری به n٠ ∈ N باشد داشته وجود ،E در c≫ ٠ هر برای اگر فقط و اگر شود م نامیده کش xn دنباله

.d(xn, xm)≪ c ،m,n ≥ n٠ هر

شود. م نامیده تام مخروط مستطیل متری فضای (X, d) گاه آن باشد، را هم (X, d) در کش دنباله هر اگر

ضابطه با d : X ×X −→ E اشت ن و X = N ،P = {(x, y) ∈ E | x, y ≥ ٠} ،E = R٢ اگر مثال.

d(x, y) =


(٠,٠) x = y
(٣,٩) x, y ∈ {١,٢}, x ̸= y
(١,٣) o.w

(X, d) لذا دارد. Xرا روی مخروط مستطیل متر ی شرایط تمام d متر که داد نشان توان م گاه آن شود، تعریف

شود. م نامیده مخروط مستطیل متری فضای

ضمن لذا شدند. بیان مخروط متری فضای در که هستند (۵.٢.٢) و (٢.٢.٢) های لم همانند بعدی لم دو

کنیم. م اجتناب ها آن دوباره اثبات از ها، آن بیان

و x ∈ X ،M نرمال ثابت با نرمال مخروط P ، مخروط مستطیل متری فضای (X, d) کنید فرض .٢.٢.٣ لم

.(n→∞)∥d(xn, x)∥ −→ ٠ اگر فقط و اگر راست هم x به xn دنباله باشد. X در ای دنباله {xn}

{xn} و M نرمال ثابت با نرمال مخروط P ، مخروط مستطیل متری فضای (X, d) کنید فرض .٣.٢.٣ لم

.(n→∞)∥d(xn, xn+m)∥ −→ ٠ اگر فقط و اگر است کش xn دنباله باشد. X در ای دنباله

Mباشد. نرمال ثابت با نرمال مخروط P و تام مخروط مستطیل متری فضای (X, d)فرضکنید .۴.٢.٣ قضیه

شرط با انقباض اشت ن T : X −→ X اگر

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), x, y ∈ X,

اشت ن ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈ [٠,١) که طوری به

راست. هم T

انتخاب با ابتدا در باشد. دلخواه نقطه x٠ ∈ X کنید فرض برهان:
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x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم: لذا .xnm = x٠ ،m ≥ ١ هر برای بنابراین .xn = x٠ ،n ی ازای به کنید فرض

d(x٠, Tx٠) = d(xn, Txn) = d(T n
x٠ , T

n+١
x٠ ) ≤ kd(T n−١

x٠ , T n
x٠)

≤ k٢d(T n−٢
x٠ , T n−١

x٠ ) ≤ . . . ≤ knd(x٠, Tx٠).

.−d(x٠, Tx٠) ∈ P ،m→∞ که زمان .[kn − ١] d(x٠, Tx٠) ∈ P یعن ،d(x٠, Tx٠) ≤ knd(x٠, Tx٠) لذا

اشت ن برای ثابت نقطه x٠ یعن این .d(x٠, Tx٠) = ٠ ،(١.٢.١) تعریفمخروط طبق ،d(x٠, Tx٠) ∈ P چون و

است. T

،y ∈ Y هر برای ،(١.٢.٣) تعریف در سوم خاصیت از استفاده با حال

d(y, T ۴
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
۴
y )

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, T ٢
y ).

مشابه طور به

d(y, T ۶
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
٣
y ) + d(T ٣

y , T
۴
y ) + d(T ۴

y , T
۶
y )

...

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, Ty) + k٣d(y, Ty) + k۴d(y, T ٢
y )

=
٣∑

i=٠

kid(y, Ty) + k۴d(y, T ٢
y ), ∀y ∈ X.

،j = ٢,٣,۴, · · · هر برای استقرا طبق

d(y, T ٢j
y ) ≤

٢j−٣∑
i=٠

kid(y, Ty) + k٢j−٢d(y, T ٢
y ). (٧.٣)



۴٨ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،y ∈ X هر برای طرف از

d(y, T ۵
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
٣
y ) + d(T ٣

y , T
۴
y ) + d(T ۴

y , T
۵
y )

...

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, Ty) + k٣d(y, Ty) + k۴d(y, Ty)

=
۴∑

i=٠

kid(y, Ty).

،j = ٠,١,٢, · · · هر برای استقرا طبق

d(y, T ٢j+١
y ) ≤

٢j∑
i=٠

kid(y, Ty). (٨.٣)

،j = ١,٢,٣, · · · هر برای ،(٧.٣) نامساوی به توجه با لذا .xm ̸= xn ،m,n ∈ N هر برای کنید فرض

d(T n
x٠ , T

n+٢j
x٠ ) ≤ knd(x٠, T

٢j
x٠ )

≤ kn

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) + k٢j−٢d(x٠, T
٢
x٠)

≤ kn

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) + k٢j−٢d(x٠, T
٢
x٠) +

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, T
٢
x٠) + k٢k−٢d(x٠, Tx٠)

= kn

[٢j−٣∑
i=٠

ki(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T
٢
x٠)) + k٢k−٢(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠))]

≤ kn

٢j−٢∑
i=٠

ki
[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
=

kn(١− k٢j−١)

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.



۴٩ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،j = ٠,١,٢, · · · هر برای ،(٨.٣) نامساوی طبق مشابه، طور به

d(T n
x٠ , T

n+٢j+١
x٠ ) ≤ knd(x٠, T

٢j+١
x٠ )

≤ kn

٢j∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠)

≤ kn

٢j∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) +

٢j∑
i=٠

kid(x٠, T
٢
x٠)

≤ kn

٢j∑
i=٠

ki(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T
٢
x٠))

≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.

بنابراین

d(T n
x٠ , T

n+m
x٠ ) ≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.

،P مخروط بودن نرمال به توجه با لذا

∥d(T n
x٠ , T

n+m
x٠ )∥ ≤ kn

١− k
M∥d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)∥.

بنابراین کند، م میل صفر به نامساوی راست سمت ،k ∈ [٠,١) چون گاه آن ،n→∞ اگر

∥d(T n
x٠ , T

n+m
x٠ )∥ = ∥d(xn, xn+m)∥ −→ ٠.

فضای در و تام مخروط مستطیل متری فضای X چون است. کش دنباله {xn} ،(٣.٢.٣) لم به توجه با لذا

xn = T n
x٠ که این به توجه با راست. هم آن به {xn} که x∗ ∈ X دارد وجود لذا راست، هم کش دنباله هر تام

.T n
x٠ −→ x∗(n −→∞) بود، شده انتخاب



۵٠ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،(١.٢.٣) تعریف سوم خاصیت طبق .xn ̸= xm ،n ̸= m هر برای چون

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Tx∗ , T n
x٠) + d(T n

x٠ , T
n+١
x٠ ) + d(T n+١

x٠ , x∗)

≤ kd(x∗, T n−١
x٠ ) + kd(T n−١

x٠ , T n
x٠) + d(T n+١

x٠ , x∗)

≤ kd(x∗, T n−١
x٠ ) + k٢d(T n−٢

x٠ , T n−١
x٠ ) + d(T n+١

x٠ , x∗)

...

≤ kd(x∗, T n−١
x٠ ) + knd(x٠, Tx٠) + d(T n+١

x٠ , x∗).

است، نرمال مخروط P که این به توجه با

٠ ≤ ∥d(Tx∗ , x∗)∥ ≤M
[
k∥d(x∗, T n−١

x٠ )∥+ kn∥d(x٠, Tx٠)∥+ ∥d(T n+١
x٠ , x∗)∥

]
.

،(٢.٢.٣) لم طبق پس .T n
x٠ −→ x∗(n→∞) همچنین .kn −→ ٠ ،n→∞ وقت طرف از

∥d(T n+١
x٠ , x∗)∥ −→ ٠ و ∥d(x∗, T n−١

x٠ )∥ −→ ٠

ثابت نقطه x∗ و Tx∗ = x∗ لذا .∥d(Tx∗ , x∗)∥ = ٠ پس کند، م میل صفر به بالا رابطه راست سمت بنابراین

است. T اشت ن

گاه آن باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه یعن .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این

نرمال شرط دهد م نشان که کرد خواهیم اثبات مخروط بودن نرمال گرفتن نظر در بدون را قبل قضیه ادامه، در

باشد. نم ثابت نقطه قضایای اثبات در اساس شرط ی بودن



۵١ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

اشت ن T : X −→ X اگر باشد. تام مخروط مستطیل متری فضای (X, d) کنید فرض .۵.٢.٣ قضیه

شرط با انقباض

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), x, y ∈ X,

ثابت نقطه به {T n
x } دنباله ،x ∈ X هر برای و دارد تای ی ثابت نقطه T گاه آن ،k ∈ [٠,١) که طوری به باشد،

راست. هم T اشت ن

انتخاب با ابتدا در ،x٠ ∈ X کنید فرض برهان:

x١ = Tx٠ , x٢ = Tx١ = T ٢
x٠ , . . . , xn+١ = Txn = T n+١

x٠

داریم: لذا .xnm = x٠ ،m ≥ ١ هر برای بنابراین .xn = x٠ ،n ی ازای به کنید فرض

d(x٠, Tx٠) = d(xn, Txn) = d(T n
x٠ , T

n+١
x٠ ) ≤ kd(T n−١

x٠ , T n
x٠)

≤ k٢d(T n−٢
x٠ , T n−١

x٠ ) ≤ . . . ≤ knd(x٠, Tx٠).

−d(x٠, Tx٠) ∈ ،m → ∞ که زمان .[kn − ١ ]d(x٠, Tx٠) ∈ P یعن ،d(x٠, Tx٠) ≤ knd(x٠, Tx٠) لذا

اشت ن برای ثابت نقطه x٠ یعن .d(x٠, Tx٠) = ٠ ،(١.٢.١) مخروط تعریف طبق ،d(x٠, Tx٠) ∈ P چون .P

است. T

،y ∈ Y هر برای ،(١.٢.٣) تعریف در سوم خاصیت از استفاده با حال

d(y, T ۴
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
۴
y )

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, T ٢
y ).



۵٢ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

مشابه طور به

d(y, T ۶
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
٣
y ) + d(T ٣

y , T
۴
y ) + d(T ۴

y , T
۶
y )

...

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, Ty) + k٣d(y, Ty) + k۴d(y, T ٢
y )

=
٣∑

i=٠

kid(y, Ty) + k۴d(y, T ٢
y ), ∀y ∈ X.

،j = ٢,٣,۴, · · · هر برای استقرا طبق

d(y, T ٢j
y ) ≤

٢j−٣∑
i=٠

kid(y, Ty) + k٢j−٢d(y, T ٢
y ). (٩.٣)

،y ∈ X هر برای طرف xm.از ̸= xn ،m,n ∈ N هر برای کنید فرض

d(y, T ۵
y ) ≤ d(y, Ty) + d(Ty, T

٢
y ) + d(T ٢

y , T
٣
y ) + d(T ٣

y , T
۴
y ) + d(T ۴

y , T
۵
y )

...

≤ d(y, Ty) + kd(y, Ty) + k٢d(y, Ty) + k٣d(y, Ty) + k۴d(y, Ty)

=
۴∑

i=٠

kid(y, Ty).

،j = ٠,١,٢, · · · هر برای استقرا طبق

d(y, T ٢j+١
y ) ≤

٢j∑
i=٠

kid(y, Ty). (١٠.٣)



۵٣ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،j = ١,٢,٣, · · · هر برای ،(٩.٣) نامساوی به توجه با لذا

d(T n
x٠ , T

n+٢j
x٠ ) ≤ knd(x٠, T

٢j
x٠ )

≤ kn

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) + k٢j−٢d(x٠, T
٢
x٠)

≤ kn

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) + k٢j−٢d(x٠, T
٢
x٠) +

٢j−٣∑
i=٠

kid(x٠, T
٢
x٠) + k٢k−٢d(x٠, Tx٠)

≤ kn

[٢j−٣∑
i=٠

ki(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T
٢
x٠)) + k٢k−٢(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠))]

≤ kn

٢j−٢∑
i=٠

ki
[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
=

kn(١− k٢j−١)

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.

،j = ٠,١,٢, · · · هر برای ،(١٠.٣) نامساوی طبق مشابه طور به

d(T n
x٠ , T

n+٢j+١
x٠ ) ≤ knd(x٠, T

٢j+١
x٠ )

≤ kn

٢j∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠)

≤ kn

٢j∑
i=٠

kid(x٠, Tx٠) +

٢j∑
i=٠

kid(x٠, T
٢
x٠)

≤ kn

٢j∑
i=٠

ki(d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T
٢
x٠))

≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.

بنابراین

d(T n
x٠ , T

n+m
x٠ ) ≤ kn

١− k

[
d(x٠, Tx٠) + d(x٠, T

٢
x٠)

]
.

آن در که c+Nδ(٠) ⊆ P که کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ گیریم. م نظر در را ٠≪ c ثابت



۵۴ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

Nδ(٠) = {y ∈ E, ∥ y ∥< δ} .

برای لذا . km

١− k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(٠) ،m > N١ برای که کنیم م انتخاب طوری را N١ طبیع عدد

،n > m برای بنابراین . km

١− k
d(x١, x٠)≪ c ، m > N١

d(xn, xn+m) ≤
km

١− k
d(x١, x٠)≪ c.

پس راست، هم کش دنباله هر تام فضای در و تام فضای X چون است. (X, d) در کش دنباله ی {xn}پس

N٢ طبیع عدد ،(١.٢.٢) رای هم تعریف به توجه با راست. هم آن به {xn} که طوری به x∗ ∈ X دارد وجود

.d(xn, xn+١)≪
c

٣
و d(xn, x

∗)≪ c

٣
،n ≥ N٢ هر برای که کنیم م انتخاب طوری را

،n > N٢ هر برای لذا

d(Tx∗ , x∗) ≤ d(Tx∗ , T n
x٠) + d(T n

x٠ , T
n+١
x٠ ) + d(T n+١

x٠ , x∗)

≤ kd(x∗, T n−١
x٠ ) + d(xn, xn+١) + d(xn+١, x

∗)

≤ d(x∗, T n−١
x٠ ) + d(xn, xn+١) + d(xn+١, x

∗)

≤ d(x∗, xn−١) + d(xn, xn+١) + d(xn+١, x
∗)

≪ c

٣
+

c

٣
+

c

٣
= c.

داریم m ≥ ١ برای بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ≪ c

m
لذا ، c

m
∈ intP ،m ≥ ١ برای که این به توجه با

است)، P خود در آن حدی (نقطه است بسته P و c

m
−→ ٠ (m → ∞) چون . c

m
− d(Tx∗ , x∗) ∈ P

پس .d(Tx∗ , x∗) = ٠ مخروط، تعریف طبق بنابراین .d(Tx∗ , x∗) ∈ P طرف از .−d(Tx∗ , x∗) ∈ P

است. T اشت ن ثابت نقطه x∗ لذا .Tx∗ = x∗

گاه آن باشد، آن برای ری دی ثابت نقطه y∗ و نباشد تا ی T ثابت نقطه اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗ , Ty∗) ≤ kd(x∗, y∗) < d(x∗, y∗).



۵۵ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

تاست. ی T اشت ن ثابت نقطه نتیجه در .x∗ = y∗ لذا است. تناقض ی این که

نیست. مخروط متری فضای که کنیم م معرف را مخروط مستطیل متری فضای ی زیر مثال در

دهیم. م نشان را T اشت ن برای ثابت نقطه تای ی و وجود همچنین

اگر باشد. نرمال مخروط P = {(x, y) ∈ E|x, y ≥ ٠} و E = R٢ ،X = {١,٢,٣,۴} کنید فرض مثال.

شود: تعریف زیر ضابطه با d : X ×X −→ E اشت ن

d(x, y) = ٠, x ∈ X

d(١,٢) = d(٢,١) = (٣,۶),

d(٢,٣) = d(٣,٢) = d(١,٣) = d(٣,١) = (١,٢),

d(١,۴) = d(۴,١) = d(٢,۴) = d(۴,٢) = d(٣,۴) = d(۴,٣) = (٢,۴)

برقرار نیز تعریف سوم خاصیت همچنین است، برقرار (١.٢.٣) تعریف (ب) و (الف) شرایط است واض

داریم؛ مثال طور به باشد، م

(٣,۶) = d(١,٢) ≤ d(١,٣) + d(٣,۴) + d(۴,٢) = (١,٢) + (٢,۴) + (٢,۴) = (۵,١٠).

شوند، م ثابت بعد به ای مرحله از که های دنباله یا هستند ثابت های دنباله یا فضا این در کش های دنباله طرف از

(X, d) برای تام مخروط مستطیل متری فضای ی شرایط تمام پس است. را Xهم فضای در کش دنباله لذا

زیرا باشد، نم مخروط متری فضای ی اما است. برقرار

(٣,۶) = d(١,٢) > d(١,٣) + d(٣,٢) = (١,٢) + (١,٢) = (٢,۴).

.(٣,۶)− (٢,۴) = (١,٢) ∈ P یعن است، برقرار آن در ترتیب رابطه که حال در ندارد. را مثلث خاصیت یعن

ضابطه با T : X −→ X اشت ن حال

T (x) =

{
٣ x ̸= ۴
١ x = ۴ (١١.٣)



۵۶ انقباض های اشت ن ثابت نقطه قضایای بررس .٣ فصل

،x ̸= ۴ و x ∈ X که زمان بنابراین گیریم. م نظر در را

d(T (١), T (٢)) = d(T (١), T (٣)) = d(T (٢), T (٣)) = d(٣,٣) = ٠.

هر برای لذا .T (x) ∈ {١,٣} ،x ∈ X هر برای .d(x, y) = (٢,۴) باشند، ۴ ،y یا x اگر طرف از

.d(Tx, Ty) = (١,٢) ،d(١,٣) = d(٣,١) = (١,٢) که این به توجه با و x, y ∈ X

شود، گرفته نظر در k =
١
٢
اگر حال

d(Tx, Ty) = (١,٢) ≤ ١
٢
(٢,۴) = (١,٢) = kd(x, y), x, y ∈ X.

در تای ی ثابت نقطه T اشت ن و برقرار (۴.٢.٣) قضیه شرایط همه لذا دارد، را انقباض شرط T اشت ن یعن

باشد. م T اشت ن برای تای ی ثابت نقطه ٣ است واض ،T اشت ن تعریف به توجه با دارد. (X, d) فضای
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