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چͺیده
و تعاریف ابتدا در مͬ�کنیم. مطالعه را دووجهͬ گروه�های روی کیلͬ گراف�های پایان�نامه این در
کیلͬ گراف تعریف به سپس مͬ�کنیم. بیان را گروه�ها نظریه�ی و گراف�ها نظریه�ی از مقدماتͬ مفاهیم
پایدارساز که دووجهͬ، گروه ͷی روی را G ۴-ظرفیت نرمال یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های و مͬ�پردازیم
ظرفیت با گراف�ها چنین این از دسته�ای هم�چنین مͬ�کنیم. مشخص است، دوری Aut(G) در آن رأس

است. گردیده تدوین و تهیه [١٢] مقاله اساس بر پایان�نامه این مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را ۶



است؛ لایتناهͬ الطافش و فراگیر رحتمش بͬ�انتها، قدرتش بͬ�شمار، نعماتش که سپاس را متعال خدای
تͺیه�گاهم... ناملایمات و سختͬ�ها در و بوده پشتیبانم و یاور زندگͬ لحظه لحظه در که او

ৎقد৤مଘماభم
عشق و فداکاری بͬ�کران دریای

مهر. همه برایم وجودش و بود رنج همه برایش وجودم که



ت

พ়ࢁඟوदدردا਩ی
زحمات از مͬ�دانم لازم خود بر رساندم، پایان به را خود تحصیلات از دوره این پروردگار، یاری به که حال
بودند من پشتیبان و مشوق همواره که مهربانم همسر و نازنینم خواهران و برادر و عزیزم مادر و پدر بͬ�شائبه�ی

کنم. تشͺر نمودند هموار برایم را راه این ادامه صبورانه و

نظرات و راهنمایͬ�ها که جعفری حیدر سید دکتر آقای جناب توانمندم و فرهیخته استاد فراوان زحمات از
مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه داشت، پروژه این رساندن ثمر به در مهمͬ نقش ایشان، فراوان حوصله و صبر ارزنده،
جناب نیز و داشتند نقش پروژه این در مشاور عنوان به که راد جعفری نادر دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از
از را بزرگواران این ͬͽهمیش موفقیت و سلامتͬ و دارم را قدردانͬ نهایت خورسندی رضا مهدی دکتر آقای

خواستارم. پاک یزدان درگاه





ൈঠ�அتار
و A(G) ،E(G) ،V (G) کنید فرض مͬ�باشند. جهت بدون و ساده متناهͬ، گراف�ها پایان�نامه، این در

گراف خودریختͬ�های همه�ی و کمان�ها مجموعه�ی یال�ها، مجموعه�ی رئوس، مجموعه�ی به�ترتیب Aut(G)

که است G گراف از رئوسͬ همه�ی مجموعه�ی Ni(v) بͽیرید. نظر در را v ∈ V (G) رأس حال باشند. G

اگر مͬ�شود نامیده کمان-انتقالͬ و یال-انتقالͬ رأس-انتقالͬ، G گراف دارند. قرار v رأس از i فاصله�ی به

کند. عمل انتقالͬ به�طور کمان�ها، مجموعه�ی و یال�ها مجموعه�ی رئوس، مجموعه�ی روی به�ترتیب Aut(G)

عمل نیم-منتظم و انتقالͬ به�طور ،A(G) کمان�ها، مجموعه�ی روی Aut(G) اگر است یͷ-منتظم G گراف

و S = S−١ که Γ از S مولد مجموعه�ی و Γ گروه باشد. همانͬ Aut(G) در کمان پایدارساز همچنین و کند

یال�های مجموعه و Γ رئوس مجموعه� دارای ،Γ گروه روی Cay(Γ, S) کیلͬ گراف است، شده داده ١ /∈ S

است Aut(Γ) از زیرگروهͬ Aut(Γ, S) = {α ∈ Aut(Γ) | α(S) = S} مͬ�باشد. {{g, h} | g−١h ∈ S}

١ همانͬ عنصر پایدارساز از زیرگروهͬ Aut(Γ, S) که است واضح مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار را S که

Γ از L(Γ) چپ انتقال هرگاه مͬ�شود نامیده نرمال Cay(Γ, S) کیلͬ گراف مͬ�باشد. Aut(Cay(Γ, S)) در

ͷی ،Gگراف از رأس پایدارساز ͷی از منظور پایان�نامه، این در باشد. Aut(Cay(Γ, S)) از نرمالͬ زیرگروه

٢n مرتبه�ی از گروه ͷی ،Dn دووجهͬ گروه ،n ≥ ٢ برای مͬ�باشد. Aut(G) عمل تحت رأس پایدارساز

مͬ�شود. داده نمایش زیر به�صورت که است

Dn = ⟨a, b | an = b٢ = ١, bab = a−١⟩.

مثال به�عنوان پرداختند. کمان-انتقالͬ مͺعبͬ گراف�های از گروه�هایͬ خودریختͬ به ریاضیدانان از برخͬ

-ͷی گراف�های از تعدادی [١٣ ،١۴] ٢ͷمالنی و ١ͷماروزی نمود. مراجعه [١٨ ،١۵ ،٧ ،۶ ،٣] به مͬ�توان
١Marusic
٢Malnic



چ

را ۴ از بیشتر ظرفیت از یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های [٢٣] همͺارانش و ژو٣ ساختند. را نامتناهͬ منتظم

گراف�های از تعدادی [١١] ریاضیدانان از دیͽر برخͬ و کردند مشخص متناهͬ جابه�جایͬ گروه�های روی

کردند. مشخص را مͬ�باشند ۴ کمر از و زوج ظرفیت از که نامتناهͬ یͷ-منتظم

اگر ،k ≥ ٣ ظرفیت از Cay(Dn, S) همبند کیلͬ گراف هر برای که مͬ�دهیم نشان ١.٢ بخش در

انتقالͬ به�طور S = N(١)١ مجموعه�ی روی که باشد k مرتبه�ی از دوری زیرگروه ͷی شامل Aut(Dn, S)

کیلͬ ٢.٢ بخش در حالت، دو این از ͷهری برای مͬ�باشد. ۶ یا ۴ کمر از Cay(Dn, S) آنͽاه �کند، عمل

مشخصمͬ�کنیم. رأسدوری پایدارساز Dnبا دووجهͬ گروه روی را نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت گراف�های

دوری رأس پایدارساز با Dn دووجهͬ گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۶-ظرفیت کیلͬ گراف�های ٣ فصل در

یͷ-منتظم ۶-ظرفیت کیلͬ گراف�های به فصل این در هم�چنین مͬ�کنیم. مشخص را مͬ�باشند �۴ کمر از که

پرداخته جزئͬ به�طور نیز مͬ�باشند ۶ کمر از که دوری رأس پایدارساز با Dn دووجهͬ گروه روی نرمال

مͬ�شود.

زଽاعا঴دଌن�زادهീা࣌خا਩ی
۱۳۹۱

٣Xu
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٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

گروه�ها از مفاهیمͬ ١.١

مͬ�گردد. باز [٢] مرجع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام .١.١.١ تذکر

مرکز حول دوران n توسط آنͽاه �بͽیرید، در�نظر صفحه ͷی در را منتظم ضلعͬ n ͷی اگر .٢.١.١ تعریف

انعͺاس n و ساعت عقربه�های خلاف جهت در ،k ∈ {١,٢, . . . , n} برای رادیان، ٢kπ
n

اندازه به ضلعͬ n

دوران�ها این تمام مجموعه�ی نمود. منطبق خودش بر را ضلعͬ n مͬ�توان ضلعͬ، n تقارن محور n به نسبت

گروه n−امین را آن که مͬ�دهد منتظم ضلعͬ n ͷی تقارن�های گروه نام به گروه ͷی تشͺیل انعͺاس�ها و

مͬ�دهند. نمایش Dn با و مͬ�نامند دو�وجهͬ

مشخصه�ی زیرگروه ͷی را H زیرگروه باشد. G از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

.α(H) = H ،α مانند G خودریختͬ هر برای درصورتͬ�که نامند G

از x هر و Γ از g هر به�ازای کنید فرض بͽیرید. درنظر را X ناتهͬ مجموعه�ی و Γ گروه .۴.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود مͬ�دهیم نشان x • g علامت با را آن که X از یͺتایͬ عضو ،X

و ،x • ١ = x ،X از x هر به�ازای (١)

.x • (g١g٢) = (x • g١) • g٢ ،X از x هر و Γ از g٢ و g١ هر به�ازای (٢)

x • g به�جای نوشتن، در سهولت برای گویند. X بر Γ عمل را • و مͬ�کند عمل X بر Γ گوئیم دراین�صورت

مͬ�کنیم. استفاده xg از

عضو g گوئیم .x ∈ X و g ∈ Γ و کند عمل X مجموعه�ی بر Γ گروه کنید فرض .۵.١.١ تعریف

ثابت را X عضو هر که را Γ از اعضایͬ مجموعه�ی .xg = x هرگاه مͬ�دارد نͽه ثابت را x نقطه�ی) (یا

مͬ�نامند. عمل هسته�ی نͽه�مͬ�دارد،

x • f = xf به�صورت x ∈ X و f ∈ SX فرض با X ناتهͬ مجموعه��ی بر SX متقارن گروه .۶.١.١ مثال

مͬ�کند. عمل



٣ گروه�ها از مفاهیمͬ .١.١

مجموعه�ی دراین�صورت ،x ∈ X و کند عمل X نا�تهͬ مجموعه�ی بر Γ گروه کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان StΓ(x) علامت با و مͬ�نامند Γ در x پایدارساز را {g ∈ Γ | xg = x}

مͬ�کنیم. استفاده St(x)Γ نماد از ،StΓ(x) نماد به�جای نوشتن در سهولت برای پس این از .٨.١.١ توجه

مͬ�کنیم: تعریف چنین X در را ∼ رابطه�ی کند. عمل X مجموعه بر Γ گروه کنید فرض .٩.١.١ تعریف

در هم�ارزی رابطه�ی ͷی ∼ رابطه�ی .x١g = x٢ ،g مانند Γ از عضوی ازای به در�صورتͬ�که x١ ∼ x٢ گوییم

آنͽاه x ∈ X اگر مͬ�نامیم. Γ-مدار، ͷی اوقات از گاهͬ یا عمل، مدار ͷی را هم�ارزی رده�ی هر است. X

نشان ( Orb(x) با مختصرا (یا OrbΓ(x) علامت با را آن و مͬ�نامیم Γ در x مدار را x شامل هم�ارزی رده

معلوم هم�ارزی، رده�های خواص طبق بر .OrbΓ(x) = {xg | g ∈ Γ} فوق، تعریف به توجه با مͬ�دهیم.

X با برابر آنها اجتماع و هستند جدا هم از متمایز مدار دو هر نتیجه در و Xاند از افرازی مدارها که مͬ�شود

مͬ�نامیم. Γ در x مدار طول را آن اعضای عده�ی باشد، متناهͬ مجموعه�ای OrbΓ(x) که صورتͬ در است.

را φg : X −→ X تابع ،Γ از g هر برای کند. عمل X مجموعه�ی بر Γ گروه کنید فرض .١٠.١.١ قضیه

ضابطه�ی با φ : Γ −→ SX نͽاشت و φg ∈ SX در�این�صورت مͬ�کنیم. تعریف xφg = xg ضابطه�ی با

است. برابر عمل هسته�ی با آن هسته�ی که است همریختͬ ͷی g 7−→ φg

شود. مراجعه [٢] مرجع به اثبات برای برهان.

در�این�صورت باشد. عمل هسته�ی K و کند عمل X مجموعه�ی بر Γ گروه کنید فرض .١١.١.١ نتیجه

است. یͺریخت SX از زیرگروهͬ با Γ/K و K ◁ Γ

شود. مراجعه [٢] مرجع به اثبات برای برهان.

دراین�صورت، .x ∈ X و کند عمل X مجموعه�ی بر Γ گروه فرضکنید (مدار�پایدارساز) .١٢.١.١ قضیه

اگر به�ویژه دارد. وجود Γ در St(x) راست همدسته�های همه�ی مجموعه�ی و Orb(x) بین ͷبه�ی�ͷی تناظری

.|Γ : St(x)| = |Orb(x)| آنͽاه باشد متناهͬ Orb(x)



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

شود. مراجعه [٢] مرجع به اثبات برای برهان.

مجموعه�ی در�این��صورت باشد. Γ گروه از ناتهͬ زیرمجموعه�ای X کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

گویند. Γ در X نرمالساز آن به و است Γ از زیرگروهͬ NΓ(X) = {g ∈ Γ | gXg−١ = X}

مͬ�کنیم. استفاده N(X)Γ نماد از NΓ(X) نماد به�جای نوشتن، در سهولت برای پس این از .١۴.١.١ توجه

دراین�صورت .H,K ≤ Γ و باشد گروه ͷی Γ کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه

H که است Γ زیرگروه بزرگترین N(H)Γ دیͽر، به�عبارت .K ≤ N(H)Γ اگر تنها و اگر H ◁ K (١)

.Γ = N(H)Γ اگر وتنها اگر H ◁ Γ به�ویژه است. نرمال آن در

.N(H)K = N(H)Γ ∩K آنͽاه H ≤ K اگر (٢)

شود. مراجعه [٢] مرجع به اثبات برای برهان.

و gcd(l, n) = ١ آن در که b 7→ akb و a 7→ al ضابطه�ی با α : Dn → Dn نͽاشت .١۶.١.١ لم

مͬ�باشد. Dn از گروهͬ خودریختͬ ͷی ،٠ ≤ k ≤ n− ١

باشند. دلخواه am١b, am٢b, ai١ , ai٢ ∈ Dn ،٠ ≤ m١,m٢, i١, i٢ ≤ n− ١ برای کنید فرض برهان.

در�نتیجه و am١l+kb = am٢l+kb بنابراین ،am١ = am٢ آنͽاه ،am١b = am٢b اگر خوش�تعریفͬ: اثبات

.α(am١b) = α(am٢b)

.α(b)٢ = ١ و α(a)n = ١ ،α(b−١)α(a)α(b) = α(a−١) که دهیم نشان کافیست حال

α(a) = al و gcd(l, n) = ١ ⇒ α(a)n = ١

(akb)٢ = ١ و α(b) = akb⇒ α(b)٢ = ١

α(b−١)α(a)α(b) = a−l و α(a−١) = a−l ⇒ α(b−١)α(a)α(b) = α(a−١).

مͬ�باشد. نیز پوشا α ،⟨α(a), α(b)⟩ = Dn ازآنجایͬ�که همچنین



۵ گراف�ها� از مفاهیمͬ .٢.١

درصورتͬ�که گوییم انتقالͬ را عمل �کند. عمل X نا�تهͬ مجموعه�ی بر Γ گروه کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

موجود g مانند Γ از عضوی ، x٢ و x١ مانند X عضو دو هر برای دیͽر به�عبارت باشد. عمل مدار تنها X

بر Γ گفت خواهیم است انتقالͬ عمل بͽوییم این�که به�جای اوقات از گاهͬ .x١g = x٢ به�طوری�که باشد

مͬ�کند. عمل انتقالͬ به�طور X مجموعه�ی

در X عضو هر پایدارساز هرگاه مͬ�کند عمل نیم-منتظم X نا�تهͬ مجموعه�ی بر Γ گروه .١٨.١.١ تعریف

باشد. همانͬ Γ

به�صورت که Lg, Rg : Γ −→ Γ نͽاشت�های باشد.� g ∈ Γ و گروه ͷی Γ کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

Lg(h) = gh , Rg(h) = hg

چپ انتقال��های� همه�ی مجموعه�ی مͬ�نامند. g توسط راست انتقال و چپ انتقال به�ترتیب را مͬ�شوند تعریف

مͬ�دهند. نشان R(Γ) با را Γ راست انتقال��های همه�ی مجموعه�ی و L(Γ) با را Γ

گراف�ها� از مفاهیمͬ ٢.١

مͬ�گردد. باز [١] مرجع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام .١.٢.١ تذکر

Vی (G) ناتهͬ مجموعه�ی از متشͺل ،
(
V (G), E(G), ψG

)
مرتب سه�تایͬ ͷی G گراف .٢.٢.١ تعریف

جفت ͷی ،G یال هر با که است ψG وقوع تابع و ،V (G) از مجزا یال�ها E(G)ی مجموعه�ی رأس�ها،

قسمͬ به باشند، رأس�هایͬ v و u و یال ͷی e اگر مͬ�کند. همراه را G رأس�های از مجزا) لزوما (نه نامرتب

مͬ�نامند. e انتهای دو را v و u رأس�های مͬ�کند، وصل v به را u ،e مͬ�گویند آن�گاه ،ψG(e) = uv که

مͬ�نامند v رأس ظرفیت یا درجه را است واقع آنها بر v رأس که G گراف از یال�هایͬ تعداد .٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان dG(v) با و

گویند. k−ظرفیت گراف باشد k آن رأس هر درجه�ی که گرافͬ به .۴.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. کمان ͷی را گراف متصل به�هم رأس�های از (v٠, v١) به�صورت مرتب زوج هر .۵.٢.١ تعریف



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

ͷی از بیش آن، رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ هرگاه نامند،� ساده را G گراف .۶.٢.١ تعریف

نباشد. یال

به�طورمتناوب آن جمله�های که W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk ناتهͬ دنباله�ی G گراف در .٧.٢.١ تعریف

بوسیله�ی W گشت ساده گراف�های در که است ذکر قابل مͬ�نامند. گشت را مͬ�باشند G یال�های و رأس�ها

مͬ�شود. مشخص v٠v١ . . . vk دنباله�ی

گشت باشند مجزا W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk گشت در ek و . . . ،e٢ ،e١ یال�های اگر .٨.٢.١ تعریف

مͬ�نامند. گذر را W

W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk گشت در ek و . . . ،e٢ ،e١ یال�های بودن مجزا بر علاوه اگر .٩.٢.١ تعریف

نامیم. مسیر را W گشت باشند مجزا نیز vk و . . . ،v١ ،v٠ رأس�های ،

مͬ�نامند. دور را باشند مجزا آن مبدأ و داخلͬ رأس�های که بسته�ای گذر .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�نامند. k−دور ͷی را k طول به دوری .١١.٢.١ تعریف

مͬ�نامند. G کمر را G گراف از دور کوتاهترین طول .١٢.٢.١ تعریف

را مͬ�کند متصل به�هم را G گراف از v و uرئوس گشت درکوتاهترین که یال�هایͬ تعداد .١٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان d(u, v) نماد با و مͬ�نامند v و u بین فاصله�ی

Ni(v) با را دارند قرار v رأس از i فاصله�ی به که را G گراف از رئوسͬ همه�ی مجموعه�ی .١۴.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان

باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف

باشد E(H) به ψG تحدید ψH و E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G) هرگاه نامند G زیرگراف را H گراف

مͬ�دهند. نشان H ⊆ G نماد با را آن و



٧ گراف�ها� از مفاهیمͬ .٢.١

V ′ و باشد E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G = (V,E) فرضکنید تعریف٢.١.١۶.

مجموعه�ای یال�هایش مجموعه و V ′ رأس�هایش مجموعه که را G از زیرگرافͬ باشد. V ناتهͬ زیرمجموعه�ی

مͬ�دهند. نشان G[V ′] با و نامند G القایͬ زیرگراف است، V ′ در انتهایش دو هر که است G یال�های آن از

باشد. موجود G در v به u از مسیری هرگاه نامند همبند را G گراف در v و u رأس دو .١٧.٢.١ تعریف

زیر�مجموعه�های به V از افرازی بنابراین گرافGاست، از V رئوس مجموعه در هم�ارزی رابطه�ی ͷی همبندی

دو هر v و u اگر تنها و اگر مͬ�باشند همبند v و uرأس دو �که به�طوری دارد وجود Vk و . . . ،V٢ ،V١ ناتهͬ

مͬ�نامند. G مؤلفه�های را G [Vk] و . . . ،G [V٢] ،G [V١] زیر�گراف�های باشند. Vi مجموعه��ی ͷی به متعلق

را G درغیر�این�صورت باشد، مؤلفه ͷی دارای دقیقا G هرگاه گویند همبند را G گراف .١٨.٢.١ تعریف

نامند. ناهمبند

متصل به�هم یال ͷی بوسیله�ی متمایز رأس�های از جفت هر آن در که را ساده�ای گراف .١٩.٢.١ تعریف

مͬ�باشد. گراف رئوس تعداد n که مͬ�دهند، نشان Kn با و مͬ�نامند کامل گراف را باشند

Y و X زیر�مجموعه دو به را Gرئوس مجموعه بتوان هرگاه مͬ�نامند دو�بخشͬ را Gگراف .٢٠.٢.١ تعریف

باشد. Y در انتها ͷی و X در انتها ͷی دارای G یال هر که کرد افراز چنان

رأس هر آن در که مͬ�باشد (X,Y ) افراز با ساده�ای دوبخشͬ گراف کامل، دوبخشͬ گراف .٢١.٢.١ تعریف

نشان Km,n با را کامل بخشͬ دو گراف آنͽاه ، | X |= m و | Y |= n اگر است. متصل Y رأس هر به X

مͬ�دهند.

دو�سویͬ در�صورتͬ�که مͬ�نامند یͺریخت را H و G ساده گراف�های .٢٢.٢.١ تعریف

.θ(u)θ(v) ∈ E(H) �اگر �تنها �و اگر uv ∈ E(G) به�طوری�که باشد موجود θ : V (G) −→ V (H)

گراف خود�ریختͬ�های است. خودش به�روی گراف از یͺریختͬ ͷی گراف خود�ریختͬ� .٢٣.٢.١ تعریف

با و مͬ�گویند گراف خودریختͬ�های گروه آن به که مͬ�دهند گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب عمل تحت G



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

رئوس مجموعه روی جایͽشتͬ به�صورت مͬ�توان را ساده گراف�های در خودریختͬ مͬ�دهند. نشان Aut(G)

درنظرگرفت. نیز مͬ�کند حفظ را مجاورت که گراف

γ ∈ Aut(G)(u,v) به�صورت را مͬ�دارد نͽه� ثابت را (u, v) کمان گرافGکه از γ خودریختͬ .٢۴.٢.١ ملاحظه

مͬ�دهیم. نشان

بͽیرید. درنظر {١٢,٢٣,٣۴} یال�های مجموعه و رئوس{۴,١,٢,٣} مجموعه با را Gگراف .٢۵.٢.١ مثال

و ۴ رأس به را ١ رأس که جایͽشتͬ دیͽری و همانͬ جایͽشت ͬͺی است، خودریختͬ دو دارای G گراف

است. شده آورده زیر در آن شͺل که �کند، جابه�جا ٣ رأس با را ٢ رأس

G گراف خودریختͬ�های :١.١ شͺل

انتقالͬ به�طور G کمان�های مجموعه روی Aut(G) هرگاه گویند کمان-انتقالͬ را Gگراف .٢۶.٢.١ تعریف

کند. عمل

انتقالͬ به�طور G رئوس مجموعه روی Aut(G) هرگاه گویند رأس-انتقالͬ را G گراف .٢٧.٢.١ تعریف

کند. عمل

انتقالͬ به�طور G کمان�های مجموعه روی Aut(G) اگر مͬ�نامند یͷ-منتظم را G گراف .٢٨.٢.١ تعریف

کند. عمل نیم-منتظم و



٩ کیلͬ گراف .٣.١

کیلͬ گراف ٣.١

مͬ�گردد. باز [١٢] و [۴] مراجع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام .١.٣.١ تذکر

این با باشد Γ از زیرمجموعه�ای S کنید فرض و است ١ همانͬ عنصر با متناهͬ گروه ͷی Γ کنید فرض

.s−١ ∈ S ،s ∈ S هر برای و ١ /∈ S که ویژگͬ

مجموعه��ی و رئوس مجموعه�ی که است ساده�ای گراف G = Cay(Γ, S) کیلͬ گراف .٢.٣.١ تعریف

مͬ�باشد. زیر به�صورت آن یال�های

V (G) = Γ و E(G) =
{{
g, h} | g−١h ∈ S

}
مولد مجموعه�ی ͷی S اگر تنها و اگر است همبند گراف ͷی G = Cay(Γ, S) کیلͬ گراف .٣.٣.١ لم

باشد. G برای

دارد. وجود G در مسیری G از a دلخواه رأس هر به ١ رأس از دهیم نشان کافیست (⇒) برهان.

عناصر از حاصل�ضربͬ به�صورت مͬ�توان را Gرأس هر لذا است G برای مولدی S مجموعه�ی از�آنجایͬ�که

،{١, s١} یال�های که آنجایͬ از .a = s١s٢ . . . sk که دارند وجود s١, s٢, . . . , sk ∈ S لذا نوشت. S

رأس و ١ رأس بین لذا مͬ�باشند، موجود E(G) در {s١s٢ . . . sk−١, s١s٢ . . . sk} و . . . ،{s١, s١s٢}

است. همبند G کیلͬ گراف بنابراین است، موجود مسیری G از a دلخواه

فرض دارد. وجود ١ و g بین مسیری است، همبند G چون باشد. ثابت و دلخواه g ∈ Γ کنید فرض (⇐)

کنید

١− s١ − s١s٢ − . . .− s١ . . . sk = g

است. Γ برای مولد مجموعه�ی ͷی S بنابراین .s١, s٢, . . . , sk ∈ S آن در که باشد ١ و g بین مسیری



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

مͬ�گیریم. درنظر Γ برای مولد مجموعه�ی ͷی را S پایان�نامه این سرتاسر در قبل لم به توجه با .۴.٣.١ تذکر

است. رأس-انتقالͬ G = Cay(Γ, S) کیلͬ گراف (١) .۵.٣.١ قضیه

از جایͽشتͬ به�عنوان ،π آنͽاه ،π(S) = S به�طوری�که باشد Γ از گروهͬ خودریختͬ ͷی π کنید فرض (٢)

مͬ�دارد. نͽه ثابت را ١ رأس که است گرافͬ خودریختͬ ͷی ،Cay(Γ, S) رئوس

تعریف g(h) = gh (h ∈ Γ) ضابطه�ی با را V (G) = Γ از g جایͽشت ،g ∈ Γ هر برای (١) برهان.

زیرا است، G از خودریختͬ ͷی جایͽشت این مͬ�کنیم.

{h, k} ∈ E(G) ⇒ h−١k ∈ S

⇒ (gh)−١(gk) = h−١k ∈ S

⇒ {g(h), g(k)} ∈ E(G)

خودریختͬ�های همه�ی گروه از زیرگروهͬ که مͬ�سازد را (Γ با (یͺریخت Γ گروه �ها gهمه�ی مجموعه�ی

داریم g = h٢h
−١
١ دادن قرار با ،h١, h٢ ∈ Γ هر برای ازآنجایͬ�که حال است. Cay(Γ, S)

مͬ�کند. عمل انتقالͬ به�طور Gرئوس مجموعه روی Γ بنابراین ،g(h١) = h٢

خودریختͬ ͷی π به�علاوه نͽه�مͬ�دارد ثابت را ١ رأس π است، گروهͬ خودریختͬ ͷی π آنجایͬ�که از (٢)

زیرا است گرافͬ

{h, k} ∈ E(G) ⇔ h−١k ∈ S

⇔ π(h−١k) ∈ S

⇔ π(h−١)π(k) ∈ S

⇔ {π(h), π(k)} ∈ E(G).



١١ کیلͬ گراف .٣.١

{(١ ٢), (٢ ٣), (١ ٣)} مجموعه�ی را S و S٣ متقارن گروه را Γ ،Cay(Γ, S) کیلͬ گراف در .۶.٣.١ مثال

صفحه�ی در آن شͺل که مͬ�باشد. K٣,٣ با یͺریخت Cay(S٣, S) کیلͬ گراف دراین�صورت در�نظر�بͽیرید.

است. شده آورده بعد

G = Cay(S٣, {(١ ٢), (٢ ٣), (١ ٣)}) کیلͬ گراف :٢.١ شͺل

مشخص زیر به�صورت که است ٢n مرتبه�ی از گروهͬ Dn � دو��وجهͬ گروه ،n ≥ برای٢ .٧.٣.١ تعریف

مͬ�شود.

Dn = ⟨a, b | an = b٢ = ١ , bab = a−١⟩

رسم زیر به�صورت S = {b, ab, a٢b, a٣b} و Γ = D۴ برای G = Cay(Γ, S) کیلͬ گراف .٨.٣.١ مثال

مͬ�شود.

G = Cay(D۴, {b, ab, a٢b, a٣b}) کیلͬ گراف :٣.١ شͺل



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

ثابت مجموعه�وار را S که است Aut(Γ) از زیرگروهͬ {α ∈ Aut(Γ) | α(S) = S} .٩.٣.١ تعریف

همانͬ عنصر پایدارساز از زیرگروهͬ Aut(Γ, S) به�علاوه مͬ�نامند. Aut(Γ, S) را مجموعه این نͽه�مͬ�دارد

مͬ�باشد. Aut
(
Cay

(
Γ, S

))
در

از نرمالͬ زیرگروه Γ از L(Γ) چپ انتقال هرگاه گویند نرمال را Cay(Γ, S) کیلͬ گراف .١٠.٣.١ تعریف

باشد. Aut
(
Cay

(
Γ, S

))



٢ فصل

نرمال۴�ظرفیت �منتظمͷی کیلͬ گراف�های
رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی

دوری

١٣



١۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

مقدماتͬ قضیه�های ١.٢

داریم: دراین�صورت بͽیرید. در�نظر را G = Cay(Γ, S) کیلͬ �گراف .١.١.٢ قضیه

N؛
(
L(Γ)

)
Aut(G)

= L(Γ)Aut(Γ, S) (١)

L(Γ) ◁ Aut(G) اگر وتنها اگر Aut(G) = L(Γ)Aut(Γ, S) (٢)

،(١٣.١.١) تعریف از استفاده با .N
(
L(Γ)

)
SΓ

= L(Γ)Aut(Γ) مͬ�کنیم ثابت ابتدا در (١) برهان.

حال .L(Γ)Aut(Γ) ⊆ N
(
L(Γ)

)
SΓ

بنابراین ،Aut(Γ) ⊆ N
(
L(Γ)

)
SΓ

و L(Γ) ⊆ N
(
L(Γ)

)
SΓ

داریم

قرار ،φ,ψ ∈ N
(
L(Γ)

)
SΓ

و a, d ∈ Γ هر برای .N
(
L(Γ)

)
SΓ

⊆ L(Γ)Aut(Γ) دهیم نشان کافیست

برای لذا ،ψLaψ
−١ ∈ L(Γ) طرفͬ از� .ψ(١) = ١ لذا ،φ(١) = d مͬ�کنیم تعریف و ψ = Ld−١φ مͬ�هیم

داریم: g ∈ Γ برای حال .ψLaψ
−١ = Lb طوری�که به دارد وجود Lbای ∈ L(Γ) ،b ∈ Γ

ψLaψ
−١(g) = Lb(g) ⇒ ψ

(
aψ−١(g)

)
= bg

⇒ aψ−١(g) = ψ−١(bg).

.ψ−١(bg) = ψ−١(b)ψ−١(g) و a = ψ−١(b) درنتیجه ،aψ−(١)١ = ψ−١(b) آنͽاه ،g = ١ اگر حال

قضیه بنابر حال .N
(
L(Γ)

)
SΓ

⊆ L(Γ)Aut(Γ) نتیجه در و φ ∈ L(Γ)Aut(Γ) لذا ،ψ ∈ Aut(Γ) بنابراین

نوشت: مͬ�توان (١۵.١.١)

N
(
L(Γ)

)
Aut(G)

= N
(
L(Γ)

)
SΓ

∩Aut(G)

= L(Γ)Aut(Γ) ∩Aut(G)

حال ،L(Γ)St(١)Aut(G) ⊆ Aut(G) مͬ�دانیم .Aut(G) = L(Γ)St(١)Aut(G) دهیم نشان کافیست حال

مͬ�گیریم. درنظر را φ ∈ Aut(G) دلخواه خودریختͬ .Aut(G) ⊆ L(Γ)St(١)Aut(G) دهیم نشان کافیست

نتیجه در و Laφ ∈ St(١)Aut(G) لذا ،Laφ(١) = ١ به�طوری�که دارد وجود Laای ∈ LΓ دراین�صورت

.φ ∈ LaSt(١)Aut(G)



١۵ مقدماتͬ قضیه�های .١.٢

داریم: بنابراین

N
(
L(Γ)

)
Aut(G)

= L(Γ)Aut(Γ) ∩ L(Γ)St(١)Aut(G) = L(Γ)
(
Aut(Γ) ∩ St(١)Aut(G)

)
.

،(۵.٣.١) قضیه طبق .Aut(Γ) ∩ St(١)Aut(G) = Aut(Γ, S) کنیم ثابت کافیست حال

لذا ،Aut(Γ, S) ⊆ Aut(Γ) ازآنجایͬ�که .Aut(Γ, S) ⊆ St(١)Aut(G)

Aut(Γ, S) ⊆ Aut(Γ) ∩ St(١)Aut(G).

،γ ∈ St(١)Aut(G) ازآنجایͬ�که بͽیرید. درنظر را γ ∈ Aut(Γ) ∩ St(١)Aut(G) دلخواه خودریختͬ حال

درنتیجه ،γ ∈ Aut(G) ازآنجایͬ�که و نͽه�مͬ�دارد ثابت مجموعه�وار را S = N(١)١ مجموعه�ی γ لذا

است. برقرار حͺم و Aut(Γ) ∩ St(١)Aut(G) ⊆ Aut(Γ, S) بنابراین ،γ ∈ Aut(Γ, S)

است. برقرار حͺم (١۵.١.١) قضیه و (١) قسمت از استفاده با (٢)

در همانͬ عنصر پایدارساز Aut(Γ, S) اگر تنها و اگر است نرمال Cay(Γ, S) کیلͬ گراف .٢.١.٢ قضیه

باشد. Aut
(
Cay(Γ, S)

)
ازآنجایͬ�که آنͽاه باشد، Aut

(
Cay(Γ, S)

)
در همانͬ عنصر پایدارساز Aut(Γ, S) اگر (⇒) برهان.

از (٢) قسمت از استفاده با حال .Aut(G) = L(Γ)Aut(Γ, S) درنتیجه ،Aut(G) = L(Γ)St(١)Aut(G)

است. برقرار حͺم (١.١.٢) قضیه

داریم (١.١.٢) قضیه از (٢) قسمت از آنͽاه باشد، نرمال Cay(Γ, S) کیلͬ گراف اگر (⇐)

دهیم نشان کافیست لذا ،Aut(G) = L(Γ)St(١)Aut(G) مͬ�دانیم طرفͬ از .Aut(G) = L(Γ)Aut(Γ, S)

دراین�صورت بͽیرید. درنظر را St(١)Aut(G) از φ دلخواه خودریختͬ .St(١)Aut(G) ⊆ Aut(Γ, S)

بنابراین .φ = Laψ به�طوری�که ،ψ ∈ Aut(Γ, S) و La ∈ L(Γ) دارد وجود لذا ،φ ∈ L(Γ)Aut(Γ, S)

نوشت: مͬ�توان

φ(١) = Laψ(١) ⇒ φ(١) = a⇒ a = ١ , φ = ψ



١۶ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

.Aut(Γ, S) = St(١)Aut(G) نتیجه در و St(١)Aut(G) ⊆ Aut(Γ, S) بنابراین

ͷی روی k−ظرفیت کیلͬ گراف ͷی Cay(Dn, S) و صحیح عدد ͷی k ≥ ٣ کنید فرض .٣.١.٢ قضیه

روی که است k مرتبه�ی از دوری زیر�گروه ͷی شامل Aut(Dn, S) در�این�صورت باشد. دو�وجهͬ گروه

کیلͬ گراف�های از ͬͺی با Cay(Dn, S) اگر تنها و اگر مͬ�کند عمل انتقالͬ به�طور S = N(١)١ مجموعه�ی

باشد. یͺریخت ،
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) که ,n)ای l) برای ،Cay(Dn, {a

∑t
j=٠ l

j

b | ٠ ≤ t ≤ k − ١})

هستند. کمان-انتقالͬ گراف�ها این به�ویژه

باشد Dn دووجهͬ گروه روی k−ظرفیت همبند کیلͬ گراف ͷی Cay(Dn, S) کنید فرض (⇐) برهان.

مجموعه�ی روی انتقالͬ به�طور که است k مرتبه�ی از دوری زیر�گروه ͷی شامل Aut(Dn, S) که

باشد. شده گفته دوری زیر�گروه از مولد ͷی α ∈ Aut(Dn, S) کنید فرض مͬ�کند. عمل S = N(١)١

η(⟨a⟩) ،η ∈ Aut(Dn) هر برای حال باشد. at شامل t صحیح اعداد از برخͬ برای S کنید فرض هم�چنین

از Dn دوری زیرگروه تنها ⟨a⟩ که آنجایͬ از حال ،|η(⟨a⟩)| = |⟨a⟩| که مͬ�باشد Dn از دوری زیرگروه

⟨at⟩ هم�چنین و مͬ�باشد Dn مشخصه�ی زیرگروه ⟨a⟩ لذا ،η(⟨a⟩) = ⟨a⟩ باید بنابراین است، n مرتبه�ی

و Aut(Dn, S) تعریف و Dn در ⟨a⟩ بودن مشخصه زیرگروه به توجه با است. Dn مشخصه�ی زیرگروه

در S بودن مولد با این که ،S ⊆ ⟨a⟩ که گرفت نتیجه مͬ�توان N(١)١ روی Aut(Dn, S) عمل بودن انتقالͬ

و S = {b, ai١b, ai٢b, ..., aik−١b} که مͬ�کنیم فرض یͺریختͬ حد در بنابراین است. تناقض

α(b) = ai١b, α(ai١b) = ai٢b, ..., α(aik−٢b) = aik−١b, α(aik−١b) = b.

ͷی α : ⟨a⟩ −→ ⟨a⟩ لذا مͬ�باشد، Dn مشخصه�ی زیرگروه ⟨a⟩ و α ∈ Aut(Dn, S) �که آنجایͬ از

نوشت: مͬ�توان را زیر تساوی و است گروهͬ خودریختͬ

α(a−ij ) = α(baijb) = ai١baij+١b = ai١−ij+١ j = ١,٢, ..., k − ١



١٧ مقدماتͬ قضیه�های .١.٢

لذا است، Dn مشخصه��ی زیرگروه ⟨aik−١⟩ ازآنجایͬ�که حال مͬ�شود. تعریف ik = ٠ که

و ⟨aik−١⟩ = ⟨ai١⟩ بنابراین ،α(a−ik−١) = ai١ قبل رابطه�ی طبق طرفͬ از .α(⟨aik−١⟩) = ⟨aik−١⟩

a−ik−٢ = α−١(ai١−ik−١) = α−١(ai١)α−١(a−ik−١) ∈ ⟨α−١(ai١)⟩ = ⟨aik−١⟩ = ⟨ai١⟩,

a−ik−٣ = α−١(ai١−ik−٢) = α−١(ai١)α−١(a−ik−٢) ∈ ⟨α−١(ai١)⟩ = ⟨ai١⟩,

...

a−i٢ = α−١(ai١−i٣) = α−١(ai١)α−١(a−i٣) ∈ ⟨α−١(ai١)⟩ = ⟨ai١⟩.

آنجایͬ�که از .ais ∈ ⟨ai١⟩ ،١ ⩽ s ⩽ k − ١ برای لذا

⟨b, ai١b, ai٢b, ..., aik−١b⟩ ⊆ ⟨ai١⟩ ∪ ⟨ai١⟩b

است، i١ = ١ کرد فرض مͬ�توان یͺریختͬ حد در حال .(i١, n) = ١ لذا و ⟨ai١⟩ ∪ ⟨ai١⟩b = Dn بنابراین

و S = {b, ab, ai٢b, ..., aik−١b} بنابراین

α(b) = ab, α(ab) = ai٢b, . . . α(aik−٢b) = aik−١b, α(aik−١b) = b.

داریم: را زیر معادلات بنابراین

α(a) = α(abb) = α(ab)α(b) = ai٢bab = ai١−٢, (١.٢)

ai٢b = α(ab) = α(a)α(b) = ai١−٢ab = ai٢b,

ai٣b = α(ai٢b) = a(i١−٢)i٢ab = a(i١−٢)i١+٢b,

...

aik−١b = α(aik−٢b) = a(i١−٢)ik−١+٢b,

b = α(aik−١b) = a(i١−٢)ik−١+١b.

برای ،l = i٢ − ١ دادن قرار با و (١.٢) معادله�ی طرف دو از a توان�های مقایسه�ی با حال

.
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) درنتیجه و ،it =

∑t−١
j=٠ l

j (mod n) داریم t = ٣,۴, . . . , k − ١



١٨ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

،
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که را G = Cay(Dn, {a

∑t
j=٠ l

j

b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١}) کیلͬ گراف (⇒)

مͬ�کنیم. تعریف b 7−→ ab و a 7−→ al ضابطه�ی با را α : Dn −→ Dn نͽاشت حال مͬ�دهیم. تشͺیل

خودریختͬ ͷی α ،(١۶.١.١) لم طبق بنابراین ،gcd(l, n) = ١ لذا ،
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) ازآنجایͬ�که

داریم: ٠ ≤ m١,m٢ ≤ n− ١ هر برای زیرا مͬ�باشد نیز گرافͬ خودریختͬ ͷی α هم�چنین است. گروهͬ

{am١b, am٢} ∈ E(G) ⇔ am١b am٢ ∈ S ⇔ al(m١−m٢)+١b ∈ S

⇔ α(am١b)α(am٢) ∈ S

⇔ {α(am١b), α(am٢)} ∈ E(G).

و
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) از هم�چنین .αk(b) = b لذا ،

∑k−١
j=٠ l

j = ٠ (mod n) ازآنجایͬ�که حال

⟨α⟩ دراین�صورت .αk(a) = a بنابراین ،lk = ١ (mod n) که مͬ�گیریم نتیجه
∑k

j=١ l
j = ٠ (mod n)

عمل {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١} مجموعه��ی روی انتقالͬ به�طور که است k مرتبه�ی از دوری زیرگروهͬ

مͬ�کند.

آن در که G = Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١}) کیلͬ گراف .۴.١.٢ توجه

برای زیرا مͬ�باشد، ⟨a⟩b و ⟨a⟩ بخش�های مجموعه با دوبخشͬ �گراف ͷی ،
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

به�طریق .(aipb aiqb /∈ S باشند(چون یͺدیͽر مجاور نمͬ�توانند ،G از aiqb و aipbرئوس ،١ ≤ ip, iq ≤ n

مجاور نمͬ�توانند G کیلͬ گراف از ais و ait رأس دو هیچ ،١ ≤ is, it ≤ n برای که داد نشان مͬ�توان مشابه

باشند. هم

کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ t ≤ k − ١}) و k ≥ ٣ کنید فرض .۵.١.٢ قضیه

داریم: در�این�صورت .
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که باشد k−ظرفیت

است. ۶ یا ۴ G کمر (١)



١٩ مقدماتͬ قضیه�های .١.٢

نیست. یͷ-منتظم G آنͽاه ،l k٢ − ١ = ٠ (mod n) و زوج k اگر (٢)

و ⟨a⟩ بخش�های مجموعه با دو�بخشͬ گراف ͷی G کیلͬ گراف مͬ�دانیم (۴.١.٢) ملاحظه از (١) برهان.

ساده G گراف ازآنجایͬ�که هم�چنین ندارد. وجود G گراف در فرد به�طول دورهایͬ بنابراین مͬ�باشد، ⟨a⟩b

در ۶-دور ͷی (١, b, a−١, alb, al, al+١b) مسیر طرفͬ از ندارد. وجود G در نیز ٢ به�طول دوری لذا است�،

مͬ�باشد. ۶ مساوی یا کوچͺتر و زوج عددی G کمر بنابراین مͬ�باشد. G گراف

گرفت نتیجه مͬ�توان l k٢ − ١ = ٠ (mod n) و
∑k−١

j=٠ l
j = ٠ (mod n) معادلات از (٢)

داریم: بنابراین ،٢
∑ k

١−٢
j=٠ l

j = ٠ (mod n)

{a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١} = {a
∑r

i=٠ l
j
b, a

∑ k
١−٢
i=٠ li+

∑r
j=٠ l

j

b | ٠ ⩽ r ⩽ k

٢ − ١}.

ازآنجایͬ�که مͬ�گیریم، درنظر را N١(b) در a
∑ k

١−٢
j=١ lj و a−١ رأس�های

داریم: لذا ،S = {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ t ≤ k − ١}

N١(a
−١) = {a−١a

∑t
j=٠ l

j

b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١}

= {a
∑t

j=٠ l
j−١b | ٠ ⩽ t ⩽ k − ١}

N١(a
∑ k

١−٢
j=١ lj ) = {a

∑ k
١−٢
j=١ lja

∑r
i=٠ l

j
b , a

∑ k
١−٢
j=١ lja

∑ k
١−٢
i=٠ li+

∑r
j=٠ l

j

b | ٠ ⩽ r ⩽ k

٢ − ١}

= {a
∑ k

١−٢
i=٠ li+

∑r
j=٠ l

j−١b , a٢
∑ k

١−٢
i=٠ li+

∑r
j=٠ l

j−١b}.

خودریختͬ را α حال .N١(a
−١) = N١(a

∑ k
١−٢
j=١ lj ) لذا ،٢

∑ k
١−٢
j=٠ l

j = ٠ (mod n) ازآنجایͬ�که حال

ثابت را Gرئوس بقیه و �کند جابه�جا را G از a
∑ k

١−٢
j=١ lj و a−١ رئوس که مͬ�گیریم درنظر G کیلͬ گراف از

G بنابراین �مͬ�دارد، نͽه ثابت را (١, b) کمان که مͬ�باشد G از نابدیهͬ خودریختͬ ͷی α بنابراین �دارد، نͽه

نیست. یͷ-منتظم



٢٠ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

پایدارساز با Dn گروه روی نرمال �منتظمͷی ۴�ظرفیت کیلͬ گراف�های ٢.٢
دوری رأس

دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های بخش دراین

مͬ�باشد. [١٢] مرجع از که مͬ�کنیم، مشخص را مͬ�باشند ۶ یا ۴ کمر از که

زیرگروه تنها بͽیرید. Xدرنظر = {١,٢, . . . , k} مجموعه�ی روی را Sk متقارن گروه طبیعͬ عمل .١.٢.٢ لم

است. k طول به دوری مولد با دوری زیرگروه مͬ�کند، عمل انتقالͬ به�طور X مجموعه�ی روی که Sk از دوری

X مجموعه�ی روی که است H چون دوری زیرگروه دارای Sk یعنͬ نباشد. این�چنین کنیم فرض برهان.

دو اگر حال مͬ�باشد. β و α مجزای دور دو حداقل حاصل�ضرب به�صورت و مͬ�کند عمل انتقالͬ به�طور

به�طور X مجموعه�ی روی نمͬ�تواند H این�صورت در کنیم انتخاب β و α دورهای از به�ترتیب را b و aرأس

است. برقرار حͺم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در فرض با این که کند عمل انتقالͬ

Dn دو�وجهͬ گروه روی k−ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G و صحیح عدد ͷی k ≥ ٣ کنید فرض .٢.٢.٢ لم

کیلͬ گراف با یͺریخت G آنͽاه باشد دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G اگر باشد،

.
∑t

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که مͬ�باشد Cay(Dn, {a

∑t
j=٠ l

j

b | ٠ ≤ t ≤ k − ١})

به�طور G کمان�های مجموعه روی Aut(G) لذا است، یͷ-منتظم G کیلͬ گراف فرضمͬ�دانیم طبق برهان.

Xبه�طور = N(١)١ مجموعه�ی روی نیز St(١)Aut(G) که گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین مͬ�کند، عمل انتقالͬ

پایدارساز فرض طبق ازآنجایͬ�که .
St(١)Aut(G)

K
↪→ SX داریم ،(١١.١.١) نتیجه از مͬ�کند. عمل انتقالͬ

داریم (١.٢.٢) لم از استفاده با حال است. همانͬ خودریختͬ K لذا است، همانͬ Aut(G) در کمان هر

،(٢.١.٢) قضیه طبق لذا است، نرمال G گراف مͬ�دانیم ازطرفͬ .|St(١)Aut(G)| = k

مͬ�شود. نتیجه حͺم (٣.١.٢) قضیه از استفاده با حال .Aut(Dn, S) = St(١)Aut(G)



٢١ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

کیلͬ گراف هیچ ، l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) که ای (n, l) برای آنͽاه ، n < ١٠ اگر .٣.٢.٢ لم

ندارد. وجود باشد یͷ-منتظم که G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) ۴-ظرفیت

را مͬ�کنند صدق ٢ ≤ n ≤ ٩ و l٣+ l٢+ l+١ = ٠ (mod n) شرط دو در که را ,n)هایͬ l) درابتدا برهان.

،(۵,٣) ،(۵,٢) ،(۴,٣) ،(۴,١) ،(٣,٢) ،(٢,١) زوج�های ممͺن، حالات تمامͬ بررسͬ با مشخصمͬ�کنیم.

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و ٣ ≤ n ≤ شرط٩ دو در (٩,٨) و (٨,٧) ،(٨,٣) ،(٧,۶) ،(۶,۵) ،(۵,۴)

(٩,٨) و (٨,٧) ،(٧,۶) ،(۶,۵) ،(۵,۴) ،(۴,٣) ،(٣,٢) ،(٢,١) ,n)های l) به�ازای ازطرفͬ مͬ�کنند. صدق

به G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف در S = {b, ab, al+١b, al٢+l+١b} مجموعه�ی

-ͷی حال است. تناقض در G کیلͬ گراف بودن ۴-ظرفیت با این که مͬ�گردد، تبدیل {b, ab} مجموعه�ی

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را (٨,٣) و (۵,٣) ،(۵,٢) ،(۴,١) ,n)های l) به�ازای G کیلͬ گراف بودن منتظم

Aut(G) از نابدیهͬ خودریختͬ ͷی است کافͬ� نمͬ�باشد، یͷ-منتظم G کیلͬ گراف کنیم ثابت اینͺه برای

مͬ�دارد. نͽه ثابت را G کمان ͷی که کنیم پیدا

موردنظر کیلͬ گراف شͺل رسم با .G = Cay(D۴, {b, ab, a٢b, a−١b}) آنͽاه ،(n, l) = (۴,١) اگر

از γ خودریختͬ کافیست لذا مͬ�باشند، یͺسان a٢ و a رئوس همسایͽͬ�های که دید مͬ�توان آسانͬ به

ثابت را G رئوس بقیه و �کند جابه�جا باهم را a٢ و a رئوس که بͽیریم درنظر جایͽشتͬ را Aut(G)(١,b)

نیست. یͷ-منتظم G لذا نͽه�دارد.

G = Cay(D۴, {b, ab, a٢b, a−١b}) کیلͬ گراف :١.٢ شͺل



٢٢ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

موردنظر کیلͬ گراف شͺل رسم با .G = Cay(D۵, {b, ab, a٣b, a٢b}) آنͽاه ،(n, l) = (۵,٢) اگر

γ بͽیریم، درنظر γ = (a−١ a٢)(ab a٣b) به�صورت را Aut(G)(١,b) از γ خودریختͬ اگر که دید مͬ�توان

نیست. یͷ-منتظم G لذا مͬ�دارد،و نͽه ثابت را (١, b) کمان که است Aut(G) از نابدیهͬ خودریختͬ

G = Cay(D۵, {b, ab, a٣b, a٢b}) کیلͬ گراف :٢.٢ شͺل

کیلͬ گراف شͺل رسم با حال .G = Cay(D۵, {b, ab, a−١b, a٢b}) آنͽاه ،(n, l) = (۵,٣) اگر

درنظر γ = (a a٣)(ab a−١b) به�صورت را Aut(G)(١,b) از γ خودریختͬ اگر که دید مͬ�توان موردنظر

G لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را (١, b) کمان که است Aut(G) از نابدیهͬ خودریختͬ ͷی γ آنͽاه بͽیریم،

نیست. یͷ-منتظم

G = Cay(D۵, {b, ab, a−١b, a٢b}) کیلͬ گراف :٣.٢ شͺل



٢٣ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

مورد کیلͬ گراف شͺل رسم با حال .G = Cay(D٨, {b, ab, a۴b, a−٣b}) آنͽاه ،(n, l) = (٨,٣) اگر

را a−٢ و a٢ رئوس که بͽیریم درنظر جایͽشتͬ را Aut(G)(١,b) از γ خودریختͬ اگر که دید مͬ�توان نظر

نیست. یͷ-منتظم G که گرفت نتیجه مͬ�توان مͬ�کند جابه�جا باهم

G = Cay(D٨, {b, ab, a۴b, a−٣b}) کیلͬ گراف :۴.٢ شͺل

۴-ظرفیت کیلͬ گراف هیچ ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و n < ١٠ که ,n)ای l) ازای به بنابراین

ندارد. وجود باشد، یͷ-منتظم که G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})

بررسͬ مورد جداگانه به�طور زیر زیربخش دو در را مͬ�باشند ۶ یا ۴ کمر از که را کیلͬ گراف�های حال

مͬ�دهیم. قرار

دووجهͬ گروه�های روی ۴ کمر از کیلͬ گراف�های

و lk + ١ = ٠ (mod n) کنید فرض .۴.٢.٢ قضیه

G = Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b, a
∑k−١

i=s+١ l
i

b | ٠ ≤ t ≤ k − ١,٠ ≤ s ≤ k − ١})



٢۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

که کنید فرض هم�چنین باشد. ٢k−ظرفیت کیلͬ �گراف ͷی

k−١∑
i=٠

li +

t∑
i=٠

li −
s∑

i=٠
li ̸= ٠ (mod n) s.t ٠ ≤ s ≤ k − ٢,٠ ≤ t ≤ k − ١ (٢.٢)

٢
k−١∑
i=٠

li −
s∑

i=٠
li −

t∑
i=٠

li ̸= ٠ (mod n) s.t ٠ ≤ s ≤ k − ٢,٠ ≤ t ≤ k − ٢

s∑
i=٠

li +

t∑
i=٠

li ̸= ٠ (mod n) s.t ٠ ≤ s ≤ k − ١,٠ ≤ t ≤ k − ١

مͬ�باشد. ۴ کمر از و یͷ-منتظم G کیلͬ گراف آنͽاه

شود. مراجعه [١١] مرجع به اثبات برای برهان.

در که باشد ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کنید فرض .۵.٢.٢ لم

دو از ͬͺی اگر تنها و اگر است ۴ کمر از G در�این�صورت .n ≥ ١٠ و l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) آن

باشد. برقرار l٢ − ١ = ٠ (mod n) یا l٢ + ١ = ٠ (mod n) شرط

آن در که باشد ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کنید فرض برهان.

.n ≥ ١٠ و l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n)

ͷی (١, b, a−l, ab) مسیر و S = {b, ab, al+١b, alb} بنابراین .l٢ + ١ = ٠ (mod n) کنیم فرض (⇒)

ͷی (١, b, a−l−١, ab) مسیر آنͽاه l٢ − ١ = ٠ (modn) اگر مشابه، به�طور مͬ�باشد. G گراف برای ۴-دور

مͬ�باشد. ۴ کمر از ،G کیلͬ گراف صورت دو هر در لذا است. G گراف برای ۴-دور

لذا است، کمان-انتقالͬ ،(٣.١.٢) قضیه طبق ،G آنجایͬ�که از باشد، ۴ کمر از G کیلͬ گراف اگر (⇐)

،(b,١, ab) ٢-مسیرهای از ͬͺی شامل ۴-دوری بنابراین است. موجود G در (b,١) کمان شامل ۴−دوری

(b,١, ab) مسیر شامل ۴-دوری مͬ�کنیم فرض به�اختصار است. موجود (b,١, al٢+l+١b) و (b,١, al+١b)

سمت در رأس سه از ͬͺی حداقل بنابراین است). بررسͬ قابل مشابه طریق به دیͽر حالت باشد(دو موجود

باشد. شͺل چپ سمت در رأس سه از ͬͺی مشابه باید (۵.٢) شͺل راست



٢۵ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

(b,١, ab) مسیر شامل ۴-مسیر :۵.٢ شͺل

مͬ�پردازیم: ممͺن حالات بررسͬ به حال

شود. منطبق a−l٢−l−١ یا a−l−١ یا a−١ رئوس از ͬͺی بر aرأس (١)

از با این که است، ٢ مرتبه�ی از a رأس لذا ،a = a−١ آنͽاه شود، منطبق a−١ رأس بر a رأس اگر •

شود. منطبق a−١ رأس بر نمͬ�تواند aرأس لذا است، تناقض در a بودن n مرتبه�ی

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l−١ رأس بر aرأس اگر •

a = a−l−١ ⇒ ١ = −l − ١ (mod n) ⇒ l = −٢ (mod n)

داریم l = −٢ (mod n) دادن قرار با لذا ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) فرض طبق طرفͬ از

a−l−١ رأس بر نمͬ�تواند aرأس لذا است، تناقض در n ≥ ١٠ فرض با این که ،−۵ = ٠ (mod n)

شود. منطبق

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l−١ رأس بر aرأس اگر •

a = a−l٢−l−١ ⇒ l٢ + l + ١ = −١ (mod n)

داریم: ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) فرض از استفاده با حال

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) ⇒ l(l٢ + l + ١) + ١ = ٠ (mod n) ⇒ l = ١ (mod n)

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و l = ١ (mod n) ⇒ ۴ = ٠ (mod n)



٢۶ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

a−l٢−l−١ رأس بر نمͬ�تواند a رأس لذا است،� تناقض در n ≥ ١٠ فرض با ۴ = ٠ (mod n) که

شود. منطبق

شود. منطبق a−l٢−l−١ یا a−l−١ یا a−١ رئوس از ͬͺی بر a−l رأس (٢)

فرض از استفاده با حال ،l = ١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−١ رأس بر a−l رأس اگر •

n ≥ فرض١٠ با این که ،۴ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان l٣+ l٢+ l+ ١ = ٠ (mod n)

شود. منطبق a−١ رأس بر نمͬ�تواند a−l رأس لذا است، تناقض در

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l−١ رأس بر a−l رأس اگر •

a−l = a−l−١ ⇒ −l = −l − ١ (mod n) ⇒ −١ = ٠ (mod n)

a−l−١ رأس بر نمͬ�تواند a−l رأس لذا است، تناقض در n ≥ ١٠ فرض ١−با = ٠ (mod n) که

شود. منطبق

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l−١ رأس بر a−l رأس اگر •

a−l = a−l٢−l−١ ⇒ −l = −l٢ − l − ١ (mod n) ⇒ l٢ + ١ = ٠ (mod n)

برقرار l٢ + ١ = ٠ (mod n) شرط باید شود، منطبق a−l٢−l−١ رأس بر a−l رأس اینͺه برای پس

باشد.

شود. منطبق a−l٢−l−١ یا a−l−١ یا a−١ رئوس از ͬͺی بر a−l٢−l رأس (٣)

فرض طبق طرفͬ از .−l٢ − l = −١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−١ رأس بر a−l٢−l رأس اگر •

داریم: لذا ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n)



٢٧ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) ⇒ −l(−l٢ − l − ١) + ١ = ٠ (mod n)

−l٢ − l = −١ (mod n) و −l(−l٢ − l − ١) + ١ = ٠ (mod n) → ٢l + ١ = ٠ (mod n)

٢l + ١ = ٠ (mod n) ⇒ ٢l = −١ (mod n) و l + ١ = −l (mod n)

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و l + ١ = −l (mod n) ⇒ l٣ = −l (mod n)

l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) ⇒ و ٢l + ١ = ٠ (mod n) و l٣ = −l (mod n)

⇒ l٢ + ١ = ٠ (mod n)

برقرار l٢ + ١ = ٠ (mod n) شرط باید شود، منطبق a−١ رأس بر a−l٢−l رأس اینͺه برای بنابراین

باشد.

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l−١ رأس بر a−l٢−l رأس اگر •

a−l٢−l = a−l−١ ⇒ −l٢ − l = −l − ١ (mod n) ⇒ l٢ − ١ = ٠ (mod n)

باشد. برقرار l١−٢ = ٠ (mod n) شرط باید شود، منطبق a−l−١ رأس یر a−l٢−l رأس برای�اینͺه لذا

داریم: آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l−١ رأس بر a−l٢−l رأس اگر •

a−l٢−l = a−l٢−l−١ ⇒ −l٢ − l = −l٢ − l − ١ (mod n) ⇒ −١ = ٠ (mod n)

رأس بر نمͬ�تواند a−l٢−l رأس لذا است، تناقض در n ≥ ١٠ فرض با −١ = ٠ (mod n) که

شود. منطبق a−l٢−l−١

که مͬ�گیریم نتیجه بالا حالات به توجه با بنابراین

l٢ + ١ = ٠ (mod n) یا l٢ − ١ = ٠ (mod n).



٢٨ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) و l٢ − ١ = ٠ (mod n) کنید فرض .۶.٢.٢ لم

نیست. یͷ-منتظم G دراین�صورت باشد. ۴-ظرفیت کیلͬ

مͬ�شود. نتیجه آسانͬ به حͺم ،(۵.١.٢) قضیه�ی از استفاده با برهان.

درنظر با ،(۴.٢.٢) قضیه از (٢.٢) شرط آنͽاه ،l٢ + ١ = ٠ (mod n) اگر ،(۵.٢.٢) لم در .٧.٢.٢ توجه

از دهیم نشان باید گفته این اثبات برای مͬ�باشد. زاید شرطͬ ،n ≥ ١٠ و k = ٢ گرفتن

.٢l + ٢ ̸= ٠ (mod n) و ٢l + ١ ̸= ٠ (mod n) ،l + ١ ̸= ٠ (mod n) داریم l٢ + ١ = ٠ (mod n)

نباشد. این�چنین کنیم فرض

مجموعه�ی دراین�صورت .l = −١ (mod n) آنͽاه ،l+١ = ٠ (mod n) و l١+٢ = ٠ (mod n) اگر •

به G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف در S = {b, ab, al+١b, al٢+l+١b}

است. تناقض در G گراف کیلͬ بودن ۴-ظرفیت با این که مͬ��گردد، تبدیل {b, ab} مجموعه�ی

داریم: آنͽاه ،٢l + ١ = ٠ (mod n) و l٢ + ١ = ٠ (mod n) اگر •

٢l + ١ = ٠ (mod n) ⇒ ٢l٢ + l = ٠ (mod n)

l٢ + ١ = ٠ (mod n) ⇒ ٢l٢ + ٢ = ٠ (mod n)

٢l٢ + ٢ = ٠ (mod n) و ٢l٢ + l = ٠ (mod n) ⇒ l = ٢ (mod n)

l٢ + ١ = ٠ (mod n) و l = ٢ (mod n) ⇒ ۵ = ٠ (mod n)

است. تناقض در n ≥ ١٠ فرض با ۵ = ٠ (mod n) که

داریم: آنͽاه ،٢l + ٢ = ٠ (mod n) و l٢ + ١ = ٠ (mod n) اگر •

٢l + ٢ = ٠ (mod n) ⇒ ٢l٢ + ٢l = ٠ (mod n)

l٢ + ١ = ٠ (mod n) ⇒ ٢l٢ + ٢ = ٠ (mod n)



٢٩ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

٢l٢ + ٢ = ٠ (mod n) و ٢l٢ + ٢l = ٠ (mod n) ⇒ ٢l − ٢ = ٠ (mod n)

٢l + ٢ = ٠ (mod n) و ٢l − ٢ = ٠ (mod n) ⇒ ۴ = ٠ (mod n)

است. تناقض در n ≥ ١٠ فرض با ۴ = ٠ (mod n) که

گرفتن درنظر با ،(۴.٢.٢) قضیه از (٢.٢) شرط ،l٢ + ١ = ٠ (mod n) رابطه�ی وجود با بنابراین

است. زاید شرطͬ ،n ≥ ١٠ و k = ٢

در که باشد ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کنید فرض .٨.٢.٢ لم

است. یͷ-منتظم G آنͽاه l٢ + ١ = ٠ (mod n) اگر .n ≥ ١٠ و l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) آن

مͬ�شود. نتیجه آسانͬ به حͺم ،(٧.٢.٢) ملاحظه و (۴.٢.٢) قضیه از استفاده با برهان.

باشد، Dn دو�وجهͬ گروه روی ۴ کمر از و ۴-ظرفیت کیلͬ �گراف ͷیG کنید فرض .٩.٢.٢ قضیه

کیلͬ گراف با G اگر تنها و اگر است دوری رأس پایدارساز با نرمال Gیͷ-منتظم در�این�صورت

.l٢ + ١ = ٠ (mod n) و n ≥ ١٠ آن در که باشد، یͺریخت Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})

باشد. Dn دووجهͬ گروه روی ۴ کمر از ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض برهان.

با G ،(٢.٢.٢) لم بنابر است. دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم کیلͬ گراف G کنید فرض (⇐)

آن در که مͬ�باشد، یͺریخت Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف

۴-ظرفیت کیلͬ گراف هیچ ،n < ١٠ اگر ،(٣.٢.٢) لم طبق .l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n)

،(۵.٢.٢) لم طبق .n ⩾ ١٠ بنابراین ندارد، وجود باشد یͷ-منتظم ,Cay(Dnکه {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})

l١−٢ = ٠ (mod n) یا l١+٢ = ٠ (mod n) معادله�ی دو از ͬͺی آنͽاه باشد، ۴ کمر از G کیلͬ گراف اگر

.l٢ + ١ = لذا نیست، یͷ-منتظم G آنͽاه l٢ − ١ = ٠ (mod n) اگر ،(۶.٢.٢) قضیه بنابر است. برقرار

٠ (mod n)

Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف با G و l١+٢ = ٠ (mod n) ،n ≥ ١٠ فرضکنید (⇒)



٣٠ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

نتیجه گرافGمͬ�توان یͷ-منتظمͬ از است. Gیͷگرافیͷ-منتظم ،(٨.٢.٢) لم بنابر لذا باشد، یͺریخت

مجموعه�ی روی نیز St(١)Aut(G) لذا مͬ�کند، عمل انتقالͬ به�طور کمان�ها مجموعه�ی Aut(G)روی گرفتکه

| St(١)Aut(G) : داریم (مدار-پایدارساز) قضیه از استفاده با مͬ�کند. عمل انتقالͬ به�طور X = N(١)١

همانͬ St(x١)St(١) لذا است، همانͬ کمان هر پایدارساز ازآنجایͬ�که حال .St(x١)St(١) |=| orb(x١) |

لذا ،| orb(x١) |= ۴ هم�چنین .| St(١)Aut(G) |=| orb(x١) | بنابراین است،

Aut(Dn, S) ،(٣.١.٢) قضیه طبق ,Aut(Dnو S) ≤ St(١)Aut(G) مͬ�دانیم طرفͬ از .| St(١)Aut(G) |= ۴

بنابراین مͬ�کند، عمل انتقالͬ به�طور X مجموعه�ی روی که است ۴ مرتبه�ی از دوری زیرگروه ͷی شامل

مͬ�باشد. دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G کیلͬ گراف لذا ،Aut(Dn, S) = St(١)Aut(G)

دووجهͬ گروه�های روی ۶ کمر از کیلͬ گراف�های

که باشد ۶ کمر از و ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) �کنید فرض

مͬ�دانیم (۵.٢.٢) لم و (۵.١.٢) قضیه از استفاده با .l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و n ≥ ١٠ آن در

l٢ − ١ = ٠ (mod n) و l٢ + ١ = ٠ (mod n) روابط از هیچ�کدام اگر تنها و اگر است ۶-کمره G

ͷی γ ∈ Aut(G)(١,b) کنید فرض نه، یا هست یͷ-منتظم G گراف کنیم تعیین این�که برای نباشد. برقرار

القایͬ زیرگراف از یͺریختͬ ͷی γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را ١ رأس γ آنجایͬ�که از باشد. دلخواه خودریختͬ

T := G[N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ ∪N(١)٣ ∪N۴(١)]

مͬ�کنیم ادعا مͬ�باشد. T گراف از خودریختͬ ͷی T روی γ از تحدیدی لذا مͬ�نͽارد، خودش به�توی G از

کلͬ حالت در کرد. تعیین را γ نبودن یا بودن بدیهͬ خودریختͬ مͬ�توان T القایͬ زیرگراف ساختار بررسͬ با

شرط در که ,n)ای l) انتخاب به و نیست مشخص T القایͬ زیرگراف رئوس تعداد

،n = l٣ + l٢ + l + ١ و l ≥ ۵ اگر حال دارد. ͬͽبست کند، صدق l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n)

G′ = Cay(Dl٣+l٢+l+١, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) گراف کیلͬ از T القایͬ زیرگراف رئوس تعداد آنͽاه

شده رسم (۶.٢) شͺل در که مͬ�باشد. T ممͺن القایͬ زیرگراف هر از مساوی یا بزرگتر و است مشخص



٣١ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

(١, b, a−١) ٢-مسیر که دید مͬ�توان (۶.٢) شͺل به مراجعه با مͬ�شود. داده نشان T٠ با بخش این در و

ͷی به مͬ�تواند (١, b, a−١, al٢+lb) و (١, b, a−١, alb) ،(١, b, a−١, a−١b) مسیرهای طریق از T٠ گراف در

هیچ به نمͬ�تواند مͬ�باشد، (١, b, a−١, a−١b)مسیر که مسیرها، این از ͬͺی فقط که یابد. گسترش ٣-مسیر

که گفت مͬ�توان T٠ گراف از (۶.٢) شͺل در ممͺن حالات همه�ی بررسͬ با حال یابد. گسترش ۶-دوری

به مͬ�توان را بحث حال مͬ�باشد. خاصیت این دارای باشد، ١ رأس آن ابتدای رأس که T٠ در ٢-مسیری هر

گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف یا باشد T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف کرد: تقسیم حالت دو

نباشد. T٠

Cay(Dl٣+l٢+l+١, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})از Tالقای٠ͬ زیرگراف :۶.٢ شͺل



٣٢ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

نباشد. T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیر�گراف ،G کیلͬ گراف در حالت١

تعیین را نمͬ�باشد T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیر�گراف آن�ها ازای به که را ,n)هایͬ l) باید ابتدا در

هم بر V (T ) مجموعه�ی در V (T٠) مشابه عضو دو حداقل لذا ،|V (T )| ̸= |V (T٠)| حالت این در کرد.

را دارند قرار T٠ از Ni(١) ͬͽهمسای در که را رئوسͬ همه�ی ،٣ ≤ i ≤ ۴ برای حال مͬ�شوند. منطبق

در هم مشابه ،T٠ از N(١)٣ در a٢l+١b و a−l٢−l−١b رأس دو کنید فرض مثال برای مͬ�کنیم. بررسͬ

هم بر T القایͬ زیرگراف در a٢l+١b و a−l٢−l−١b رأس دو چون بنابراین �باشند. V (T ) رئوس مجموعه�ی

مͬ�توان شود، وارد مسأله کلیت به خللͬ اینͺه بدون حال .l٢ + ٣l+ ٢ = ٠ (mod n) لذا مͬ�شوند، منطبق

داریم لذا ،l٣ + l٢ + l + ١ = (l٢ + ٣l + ٢)(l − ٢) + ۵l + ۵ آنجایͬ�که از .٢ ≤ l ≤ n− ٢ کرد فرض

به را بحث حال .١۵ ≤ ۵l + ۵ ≤ ۵n − ۵ لذا ، ٢ ≤ l ≤ n − ٢ آنجایͬ�که از .۵l + ۵ = ٠ (mod n)

مͬ�کنیم: تقسیم مورد چهار

n = ۵t و ۵l+۵ = n از حال .n = ۵t ،t صحیح عدد برای لذا ،۵|nاین�صورت در .۵l+۵ = n :(١) مورد

l٣+٢l+٢ = ٠ (mod n) از استفاده با حال .l٣+٢l+٢ = t٢+ t لذا ،l = t−١ که گرفت نتیجه مͬ�توان

عدد ازای به نتیجه در ،۵|t + ١ لذا ،n = ۵t مͬ�دانیم طرفͬ از .n|t٢ + t داریم l٢ + ٣l + ٢ = t٢ + t و

.(n, l) = (٢۵s+ ٢٠,۵s+ ٣) داریم s ≥ ٠ صحیح عدد برای بنابراین .t+ ١ = ۵s ،s صحیح

۵l + ۵ = ٢n از حال .n = ۵t ،t عددصحیح برای لذا ،۵|n این�صورت در .۵l + ۵ = ٢n :(٢) مورد

از استفاده با حال .l٢ + ٣l + ٢ = ۴t٢ + ٢t بنابراین ،l = ٢t − ١ که گرفت نتیجه مͬ�توان n = ۵t و

برای بنابراین .۵|٢t + ١ لذا ،۵|۴t + ٢ داریم l٢ + ٣l + ٢ = ٠ (mod n) و l٢ + ٣l + ٢ = ۴t٢ + ٢t

بنابراین .r = ٢s+ ١ ،s عددصحیح به�ازای بنابراین ،٢|۵r− ١ آنجایͬ�که از ،٢t+ ١ = ۵r ،r عددصحیح

.(n, l) = (٢۵s+ ١٠,١٠s+ ٣) داریم ،s ≥ ٠ عددصحیح به�ازای

۵l + ۵ = ٣n از حال .n = ۵t ،t صحیح عدد به�ازای لذا ،۵|n این�صورت در .۵l + ۵ = ٣n :(٣) مورد

از استفاده با حال .l٢ + ٣l + ٢ = ٩t٢ + ٣t بنابراین .l = ٣t − ١ که گرفت نتیجه مͬ�توان n = ۵t و

.۵|٣t+ ١ لذا ،۵|٩t+ ٣ که گرفت نتیجه مͬ�توان l٢+ ٣l+ ٢ = ٠ (mod n) و l٢+ ٣l+ ٢ = ٩t٢+ ٣t



٣٣ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

.r = ٣s+٢ ،s عددصحیح به�ازای لذا ،٣|۵r−١ آنجایͬ�که از .٣t+١ = ۵r ،r عددصحیح به�ازای بنابراین

.(n, l) = (٢۵s+ ١۵,١۵s+ ٨) داریم ،s ≥ ٠ عددصحیح به�ازای بنابراین

۵l+۵ = ۴n از حال .n = ۵t ،t صحیح عدد برای بنابراین ،۵|nاین�صورت در .۵l+۵ = ۴n :(۴) مورد

از استفاده با حال .l٢ + ٣l + ٢ = ١۶t٢ + ۴t لذا ،l = ۴t − ١ که گرفت نتیجه مͬ�توان n = ۵t و

به�ازای بنابراین .۵|۴t+ ١ لذا ،۵|١۶t+ ۴ داریم l٢+ ٣l+ ٢ = ٠ (mod n) و l٢+ ٣l+ ٢ = ١۶t٢+ ۴t

هر به�ازای لذا .r = ۴s + ۵ ،s صحیح عدد به�ازای بنابراین .۴|۵r − ١ لذا ،۴t + ١ = ۵r ،r عددصحیح

.(n, l) = (٢۵s+ ٣٠,٢٠s+ ٢٣) داریم s ≥ ٠ صحیح عدد

قابل است، شده آورده قبل مثال در که آنچه مشابه روش از استفاده با نیز دیͽر ممͺن تطابق�های همه�ی

(١١.٢.٢) ،(١٠.٢.٢) لم�های در که ,n)هایͬ l) استکه ذکر قابل نمͬ�پردازیم. آن جزئیات به استکه بررسͬ

گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف� آن�ها ازای به که مͬ�باشند ,n)هایͬ l) همه�ی شده�اند، آورده (١٢.٢.٢) و

مͬ�پردازیم. G بودن یͷ-منتظم بررسͬ به ,n)ها l) این به�ازای حال نمͬ�باشد. T٠

نیستند: یͷ-منتظم زیر ���گراف�های از هیچ�کدام .١٠.٢.٢ لم

G١ = Cay(D١۵, {b, ab, a٣b, a٧b}) کیلͬ گراف ،(n, l) = (١۵,٢) برای (١)

G٢ = Cay(D١۵, {b, ab, a−۶b, a−٢b}) کیلͬ گراف ،(n, l) = (١۵,٨) برای (٢)

مͬ�کنیم. تعریف زیر به�صورت را ((٧.٢) (شͺل G١ از γ گرافͬ خودریختͬ (١) برهان.

γ =(ab a٧b)(a−٣ a−٧)(a a۶)(a−٢ a٧)(a−۶ a۴)(a٣ a٢)(a٢b a۶b)

(a−٣b a−۴b)(a−٢b a−٧b)(a۴b a−۶b)(a۵b a−۵b)(a−۵ a۵)

یͷ-منتظم G١ بنابراین مͬ�دارد، نͽه ثابت را (١, b) کمان که است G١ از نابدیهͬ گرافͬ خودریختͬ ͷی γ

نیست.



٣۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

Cay(D١۵, {b, ab, a٣b, a٧b}) کیلͬ گراف :٧.٢ شͺل

لم طبق مͬ�کنیم. تعریف b 7−→ b و a 7−→ a−٢ ضابطه�ی با را α : D١۵ −→ D١۵ نͽاشت (٢)

خودریختͬ ͷی رئوس، بین مجاورت حفظ با α هم�چنین است. گروهͬ خودریختͬ ͷی α ،(١۶.١.١)

یͷ-منتظم نیز G٢ لذا ،α({b, ab, a٣b, a٧b}) = {b, ab, a−۶b, a−٢b} ازآنجایͬ�که حال مͬ�باشد. نیز گرافͬ

نمͬ�باشد.

مͬ�باشند: یͷ-منتظم زیر گراف�های .١١.٢.٢ لم

،G١ = Cay(D٢٠, {b, ab, a−٢b, a٧b}) کیلͬ گراف ،(n, l) = (٢٠,١٧) برای (١)

.G٢ = Cay(D٢٠, {b, ab, a−۶b, a٣b}) کیلͬ گراف ،(n, l) = (٢٠,١٣) برای (٢)

نͽه ثابت را bرأس γ چون باشد. دلخواه گرافͬ خودریختͬ ͷی γ ∈ Aut(G)(١,b) کنید فرض (١) برهان.

زیرگراف از گرافͬ خودریختͬ ͷی γ لذا نͽه�مͬ�دارد، ثابت مجموعه�وار نیز را b همسایͽͬ�های لذا مͬ�دارد

شده داده نشان (٨.٢) شͺل در که مͬ�باشد، نیز خودش توی به ⟨N٠(b)∪N١(b)∪N٢(b)∪N٣(b)⟩ القایͬ



٣۵ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

N٢(b)∩N(١)٣ در رأس سه مجاور که است N٣(b)∩N۴(١) در یͺتایͬ رأس ،a−۴ رأس از�آنجایͬ�که است.

مجموعه�ی حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−۴ رأس γ لذا مͬ�باشد،

N١(a
−۴) ∩N٢(b) ∩N(١)٣ = {a−٣b, a٣b, a−۶b}

که است N١(a
−۴b) ∩ N٢(b) ∩ N(١)٣ در یͺتایͬ رأس a−۶b رأس که دید مͬ�توان مͬ�دهیم، تشͺیل را

تشͺیل با مشابه به�طور مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−۶b رأس γ لذا است، N(١)٢ در رأس سه مجاور

دارد. مͬ نͽه ثابت نیز را a−٧ رأس γ که گرفت نتیجه مͬ�توان N١(a
−۶b) ∩ N(١)٢ = {a−٧, a−۶, a٧}

از دارد. نͽه ثابت را a−٢b رأس باید γ �دارد، نͽه ثابت یا و کند جابه�جا هم با را aو٧ a−۶ رئوس γ اگر

است، N٢(b)∩N(١)٣ در رأس دو مجاور مͬ�باشدکه N١(a
−٢b)∩N(١)٢ در یͺتایͬ رأس a−٩ �که آنجایͬ

،�N١(a
−٩) ∩N(١)٣ ∩N٢(b) = {a−٢b, a٩b, a−٩b} تشͺیل با مͬ�شود. نͽه�داشته ثابت γ توسط a−٩ لذا

مجاور a٩b و a−٩b �که آنجایͬ از مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−٩b, a٩b رأس�های γ که دهیم نشان مͬ�توانیم

مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−٧ و a٢ رأس�های γ هستند، N١(b) ∩N(١)٢ = {a−١, a٢, a−٧} در رأس ͷی تنها

ثابت را (u, v) دلخواه کمان γ کنیم فرض حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نقطه�وار را N١(b) مجموعه�ی ،γ بنابراین

از φ چون خودریختͬ�ای لذا است، کمان-انتقالͬ G کیلͬ گراف (٣.١.٢) قضیه طبق ازآنجایͬ�که �دارد. نͽه

داریم: حال . φ(١, b) = (u, v) �که است موجود Aut(G)

φ−١γφ(b) = b و φ−١γφ(١) = ١

کنید فرض حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نقطه�وار را b همسایͽͬ�های φ−١γφ ،γ به�جای φ−١γφ گرفتن درنظر با

داریم: دراین�صورت باشد. bرأس مجاور y رأس

φ−١γφ(y) = y ⇒ γ
(
φ(y)

)
= φ(y)

طبق ازآنجایͬ�که حال �مͬ�دارد. نͽه ثابت نقطه�وار را v همسایͽͬ�های ،(u, v) کمان نͽه�داشتن ثابت با γ لذا

بنابراین �مͬ�دارد. نͽه ثابت را Gرئوس همه�ی γ گرفت نتیجه مͬ�توان است همبند گراف ͷی G ،(٣.٣.١) لم

است. یͷ-منتظم G١



٣۶ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

Cay(D٢٠, {b, ab, a−٢b, a٧b}) از القایͬ زیرگراف :٨.٢ شͺل

لم طبق مͬ�کنیم. تعریف b 7−→ b و a 7−→ a٣ ضابطه�ی با را α١ : D٢٠ −→ D٢٠ نͽاشت (٢)

خودریختͬ ͷی رئوس، بین مجاورت حفظ با α هم�چنین است. گروهͬ خودریختͬ ͷی α ،(١۶.١.١)

یͷ-منتظم نیز G٢ لذا ،α١{b, ab, a−٢b, a٧b} = {b, ab, a−۶b, a٣b} ازآنجایͬ�که حال مͬ�باشد. نیز گرافͬ

است.

هستند: یͷ-منتظم ،s ≥ ٠ صحیح عدد هر برای زیر کیلͬ گراف�های .١٢.٢.٢ لم

،G١ = Cay(D٢۵s+١٠, {b, ab, a−۵s−٢b, a−١٠s−٣b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ١٠,٢٠s+ ٧) برای (١)

،G٢ = Cay(D٢۵s+١٠, {b, ab, a١٠s+۴b, a۵s+٣b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ١٠,١٠s+ ٣) برای (٢)

،G٣ = Cay(D٢۵s+٢٠, {b, ab, a١٠s+٨b, a−۵s−٣b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ٢٠,١٠s+ ٧) برای (٣)

،G۴ = Cay(D٢۵s+٢٠, {b, ab, a۵s+۴b, a−١٠s−٧b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ٢٠,۵s+ ٣) برای (۴)



٣٧ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

،G۵ = Cay(D٢۵s+٣٠, {b, ab, a−١٠s−١٢b, a۵s+٧b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ٣٠,١۵s+ ١٧) برای (۵)

،G۶ = Cay(D٢۵s+٣٠, {b, ab, a−۵s−۶b, a١٠s+١٣b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ٣٠,٢٠s+ ٢٣) برای (۶)

،G٧ = Cay(D٢۵s+۴٠, {b, ab, a۵s+٨b, a١٠s+١٧b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ۴٠,۵s+ ٧) برای (٧)

.G٨ = Cay(D٢۵s+۴٠, {b, ab, a−١٠s−١۶b, a−۵s−٧b}) ،(n, l) = (٢۵s+ ۴٠,١۵s+ ٢٣) برای (٨)

یͺریختند. �باشند، مشترک رئوس تعداد دارای که گراف�ها این از دو هر به�علاوه،

شود. مراجعه [١٩] مرجع به اثبات برای برهان.

باشد. T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف ،G کیلͬ گراف در حالت٢

۶ کمر از و ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١, al
٢+l+١b}) کنید فرض .١٣.٢.٢ لم

هم�چنین .l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) و n ≥ ١٠ ،l ≥ ٢ آن در که باشد

T = G[N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ ∪N(١)٣ ∪N۴(١)]

است، شده داده نشان (۶.٢) شͺل در که باشد، T٠ گراف با یͺریخت T اگر باشد. G از القایͬ گراف زیر

است. یͷ-منتظم G آنͽاه

القایͬ زیرگراف از را یͺریختͬ�� ͷی γ در�این�صورت باشد. دلخواه γ ∈ Aut(G)(١,b) کنید فرض برهان.

H := G[N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣) ∪ (N٣(b) ∩N۴(١))]

است. شده داده نشان (٩.٢) شͺل در که مͬ�نͽارد، خودش به�توی G از

یا مͬ�دارد نͽه ثابت را N(١)١ \ {b} در رأس ͷی حداقل γ یا لذا ، γ ∈ Aut(G)(١,b) که آنجایͬ از

مͬ�کنیم: تقسیم حالت دو به را بحث حال است. N(١)١ \ {b} مجموعه�ی روی دوری جایͽشتͬ

صحیح عدد هر برای دارد. نͽه ثابت را a
∑t

j=٠ l
j

bرأس ،٠ ≤ t ≤ ٢ که tهایͬ از برخͬ برای γ :(١) حالت

۶-دور در مشمول (a
∑t

j=٠ l
j

b,١, b, a−
∑s

j=٠ l
j

) مسیر ،s ̸= t و ٠ ≤ s ≤ ٢ که sای

(a
∑t

j=٠ l
j

b,١, b, a−
∑s

j=٠ l
j

, a(
∑t

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j)b, a(
∑t

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j))



٣٨ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) از H القایͬ زیرگراف :٩.٢ شͺل

بنابراین نمͬ�باشد. H از ۶-دور هیچ در مشمول (a
∑t

j=٠ l
j

b,١, b, a−
∑t

j=٠ l
j

) مسیر درصورتͬ�که مͬ�باشد،

برای ممͺن مقادیر جایͽذاری با شده گفته مطالب است ذکر قابل مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−
∑t

j=٠ l
j رأس ،γ

مͬ�شود. نتیجه (٩.٢) شͺل از استفاده با و s, t

تشͺیل را N١(a
−

∑t
j=٠ l

j

) \ {b} = {a(
∑s

j=٠ l
j−

∑t
j=٠ l

j)b | ٠ ≤ s ≤ ٣, s ̸= t} مجموعه�ی حال

گرفت نتیجه مͬ�توان (٩.٢) شͺل از استفاده با و t و s برای ممͺن مقادیر تمامͬ جایͽذاری با مͬ�دهیم.

۶-دور در مشمول a(
∑s

j=٠ l
j−

∑t
j=٠ l

j)b رأس ،s ̸= t و ٠ ≤ s ≤ ٣ که sای صحیح عدد هر برای که

(١, b, a−
∑t

j=٠ l
j

) مسیر شامل که (١, b, a−
∑t

j=٠ l
j

, a(
∑s

j=٠ l
j−

∑t
j=٠ l

j)b, a(
∑s

j=٠ l
j−

∑t
j=٠ l

j), a
∑s

j=٠ l
j

b)

باشد، (١, b, a−
∑t

j=٠ l
j

) مسیر شامل که ۶-دور هیچ در a−
∑t

j=٠ l
j

b رأس درصورتͬ�که مͬ�باشد، است،

لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−
∑t

j=٠ l
j

b رأس ،γ بنابراین نیست.

γ دارد نͽه ثابت را a−
∑t

j=٠ l
j

b و a−
∑t

j=٠ l
j رئوس γ اگر که گرفت نتیجه مͬ�توان شد آورده (١١.٢.٢)

برای که گرفت نتیجه مͬ�توان روند این ادامه�ی با مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−٢
∑t

j=٠ l
j

b و a−٢
∑t

j=٠ l
j رئوس



٣٩ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

مͬ�دانیم آنجایͬ�که از مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−i
∑t

j=٠ l
j

b و a−i
∑t

j=٠ l
j رئوس γ ،i مثبت صحیح عدد هر

γ ،i منفͬ صحیح عدد هر برای لذا ، a(n−i)
∑t

j=٠ l
j

b = a−i
∑t

j=٠ l
j

b و a(n−i)
∑t

j=٠ l
j

= a−i
∑t

j=٠ l
j

مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−i
∑t

j=٠ l
j

b و a−i
∑t

j=٠ l
j رئوس

رئوس ،a
∑t

j=٠ l
j

b رأس نͽه�داشتن ثابت با ،i دلخواه صحیح عدد هر برای γ که دادیم نشان به�اینجا تا

رئوس همه�ی γ که است واضح آنͽاه ،t = ٠ اگر حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−i
∑t

j=٠ l
j

b و a−i
∑t

j=٠ l
j

مͬ�دهیم قرار ،t = ٢ اگر حال است. همانͬ خودریختͬ γ بنابراین مͬ�دارد. نͽه ثابت را G

.r|١ + l + l٢ + l٣ بنابراین ،
∑٣

j=٠ l
j = ٠ (mod n) که مͬ�دانیم فرض طبق .r := gcd(n,

∑٢
j=٠ l

j)

همه�ی γ ،t = ٢ برای لذا ،⟨a
∑٢

j=٠ l
j

⟩ = ⟨a⟩ بنابراین .r = ١ درنتیجه ،r|١ + l + l٢ مͬ�دانیم طرفͬ از

a−i(l+١) رئوس ،al+١b رأس داشتن نͽه ثابت با γ آنͽاه ،t = ١ اگر حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را G رئوس

al(l+١) رئوس γ که گرفت نتیجه مͬ�توان i = −l انتخاب با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−i(l+١)b و

مجاور که است N١(b) ∩ N(١)٢ در رأسͬ تنها a−١ رأس آنجایͬ�که از مͬ�دارد. نͽه ثابت را al(l+١)b و

در رأسͬ تنها a−١b رأس از�آنجایͬ�که هم�چنین مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−١ رأس γ لذا است، al(l+١)b رأس

a−١b رأس γ لذا مͬ�باشد، N١(b) ∩N(١)٢ در a−١ رأس مجاور که است N١(a
−١) ∩N(١)٣ ͬͽهمسای

مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را

عدد هر برای مͬ�دهیم. تشͺیل را N١(a
−١b) \ {a−١} = {a−(

∑u
j=٠ l

j+١) | ٠ ≤ u ≤ ٢} مجموعه�ی حال

است، N٢(b) ∩ N(١)٣ در a−
∑u

j=٠ l
j

b رأس مجاور a−(
∑u

j=٠ l
j+١) رأس ،١ ≤ u ≤ ٢ که uای صحیح

مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−٢ رأس ،γ لذا نیست، N٢(b)∩N(١)٣ در رأسͬ هیچ مجاور a−٢ رأس درصورتͬ�که

،a−١ رئوس γ اگر که گرفت نتیجه مͬ�توان شد آورده (١١.٢.٢) لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال

مͬ�توان روند این ادامه�ی با نͽه�دارد. ثابت نیز را a−٣ و a−٢bرئوس باید γ لذا نͽه�دارد ثابت را a−٢ و a−١b

Gرئوس همه�ی γ بنابراین مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−ib a−iو رئوس ،i صحیح عدد هر برای γ که داد نشان

است. همانͬ خودریختͬ γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را

ادعا مͬ�کند. جابه�جا دوری به�صورت را {ab, al+١b, al٢+l+١b}مجموعه�ی که است جایͽشتͬ γ :(٢) حالت



۴٠ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

جایͽشت به�صورت N(١)١ مجموعه�ی روی γ که کرد فرض مͬ�توان نمͬ�افتد. اتفاق حالتͬ چنین مͬ�کنیم

به�دست (٩.٢) شͺل از مستقیما را زیر خواص مͬ�توان آسانͬ به است. γ = (b)(ab al+١b al
٢+l+١b)

آورد.

مسیر شامل که است یͺتایͬ ۶-دور ،C١ = (a−l, ab, a−l٢−l, a−l٢−lb, a−l٢−٢l−١, a−lb) دور (١)

است. H در (a−l, ab, a−l٢−l)

مسیر شامل که است یͺتایͬ ۶-دور ،C٢ = (al, al+١b, a−l٢ , a−l٢b, a−l١−٢, alb) دور (٢)

است. H در (al, al+١b, a−l٢)

مسیر شامل که است یͺتایͬ ۶-دور ،C٣ = (al
٢+l, al

٢+l+١b, al
٢
, al

٢
b, al

١−٢, al
٢+lb) دور (٣)

است. H در (al٢+l, al
٢+l+١b, al

٢
)

به را بحث حال ، γ({a−l, a−l٢−l}) = {al, a−l٢} که گرفت نتیجه مͬ�توان ،γ(ab) = al+١b آنجایͬ�که از

مͬ�کنیم: تقسیم زیر مورد دو

مͬ�توان لذا ،γ(C١) = C٢ ازآنجایͬ�که حال .γ(a−l٢−l) = a−l٢ γ(a−l)و = al کنید فرض :(١) مورد

هم�چنین .γ(a−lb) = alb و γ(a−l٢−l) = a−l٢b ،γ(a−l−١) = a−١ ،γ(a−l٢−l−١) = a−l٢−l−١ نوشت

داریم لذا ،γ(C٢) = C٣ ازآنجایͬ�که

γ({alb, a−l٢b}) = {al٢+lb, al
٢
b}.

مͬ�باشد، a−l٢−l−١ رأس مجاور a−l٢bرأس کند، حفظ را رئوس بین مجاورت باید γ که مͬ�دانیم طرفͬ از

چنین نمͬ�تواند γ پس نمͬ�باشند. a−l٢−l−١ رأس مجاور al٢b و al٢+lb رئوس از هیچ�کدام در�صورتͬ�که

ببرد. al+١bرأس به را abرأس نمͬ�تواند γ لذا دهد. انجام را جابه�جایͬ

(١) مورد در که روشͬ از استفاده با .γ(a−l٢−l) = al و γ(a−l) = a−l٢ که کنیم فرض حال :(٢) مورد

رئوس مجموعه�ی روی دوری جایͽشت�های از حاصل�ضربͬ به�صورت را γ خودریختͬ مͬ�توان شد، گفته



۴١ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

گرفت: درنظر زیر به�صورت مͬ�باشند، N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ شامل که V (H)

γ =(١)(b)(ab al+١b al
٢+l+١b)(a−١ a−l−١ a−l٢−l−١)(a al+١ al

٢+l+١)

(a−l a−l٢ al
٢+l)(a−l٢−l al al

٢
)(al−١ al

٢−l−١ a−٢l
٢−٢l−١)... (٣.٢)

القایͬ زیرگراف حال

[((N(١)١ ∪N(١)٢) ∪N(١)٣ \ (N١(b) ∪N٢(b))) ∪N١(a
l+٢) ∪N١(a

l٢+l+٢)∪

{al٢+٢l+٣, a−l١+٢, al
١+٢, al

٢+٢l+١,١}]

زیرگراف T٠[V (K) \ {al٢+٢l+٣b}] که مͬ�دانیم مͬ�دهیم. نشان (١٠.٢) شͺل در مͬ�نامیم K که را G از

مͬ�باشد. است، شده داده نشان (۶.٢) شͺل در که T٠ از القایͬ

Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) از K القایͬ زیرگراف :١٠.٢ شͺل

جایͽشت از حاصل�ضربͬ به�صورت را γ خودریختͬ مͬ�توان ،K گراف در (٣.٢) معادله�ی از استفاده با حال



۴٢ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

نوشت: زیر به�صورت V (H) رئوس مجموعه�ی روی دوری

γ =(al+٢b al
٢+٢l+٢b al

٢+l+٢)(al
١+٢b a−l١+٢b al

٢+٢l+١b)

(a−l١+٢ al
٢+٢l+١ al

١+٢)(al+٢ al
٢+٢l+٢ al

٢+l+٢)... (۴.٢)

تنها al٢+٢l+٣b رأس مͬ�کندو جابه�جا دوری به�صورت را al٢+l+٢ و al٢+٢l+٢ ،al+٢ رئوس γ آنجایͬ�که از

رأس حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را al٢+٢l+٣bرأس γ لذا است، مجاور رأس سه این از ͷهری با که است رأسͬ

داشته، نͽه ثابت را al٢+٢l+٣b رأس γ چون مͬ�باشد. al٢+٢l+٣b رأس مجاور که مͬ�ماند باقͬ al٢+٢l+٣

،L(al٢+٢l+٣) توسط G از یͺریخت تصویر تشͺیل با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را al٢+٢l+٣ رأس γ لذا

مجموعه�ی که باشد جایͽشتͬ ،γ ∈ Aut(G)
(al

٢+٢l+٣,al٢+٢l+٣b)
) اگر که گفت مͬ�توان

a٢(l
٢+٢l+٣) و a٢(l٢+٢l+٣)bرئوس γ آنͽاه کند، جابه�جا دوری به�صورت را N١(a

l٢+٢l+٣) \ {al٢+٢l+٣b}

و at(l٢+٢l+٣)b رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ که دید مͬ�توان روند این ادامه�ی با مͬ�دارد. نͽه ثابت را

فرض طبق آنجایͬ�که از .r := gcd(l٢ + ٢l + ٣, n) مͬ�دهیم قرار حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را at(l٢+٢l+٣)

معادله�ی از استفاده با حال .r|
∑٣

j=٠ l
j بنابراین ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n)

l٣ + l٢ + l + ١ = (l٢ + ٢l + ٣)(l − ١) + ۴

sای و p صحیح اعداد لذا ،r = gcd(l٢ + ٢l + ٣, n) ازآنجایͬ�که حال .r|۴ که گرفت نتیجه مͬ�توان

و at(l٢+٢l+٣) رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ ازآنجایͬ�که .r = s(l٢ + ٢l + ٣) + np که دارند وجود

از نͽه�مͬ�دارد. ثابت نیز را a۴tb و a۴t رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ لذا نͽه�مͬ�دارد ثابت را at(l٢+٢l+٣)b

آنͽاه ،l = ۴i اگر نوشت. ۴i+٣ یا ۴i+٢ ،۴i+١ ،۴iبه�صورت مͬ�توان را l ،i صحیح عدد هر برای طرفͬ

،l = ۴i+٢ اگر مͬ�دارد. نͽه ثابت را al−١ رأس γ آنͽاه ،l = ۴i+١ اگر مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l رأس γ

بنابر مͬ�دارد. نͽه ثابت را al+١ رأس γ آنͽاه ،l = ۴i + ٣ اگر و مͬ�دارد نͽه ثابت را al+٢b رأس γ آنͽاه

بنابراین بیفتد. اتفاق نمͬ�تواند نیز (٢) حالت لذا نمͬ�باشند، امͺان�پذیر این�ها از هیچ�کدام (٣.٢) معادله�ی

است. یͷ-منتظم G لذا مͬ�باشد، همانͬ خودریختͬ ،γ ∈ Aut(G)(١,b) دلخواه خودریختͬ



۴٣ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

پایدارساز با نرمال Gیͷ-منتظم باشد. ۶ کمر از و ۴-ظرفیت کیلͬ Gیͷگراف فرضکنید .١۴.٢.٢ قضیه

و n ⩾ ١٠ ،l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) که ,n)ای l) برای G اگر تنها و اگر است دوری رأس

کمر از که باشد، Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف با یͺریخت ،(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨)

است. ۶

باشد. Dn دووجهͬ گروه روی ۶ کمر از و ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض برهان.

کیلͬ گراف با G ،(٢.٢.٢) لم طبق آنͽاه باشد، دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G اگر (⇐)

حال .l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) آن در که است یͺریخت Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})

،Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف در که گرفت نتیجه مͬ�توان (٣.٢.٢) لم از استفاده با

القایͬ زیرگراف حال .n ≥ ١٠

T := G[N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ ∪N(١)٣ ∪N۴(١)]

آنͽاه شده، آورده شͺل(٢.۶) در که باشد، T٠ گراف با یͺریخت T اگر مͬ�گیریم. درنظر را G کیلͬ گراف از

l٣+l٢+l+١ = ٠ (mod n) و n ⩾ شرط١٠ دو در که ,n)ای l) هر Gبه�ازای گرافکیلͬ ،(١٣.٢.٢) لم طبق

به که ,n)هایͬ l) نباشد. T٠ با یͺریخت T القایͬ زیرگراف کنید فرض حال است. یͷ-منتظم کند، صدق

(١٢.٢.٢) و (١١.٢.٢) ،(١٠.٢.٢) لم�های در که مͬ�باشند ,n)هایͬ l) نیست، T٠ با یͺریخت T آنها ازای

که است یͷ-منتظم درصورتͬ G کیلͬ گراف فوق لم�های از استفاده با است. شده آورده

.(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨)

آن در که باشد یͺریخت Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف با G کنیم فرض (⇒)

باشد، T٠ گراف با یͺریخت T اگر .(n, l) ̸= (١۵,٢), و(٨,١۵) n ⩾ ١٠ ،l٣+ l٢+ l+١ = ٠ (mod n)

از استفاده با آنͽاه نباشد، T٠ گراف با یͺریخت T اگر حال است. یͷ-منتظم G ،(١٣.٢.٢) لم طبق آنͽاه

لذا ،(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨) فرض طبق اینͺه به توجه با و (١٢.٢.٢) و (١١.٢.٢) ،(١٠.٢.٢) لم�های

روی Aut(G) که گرفت نتیجه مͬ�توان G کیلͬ گراف یͷ-منتظمͬ از است. یͷ-منتظم G کیلͬ گراف

به�طور X = N(١)١ مجموعه�ی روی نیز St(١)Aut(G) لذا مͬ�کند، عمل انتقالͬ به�طور کمان�ها مجموعه�ی



۴۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۴-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٢

داریم: (مدار-پایدارساز) قضیه از استفاده با حال مͬ�کند. عمل انتقالͬ

| St(١)Aut(G) : St(x١)St(١) |=| orb(x١) | .

بنابراین است، همانͬ St(x١)St(١) لذا است، همانͬ کمان هر پایدارساز که آنجایͬ از حال

طرفͬ از .| St(١)Aut(G) |= ۴ لذا ،| orb(x١) |= ۴ که آنجایͬ از حال .| St(١)Aut(G) |=| orb(x١) |

زیرگروه ͷی شامل Aut(Dn, S) ،(٣.١.٢) قضیه طبق هم�چنین و Aut(Dn, S) ≤ St(١)Aut(G) مͬ�دانیم

بنابراین مͬ�کند، عمل انتقالͬ به�طور X مجموعه�ی روی که است ۴ مرتبه�ی از دوری

مͬ�باشد. دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G �کیلͬ گراف لذا ،Aut(Dn, S) = St(١)Aut(G)

G دراین�صورت باشد. Dn دو�وجهͬ گروه روی ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض .١۵.٢.٢ قضیه

کیلͬ گراف با یͺریخت G اگر تنها و اگر است دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم

،l٣+l٢+l+١ = ٠ (mod n) ،l١−٢ ̸= ٠ (mod n) آن در که باشد Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b})

.(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨) و n ≥ ١٠

باشد. Dn دووجهͬ گروه روی ۴-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض برهان.

یͺریخت G ،(٢.٢.٢) لم از استفاده با آنͽاه باشد دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G اگر (⇐)

حال .l٣+ l٢+ l+١ = ٠ (mod n) آن در که مͬ�باشد Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ� گراف با

،(٩.٢.٢) قضیه طبق باشد، ۴ کمر از G اگر مͬ�باشد. ۶ یا ۴ کمر از G کیلͬ گراف (۵.١.٢) قضیه طبق

و n ≥ ١٠ ،(١۴.٢.٢) قضیه طبق باشد، ۶ کمر از G اگر حال .l٢ + ١ = ٠ (mod n) و n ≥ ١٠

.l١−٢ ̸= ٠ (mod n) ،(۶.٢.٢) لم بنابر لذا است، یͷ-منتظم G آنجایͬ�که از .(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨)

،n ≥ ١٠ آن در که باشد Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b}) کیلͬ گراف با یͺریخت G اگر (⇒)

قضیه� بنابر آنͽاه ،(n, l) ̸= (١۵,٢), (١۵,٨) و l٣ + l٢ + l + ١ = ٠ (mod n) ،l٢ − ١ ̸= ٠ (mod n)

l١+٢ = ٠ ،(۵.٢.٢) لم طبق آنͽاه باشد، ۴ کمر از G اگر مͬ�باشد. ۶ یا ۴ کمر از G کیلͬ گراف ،(۵.١.٢)

باشد، ۶ کمر از G اگر است. دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G ،(٩.٢.٢) قضیه طبق بنابراین ،



۴۵ دوری رأس پایدارساز با DN گروه روی نرمال یͷ-منتظم ۴-ظرفیت کیلͬ گراف�های .٢.٢

است. دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G ،(١۴.٢.٢) قضیه طبق آنͽاه



٣ فصل

نرمال۶�ظرفیت �منتظمͷی کیلͬ گراف�های
رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی

دوری

۴۶



۴٧ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶�ظرفیت �منتظمͷی کیلͬ گراف�های ١.٣
دوری رأس پایدارساز

یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های همه�ی که گفت مͬ�توان (۵.١.٢) قضیه و (٢.٢.٢) لم از استفاده با .١.١.٣ تذکر

مͬ�باشند. ۶ یا ۴ کمر از دوری، رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی ۶-ظرفیت نرمال

۴ کمر از ۶�ظرفیت کیلͬ گراف�های

گراف ͷی G = Cay(Dn, b, ab, a
l+١b, al

٢+l+١b, al
٣+l٢+l+١b, al

۴+l٣+l٢+l+١) کنید فرض .٢.١.٣ لم

اگر تنها و اگر است ۴ کمر از G صورت این در .
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که باشد ۶-ظرفیت کیلͬ

باشد برقرار زیر شرایط از ͬͺی

،l٣ − ١ = ٠ (mod n) (١)

،l٣ + ١ = ٠ (mod n) (٢)

،l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) (٣)

.(n, l) = (٢١,١٩) (۴)

∑۵
j=٠ l

j = ٠ (mod n) آن در که باشد ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, S) فرضکنید برهان.

و

S = {b, ab, al+١b, al٢+l+١b, al
٣+l٢+l+١b, al

۴+l٣+l٢+l+١b, al
۵+l۴+l٣+l١+٢b}.

گراف که آنجایͬ از .S = {b, ab, al+١b, al٢+l+١b, al
٢+lb, al

٢
b} آنͽاه ،l٣ + ١ = ٠ (mod n) اگر (⇒)

گراف ͷی G ،(۴.١.٢) تذکر طبق طرفͬ از ندارد. وجود ٢ به�طول دوری G در لذا است ساده ،G کیلͬ�

طرفͬ از ندارد، وجود G در نیز ٣ به�طول دوری لذا مͬ�باشد، ⟨a⟩b و ⟨a⟩ بخش�های با دوبخشͬ، کیلͬ

اگر مشابه به�طور مͬ�باشد. ۴ کمر از ،G لذا است، G در ۴-دور ͷی (١, b, a−l٢−l, ab,١) که دید مͬ�توان

کمر از G لذا است، G در ۴-دور ͷی (١, b, a−l٢−l−١, ab,١) که دید مͬ�توان آنͽاه ،l١−٣ = ٠ (mod n)



۴٨ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

(١, b, a−l٢−l−١, al+١b,١) که دید مͬ�توان ،l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) اگر مشابه به�طور است. ۴

۴-دور ͷی (١, b, a, ab,١) ازآنجایͬ�که ،(n, l) = (٢١,١٩) اگر حال است. G کیلͬ گراف در ۴-دور ͷی

مͬ�باشد. ۴ کمر از G بنابراین مͬ�باشد، G در

-۴ لذا است، کمان-انتقالͬ G کیلͬ گراف ،(٣.١.٢) قضیه بنابر باشد. ۴ کمر از G کنید فرض (⇐)

،(b,١, al+١b) ،(b,١, ab) ٢-مسیرهای از ͬͺی شامل ۴-دوری بنابراین دارد، وجود (b,١) کمان شامل دوری

-۴ مͬ�کنیم فرض اختصار به مͬ�باشد. (b,١, al۴+l٣+l٢+l+١b) و (b,١, al٣+l٢+l+١b) ،(b,١, al٢+l+١b)

حالت این در است). بررسͬ قابل مشابه طریق به دیͽر حالت باشد(دو موجود (b,١, ab) مسیر شامل دوری

شود. منطبق شͺل چپ سمت در رأس پنج از ͬͺی بر (١.٣) شͺل راست رأسسمت پنج از ͬͺی باید حداقل

مͬ�پردازیم. ممͺن حالات بررسͬ به حال

(b,١, ab) مسیر شامل ۴-دور :١.٣ شͺل

شود. منطبق a−l۴−l٣−l٢−l یا a−l٣−l٢−l یا a−l٢−l یا a−l یا aرئوس از ͬͺی بر a−١ رأس (١)

مرتبه�ی از فرض با این که باشد، ٢ مرتبه�ی از باید a رأس لذا شود، منطبق a رأس بر a−١ رأس اگر •

شود. منطبق aرأس بر نمͬ�تواند a−١ رأس لذا است، تناقض در Dn دووجهͬ گروه در a بودن n

فرض به باتوجه حال .l = ١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l رأس بر a−١ رأس اگر •
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از و k-منتظم گراف هر که مͬ�دانیم طرفͬ از .۵ = ٠ (mod n) داریم ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

است. تناقض در n ≥ ١٢ فرض با ۵ = ٠ (mod n) لذا مͬ�باشد، رأس ٢k دارای حداقل ،۴ کمر

فرض به باتوجه حال .l٢ = l − ١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l رأس بر a−١ رأس اگر •

است. تناقض در n ≥ ١٢ فرض با این که ،۴ = ٠ (mod n) داریم ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

لذا ،١۴ = ٠ (mod n) و l = ۵ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر a−١ رأس اگر •

.(n, l) = (٧,۵), (١۴,۵)

.(n, l) = (٧,٣) آنͽاه شود، منطبق a−l۴−l٣−l٢−l رأس بر a−١ رأس اگر •

شود. منطبق a−l۴−l٣−l٢−l یا a−l٣−l٢−l یا a−l٢−l یا a−l یا aرئوس از ͬͺی بر a−l−١ رأس (٢)

لذا ،٢١ = ٠ (mod n) و l = −٢ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a رأس بر a−l−١ رأس اگر •

.(n, l) = (٧,۵), (٢١,١٩)

در n ≥ ١٢ فرض با این که ،−١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l رأس بر a−l−١ رأس اگر •

شود. منطبق a−l رأس بر نمͬ�تواند a−l−١ رأس لذا است، تناقض

فرض به توجه با حال .l٢ = ١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l رأس بر a−l−١ رأس اگر •

بنابراین .٣l + ٣ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

به�شرطͬ�که مͬ�شود منطبق a−l٢−l رأس بر a−l−١ رأس لذا ،l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n)

.l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n)

از استفاده با حال .l٣ + l٢ = ١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر a−l−١ رأس اگر •

n ≥ فرض١٢ با این که .٧ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)فرض

شود. منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر نمͬ�تواند a−l−١ رأس لذا است، تناقض در



۵٠ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

فرض از استفاده با حال .l۴+ l٣ = ١− l٢ آنͽاه شود، منطبق a−l۴−l٣−l٢−l رأس بر a−l−١ رأس اگر •

باشد. برقرار باید l٣ + ١ = ٠ (mod n) شرط که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

شود. منطبق a−l۴−l٣−l٢−l یا a−l٣−l٢−l یا a−l٢−l یا a−l یا aرئوس از ͬͺی بر a−l٢−l−١ رأس (٣)

فرض از استفاده با حال .l٢ + l = −٢ (mod n) آنͽاه شود، منطبق aرأس بر a−l٢−l−١ رأس اگر •

باشد. برقرار باید l٣ + ١ = ٠ (mod n) شرط که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

فرض از استفاده با حال .l٢ = −١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l رأس بر a−l٢−l−١ رأس اگر •

باشد. برقرار l٣ − ١ = ٠ (mod n) شرط باید که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

n ≥ فرض١٢ با این که ،−١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l رأس بر a−l٢−l−١ رأس اگر •

است. تناقض در

.l٣ − ١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر a−l٢−l−١ رأس اگر •

با حال .l۴ + l٣ = −١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l۴−l٣−l٢−l رأس بر a−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با که ،٣ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض از استفاده

است. تناقض در n ≥ ١٢

شود. منطبق a−l۴−l٣−l٢−l یا a−l٣−l٢−l یا a−l٢−l یا a−l یا aرئوس از ͬͺی بر a−l٣−l٢−l−١ رأس (۴)

از استفاده با حال .l٣ = −l٢− l− ٢ (mod n) آنͽاه شود، منطبق aرأس بر a−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

n ≥ فرض١٢ با این که ۴ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض

است. تناقض در

از استفاده با حال ،l٣ + l٢ = −١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l بررأس a−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

در n ≥ فرض١٢ با که ،٣ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض

است. تناقض



۵١ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

.l٣ + ١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l رأس بر a−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با که ،−١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر a−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

است. تناقض در n ≥ ١٢

با حال ،l۴ − ١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l۴−l٣−l٢−l رأس بر a−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با که ،۵ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض از استفاده

است. تناقض در n ≥ ١٢

شود. منطبق a−l۴−l٣−l٢−l یا a−l٣−l٢−l یا a−l٢−l یا a−l یا aرئوس از ͬͺی بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس (۵)

حال .l۴ + l٣ + l٢ = −l − ٢ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a رأس بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با که ،۵ = ٠ (mod n) گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض از استفاده با

است. تناقض در n ≥ ١٢

با حال .l۴ + l٣ + l٢ + ١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l رأس بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با با که ،٢ = ٠ (mod n) که گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)فرض از استفاده

است. تناقض در n ≥ ١٢

بااستفاده حال .l۴+l٣ = −١ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٢−l رأس بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

در n ≥ ١٢ فرض با که ،٣ = ٠ (mod n) گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض از

است. تناقض

با حال .l۴ + ١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l٣−l٢−l رأس بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

فرض با که ،٢ = ٠ (mod n) گرفت نتیجه مͬ�توان ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) فرض از استفاده

است. تناقض در n ≥ ١٢



۵٢ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

فرض با که ،−١ = ٠ (mod n) آنͽاه شود، منطبق a−l۴−l٣−l٢−l رأس بر a−l۴−l٣−l٢−l−١ رأس اگر •

است. تناقض در n ≥ ١٢

یا l٣ + ١ = ٠ (mod n) شروط از ͬͺی باید که مͬ�رسیم نتیجه این به ممͺن حالات همه�ی بررسͬ با لذا

باشد. برقرار (n, l) = (٢١,١٩) یا l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) یا l٣ − ١ = ٠ (mod n)

و l٣ − ١ = ٠ (mod n) کنید فرض .٣.١.٣ لم

G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, al

٣+l٢+l+١b, al
۴+l٣+l٢+l+١})

نیست. یͷ-منتظم G در�این�صورت باشد. ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی

مͬ�شود. نتیجه آسانͬ به حͺم ،(۵.١.٢) قضیه از استفاده با برهان.

G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, al

٢+lb, al
٢
b}) و l١+٣ = ٠ (mod n) که فرضکنید .۴.١.٣ لم

،s مثبت صحیح عدد هر برای اگر تنها و اگر است یͷ-منتظم G آنͽاه باشد. ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی

نباشد. (٩s,۶s− ١) و (٧,٣) ،(٧,۵) ،(٩s,٣s− ١) جفت�های از ͷهیچ�ی با مساوی (n, l)

شود. مراجعه [١٩] مرجع به اثبات برای برهان.

گراف و l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) کنید فرض مͬ�پردازیم. (٢.١.٣) لم از (٣) حالت به حال

۴ کمر از و ۶-ظرفیت گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, a−l٢−lb, al

٢+٢l+٢}) کیلͬ

تشͺیل را G گراف از T := G[N(١)٠ ∪ N(١)١ ∪ N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩ N(١)٣)] القایͬ زیرگراف باشد.

شرط در که ,n)ای l) انتخاب به و نیست مشخص T القایͬ زیرگراف رئوس تعداد کلͬ حالت در مͬ�دهیم.

آنͽاه ،n = l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ و l ≥ ۵ اگر دارد. ͬͽبست کند، صدق l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n)

کیلͬ گراف از T القایͬ زیرگراف رئوس تعداد

G′ = Cay(Dl٢+٣l٢+٢l+١, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, a−l٢−lb, al

٢+٢l+٢})



۵٣ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

شده رسم (٢.٣) شͺل در که مͬ�باشد T ممͺن القایͬ زیرگراف هر از مساوی یا بزرگتر و است مشخص

که دید مͬ�توان T٠ گراف در N(١)٢ و N٢(b) ∩ N(١)٣ محاسبه�ی� با حال مͬ�شود. داده نشان T٠ با و

. | N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣) |= ٣۵

Cay(Dl٢+٣l٢+٢l+١, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, a−l٢−lb, al

٢+٢l+٢b}) کیلͬ گراف :٢.٣ شͺل

-۶ کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, al

٢−lb, al
٢+٢+٢b}) کنید فرض .۵.١.٣ لم

آنͽاه ،|N(١)٢∪ (N٢(b)∩N(١)٣)| ̸= ٣۵ اگر .l٣+ ٢l٢+ ٢l+ ١ = ٠ (mod n) آن در که باشد ظرفیت

مͬ�باشد. (٩s+٣,۶s+١) یا (٩s−٣,٣s−٢) ،(۶,١) جفت�های از ͬͺی (n, l) ،s ≥ ١ صحیح عدد برای

مجموعه�ی در V (T٠) در مشابه رأس دو حداقل که |N(١)٢∪ (N٢(b)∩N(١)٣)| ≠ ٣۵ درصورتͬ برهان.

مͬ�توان دارند (١)N٣∩(b)N٢قرار در که رئوسͬ همه�ی بررسͬ با بنابراین شوند. منطبق (١)N٣∩(b)N٢برهم

رأس در�صورتͬ مثال به�عنوان آورد. بدست را مͬ�شوند منطبق برهم رئوس این آنها ازای به که را ,n)هایͬ l)

a−l٢−٢l−٢bرأس بر albرأس درصورتͬ هم�چنین .(n, l) = (۶,١) که مͬ�شود منطبق a−lbرأس بر a−١b



۵۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

بررسͬ با .(n, l) = (٩s+ ٣,۶s+ ١) یا (٩s− ٣,٣s− ٢) ،s ≥ ١ صحیح عدد برای که مͬ�شود منطبق

صحیح عدد برای که ،|N(١)٢∪ (N٢(b)∩N(١)٣)| ̸= ٣۵ درصورتͬ دید مͬ�توان ممͺن انطباق�های همه�ی

�باشد. (٩s+ ٣,۶s+ ١) یا (٩s− ٣,٣s− ٢) ،(۶,١) جفت�های از ͬͺی (n, l) ،s ≥ ١

نیستند: یͷ-منتظم زیر گراف�های .۶.١.٣ لم

،(n, l) = (۶,١) که G١ = Cay(D۶, {b, ab, a٢b, a٣b, a۴b, a۵b}) (١)

و (n, l) = (٩s − ٣,٣s − ٢) که G٢ = Cay(Dn, {b, ab, a−٣s−١b, a−٣sb, a٣s+١b, a٣s+٢b}) (٢)

،s ≥ ١

و (n, l) = (٩s + ٣,۶s + ١) که G٣ = Cay(Dn, {b, ab, a٣s−١b, a٣sb, a−٣s+١b, a−٣s+٢b}) (٣)

.s ≥ ١

بخش�های مجموعه با کامل دوبخشͬ گراف ،G١ که دید مͬ�توان G١ گراف شͺل رسم با (١) برهان.

(٣.٣) شͺل در که مͬ�باشد، Y = {b, ab, a٢b, a٣b, a۴b, a۵b} و X = {١, a−١, a−٢, a−٣, a−۴, a−۵}

دلخواه رأس دو که مͬ�گیریم درنظر G١ از خودریختͬ ͷی را γ ∈ Aut(G١)(١,b) حال است. شده داده نشان

نیست. یͷ-منتظم G١ لذا دارد، نͽه ثابت را G١ رئوس بقیه�ی و کند جابه�جا باهم را X مجموعه�ی در

داریم: G٢ گراف در (٢)

N(١)٢ = {N١(b), N١(ab), N١(a
٣s−١b), N١(a

٣sb), N١(a
−٣s+١b), N١(a

−٣s+٢b)}

N١(b) = {١, a−١, a−٣s+١, a−٣s, a٣s−١, a٣s−٢}

N١(ab) = {a,١, a−٣s+٢, a−٣s+١, a٣s, a٣s−١}

N١(a
٣s−١b) = {a٣s−١, a٣s−٢,١, a−١, a−٣s+١, a−٣s}

N١(a
٣sb) = {a٣s, a٣s−١, a,١, a−٣s+٢, a−٣s+١}



۵۵ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

G١ = Cay(D۶, {b, ab, a٢b, a٣b, a۴b, a۵b}) کیلͬ گراف :٣.٣ شͺل

N١(a
−٣s+١b) = {a−٣s+١, a−٣s, a٣s−١, a٣s−٢,١, a−١}

N١(a
−٣s+٢b) = {a−٣s+٢, a−٣s+١, a٣s, a٣s−١, a,١}

N١(a
−٣s+١) = N١(a

٣s−١) = {a−٣s+١b, a−٣s+٢b, b, ab, a٣s−١b, a٣sb}

خودریختͬ را β حال .N١(a
−٣s+١) = N١(a

٣s−١) و a−٣s+١, a٣s−١ ∈ N١(b)∩N(١)٢ داریم محاسبه با

بقیه�ی و کند جابه�جا هم با را a−٣s+١ و a٣s−١ رئوس که مͬ�گیریم درنظر طوری Aut(G٢)(١,b) از نابدیهͬ

نیست. یͷ-منتظم G٢ لذا نͽه�دارد، ثابت را G٢ رئوس

داریم: G٣ گراف در (٣)

N(١)٢ = {N١(b), N١(ab), N١(a
−٣s−١b), N١(a

−٣sb), N١(a
٣s+١b), N١(a

٣s+٢b)}

N١(b) = {١, a−١, a٣s+١, a٣s, a−٣s−١, a−٣s−٢}

N١(ab) = {a,١, a٣s+٢, a٣s+١, a−٣s, a−٣s−١}

N١(a
−٣s−١b) = {a−٣s−١, a−٣s−٢,١, a−١, a٣s+١, a٣s}

N١(a
−٣sb) = {a−٣s, a−٣s−١, a,١, a٣s+٢, a٣s+١}
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N١(a
٣s+١b) = {a٣s+١, a٣s, a−٣s−١, a−٣s−٢,١, a−١}

N١(a
٣s+٢b) = {a٣s+٢, a٣s+١, a−٣s, a−٣s−١, a,١}

N١(a
٣s+١) = N١(a

−٣s−١) = {a−٣s−١b, a−٣sb, a٣s+١b, a٣s+٢b, b, ab}

خودریختͬ را η حال .N١(a
−٣s−١) = N١(a

٣s+١) و a٣s+١, a−٣s−١ ∈ N١(b)∩N(١)٢ داریم محاسبه با

بقیه�ی و کند جابه�جا هم با را a−٣s−١ و a٣s+١ رئوس که مͬ�گیریم درنظر طوری Aut(G٣)(١,b) از نابدیهͬ

نیست. یͷ-منتظم G٣ لذا دارد، نͽه ثابت را G٣ رئوس

G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, al

٣+l٢+l+١b, al
۴+l٣+l٢+l+١b})۶-ظرفیت گرافکیلͬ .٧.١.٣ لم

آن در که است یͷ-منتظم گراف ͷی ،(n, l) = (٢١,١٩) برای ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که

.| N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣) |≠ ٣۵

بررسͬ به حال .| N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩ N(١)٣) |≠ ٣۵ که دید مͬ�توان مستقیم محاسبه�ی ͷی با برهان.

مͬ�پردازیم. G بودن یͷ-منتظم

�مͬ�دارد، نͽه ثابت را bرأس γ چون باشد. دلخواه گرافͬ خودریختͬ ͷی γ ∈ Aut(G)(١,b) کنید فرض

القایͬ زیرگراف از گرافͬ خودریختͬ ͷی γ بنابراین مͬ�دارد، نͽه ثابت مجموعه�وار نیز را b همسایͽͬ�های لذا

رئوسͬ تنها aو٧ a−٧ ازآنجایͬ�که مͬ�باشد. خودش توی به H := G[N٠(b) ∪N١(b) ∪N٢(b) ∪N٣(b)]

نͽه ثابت وار مجموعه را� {a٧, a−٧} مجموعه�ی باید γ بنابراین دارند، قرار N٣(b) ͬͽهمسای در که هستند

مͬ�کنیم ادعا مͬ�کند، جا�به�جا با�یͺدیͽر را رأس دو این یا نͽه�مͬ�دارد ثابت را a٧ و a−٧ رئوس یا γ لذا دارد،

با�یͺدیͽر را a٧ و a−٧ رئوس γ و نباشد این�چنین کنیم فرض نͽه�مͬ�دارد. ثابت را a٧ و a−٧ رئوس γ که

بررسͬ با کند. جابه�جا با�هم نیز را دارند قرار رأس دو این مجاورت در که رئوسͬ باید γ لذا �کند، جابه�جا

H گراف در نیز را رئوس بین مجاورت باید γ اینͺه به توجه با و a−٧ و a٧ مجاور رئوس همسایͽͬ�های

نͽه�مͬ�دارد. ثابت را aو٧ a−٧ رئوس γ لذا نمͬ�باشد. امͺان�پذیر جابه�جایͬ این که مͬ�گیریم نتیجه کند، حفظ

رأس ،γ چون نͽه�مͬ�دارد. ثابت نقطه�وار نیز را دارند قرار N١(a
٧) در که رئوسͬ γ که مͬ�کنیم ادعا حال
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نͽه�مͬ�دارد. ثابت مجموعه�وار را {a٢b, a١٠b, a−٣b, a٨b, a۶b} مجموعه�ی γ لذا نͽه�مͬ�دارد، ثابت را a٧

گراف در رئوس بین مجاورت حفظ به قادر مجموعه، این در شده آورده رئوس جابه�جایͬ با γ ازآنجایͬ�که

a−٧ رأس نͽه�داشتن ثابت با γ مشابه به�طریق نͽه�مͬ�دارد. ثابت نقطه�وار را مجموعه این γ لذا نمͬ�باشد، H

چه γ بدانیم مͬ�خواهیم حال نͽه�مͬ�دارد. ثابت نقطه�وار نیز را {a−۶b, a۴b, a−۴b, a−٨b, a٩b} مجموعه�ی

در رئوسͬ تنها رأس سه این که است ذکر قابل مͬ�دهد. نشان {a−٢b, a۵b, a−٩b}رأس سه مقابل در رفتاری

مجموعه�وار را رأس سه این γ لذا ندارند، a٧ و a−٧ رئوس با اشتراکͬ هیچ که مͬ�باشند N٢(b) ͬͽهمسای

با مشابه، طریق به که نͽه�مͬ�دارد. ثابت نقطه�وار را رأس سه این γ مͬ�کنیم ادعا حال نͽه�مͬ�دارد. ثابت

را N١(b) ،γ دهیم نشان مͬ�خواهیم حال کرد. ثابت را ادعا این مͬ�توان شد گفته قبل در که آنچه به توجه

{a−١, a, a−٣, a۵, a١٠} مجموعه�ی در�نتیجه نͽه�مͬ�دارد ثابت را b رأس γ چون نͽه�مͬ�دارد. ثابت نقطه�وار

N٢(b) از a−٢b مجاورت در رأس این مͬ�گیریم. در�نظر را a−١ رأس حال نͽه�مͬ�دارد. ثابت مجموعه�وار را

خاصیت این a−٣ رأس تنها مجموعه این رئوس بین در که است، شده داشته نͽه ثابت γ توسط که دارد قرار

a−٣ رأس در�صورتͬ�که مͬ�باشد N(١)١ در دیͽری رأس مجاور b بررأس علاوه a−١ رأس از�طرفͬ دارد. را

، a٢b رأس مجاورت در a رأس نͽه�مͬ�دارد. ثابت را a−١ و a−٣ رئوس γ لذا است، خاصیت این فاقد

رأس مجاورت در a۵ و a١٠ رئوس از هیچ�کدام چون و دارد قرار است، نͽه�داشته�شده ثابت γ توسط که

ثابت را a رأس γ بنابراین شود، جابه�جا رأس دو این از هیچ�کدام با نمͬ�تواند a رأس لذا ندارند، قرار a٢b

قرار است، شده داشته نͽه ثابت γ توسط که N٢(b) از a۴b رأس مجاورت در a۵ رأس حال نͽه�مͬ�دارد.

رأس ،γ بنابراین نͽه�مͬ�دارد، ثابت نیز را a۵ ،γ لذا است خاصیت این فاقد a١٠ رأس چون و است گرفته

لم اثبات در که مشابه�ای روش به حال نͽه�مͬ�دارد. ثابت را N١(b) ،γ بنابراین مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a١٠

G رئوس همه�ی γ لذا است، همبندی و کمان-انتقالͬ خواص دارای G چون است، شده آورده (١١.٢.٢)

نͽه�مͬ�دارد. ثابت را

کیلͬ گراف ͷی G = Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, a−l٢−lb, al

٢+٢l+٢b}) کنید فرض .٨.١.٣ لم

،|N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣)| = ٣۵ اگر .l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) آن در که باشد ۶-ظرفیت



۵٨ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

است. یͷ-منتظم G آنͽاه

Hزیرگراف = G[N(١)٠∪N(١)١∪N(١)٢∪ (N٢(b)∩N(١)٣)] و γ ∈ Aut(G)(١,b) فرضکنید برهان.

القایͬ زیرگراف (۴.٣) شͺل درحقیقت است. شده داده نشان (۴.٣) شͺل در که باشد، G از القایͬ

مͬ�باشد. G[V (H) ∪ {a−l−٢, a−l٢−٢l−٣}]

G[H ∪ {a−l−٢, a−l٢−٢l−٣}] القایͬ زیرگراف :۴.٣ شͺل

که رئوسͬ γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را (١, b) کمان که مͬ�باشد G از خودریختͬ ͷی γ که آنجایͬ از

از ٣ و ٢ فاصله�ی به که را رئوسͬ ترتیب به�همین مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار نیز را هستند ١ رأس مجاور

آنجایͬ از مͬ�باشد. H از گرافͬ خودریختͬ ͷی γ لذا مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار را دارند قرار نیز ١ رأس

رأس γ لذا مͬ�باشد، N(١)١ در رأس سه مجاور که است N١(b)∩N(١)٢ در رأسͬ تنها a−l٢−l−١ رأس که

آنجایͬ از .N١(a
−l٢−l−١)∩N(١)١ = {b, al+١b, a−l٢−lb} داریم طرفͬ از مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l٢−l−١

مجموعه�وار را {b, al+١b, a−l٢−lb} مجموعه�ی باید γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را a−l٢−l−١ و ١ رئوس γ که

رئوس یا دهد، رخ مͬ�تواند حالت دو لذا است، شده داشته نͽه ثابت γ توسط که b رأس دارد. نͽه ثابت
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مͬ�کنیم ادعا شوند. جابه�جا باهم γ توسط رأس دو این یا و شوند داشته نͽه ثابت γ توسط a−l٢−lb و al+١b

یعنͬ نباشد، این�چنین فرضمͬ�کنیم ادعا، این اثبات برای مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l٢−lb و al+١bرئوس γ که

N١(a
١+lb) ∩N(١)٢ در رأسͬ تنها al+١ رأس مͬ�دانیم کند. جابه�جا هم با را a−l٢−lb و al+١bرأس دو γ

a−l٢−l رأس نیست. N٢(b) ∩N(١)٣ در رأسͬ هیچ مجاور ولͬ است N(١)١ در رأس دو مجاور که است

رأسͬ هیچ مجاور و است N(١)١ در رأس دو مجاور که است N١(a
−l٢−lb) ∩ N(١)٢ در رأسͬ تنها نیز

و al+١ رأس دو جابه�جایͬ سبب a−l٢−lb و al+١bرأس دو جابه�جایͬ بنابراین نیست. N٢(b) ∩N(١)٣ در

حاصل�ضربͬ به�صورت مͬ�توان را γ خودریختͬ داد، رخ که جابه�جایͬ�هایͬ به باتوجه حال مͬ�شود. a−l٢−l

گرفت: درنظر زیر به�صورت H رئوس مجموعه روی دوری جایͽشت�های از

γ =(a−l٢−l−١)(al+١b a−l٢−lb)(al+١ a−l٢−l)(ab al
٢+٢l+٢b)(al a−٢l

٣−٢l−٢)

(a−l٢ a−٢l
٢−٢l−١)(a−l٢−٢l−١ al

٢+٢l+١)(a−l a٢l
٣+٢l+٢)(alb a−٢l

٣−٢l−٢b)

(al
٢+٢l+١b a−l٢−٢l−١b)(a−l٢b a−٢l

٢−٢l−١b)(a−١ a−l٢−٢l−٢)(al
٢+l a−l−١)

(a−١b a−l٢−٢l−٢b)(al
٢+lb a−l−١b) · · · . (١.٣)

باید γ لذا مͬ�کند، جابه�جا هم با را a−l٢−٢l−٢b و a−١bرئوس γ ،(١.٣) معادله�ی طبق از�آنجایͬ�که

N١(a
−١b) ∩ (N٣(b) ∩N۴(١)) ∩N١(a

−l٢−٢l−٢b) = {a−l−٢, a−l٢−٢l−٣}

درصورتͬ�که ، (١)N٣∩(b)N٢است رأسدر چهار مجاور a−l−٢ رأس طرفͬ از دارد. نͽه مجموعه�وارثابت را

ثابت را a−l٢−٢l−٣ و a−l−٢ رأس دو γ لذا است. N٢(b)∩N(١)٣ در رأس دو مجاور تنها a−l٢−٢l−٣ رأس

باید لذا نͽه�مͬ�دارد، ثابت را رأس دو این γ از�آنجایͬ��که حال نͽه�مͬ�دارد.

N١(a
−l−٢) ∩N١(a

−l٢−٢l−٣) = {a−l−٢b, a−١b, a−l٢−٢l−٢b}

جابه�جا باهم (١.٣) معادله طبق را a−l٢−٢l−٢b و a−١b رئوس γ طرفͬ از دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار را

و داشته نͽه ثابت را a−l−٢b و a−l−٢ رئوس γ بنابراین مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l−٢b رأس γ لذا مͬ�کند،

(١١.٢.٢) لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال مͬ�کند. جابه�جا باهم را a−l٢−٢l−٢b و a−١b رئوس
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را a−l٢−٢l−٢b و a−١b رئوس و دارد نͽه ثابت را a−l−٢b و a−l−٢ رئوس γ اگر دید، مͬ�توان شد آورده

a−l٣−٢l−۴b و a−l−٣bرئوس و داشته نͽه ثابت را a٢(−l−٢)b و a٢(−l−٢) رئوس γ آنͽاه �کند، جابه�جا باهم

و at(−l−٢) رئوس γ ،t صحیح عدد هر برای که دید مͬ�توان روند این ادامه�ی با مͬ�کند. جابه�جا باهم را

داریم ،i صحیح عدد برای بنابراین .r := gcd(l + ٢, n) کنیم فرض حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را at(−l−٢)b

بنابراین .r|l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ لذا ،l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) ازآنجایͬ�که .l + ٢ = ir

l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = i٢r٣ − ۴i٢r٢ + ۶ir − ٣ = r(i٢r٢ − ۴i٢r + ۶i)− ٣

که دارند وجود sای و p صحیح اعداد لذا ،r = gcd(l + ٢, n) ازآنجایͬ�که حال .r|٣ درنتیجه

نͽه�مͬ�دارد ثابت را at(l+٢)b و at(l+٢) رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ ازآنجایͬ�که .r = s(l + ٢) + np

تقسیم حالت دو به را بحث حال نͽه�مͬ�دارد. ثابت نیز را artb و art رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ لذا

مͬ�کنیم:

تناقض در (١.٣) معادله�ی با این که مͬ�دارد نͽه ثابت را G رئوس همه�ی γ آنͽاه ،r = ١ اگر :(١) حالت

است.

حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را a٣tb و a٣t رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ آنͽاه ،r = ٣ اگر :(٢) حالت

داریم: ،l + ٢ = ٣i که مطلب این از بااستفاده

l٢ − ٢l = (٣i− ٢(٢ − ٣)٢i− ٢) = −٩i٢ + ۶i = ٣−)٣i٢ + ٢i)

از بااستفاده حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را N١(a
−l) ∩ N١(a

−l٢−٢l−١) ∩ N(١)٣ در a−l٢−٢lb رأس γ لذا

مͬ�دانیم ازطرفͬ مͬ�کند، جابه�جا باهم را a−l٢−٢l−١ و al٢+٢l+١ رئوس γ که مͬ�دانیم ،(١.٣) معادله�ی

مͬ�رسیم. تناقض به دراین�صورت نمͬ�باشد. امͺان�پذیر جابه�جایͬ این لذا ،a−l٢−٢lb /∈ N١(a
l٢+٢l+١) که

نͽه ثابت را a−l٢−lb رأس γ آنجایͬ��که از حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l٢−lb و al+١b رئوس γ بنابراین

مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار را زیر مجموعه�ی γ لذا مͬ�دارد،

N١(a
−l٢−lb) ∩N(١)٢ = {a−l٢−l−١, a−l٢−l, a−l٢−٢l−١, a−٢l

٢−٢l−١, a−٢l
٣−٢l−٢}.
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در مثال به�عنوان نیستند، مشترکͬ خواص دارای بالا مجموعه�ی در شده آورده رئوس از هیچ�کدام ازطرفͬ

a−l٢−l−١ رأس است، N(١)١ در رأس دو مجاور و N٢(b) در رأس دو مجاور که رأسͬ تنها بالا مجموعه�ی

خواص بررسͬ با نمͬ�باشد. خاصیت این دارای مجموعه این در دیͽری رأس هیچ درصورتͬ�که مͬ�باشد.

در شده آورده رئوس همه�ی γ که رسید نتیجه این به مͬ�توان بالا مجموعه�ی در شده گفته رئوس همه�ی

دو طرفͬ از مͬ�دارد. نͽه ثابت را {a−l٢−l−١, a−l٢−l, a−l٢−٢l−١, a−٢l
٢−٢l−١, a−٢l

٣−٢l−٢} مجموعه�ی

N(١)١ در a−l٢−lb و ab رأس دو مجاور شده�اند، داشته نͽه ثابت γ توسط که a−l٢−٢l−١ و a−l٢−l رأس

مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را abرأس γ لذا است، داشته نͽه ثابت نیز را a−l٢−lbرأس γ که آنجایͬ از مͬ�باشند،

را دارند قرار نیز b مجاورت در که رئوسͬ γ لذا است، داشته نͽه ثابت نیز را b رأس ،γ مͬ�دانیم طرفͬ از

جابه�جایͬ امͺان هستند، مشابه خواص دارای که رئوسͬ تنها مجموعه این در مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار

bرأس دو مجاور فقط رأس دو این مͬ�دارد. نͽه ثابت مجموعه�وار را {a−l−١, al
٢+l} ،γ لذا دارند. را باهم

ثابت نیز را al٢+l+١bرأس γ لذا است، شده داشته نͽه ثابت γ توسط b چون هستند. N(١)١ در al
٢+l+١b و

دارند قرار N(١)١ در که رئوسͬ بقیه�ی ،N(١)١ در al
٢+٢l+٢bرأس بجز γ کردیم ثابت اینجا تا مͬ�دارد. نͽه

تمام γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت نیز را al٢+٢l+٢bرأس γ که گرفت نتیجه مͬ�توان لذا است. نͽه�داشته ثابت را

در که مشابه�ای روش از استفاده با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را دارند قرار ١ رأس از ͷی فاصله�ی به که رئوسͬ

Gرئوس همه γ لذا است، کمان-انتقالͬ و همبندی خواص دارای G چون شد، آورده (١١.٢.٢) لم اثبات

نͽه�مͬ�دارد. ثابت را

باشد.آنͽاه، Dn دو�وجهͬ گروه روی ۴ کمر از و ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض .٩.١.٣ قضیه

کیلͬ گراف با G �اگر �تنها �و اگر است دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم G

Cay(Dn, {b, ab, al+١b, al
٢+l+١b, al

٣+l٢+l+١b, al
۴+l٣+l٢+l+١})

کند: صدق زیر شرایط در (n, l) که باشد یͺریخت

،(٩s,٣s− ١) زوج�های از ͷهیچ�ی با (n, l) ،s ≥ ١ صحیح عدد هر برای و ،l٣ + ١ = ٠ (mod n) (١)



۶٢ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

نباشد. مساوی (٩s,۶s− ١) یا (٧,٣) ،(٧,۵)

زوج�های از ͷهیچ�ی با (n, l) ،s ≥ ١ صحیح عدد هر برای و l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) (٢)

نباشد. مساوی (٩s+ ٣,۶s+ ١) یا (٩s− ٣,٣s− ٢) ،(۶,١)

.(n, l) = (٢١,١٩) (٣)

G اینͺه از باشد. Dn دووجهͬ گروه روی ۴ کمر از و ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ͷی G کنید فرض برهان.

مͬ�توان شد، آورده (٢.٢.٢) لم اثبات در که آنچه طبق لذا است، دوری رأس پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم

مجموعه�ی روی انتقالͬ به�طور که است ۶ مرتبه�ی از دوری زیرگروه ͷی Aut(Dn, S) که گرفت نتیجه

پایدارساز با نرمال یͷ-منتظم Gͬکیل گراف ،(٣.١.٢) قضیه از بااستفاده حال مͬ�کند. عمل S = N(١)١

۶-ظرفیت کیلͬ گراف با یͺریخت ،G اگر تنها و اگر است دوری رأس

است. ۴ کمر از G و
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) آن در که باشد Cay(Dn, {a

∑t
j=٠ l

j

b | ٠ ≤ t ≤ ۵})

آن در که ،Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ t ≤ ۵}) ۶-ظرفیت کیلͬ گراف ،(٢.١.٣) قضیه طبق حال

بیفتد: اتفاق زیر موارد از ͬͺی اگر تنها و اگر است ۴ کمر از ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

،l٣ − ١ = ٠ (mod n) (١)

،l٣ + ١ = ٠ (mod n) (٢)

،.l٣ + ٢l٢ + ٢l + ١ = ٠ (mod n) (٣)

.(n, l) = (٢١,١٩) (۴)

رخ (١) حالت لذا نیست، یͷ-منتظم G گراف ،(٣.١.٣) قضیه بنابر آنͽاه ،l٣ − ١ = ٠ (mod n) اگر

نمͬ�دهد.

ͷهیچ�ی با (n, l) ،sمثبت صحیح عدد هر برای ،(۴.١.٣) لم بنابر آنͽاه ،l١+٣ = ٠ (mod n) اگر حال

نیست. مساوی (٩s,۶s− ١) یا (٩s,٣s− ١) ،(٧,۵) ،(٧,٣) زوج�های از



۶٣ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

،|N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣)| ̸= ٣۵ اگر دراین�صورت ،l٣ + ٢l٢ + ٢l+ ١ = ٠ (mod n) اگر حال

(٩s− ٣,٣s− ٢) ،(۶,١) جفت�های از ͬͺی ،s ≥ ١ صحیح عدد هر برای (n, l) ،(۵.١.٣) لم طبق آنͽاه

نیست. یͷ-منتظم ,n)ها l) این به�ازای G کیلͬ گراف ،(۶.١.٣) لم طبق که مͬ�باشد، (٩s+ ٣,۶s+ ١) یا

است، یͷ-منتظم G کیلͬ گراف ،(٨.١.٣) لم طبق آنͽاه ،|N(١)٢ ∪ (N٢(b) ∩N(١)٣)| = ٣۵ اگر حال

جفت�های از ͷهیچ�ی با مساوی (n, l) ،s ≥ ١ صحیح عدد هر برای که مͬ�دهد رخ زمانͬ (٣) حالت لذا

نباشد. (٩s+ ٣,۶s+ ١) یا (٩s− ٣,٣s− ٢) ،(۶,١)

است. یͷ-منتظم G گراف (٧.١.٣) لم بنابر آنͽاه ،(n, l) = (٢١,١٩) اگر حال

۶ کمر از ۶�ظرفیت کیلͬ گراف�های

آن در که G = Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ t ≤ ۵}) ۶ کمر از و ۶-ظرفیت کیلͬ گراف�های به حال

مͬ�پردازیم. ،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n)

فرض هم�چنین باشد. G از القایͬ زیر�گراف T := G[N(١)٠∪N(١)١∪N(١)٢∪N(١)٣] کنید فرض

از القایͬ زیرگراف T٠ := G[N(١)٠ ∪ N(١)١ ∪ N(١)٢ ∪ N(١)٣] ،n =
∑۵

j=٠ l
j و l ≥ ٣ برای کنید

از مساوی یا بزرگ�تر T٠ رئوس تعداد بنابراین باشد. Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ t ≤ ۵}) کیلͬ گراف

گراف�های ابتدا ،(٢.٢) بخش از (١) حالت در بود. خواهد T دیͽر ممͺن القایͬ زیرگراف هر رئوس تعداد

در سپس و دادیم تشͺیل را نباشد T٠ القایͬ زیرگراف با یͺریخت آن�ها در T القایͬ زیرگراف که را کیلͬ�ای

باشد T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف آنها در که را کیلͬ�ای گراف�های (٢.٢) بخش از (٢) حالت

در که مͬ�پردازیم حالتͬ به تنها ما مͬ�باشند، ۶ کمر از که ۶-ظرفیت کیلͬ گراف�های در کردیم. مشخص را

مͬ�باشد. T٠ گراف با یͺریخت T القایͬ زیرگراف آن

ͷی G = Cay(Dn, {a
∑t

j=٠ l
j

b | ٠ ⩽ t ⩽ ۵}) و
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) کنید فرض .١٠.١.٣ قضیه

کنید فرض هم�چنین باشد. ۶ کمر از و ۶-ظرفیت کیلͬ گراف

T = G[N(١)٠ ∪N(١)١ ∪N(١)٢ ∪N(١)٣]



۶۴ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .٣

است. یͷ-منتظم G آنͽاه باشد، T٠ با یͺریخت T اگر باشد. G از القایͬ زیر�گراف

P مسیر g ∈ Dn و ٠ ≤ r ̸= s ̸= t ≤ ۵ صحیح عدد هر برای برهان.

P := (g, ga
∑r

j=٠ l
j

b, ga
∑r

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j

, ga
∑r

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j+
∑t

j=٠ l
j

b)

آنͽاه مͬ�دهیم تشͺیل a
∑t

j=٠ l
j

b و a
∑s

j=٠ l
j

b ،a
∑r

j=٠ l
j

b مولدهای با پͬ�درپͬ اتصال�های و g از شروع رابا

داریم:

.r = t اگر تنها و اگر نیست ۶-دور هیچ در مشمول P (١)

است. زیر منحصربه�فرد ۶-دور مشمول آنͽاه باشد ۶-دور ͷدری مشمول P اگر (٢)

(g, ga
∑r

j=٠ l
j

b, ga
∑r

j=٠ −
∑s

j=٠ l
j

, ga
∑r

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j+
∑t

j=٠ l
j

b, ga
∑t

j=٠ l
j−

∑s
j=٠ l

j

, ga
∑t

j=٠ l
j

b).

و موردنظر گراف شͺل رسم ͬͺی کرد: استفاده روش دو از مͬ�توان (٢) و (١) قسمتهای اثبات برای

.r ̸= s و r ̸= t ،٠ ≤ r, s, t,≤ ۵ که t و s ،r صحیح اعداد برای ممͺن حالات همه�ی گرفتن درنظر دیͽری

آنͽاه باشد، دلخواه γ ∈ Aut(G)(١,b) فرضکنید دهیم. نشان را Gگراف یͷ-منتظمͬ مͬ�خواهیم حال

N(١)١\{b} مجموعه�ی روی دوری جایͽشتͬ یا مͬ�دارد نͽه ثابت {b}\(١)N١را در رئوس از ͬͺی حداقل γ

مͬ�کنیم: تقسیم حالت دو به را بحث حال مͬ�باشد.

،g = a
∑u

j=٠ l
j

b دادن قرار با دارد. نͽه ثابت را a
∑u

j=٠ l
j

b رأس γ ،٠ ≤ u ≤ ۴ برای :(١) حالت

مسیر ،v ̸= u و ٠ ≤ v ≤ ۴ که v صحیح عدد هر برای که دید مͬ�توان P مسیر در s = ۵ و r = u

مسیر درصورتͬ�که است، منحصربه�فردی ۶-دور در مشمول (a
∑u

j=٠ l
j

b,١, b, a−
∑v

j=٠ l
j)

نͽه ثابت را a−
∑u

j=٠ l
j رأس ،γ بنابراین نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (a

∑u
j=٠ l

j

b,١, b, a−
∑u

j=٠ l
j)

نیز را a−
∑u

j=٠ l
j رأس γ آنͽاه دارد، نͽه ثابت را a

∑u
j=٠ l

j

bرأس ،٠ ≤ u ≤ ۴ برای γ اگر بنابراین مͬ�دارد.

مͬ�دارد. نͽه ثابت

٠ ≤ v ≤ که v عددصحیح هر برای که دید مͬ�توان P مسیر در s = u و r = ۵ ،g = ١ قراردادن با حال

درصورتͬ�که است، منحصربه�فردی ۶-دور در مشمول (١, b, a−
∑u

j=٠ l
j

, a(
∑v

j=٠ l
j−

∑u
j=٠ l

j)b) مسیر ،۴



۶۵ دوری رأس پایدارساز با دووجهͬ گروه�های روی نرمال۶-ظرفیت یͷ-منتظم کیلͬ گراف�های .١.٣

ثابت را a−
∑u

j=٠ l
j

bرأس γ بنابراین نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (١, b, a−
∑u

j=٠ l
j

, a−
∑u

j=٠ l
j

b) مسیر

رئوس γ اگر گفت، مͬ�توان شد آورده (١١.٢.٢) لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال مͬ�دارد. نͽه

نͽه ثابت نیز را a−٢
∑u

j=٠ l
j

b و a−٢
∑u

j=٠ l
j رئوس γ آنͽاه دارد، نͽه ثابت را a−

∑u
j=٠ l

j

b و a−
∑u

j=٠ l
j

a−i
∑u

j=٠ l
j

b و a−i
∑u

j=٠ l
j رئوس γ ،iمثبت صحیح عدد هر برای که دید مͬ�توان روند این باادامه�ی مͬ�دارد.

مͬ�توان ،a(n−i)
∑u

j=٠ l
j

b = a−i
∑u

j=٠ l
j

b و a(n−i)
∑u

j=٠ l
j

= a−i
∑u

j=٠ l
j که آنجایͬ از مͬ�دارد. نͽه ثابت را

نͽه�مͬ�دارد. ثابت را a−i
∑u

j=٠ l
j

b و a−i
∑u

j=٠ l
j رئوس ،i منفͬ صحیح عدد هر برای γ که گرفت نتیجه

صحیح عدد هر برای ،a
∑u

j=٠ l
j

b رأس نͽه�داشتن ثابت با γ ،٠ ≤ u ≤ ۴ برای دادیم نشان تاکنون

γ که است واضح آنͽاه ،u = ٠ اگر حال مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−i
∑u

j=٠ l
j

b و a−i
∑u

j=٠ l
j رئوس i،

مͬ�دهیم قرار ،u = ۴ اگر حال است. همانͬ خودریختͬ γ بنابراین مͬ�دارد. نͽه ثابت را G رئوس همه�ی

داریم بنابراین .
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) شد گفته قضیه فرض در همان�طور�که .r := gcd(n,

∑۴
j=٠ l

j)

،gcd(n,
∑۴

j=٠ l
j) = ١ از حال .r = ١ لذا ، r|l(١+ l + l٢ + l٣ + l۴) + ١ و r|١+ l + l٢ + l٣ + l۴

a
∑۴

j=٠ l
j

bرأس داشتن نͽه ثابت با γ لذا ،⟨ab⟩ = ⟨a
∑۴

j=٠ l
j

b⟩ و ⟨a⟩ = ⟨a
∑۴

j=٠ l
j

⟩ که گرفت نتیجه مͬ�توان

که کنیم فرض حال است. همانͬ خودریختͬ γ بنابراین دارد، نͽه ثابت را G گراف رئوس همه�ی مͬ�تواند

و a−i
∑u

j=٠ l
j رئوس ،i صحیح عدد هر برای a

∑u
j=٠ l

j

b، رأس داشتن نͽه ثابت با γ مͬ�دانیم ،١ ≤ u ≤ ٣

،١ ≤ u ≤ ٣ برای γ لذا مͬ�گیریم، درنظر −l را i دلخواه صحیح عدد مͬ�دارد. نͽه ثابت نیز را a−i
∑u

j=٠ l
j

b

رأس که دید مͬ�توان N(١)٢ و N١(b) محاسبه�ی با مͬ�دارد. نͽه ثابت را al
∑u

j=٠ l
j

b و al
∑u

j=٠ l
j رئوس

N١(b) ∩N(١)٢ در a−١ رأس γ لذا مͬ�باشد. N١(b) ∩N(١)٢ در a−١ رأس ͷی مجاور تنها al
∑u

j=٠ l
j

b

در رأسͬ تنها a−١b رأس که دید مͬ�توان N(١)٣ و N١(a
−١) محاسبه�ی با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت را

نیز را a−١bرأس γ لذا است، N١(b) ∩N(١)٢ در a−١ رأس مجاور فقط که مͬ�باشد N١(a
−١) ∩N(١)٣

عدد هر برای مͬ�دهیم. تشͺیل a)N١را
−١b)\{a−١} = {a−(

∑v
j=٠ l

j+١) | ٠ ≤ v ≤ ۴} مͬ�دارد. نͽه ثابت

(N٢(b)∩N(١)٣) \ {a−١b} در a−
∑v

j=٠ l
j

bرأس مجاور a−(
∑v

j=٠ l
j+١) رأس ،١ ≤ v ≤ ۴ که v صحیح

را a−٢ رأس γ بنابراین نیست. (N٢(b)∩N(١)٣) \ {a−١b} در رأسͬ هیچ مجاور a−٢ رأس ولͬ مͬ�باشد،
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آنجایͬ از گفت، مͬ�توان شد آورده (١١.٢.٢) لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال مͬ�دارد. نͽه ثابت

با دارد. نͽه ثابت نیز را a−٣ و a−٢b رئوس γ لذا مͬ�دارد، نͽه ثابت را a−٢ و a−١b ،a−١ رئوس γ که

γ بنابراین دارد. نͽه ثابت نیز را a−ib و a−i رئوس مͬ�تواند γ ،i صحیح عدد هر برای روند این ادامه�ی

است. همانͬ خودریختͬ

شامل γ کنید فرض کند. جابه�جا دوری به�صورت را {a
∑u

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ u ≤ ۴} مجموعه�ی γ :(٢) حالت

هر برای .{aijb | ٠ ≤ j ≤ ۴} = {a
∑u

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ u ≤ ۴} که باشد (ai٠b ai١b ai٢b ai٣b ai۴b) دور

دید مͬ�توان P مسیر در s = ۵ و
∑r

j=٠ l
j = ij ،g = aijb دادن قرار با ،٠ ≤ j ≤ ۴ که jای صحیح عدد

مسیر درصورتͬ�که است، منحصربه�فردی ۶-دور در مشمول (aijb,١, b, a−ij′ ) مسیر ،ij′ ̸= ij هر برای که

(a−i٠ a−i١ a−i٢ a−i٣ a−i۴) دور شامل γ بنابراین نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (aijb,١, b, a−ij )

مͬ�باشد.

،P مسیر در
∑s

j=٠ l
j = ij و r = ۵ ،g = ١ دادن باقرار ،٠ ≤ j ≤ ۴ که jای صحیح عدد هر برای

۶-دور در مشمول (١, b, a−ij , a(−ij+ij′ )b) مسیر آنͽاه ،ij′ ̸=
∑۵

j=٠ l
j که ij′ هر برای که دید مͬ�توان

γ بنابراین نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (١, b, a−ij , a−ijb) مسیر درصورتͬ�که است، منحصربه�فردی

مͬ�باشد. (a−i٠b a−i١b a−i٢b a−i٣b a−i۴b) دور شامل

از خودریختͬ از استفاده با حال .N١(a
ij )∩N١(a

ij+١) = {aij+ij+١b} ،٠ ≤ j ≤ ۴ که jای هر برای

که: گرفت نتیجه مͬ�توان ،b در چپ از ضرب توسط شده القا G

N١(a
−ijb) ∩N١(a

−ij+١b) = {a−ij−ij+١}.

است. (a−i٠−i١ a−i١−i٢ a−i٢−i٣ a−i٣−i۴ a−i۴−i٠) دور شامل γ بنابراین

داریم: ،٠ ≤ j ≤ ۴ که jای هر برای

هر برای که دید مͬ�توان ،P مسیر در
∑s

j=٠ l
j = ij+١ و r = ۵ ،g = a−ij دادن قرار با (٣)

است، منحصربه�فردی ۶-دور در مشمول (a−ij , a−ijb, a−ij−ij+١ , a−ij−ij+١+ij′ b) مسیر ،ij′ ̸=
∑۵

j=٠ l
j

نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (a−ij , a−ijb, a−ij−ij+١ , a−ij−ij+١b) مسیر درصورتͬ�که
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هر برای که دید مͬ�توان ،P مسیر در
∑s

j=٠ l
j = ij+٢ و r = ۵ ،g = a−ij+١ دادن قرار با (۴)

منحصربه�فردی ۶-دور در مشمول (a−ij+١ , a−ij+١b, a−ij+١−ij+٢ , a−ij+١−ij+٢+ij′ b) مسیر ،ij′ ̸=
∑۵

j=٠ l
j

نیست. ۶-دور هیچ در مشمول (a−ij+١ , a−ij+١b, a−ij+١−ij+٢ , a−ij+١−ij+٢b) مسیر درصورتͬ�که است،

استفاده با ،γ(a−ij−ij+١) = a−ij+١−ij+٢ و γ(a−ijb) = a−ij+١b ، γ(a−ij ) = a−ij+١ از�آنجایͬ�که

دور شامل γ ،(٣)-(۴) از

(a−i٠−i١b a−i١−i٢b a−i٢−i٣b a−i٣−i۴b a−i۴−i٠b)

γ و مͬ�دارد، نͽه ثابت را a−
∑۴

j=٠ ijb و a−
∑۴

j=٠ ij رئوس γ که دید مͬ�توان روند این تͺرار با مͬ�باشد.

مͬ�باشد. (a−
∑۴

j=٠ ij−i٠b a−
∑۴

j=٠ ij−i١b a−
∑۴

j=٠ ij−i٢b a−
∑۴

j=٠ ij−i٣b a−
∑۴

j=٠ ij−i۴b) دور شامل

مͬ�توان شد آورده (١١.٢.٢) لم اثبات در که آنچه شبیه روندی با حال .(
∑۴

j=٠ ij =
∑۴

j=٠ l
j واقع (در

دور شامل و مͬ�دارد نͽه ثابت را a−
∑۴

j=٠ ijb و a−
∑۴

j=٠ ij رئوس γ از�آنجایͬ�که گفت،

(a−
∑۴

j=٠ ij−i٠b a−
∑۴

j=٠ ij−i١b a−
∑۴

j=٠ ij−i٢b a−
∑۴

j=٠ ij−i٣b a−
∑۴

j=٠ ij−i۴b)

مͬ�باشد. زیر دور شامل و مͬ�دارد نͽه ثابت نیز را a−٢
∑۴

j=٠ ijb و a−٢
∑۴

j=٠ ij رئوس γ لذا مͬ�باشد،

(a−٢
∑۴

j=٠ ij−i٠b a−٢
∑۴

j=٠ ij−i١b a−٢
∑۴

j=٠ ij−i٢b a−٢
∑۴

j=٠ ij−i٣b a−٢
∑۴

j=٠ ij−i۴b).

را a−t
∑۴

j=٠ ijb و a−t
∑۴

j=٠ ij رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ که گرفت نتیجه مͬ�توان روند این ادامه�ی با

،
∑۵

j=٠ l
j = ٠ (mod n) که مͬ�دانیم فرض طبق .r := gcd(

∑۴
j=٠ l

j , n) مͬ�دهیم قرار مͬ�دارد. نͽه ثابت

از .
∑۵

j=٠ l
j − (l − ١)

∑۴
j=٠ l

j = ۶ داریم
∑۴

j=٠ ij =
∑۴

j=٠ l
j از استفاده با حال .r |

∑۵
j=٠ l

j لذا

.r | ۶ که گرفت نتیجه مͬ�توان r |
∑۴

j=٠ l
j و

∑۵
j=٠ l

j − (l − ١)
∑۴

j=٠ l
j = ۶ ،r |

∑۵
j=٠ l

j روابط

.r = s(
∑۴

j=٠ l
j)+np که دارند وجود sای و p صحیح اعداد لذا ،r = gcd(

∑۴
j=٠ l

j , n) ازآنجایͬ�که حال

عدد هر برای γ لذا نͽه�مͬ�دارد ثابت را at
∑۴

j=٠ l
j

b و at
∑۴

j=٠ l
j رئوس ،t صحیح عدد هر برای γ ازآنجایͬ�که

را a۶tb و a۶t رئوس t صحیح عدد هر برای γ بنابراین نͽه�مͬ�دارد. ثابت نیز را artb و art رئوس ،t صحیح

۶i−۴ ،۶i−٣ ،۶i−٢ ،۶i−١ ،۶iبه�صورت مͬ�توان را l ،i صحیح عدد برای طرفͬ از مͬ�دارد. نͽه ثابت
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،l + ١ = ۶i آنͽاه ،l = ۶i − ١ اگر مͬ�دارد. نͽه ثابت را al رأس γ آنͽاه ،l = ۶i اگر نوشت. ۶i− ۵ یا

مͬ�دارد. نͽه ثابت را al۴+l٣+l٢ رأس γ آنͽاه ،l = ۶i− ٢ اگر مͬ�دارد. نͽه ثابت را al+١bرأس γ بنابراین

ثابت را a−l٢−l رأس γ آنͽاه ،l = ۶i− ۴ اگر مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l٢−l رأس γ آنͽاه ،l = ۶i− ٣ اگر

است جایͽشتͬ γ ازآنجایͬ�که اما مͬ�دارد. نͽه ثابت را a−l+١bرأس γ آنͽاه ،l = ۶i− ۵ اگر مͬ�دارد. نͽه

حالات این از هیچ�کدام لذا مͬ��کند، جابه�جا دوری به�صورت را {a
∑u

j=٠ l
j

b | ٠ ≤ u ≤ ۴} مجموعه�ی که

G درنتیجه و است همانͬ خودریختͬ γ لذا نمͬ�باشد، امͺان�پذیر نیز (٢) حالت پس بیفتد. اتفاق نمͬ�تواند

است. یͷ-منتظم
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Abstract
In this dissertation, we study Cayley graphs on dihedral groups. First we present primary

definitions and concepts of graph theory and group theory, and then will define Cayley graph,
and classify the 4-valent one-regular normal Cayley graph G on a dihedral group whose vertex
stabilizers in Aut (G) are cyclic. A classification of the same kind of graphs of valency 6 is
also discussed. This dissertation has been prepared based on [12].
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