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 سالها خواندم و خواندم کتاب دیگران

 مطلبی آرم به زبان بتوانمتا که امروز 

 همه حاصل عمرم همین هاست همین

 با دل و جان مپیشکش به مهر مادر و پدر

 پیشکش به یاری همسرم و صبر و دعاش

 در تک تک لحظه ها به من داد توان

 صبورتقدیم به استاد گرانقدر و 

 که آموخت به من آنچه بیاموخت به جان
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 تقدیر وتشکر

سپاس همواره زیبنده اوست که در آدمی میل به آموختن نهاد و سپس سپاس شایسته نام 

 آنان است که در لباسی از تار مهر و پود علم به من آموختند چگونه بیندیشم. 

زم می دانم از رهنمود های در به پایان رسیدن این تحقیق  بعد از تشکر از خدای خود، لا

بسیار ارزشمند استاد راهنما وگرانقدر جناب آقای دکتر جعفر فتحعلی که زحمت هدایت و راهنمایی 

بنده را بر عهده داشتند و مرا در هر مرحله از تحقیق یاری نمودند وهمچنین از جناب آقای دکتر میثم 

شکر وقدردانی را داشته باشم، باشد که در علیشاهی که زحمت مشاوره بنده را تقبل فرموده کمال ت

 تمام عرصه های فرارو، موفقیت های لازم را کسب نمایند.
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  چکیده

مکانیابی تسهیلات مضر به وجود آمده  زیادی در مورد مسائلمندی در سالهای اخیر، علاقه                

یک یا چند سرویس دهنده تا آنجا که امکان داشته باشد دور از مشتریان قرار  این مسألهکه در  است

ماکسین یکی از مسائل مکانیابی تسهیلات مضر می باشد. این پایان نامه با هدف -pمی گیرند. مسأله 

و راههایی که برای حل آن ارائه شده، صورت  روی درخت و گراف بازه ای ماکسین-pبررسی مسأله 

 گرفته است.

ماکسین روی درخت می -1در ابتدا مسائل مکانیابی را تعریف کرده و به بررسی مسأله 

جواب  و نشان می دهیم که  ماکسین روی درخت را مطرح می کنیم-pپردازیم. در فصل سوم مسأله 

بهینه این مسأله به وسیله دو برگ از طولانی ترین مسیر در درخت به دست می آید، سپس نتیجه به 

 ماکسین روی درخت تعمیم می دهیم.-pه را به مسأله دست آمد

ماکسین روی گراف های -pدر فصل چهارم به معرفی گراف های بازه ای می پردازیم و مسأله 

یک الگوریتم خطی برای حل را بررسی می کنیم. ابتدا  که هر بازه دارای یک وزن مثبت است بازه ای

ماکسین، نشان می دهیم که دو بازه با می -2ای مسأله برماکسین وزن دار ارائه می کنیم. -1مسأله 

نیمم نقطه پایانی راست و ماکزیمم نقطه پایانی چپ یک جواب بهینه هستند که می توان آنرا به 

 ماکسین تعمیم داد.-pمسأله 

 ماکسین، تسهیلات مضر، گراف بازه ای.-pمیانه، مسأله -pنظریه مکانیابی، مسأله  کلمات کلیدی :
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مکانیابی یکی از شاخه های اساسی تحقیق در عملیات است و نقش مهمی را در آن ایفا نظریه            

مسأله  1می کند. شاید بتوان پیدایش مسأله مکانیابی را به زمانی نسبت داد که در قرن هفدهم فرما

 زیر را مطرح کرد: فرض کنید سه نقطه در صفحه داده شده است، نقطه چهارم را به گونه ای بیابید که

این مسأله را حل  1641در  2مجموع فاصله های آن تا سه نقطه داده شده می نیمم شود. توریچلی

کرده است بدین دلیل نقطه بهینه را نقطه توریچلی می نامند. اولین تعریف مسأله مکانیابی به صورت 

انی شروع شد زم ارائه شد. اما مطالعات جدی بر روی این مسأله از ]28[ 3توسط وبر 1414کاربردی در 

تابع هدف را به صورت کمترین مجموع و مینیماکس مطرح کرد. او  ]2[ 4حکیمی 1464که در سال 

همچنین بررسی هایی بر روی مسائل مکانیابی روی شبکه ها انجام داد. اولین طبقه بندی مدلهای 

های دیگری از ارائه شد. پس از آن، طبقه بندی  ]31[ 6و میرچندانی 5مختلف مکانیابی توسط هندلر

انجام شد. همچنین بررسی هایی از کارهای انجام شده در این  ]31[8و نیکل 7جمله توسط هاماچر

و  12، هانسن]33[ 11و پروزن 11، کرارپ]32[و همکاران  4زمینه ارائه شد که از آن جمله تانسل

مختلف ارائه کرده ، لیستی از کارهای انجام شده در زمینه های ]36[14و دسکین 13، اون]34[همکاران

 بیان نموده اند.  ]35[و همکاران نیز کاربردهای مسائل مکانیابی را  15اند. کارنت

                                                           

1 Fermat 

2 Torricelli 

3 Weber 

4 Hakimi 

5 handler 

6 Michandani 

7 hamacher 

8 Nickel 

9 Tansel 

10 Krarup 

11 Pruzan 

12 Hansen 

13 Owen 
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 تعاریف اولیه  2. 1

زیرمجموعه ای از مجموعه تمام  Eجموعه ای متناهی و غیرتهی و م Vفرض کنید  .1.1تعریف 

هر عضو  یک گراف می گوییم. G=(V,E)است. در این صورت به جفت  Vزیرمجموعه های دوعضوی 

V و هر عضو  را یک رأسE .را یک یال می نامیم 

 را کامل نامیم هرگاه بین هر جفت از رئوس آن یالی موجود باشد. Gگراف . 2.1تعریف 

 درجه یک رأس در یک گراف عبارت است از تعداد یالهایی که از آن رأس می گذرد. .1.1تعریف 

ابتدا و رأس های داخلی آن متمایز باشند را یک دور در گراف        مسیر بسته ای که . 1.1تعریف 

  می نامیم.

 متصل شوند. Gرا همبند گوییم اگر هر دو رأس آن با کوتاهترین مسیر در  Gگراف . 1.1تعریف 

 یک گراف فاقد دور و همبند را درخت نامیم. .1.1تعریف 

 ناهمبند باشد. G - vیک رأس برشی است اگر  vرأس  Gبرای گراف همبند  .1.1تعریف 

که فاقد رأس برشی باشد، بلوک نامیده      Gزیرگراف همبند ماکسیمال تولید شده در  .1.1تعریف 

 می شود.

کامل باشد یعنی هر دو رأس در  Gیک گراف بلوکی است هرگاه هر بلوک در  Gگراف  .1.1تعریف 

 یک بلوک وابسته باشند.

                                                                                                                                                                          

14 Daskin 

15 Current 
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، بین رئوس غیر متوالی در آن دور نباشد که هیچ یالی 3دوری با اندازه ی بزرگ تر از  به. 1..1تعریف 

 حفره گویند.

بازه ها را به عنوان رئوس و اتصال  نی. اگر امیباز دار یاز بازه ها یمجموعه ا میکنفرض . 11.1تعریف 

توان رسم  یم یگراف م،یریها در نظر بگ الیمتناظر،  یبودن اشتراک بازه ها یس را، به شرط ناتهأدو ر

 .مییگوی م ایکرد که به آن گراف بازه 

 کاکتوس گرافی است که در آن هر دو دور حداکثر دارای یک رأس مشترک باشند.. 12.1تعریف 

 مسائل مکانیابی  1. 1

و ما آن را در مقدمه بیان کردیم. تعمیمی از آن،  شدفرما مطرح ابتدا توسط مکانیابی  مسأله

در صفحه  n,p…,2p ,1pنقطه  n، به این صورت است که فرض کنید استوبر معروف -فرما مسألهکه به 

را به گونه ای   xهستند، می خواهیم نقطه ای مانند  n,…,w2w ,1wموجودند و به ترتیب دارای وزنهای 

را به صورت   pتا  xموجود می نیمم شود. یعنی اگر فاصله  اطتا نق xبیابیم که مجموع وزنی فاصله 

d(x,p)  به صورت زیر خواهد بود : مسألهنمایش دهیم آنگاه 




n

1i

ii )p,x(dwmin  

تک وسیله ای با کمترین مجموع معروف است. همچنین اگر هدف پیدا  مسألهفوق به  مسأله

را  مسألهتا دورترین نقطه موجود می نیمم شود، آنگاه  xبه گونه ای باشد که فاصله وزنی  xکردن 

 ،تک وسیله ای مینیماکس گویند که به صورت زیر می باشد  مسأله

)p,x(dwmaxmin
ii

n,.. .1i
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اگر به جای یک نقطه به دنبال چند نقطه باشیم یعنی چند مکان برای وسایل جدید به گونه 

را ها ای بیابیم که نزدیکترین نقطه را به نزدیکترین وسیله نسبت داده و بخواهیم مجموع وزنی فاصله 

چند  مسألهچند وسیله ای با کمترین مجموع و در حالت دیگر آنرا  مسألهرا  مسألهمی نیمم کنیم، 

مجموعه وسایل جدید باشد که باید   k,…,x2,x1X={x{ وسیله ای مینیماکس گویند. در این حالت اگر

 مکانیابی شوند و
Xx

i

i

)p,x(dmin)p,X(d


  آنگاه تابع هدف در مسائل کمترین مجموع و

 ،ت زیر نوشته شودرمی تواند به صو س به ترتیبکمینیما





n

1i

ii )p,X(dw)X(Fmin 

 و

)p,X(dwmax)X(Gmin ii
n,...,1i

 

تخصیص  مسألهواضح است که در حالت چند وسیله ای علاوه بر پیدا کردن مکان وسایل، 

 مورد نظر است. زنقاط به وسایل جدید نی

 را مسألهدر بحث فوق اگر مکان وسایل جدید بتواند در هر نقطه ای از صفحه قرار گیرد آنگاه 

به  d(x,p)مکانیابی پیوسته گویند. برای این حالت راه حلهایی برای وقتی که تابع فاصله یعنی  مسأله

 شده است. ارائه ]1[باشد درصورت یکی از نرمهای خطی اقلیدسی و چبیشف می 

موجود است که تابع فاصله روی آن تعریف می  N=(V,E)سته یک شبکه مانند در حالت گس

شود و مکان وسایل جدید نیز باید نقطه ای از شبکه باشد. در این حالت وقتی تابع هدف به صورت 

میانه یا مرکز می نامند. همچنین اگر  مسألهرا  مسألهکمترین مجموع یا مینیماکس است، به ترتیب 

مرکز -pمیانه یا -p مسألهنگاه این مسائل به ترتیب آوسیله جدید باشد،  pمکان هدف پیدا کردن 

 نامیده می شوند.
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مکانیابی گسسته با تابع هدف کمترین مجموع توجه کردند  مسألهین افرادی که به لاو

بودند. اما این حکیمی بود که  ]3[ 14و بالینسکی ]5[ 18، مان]2[، حکیمی]4[17و هامبرگر 16کوهن

 میانه را ابداع کرد.-pاصطلاح 

 میانه-p مسأله  1. 1

میانه کاربردهای فراوانی دارد که از آن جمله می توان به مکانیابی مراکز شبکه های -p مسأله

ارتباطی کامپیوتری، مراکز توزیع کالا، مراکز اداری، مراکز نظامی، ایستگاههای اتوبوس و مراکز پستی 

 اشاره کرد.

 همبندرا که یک گراف   G=(V,E)میانه روی شبکه به صورت زیرمی باشد. گراف -p مسأله

 ای باشد، در نظر بگیرید به گونه E ،|E|=mو مجموعه یال  V  ،|V|=nبدون جهت با مجموعه رئوس 

 می باشد. همچنین  iwنامنفی از آن متناظر با یک مشتری و دارای وزن  iv رأسکه هر 

}p,…,x2,x1X={x  مجموعه ای شاملp  ،متغیر که باید مکانیابی شوند باشد)vd(x,  کوتاهترین طول

 تواند به صورت زیر نوشته شود : میانه می-p مسألهآنگاه  باشد، vرأس  و xبین نقطه مسیر 





n

1i

ii )v,x(dw)X(Fmin 

سرویس دهنده روی یال ها  p شامل Xمیانه ما می خواهیم یک مجموعه -p مسألهدر در واقع 

به گونه ای بیابیم که مجموع فاصله وزنی از همه مشتری ها تا نزدیک ترین سرویس  Gیا رئوس 

 می نیمم شود.   دهنده 

                                                           

16 Kuehn 

17 Hamburger 

18 Manne 

19 Balinski 
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یا  رأسممکن است یک یعنی می تواند هر نقطه ای از شبکه باشد،  Xxفوق  مسألهدر 

میانه محض گویند. اما اگر هدف پیدا کردن  -p مسألهرا  مسألهباشد که در این حالت  Gیک نقطه از 

 ی نامند.رأسمیانه  -p مسألهرا  مسألهها باشد، رأسنقاط میانه روی 

نشان  ]6[ و حکیمی 21منفی هستند. کریو نا iwمیانه کلاسیک همه وزنهای -p مسألهدر 

سخت می باشد. برای مواردی که  -NP مسألهمیانه کلاسیک در گراف ها یک  -p مسألهدادند که 

 ]7[21طراحی کردند. بعدا تمیر O(2n2p)این نویسندگان الگوریتمی با زمان  ،گراف یک درخت باشد

  بهبود بخشید. O(2pn)میانه روی درخت را به -p مسأله پیچیدگی زمانی

 ها رأسمیانه با وزن منفی روی  مسأله  1. 1

میانه اغلب فرض بر این است که وزن رئوس مثبت باشد، اما حالتی را درنظر -p مسألهدر 

بگیرید که ایجاد وسیله جدید روی شبکه برای مشتریها ناخوشایند است و دور بودن وسیله جدید از 

به  مسألهبعضی نقاط و نزدیکی به بعضی نقاط دیگر مورد نظر است. در این حالت می توان برای حل 

را حل  مسألهنقاطی که باید از وسیله جدید دور باشند وزن منفی داد و به بقیه وزن مثبت و سپس 

می توان به تعیین مکان نیروگاههای هسته ای، انبارهای نظامی و  مسألهکرد. از کاربردهای این 

 انبارهای زباله اشاره کرد.

میانه با وزن مثبت و منفی روی شبکه را معرفی کردند و -1 مسأله ]15[و کرارپ  22رکاردوب

می تواند بطور خطی روی کاکتوس حل شود. همچنین برای شبکه های با  مسألهنشان دادند که این 

بررسی کرده را در حالت کلی و مرکز مکانیابی  مسأله ]8[ و ]4[ 23رکارد و دلانیووزن مثبت و منفی ب

                                                           

20 Kariv 

21 Tamir 

22 Burkard 

23 Dollani 
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حالتهای مختلفی از آنها ارائه کرده اند. در حالتی که هدف پیدا کردن بیش از و الگوریتم هایی برای 

ل هدف تعریف کرده و روشهایی برای حدو نوع تابع ]11[رکارد و همکارانویک نقطه روی شبکه است ب

 روی درخت ارائه کرده اند. و منفی میانه با وزن مثبت-2 مسأله

باشد که رئوس آن دارای وزن مثبت یا منفی  رأس nیک شبکه با  G=(V,E)فرض کنید 

مثبت  رأساگر وزن  -1می توان به دو صورت عمل کرد : برای تخصیص یک رأس به یک میانه باشند. 

بدون توجه به  -2را به نزدیکترین وسیله اختصاص دهیم و اگر منفی بود به دورترین وسیله.  بود آن

تصاص دهیم. دو تابع هدف متناظر با این دو حالت به آنرا به نزدیکترین وسیله اخ رأسعلامت وزن 

 ترتیب به صورت زیر می باشند :

(1 .1   )   )1(P        )v,x(dwmin)X(F i

n

1i

ji
pj1

1 



 

(1 .2   )           )2(P       . )v,x(dminw)X(F i

n

1i

j
pj1

i2 



 

نقطه  pبا حداکثر  X*ن مجموعه دترتیب عبارت است از پیدا کربه ظر با توابع فوق امیانه متن-pمسائل 

 به گونه ای که 

(1 .3)    )X(Fmin*)X(F:P 1
Gx

11


 

(1 .4)    )X(Fmin*)X(F:P 2
Gx

22


 

تبدیل به  مسألهو هر دو  2(X)=F1F(X)توجه داریم که اگر تمام وزنها مثبت باشد آنگاه 

 میانه کلاسیک می شوند.-p مسأله

GXر سارمجموع از می نیمم فاصله وزنی در س P)1(در مدل    با|X|=P  می نیمم شده

GXر سارمجموع وزنی می نیمم فاصله روی س P)2(است و در مدل     با|X|=P  می نیمم شده
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را برای وزنهای مخلوط که تعدادی از وزنها مثبت و  P)2(و  P)1( مدل ]11[همکاران بورکارد و  است.

دارای خاصیت بهینگی رأسی  P)1(تعدادی منفی هستند بررسی کرده اند. آنها نشان دادند که مدل 

یک درخت  Gاست(، اگر  Vیک زیرمجموعه از مجموعه رئوس  Xاست )به این معنی که مجموعه 

یک مسیر  Gخاصیت نیست حتی اگر این ی دارای برای وزنهای مخلوط یا منف P)2(باشد، اما مدل 

 برای ]11[همکاران بورکارد و  P)1(میانه با وزنهای مثبت و منفی مدل -2باشد. برای حل مسأله 

n(O(یک الگوریتم با زمان  درخت و برای مسیر یک الگوریتم با زمان خطی ارائه کردند. برای مدل   2

)P( n(O(آنها یک الگوریتم با زمان  2 میانه روی یک درخت مطرح کردند. اگر شبکه -2برای حل   3

n(O(یک مسیر باشد یا میانه به مجموعه رئوس محدود شود، آنها نشان دادند که پیچیدگی به  2 

 .کاهش می یابد

 ماکسین-P مسأله  1. 1

در  مکانیابی تسهیلات مضر نامیده می شود مسألهرئوس منفی، وزنهای مکانیابی با  مسألهیک 

 pدر مسأله سرویس دهنده دارای اثرات ناخوشایندی مانند سروصدا، آلودگی و ... می باشد. این مسأله 

سرویس دهنده را به گونه ای قرار دهیم که مجموع فاصله وزنی  pما می خواهیم  دهنده مضر سرویس

مشتریان تا سرویس دهنده ها می نیمم شود. این متناظر است با این که مجموع فاصله وزنی از فی من

ماکسین نامیده -pمثبت از مشتریان تا سرویس دهنده ها ماکزیمم شود. از این رو این مسأله، مسأله 

 می شود.

با مجموعه  G=(V,E)گراف  تعریف می شود،روی شبکه به صورت زیر  ماکسین-p مسأله

میباشد که  iwدارای وزن  iv رأسدر نظربگیرید. هر را  E ،|E|=mو مجموعه یالهای  V|=n|و  Vرئوس 

 pاز  p,…,x2,x1X={x{یک مجموعه  ما می خواهیم مثبت  هستند. iwما فرض می کنیم همه وزنهای 

به گونه ای بیابیم که مجموع فاصله وزنی مشتریان تا دورترین  Gروی گراف را نده سرویس ده
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می تواند به صورت زیر نوشته  ماکسین-p مسألهسرویس دهنده ماکزیمم شود. که در این صورت 

  ،شود

))v,x(dw(max)X(Fmax i

n

1i

ji
pj1





 

        )v,x(dmaxw i

n

1i

j
pj1

i



  

-1 مسألهبهینه برای  جوابنشان داد که مجموعه برگ ها در یک درخت یک  ]13[ 24زلینکا

ارائه  ماکسین-1 مسألهیک الگوریتم با زمان خطی برای  ]12[ 25آورد و تینگ به دست می ماکسین

در شبکه های عمومی،  ماکسین-1 مسألهنگاه کنید. برای  ]15[داد. همچنین به  بورکارد و کرارپ 

آنها نشان دادند که جواب  .ارائه دادند O(mnlogn)ک الگوریتم با زمان  ی ]14[ 27و گارفینکل 26چرچ

می تواند محدود شود. همچنین در گام های بعدی مشاهده  Gرئوس گراف بهینه به یک مجموعه از 

زمانی  پیچیدگی]14[تمیر  کردند اگر گراف، یک درخت باشد، جواب بهینه در برگ ها اتفاق می افتد.

 بهبود بخشید. O(mn)تم رابه یالگور

ماکسین روی یک درخت در زمان خطی -pثابت کردند یک مسأله  ]18[همکاران بورکارد و 

)P(ماکسین روی یک درخت با مدل -2کردند که مسأله  بیانقابل حل می باشد. آنها ابتدا  از مسأله  1

. بعد نشان دادند که یک جواب بهینه به وسیله دوبرگ از طولانی ترین مسیر استمیانه مضر معادل -2

ماکسین قابل تعمیم است. این در حالی است که برای مدل -pدرخت به دست می آید که نتیجه به 

)P( مه با میانه با وزن منفی جواب بهینه ممکن است هیچ برگی را شامل نشود. در ادا-pبرای مسأله  2

                                                           

24 Zelinka 

25 Ting 

26 Church 

27 Garfinkel 
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نیز یک الگوریتم با زمان  ]17[و  ]16[ 24چنگو  28ذکر مثالی به بررسی این مورد می پردازیم. کانگ

 ارائهماکسین روی گراف های بلوکی و گراف های بازه ای با طول یال واحد -pخطی برای حل مسأله 

 کردند.

مدل   1. 1
2P  برای مسألهp- وزن منفی میانه روی یک درخت با 

)P(مدل  درنظر می گیریم. بر طبق چرچ را با وزن رئوس منفی روی یک درخت  1p<برای  2

 pمیانه متناظر را حل کنیم و همه -1کافی است مسأله  ]11[و بورکارد و همکاران  ]14[و گارفینکل 

به  .مکان متفاوت وجود ندارد  p  ،p >1سرویس دهنده را در این نقطه قرار دهیم. یک جواب بهینه با 

به سرویس دهنده باقی مانده را  p-1میانه و -1یک سرویس دهنده را در مکان عبارت دیگر، اگر ما 

را به سمت صفر میل دهیم، آنگاه  میانه قرار دهیم و -1فاصله حول جواب بهینه مسأله  اندازه

به همین دلیل، ما فرض  میانه نزدیک می شود.-1میانه به جواب بهینه مسأله  -pجواب بهینه مسأله 

 ، حل شود.رأس متفاوت انتخاب شوند pباید از  Xبا این محدودیت که مکان های  P)2(می کنیم مدل 

( نشان می 1. 1)شکل 1. 1مکان های بهینه لزوما در برگ ها اتفاق نمی افتد. مثال P)2(برای مدل 

 دهد که یک جواب بهینه لزوما در برگ های درخت قرار نگرفته است.

  هیم مکان بهینه برای مسألهاو( را در نظر بگیرید. می خ1. 1). درخت در شکل ]18[ .1. 1مثال 

 میانه را روی آن بررسی کنیم.-2

 

 

 

                                                           

28 Kang 

29 Cheng 
 

 

v1 v2 v3 v4 

v5 

v6 

-50 -1 -150 -1 

-100 

-20 

100 1 1 

20 

50 
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   )v,v(d),v,v(dminw)v,v(F 2i1i

6

1i

i21 


  

          )v,v(d),v,v(dminw)v,v(d),v,v(dminw 2212221111  

         )v,v(d),v,v(dminw)v,v(d),v,v(dminw 2414423133  

         )v,v(d),v,v(dminwv,v(d)),v,v(dminw 2616621155  

=(-500)+( -10)+(-1501)+(-12)+(-2022)+(-10052)=-5792 

  و به همین ترتیب برای بقیه رئوس محاسبه می کنیم.

 

 

 

 

 

 F( مقادیر 1. 1جدول )        

F 2- میانه 

-5792 (v1 , v2) 

-5523 (v1 , v3) 

-5552 (v1 , v4) 

-10192 (v1 , v5) 

 برگی از درخت را شامل نمی شود.  هیچ2Pجواب بهینه مدل (1. 1شکل )
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-9152 (v1 , v6) 

-10521 (v2 , v3) 

-10550 (v2 , v4) 

-10352 (v2 , v5) 

-5592 (v2 , v6) 

-10451 (v3 , v4) 

-10152 (v3 , v5) 

-5472 (v3 , v6) 

-10252 (v4 , v5) 

-5652 (v4 , v6) 

-9292 (v5 , v6) 

 

کمترین مقدار به دست آمده   v 2F(v ,4(، ( 1. 1در جدول )با توجه به مقادیر به دست آمده 

میانه می -2جواب بهینه مسأله   v 2F(v ,4=(-10550با مقدار   v 2{v ,4{را دارا می باشد. در نتیجه 

  جزء برگ های درخت نمی باشند.  v 2v ,4باشد، همان طور که مشاهده می کنید ، 



  

11 

 

 
 فصل دوم

-0برای مسأله الگوریتم خطی 
 ماکسین روی درخت

  



.  . . . . . . . . . . .  ماکسین روی درخت -1الگوریتم خطی برای مسأله صل دوم : ف

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 05 

 

 

 مقدمه   1. 2

رأسی -nدر این فصل مسأله تعیین مکان بهینه یک سرویس دهنده را روی شبکه درخت 

)w,,E,V(T  12[بررسی می کنیم، به طوری که تابع زیر ماکسیمم شود[ . 

(2 .1)                                      }Vv),v,x(d)v(w{)x(f        

)Ee ،0)eبرای هر    به معنای طول یال می باشد، در حالی که برای هرVv ،

0)v(w   فرض میکنیم که همه( .به معنای وزن رئوس استw(v)=0  .)نباشدd(x,y)  به معنای اندازه

Ty,xکوتاهترین مسیر بین هر دو نقطه   .می باشد 

ماکسین روی یک -1حل طبیعی برای مسأله بیشترین مجموع یا  یک راه ]14[به با توجه 

 می باشد. fدر هر برگ و انتخاب بیشترین مقدار به دست آمده برای تابع  fدرخت، ارزیابی تابع 

  مسألهروش حل   2. 2

لم که برای توجیه الگوریتم مورد استفاده  4ها و  ر این بخش تعاریف ضروری، نمادگذارید

w,,E,V(T(قرار میگیرد، ارائه می شود. منظور از شبکه در این بخش، شبکه درخت    .میباشد

نمایش داده  d(v)به وسیله   vیا به عبارت دیگر تعداد یالهای واقع شده در Tدر  vدرجه هر رأس 

 می تواند به صورت زیر تعریف شود، Tمیشود. بنابراین مجموعه برگ ها یا رئوس آویزان از 

.}1)v(d:Vv{L   

Tx:)x(fmax{fmax{                  در اینجا تعریف می کنیم،  

این که جواب بهینه مسأله مکان  )مبنی بر ]14[گارفینکل بنابر نتایج بدست آمده از چرچ و 

یابی تسهیلات  مضر در درخت، در  برگ ها رخ می دهد(، تعریف بالا می تواند مجدداً به صورت لم 

 زیر بیان شود، 
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 را ماکزیمم می کند. )xf(که وجود دارد  Lvرأس  : ]12[. 1. 2م ل

 تعریف میکنیم،  Vvبرای هر، 1. 2برای بدست آوردن نتایج دقیق  تر از لم 

(2 .2)                  }}v{Lu:)v(f)u(f{max)v(  

( به ماکسیمم دست می یابد. )توجه 2. 2باشدکه در فرمول ) uنشان دهنده برگ  u(v)فرض کنید که 

 (.V|>1|تهی نیست بنابر فرضی که  L-{v}کنید 

 : ]12[.  2. 2لم 

a 0( اگر)v( ،  و آنگاهLv  مقدارf   را ماکزیمم می کند به عبارت دیگرmaxf)v(f  

b 0( اگر)v(  ، آنگاهu(v)   مقدارf   را ماکزیمم می کند به عبارت دیگر

maxf)v()v(f))v(u(f   

 اثبات

a با توجه به تعریف )maxf   داریم، 1. 2و لم   

}Lu:)u(f{maxfmax  

)v(0فرض کنید  . اگرLVv  ، ،آنگاه داریم 

}Lu:)u(fmax{)v(f  

maxf)v(fیعنی    که این تناقض است. حال اگرLv 0، با توجه به اینکه)v(  ،داریم 

}}v{Lu:)u(fmax{)v(f  

 داریم،   maxfو با توجه به تعریف 
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maxf(v)=f 

 و نتیجه به دست می آید.

b 0( فرض کنیدv   برای هر}v{Lu ،داریم ، 

         )u(f)v(f)u(fvf)v(f)v(uf)v(f)v(uf  

 به دست می آید(. u(v))رابطه بالا با توجه به تعریف 

LVvاگر             در این صورت  }Lu:)u(fmax{)v(uf  یعنی  maxf)v(uf   که

0vبا توجه به اینکه  Lvنتیجه به دست می آید. حال اگر    ،داریم  )v(f)v(uf  که این با

رابطه   }}v{Lu:)u(fmax{)v(uf  نتیجه می دهد که  maxf)v(uf  . 

را به طور  T، یعنی؛ یک رأس از Tالگوریتم، ریشه دار کردن درخت  اساسی ی در حقیقت ایده

درخت در نظر می گیریم و درخت را با توجه به رأس در نظر گرفته شده  ی اختیاری به عنوان ریشه

با به کار گرفتن یک  o(n)با زمان  u(r)و r((، ریشه دار می کنیم؛ تعیین کردنrبه عنوان ریشه 

به عنوان مکان  u(r)و یا  rبرای شناختن  2. 2ساختار بازگشت پذیر مناسب و سپس استفاده از لم 

را به دلخواه در نظر می گیریم و فرض می کنیم  vبهینه خواهد بود. برای تدارک الگوریتم، هر رأسی از 

حذف شوند، زیرگراف باقیمانده  Tهستند به جز یکی از آنها از درخت  vهمه یالهایی که شامل 

می باشد،  v، یکی از مؤلفه ها از زیرگراف های ایجاد شده که شامل  d(v)>1ناهمبند خواهد شد اگر 

، ما از این زیر درخت ها d(v)یعنی  vتعداد درجه رأس  نامیده خواهد شد. به vیک شاخه اولیه در 

 {v}متقاطعند. در اینجا خود  {v}را به ما می دهد، و هر دو از آنها در  Tخواهیم داشت که اجتماع آنها 

را، یک زیر درخت  vدر نظر می گیریم. حال یک شاخه درخت در  vرا نیز به عنوان یک شاخه اولیه در

را در نظر  Bچندین شاخه اولیه است، تعریف می کنیم. یک شاخه درخت  که اجتماع یک یا Tاز 

VB)B(Vبگیرید، مجموعه رئوس آن را به وسیله  .نشان می دهیم 
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را به وسیله تعریف زیر تعمیم       2. 2از لم  u(v)و v ،)v(در  Bو هر شاخه درخت  vبرای هر 

 می دهیم.

(2 .3)                                          }}v{)B(VLu:)v(f)u(f{max)B,v(   

( به ماکسیمم دست می یابد. توجه کنید که3. 2هر برگی باشد که در ) u(v,B)فرض کنید 

}v{)B(VL   تهی خواهد بود اگر و تنها اگرB={v}در این صورت ،)()B,v(  و ما  قرار

v)B,v(uمی دهیم  . 

 اختصاص می دهیم، به عبارت دیگر  Vاز  V'را به زیرمجموعه  fدر آخر ما تابع 

,}'Vv:)v,x(d)v(w{)'v,x(f   

 را به طور افزایشی به زیرمجموعه ها تعمیم می دهیم،   wو همچنین تابع 

.}'Vv:)v(w{)'V(w   

نمادسازی ها، ما می توانیم  در دو لم بعدی، مطالبی را عنوان کنیم که . با این W=w(V)قرار دهید 

 برای الگوریتم بازگشتی مورد نیاز است.

B,B'، فرض کنیدvبرای هر رأس )ادغام( : ]12[. 1. 2لم    دو شاخه درخت درv  باشند، که مجزا

B'BBای باشد که  به گونه  vیک شاخه درخت در B، و vباشند به جز در رأس   ( ( را 1. 2.)شکل

 ببینید.( 

)B,v()'B,v(اگر   آنگاه)B,v(  وu(v,B) ،w(V(B)) و )B(V,vf  به وسیله مقادیر مربوط

B,B' به  ،به دست می آید. یعنی 

),'B,v(u)B,v(u,)'B,v()B,v()a   
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      ),v(w)B(Vw)'B(Vw)B(Vw)b  

     .)B(V,vf)'B(V,vf)B(V,vf  

 اثبات

 

 

 

 

 

 

a با توجه به تعریف ))B,v(،داریم 

}}v{)'B(VLu:)v(f)u(f{max)'B,v(   

}}v{)B(VLu:)v(f)u(f{max)B,v(   

)B,v()'B,v(درصورت مسأله فرض کردیم که    و این بدین معنی است که فاصله برگ ها در

Bاز فاصله برگ ها در شاخه درخت vتا رأس  B'شاخه درخت    تا رأسv  بیشتر است و چون در

)B,v( ،ماکسیمم این فاصله را می خواهیم، داریم 

)'B,v()B,v(   

)'B,v(u)B,v(u  

 

BوBدو شاخه درخت( درخت با 1. 2شکل)   که مجزا هستند به جز در رأسv 

BBBبه طوریکهBوشاخه درخت  . 

 

 r 

B 

B 

B 'B
B 

v 
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b با توجه به تعریف )   )B(Vw,)B(V,vf،داریم 

    )}B(Vv:)v(w{)B(Vw 

    )}B(Vu:)u,v(d)u(w{)B(V,vf 

B'BBبا توجه به اینکه    و چون در رأسv  در شاخه درخت'BوB  ،مشترک هستند، داریم 

    )}B(Vv:)v(w{)B(Vw 

      )v(w)}B(Vv:)v(w{)}'B(Vv:)v(w{             

        )v(w)B(Vw)'B(Vw          

     )}B(Vu:)u,v(d)u(w{)B(V,vf 

           )}B(Vu:)u,v(d)u(w{)}'B(Vu:)u,v(d)u(w{  

                       .)B(V,vf)'B(V,vf           

 Bیک یال که در  q  ،e=(q, p)یک شاخه درخت در  B)بسط(. فرض کنید  : ]12[. 1. 2لم  

*eBBنیست، و   یک شاخه درخت درp مقادیر گاهباشد. آن

    )B,p(,)B,p(u,)B(Vw,)B(V,pf ****   به وسیله مقادیر مربوط به(q, B)  به دست   می

 آید. یعنی،

  









Lqif0

LVqif)B,q(
)e()B(Vw2W)B,p()a *
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),B,q(u)B,p(u)b *  

    ),p(w)B(Vw)B(Vw)c *  

      ).e()B(Vw)B(V,qf)B(V,pf)d *  

 ( را در نظر بگیرید.2. 2برای درک بیشتر شکل )

 

 

 

 

 

 

*eBBباید به گونه ای انتخاب شود که  qدر  Bتوجه داشته باشید که شاخه درخت   

 باشد. pیک شاخه درخت در 

  اثبات

LVq(، ابتدا فرض کنید b( و )aبرای اثبات )  آنگاه با توجه به اینکه .eBB*   رابطه زیر

 برقرار است،

}p{)B(VL}q{)B(VL *   

دست  f(u)انتخاب شده از مجموعه بالا است که به بیشترین مقدار   uیک برگ  u(q, B)از آنجایی که 

 صحیح است. (b)یافته است، رابطه 

 

eB*Bبه طوریکهB*وB( درخت با دو شاخه درخت 2. 2شکل ) . 

 

q 
e 

p 

*B
p 

B
p 
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)B,p(از طرفی با توجه به تعریف  *،داریم 

}}p{)B(VLu:)p(f)u(f{max)B,p( **   

}}q{)B(VLu:)p(f)q(f)q(f)u(f{max        

 )q(f)p(f}}q{)B(VLu:)q(f)u(f{max         

 .)q(f)p(f)B,q(              

(2 .4)                          )q(f)p(f)B,q()B,p( *   

تفاضل سمت راست رابطه یعنی  )q(f)p(f  ،می تواند به صورت زیر ارزیابی شود 

     )e()B(VwW)e()B(Vw   

، به w(V(B))هستند با مجموع وزنی  V(B)دلیل برابری دو رابطه به این دلیل است که رئوسی که در 

نزدیکترند و بقیه رئوس، با مجموع وزنی  pتا رأس e((به اندازه  qرأس  )B(VwW  به رأس ،p 

برای  d(v,q)-d(v,p)هستند،  V(B)نزدیکترند. در واقع رئوسی که در  e((به اندازه  qنسبت به رأس 

 می باشد یعنی، e((و برای بقیه رئوس این اختلاف برابر)e(آنها برابر 

        )e(W)B(Vw2)e()B(VwW)e()B(Vw)q(f)p(f   

 ( داریم،4. 2با جایگذاری در رابطه )

     )B,q()e()B(Vw2W)q(f)p(f)B,q()B,p( *   

 ( به دست می آید.aو در نتیجه رابطه )
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واقع شده است، در این صورت   qتنها یالی است که در  e، آنگاه Lqحال فرض کنید

}q{B وeB*  از آنجایی که .}q{}p{)B(VL * در نتیجهq)B,p(u *   و از آنجاییکه

q)B,q(u  و در نتیجه)B,q(u)B,p(u * ،از طرفی . 

}}p{)B(VLu:)p(f)u(f{max)B,p( **   

)}p(f)q(f{                      

   )e()B(Vw2W        

 نیز نتیجه می شود.  (a)که رابطه 

c برای اثبات قسمت )c از آنجایی که ،eBB*   لذا مجموعه رئوس*B  از مجموعه رئوسB  و

 بدیهی است. cتشکیل شده است، در نتیجه رابطه  pرأس 

d با توجه به تعاریف و با توجه به اینکه فاصله )q  تاp برابر)e( ،می باشد، داریم 

    )}B(Vv:)p,v(d)v(w{)B(V,pf ** 

   )}B(Vv:)e()q,v(d)v(w{     

     )}B(Vv:)v(w{)e()}B(Vv:)q,v(d)v(w{      

    .)B(Vw)e()B(V,qf          

 الگوریتم  1. 2

به عنوان  Tاز  rهمان طور که قبلا ملاحظه کردید، در الگوریتم فرض می کنیم که رأس 

 ریشه انتخاب شده است، این انتخاب به دلخواه است. حال با به کار گرفتن اصطلاحات علمی داریم،
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v((است که با  vپدر  uباشد،آنگاه  vبه  rروی مسیر از  vبلافاصله جلوتر از رأس  uاگررأس 

روی  uهستند چنان که  v، رئوسی مانند uاست. یک نسل از  uیکی از فرزندان  vنشان می دهیم و 

را  uBو همه نسل هایش قرار می دهیم و  uرا مجموعه رئوس شامل  uVباشد. ما  vبه  rمسیر از 

 uیک شاخه درخت در  uBدر نظر میگیریم. توجه کنید که  uVکه نتیجه شده به وسیله  Tزیرگرافی از 

 . TrB=است. برای مثال 

 

 

 

 

 

ساخته شده است،  Tالگوریتم یک پیمایش از برگ به ریشه را که از درخت ریشه دار 

در نظر بگیریم، آنگاه پیمایش به وسیله برنامه بازگشتی  rرا به عنوان فرزندان  cd(r)c,…,1دربردارد. اگر 

 می تواند به صورت زیر توصیف شود :

  d(r),…,c1cپیمایش رئوس زیردرخت های ریشه دار شده در  -1

  rپیمایش خود  -2

ما فرض میکنیم که رئوس بر طبق موقعیتشان در این پیمایش شماره گذاری شوند، بنابراین 

، شماره رأس می uاست و ... . با این شماره گذاری داریم، )منظور از  rریشه  nیک برگ، رأس  1رأس

 باشد.(

uVv  اگر و تنها اگرuv|V|u u  . 

 

 و همه نسل هایش. uشامل رأس   uB ( زیرگراف1. 2شکل)

 

v 

r 

u 

Bu 
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مرحله  n-1قبل از ارائه الگوریتم به طور رسمی، توضیحاتی را ارائه می دهیم. محاسبات شامل 

امین  qاست که در زیر توضیح داده می شود. در   6تا  1است، هر کدام متناظر با عبور از گام های 

V(w,(گزارش می دهد. این اطلاعات شامل )q(اطلاعات خودش را به پدر خود  qمرحله، رأس  q 

)B,q( q),B,q(u q و)V,q(f qاست. برای بدست آوردن این اطلاعات در)q( از فرمول های لم

q(p(استفاده می شود، با این فرض که  4. 2  همان طور که هر فرزند از رأس .v  اطلاعات خود را

گزارش می دهد، اطلاعات جدید باید به طور مناسب با آن اطلاعاتی که قبلاً گزارش شده از   vبه 

با  B'انجام می شود و در آن  3. 2ادغام شود، که این فرآیند با استفاده از فرمول های لم   vفرزندان 

Bند متناظر است وکه فرزندان قبلاً اطلاعات خود را گزارش داده ا vیالهایی از    با یالی ازv  ًکه جدیدا

 فرزند آن گزارش داده، متناظر است.

خواسته نمی شود که  qمهم است که به یاد داشته باشیم در پیمایش برگ به ریشه، از رأس 

به  qبه پدرش قبل از اینکه اطلاعات خودش کامل شود، گزارش دهد. یعنی قبل از اینکه همه فرزندان 

q .گزارش دهند 

T,r()B,n(),r(u)B,n(u(در آخرین مرحله، ما تعیین خواهیم کرد  nn    و

W)V(w r   و)r(f)V,r(f r  0. اگر)r(  2. 2، آنگاه به وسیله لم ،r  خودش یک مکان

 در دست است.  f(r)maxf=بهینه است، و مقدار بهینه 

)r(0اگر   رأس شناخته شده  2. 2، آنگاه به وسیله لمu(r)  یک مکان بهینه است و

)r()r(ffmax  .است 

به  nآرایه به طول  4ما اکنون الگوریتم را به طور رسمی ارائه می دهیم. الگوریتم شامل 

صورت  'f,'w,u,  است. درq  امین مرحله ازالگوریتم مقادیر

   )'B(v,qf,)'B(vw),'B,q(u qq )'B,q( q  به دست خواهد آمد، کهq'B  یک شاخه درخت
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مقدار دهی اولیه می شود؛ برای هر فرزند  {q}در  q'B است که در طی الگوریتم تغییر میکند. هر qدر 

k  ازqدر ،k ،امین مرحله از الگوریتمq'B  به وسیله اتصال با شاخه ابتدایی جدید درq  که با یالq)(k, 

 qBبه مقدار نهایی خودش q'Bامین مرحله رسیده است،qمتناظر است گسترش می یابد. زمانی که 

آرایه اطلاعات مناسبی به دست می آید تا به 4امین ورود از qگسترش یافته است، و بنابراین در 

)q( .گزارش شود 

 الگوریتم

)q()(گام صفر : مقدار دهی اولیه با قرار دادن   ،q)q(u),q(w)q('w  ،0)q('f  

 .q=0. سپس قرار دهید  q=1, 2, …, nبرای 

1q:qگام اول : قرار دهید    و )q(,q  . 

گام دوم : قرار دهید   )q('w2W  اگر .LVq  بگذارید ،)q(:  . 

گام سوم: بگذارید   )q(uu,)q(w)q('ww   و)q('w)q('ff . 

  گام چهارم : اگر )q(  بگذارید   :)q( ،  u:)q(u . 

گام پنجم : بگذارید      )q(ww)q('w:)q('w   

               f)q('f:)q('f  . 

 متوقف شوید، در غیر اینصورت به گام اول بروید. q=n-1گام ششم : اگر 

 به درستی محاسبه می کند. o(n)را با زمان  r(u(و  )r(الگوریتم بالا  : ]12[. 1. 2قضیه

 اثبات 
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به ترتیب عبور می کند و هر بار  6تا  1بار از میان گام های  n-1از آنجایی که الگوریتم  

 می باشد. o(n)می باشد، در نتیجه پیچیدگی زمانی الگوریتم  o(1)نیازمند زمان 

. 2و  3. 2صحت خروجی الگوریتم با استفاده از توضیحات داده شده در بخش سوم و لم های 

q(p(می باشند، فرض می کنیم  4. 2متناظر با لم  3و  2د. گام های قابل اثبات می باش 4  در ،

 4. 2واقع اطلاعات زیر درخت با توجه به یال اضافه شده، بسط داده می شود، که این کار به وسیله لم 

 صورت می گیرد. یعنی،

  









Lqif0

LVqif)q(
)p,q()B(Vw2W)p(


 

)p,q(  در گام اول در هر مرحله به دست آمده و برابر  می باشد و)q(w  در گام صفر برابر

)q('w ،فرض شده است 

 









Lqif0

LVqif)q(
)q('w2W)p(


 

)q(u)p(uu  

 )q(w)q('w)p(w)q(ww  

 )q('w)q('f)q(w)q(ff  

می باشند که در این گام ها اطلاعاتی که قبلا به دست آمده با  3. 2متناظر با لم  5و  4گام های 

 صورت می گیرد.   3. 2اطلاعات جدید ادغام و به روز رسانی می شود که این کار به وسیله لم 
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اند.  فرمول بندی شده 4. 2و  3. 2بر اساس لم های  5تا  2در ارائه رسمی الگوریتم، گام های 

w,fبرای اجرا در سیستم، بهره وری بیشتر به وسیله حذف محاسبات   به دست می آید.  3در گام

 قرار می دهیم، 5)بنابراین، این مقادیر کمکی زیاد لازم نیستند(، به جای فرمول های گام 

    )q('w)q('w:)q('w   

     )q('w)q('f)q('f:)q('f  

 روابط بالا به دست آمده است، 5درفرمول های گام  3فرمول های مربوط به گام  در واقع با جایگذاری

     )q(ww)q('w)q('w   

     )q(w)q(w)q('w)q('w              

  )q('w)q('w                

      .)q(w)q('f)q('ff)q('f)q('f   

 

 مثال عددی  1. 2

( در نظر 4. 2رأس را در شکل ) 6با  Tدر اینجا الگوریتم را با مثالی روشن می کنیم. درخت 

کنار هر رأس داخل پرانتز مشخص شده، و طول هر یال کنار یال  w(v)یعنی  vبگیرید. وزن هر رأس 

ادیر تابع متناظر داده شده است. با توجه به اینکه فاصله هر رأس تا رأس دیگر داده شده، می توانیم مق

 هدف برای هر کدام از رئوس را محاسبه کنیم.
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d(c,e) = 3 d(b,c) = 2 d(a,b) = 1 

d(c,f) = 6 d(b,d) = 7 d(a,c) = 3 

d(d,e) = 8 d(b,e) = 5 d(a,d) = 8 

d(d,f) = 11 d(b,f) = 4 d(a,e) = 6 

d(e,f) = 9 d(c,d) = 5 d(a,f) = 5 

 





6

1i

ii )c,a(d)c(w)b,a(d)b(w)v,a(dw)a(f 

 )f,a(d)f(w)d,a(d)d(w)e,a(d)e(w     

          655483613316     

        بقیه رئوس به صورت زیر محاسبه می کنیم.برای و به همین ترتیب 

94)d(f,111)e(f,125)d(f,60)c(f,50)b(f  

در یک برگ اتفاق می افتد، با توجه به  f، ماکسیمم مقدار برای 1. 2ازآنجاییکه بر طبق لم 

مکان بهینه برای سرویس دهنده مضر در این مسأله است. )با توجه به لم  dمقادیر به دست آمده رأس 

 محدود می شود.( {a,d,e,f}، جواب بهینه به مجموعه برگ های 1. 2

d 

c 

e 

f 

b 

a 

6 

5 

4 

2 

3 

1 

 

 ( یک درخت ساده با وزن ها و فاصله های بین رئوس1. 2شکل )        

 

e(1) 

c(3) 
b(6) 

a(2) 

f(4) d(3) 

3 

5 

2 

1 

4 
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حال می خواهیم این مسأله را با توجه به الگوریتم حل کنیم. در اینجا یک بار مسأله را با 

 حل می کنیم. r=bو بار دیگر با فرض  r=dفرض 

 داریم، r=dفرض می کنیم 

 

 

 

 

 

 vشماره هر رأس  qشماره گذاری می کنیم،   ریشهابتدا رئوس را با توجه به پیمایش برگ به 

 است. حال با توجه به گام های الگوریتم داریم،

 گام صفر : 

q=1 f’(a)=0 w'(a)=w(a) u(a)=a  (a)=   

q=2 f’(f)=0 w'(f)=w(f) u(f)=f  (f)=   

q=3 f’(b)=0 w'(b)=w(b) u(b)=b  (b)=   

q=4 f’(e)=0 w'(e)=w(e) u(e)=e  (e)=   

q=5 f’(c)=0 w'(c)=w(c) u(c)=c  (c)=   

q=6 f’(d)=0 w'(d)=w(d) u(d)=d  (d)=   

 

)q,1)b,a())a(,a:1 گام اول :    

 گام دوم :     1512219)a('w2W   

a)a(uu گام سوم :   

 گام چهارم :  )b(15,15:)b(,a:)b(u  

 

 r=d( درخت دریشه دار شده با فرض 1. 2شکل )

 d 

c 

e 

f 

b 

a 

6 

5 

4 

2 

3 

1 
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a('w)b('w:)b('w(826 گام پنجم :   

  22001)a('w)a('f)b('f:)b('f  

 .به گام اول بر می گردیم گام ششم : 

)q,1)b,f())f(,f:2 گام اول :   

 گام دوم :     44442194)f('w2W  

f)f(uu گام سوم :   

b(44,44:)b(,f:)b(u(15 گام چهارم :    

f('w)b('w:)b('w(1248 گام پنجم :   

  1844024)f('w)f('f)b('f:)b('f  

 .به گام اول بر می گردیم ششم : گام

)q,2)c,b())b(,b:3 گام اول :   

 گام دوم :     102122192)b('w2W  حال چون ،LVq   است

)b(344410داریم :    

f)b(uu گام سوم :   

 گام چهارم :  )c(34,34:)c(,f:)c(u  

b('w)c('w:)c('w(15123 گام پنجم :   

  422121802)b('w)b('f)c('f:)c('f  
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 به گام اول بر می گردیم. گام ششم :

)q,3)c,e())e(,e:4 گام اول :   

 گام دوم :     51312193)e('w2W  

e)e(uu گام سوم :   

c(51,51:)c(,e:)c(u(34 گام چهارم :    

e('w)c('w:)c('w(16115 گام پنجم :   

  4531042)e('w)e('f)c('f:)c('f   

 به گام اول بر می گردیم. گام ششم :

)q,5)d,c:5 گام اول :   

 گام دوم :     655162195)c('w2W   حال چونLVq   است 

  145165)c(   

e)c(uu گام سوم :   

 گام چهارم :  )d(14,14:)d(,e:)d(u  

c('w)d('w:)d('w(19163 گام پنجم :   

  125516450)c('w)c('f)d('f:)d('f   

 متوقف می شویم . q=5 گام ششم :
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)d(014حال با توجه به محاسبات انجام گرفته و مقادیر به دست آمده    وf(d)=125  با

 است. 125maxf=جواب بهینه و  d، رأس 2. 2استفاده از لم 

به پدر هر رأس  آورده شده است. ستون  1. 2مقادیر به دست آمده از الگوریتم در جدول 

به روز "و  "ادغام"به دست آمده و بخش  qدر مرحله  2از خروجی گام  "بسط"مربوط می شود. بخش 

 به دست می آید. 5و گام  4از خروجی گام  "رسانی

 r=dآمده از الگوریتم با فرض ( مقادیر بدست 1. 2جدول )

 

 درخت جدید

v 

 یال جدید بسط ادغام به روز رسانی

q r 
)('f  )('w  )(u  )(   )v(u )v(  v 

b,a 2 8 a 15 15 a  b a 1 

d 
b,a,f 18 12 f 44 44 f  b f 2 

b,a,f,c 42 15 f 34 34 f 44 c b 3 

b,a,f,c,e 45 16 e 51 51 e  c e 4 

b,a,f,c,e,d 125 19 e -14 -14 e 51 d c 5 

 

باشد، با انجام مرحله به مرحله الگوریتم مقادیر زیر به دست می آید که در  r=bحال فرض می کنیم 

 آورده شده است. 2. 2جدول 

 

 

 

 

 

 



.  . . . . . . . . . . .  ماکسین روی درخت -1الگوریتم خطی برای مسأله صل دوم : ف

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 

 

 

 r=b( مقادیر بدست آمده از الگوریتم با فرض 2. 2جدول )

 

 درخت جدید

v 

 یال جدید بسط ادغام به روز رسانی

q r 
)('f  )('w  )(u  )(   )v(u )v(  v 

a,b 2 8 a 15 15 a  b a 1 

b 

d,c 15 6 d 65 65 d  c d 2 

d,c,e 18 7 d 65 51 e  c e 3 

a,b,d,c,e 34 15 d 75 75 d 65 b c 4 

a,b,d,c,e,f 50 19 d 75 44 f  b f 5 

 

)b(75با توجه به مقادیر به دست آمده   ،f(b)=50  وu(b)=d  رأس 2. 2، با توجه به لم ،d  جواب

b()b(ffmax(125بهینه و   .  



  

53 

 

 

 
 فصل سوم

 ماکسین روی یک درخت-pمسأله 
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 مقدمه  1. 1

از  1Pروی یک درخت را مطرح می کنیم که با مدل  ماکسین-2در این فصل ما ابتدا مسأله 

میانه مضر معادل است. سپس نشان میدهیم که یک جواب بهینه این مسأله به وسیله دو -2مسأله 

برگ از طولانی ترین مسیر در درخت به دست می آید. بنابراین این مسأله در زمان خطی می تواند 

 حل شود و جواب مستقل از وزنهای واقعی است.

 -pتعمیم داده شود، در حالیکه مسأله کلاسیک  ماکسین-pنتیجه به آسانی می تواند به مسأله 

در زمان خطی حل  ماکسین-pتواند حل شود، مسأله  می ]2O(pn ]7(میانه روی یک درخت در زمان 

 . ]18[استشده است و جواب برای تمام وزنهای ممکن رئوس یکسان 

 مفروضات مسأله  2. 1

T=(V,E)  یک درخت باn  رأس را در نظربگیرید. ما فرض می کنیم که هر رأسiv  دارای یک

از  1Pرا مورد بررسی قرار می دهیم که با مدل  ماکسین-pباشد. در این بخش مسأله  iwوزن مثبت 

 میانه با وزن منفی معادل است.-pمسأله 

می  X|=p|با  Vاز  Xهمانطور که در فصل اول اشاره شد، هدف پیدا کردن یک زیرمجموعه 

 باشد بطوریکه تابع زیر ماکسیمم شود. در اینجا فرض بر این است که نقاط بهینه روی رأس قرار دارند.

))v,x(dw(max)X(F i

n

1i

ji
pj1





 

         )v,x(dmaxw i

n

1i

j
pj1

i
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)در واقع می  v ,uشروع می کنیم. هدف یافتن دو رأس  ماکسین-2با در نظر گرفتن مسئله 

 خواهیم مکان بهینه برای دو سرویس دهنده را روی رئوس درخت بیابیم( به طوری که 

(3 .1)                      ))v,v(d,)u,v(dmax(w)v,u(F ii

n

1i

i


 

 ماکسیمم شود.

به  uرا مسیر یکتا در درخت برای اتصال رأس  P(u,v)  , Tاز درخت  v , uبرای هر دو رأس 

نمایش می دهیم. این نقطه میانی روی   uvmدر نظر می گیریم. نقطه میانی روی مسیر را با   vرأس 

باشد، که ما فرض می  [r,s]روی یال  v, uمثلا فرض کنید نقطه میانی دو رأس   یک یال می افتد،

روی یکی از رأس ها قرار بگیرد، فرض می کنیم   uvmنزدیکتر باشد. اگر  sاز  uبه رأس  rکنیم رأس 

، درخت به دو زیر درخت تجزیه می شود، زیردرخت [r, s]منطبق باشد. با حذف یال  rکه با رأس 

نمایش می دهیم . توجه داشته باشید که زیر  R(u, v)و زیردرخت راست را با  L(u, v)چپ را با 

 است. sهمواره شامل  R(u, v)راست  و زیر درخت rهمواره شامل  L(u, v)درخت چپ   

E ,V(T(مانند  Tبرای هر زیر درخت از    و برای هر رأس ازv   مانندx  ،x)|Tf(  را به

 صورت زیر تعریف می کنیم،

(3 .2)                       .)x,v(dw)x|T(f
Vv

ii


  

مشتریان به وسیله دورترین سرویس دهنده سرویس دهی  ماکسین-2از آنجایی که در مدل 

 از رئوس می توانیم نشان دهیم، v, uمی شوند، برای هر جفت 

(3 .3)                   ).v|)v,u(L(f)u|)v,u(R(f)v,u(F  
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 داریم، F(u,v)با توجه به تعریف 

))v,v(d,)u,v(dmax(w)v,u(F ii

Vv

i

i




 

متعلق هستند  L(u,v)یا به   ivو تقسیم شدن درخت به دو زیر درخت، رئوس   [r,s]بعد از حذف یال 

 ، در نتیجه،R(u,v)یا به 

))v,v(d,)u,v(dmax(w)v,u(F ii

)v,u(Lv

i

i




 + ))v,v(d,)u,v(dmax(w ii

)v,u(Rv

i

i




 

 ، انتخاب دورترین سرویس دهنده مد نظر است، پس، ماکسین-2حال چون در مسأله 

)v,v(d))v,v(d,)u,v(d(max iii
)v,u(Lvi




)u,v(d))v,v(d,)u,v(d(max iii
)v,u(Rvi




,     

 در نتیجه،

              
 


)v,u(Rv )v,u(Rv

iiii

i i

)u,v(dw)v,v(dw)v,u(F 

   .)u|)v,u(R(f)v|)v,u(L(f         

 b , aبا رئوس انتهایی  Tطولانی ترین مسیر درخت  p(a, b)فرض کنید  ،]11[. 1. 1قضیه

 روی درخت است. ماکسین -2یک جواب بهینه برای مسأله  X:={a, b}باشد. بنابراین 

 اثبات

باشد. از آنجایی که مسأله             Tدو نقطه پایانی از طولانی ترین مسیر در   b, aفرض کنید  

ماکسین روی درختان داراری خاصیت بهینگی رأسی است به عبارت دیگر، حداقل یک مجموعه  -2
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نگاه کنید،  ]11[ماکسین باشد، به -2وجود دارد که یک جواب برای مسأله  Tرأس در  2متشکل از 

Vv,uت نشان دهیم که برای هر کافی اس   

. )v,u(F)b,a(F  

  می باشد، واضح است که برای هر  abmطولانی ترین مسیر با نقطه میانی  p(a,b)از آنجایی که 

)b,a(Lx   ، 

(3 .4)                 )m,a(d)m,x(d abab  

b,a(Ry،               )m,b(d)m,y(d(و برای هر  abab  

 ، b,a(Lx(حال نشان می دهیم که، برای همه  

(3 .5)             )x|)b,a(R(f)a|)b,a(R(f  

0wi( و اینکه 4. 3با توجه به رابطه )   هستند، برای هر)b,a(Lx ،داریم 

 )a|)b,a(R(f)a,v(dw)x,v(dw)x|)b,a(R(f
)b.a(Rv

ii

)b.a(Rv

ii

ii

 


 

 ، L(a, b)در  yو  xدر گام بعدی ما نشان می دهیم برای هر جفت از رئوس 

(3 .6)                       )b,x(d)y,x(d  

 بر اساس نامساوی مثلث داریم،

)b,a(Ly,x    )y,m(d)m,x(d)y,x(d abab  

 داریم،( 4. 3و با توجه به نامساوی )
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       )b,m(d)a,m(d)y,m(d ababab  

 ( نتیجه می شود. یعنی، 6. 3که از این ها رابطه )

.)b,x(d

)b,m(d)m,x(d)y,m(d)m,x(d)y,x(d abababab




 

 p(u, v)نقطه میانی مسیر  uvmدر نظربگیرید به طوری که  Tرا از درخت  vو  uحال دو رأس 

 باشد. ما دو حالت را در نظر می گیریم.

b,a(Lv,u(                  اول اینکه،  

b,a(Rv&)b,a(Lu(               ثانیا،  

 اول، حالت

 

 

 

 

 

 

b,a(Lv,u(بگیرید  ( را ببینید.( فرض میکنیم 1. 3، )شکل ))b,u(d)b,v(d  این بدین معنی .

m,u(d)m,v(d(است که  abab  و از طرفی  چون)b,a(Lv,u  ،داریم 

 

به دست می آید و  [ r ,s]که با حذف یال  Tاز درخت  R( a ,b)و  L(a ,b ) ( زیر درخت1. 1شکل )

b,a(Lv,u(با فرض   u ,v)L(زیر درخت  . 

 L(a,b) R(a,b) 

L(u,v) 

 

a 

v b 

s r 

uvm  


abm  

u 
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(3 .7)                      ).b,a(L)v,u(L  

(3 .8)                               ).v,u(R)b,a(R  

قرار می گیرد و یا در   L(u,v)یا در  b,a(Lx ،x(( )وقتی 6. 3با توجه به رابطه )

)b,a(R\)v,u(Rبرای هر ،). )v,u(Lx ،داریم 

         )b,x(d)v,x(d  

b,a(Rx),v,u(Rx( و برای هر ، 

                       )b,x(d)u,x(d  

 که از دو رابطه بالا رابطه زیر نتیجه می شود،

(3 .4)                )u|)b,a(R(f)u|)v,u(R(f)v|)v,u(L(f)b|)b,a(L(f  





)b,a(R)v,u(Rv

ii

)v,u(Lv

ii

)b,a(Lv

ii

iii

)b,v(dw)b,v(dw)b,v(dw)b|)b,a(L(f

 

 



)b,a(R)v,u(Rv

ii

)v,u(Lv

ii

ii

)u,v(dw)v,v(dw 

               .)u|)b,a(R(f)u|)v,u(R(f)v|)v,u(L(f  

 داریم، b,a(Lu(( چون 5. 3با توجه به نامساوی )

(3 .11)              )u|)b,a(R(f)a|)b,a(R(f  

 که نشان می دهد، 

 )a|)b,a(R(f)b|)b,a(L(f)b,a(F 
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  )u|)b,a(R(f)u|)b,a(R(f)u|)v,u(R(f)v|)v,u(L(f  

     )u|)v,u(R(f)v|)v,u(L(f  

       ).v,u(F 

       ).v,u(F)b,a(F  

 ببینید.(( را 2. 3. )شکل )b,a(Rv(و  Lu)b,a(حالت دوم، بگیرید 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (، بنابراین،sقرار دارد ) نه منطبق با رأس  abmروی همان یالی بیفتد که  uvmاگر 

L(a,b)=L(u,v)     , R(a,b)=R(u,v)  .  

 که،از آنجایی 

b,a(Lu)               )m,a(d)m,u(d()زیرا abab  

 

b,a(Rmuv(و Rv)b,a(و Lu)b,a(با فرض  R(u ,v ) ( زیر درخت2. 1شکل )  . 

 

v 

L(a,b) R(a,b) 

 

 

a 

 b 

s r 
 


abm  

 

u 

R(u, v) 


uvm
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b,a(Rv)               )m,b(d)m,v(d()زیرا  abab  

 داریم،

)u|)v,u(R(f)u|)b,a(R(f)a|)b,a(R(f   

)v|)v,u(L(f)v|)b,a(L(f)b|)b,a(L(f   

)v|)v,u(L(fu|)v,u(R(f)b|)b,a(L(f)a|)b,a(R(f   

)v,u(F)b,a(F  . 

b,a(Rmuv(قرار دارد نیفتد، ما فرض می کنیم  abmروی همان یالی که  uvmاگر  . 

v,u(L)b,a(L)b,a(R)v,u(R( این نشان می دهد که  . 

b,a(Lx    ،)b,x(d)v,x(d(از آنجایی که برای هر رأس   ،داریم 

(3 .11)               

)v|)b,a(L(f)b|)b,a(L(f   بعلاوه، ما برای هر رأس)b,a(Rx ،داریم 

(3 .12)                       )a,x(d)u,x(d  

(3 .13)                       )a,x(d)v,x(d  

      ، حال با توجه به روابط  L(a,b)\L(u,v)قرار می گیرد یا در  R(u,v)یا در  b,a(Rx(هر رأس

 ( می توانیم نشان دهیم که،13. 3( و )12. 3)

])v|)b,a(L(f)v|)v,u(L(f[)u|)v,u(R(f)a|)b,a(R(f  
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)b,a(Rv

ii

i

)a,v(dw)a|)b,a(R(f 

                 



)b,a(L)v,u(Lv

ii

)v,u(Rv

ii

ii

)a,v(dw)a,v(dw    

                               
 


)v,u(Rv )b,a(L)v,u(Lv

iiii

i i

)v,v(dw)u,v(dw    

      )]v|)b,a(L(f)v|)v,u(L(f[)u|)v,u(R(f    

(3 .14)        ]).v|)b,a(L(f)v|)v,u(L(f[)u|)v,u(R(f)a|)b,a(R(f  

 ( داریم،14. 3( و )11. 3با توجه به دو رابطه )

F(a,b) = f (R(a,b)|a) + f (L(a,b)|b) 

     )v|)b,a(L(f)]v|)b,a(L(f)v|)v,u(L(f[)u|)v,u(R(f  

                 =f(R(u,v)|u) + f(L(u,v|v)=F(u,v).

  

بستگی ندارد. همه  iwماکسین به وزنهای مثبت رئوس -2مسأله ی   Xمجموعه  : ]11[. 2. 1نتیجه

 ماکسین یکسانی را حاصل میکنند.-2وزنهای مثبت ، 

 معادل است. p=2با حالتی که  p>2اکنون ما نشان خواهیم داد که مقدار تابع هدف بهینه برای 

شامل دو  Xباشد. اگر  Tرأس مجزا در درخت  pیک مجموعه شامل  Xفرض کنید  : ]11[. 1. 1لم 

یک جواب بهینه  Xباشد، آنگاه  Tطولانی ترین مسیر در درخت  p(a,b)به گونه ای باشد که  a,bرأس 

 است. Tماکسین روی درخت – pبرای مسأله 
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 اثبات

x,...,x,x{X{فرض کنید  p21   یک جواب بهینه برای مسألهp- .ماکسین باشد 

Xb,aفرض کنید که      دو نقطه ازT ،هستند به طوریکه 

(3 .15)               
Xx,x

ji

ji

)x,x(dmax)b,a(d


 

می  ما 1. 3باشد، مانند اثبات قضیه  a,bنقطه میانی مسیر بین  abmهمانند قبل فرض کنید 

x,x(d)b,x(d(توانیم نشان دهیم که  i  برای هر رأس)b,a(Lx  و هرXxi   و برای هر رأس

)b,a(Rx  و هرXxi  ،)x,x(d)a,x(d i. 

به  R(a,b)اختصاص داده شده اند و مشابها، همه رئوس در  bبه  L(a,b)بنابراین همه رئوس در 

a  اختصاص  داده شده اند. به عبارتی دیگر دورترین مکان در درخت برای تمام رئوس واقع شده در

L(a, b)  رأسb  و برای تمام رئوس واقع شده درR(a, b)  دورترین رأس به آنهاa : می باشد. بنابراین 

F(X)=f(L(a,b)|b)+f(R(a,b)|a). 

2pماکسین با  -pاین نشان می دهد که هر مسأله     ماکسین کاهش  -2می تواند به مسأله

 Tماکسین به وسیله طولانی ترین مسیر در درخت -2بهینه مسأله  جواب 1. 3قضیه بیابد. بر طبق 

 اثبات می شود.   3. 3بدست می آید و در نتیجه لم 

ترین مسیر در درخت می تواند در زمان خطی یافت شود. بنابراین  طولانی ]21[بر طبق هندلر 

 داریم،

 ماکسین روی یک درخت می تواند در زمان خطی حل شود.-p مسأله: ]11[. 1. 1قضیه 
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 اثبات

به  Tبه وسیله طولانی ترین مسیر روی  Tماکسین روی درخت -pیک جواب بهینه برای مسأله         

دست می آید. از آنجایی که یافتن طولانی ترین مسیر روی درخت در زمان خطی به دست می آید، 

 ماکسین روی یک درخت در زمان خطی حل می شود.  -pدر نتیجه مسأله 

( را در نظر بگیرید. وزن هر رأس و فاصله ی بین رئوس داده 3. 3. درخت در شکل )1. 3مثال 

 شده است.

 

 

 

 ( یک درخت، با وزن و فاصله ی بین رئوس1 .1شکل )   

V,V(P(با توجه به فواصل داده شده،             ( 3. 3طولانی ترین مسیر روی درخت در شکل ) 74

V,V{:X{، مجموعه ی 1. 3می باشد، بنابر قضیه 74  ماکسین با مقدار -2جواب بهینه برای مسأله

V,V(F(11156تابع  74  .روی درخت می باشد  

  

 

  

v4 v7 

v6 v1 
1 20 30 

1 

20 
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100 
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v5 v8 

30 

40 

12 20 



  

13 

 

 

 فصل چهارم
روی گراف ماکسین  -pمسأله     

 های بازه ای
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 مقدمه   1. 1

ماکسین روی گراف های بازه ای که هر بازه دارای یک وزن مثبت است -pدر این فصل مسأله 

-1برای مسأله  ]21[ 31بسپامیاتنیخرا بررسی می کنیم. ابتدا یک الگوریتم خطی که شبیه الگوریتم 

 .]17[ماکسین وزن دار ارائه می شود  -1میانه بدون وزن روی گراف های بازه ای، برای حل مسأله 

ماکسین، نشان می دهیم که دو بازه به ترتیب با می نیمم نقطه پایانی راست و -2برای مسأله 

ماکسین تعمیم -pماکسیمم نقطه پایانی چپ یک جواب بهینه هستند که می توان آن را به مسأله 

 داد.

 گراف های بازه ای  2. 1

وجود  iIاز بازه های حقیقی  Sیک گراف بازه ای است اگر یک مجموعه  G=(V,E)گراف  

Vviداشته باشد به طوریکه یک تناظر یک به یک بین رئوس    وSIi   برقرار باشد، در این صورت

)E)v,vیک یال  ji   اگر و تنها اگرji II  یک مجموعه بازه ای .S بازه ای  ، یک مدل از گراف

G .نامیده می شود 

 ،مثال می خواهیم گراف بازه ای متناظر با بازه های زیر را رسـم کنیم به عنوان .1. 4 مـثال

           2,0,4,1,5,2,4,3,8,3,9,6 

 

                                                           

54 Bespamyatnikh 
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دو بازه    2,0,4,1 س های متناظر این دو بازه را با یک یال بهأاشتراک ناتهی دارند، لذا ر 

 هم وصل می کنیم. ولی دو بازه   2,0,5,2 متناظر این دو  یس هاأاشتراکشان تهی است، پس ر

به  همین استدلال نمودار گراف بازه ای شش بازه فوق باشوند. به این ترتیب  بازه به هم وصل نمی

 .می آید  صورت زیر در 

 

( گراف بازه ای متناظر با شش بازه1. 1شکل )  

 ای باشند؟توانند بازههایی میچه گرافلی که پیش می آید این است که أسو

 .باشدای نمیاگر دارای حفره باشد حتماً بازه یک گراف:  ]11[. 1. 1قضیه

 اثبات

 ،خود یک گراف یا قسمتی از یک گراف باشد (2. 4در شکل ) 4فرض می کنیم دور مرتبه 

 

 

 

 

 

 1( یک دور از مرتبه 2. 1شکل )          
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 فرض می کنیمخلف  می دهیم این گراف و یا گرافی شامل این دور بازه ای نمی باشد. به برهان نشان

س ها بازه أاعداد حقیقی برای هر یک از ر روی محور د.دور بازه ای باش ناین گراف یا گراف شامل ای

با  مجاور است باید روی محور اعداد بازه های متناظر b با a چون، گیریم ای به صورت زیر در نظر می

 ( ،3. 4)س دارای اشتراک باشند مطابق شکلأاین دو ر

 

 

 

 

  bی متناظر  با بازه c متناظر با ی مجاور نمی باشد پس بازه a مجاور است و با b نیز با c طرفی از

 (،4. 4) اشتراک ندارد. مطابق شکل a اشتراک دارد ولی با بازه متناظر

 

 

 

 a باگونه ای اشد که هم  باید به d متناظر با راس ی مجاور است پس بازه c و هم با a هم با d چون حال

هم اشتراک پیدا می کند  b با d چرا که در این صورت اشتراک داشته باشد و این تناقض است c باو هم 

  ت.یالی رسم نشده اس d به b در حالی که از

 

 

 

 

 روی محور اعداد حقیقی a،b( دو بازه متناظر با رأس 1. 1شکل )  

 

 روی محور اعداد حقیقی a،b،c( بازه های متناظر با رئوس 1. 1شکل )

 

  روی محور اعداد حقیقی a،b،c،dبازه های متناظر با رئوس  (1. 1شکل )
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  .فرض خلف باطل و حکم برقرار است پس

یک حفره محسوب می شود و لذا گراف همان abde (، 6. 4به عنوان مثال در گراف شکل )

 .طور که گفته شد بازه ای نمی باشد

 

 

 

 

 

 گراف شامل حفره بازه ای نمی باشد. (1. 1شکل )

 .اگر در گرافی حفره مشاهده نشد نمی توان نتیجه گرفت لزوما گراف بازه ای است .1. 1نکته 

 ( دارای حفره نمی باشد ولی در عین حال بازه ای نیز نمی باشد.7. 4به عنوان مثال گراف شکل )

  

 

 

 

 . وصل شود a به غیر از هر کجا باشد به هر حال باید به یک بازه ی دیگر  f(، 8. 4زیرا بر طبق شکل )

 

 

 

 

 

 ( گرافی که شامل حفره نیست، لزوما بازه ای نیست.1. 1شکل )

 

 

 

 روی محور اعداد حقیقی a،b،c،d،e،fبازه های متناظر با رئوس  (1. 1شکل )



ماکسین روی گراف های بازه ای . . . . .  -pمسأله :  چهارمفصل 

. . . .  . . . . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . .  

34 

 

 

 

 

             

ضلعی  nای یکاگر در گراف بازه  .2. 1نکته                     4n   وجود داشته

نمی  ضلعی باید یالی از گراف باشد در غیر این صورت گراف بازه ای n حداقل یکی از قطرهای، باشد

  .باشد

 . گراف بازه ای نیست اگر قسمتی از گراف بازه ای نباشد کل آن .1. 1نکته 

 ( بازه ای نیست، زیرا چهار ضلعی بدون قطر دارد.4. 4به عنوان مثال گراف شکل )

 

 بدون قطر بازه ای نیست. چهار ضلعی( 1.1شکل )

شده اند، گراف  مطالعه ]22، 23، 24، 25، 26[بسیاری گراف های بازه ای توسط محققان  

های بازه ای ابزار مهمی در بسیاری از حوزه های کاربردی مانند باستان شناسی، زیست شناسی، زمان 

از محققان به مسائل مکانیابی از این رو بسیاری  .]11، 27[بندی و کنترل ترافیک به حساب می آیند 

 .]21، 24[مندند روی گراف های بازه ای، علاقه 

 تعریف مسأله  1. 1

را به عنوان بازه ها در نظر می گیریم. فرض می کنیم  Gبدون کاستن از کلیت مسأله، رئوس 

SIiهر بازه    متناظر با یک مشتری و دارای یک وزن مثبت)I(w i  باشد و پیدا کردن مکان بهینه

دارای طول واحد  Eبرای سرویس دهنده به بازه ها محدود شود. همچنین فرض می کنیم هر یال در 
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jiباشد. کوتاهترین مسیر بین بازه  I,I  را با ji I,IP  و طول مسیر بینji I,I  به عبارت دیگر تعداد

یالها روی  ji I,IP  را با ji I,Id . نمایش می دهیم 

 ماکسین روی گراف های بازه ای به صورت زیر تعریف می شود،-pمسأله 

I,...I{S{هدف یافتن یک مجموعه 
p1 ii  (

ki
I,pk1   را میانه ی ماکسیمم می نامیم( به

 طوریکه تابع هدف زیر ماکسیمم شود.

.
 


n

1k

ik

pj1

k )I,I(dmax)I(w)s(F
j

 

 

 برخی خواص مسأله   1. 1

بازه است. هر  nباشد که شامل  Gیک مدل بازه ای برای گراف بازه ای  Sفرض کنید مجموعه 

SIiبازه    به وسیله نقطه پایانی چپ خودia  و نقطه پایانی راست خودib  یعنی ، iii b,aI  ،

ii ba   تعریف می شود. بدون کاستن از کلیت مسأله، فرض می کنیم دو بازه مجزا درS  نقطه پایانی

n...,,2,1i,baیکسانی ندارند و برای هر  ii   .L  را آرایه ای درجه بندی شده شامل نقاط پایانی

p...,,p,p{L{در نظر بگیرید. یعنی Sبازه ها در  n221 که ،jp   یاia  و یاib  برای بازهSIi    می

را درجه بندی شده به  Sبه آسانی می توانیم لیست همه باز ها در  Lباشد. توجه کنید که به وسیله 

به گونه ای  S( به دست آوریم. پس از این، فرض می کنیم که بازه ها در is'b)به ترتیب  is'aوسیله 

jiانتخاب شده باشند که  bb   اگر و تنها اگرji  .s  وt  را به ترتیب کوچکترین نقطه پایانی چپ و

nbtوn,...,1{l{که   ls=aدرنظر بگیرید. پس  Lبزرگترین نقطه پایانی راست باز های موجود در  . 
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بدون کاستن از کلیت مسأله، فرض می کنیم که 
n

1i

iI


با بازه ی   t,s  معادل است به عبارت

یک مؤلفه متصل مانند  Sدیگر اجتماع بازه ها در  t,s .روی اعداد حقیقی می باشد 

یک تابع جانشین روی بازه ها برای حل مسأله کوتاهترین مسیر روی گراف های    ]23[ 31چن

از ایده چن برای تعریف یک تابع جانشین راست و یک  ]21[بازه ای معرفی کرده است. بسپامیاتینخ 

 به صورت زیر استفاده کرد. qتابع جانشین چپ برای یک عدد صحیح 

 روی اعداد حقیقی، qبرای هر نقطه 

SI)q(RSUC i    اگر و تنها اگر {j I     شاملq  است|j b  }=maxib  

SI)q(LSUCو i   اگر و تنها اگر {j I     شاملq  است|j a  }=minia . 

iI  ،)b(RSUC)I(RSUCبرای یک بازه ی  ii   و)a(LSUC)I(LSUC ii   توجه کنید .

از آنجایی که 
n

1i

iI


iiیک مؤلفه متصل است،   I)I(RSUC   نشان می دهد کهi=n  و

ii I)I(LSUC   نشان می دهد کهiI  ،بازه ای با کوچکترین نقطه پایانی چپ می باشد. بعلاوهi  امین

به صورت  iبرای هر عدد صحیح  i,q(RSUC(یعنی  qتابع جانشین راست نقطه 

)))0,q(RSUC(...RSUC(RSUC  تعریف می شودکهRSUC  ،i+1  بار محاسبه می شود و

q)0,q(RSUC  مشابهاً، ما می توانیم .LSUC(q,i)  0(((را به صورت,q(LSUC(...LSUC(LSUC 

تعریف کنیم. برای مثال گراف بازه ای با ده رأس را در نظر بگیرید، بازه های متناظر با رئوس گراف 

                                                           

51 Chen 
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 بازه است آورده شده است، 11(، که مجموعه ای از 11. 4در شکل ) روی محور اعداد حقیقی بازه ای

 داریم، 

 

 

 

 

41 I)I(RSUC    94 I)I(RSUC    109 I)I(RSUC    

910 I)I(LSUC    49 I)I(LSUC    24 I)I(LSUC   

))))0,I(RSUC(RSUC(RSUC(RSUC)3,I(RSUC 11   

  )))I(RSUC(RSUC(RSUC 1  

  ))I(RSUC(RSUC 4  

  109 I)I(RSUC   

))))0,I(LSUC(LSUC(LSUC(LSUC)3,I(LSUC 1010   

  )))I(LSUC(LSUC(LSUC 10  

  ))I(LSUC(LSUC 9  

  24 I)I(LSUC   

 

 بازه ، شماره روی هر بازه، وزن بازه است. .1ای از ( مجموعه .1. 1شکل )
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 RSUCبا استفاده از تابع جانشین راست  (RSUC-TREE)ساختار درخت پایه  یک ]23[چن 

SIiمی باشد. برای هر  Sساخته است که در این ساختار هر گره یا رأس متناظر با یک بازه در   

,ni1  ،)iRSUC(I  پدر گره ی متناظر با بازه یiI  درTREE-RSUC  می باشد. مشابهاً ما ساختار

می سازیم که در آن هر گره یا  LSUCبا استفاده از تابع جانشین چپ  (LSUC-TREE)درخت دیگری 

به استثنای بازه ی  iIپدر گره ی متناظر با بازه ی  iLSUC(I(می باشد و  Sرأس متناظر با یک بازه در 

iI  .با کوچکترین نقطه پایانی چپ است 

تعدادی لم مهم برای محاسبه  ]23[همکاران ، چن و  RSUC-TREEبا استفاده از ساختار 

jiمطرح کردند. در اینجا دو بازه دارای اشتراک  Sمسافت بین هر دو بازه در  I,I  را باji I~I  و هر

𝐼𝑖دوبازه غیر مشترک را با  ≁ 𝐼𝑗  .نمایش می دهیم 

توجه داشته  نتایج زیر را به دست آوریم.مستقیماً از تعریف تابع جانشین راست، می توانیم به راحتی 

باشید که تمامی قضییه ها و لم ها و نتایج گفته شده در این فصل بر روی گراف های بازه ای قابل 

 اثبات است.

jiبه عبارت دیگر  i < jبا  jIو iIبرای هر دو بازه  : ]11[. 2. 1نتیجه  bb  طبق فرضی که در( ،

I),1d,I(RSUC(),1,I(RSUC,I{)I,I(p{بخش چهارم کردیم.( کوتاهترین مسیر  jiiiji   به

 وجود دارد. dطول 

مفروض است، برای هر نقطه ی  Lبزرگترین نقطه در  2npو  Gبرای گراف  Sیک مدل بازه ای 

Lpi   ما آن را با مقدارin2 pp   جایگزین می کنیم، آنگاه یک مدل بازه ای جدید'S  برایG  به

TREERSUCدست می آوریم. در این صورت،     از مدل جدید باTREE-LSUC  از مدل قبل معادل

 است . به طور مشابه، می توانیم نتیجه ی زیر را به دست آوریم.
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jiبا  Sدر  jIو iIبرای هر دو بازه ی  : ]11[ .1. 1نتیجه  aa  کوتاهترین مسیر ،

}I),1d,I(LSUC),...,1,I(LSUC,I{)I,I(p ijjjji   به طولd .وجود دارد 

hi( اگر سه بازه ی 1) : ]11[. 1. 1لم  I,I  وjI  درS  باih bb   ،jh bb   وji aa   وجود داشته

 باشد، آنگاه،

);I,I(d)I,I(d jhih   

hij( اگر سه بازه ی 2) I,I,I  درS  باih aa  ،jh aa  ،ji bb  ،وجود داشته باشد، آنگاه 

).I,I(d)I,I(d ihjh  

 اثبات  

 وجود دارند به طوری که، lو  k، دو عدد صحیح 2. 4با استفاده از نتیجه  (1)

;}I),1k,I(RSUC),...,1,I(RSUC,I{)I,I(p ihhhih   

.}I),1l,I(RSUC),...,1,I(RSUC,I{)I,I(p jhhhjh   

jiاز آنجایی که طبق فرض مسأله  aa   واضح است کهlk   بنابراین)I,I(d)I,I(d. jhih  

hi، چون iIو hI، برای دوبازه ی  3. 4( با استفاده از نتیجه 2) aa   و  برای دو بازه یjI و

hI  چونhj aa   دو عدد صحیحk l, ،وجود دارند به طوری که 

;}I),1k,I(LSUC),...,1,I(LSUC,I{)I,I(p hiiiih   

.}I),1l,I(LSUC),...,1,I(LSUC,I{)I,I(p hjjjjh   
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jiاز آنجایی که طبق فرض مسأله  bb   لذاlk   و در نتیجه)I,I(d)I,I(d. ihjh  

jiijباشد، به عبارت دیگر  jIمشمول در  iIاگر بازه  : ]11[ .1. 1 نتیجه bbaa   آنگاه برای هر ،

)hI )I,IIبازه دیگر  jih   ،)I,I(d)I,I(d. ihjh  

 اثبات

 برای اثبات سه حالت زیر را در نظر می گیریم،

jhحالت اول. اگر  I~I آنگاه ،)I,I(d1)I,I(d ihjh  ؛ 

𝐼𝑖حالت دوم. اگر  ≁ 𝐼𝑗 و  j< ahb  آنگاه واضح است که ،ihjh bb,bb   وi< aja( در 1. با استفاده از )

I,I(d)I,I(d(، نتیجه می گیریم که  4. 4لم  ihjh . 

𝐼𝑖حالت سوم. اگر ≁ 𝐼𝑗   وjh ba  آنگاه واضح است که ،ih aa   ،jh aa  وji bb  با استفاده از .

I,I(d)I,I(d(، داریم که 4. 4( در لم 2) ihjh .  

. 4نباشد. نتیجه  Sرا کمینه می نامیم اگر آن بازه شامل هیچ بازه ی دیگری در  Sیک بازه در 

که کمینه نیست نباید برای یک میانه ی ماکسیمم کاندیدا شود زیرا  jIنشان می دهد که ، هر بازه  5

شود بدون آنکه  jIمی تواند به عنوان میانه ی ماکسیمم جایگزین  jIمشمول در  iIبازه ی کمینه ی 

 مقدار تابع هدف کاهش یابد.
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 ماکسین روی گراف بازه ای -1مسأله   1. 1

ای بازه ای را درنظر می گیریم، یعنی یک ماکسین روی گراف ه -1در این بخش ما مسأله 

میانه ماکسیمم را در یک بازه به گونه ای قرار دهیم که مجموع فاصله وزنی از بقیه بازه ها ماکسیمم 

 تعریف می کنیم. Lqشود. ابتدا تعدادی نماد جدید برای مجموع وزن ها برای نقطه 

;)I(w)q(W;)I(w)q(W
qb|SI

jbL

qa|SI

jaL

jjjj




 

.)I(w)q(W;)I(w)q(W
qb|SI

jbR

qa|SI

jaR

jjjj




 

برای نقطه q(WbR(و  WaR)q(WaL ،)q(WbL ،)q(حال فرمول های تکراری زیر را برای محاسبه 

Lq  .مطرح می کنیم 

 قاعده تکراری  1. 1. 1

;0)p(W)1 1aL   

                   ؛    Sدر  jIبرای تعدادی بازه 











jiiaL

jijiaL

1iaL
bp)p(W

ap)I(w)p(W
)p(W 

 

2) 0)p(W...)p(W lbL1bL    };b...,,b,bmin{p n21l   

                ؛ Sدر  jIبرای تعدادی بازه 











jiibL

jijibL

1ibL
ap)p(W

bp)I(w)p(W
)p(W 

 

 اگر

 اگر

 اگر

 اگر
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0)p(W...)p(W)3 laRn2aR     };a...,,a,amax{p n21l   

                      ؛ Sدر  jIبرای تعدادی بازه 















j1i1iaR

j1ij1iaR

iaR
bp)p(W

ap)I(w)p(W
)p(W 

 

;0)p(W)4 n2bR      

                      ؛ Sدر  jIبرای تعدادی بازه 















j1i1ibR

j1ij1ibR

ibR
ap)p(W

bp)I(w)p(W
)p(W 

 

 Lqرا برای همه  q(WbR(و  WaR)q(WaL ،)q(WbL ،)q(با استفاده از قاعده تکراری می توانیم 

 محاسبه کنیم. O(n)در زمان 

q(F),q(F(، دو تابع ]21[مشابه ایده ی بسپامیاتیخ  aLaR  را برای نقطهLq  که نقطهq  یک نقطه

 است، تعریف می کنیم، iIپایانی بازه 





qa|SI

ijjaL

jj

),I,I(d)I(w)q(F 





qa|SI

ijjaR

jj

).I,I(d)I(w)q(F 

 واند به صورت زیر فرمول بندی شود،، تابع هدف می ت iIبنابراین برای هر کاندیدای میانه ی ماکسیمم 

).a(F)a(F)I,I(d)I(w)I(F iaRiaL

SI

ijji

j

 


 

 اگر

 اگر

 اگر

 اگر
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را برای هر  aRF(q)و  aLF(q)ماکسین، باید  -1به عبارت دیگر برای یافتن یک جواب بهینه از مسأله 

 ماکسیمم شود را بیابیم. kF(I(به طوری که  kIمحاسبه کنیم و بازه  Lqنقطه 

 داریم، ibو نقطه پایانی راست  iaبا نقطه پایانی چپ  iIبرای هر بازه  : ]11[. 1. 1لم 

   ;bW)b(W2bF)b(F )I(RSUCaRiaR)I(RSUCaRiaR ii
 

);b(W)a(W)b(F)a(F iaRiaRiaRiaR  

   ;bW)a(W)a(WaF)a(F )I(LSUCaLibLiaL)I(LSUCaLiaL ii
 

).I(w)a(W)b(W)a(F)b(F iiaLiaLiaLiaL  

 اثبات

nbqابتدا درستی فرمول قسمت اول را نشان می دهیم. اگرنقطه    آنگاه ،

 }ba|SI{ njj   0بنابراین)b(F naR  برای .ib  ،1های دیگر-i=1,2,…,n        می توانیم

}ba|SI{مجموعه ی بازه ی  ijj   به دو مجموعه ی مجزای}ba|SI{ )I(RSUCjj i
  و

}bab|SI{ )I(RSUCjij i
  تقسیم کنیم که)I(RSUC i

b   نقطه پایانی راست)iRSUC(I  .می باشد

}ba|SI{در  jIبرای هر بازه ی  )I(RSUCjj i
  می توانیم بنویسیم، 2. 4، با استفاده از نتیجه 

1))I(RSUC,I(d)I),I(RSUC(d)I(RSUC,I(d)I,I(d ijiiijij  برای هر بازه .jI  در

}bab|SI{ )I(RSUCjij i
  با توجه به اینکه ،)I(RSUCj i

ba   و)I(RSUC~I ij  و با توجه به

jiاینکه  ab  در نتیجه𝐼𝑖 ≁ 𝐼𝑗 . 

I),I(RSUC(d))I(RSUC,I(d)I,I(d(211از این رو  iiijij  
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 بنابراین،





ijj ba|SI

ijjiaR )I,I(d)I(w)b(F 





)iI(RSUCjij)iI(RSUCjj bab|SI

ijj

ba|SI

ijj )I,I(d)I(w)I,I(d)I(w 





)iI(RSUCjij)iI(RSUCjj bab|SI

j

ba|SI

ijj )I(w2)1))I(RSUC,I(d)(I(w 

   













 

 )iI(RSUCjjijj

ii

ba|SI

j

ba|SI

j)I(RSUCaR)I(RSUCaR )I(w)I(w2bWbF 

     .bW)b(W2bF
ii IRSUCaRiaR)I(RSUCaR  

}aa|SI{برای اثبات درستی قسمت دوم، مجموعه ی بازه ی  ijj   برایi=1,2,…,n     را

}ba|SI{می توانیم به دو مجموعه مجزای  ijj   و}baa|SI{ ijij   تقسیم کنیم. برای

}baa|SI{مجموعه  ijij چون𝐼𝑖~𝐼𝑗  1=(لذاj, Iid(I . 

 بنابراین،





ijj aa|SI

ijjiaR )I,I(d)I(w)a(F 





ijijijj baa|SI

ijj

ba|SI

ijj )I,I(d)I(w)I,I(d)I(w 














  

 ijj ijjaa|SI ba|SI

jjiaR )I(w)I(w)b(F 
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.)b(W)a(W)b(F iaRiaRiaR  

}aa|SI{برای اثبات قسمت سوم، مجموعه بازه ی  ijj   را می توانیم به دو مجموعه ی

}aa|SI{ )I(LSUCjj i
  و}aaa|SI{ ij)I(L S U Cj i

  تقسیم کنیم که مجموعه ی

}aab|SI{ jijj   .در هر دوی آنها مشترک است)I(LSUC i
a  نقطه پایانی چپ)I(LSUC i 

}aa|SI{در  jIاست. برای هر بازه  )I(LSUCjj i
  داریم، 3. 4با استفاده از نتیجه 

)I),I(LSUC(d))I(LSUC,I(d)I,I(d jiiiij  

    ).I)),I(LSUC(d1 ji 

}aaa|SI{در  jIبرای هر بازه ی  ij)I(LSUCj i
 با توجه به اینکه ،ij)I(LSUC aaa

i
 ،

)I(LSUC~I ij  و𝐼𝑖 ≁ 𝐼𝑗  2. بنابراین)I,I(d ij  . 

}baa|SI{در  jIبرای هر بازه  jijj  با توجه به اینکه ،jij baa   لذاji I~I ،و بنابراین 

1)I,I(d ji  

 با توجه به روابط بدست آمده در بالا ، 

)I,I(d)I(w)a(F
ijj aa|SI

ijjiaL 


 

            
)I,I(d)I(w)I,I(d)I(w)I,I(d)I(w

jijjij)iI(LSUCj)iI(LSUCjj baa|SI

ijj

aaa|SI

ijj

aa|SI

ijj 




 

                  



jijjij)iI(LSUCj)iI(LSUCjj baa|SI

j

aaa|SI

j

aa|SI

jij )I(w)I(w2)I),I(LSUC(d1)I(w 
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ijjijj

)iI(LSUCjjijj

ii

ab|SI

j

aa|SI

j

aa|SI

j

aa|SI

j)I(LSUCaL)I(LSUCaL

)I(w)I(w

)I(w)I(w2)a(W)a(F

 

)a(W)a(W)a(W2)a(W2)a(W)a(F ibLiaL)I(LSUCaLiaL)I(LSUCaL)I(LSUCaL iii
 

            ).a(W)a(W)a(W)a(F )I(LSUCaLibLiaL)I(LSUCaL ii
 

 اثبات قسمت چهارم مشابه اثبات سه قسمت قبل می باشد. 

می تواند در زمان ثابتی  q(FaL(وFaR)q(این مطلب را می رساند که مقادیر  6. 4لم 

I(F(محاسبه شود. برای محاسبه ی مقدار تابع هدف  i   مقادیر  6. 4با توجه به فرمول های لم

)a(F iaR  و)a(F iaL  را برای نقطه پایانی چپia  به دست می آوریم که در زمان ثابتی محاسبه می

n,...,1iiنقطه پایانی چپ داریم،  nشود. از آنجایی که  )}I(F{    در زمانO(n)  .محاسبه می شود

 به دست آوریم. لذا قضیه ی زیر را داریم، O(n)بنابراین می توانیم ماکسیمم را در زمان 

ماکسین روی گراف های بازه ای که نقاط پایانی درجه بندی شده اند      -1مسأله  : ]11[. 1. 1قضیه 

 حل شود. O(n)می تواند در زمان 

( فرمول های تکراری مجموع وزنها و فرمول های 11. 4با ذکر یک مثال ازشکل ).  ]17[. 2. 4مثال  

ماکسین در شکل -1را روشن تر می کنیم. در اینجا برای یافتن جواب بهینه برای مسأله  6. 4لم    

و  q(WaL ،)q(WbL ،)q(WaR(( مطابق فرمول های تکراری مجموع وزنها، ابتدا مقادیر 11. 4)

)q(WbR  6. 4را برای تمامی نقاط پایانی بازه ها به دست می آوریم. سپس با توجه به فرمول های لم 

را محاسبه می کنیم. در آخر با توجه به مقادیر به  q(FbR(و  FaR)q(FaL ،)q(FbL ،)q(مقادیر 
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را به دست آورده و از میان آنها مقدار ماکسیمم را انتخاب می  iIرا برای هر بازه  iF(I(دست آمده، 

 کنیم که جواب بهینه است.

 است به دست می آوریم ، 2aکه متناظر  نقطه پایانی  1pرا برای نقطه  Wابتدا مقادیر 

                   0)I(w)a(W
2jj aa|SI

j2aL  


 

زیرا  }aa|SI{ 2jj 

                   0)I(w)a(W
2jj ab|SI

j2bL  


 

زیرا  }ab|SI{ 2jj 

26322254431)I(w)I(w)I(w

)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)a(W

1098

765431

aa|SI

j2aR

2jj



 
 

29)I(w)I(w)a(W
10

1j

j

ab|SI

j2bR

2jj

 


 

 به دست می آوریم، 10aرا برای نقطه پایانی دیگر به عنوان مثال  Wحال مقادیر 

27)I(w)I(w)a(W
9

1j

j

aa|SI

j10aL

10jj

 


 

17424331

)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)a(W 365421

ab|SI

j10bL

10jj
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                             0)I(w)a(W
10jj aa|SI

j10aR  


 

زیرا  }aa|SI{ 10jj 

12)I(w)I(w)I(w)I(w)I(w)a(W 10987

ab|SI

j10bR

10jj

 


 

( آمده 1. 4به همین ترتیب برای بقیه نقاط پایانی بازه ها به دست می آوریم که مقادیر آن در جدول)

 است.

 Lqمجموع وزنها برای هر نقطه  (1. 1جدول )

10p p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 نقطه 

4b a9 3b a5 2b b1 a3 a1 a4 a2 نقطه پایانی 

20 15 15 11 11 11 8 7 3 0 WaL 

7 7 4 4 1 0 0 0 0 0 WbL 

9 9 14 14 18 18 18 21 22 26 WaR 

18 22 22 25 25 28 29 29 29 29 WbR 

20p p19 p18 p17 p16 p15 p14 p13 p12 p11 نقطه 

10b b9 b8 b7 a10 b6 a7 a8 b5 a6 نقطه پایانی 

29 29 29 29 27 27 25 22 22 20 WaL 

27 22 19 17 17 15 15 15 11 11 WbL 

0 0 0 0 0 2 2 4 7 7 WaR 

0 2 7 10 12 12 14 14 14 18 WbR 
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aRaLحال مقادیر  F,F  را برای نقاط پایانی چپ و نقاط پایانی راست بازه ها به دست می آوریم، برای

 به دست می آوریم، 1bنمونه این مقادیر را برای 

   )I(RSUCaR1aR)I(RSUCaR1aR 11
bW)b(W2bF)b(F  

          )b(W182)b(F 4aR4aR   

   936)b(F 4aR  

         27bW)b(W2bF )I(RSUCaR4aR)I(RSUCaR 44
 

    27092)b(F 9aR  

         45bW)b(W2bF )I(RSUCaR9aR)I(RSUCaR 99
 

454500)b(F 10aR  

)I(w)a(W)b(W)a(F)b(F 11aL1aL1aL1aL  

    3)a(W)a(W)a(W)a(F )I(LSUCaL1bL1aL)I(LSUCaL 11
  

          103007)a(F 2aL  

 آمده است. 2. 4و به همین ترتیب برای بقیه نقاط به دست می آوریم که مقادیر آن در جدول 
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aRaLمقادیر توابع  2. 1جدول  F,F  و مقدار تابعF(I) 

b10 b9 b8 b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1  نقطه
پایانی 
 راستی

0 0 0 0 4 14 18 35 45 45 FaR 

51 31 48 49 40 22 16 12 8 10 FaL 

a10 a9 a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1  نقطه
 پایانی چپ

0 9 4 2 9 21 31 39 53 48 FaR 

51 22 44 47 35 15 3 8 0 7 FaL 

I10 I9 I8 I7 I6 I5 I4 I3 I2 I1 بازه 

51 31 48 49 44 36 34 47 53 55 F(I) 

 

 است. 1I، جواب بهینه بازه 2. 4با توجه به مقادیر به دست آمده در جدول 

ماکسین  -pمسأله   1. 1 2p  روی گراف های بازه ای 

ماکسین-pدر این بخش به بررسی مسأله  2p   می پردازیم، یعنیp  میانه ی ماکسیمم را

در بازه های کمینه طوری قرار دهیم که مجموع فاصله وزنی از همه بازه ها تا دورترین میانه ی 

 ماکسیمم، ماکسیمم شود.

به  YIو   XIماکسین شروع می کنیم، هدف یافتن دو بازه ی کمینه  -2با در نظر گرفتن مسأله 

 طوری که تابع زیر ماکسیمم شود،
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. )}I,I(d),I,I(d{max)I(w)I,I(F YjXjjYX
  

I,I(F(برای محاسبه  YX
داده شده، کافی است مجموعه     YIو  XIبرای دو بازه ی کمینه ی   

Xjتقسیم کنیم به طوری که برای هر بازه  YS و XSرا به دو زیر مجموعه مجزا  Sبازه ای  SI   ،

)I,I(d)I,I(d YjXj   و برای هر بازه یYj SI   ،)I,I(d)I,I(d XjYj  .باشد 

و   XIدو کاندیدای میانه ماکسیمم 
YI  کمینه هستند لذا نمی توانند مشمول یکدیگر باشند. بودن

yxکاستن از کلیت مسأله، فرض می کنیم  aa   وyx bb  روش افراز زیر را با استفاده از دو مورد .

I,I(dd(بستگی دارد مطرح می کنیم. توجه کنید   YIو   XIمشخص شده که به فاصله بین  YX از .

 استفاده می کنیم. YSو  XSبه دو زیرمجموعه مجزای  Sاین روش به منظور افراز مجموعه ی 

 روش افراز   1. 1. 1

زوج باشد، آنگاه  dاگر  -1
XYp  را نقطه پایانی چپ








1

2

d
,ILSUC Y  قرار دهید و

}pb|SI{S XYjjX   و}pb|SI{S XYjjY . 

فرد باشد، آنگاه  dاگر  -2
XYp  را نقطه پایانی راست







 

2

1d
,IRSUC X  قرار دهید و

}pb|SI{S XYjjX   و}pb|SI{S XYjjY  . 

YXواضح است که  SS  وSSS YX  در اینجا .XYp  را نقطه منقسم از بازهXI  و yI  می

 نامیم.

واضح است که 









2da

1db
p

y

x

XY  3و برایd  yXYx apb  . 



ماکسین روی گراف های بازه ای . . . . .  -pمسأله :  چهارمفصل 

. . . .  . . . . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . .  

34 

 

 

 

 بیان شده است. ]21[لم های زیر در 

فرض کنید بازه های :  ]11[. 1. 1لم 
XI  و

YI  نا مجاور باشند باyx bb   وXYp  نقطه مقسم از

XY I,I  باشد، برای هر بازه یjI  باjx aa   وyj bb   به عبارت دیگر(jI   مشمول در yx b,a  ،)است

XYjاگر  pb   آنگاه)I,I(d)I,I(d YjXj   و اگرXYj pb  آنگاه ،)I,I(d)I,I(d XjYj . 

اکنون باید نشان دهیم که 
XS  وYS  در روش افراز دقیقاً زیر مجموعه هایی هستند که ما می خواهیم

 داشته باشیم.

XYاگر : ]11[. 1. 1لم  S,S  زیر مجموعه هایی ازS  که در روش افراز توضیح داده شده، باشند، آنگاه

)I,I(d)I,I(d YjXj   برای هر بازهXj SI   و برای هر بازهYj SI  ،)I,I(d)I,I(d XjYj . 

  اثبات

SIابتدا به وسیله دو حالت درنظر گرفته شده، اثبات می کنیم برای هربازه  j   باXY> p jb  ،

)I,I(d)I,I(d YjXj . 

XYyjحالت اول.  pbb  اگر .yj ba  آنگاه .Yj I~I 1. بنابراین)I,I(d Yj   و لذا

)I,I(d1)I,I(d YjXj  در غیر اینصورت اگر .yj ba   آنگاهyj aa  ازآنجایی که قبلاً فرض ،

yxکردیم  aa  وyx bb    لذاxj aa  حال چون .yj aa  ،xj aa  وyx bb  2، شرایط قسمت 

I,I(d)I,I(d((      برقرار است و لذا با توجه به آن لم 4. 4لم ) YjXj  .است 

yjXYحالت دوم.  bbp  آنگاه فقط هنگامی که .d=1  وd=2  است نقطه پایانی چپjI  یعنی

ja   می تواند ازxa  کمتر باشد. که در اینصورتXjYj I~IوI~I  به عبارت دیگر ،

1)I,I(d)I,I(d YjXj . 
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3dاگر             آنگاه ،Xj aa  زیرا در غیر اینصورت با .)I,I(dd YX  متناقض است. چون

xj aa  وyj bb   لذا بازهjI   مشمول در]y, bx[a  .است 

]b,a[مشمول در  jIبرای هر بازه           yx اگر ،d=1  آنگاه ،yj I~I بنابراین .

)I,I(d1)I,I(d YjXj  چون  8. 4. در غیر اینصورت با استفاده از لمXYj pb   بنابراین

)I,I(d)I,I(d XjYj . 

Yjحال در قسمت دوم اثبات می کنیم که برای         SI   رابطه)I,I(d)I,I(d XjYj   برقرار

 است.

XYjفرد باشد و  dاگر  pb  آنگاه ،jX I
2

1d
,IRSUC 







  بنابراین .
2

1d
)I,I(d Xj


 ازطرفی .

XYjچون  pb   و
2

1d
)I,I(d Xj


  حداقل فاصله بین بازهYI  وXI  برابر

2

1d   است و لذا 

)I,I(d
2

1d
)I,I(d XjYj 


. 

yyXYjحال به بررسی بازه هایی می پردازیم که در آن  bapb  اگر .yXYj bpb  دو حالت ،

 اتفاق می افتد،

jXحالت اول.  aa   آنگاه چونyj bb   ،jI  مشمول در]b,a[ yx   می باشد. اگرd=1 ،

xXYآنگاه  bp   و لذاxXYj bpb   و طبق فرضjx aa   بنابراینXj I~I بنابراین ،

)I,I(d1)I,I(d XjYj  1. اگرd  داریم𝐼𝑋 ≁ 𝐼𝑌 چون  8. 4. بنابر لمjI  مشمول در]b,a[ yx 

XYjاست و  pb   بنابراین)I,I(d)I,I(d YjXj . 
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xjحالت دوم.  aa  دو حالت را بررسی می کنیم. اگر ،xj bb ( از لم 1، آنگاه بنابر قسمت )

xjچون  4. 4 bb   وyj bb   کردیم  6. 4و از طرفی طبق فرضی که در بخشyx aa  بنابراین ،

)I,I(d)I,I(d XjYj  اگر .XYjx pbb   آنگاه چونxj aa  بازه ،
XI  مشمول درjI   است و

I,I(d(1لذا  Xj  بنابراین ،)I,I(d1)I,I(d XjYj   . 

SIو بازه   Sرا یک زیر مجموعه از مجموعه بازه ای  S'مجموعه              را در نظر بگیرید. برای

راحتی قرار دهید 



'SI

jj'S

j

)I,I(d)I(w)I(F داریم،  4. 4. بنابراین بنابرلم 





n

1j

YjXjjYX )}I,I(d),I,I(dmax{)I(w)I,I(F 

           



YjXj SI

Yjj

SI

Xjj )I,I(d)I(w)I,I(d)I(w 

).I(F)I(F YSXS YX
  

دو بازه ی             
1M  2وM  1باn1M b}b...,,b{minb

1
  و}a,...,amax{a n1M 2

  را در نظر

 بگیرید.

 هر دو کمینه هستند. 2Mو  1Mدو بازه ی : ]11[. .1. 1لم 

 اثبات

با  Iشامل بازه ی دیگر مانند  1Mکمینه نباشد یعنی  1Mبه برهان های خلف فرض کنیم 

است، پس   1Mمشمول در بازه ی  Iباشد. چون بازه  bو نقطه پایانی راست  aنقطه پایانی چپ 

11 MM bbaa  که این متناقض است با اینکه .}b...,,bmin{b n1M 1
  بنابراین برهان خلف باطل
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و 
1M  کمینه است. اثبات برای

2M  مشابه
1M  است. به برهان خلف فرض می کنیم

2M  کمینه

نباشد یعنی 
2M  شامل بازه ی دیگر مانندI  با نقطه پایانی چپa  و نقطه پایانی راستb  .باشد

بنابراین 
22 MM bbaa   که این متناقض با}a,...,amax{a n1M 2

  است. پس فرض خلف باطل

و 
2M    .نیز کمینه است 

 

فاصله بین دو بازه ی  : ]11[. 11. 1لم 
12 M,M ماکسیمم فاصله روی گراف باز ه ای ،G .است 

 

 اثبات 

XYبرای اثبات کافی است نشان دهیم که برای هر دوبازه  I,I  درS  ،داریم)I,I(d)M,M(d YX21 . 

YXاگر  I~I  آنگاه)I,I(d1)M,M(d YX21  در ادامه به بررسی اینکه .𝐼𝑋 ≁ 𝐼𝑌  .می پردازیم

I,I(d)M,I(d(نشان می دهیم که  YX2X   برای هر دو بازهXI و
YI  درS . 

2M  ،yMطبق تعریف  aa
2
  حال اگر

2My bb   2آنگاهM  مشمول در
YI    است. با استفاده از نتیجه

I,I(d)M,I(d(داریم، XIبرای هر بازه ی دیگری مانند  5. 4 YX2X  اگر .
2My bb  طبق فرضی ،

که قبلاً کردیم، داریم 
2Myx bbb  2ه به تعریف و با توجM  داریمyM aa

2
  آنگاه با استفاده از

yxچون  4. 4( از لم 1قسمت ) bb  و
2Mx bb   وyM aa

2
  ،داریم)I,I(d)M,I(d YX2X  . 

داریم،  2Mو 1Mاز آنجایی که طبق تعریف بازه های 
12 MM aa  ،xM aa

2
  و

1Mx bb  با استفاده ،

I,M(d)M,M(d(داریم،  4. 4( از لم 2از قسمت ) X212  .بنابراین اثبات کامل می شود ، 
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M,M(d(1واضح است اگر  11. 4طبق لم  21   آنگاه برای دو بازه ،
XY I,I  درS ،

1)I,I(d YX  لذا هر جفت از بازه ها مقدار تابع هدف یکسانی به صورت .
SI

j

j

)I(w  را دارا می

M,M(d(1باشند. بنابراین ما فرض می کنیم که  21 . 

}M,M{ : ]11[. 12. 1قضیه  با نقطه منقسم  21
21MMP  ماکسین -2یک جواب بهینه برای مسأله

 است. Gروی گراف بازه ای 

 اثبات 

برای نشان دادن درستی قضیه، کافی است اثبات کنیم که برای هر دو بازه  
XY I,I  درS ،

)I,I(F)M,M(F YX21  بدون از دست دادن کلیت مسأله فرض می کنیم که .yx bb  ابتدا .

مجموعه 
12 MM S,S  را که در آن

21MMp  1نقطه منقسمM 2وM  می باشد را به صورت زیر تعریف

 می کنیم،

}pb|SI{S},pb|SI{S
212211 MMjjMMMjjM  

 ، می توانیم به دست آوریم، 11. 4مشابه اثبات لم 

(4 .1)                             .)M,I(d)I,I(d;)M,I(d)I,I(d 1YYX2XYX  

برای هر بازه 
2MX SI ، 

(4 .2)                             ),M(F)I(F 1SXS
1M1M

 

برای هر بازه 
1MY SI  ، 



ماکسین روی گراف های بازه ای . . . . .  -pمسأله :  چهارمفصل 

. . . .  . . . . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . .  

33 

 

 

 

(4 .3)                         ),M(F)I(F 2SYS
2M2M

 

و برای هر جفت از بازه های 
1MYX SI,I  ، 

(4 .4 )                 );M,I(d)M,I(d)I,I(d 1X2XYX  

(4 .5 )                        .)M,I(d)I,I(d 1YYX  

مشابهاً برای دوبازه 
2MYX SI,I  ، 

(4 .6)                        );M,I(d)I,I(d 2XYX  

(4 .7)                   ).M,I(d)M,I(d)I,I(d 2Y1YYX  

از آنجایی که 
XYp  نقطه منقسم بازهXY I,I ،است، دو حالت ممکن زیر را در نظر می گیریم 

حالت اول، 
2MYX SI,I   آنگاه با توجه به تعریف .

2MS          ،و روش افراز داریم

211 MMXYMX pp,SS  و
2MY SS . 

از آنجایی که 
2MY SS   و

1MX SS   وSSSSS YXMM 21
  ، ،داریم 

221 MYMMX SSSSS  

چون فرض کردیم 
2MYX SI,I  ( داریم،7. 4( و )6. 4طبق رابطه ) 

Yj) توجه داشته باشید که هر  SI  چون ،
2MY SS  ،

2Mj SI  ).نیز می باشد 

)M(F)M,I(d)I(w)I,I(d)I(w)I(F 2S

SI

2jj

SI

YjjYS Y

YjYj

Y
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(4 .8)                          .)M(F)I(F 2SYS YY
 

YMMXاز طرفی چون  SSSS
21
، 

).I(F)I,I(d)I(w)I,I(d)I(w)I(F XSS

SSI

Xjj

SSI

XjjXSS Y2M

Y2Mj1MXj

1Mx 



   

از آنجایی که 
22 MYM SSS ( می توانیم به دست 7. 4( و )6. 4، رابطه زیر را با توجه به رابطه )

 آوریم،

   ).M(F)M,I(d)I(w)I,I(d)I(w)I(F 2SS

SSI

2jj

SSI

XjjXSS Y2M

Y2MjY2Mj

Y2M 



   

(4 .4)                              ).M(F)M(F)I(F)I(F 2SS2SSXSSXSS Y2M1MXY2M1MX   

 ( می توانیم به دست آوریم،4. 4( و )8. 4( و )2. 4استفاده از روابط )با 

                 )I(F)I(F)I,I(F YSXSYX YX
 

      )I(F)I(F)I(F YSXSSXS Y1MX1M
  

                   )M(F)M(F)M(F 2S2SS1S YY2M1M
  

                   )M(F)M(F 2S1S
2M1M

 

         ).M,M(F 21 

حالت دوم.         
2MX SI   و

1MY SI   اگر .
21MMXY pp  آنگاه ،

1MX SS   و
2MY SS . 

 ( داریم،3. 4( و )2. 4با استفاده از روابط )
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      )I(F)I(F)I,I(F YSXSYX YX
 

                  )I(F)I(F YSXS
2M1M

 

                            )M(F)M(F 2S1S
2M1M

 

                                 ).M,M(F 21 

اگر 
21MMXY pp  بدون کاستن از کلیات مسأله فرض می کنیم که ،

21MMXY pp  در این .

صورت 
1MX SS   و

2MY SS   از آنجایی که ،
1MX SS   و

2MX SI  ( نشان 2. 4رابطه )       

M(F)I(F(می دهد که  1SXS XX
  برای زیر مجموعه ی .XMMY SSSS

12
  با استفاده از

 ( داریم، 5. 4( و )4. 4روابط )

  ).M(F)M(F)I(F)I(F 1SS1SSYSSYSS X1M2MYX1M2MY   

 ( داریم،3. 4با استفاده از دو رابطه به دست آمده در بالا  و رابطه )

                 )I(F)I(F)I,I(F YSXSYX YX
 

         )I(F)I(F)I(F YSYSSXS
2M2MYX

  

                   )M(F)M(F)M(F 2S1SS1S
2MX1MX

  

                   )M(F)M(F 2S1S
2M1M

 

                    ).M,M(F 21 
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}M,M{ماکسین بهینه ی -2واضح است که میانه های  12. 4از اثبات قضیه    21
، به وزن 

 های مثبت بازه ها بستگی ندارد. بنابراین نتیجه زیر را داریم،

ینه ی ماکسین به -2همه وزنهای مثبت بازه ها در گراف بازه ای، میانه های  : ]11[. 11. 1نتیجه 

 یکسانی را به ما می دهد. 

 Sبازه مجزا باشد. اگر  pشامل  Sیک زیر مجموعه از  Sفرض کنید مجموعه  : ]11[. 11. 1قضیه 

شامل 
1M  و

2M  باشد، آنگاهS  یک جواب بهینه از مسألهp- 2(ماکسینp(   .است 

  اثبات

MI,...,I,IM{S{بگیرید  2iii1 p21
  یک جواب بهینه برای مسألهp – ،ماکسین باشد. بنابراین 

)}.I,I(d{max)M,M(d
lk ii

p1,k1
21



 

، برای هربازه 12. 4همانند اثبات قضیه 
1Mj SI   ،

1k Mi SI   یا
2k Mi SI  ،

)M,I(d)I,I(d 1jij k
 بنابراین همه بازه ها در .

1MS  1بهM  اختصاص داده می شوند )یعنی

دورترین فاصله به بازه ها در 
1MS 1، بازهM  است( و مشابها همه بازه ها در

2MS  2بهM  اختصاص

 داده می شوند. از این رو 

).M,M(F)M(F)M(F)S(F 212S1S
2M1M

 

 بازه مجزا، داریم،   pشامل  S'بنابراین برای هر زیر مجموعه 

      ).'S(F)M,M(F)S(F 21  
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از آنجایی که   
1Mو

2M  کمینه هستند و می توانند با محاسبه به  11. 4با استفاده از لم

b{min{ترتیب  i
ni1 

a{max{و   i
ni1 

 به دست آیند، قضیه زیرا را داریم، O(n)در زمان  

 گراف های بازه در زمان خطی قابل حل است. ماکسین روی-pمسأله  : ]11[. 11. 1قضیه 

( به دست می آوریم. برای 11. 4به عنوان مثال دو میانه های ماکسیمم را در شکل ) . ]17[ .3. 4مثال 

این کار کافی است دو بازه ی کمینه ی 
1M  و

2M ( 11. 4را بیابیم. مطابق شکل )

1101 b}b,...,b{Min   11لذا IM   10101و a}a,...,a{Max  102، لذا IM  دو میانه ماکسیمم با ،

4MMنقطه منقسم  bP
21
  74هستند. مقدار تابع هدف برابر است با)M,M(F. 21  

روش به دست آوردن نقطه منقسم 
21MMP  و مقدار تابع هدف)M,M(F 21

 به صورت زیر است،  

3}I,I,I,I{}I),2,I(RSUC),1,I(RSUC,I{)M,M(d 109411011121  

 فرد است داریم، dچون 

41 I)1,M(RSUC  

4MMلذا   bP
21
 

}I,I,I,I,I,I{}bb|SI{S 10987654jjM 1
 

}I,I,I,I{}bb|SI{S 12344jjM 2
 

74)I,I(d)I(w)I,I(d)I(w)M(F)M(F)M,M(F

1Mj 2Mj

2M1M

SI SI

10jj1jj2S1S21   
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی
 

 median Problem-1 میانه-1مسأله 

 maxian Problem-2 ماکسین-1مسأله 

p- میانه محض Absolute p-median 

 Block Graphs گراف های بلوکی

 Branch-Tree شاخه درخت

 Center مرکز

 Classical p-median Problem میانه-pمسأله کلاسیک 

 Componet مؤلفه

 Divided Point نقطه منقسم

 Elementary Branch شاخه اولیه

 Extention بسط

 Generation نسل

 Interval Graphs گراف های بازه ای

 Left Sub Tree زیر درخت چپ

 Location Problem مسأله مکانیابی

 Maxian Median میانه ماکزیمم

 Median میانه

 Merging ادغام

 Minimal کمینه

 Minimax مینیماکس



واژه نامه انگلیسی به فارسی . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . .
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 Minisum کمترین مجموع

 Multi Facility Minimax Problem مینیماکسمسأله چند وسیله ای 

 Multi Facility Minisum Problem مسأله چند وسیله ای با کمترین مجموع

NP-سخت NP-hard 

 Obnoxious Facility Location Problem مسأله مکانیابی تسهیلات مضر

 P-center Problem مرکز-pمسأله 

 P-maxian Problem ماکسین-pمسأله 

 P-median Problem میانه-pمسأله 

 Post-order پیمایش برگ به ریشه

 Right Subtree زیر درخت راست

 Single Facility Minimax Problem مسأله تک وسیله ای مینیماکس

 Single Facility Minisum Problem مسأله تک وسیله ای با کمترین مجموع

p- میانه رأسی Vertex P-median 
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Abstract 

        In recent years, there has been an increasing interest in obnoxious facility location 

problems where one or more facilities are to be placed as far away as possible from the 

clients. P-maxian problem is one of obnoxious facilities location problems. This 

dissertation treats in p-maxian problem on tree and interval graph and presents 

solutions for its solving. 

At first define location problems and investigate 1-maxian problem on tree. In third 

section consider p-maxian problem on tree and show that the leaves of a longest path 

provide an optimal solution for the 2-maxian problem (and the p-maxianproblem, p>2) 

on a tree. 

In fourth section introduce interval graphs and investigate p-maxian problem on 

interval graphs where each interval has a positive weight. First we propose a linear 

time algorithm to solve the weighted 1-maxian problem. For a 2-maxian problem, we 

show that two intervals with the minimum right endpoint and the maximum left 

endpoint, respectively, are an optimal solution. It can be easily extended to the             

p-maxian problem (p ≥ 3). 

Keywords: Location theory; p-maxian; p-median problem; Obnoxious facilities; 

interval graph. 



  

 

 


