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چͺیده
مͬ�پردازیم. تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل به پایان�نامه این در
دیفرانسیل معادلات دوم فصل در مͬ�پردازیم. نیاز مورد تعاریف و مفاهیم بیان به اول فصل در
اساس و مͬ�کنیم معرفͬ را محدود المان�های روش سوم فصل در مͬ�کنیم. معرفͬ را تصادفͬ
فصل در مͬ�دهیم. توضیح تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات روی بر را آن کار
حالت دو در را همͽرایͬ سرعت رفتار و مͬ�دهیم پیشنهاد معادلات این برای عددی روش آخر
این سر تا سر در نمودارها تمامͬ رسم مͬ�کنیم. مقایسه هم با ͬͽرن اختلال و سفید اختلال

است. شده انجام Matlab نرم�افزار از استفاده با پایان�نامه



یਪھا৩هآૡঙଘمقدৎ
ਗیऒواঘندசداষند



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

علͬ دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مس�فروش،

نمͬ�رسید. انجام به
تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که احسنͬ�طهرانͬ دکترحجت آقای جناب از
کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این آماده�سازی در و فرمودند
و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در دارم. را امتنان
عاطفه پاس به عزیزم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را، مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار

اॶࢣൌࣱل�و৯دی ෙ७ور۱۳۹۱آঃه
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

مقدمه ١.١

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای را ١ محدود المان�های روش پایان�نامه این در
فرم به (SPDE)٢ خطͬ تصادفͬ

du+ Au dt = dW , u(٠) = u٠ , (١.١)

که است، ∥ · ∥ نرم و ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای H = L٢(D) اینجا در مͬ�بریم، کار به
فضای روی H در مقادیری با تصادفͬ فرایند ͷی u(t) .d = ١,٢,٣ برای Rd در کراندار ناحیه D
D(A) = H٢ ∩ H١

٠ دامنه با لاپلاس عملͽر A = −∆ =
∑d

i=١
∂٢

∂x٢
i
است، (Ω,F ,P) احتمال

کواریانس عملͽر با (Ω,F ,P) احتمال فضای Hروی در مقادیری با وینر فرایند ͷیW (t) مͬ�باشد،
مͬ�باشد. Q : H → H

شیمͬ، ،ͷفیزی مانند زمینه�ها از بسیاری در ریاضͬ مدل�سازی در کلیدی ابزارهای از معادلات
و یͺتایͬ وجود، هستند. مال۵ͬ ریاضیات و تصاویر۴ آنالیز اعصاب٣، فیزیولوژی زیست�شناسͬ،
همچنین . [١٢] است شده بررسͬ کامل به�طور نیم�گروه، عملͽر با SPDEها جواب�های خواص
،[٣٢] ،[٢۴] ،[٢] است گرفته قرار توجه مورد اخیر سال�های در معادلات برای عددی تقریب�های
هدف .[٣٣] و [٣۴] ،[٣۵] ،[٣٠] ،[٢٩] ،[١٩] ،[٣١] ،[٢٢] ،[٨] ،[۶] ،[٧] ،[١] ،[١۵]

١Finite element method
٢Linear stochastic partial differential equation
٣Neurophysiology
۴Image analzsis
۵Mathematical finance



٢ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

D = (٠,١) ∈ R١ که است، (١.١) حل برای محدود المان روش ͷی ارایه پایان�نامه این از اصلͬ
ضعیف جواب ͷی .[١] مͬ�کنیم استفاده همͽرایͬ سرعت� نتایج بررسͬ برای کننده حل این از .

به�صورت (١.١)

u(t) = E(t)u٠ +

∫ t

٠
E(t− s) dW(s), t ≥ ٠. (٢.١)

عملͽر کنید فرض مͬ�باشد. −A توسط شده تولید تحلیل۶ͬ نیم�گروه E(t) = e−At آن در که است،
پایه تشͺیل که باشند ویژه مقادیر با متناظر ویژه توابع el و γl > ٠ ویژه مقادیر دارای Qکواریانس

آنͽاه مͬ�دهند، H برای متعامد یͺه

W (t) =
∞∑
l=١

γ
١
٢
l βl(t)el , (٣.١)

مستقل، مقدار، حقیقͬ براون٨ͬ یͷحرکت ،βl(t)، l = ١,٢, ..., که مͬ�شود، گفته وینر٧ فرایند ͷی
است. (Ω,F ,P) احتمال فضای روی یͺسان نرمال توزیع با و

اختلال خاص (حالت ٩ استوانه�ای وینر فرایند به وینر فرایند آنͽاه همانͬ) (عملͽر Q = I اگر
به�صورت و است موسوم ( سفید١٠

W (t) =
∞∑
l=١

βl(t)el ,

بود. خواهد
معادله برای uh(t) تقریبͬ جواب کردن پیدا دنبال به (١.١) برای محدود المان�های روش در

duh + Ahuh = Ph dW , uh(٠) = Phu٠ , (۴.١)

Ah : Sh → Sh و ٠ < h < ١ پیوسته، قطعه�ای خطͬ توابع فضای Sh ⊂ H١
٠ (D) که هستیم.

که مͬ�باشد گسسته لاپلاس عملͽر

(AhΨ, χ) = (∇Ψ,∇χ) , ∀χ ∈ Sh .

۶Analytic semigroup
٧ Wiener process
٨Brownian motion
٩Cylindrical wiener process
١٠White noise



٣ مقدمه .١.١

به�صورت ١١ قائم تصویر ͷی Ph : L٢ → Sh و

(Phf, χ) = (f, χ) , ∀χ ∈ Sh ,

به�علاوه است،

uh(t) = Eh(t)Phu٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)Ph dW(s) , Eh(t) = e−Aht , (۵.١)

مͬ�کنیم. محاسبه را
مساله زمانͬ، گام به�عنوان پسرو اویلر روش بردن �کار به و فضا در (١.١) گسسته�سازی از بعد

مͬ�آوریم. بدست را زیر ماتریسͬ به�صورت شده گسسته

Bξn + knAξn = Bξn−١ + η .

ماتریس B =
∫
D φiφj dx سفت١٢ͬ، ماتریس A =

∫
D ∇φi∇φj dx , (i, j = ١ . . .M) آن در که

.∆W = W n −W n−١ اینجا در که اختلال (η)j = (∆W,φJ) مجهول١۴، بردار ξn جرم١٣،

باشد حقیقͬ اعداد از مجموعه ͷی R کنید فرض .١.١.١ تعریف
Rd = {(x١, x٢, ...xd) , xi ∈ R , i = ١,٢, ...d} ,

d = ٢ برای بازه، ͷی دامنه d = ١ برای باشد. محدب و باز اگر مͬ�شود گفته یͷدامنه ،Ω ⊆ Rd

و مͬ�دهیم نشان ∂Ω = Γ با را دامنه مرز مͬ�باشد. فضا از قسمتͬ d = ٣ برای صفحه، از قسمتͬ
مͬ�کنیم. تعریف Ω̄ = Γ ∪ Ω به�صورت را دامنه بستار

مͬ�گوییم، L٢(Ω) فضای را باشد انتͽرال�پذیر آن�ها مربع که توابعͬ همه� فضای .٢.١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت L٢(Ω) فضای در نرم و داخلͬ ضرب

،⟨v, w⟩ = ⟨v, w⟩L٢(Ω) =
∫
Ω
vw dx •

.∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = ⟨v, v⟩ ١
٢ = (

∫
Ω
v٢dx)

١
٢ •

مͬ�گوییم. ١۵ باناخ فضای ͷی را، نرم�دارکامل فضای ͷی .٣.١.١ تعریف
١١Orthogonal projection
١٢Stiffness matrix
١٣Mass matrix
١۴Load vector
١۵Banach space



۴ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

مͬ�گوییم. ١۶ هیلبرت فضای ͷی را، کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی .۴.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت سوبولف١٧ فضای ͷی .۵.١.١ تعریف

Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω) ;D
αv ∈ L٢(Ω), |α| < k} ,

مͬ�شود. گفته یͷچنداندیسه١٨ و است نامنفͬ صحیح عناصر از dتایͬ بردار α = (α١, . . . , αd) که
مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت آن طول و nام مرتبه مشتق

Dαv =
∂|α|v

∂xα١
١ . . . ∂xαd

d

, |α| =
d∑

i=١
αi .

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت سوبولف فضای روی نیم�نرم و نرم داخلͬ، ضرب

،⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =
∑

|α|≤k

∫
Ω
DαvDαw dx •

،∥v∥k = ∥v∥Hk =
(∑

|α|≤k

∫
Ω
(Dαv)٢ dx

) ١
٢ •

.|v|k = |v|Hk =
(∑

|α|=k

∫
Ω
(Dαv)٢ dx

) ١
٢ •

فضا این در

،H٠ = H = L٢ , ∥v∥H٠ = ∥v∥ : k = ٠ اگر •

،H١ = {v ∈ L٢, D
αv ∈ L٢, |α| ≤ ١} : k = ١ اگر •

.H١
٠ = {v ∈ H١, v|Γ = ٠} •

به��صورت Ḣ فضای .۶.١.١ تعریف

Ḣ = {v ∈ H : ⟨v, v⟩ = ٠} ,

Ḣβفضای ،D(A) = H٢ ∩H١
٠ دامنه با لاپلاس) (عملͽر A = −∆ کنید فرض مͬ�شود. تعریف

به�صورت و مͬ�باشد H بستار واقع در

Ḣβ = D(A) = {v ∈ H, ∥v∥Ḣβ < ∞, β ∈ R} ,
١۶ Hillbert space
١٧Sobolev spase
١٨Multi index



۵ مقدمه .١.١

روی شده تعریف نرم ،Ḣβ = Ḣβ(D) = D(A
β
٢ ) کنید فرض ،β ∈ R هر برای مͬ�شود. تعریف

به�صورت Ḣβ

|v|β = ∥A
β
٢ v∥ , |v|٢β =

∞∑
j=١

λβ
j (v, φj)

٢ ,

هستند. λj ویژه مقادیر با متناظر پایه�ای توابع φjها که است.

زیر از مجموعه��ای ،Ω روی F σ-جبر ͷی باشد، ناتهͬ مجموعه� ͷی Ω کنید فرض .٧.١.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که است Ω مجموعه�های

،Ω ∈ F .١

،f c = Ω−F fکه c ∈ F آنͽاه باشد f ∈ F اگر .٢

.∪∞
i=١fi ∈ F آنͽاه f١, f٢, . . . , fn ∈ F اگر .٣

صدق زیر شرایط در به�طوری�که است P : F → Ω تابع ،(Ω,F) احتمال اندازه .٨.١.١ تعریف
کند:

،P(Ω) = ١,P(∅) = ٠ .١

آنͽاه باشند مجزا دو به دو مجموعه�های A١,A٢, . . . ,An ∈ F اگر .٢

P(∪∞
i=١Ai) =

∞∑
i=١

P(Ai) .

اندازه ͷی P : F → [٠,١] و σ-جبر ͷی F دامنه، Ω که (Ω,F ,P) مجموعه� .٩.١.١ تعریف
مͬ�گوییم. احتمال فضای ͷی را، است احتمال

(Ω,F ,P,Ft⩾فضای(٠ مͬ�گوییم، یͷفیلتریشن را {Ft}t⩾٠ σ-جبرهای از یͷدنباله تعریف١٠.١.١.
مͬ�گوییم. فیلتریشن به مجهز احتمال فضای ͷی را

E(w) ریاضͬ امید باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای در تصادفͬ متغیر ͷی w اگر .١١.١.١ تعریف
به�صورت

E(w) =

∫
Ω

w dP .

مͬ�شود. تعریف



۶ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

مͬ�کنیم: تعریف ،H هیلبرت فضای هر برای .١٢.١.١ تعریف

L٢(Ω;H) = {v : Ω → H;E∥v∥٢
H =

∫
Ω

∥v∥٢
H dP < ∞} ,

. ∥v∥L٢(Ω;H) =
(
E∥v∥٢

H

) ١
٢ نرم با

مͬ�کنیم: تعریف ،Ḣβ = D(A
β
٢ ) فضای هر برای و

L٢(Ω; Ḣ
β) = {v : Ω → Ḣβ;E|v|٢β =

∫
Ω

∫
D
∥A

β
٢ ∥٢ dx dP < ∞} ,

. |v|L٢(Ω;Ḣβ) =
(
E|v|٢β

) ١
٢ نرم با

Hمͬ�گوییم ١٩روی هیلبرتاشمیت عملͽر Ψرا : H → H کراندار خطͬ عملͽر تعریف١٣.١.١.
اگر ،Ψ ∈ L٠

٢ = HS(H,H) و

∥Ψ∥HS = ∥Ψ∥L٠
٢
=

( ∞∑
l=١

∥Ψφl∥٢) ١
٢ < ∞ ,

است. H در دلخواه متعامد یͺه پایه ͷی ،{φl}, l = ١,٢, ..., که

با {Φ(t)}t∈[٠,T ] فرایند باشد. کراندار خطͬ توابع فضای L(U,H) کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
اگر مͬ�شود گفته مقدماتͬ L(U,H) در مقادیری

t٠ < t١ < · · · < tN = T ,N ∈ N ,

به�طوری�که باشد داشته وجود

Φ(t) =
N−١∑
m=٠

Φm١(tm,tm+١](t) , t ∈ [٠, T ] ,

که

مͬ�باشد، قوی Ftm-اندازه�پذیر ،Φm : (Ω,F) → L(U,H) •

مͬ�باشد. L(U,H) در متناهͬ مقدار ͷی دارای فقط Φm •

مͬ�دهیم. نشان E با را مقدماتͬ توابع خطͬ فضای اینجا در
١٩Hilbert shmidt



٧ مقدمه .١.١

به�صورت را تصادف٢٠ͬ انتͽرال Φ ∈ E برای (Itô integral) .١۵.١.١ ∫تعریف t

٠
ΦdW :=

N−١∑
m=٠

Φn(∆Wn(t)) , t ∈ [٠, T ] ,

که مͬ�کنبم، تعریف

∆Wn(t) = W (tn + ١ ∧ t)− (tn ∧ t) , t ∧ s = min(t, s) .

ایزومتری ویژه�گͬ دارای تصادفͬ انتͽرال این علاوه��بر

E
∥∥ ∫ t

٠
Ψ(s)dW(s)

∥∥٢
=

∫ t

٠
∥EΨ(s)Q

١
٢∥٢

HSds ,

مͬ�باشد. ریاضͬ امید E که است،

t ∈ [٠, T ] به پیوسته به�طور P−a.s. که β(t) تصادفͬ متغیرهای از خانواده ͷی .١۶.١.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه مͬ�گوییم، [٠, T ] روی براون٢١ͬ حرکت ͷی را باشند وابسته

،P(β(٠) = ٠) = ١ .١

β(t١)− ،(s١, s٢) و (t١, t٢) مجزای زمانͬ بازه�های برای یعنͬ است مستقل نمو ͷی β(t) .٢
است، β(s١)− β(s٢) از مستقل β(t٢)

√
t− s واریانس و صفر میانͽین با نرمال توزیع ͷی β(t)− β(s) ،٠ ≤ s ≤ t ≤ T برای .٣

یعنͬ مͬ�باشد
β(t)− β(s) ∼ N(٠,

√
t− s) ,

نیست. دیفرانسیل�پذیر اما است پیوسته β(t) .۴

N مͬ�آید، بدست گسسته زمانͬ فاصله�های در آن مقادیر کردن پیدا با براونͬ حرکت شبیه�سازی
مͬ�شود: ارایه زیر به�صورت [٠, T ] بازه� تحت براونͬ حرکت تقریب امین

، tn = n
N
T .١

،∆ = tn − tn−١ = T
N

.٢
٢٠Stochastic integral
٢١Brownian motion



٨ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١
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براونͬ حرکت شبیه�سازی :١.١ شͺل

،Wn = β(tn)− β(tn−١) =
√
∆RandN .٣

. β(tn) = β(tn−١) +
∑n

j=١ Wj =
∑n

j=١ Wj = β(tn−١) +Wn .۴

(آ�.٢) کرده�ایم. شبیه�سازی را ساده براونͬ حذکت ͷی ١.١ شͺل در .١٧.١.١ مثال

نمایͬ تابع روی را براونͬ حرکت ٢.١ شͺل در .١٨.١.١ مثال

u(W (t)) = exp
(
t+

١
٢W (t)

)
,

کرده�ایم. شبیه�سازی

از {E(t)}t≥٠ خانواده ͷی باشد، ∥ · ∥ نرم با باناخ فضای ͷی X کنید فرض .١٩.١.١ تعریف
اگر: مͬ�شود گفته کراندار خطͬ عملͽرهای از نیم�گروه ͷی ،X روی کراندار خطͬ عملͽرهای

،E(٠) = I •

.E(t+ s) = E(t)E(s) ∀ s, t ≥ ٠ •

اگر مͬ�شود گفته قوی پیوسته نیم�گروه
limt→٠+E(t)x = x ∀x ∈ X.



٩ مقدمه .١.١
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(١٨.١.١) نمایͬ تابع ͷی روی براونͬ حرکت :٢.١ شͺل

D(A) = H٢(Ω) ∩ H١
٠ (Ω) دامنه با L٢(Ω) روی غیرکراندار عملͽر ͷی A = −∆ کنید فرض

فشرده معͺوس با L٢(Ω) روی خودالحاق و معین�مثبت چͽال، بسته، عملͽر ͷی A آنͽاه باشد،
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را E(t) = e−At جواب عملͽر مͬ�باشد.

E(t)v =
∞∑
j=١

e−tλj(v, φj)φj , v ∈ L٢(Ω) ,

هستند. A از ویژه، بردارهای از متعامد یͺه پایه و ویژه مقادیر φj و λj > ٠ که

مختلط تابع ͷی به�صورت را آن بتوان اگر مͬ�شود گفته E(t)تحلیلͬ نیم�گروه .٢٠.١.١ تعریف
گسترش هستند مثبت t محور شامل مختلط صفحه از بخش ͷی در که zهایͬ برای E(z) تحلیلͬ

داد.



٢ فصل

(SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.٢

،٢ شناسͬ امراض شیمͬ، شناس١ͬ، زیست چون وسیعͬ زمینه�های در تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
معادلات، این مهم کاربردهای از ͬͺی دارد. کاربرد تجارت و اقتصاد ،٣ͷترونیͺال ریز ،ͷانیͺم
با آشنایͬ نیازمند SDEها کامل فهم .[٢٨] است سهام بازار در قیمت نوسانات برای مدلͬ ارایه
آشنایͬ است کافͬ SDEها، عددی سازی شبیه برای مͬ�باشد. پیشرفته تصادفͬ فرایندهای و احتمال
متغیرهای از مستقیمͬ درک و معمول۵ͬ دیفرانسیل معادلات حل برای اویلر۴ روش با مختصری
برای را ساده عددی روش�های مͬ�توان چͽونه که مͬ�دهیم توضیح اینجا در باشیم. داشته تصادفͬ
مͬ�پردازیم. پایداری و بودن خطͬ همͽرایͬ، چون مفاهیمͬ درمورد بحث به و برد کار به SDEها حل

(SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ٢.٢

برای زمینه�ای پیش به�عنوان آنها عددی حل و تصادفͬ دیفرانسیل معادلات معرفͬ به بخش، این در
. [١٠] مͬ�پردازیم تصادفͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

(Ω,F ,P) احتمال فضای روی وینر فرایند ͷی یا براونͬ حرکت ͷی β(t) , t ≥ ٠ کنید فرض
١Biology
٢Epidemiology
٣Micro electronic
۴Eueler
۵Ordinery diffrential equation



١١ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

فرم به معادلاتͬ باشد،

dX(t) = µ(t,X(t)) dt + σ(t,X(t)) dβ(t) , (١.٢)

زمان به وابسته و معادله ضرایب σ(X(t), t) و µ(X(t), t) مͬ�گوییم، تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
... و گوسͬ روش کارلو٨، مونت روش تیلور٧، روش اویلر۶، روش چون زیادی روش�های هستند.
عددی حل همراه به اویلر روش از مختصری شرح اینجا در مͬ�شود، برده کار به SDE ͷی حل برای

مͬ�دهیم. ارایه را آن

(SDE) ͷی حل برای اویلر روش ١.٢.٢

تصادفͬ دیفرانسیل معادله

dX(t) = µ(t,X(t)) dt + σ(t,X(t)) dβ(t) , (٢.٢)

تقریب X̂ و σ : [٠, T ] × Rn → Rn×m و µ : [٠, T ] × Rn → Rnآن در که [٠, T ] بازه� روی را
مͬ�کنیم: افراز زیر به�صورت را [٠, T ] بازه ابتدا بͽیرید، نظر در را است X از زمانͬ گسسته

٠ = t٠ < t١ < t٢ . . . < tn = T ,

زیر به�صورت تصادفͬ دیفرانسیل معادله پسرو٩ اویلر فرمول از استفاده با حال ،X̂(٠) = X(٠) و
بود: خواهد

X̂(ti+١) = X̂(ti) + µ(ti, X̂(ti))∆ti + σ(ti, X̂(ti))
√
∆tiZi+١ , (٣.٢)

معادله بنابراین ،∆ti = ti − ti−١ = h هستند، تصادفͬ استاندارد نرمال بردارهای Z١, Z٢, . . . که
نوشت: زیر به�صورت �مͬ�توان را (٣.٢)

X̂(ti+١) = X̂(ti) + µ(X̂(ti))h+ σ(X̂(ti))
√
hZi+١ . (۴.٢)

فرایند .١.٢.٢ تعریف

X(t) = X(٠) +
∫ t

٠
µ(X(s), s) ds +

∫ t

٠
σ(X(s), s) ds ,

۶Eueler
٧Tylore
٨Monto carlo
٩Backward Eueler



١٢ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢

و
∫ t

٠ µ(X(s), s) ds انتͽرال�های t > ٠ همه برای اگر است (١.٢) SDE از ١٠ قوی جواب ͷی
باشد. انتͽرال ایتو ͷی دوم عبارت و موجود

∫ t

٠ σ(X(s), s) ds

داده β(t) براونͬ حرکت از F(t, (β(s), s ≤ t)) توابع برخͬ قوی، جواب ͷی .١ .٢.٢.٢ تذکر
مͬ�باشد. شده

دیفرانسیل معادله ͷی به تبدیل تصادفͬ دیفرانسیل معادله� آنͽاه باشد، σ = ٠ (١.٢) در اگر .٢
مͬ�شود. ١١ معمولͬ

غیر a(t) بͽیرید، نظر در مͬ�کند صدق dX(t) = a(t)dβ(t) در که را X(t) فرایند .٣.٢.٢ مثال
که است واضح مͬ�باشد. تصادفͬ

X(t) = X(٠) +
∫ t

٠
a(s) dβ(s) .

داریم: جز به جز انتͽرال�گیری از استفاده با

X(t) = X(٠) + a(t)β(t)−
∫ t

٠
β(s)a′(s) d(s) ,

این�صورت در باشد، دیفرانسیل�پذیر a(t) مͬ�کنیم فرض

F(t, (x(s), s ≤ t)) = X(٠) + a(t)x(t)−
∫ t

٠
x(s)a′(s) d(s) .

بͽیرید: نظر در را زیر SDE .۴.٢.٢ مثال

dX(t) = µX(t) dt + σX(t) dβ(t) , X(٠) = ١ .

و انتͽرال ایتو از استفاده با ،�f ′′(x) = − ١
x٢ و f ′(x) = ١

x
آنͽاه ،f(x) = lnx مͬ�دهیم قرار

مͬ�آوریم. بدست قوی جواب ͷی جز به جز انتͽرال�گیری

d(lnX(t)) =
١

X(t)
dX(t) +

١
٢
(
− ١

X(t)٢

)
σ٢X(t)٢dt

=
١

X(t)

(
µX(t) dt + σX(t) dβ(t)

)
− ١

٢σ٢ dt

= (µ− ١
٢σ٢) dt + σ dβ(t) ,

١٠Strong solution
١١Ordinary diffrential equation



١٣ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

در Y (t) = lnX(t) بنابراین

dY (t) = (µ− ١
٢σ٢) dt + σ dβ(t) ,

داشت: خواهیم لذا مͬ�کند. صدق

Y (t) = (µ− ١
٢σ٢)t+ σβ(t) ,

و

X(t) = X(٠)e(µ− ١
٢σ

٢)t+σβ(t) .

X̂(t) فرایند ͷی ،β̂(t) براونͬ حرکت ͷی فیلتریشن، ͷی با احتمال فضای ͷی اگر .۵.٢.٢ تعریف
به�طوری�که: باشد، موجود فیلتریشن با سازگار

باشد، احتمال توزیع (٠)X̂دارای •

باشند، موجود زیر انتͽرال�های tها همه برای •

در X̂(t) و •

X̂(t) = X̂(٠) +
∫ t

٠
µ(X̂(u), u) du+

∫ t

٠
σ(X̂(u), u) dβ̂(u) ,

بود. خواهد (١.٢) SDE برای ضعیف١٢ جواب ͷی X̂(t) آنͽاه کند، صدق

بͽیرید: نظر در را زیر معادله (Tanaka’s SDE) .۶.٢.٢ مثال

dX(t) = sign(X(t) dβ(t)) ,

که

sign =


١ if x ≥ ٠,

−١ if x < ٠ ,

X(t) کنید فرض است. Tanaka’s SDE از یͺتا ضعیف جواب ͷی براونͬ حرکت مͬ�دهیم نشان
فرایند در باشد، براونͬ حرکت تعدادی

Y (t) =

∫ t

٠

١
sign(X(s))

dX(s) =

∫ t

٠
sign(X(s)) dX(s) ,

١٢Weak solution



١۴ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢

مͬ�باشد، سازگار sign(X(t)) •

،
∫ T

٠ (sign(X(t)))٢dt = T < ∞ •

است. پیوسته مارتینͽل ͷی و تعریف خوش Y (t) •

[Y, Y ](T ) =

∫ T

٠
(sign٢(X(S)))d[x, x](s) =

∫ t

٠
ds = t .

است، براونͬ حرکت ͷی Y (t) لذا

β̂(t) =

∫ t

٠

dX(s)

sign(X(s))
.

است. براونͬ حرکت ͷی ضعیف، جواب هر بنابراین

X(٠) اولیه مقدار با (٢.٢) تقریبͬ و واقعͬ X̂(t)جواب�های و X(t) کنید فرض .٧.٢.٢ نتیجه
X̂(t) و X(t) جواب دو هر اگر است یͺتا X(٠) اولیه مقدار با SDE معادله جواب گوییم باشند،

یعنͬ: باشند معادل [٠, T ] بازه روی
P
(
sup٠≤t≤T |X(t)− X̂(t)|

)
= ٠ .

داریم: آنͽاه باشند اویلر روش در واقعͬ و تقریبͬ جواب�های ،X(t) و X̂(t) اگر .٨.٢.٢ لم

قویͬ) (همͽرایͬ ،∥X(t)− X̂(t)∥ =

√
E(X(t)− X̂(t))٢ ∼ O(

√
∆t) (i

ضعیف) (همͽرایͬ .∥X(t)− X̂(t)∥ = E(X(t)− X̂(t)) ∼ O(∆t) (ii

دارند وجود F و A مثبت و صحیح اعداد کنید فرض (Gronwall inequality) .٩.٢.٢ لم
در f : R → R تابع به�طوری�که

f(t) ≤ F + A

∫ t

٠
f(s) ds ,

آنͽاه: کند. صدق
f(t) ≤ FeAt .

داریم: لذا ،I(t) =
∫ t

٠ f(s) ds کنید فرض برهان.

dI

dt
≤ F + AI , (۵.٢)



١۵ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

داریم: e−At در (۵.٢) طرف دو ضرب با

d

dt
(Ie−At) ≤ Fe−At , (۶.٢)

داشت: خواهیم I(٠) = ٠ اینͺه به توجه با و (۶.٢) طرف دو از گرفتن انتͽرال با

I ≤ F
(e−At − ١)

A
.

µ : [٠, T ]×Rn → Rn باشد (Ω,F ,P) روی وینر فرایند ͷی W (t) کنید فرض .١٠.٢.٢ قضیه
شرط: در که باشند اندازه�پذیر توابع σ : [٠, T ]× Rn → Rn×m و

|µ(x, t)|+ |σ(x, t)| ≤ C
(
١ + |x|

)
, x ∈ Rn , t ∈ [٠, T ] ,

لیپشیتز١٣: شرط و

|µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y| , x, y ∈ Rn , t ∈ [٠, T ] ,

تصادفͬ متغیر ͷی Z کنید فرض .|σ|٢ =
∑

i,j |σij|٢ ثابت، C ≥ ٠ و D ≥ ٠ که کنند، صدق
به�طوری�که: باشد F (m)

∞ σ-جبر از مستقل

E[|Z|٢] < ∞ .

تصادفͬ دیفرانسیل معادله آنͽاه

dX(t) = µ(t,X(t)) dt + σ(t,X(t)) dβ(t) , (٧.٢)

و است X = (X(t))٠≤t≤T واحد جواب ͷی دارای

E

[∫ T

٠
|X(t)|٢ dt

]
< ∞ .

X٢(t, w) = X̂t(w) و X١(t, w) = Xt(w) کنید فرض مͬ�کنیم، اثبات را یͺتایͬ ابتدا برهان.
که X٢(t, w) = Ẑ(w) و X١(t, w) = Z(w) به�طوری�که باشند، Ẑ و Z اولیه مقدار با جواب�هایͬ

١٣Lipschitz



١۶ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢

.Z = Ẑ دهیم نشان باید .w ∈ Ω

داریم: آنͽاه γ(s, w) = σ(s,Xs)− σ(s, X̂s) و a(s, w) = µ(s,Xs)− µ(s, X̂s) مͬ�دهیم قرار

E
[
|Xt − X̂t|٢

]
= E

[(
Z − Ẑ +

∫ t

٠
a ds +

∫ t

٠
γ dβs

)٢
]

≤ ٣E
[
|Z − Ẑ|٢

]
+ ٣E

[( ∫ t

٠
a ds

)٢
]
+ ٣E

[( ∫ t

٠
γ ds

)٢
]

≤ ٣E
[
|Z − Ẑ|٢

]
+ ٣tE

[∫ t

٠
a٢ ds

]
+ ٣E

[∫ t

٠
γ٢ ds

]
≤ ٣E

[
|Z − Ẑ|٢

]
+ ١)٣ + t)D٢

∫ t

٠
E
[
|Xs − X̂s|٢

]
ds .

تابع بنابراین

v(t) = E
[
|Xt − X̂t|٢

]
; ٠ ≤ t ≤ T

در

v(t) ≤ F + A

∫ t

٠
v(s) ds ,

داریم: (٩.٢.٢) لم از استفاده با .A = ١)٣ + t)D٢ و F = ٣E
[
|Z − Ẑ|٢

]
که مͬ�کند، صدق

v(t) ≤ FeAt .

بنابراین: و بود خواهد v(t) = ٠ ،t ≥ ٠ همه برای و F = ٠ آنͽاه ،Z = Ẑ کنید فرض اکنون
P
[
|Xt − X̂t| = ٠ , ∀ t ∈ Q ∩ [٠, T ]

]
= ١ ,

لذا است. گویا اعداد مجموعه Q که
P
[
|X١(t, w)−X٢(t, w)| = ٠ , ∀ t ∈ Q ∩ [٠, T ]

]
= ١ ,

شد. کامل یͺتایͬ اثبات
داریم: k روی استقرا با و Y (k)

t = Y
(k)
t (w) و Y (٠)

t = X٠ مͬ�کنیم تعریف وجود، اثبات برای

Y
(k+١)
t = X٠ +

∫ t

٠
µ(s, Y (k)

s ) ds +

∫ t

٠
σ(s, Y (k)

s ) dβs .

داریم: یͺتایͬ اثبات مشابه روش به

E
[
|Y (k+١)

t − Y
(k)
t |٢

]
≤ ١)٣ + T )D٢

∫ t

٠
E
[
|Y (k)

t − Y
(k−١)
t |٢

]
ds k ≥ ١ , t ≤ T ,



١٧ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

و

E
[
|Y (١)

t − Y
(٠)
t |٢

]
≤ ٢C٢t١)٢ + E[|X٢|٠] + ٢C٢t(١ + E[|X٢|٠]

≤ A١t ,

مͬ�آوریم: بدست k روی استقرا با بنابراین مͬ�باشد. E[|X٢|٠] و T ،C به وابسته فقط A١ که

E
[
|Y (k+١)

t − Y
(k)
t |٢

]
≤

Ak+١
٢ tk+١

(k + ١)! ; k ≥ ٠ , t ∈ [٠, T ] ,

m > n ≥ ٠ و باشد [٠, T ] روی لب اندازه λ اگر اینرو از مͬ�باشد. D و T ،C به وابسته فقط A٢

داریم:

∥∥Y m)
t − Y

(n)
t

∥∥
L٢(λ×P )

=
∥∥∥m−١∑

k=n

Y
(k+١)
t − Y

(k)
t

∥∥∥
L٢(λ×P )

≤
m−١∑
k=n

∥∥Y (k+١)
t − Y

(k)
t

∥∥
L٢(λ×P )

=
m−١∑
k=n

(
E
[ ∫ T

٠

∣∣Y (k+١)
t − Y

(k)
t

∣∣٢ dt]) ١
٢

≤
m−١∑
k=n

(∫ T

٠

Ak+١
٢ tk+١

(k + ١)!
) ١

٢
=

m−١∑
k=n

(Ak+١
٢ T k+١

(k + ١)!
) ١

٢ → ٠ .

L٢(λ× P ) در {Y n
t }∞n=٠ اینرو از مͬ�باشد. L٢(λ× P ) در کوشͬ دنباله ͷی {Y n

t }∞n=٠ بنابراین
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Xt است. همͽرا

Xt := limn→∞Y n
t ,

در Xt مͬ�کنیم ثابت است. برقرار Y n
t هر برای این و است F-اندازه�پذیر z

t ،Xt صورت این در
داریم: t ∈ [٠, T ] و n همه برای مͬ�کند. صدق (٧.٢)

Y
(n+١)
t = X٠ +

∫ t

٠
µ(s, Y (n)

s ) ds +

∫ t

٠
σ(s, Y (n)

s ) dβs .

داریم: هولدر١۴ نامساوی از استفاده با سپس .n → ∞ مͬ�کنیم فرض ∫اکنون t

٠
µ(s, Y (n)

s ) ds →
∫ t

٠
µ(s,Xs) ds in L٢(P ) ,

داریم: ایزومتری ایتو از استفاده با ∫همچنین t

٠
σ(s, Y (n)

s ) ds →
∫ t

٠
σ(s,Xs) dβs in L٢(P ) ,

١۴Hölder



١٨ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢
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(١١.٢.٢) مثال برای تقریبͬ جواب :١.٢ شͺل

داشت: خواهیم t ∈ [٠, T ] همه برای بنابراین

Xt = X٠ +

∫ t

٠
µ(s,Xs) ds +

∫ t

٠
σ(s,Xs) dβs .

بͽیرید: نظر در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله� .١١.٢.٢ مثال

dX(t) = sin(X(t)) dt + σ dβ(t) . (٨.٢)

.X(٠) = ٠ و σ = ١ فرض با
است: زیر به�صورت معادله تقریبͬ جواب اویلر روش از استفاده با حل:

X̂(ti+١) = X̂(ti) + sin(X̂(t))∆t+ σ∆β(t) .

داشت. خواهیم را ١.٢ شͺل Matlab نرم�افزار در تقریبͬ جواب اجرای با

بͽیرید: نظر در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله� .١٢.٢.٢ مثال

dX(t) = λX(t) dt + µX(t) dW(t) .



١٩ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

باشد. λ = ٢, µ = ١, X(٠) = ١ کنید فرض
به�صورت [٠, T ] بازه افراز با حل:

٠ = t٠ < t١ < t٢ . . . < tn = T ,

بود: خواهد زیر به�صورت اویلر روش از استفاده با معادله� تقریبͬ جواب

X(ti+١) = X(ti) + λX(ti)∆t+ µX(ti)
√
∆t∆W (t) .

. �g′′(x) = − ١
x٢ و g′(x) = ١

x
آنͽاه ،g(x) = lnx مͬ�دهیم قرار واقعͬ جواب آوردن بدست برای

داریم: جز به جز انتͽرال�گیری و تصادفͬ انتͽرال از استفاده با

d(lnX(t)) =
١

X(t)
dX(t) +

١
٢
(
− ١

X(t)٢

)
µ٢X(t)٢dt

=
١

X(t)

(
λX(t) dt + µX(t) dW(t)

)
− ١

٢µ٢ dt

= (λ− ١
٢µ٢) dt + µ dW(t) ,

در Y (t) = lnX(t) بنابراین

dY (t) = (λ− ١
٢µ٢) dt + µ dW(t) ,

داشت: خواهیم لذا مͬ�کند. صدق

Y (t) = (λ− ١
٢µ٢)t+ µW (t) ,

و

X(t) = X(٠)e(λ− ١
٢µ

٢)t+µW (t) .

جواب ،٢.٢ شͺل در واقعͬ جواب (آ�.٢)، Matlab نرم�افزار در جواب�ها این اجرای با که
ضعیف و قوی همͽرایͬ ،۴.٢ شͺل در تقریبͬ جواب و واقعͬ جواب مقایسه ،٣.٢ شͺل در تقریبͬ

داشت. خواهیم ٨.٢ شͺل و ٧.٢ شͺل در پایداری ،۶.٢ شͺل و ۵.٢ شͺل در
سمت به سیستم ٨.٢ شͺل و ٧.٢ شͺل در کوتاه�تر، زمانͬ بازه��های در که مͬ�کنیم مشاهده

مͬ�کند. میل پایداری



٢٠ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢
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(١٢.٢.٢) مثال برای واقعͬ جواب :٢.٢ شͺل
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(١٢.٢.٢) مثال برای تقریبͬ جواب :٣.٢ شͺل



٢١ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5
λ =2, µ =1

t

X

 

 
X−true
X−Appro

(١٢.٢.٢) مثال برای تقریبͬ جواب و واقعͬ جواب مقایسه :۴.٢ شͺل

(١٢.٢.٢) مثال برای قوی همͽرایͬ :۵.٢ شͺل



٢٢ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢

(١٢.٢.٢) مثال برای ضعیف همͽرایͬ :۶.٢ شͺل

(١٢.٢.٢) مثال برای پایداری :٧.٢ شͺل



٢٣ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢.٢

(١٢.٢.٢) مثال برای پایداری :٨.٢ شͺل

بͽیرید: نظر در را زیر معادله .١٣.٢.٢ مثال

dX(t) = −X(t) dt + σ dβ(t) .

کنیم. بررسͬ را ( noise ) اختلال و (h = ∆t) گام طول بین رابطه مͬ�خواهیم مثال این در
است: زیر به�صورت اویلر روش از استفاده با معادله� تقریبͬ جواب حل:

X(ti+١) = X(ti)− λX(ti)∆t+ σX(ti)
√
∆t∆β(t) .

آن واقعͬ جواب و

X(t) = X(٠)e−(λ+ ١
٢µ

٢)t+σ β(t) .

خواهیم را ٩.٢ شͺل نتایج Matlab نرم�افزار در مختلف hهای = ∆t و σ برای جواب�ها اجرای با
داشت.

نتیجه در و بیشتر ما نوسانات دامنه ٩.٢ شͺل در کوتاه�تر زمانͬ دربازه�های که مͬ�کنیم مشاهده
بود. خواهد بهتر پایداری



٢۴ (SDE) تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .٢
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(١٣.٢.٢) مثال برای اختلال و گام طول بین رابطه بررسͬ :٩.٢ شͺل



٣ فصل

معادلات برای محدود المان�های روش
تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل

باشد، H روی کراندار و خطͬ مثبت، معین عملͽر ͷی Q : H → H فرضکنید .١۴.٠.٣ تعریف
احتمال فضای روی مستقل و مقدار حقیقͬ براونͬ�� حرکت از خانواده ͷی {βl(t)}∞l=١ , t ≥ ٠ و

آنͽاه: l = ١,٢, ... ،s ≤ t ،βl(s) توسط شده تولید σ-جبر ،Ft کنید فرض باشد، (Ω,F ,P)

( ٢ͬͽرن (اختلال هسته�ای١ وینر فرایند .١
هستند. H در متعامد یͺه پایه�ای توابع fkها که ،Tr(Q) =

∑∞
k=١(Qfk, fk) < ∞ اگر

صورت این در باشند {el}∞l=١ ویژه� توابع با متناظر ویژه مقادیر {γl}∞l=١ کنید فرض

W (t) =
∞∑
l=١

γ
١
٢
l elβl(t) ,

زیرا بود خواهد همͽرا L٢(Ω;H) در

E
∥∥∥ n∑

l=m

γ
١
٢
l elβl(t)

∥∥∥٢
=

n∑
l=m

γ
١
٢
l Eβl(t)

٢ = t

n∑
l=m

γl → ٠, as m,n → ∞ .

با سازگار و H در مقادیری با گوسͬ تصادفͬ متغیرهای از خانواده ͷی {W (t)}t≥٠ که
خاص حالت (در هسته�ای وینر فرایند ͷی W (t) حالت این در مͬ�باشد. {F}t≥٠ فیلتریشن

مͬ�شود. گفته ( ͬͽرن اختلال
١Nucler wiener process
٢Coior noise



٢۶ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

سفید۴) (اختلال ٣ استوانه�ای وینر فرایند .٢

آنͽاه همانͬ) (عملͽر Q = I اگر

W (t) =
∞∑
l=١

βlel , (١.٣)

طرفͬ از .Tr(Q) = Tr(I) = ∞ را زیر نیست، همͽرا L٢(Ω;H) در

(sn, h) =
∞∑
l=١

βl(t)(el, h) h ∈ H ,

باوجود مͬ�باشد. مقدار حقیقͬ وینر فرایند ͷی (W (t), h) و بود خواهد همͽرا L٢(Ω;R) در
سفید) اختلال خاص حالت (در استوانه�ای وینر فرایند ͷی (١.٣) آنͽاه ،Q = I اگر این

مͬ�شود. گفته

لذا دارد ͬͽبست مͺان و زمان به معادله چون (١.١) معادله حل برای محدود المان�های روش در
مͬ�کنیم حل مͺان به نسبت را معادله و مͬ�داریم نͽه ثابت را زمان ابتدا مͬ�گیریم، نظر در حالت دو
حل مͺان نسبت هم و زمان به نسبت هم را معادله اگر است، موسوم ناقص۵ گسسته�سازی به که

�است. شده انجام کامل۶ گسسته�سازی کنیم
معادله برای را �است شده داشته نͽه ثابت زمان که uh(x, t) تقریبͬ جواب مͬ�خواهیم حال
ناحیه در ابتدا که است صورت این به محدود المان�های روش کار اساس آوریم. بدست (١.١)
زیر شرایط باید مثلثͬ�سازی این در مͬ�کنیم. مثلثͬ�سازی٧ مͬ�باشد ضلعͬ چند ͷی که Ω = Rd

باشد: برقرار

،Ω̄ =
∪

K∈Th K .١

،hK = diam(K) .٢

.h = maxK∈ThhK .٣

ͷی خود K هر که داشت، خواهیم Th = {Kj}mh

j=١ مثلثͬ اجزای با ناحیه� ͷی صورت این در
گفته گره ،K ∈ Th مثلث�های از P رئوس مͬ�باشد. ضلعͬ چند داخل نقاط تعداد mh است.� مثلث

٣Cylindrical wiener process
۴White noise
۵Semi discretization
۶Fully discretization
٧Triangulation



٢٧

اینͺه و باشد. مشترک لبه ͷی یا و گره ͷی یا باشد تهͬ باید یا Th از مثلث دو هر اشتراک مͬ�شود.
نͽیرد. قرار ،Th از لبه ͷی داخل گره�ای هیچ

مراحل باید مش�بندی برای نباشد، ضلعͬ چند اما باشد هموار و محدب ناحیه ͷی Ω اگر حال
دهیم: انجام را زیر

کنیم. مشخص دامنه مرز روی نقاط تعدادی .١

بود. خواهد ضلعͬ چند ͷی جدید ناحیه کنیم، وصل بهم راست خطوط وسیله به را نقاط این .٢

مͬ�دهیم. انجام را مثلثͬ�سازی و مͬ�گیریم درنظر ضلعͬ چند داخل در دلخواه نقاط تعدادی .٣

دقیق�تر ما تقریبͬ جواب شود، انتخاب ظریفتر مش چقدر هر مش�بندی این در که دید خواهیم
بود. خواهد

قطعه��ای خطͬ توابع فضای Sh و باشد داخلͬ گره�های از مجموعه�ای {Pj}mh

j=١ کنید فرض
باشد: پیوسته

Sh = {v ∈ C(Ω̄) است: خطͬ K ∈ Th در v, v |Γ= ٠} .

انتͽرال�گیری نظر مورد ناحیه روی و مͬ�کنیم ضرب χ ⊂ Sh مانند تابعͬ در را (۴.١) معادله حال
داریم: مͬ�کنیم

(uh,t, χ) + (Ahuh, χ) = (PhdW,χ), ∀χ ∈ Sh ,

(uh,t + Ahuh − PhdW,χ) = ٠, ∀χ ∈ Sh ,

داشت: خواهیم لذا

duh + Ahuh = PhdW, uh(٠) = Phu٠ . (٢.٣)

ͷی است. ناقص) (گسسته�سازی مͺان در (١.١) معادله شده گسسته�سازی حالت واقع در این که
به�صورت (٢.٣) معادله برای ضعیف جواب

uh(t) = Eh(t)Phu٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)PhdW(s) , Eh(t) = e−Aht . (٣.٣)

کنید فرض ،(١.١) معادله برای محدود المان�های روش به کامل گسسته�سازی حالت در است،
داریم: پسرو اویلر روش از استفاده با ،t = tn = nk و باشد u(t) از تقریبͬ جواب Un ∈ Sh



٢٨ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

∂tU
n =

Un − Un−١

k
, ∂tW

n =
W n −W n−١

k
,

مͬ�کنیم: جایͽذاری آن در را uh,t = Un عبارت و مͬ�گیریم نظر در را (٢.٣) معادله

(∂tU
n, χ) + Ah(U

n, χ) = (∂tW
n, χ), ∀χ ∈ Sh ,

(Un − Un−١

k
, χ

)
+ Ah(U

n, χ) =
(W n −W n−١

k
, χ

)
∀χ ∈ Sh ,

١
k
(Un, χ)− ١

k
(Un−١, χ) + Ah(U

n, χ) =
١
k
(∆W n, χ), ∀χ ∈ Sh ,

(
Un − Un−١ + kAhU

n −∆W n, χ
)
= ٠, ∀χ ∈ Sh ,

: داریم لذا

Un − Un−١ + kAhU
n = ∆W n, U٠ = Phu٠, U

n ∈ Sh . (۴.٣)

شͺل به (۴.٣) ،τ(λ) = (١ + λ)−١ با

Un = τ(kAh)U
n−١ +

∫ tn

tn−١

τ(kAh)Ph dW(s) , U٠ = Phu٠, U
n ∈ Sh .

به�صورت (۴.٣) برای ضعیف جواب ͷی است.

Un = En
k,hPhu٠ +

n∑
j=١

En−j+١
k,h Ph∆W J . (۵.٣)

. Ek,h = (I + kAh)
−١ و ∆W n = W n −W n−١ که است،

مشتقاتجزیͬ با معادلاتدیفرانسیل از دیͽر دسته�ای معرفͬ ١.٣
تصادفͬ

٨ تصادفͬ موج معادله خطͬ، تصادفͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دیͽر ͬͺی .١
فرم به که مͬ�باشد

٨Stochastic wave equation



٢٩ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دیͽر دسته�ای معرفͬ .١.٣



ü−∆u dt = dW , in D × (٠,∞)

u = ٠ , in ∂D × (٠,∞)

u(·,٠) = u٠ , u̇(·,٠) = v٠ , in D

مرز با محدب کراندار، ضلعͬ چند ͷی ،(d = ١,٢,٣) D = Rd که مͬ�شود، تعریف
احتمال فضای ͷی روی L٢(D) در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) مͬ�باشد. ∂D

-F٠ تصادفͬ متغیرهای v٠ و u٠ مͬ�کنیم فرض است. فیلتر به مجهز (Ω,F ,P, {Ft}t≥٠)

به�صورت موج معادله برای ضعیف جواب ͷی �باشند. اندازه�پذیر

u(t) =

∫ t

٠
A− ١

٢ sin
(
(t− s)A

١
٢
)
dW(s) ,

−A = ∆ =
∑d

i=١
∂٢

∂x٢
i
مͬ�دهیم، قرار u٠ = v٠ = ٠ را اولیه شرایط راحتͬ برای است،

از جوابͬ A− ١
٢ sin(tA

١
٢ )f است، D(A) = H٢(D) ∩ H١

٠ (D) دامنه با لاپلاس عملͽر
معادله


v̈ + Av = ٠ t ≥ ٠ ,

v(٠) = ٠ , v̇(٠) = f ,

مͬ�باشد.

فرم به معادلاتͬ .٢

du+ Au dt = σ(u) dW ,٠ < t ≤ T , u(٠) = u٠ , (۶.٣)

H = L٢(D) مͬ�گوییم. خط٩ͬ غیر تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات را
تصادفͬ فرایند ͷی u(t) مͬ�باشد. کراندار ناحیه (d = ١,٢,٣) D = Rd هیلبرت، فضای
عملͽر ͷی −A = ∆ =

∑d
i=١

∂٢

∂x٢
i
،(Ω,F ,P) احتمال فضای روی H در مقادیری با

مͬ�باشد، D(A) = H٢(D) ∩H١
٠ (D) دامنه با خطͬ و خودالحاق١٠ مثبت، معین کراندار،

است. (Ω,F ,P, {Ft}t≥٠) احتمال فضای ͷی Hروی در مقادیری با وینر فرایند ͷیW (t)

٩Nonlinear stochastic partial differential equation
١٠Self-adjoint



٣٠ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

کند: صدق زیر شرایط در σ : H → L٠
٢ کنیم فرض

∥σ(x)− σ(y)∥L٠
٢
≤ C∥x− y∥ ,∀x, y ∈ H , (i

∥σ(x)∥L٠
٢
≤ C∥x∥ ,∀x ∈ H . (ii

شͺل به (۶.٣) معادله برای ضعیف جواب ͷی

u(t) = E(t)u٠ +

∫ t

٠
E(t− s)σ(u(s)) dW(s), E(t) = e−At.

به�علاوه مͬ�باشد. −A توسط شده تولید نیم�گروه E(t) = e−At که است،
supt∈[٠,T ]E∥u(t)∥٢ ≤ C∥(١ + E∥u٢∥٠) .

به (۶.٣) معادله آنجایͬ�که از محدود، المان�های روش از استفاده با مسایل این حل برای
را زمان اگر مͬ�شود. انجام مͺان و زمان به نسبت گسسته�سازی دارد، ͬͽبست مͺان و زمان

مͬ�شود. گفته ناقص گسسته�سازی کنیم حل مͺان به نسبت را معادله و داریم نͽه ثابت

duh + Ahuh = Phσ(uh)dW , ٠ ≤ t ≤ T , uh(٠) = Phu٠ ,

به�صورت معادله این ضعیف جواب ͷی

uh(t) = Eh(t)Phu٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)Phσ(uh(s)) dW(s) .

مͬ�شود. گفته کامل گسسته�سازی کنیم حل مͺان و زمان به نسبت را معادله اگر است.


Un−Un−١

K
+ AhU

n = ١
K

∫ tn
tn−١

Phσ(U
n) dW(s) n ≥ ١ ,

U٠ = Phu٠ ,
(٧.٣)

شͺل به را (٧.٣) معادله مͬ�توانیم τ(λ) = (١ + λ)−١ با


Un = τ(kAh)U

n−١ +
∫ tn
tn−١

τ(kAh)Phσ(U
n) dW(s) n ≥ ١ ,

U٠ = Phu٠ ,

بنویسیم.

هر برای باشد، H روی −A توسط شده تولید نیم�گروه ͷی E(t) = e−At کنید فرض .١.١.٣ لم
به�طوری�که: دارد وجود C > ٠ مانند ثابتͬ ،l > ٠ و α, β ∈ R



٣١ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دیͽر دسته�ای معرفͬ .١.٣

|Dl
tE(t)v|β ≤ Ct

−(β−v)
٢−l |v|α , t > ٠ ,٢l + β ≥ α . (i∫ t

٠ s
α|Dl

tE(s)v|٢βds ≤ C|v|٢٢l−α−١ , t ≥ ٠ , α ≥ ٠ . (ii

داریم: دلخواه، ٠ ≤ β ≤ ١ و α ≥ ٠ برای .٢.١.٣ لم

∥AαE(t)∥ ≤ Ct−α , t ≥ ٠ . (i

∥A−β(I − E(t))∥ ≤ tβ , t ≥ ٠ . (ii

ضعیف جواب آنͽاه ،β ≥ ٠ برای u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) و ∥Aβ−١

٢ ∥L٠
٢
< ∞ اگر .٣.١.٣ قضیه

مͬ�کند: صدق زیر رابطه در ،(١.١) از (٣.٣)

∥u(t)∥L٢(Ω;Ḣβ) ≤ C
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) + ∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢

)
.

باشد Q کواریانس عملͽر با H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در همچنین
داشت: خواهیم u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

١) برای آنͽاه ،Tr(Q) < ∞ به�طوری�که

∥u(t)∥L٢(Ω;Ḣ١) ≤ C
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣ١) + Tr(Q)

١
٢
)
.

داشت: خواهیم ایزومتری ویژه�گͬ و (١.١.٣) لم از استفاده با و مͬ�گیریم نرم (٢.١) از برهان.

E|u(t)|٢β ≤ C
(
E|E(t)u٢|٠β + E

∣∣∣ ∫ t

٠
E(t− s) dW(s)

∣∣∣٢
β

)
= C

(
E∥A

β
٢ E(t)u٢∥٠ + E

∥∥∥∫ t

٠
A

β
٢ E(t− s) dW(s)

∥∥∥٢)
= C

(
E∥A

β
٢ E(t)u٢∥٠ +

∫ t

٠
∥A

β
٢ E(t− s)Q

١
٢∥٢

L٠
٢
ds
)

= C
(
E∥E(t)A

β
٢ u٢∥٠ +

∑
l

∫ t

٠

∥∥∥A ١
٢E(t− s)A

(β−١)
٢ Q

١
٢φl

∥∥∥٢
ds
)

= C
(
E∥A

β
٢ u٢∥٠ +

∞∑
l=١

∥A
(β−١)

٢ Q
١
٢φl∥٢

)
= C

(
E|u٢|٠β + ∥A

(β−١)
٢ Q

١
٢∥٢

L٠
٢

)
.

و باشد Q کواریانس عملͽر با و H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
را زیر ،β = ١ آنͽاه ،Tr(Q) < ∞



٣٢ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

∥I∥L٠
٢
=

∞∑
l=١

∥Q
١
٢ el∥٢ =

∞∑
l=١

γ
١
٢
l = Tr(Q) < ∞ .

D(A) = دامنه با لاپلاس Aعملͽر = − ∂٢

∂x٢ باشد، (١.١) از جوابͬ u(t) فرضکنید .۴.١.٣ نتیجه
هر برای آنͽاه .Q = I با استوانه�ای وینر فرایند ͷی W (t) کنید فرض .H١

٠ (٠,١) ∩ H(٠,١)٢
داریم: β ∈ [٠, ١

٢)

∥u(t)∥L٢(Ω;Ḣβ) ≤ C
(
١ + ∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ)

)
, u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

β) .

مقادیر دارای A که است واضح ،∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ حالتͬ چه در که دهیم نشان است کافͬ برهان.

تشͺیل که φj =
√

٢sin jπx , j = ١,٢, · · · ویژه توابع لذا و λj = j٢π٢ , j = ١,٢, · · · ویژه
بنابراین است. مͬ�دهند، H = L(٠,١)٢ در متعامد یͺه پایه ͷی

∥A
β−١

٢ ∥L٠
٢
=

∞∑
j=١

∥A
β−١

٢ φj∥ =
∞∑
j=١

λ
(β−١)
j ≈

∞∑
j=١

j
٢(β−١)

d < ∞ ⇐⇒ d = ١,٠ ≤ β <
١
٢ .

که است این معادل (٣.١.٣) قضیه در ∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ شرط که مͬ�دهیم نشان زیر لم در

. W (t) ∈ Ḣ−١ خاص حالت در مͬ�باشد. Ḣβ−١ در مقادیری دارای W (t) بͽوییم

A کنید فرض همچنین باشد. Qکواریانس عملͽر با وینر فرایند ͷیW (t) کنید فرض .۵.١.٣ لم
آنͽاه: دارند، یͺسان ویژه�های بردار Q و

آنͽاه ،β ∈ [٠,١] برای ∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ اگر (i

W (t) =
∞∑
l=١

Q
١
٢ elβl(t) , t ≥ ٠ ,

و ،Tr(Q̃) < ∞ که مͬ�باشد Q̃ کواریانس عملͽر با Ḣβ−١ در مقادیری با وینر فرایند ͷی
. Tr(Q) < ∞ اگر Q = Q̃ خاص حالت در

اگر (ii

W (t) =
∞∑
l=١

Q
١
٢ elβl(t) , t ≥ ٠ ,



٣٣ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دیͽر دسته�ای معرفͬ .١.٣

آنͽاه ،Tr(Q̃) < ∞ که باشد Q̃ کواریانس عملͽر با Ḣβ−١ در مقادیری با وینر فرایند ͷی

∥A
β−١

٢ ∥L٠
٢
< ∞ , ∀β ∈ [٠,١] .

(i) برهان.
ͷی gl = Q

١
٢ el = γ

١
٢
l el که است واضح مͬ�گیریم، نظر در را H در Q از {γl, el}∞l=١ ویژه سیستم

حقیقت در است. Q ١
٢ (H) از متعامد یͺه پایه

(gl, gk)
Q

١
٢ (H)

= (Q
١
٢ gl, Q

١
٢ gk) = (el, ek) = δk,l .

لذا
∞∑
l=١

|gl|٢β−١ =
∞∑
l=١

∥A
β−١

٢ Q
١
٢ el∥٢ = ∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ ,

T r(Q̃) < که مͬ�باشد Q̃ کواریانس عملͽر با Ḣβ−١ در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) بنابراین
. Tr(Q) < ∞ اگر Q = Q̃ که است واضح .∞

(ii)
آنجایͬ�که از

W (t) =
∞∑
l=١

Q
١
٢ elβl(t) , t ≥ ٠ ,

خواهیم لذا ،Tr(Q̃) < ∞ که مͬ�باشد Q̃کواریانس عملͽر با Ḣβ−١ در مقادیری با وینر فرایند ͷی
داشت:

E|W (t)|٢β−١ < ∞.

داریم: ،H به A از {γl, el}∞l=١ ویژه سیستم گرفتن نظر در با

E|W (t)|٢β−١ = E|
∞∑
l=١

Q
١
٢ elβl(t)|٢β−١

= E
∞∑
l=١

λβ−١
l γlβl(t) = t∥A

(β−١)
٢ ∥L٠

٢
,

بود. خواهد ∥A
(β−١)

٢ ∥ < ∞ ،β ∈ [٠,١] برای که مͬ�دهد نشان این و



٣۴ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

a(u, v) و Hباشد روی کراندار تابعͷخطͬ ͷی l(v) فرضکنید (Lax-Milgram) .۶.١.٣ قضیه
که: به�گونه�ای دارد وجود u ∈ v یͺتا تابع آنͽاه باشد، H روی بیضوی و کراندار دوخطͬ فرم ͷی

a(u, v) = l(v) , ∀v ∈ H ,

.β ≥ ٠ برای ∥a(u, v)∥ ≤ β∥u∥∥v∥ : یعنͬ بودن کراندار •

.α ≥ ٠ برای a(v, v) ≥ α∥v∥٢ : یعنͬ بودن بیضوی •

ناقص گسسته�سازی حالت در خطا برآورد ٢.٣

حالت در خطͬ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای خطا برآوردهای بخش این در
مͬ�گیریم. نظر در را ناقص گسسته�سازی

قطعͬ مسایل برای خطا برآورد ١.٢.٣

حالت در خطͬ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای خطا برآوردهای اثبات برای
داریم. نیاز همͽن قطعͬ مسایل برای ناهموار داده�های برخͬ خطای برآورد به ناقص، گسسته�سازی

بͽیرید: نظر در را زیر مساله


−∆u = f, in D ,

u = ٠ in ∂D ,

(٨.٣)

.f ∈ Ḣ−١ که
به�صورت مساله این برای ضعیف شͺل یا تغییرپذیر شͺل

∃u ∈ H١
٠ s.t. (∇u,∇φ) = ⟨f, φ⟩ , ∀φ ∈ H١

٠ , (٩.٣)

(٨.٣) از ناقص گسسته�سازی مساله باشد، محدود المان�های فضای Sh ⊂ H١
٠ کنید فرض است.

فرم به

∃uh ∈ Sh s.t. (∇uh,∇χ) = ⟨f, χ⟩ , ∀χ ∈ Sh . (١٠.٣)



٣۵ ناقص گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٢.٣

دارند وجود uh ∈ Sh و u ∈ H١
٠ یͺتای جواب�های Lax-Milgram قضیه از استفاده با است.

پایداری نتایج به�علاوه هستند. برقرار (١٠.٣) و (٩.٣) به��طوری�که

|u|١ ≤ C|f |−١, ∀f ∈ Ḣ−١ , (١١.٣)

∥uh − u∥ ≤ Chs|u|s, s = ١,٢ . (١٢.٣)

.u = Gf به�طوری�که باشد (٨.٣) دقیق جواب عملͽر G : Ḣ−١ → H١
٠ کنید فرض داریم. را

uh = Ghf ∈ Sh بنابراین مͬ�کنیم، تعریف uh = Ghf وسیله به را Gh : Ḣ−١ → Sh خطͬ عملͽر
معین و H روی مثبت نیمه�معین الحاق، خود Gh که است واضح مͬ�باشد. (٩.٣) از تقریبͬ جواب

به�صورت را بیضوی١١) (نͽاشت Rh : H١
٠ → Sh عملͽر مͬ�باشد. Sh روی مثبت

(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ) , v ∈ H١
٠ .

v دقیق جواب با متناظر محدود المان تقریب Rhv و Gh = RhG بنابراین مͬ�کنیم. تعریف
داریم: (١٢.٣) از مͬ�باشند.

∥Rhv − v∥ ≤ Chs|v|s , s = ١,٢ .

داریم: (١١.٣) و (١٠.٣) و (٩.٣) از استفاده با بنابراین

∥(Gh −G)f∥ = ∥(Rh − I)Gf∥ ≤ Chs|Gf |s = Chs|f |s−٢ , s = ١,٢ . (١٣.٣)

همچنین باشد. A = G−١ با E(t) = e−At ،Ah = G−١
h با Eh(t) = e−Aht فرضکنید .١.٢.٣ لم

داریم: آنͽاه Fhv = Eh(t)Ph − E(t) کنید فرض

∥Fhv∥L∞([٠,T ];H) ≤ Chβ|v|β , ∀v ∈ Ḣβ,٠ ≤ β ≤ ١ , (i

∥Fhv∥L٠])٢,T ];H) ≤ Chβ|v|β−١ , ∀v ∈ Ḣβ−١,٠ ≤ β ≤ ١ , (ii

ضعیف، نرم در به�علاوه (iii

∥Fhv∥L∞([٠,T ];Ḣ−١) ≤ Chβ|v|β−١ , ∀v ∈ Ḣβ−١,١ ≤ β ≤ ٢ ,

،lh = log( T
h٢ ) با و (iv

∥Fhv∥L٠])٢,T ];Ḣ−١) ≤ Chβlh|v|β−٢ , ∀v ∈ Ḣβ−٢,١ ≤ β ≤ ٢ .

١١elliptic projection



٣۶ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

(i) برهان.
از استفاده با ،e(t) = uh(t) − u(t) = Fh(t) و u(t) = E(t)v و uh(t) = Eh(t)v مͬ�دهیم قرار

داریم: E(t) و Eh(t) جواب�های عملͽر و Ph عملͽر پایداری ویژه�گͬ

∥e(t)∥ = ∥Eh(t)Phv − E(t)v∥ ≤ ٢∥v∥ , t ≥ ٠, v ∈ H . (١۴.٣)

دهیم نشان باید

∥e(t)∥ ≤ Ch|v|١ , t ≥ ٠ , v ∈ H١ . (١۵.٣)

خطا معادله منظور این به

Ghet + e = ρ , (١۶.٣)

برای Ghe(٠) = ٠ که داریم توجه و ρ = (Gh −G)ut که مͬ�گیریم، نظر در را

(Ghe(٠), w) = (Phv − v,Ghw) = ٠ , w ∈ H ,

.Ghw ∈ Sh بنابراین
که: دهیم نشان مͬ�توانیم انرژی١٢ روش از استفاده با

∥e(t)∥ ≤ C sups≤t

(
s∥ρt(s)∥+ ∥ρ(s)∥

)
, t ≥ ٠ ,

داریم: (١.١.٣) لم و (١٣.٣) از استفاده با

∥ρ(s)∥ = ∥(Gh −G)ut∥ ≤ Ch|ut|−١ ≤ Ch|v|١ ,

و

s∥ρt(s)∥ ≤ Chs|ut(s)|١ ≤ Ch|v|١ ,

∥e(t)∥ ≤ Ch|v|١. لذا
(ii)

دهیم: نشان است کافͬ درون�یابͬ نظریه از استفاده با

∥e(t)∥L٠])٢,T ];H) ≤ Ch|v|−١ , (١٧.٣)

∥e(t)∥L٠])٢,T ];H) ≤ Ch∥v∥ . (١٨.٣)
١٢Energy method



٣٧ ناقص گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٢.٣

داریم: e به نسبت (١۶.٣) از داخلͬ ضرب گرفتن با

(Ghet, e) + (e, e) = (ρ, e) .

اینͺه به توجه با و (ρ, e) ≤ ١
٢
(
∥e∥٢ + ∥ρ∥٢) نامساوی از استفاده و t به نسبت انتͽرال�گیری با

داریم: ،Ghe(٠) = ٠

(Ghe(T ), e(T )) +

∫ T

٠
∥e∥٢ dt ≤

∫ T

٠
∥ρ∥٢ dt . (١٩.٣)

داریم: (١.١.٣) لم و (١٣.٣) از استفاده ∫با T

٠
∥ρ∥٢ dt ≤ ∥(Gh −G)ut∥٢ dt ≤ Ch٢

∫ T

٠
|u|٢١ ≤ Ch٢∥v∥٢ , (٢٠.٣)

است. برقرار (١٨.٣) لذا
داریم: (١.١.٣) لم از استفاده با (١٧.٣) دادن نشان ∫برای T

٠
∥e∥٢ dt ≤ ٢

∫ T

٠
(∥uh∥٢ + ∥u∥٢) dt ≤ ٢|v|١−٢,h + ٢|v|١−٢ , (٢١.٣)

به�صورت که مͬ�باشد گسسته نیم�نرم |v|−١,h که

|v|−١,h = (Ghv, v)
١
٢ = ∥G

١
٢
h v∥ .

لذا مͬ�شود. تعریف

|v|−١ = sup
{(v, w)

|w|١
;w ∈ Ḣ١} .

داریم: w = Ghv, v ∈ Ḣ−١ با

|v|−١ = supw∈Ḣ١
(v, w)

|w|١
≥ (v,Ghv)

|Ghv|١
=

(v,Ghv)

(v,Ghv)
١
٢
= |v|−١,h ,

بنابراین
|Ghv|٢١ = (AGhv,Ghv) = A(Ghv,Ghv) = (AhGhv,Ghv) = (v,Ghv) ,

داریم: (٢١.٣) از استفاده با اینرو از ،Ah = G−١
h که

∫ T

٠
∥e∥٢ dt ≤ ۴|v|١−٢ .



٣٨ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

است. برقرار (١٧.٣) لذا
(iii)

دهیم: نشان است کافͬ

|e(t)|−١ ≤ Ch∥v∥ , (٢٢.٣)

|e(t)|−١ ≤ Ch٢|v|١ . (٢٣.٣)

داریم: (٢٠.٣) و (١٩.٣) از

(Ghe, e) = |e|١−٢,h ≤ Ch٢∥v∥٢ .

داریم: بالا روابط به توجه با

|e|−١ ≤ |e|−١,h + Ch∥e∥ . (٢۴.٣)

داریم: (١٣.٣) از استفاده با و

|e|١−٢ = (Ghe, e) + ((Gh −G)e, e) ≤ |e|١−٢,h + Ch٢∥e∥٢ .

داریم: (١۴.٣) از همچنین

|e|−١ ≤ |e|−١,h + Ch∥e∥ ≤ Ch∥v∥ ,

داشت: خواهیم (١٩.٣) و (١٣.٣) از و

|e|١−٢,h = (Ghe(t), e(t)) ≤
١
٢

∫ t

٠
∥ρ∥٢ ds ≤ Ch۴

∫ t

٠
|ut|٢١ ds ≤ Ch۴|v|٢١ .

مͬ�آید. بدست (٢٣.٣) نامساوی ،(٢۴.٣) و (١۵.٣) با عبارت این ترکیب با که
(iv)

داریم: t به نسبت (١۴.٣) از انتͽرال�گیری با

Ghe+ ẽ = ρ̃, ẽ(٠) = ٠ . (٢۵.٣)

که

ẽ(t) =

∫ t

٠
e(s) ds, ρ̃(t) =

∫ t

٠
ρ(s) ds .



٣٩ ناقص گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٢.٣

داریم: e = ẽt به توجه با و e به نسبت (٢۵.٣) از داخلͬ ضرب گرفتن با

(Ghe, e) +
١
٢

d

dt
∥ẽ∥٢ = (ρ̃, e) =

d

dt
(ρ̃, ẽ)− (ρ, ẽ) . (٢۶.٣)

داریم: ،ẽ(٠) = ٠ اینͺه به توجه با و (٢۶.٣) از انتͽرال�گیری ∫با T

٠
|e|−١,h ds +

١
٢∥e(T )∥ =

∫ T

٠
(ρ̃, e) ds =

[
(ρ̃, ẽ)

]T
٠ −

∫ T

٠
(ρ, ẽ) ds

≤ ∥ρ̃(T )∥∥ẽ(T )∥+
( ∫ T

٠
∥ρ∥ ds

)
sup٠≤s≤T∥ẽ∥

≤ ٢
( ∫ T

٠
∥ρ∥ ds

)
sup٠≤s≤T∥ẽ(s)∥ .

داشت: خواهیم راست به چپ سمت عبارت انتقال با

∫ T

٠
|e|−١,h ds ≤ C

( ∫ T

٠
∥ρ∥ ds

)٢
.

که داریم توجه

∫ T

٠
∥ρ∥ ds =

∫ h٢

٠
∥ρ∥ ds +

∫ T

h٢
∥ρ∥ ds

≤ C

∫ h٢

٠
s−

١
٢ |v|−١ ds + C

∫ T

h٢
h|u|١ ds ≤ Chlh|v|−١ ,

مشابه به�طور ∫و T

٠
∥ρ∥ ds =

∫ h٢

٠
∥ρ∥ ds +

∫ T

h٢
∥ρ∥ ds

≤ Ch٢∥v∥+ Ch٢
∫ T

h٢
|u|٢ ds

≤ Ch٢∥v∥+ Ch٢log(
T

h٢ )∥v∥ ≤ Ch٢lh∥v∥ ,

داریم: بنابراین ∫و T

٠
|e|١−٢,h ds ≤ Ch٢l٢h |v|١−٢ ,

∫و T

٠
|e|١−٢,h ds ≤ Ch۴l٢h∥v∥٢ ,



۴٠ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

مͬ�آوریم: بدست (٢۴.٣) و (٢١.٣) و (٢٠.٣) ∫از T

٠
|e|١−٢ ds ≤

∫ T

٠
|e|١−٢,h ds + Ch٢

∫ T

٠
∥e∥٢ ds

≤ Ch٢l٢h |v|١−٢ + Ch٢|v|١−٢ ≤ Ch٢l٢h |v|١−٢ ,

∫و T

٠
|e|١−٢ ds ≤ Ch۴l٢h∥v∥٢ + Ch۴∥v∥٢ ≤ Ch۴l٢h∥v∥٢ .

است. برقرار (iv) لذا

ناقص گسسته�سازی حالت برای قوی نرم مبنای بر همͽرايͬ ٢.٢.٣

بدست قوی نرم ͷی روی را ناقص گسسته�سازی حالت در (١.١) برای خطا برآورد بخش این در
مͬ�آوریم.

∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ اگر باشند، (۴.١) و (١.١) از جواب�هایͬ uh و u کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه

داریم: u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) و t ≥ ٠ برای آنͽاه ،β ∈ [٠,١] هر برای

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;H) ≤ Chβ
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) + ∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢

)
. (٢٧.٣)

برای آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
داشت: خواهیم u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

١) و t ≥ ٠

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;H) ≤ Ch
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣ١) + Tr(Q)

١
٢

)
. (٢٨.٣)

که: باشند (١.١) معادله دقیق و تقریبͬ جواب uh و u کنید فرض برهان.

u(t) = E(t)u٠ +

∫ t

٠
E(t− s) dW (s) , E(t) = e−At ,

و

uh(t) = Eh(t)Phu٠ +

∫ t

٠
Eh(t− s)Ph dW(s) , Eh(t) = e−Aht .

داریم: لذا ،e(t) = uh(t)− u(t) , Fh(t) = Eh(t)Ph − E(t) مͬ�دهیم قرار

e(t) = Eh(t)Phu٠ − E(t)u٠ +

∫ t

٠

(
Eh(t− s)Ph − E(t− s)

)
dW(s)

= Fh(t)u٠ +

∫ t

٠
Fh(t− s) dW(s) = I + II,



۴١ ناقص گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٢.٣

بنابراین
∥e(t)∥L٢(Ω;H) ≤ ٢

(
∥I∥L٢(Ω;H) + ∥II∥L٢(Ω;H)

)
.

داریم: v = u٠ با (١.٢.٣) لم (i) قسمت از استفاده با I برای

∥I∥ = ∥Fh(t)u٠∥ ≤ Chβ|u٠|β, ٠ ≤ β ≤ ١ ,

لذا

∥I∥L٢(Ω;H) ≤ Chβ|u٠|L٢(Ω;H), ٠ ≤ β ≤ ١ .

داریم: ایزومتری ویژه�گͬ از استفاده با II برای

∥II∥L٢(Ω;H) =
∥∥∥E∫ t

٠
Fh(t− s) dW(s)

∥∥∥٢
=

∫ t

٠
∥Fh(t− s)∥٢

L٠
٢
ds

=
∞∑
l=١

∫ t

٠
∥Fh(t− s)Q

١
٢ el∥٢ ds ,

مͬ�باشد. H در متعامد یͺه پایه هر el که
مͬ�آوریم: بدست را زیر رابطه ،v = Q

١
٢ el با (١.٢.٣) لم (ii) قسمت از استفاده با

∥II∥L٢(Ω;H) ≤ C
∞∑
l=١

h٢β∥Q
١
٢ el∥٢

β−١ = C
∞∑
l=١

h٢β∥A
β−١

٢ Q
١
٢ el∥٢

= Ch٢β∥A
β−١

٢ ∥٢
L٠

٢
,

مͬ�توانیم آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷیW (t) اگر خاص، حالت در
.∥I∥٢

L٠
٢
= Tr(Q) را زیر آوریم، بدست را (٢٨.٣) و دهیم قرار (٢٧.٣) در را β = ١

که فرضکنید باشند، (۴.١) و (١.١) تقریبͬ و دقیق جواب�های uh و u فرضکنید .٣.٢.٣ نتیجه
استوانه�ای وینر فرایند ͷی W (t) اگر باشد، D(A) = H١

٠ (٠,١) ∩H(٠,١)٢ دامنه با A = − ∂٢

∂x٢

داریم: u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) و t ≥ ٠ برای آنͽاه باشد، Q = I با

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;H) ≤ Chβ
(

١ + ∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ)

)
, ٠ ≤ β <

١
٢ .



۴٢ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

ناقص گسسته�سازی حالت برای ضعیف نرم مبنای بر همͽرايͬ ٣.٢.٣

∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ اگر باشند، (۴.١) و (١.١) از جواب�هایͬ uh و u کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه
داریم: lh = log( T

h٢ ) با ،٠ ≤ t ≤ T و u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) برای آنͽاه ،β ∈ [٠,١] برای

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Chβ+١
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) + lh∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢

)
. (٢٩.٣)

برای آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
داشت: خواهیم ٠ ≤ t ≤ T و u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

١)

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Ch٢
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣ١) + lhTr(Q)

١
٢

)
. (٣٠.٣)

مͬ�کنیم، عمل (٢.٢.٣) قضیه مشابه اثبات برای برهان.

∥e(t)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ ٢
(
∥I∥L٢(Ω;Ḣ−١) + ∥II∥L٢(Ω;Ḣ−١)

)
.

داریم: (١.٢.٣) لم (iii ) قسمت از استفاده با I برای

∥I∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Chβ+١∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ), ٠ ≤ β ≤ ١ , (٣١.٣)

داریم: (١.٢.٣) لم (iv) قسمت و ایزومتری ویژه�گͬ از استفاده با II برای

∥II∥L٢(Ω;Ḣ−١) = E
∣∣∣ ∫ t

٠
Fh(t− s) dW(s)

∣∣∣٢
−١

= E
∥∥∥ ∫ t

٠
A− ١

٢Fh(t− s) dW(s)
∥∥∥٢

=

∫ t

٠
∥A− ١

٢Fh(t− s)∥٢
L٠

٢
ds

≤ Ch٢βl٢h

∞∑
l=١

∥A
β−١

٢ Q
١
٢ el∥٢ ≤ Ch٢(β+١)l٢h∥A

β−١
٢ ∥٢

L٠
٢
,

مͬ�توانیم آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷیW (t) اگر خاص، حالت در
مͬ�آید. بدست (٣٠.٣) و دهیم قرار (٢٩.٣) در را β = ١

فرض باشند، (۴.١) و (١.١) تقریبͬ و دقیق جواب�های بترتیب uh و u کنید فرض .۵.٢.٣ نتیجه
وینر فرایند ͷی W (t) اگر باشد، D(A) = H١

٠ (٠,١) ∩H(٠,١)٢ دامنه با A = − ∂٢

∂x٢ که کنید
داریم: ،lh = log( T

h٢ ) با ،٠ ≤ t ≤ T و u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) برای آنͽاه باشد، Q = I با استوانه�ای

∥uh(t)− u(t)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Chβ+١
(

١ + lh∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ)

)
, ٠ ≤ β ≤ ١

٢ .



۴٣ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد ٣.٣

حالت در خطͬ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای خطا برآوردهای بخش این در
مͬ�گیریم. نظر در را کامل گسسته�سازی

قطعͬ مسایل برای خطا برآورد ١.٣.٣

حالت در خطͬ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای خطا برآوردهای اثبات برای
داریم. نیاز قطعͬ مسایل برای خطا برآوردهای برخͬ به کامل گسسته�سازی

خواهیم را زیر لم آنͽاه ،τ(λ) = ١
λ+١ که E(tn) = e−tnA و Ek,h = τ(kAh) کنید فرض

داشت:

آنͽاه: Fn = En
k,hPh − E(tn) کنید فرض .١.٣.٣ لم

∥Fnv∥ ≤ C(k
β
٢ + hβ)|v|β, v ∈ Ḣβ, ٠ ≤ β ≤ ١ , (i(

k
∑n

j=١ ∥Fjv∥٢
) ١

٢ ≤ C(k
β
٢ + hβ)|v|β−١, v ∈ Ḣβ−١, ٠ ≤ β ≤ ١ , (ii

ضعیف نرم برای به�علاوه (iii

|Fnv|−١ ≤ C(k
β
٢ + hβ)|v|β−١, v ∈ Ḣβ−١, ١ ≤ β ≤ ٢ ,

T = tn که lk = log( T
K
) با و (iv(

k
∑n

j=١ |Fjv|١−٢

) ١
٢ ≤ C(k

β
٢ + hβ)lk|v|β−٢, v ∈ Ḣβ−٢, ١ ≤ β ≤ ٢ ,

(i) برهان.
. u(tn) = un = E(tn)v , U

n = En
k,hPhv , e

n = Fnv مͬ�کنیم فرض
داریم: E(t) و Eh(t) جواب�های عملͽر و Ph عملͽر پایداری ویژه�گͬ از استفاده با

∥en∥ = ∥En
k,hPhv − E(tn)v∥ ≤ ٢∥v∥ , t ≥ ٠ , v ∈ H. (٣٢.٣)

مͬ�دهیم: نشان

∥en∥ ≤ C(k
١
٢ + h)|v|١, v ∈ Ḣ١ . (٣٣.٣)



۴۴ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

مͬ�گیریم: نظر در را خطا معادله (٣٣.٣) اثبات برای

Gh∂te
n + en = ρn +Ghτ

n . (٣۴.٣)

انرژی روش از استفاده با . ∂ten = (en−en−١)
k

, ρn = (Gh−G)ut(tn), τ
n = ut(tn)−∂tu

n که
داریم:

tn∥en∥٢ ≤ tn∥ρn∥٢ + k

n∑
j=١

(
∥ρj∥٢ + t٢j−١∥∂tρj∥٢ + ∥Ghτ

j∥٢ + t٢j−١∥τ j∥٢
)
.

داریم: (١.١.٣) لم و (١٣.٣) از حال

∥ρj∥ = ∥(Gh −G)ut(tj)∥ ≤ Ch|ut(tj)|−١ ≤ Ch|v|١ ,

و

tj−١∥∂tρj∥ =
∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

tj−١ρt(s) ds
∥∥∥ ≤

∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

sρt(s) ds
∥∥∥

≤ sup٠≤s≤tn∥sρt(s)∥ ≤ Ch sup٠≤s≤tn |sut(s)|١ ≤ Ch|v|١ .

به�علاوه:

∥Ghτ
j∥ = ∥(Gh −G)τ j∥+ ∥Gτ j∥ .

داریم: (١.١.٣) لم و (١٣.٣) از استفاده با

∥(Gh −G)τ j∥ ≤ Ch|τ j|−١ ≤ Ch sup٠≤s≤tn |ut(s)|١ ≤ Ch|v|١ .

داشت: خواهیم بنابراین

∥en∥٢ ≤ Ch٢|v|٢١ + Ckt−١
n

n∑
j=١

(
∥Gτ j∥٢ + t٢j−١∥τ j∥٢

)
.

داریم: تیلور فرمول از استفاده با

∥Gτ j∥٢ =
∥∥∥G١

k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)utt(s) ds
∥∥∥٢

=
∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)ut(s) ds
∥∥∥٢

≤
∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)
١
٢k

١
٢ut(s) ds

∥∥∥٢
≤

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)∥ut(s)∥٢ ds

≤ tn

∫ tj

tj−١

∥ut(s)∥٢ ds ,



۴۵ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

و

t٢j−١∥τ j∥٢ = t٢j−١

∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

utt(s) ds
∥∥∥٢

≤ t٢j−١

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)∥utt(s)∥٢ ds

≤ tn

∫ tj

tj−١

s٢∥utt(s)∥٢ ds .

داریم: (١.١.٣) لم از استفاده با و

kt−١
n

n∑
j=١

t٢j−١∥τ j∥٢ ≤ k

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥ut(s)∥٢ ds

= k

∫ tn

٠
∥ut(s)∥٢ ds ≤ Ck|v|١,

و

kt−١
n

n∑
j=١

t٢j−١∥τ j∥٢ ≤ k
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

s٢∥utt(s)∥٢ ds

= k

∫ tn

٠
s٢∥utt(s)∥٢ ds ≤ Ck|v|١,

مͬ�شود. کامل i برهان لذا
(ii)

دهیم: نشان است کافͬ درون�یابͬ نظریه از استفاده )با
k

n∑
j=١

∥Fjv∥٢
) ١

٢ ≤ C|v|−١ . (٣۵.٣)

(
k

n∑
j=١

∥Fjv∥٢
) ١

٢ ≤ C(k
١
٢ + h)∥v∥ . (٣۶.٣)

داریم: en به نسبت (٣۴.٣) از داخلͬ ضرب گرفتن با

(Gh∂te
n, en) + (en, en) = (ρn, en) + (Ghτ

n, en)

با و (ρn, en) ≤ ١
٢
(
∥en∥٢ + ∥ρn∥٢) نامساوی از استفاده و n روی عبارت کل کردن جمع با حال

داریم: ،Ghe
٠ = ٠ اینͺه به توجه

(Ghe
n, en) + k

n∑
j=١

∥ej∥٢ ≤ Ck

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + Ck

n∑
j=١

∥Gτ j∥٢

+Ck
n∑

j=١
∥(Gh −G)τ j∥٢ . (٣٧.٣)



۴۶ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

داشت: خواهیم ،ρj = ρ(s) +
∫ tj
s
ρt(τ) dτ چون و (١.١.٣) لم از استفاده با

k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ = k∥ρ∥٢ +
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

∥ρj∥٢ ds (٣٨.٣)

≤ k∥ρ∥٢ + ٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

(
∥ρ(s)∥٢ + ∥

∫ tj

s

ρt(τ) dτ∥
)
ds

≤ k∥ρ∥٢ + ٢
∫ tn

t١

∥ρ(s)∥٢ ds + ٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

(
(tj − s)

∫ tj

s

∥ρt(τ)∥٢ dτ
)
ds

≤ k∥ρ∥٢ + ٢
∫ tn

t١

∥ρ(s)∥٢ ds + ٢k
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

∫ tj

tj−١

τ∥ρt(τ)∥٢ dτ

≤ k∥ρ∥٢ + ٢
∫ tn

t١

∥ρ(s)∥٢ ds + ٢k
∫ tn

t١

τ∥ρt(τ)∥٢ dτ

≤ Ck∥u∥٢ + Ch٢
∫ tn

٠
|u(s)|٢١ ds + Ck

∫ tn

٠
τ∥ut(τ)∥٢ dτ ≤ C(k + h٢)∥v∥٢ ,

مͬ�آوریم: بدست را زیر روابط تیلور فرمول از استفاده با و

k

n∑
j=١

∥(Gh −G)τ j∥٢ ≤ Ckh٢|τ١−٢|١ + Ckh٢
n∑

j=٢
|τ j|١−٢

= Ckh٢
∣∣∣ut(k)−

١
k

∫ k

٠
ut(τ) dτ

∣∣∣٢
−١

+ Ckh٢
n∑

j=٢

∣∣∣١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)utt(s) ds
∣∣∣٢
−١

≤ Ch٢
(
k|ut(k)|١−٢ +

∫ k

٠
|ut(τ)|١−٢ dτ

)
+ Ch٢

n∑
j=٢

∣∣∣ ∫ tj

tj−١

(s− tj−١)
١
٢utt(s) ds

∣∣∣٢
−١

≤ Ch٢∥v∥٢ + Ch٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

k(s− tj−١)|utt(s)|١−٢ ds

≤ Ch٢∥v∥٢ + Ch٢
n∑

j=٢

∫ tj

tj−١

s٢|utt(s)|١−٢ ds ≤ Ch٢∥v∥٢ ,



۴٧ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

و

k

n∑
j=١

∥Gτ j∥٢ = k

n∑
j=١

∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)ut(s) ds
∥∥∥٢

≤ k
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)∥ut(s)∥٢ ds

≤ Ck

∫ tn

٠
s∥ut(s)∥٢ ds ≤ k∥v∥٢ .

داشت: خواهیم بنابراین

(Ghe
n, en)

١
٢ +

(
k

n∑
j=١

∥ej∥٢
) ١

٢ ≤ C(k
١
٢ + h)∥v∥ , (٣٩.٣)

که: است واضح (٣٩.٣) به توجه )با
k

n∑
j=١

∥ej∥٢
) ١

٢ ≤ C(k
١
٢ + h)∥v∥ ,

. است برقرار (٣۶.٣) لذا
اینͺه: به توجه با (٣۵.٣) اثبات برای

k
n∑

j=١
∥ej∥٢ ≤ Ck

n∑
j=١

∥U j∥٢ + Ck
n∑

j=١
∥u(tj)∥٢ , (۴٠.٣)

داریم: ρ جای به u دادن قرار با و (٣٨.٣) روند کردن دنبال با لذا

k
n∑

j=١
∥u(tj)∥٢ ≤ k∥u(t١)∥٢ + ٢

∫ tn

t١

∥u(s)∥٢ ds + ٢
∫ tn

t١

s٢∥ut(s)∥٢ ds ≤ C|v|١−٢ ,

و

k
n∑

j=١
∥U j∥٢ ≤ C|v|١−٢,h ≤ C|v|١−٢ .

)لذا
k

n∑
j=١

∥ejv∥٢
) ١

٢ ≤ C(k
١
٢ + h)|v|−١ ,

مͬ�شود. کامل (٣۵.٣) برهان اینجا در و
(iii)



۴٨ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

دهیم: نشان است کافͬ

|en|−١ ≤ C(k
١
٢ + h)∥v∥ . (۴١.٣)

|en|−١ ≤ C(k + h٢)|v|١ . (۴٢.٣)

مͬ�کنیم. استفاده (٣٩.٣) و (٢۴.٣) (١۴.٣)و از ،(۴١.٣) اثبات برای
داریم: ρj = ρ(s) +

∫ tj
٠ ρt(τ) dτ آنجایͬ�که از و (١.١.٣) لم از استفاده با (۴٢.٣) برای

k

n∑
j=١

∥ρj∥٢ ≤ C

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(
∥ρ(s)∥٢ + ∥

∫ tj

s

ρt(τ) dτ∥
)
ds

≤ C

∫ tn

٠
∥ρ(s)∥٢ ds +

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

k٢∥ρt(τ)∥٢ dτ

≤
∫ tn

٠
∥ρ(s)∥٢ ds + Ck٢

∫ tn

٠
∥ρt(τ)∥٢ dτ

≤ Ch۴
∫ tn

٠
|u|٢٢ ds + Ck٢

∫ tn

٠
∥ut∥٢ ds ≤ C(h۴ + k٢)|v|٢١ ,

و

k
n∑

j=١
∥(Gh −G)τ j∥٢ ≤ Ckh۴

n∑
j=١

∥τ j∥٢

= Ckh۴
n∑

j=١

∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)utt(s) ds
∥∥∥٢

≤ Ch۴
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)∥utt(s)∥٢ ds

≤ Ch۴
∫ tn

٠
s٢∥utt(s)∥٢ ds ≤ Ch۴|v|١ ,

و

k
n∑

j=١
∥Gτ j∥٢ = k

n∑
j=١

∥∥∥١
k

∫ tj

tj−١

(s− tj−١)ut(s) ds
∥∥∥٢

≤ k−١
n∑

j=١

(∫ tj

tj−١

(s− tj−١)
٢ ds

)∫ tj

tj−١

∥ut(s)∥٢ ds

≤ Ck٢
∫ tn

٠
∥ut(s)∥٢ ds ≤ Ck٢|v|٢١ .



۴٩ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

داریم: (٣٧.٣) از

(Ghe
n, en) ≤ Ck

n∑
j=١

∥ρj∥٢ + Ck

n∑
j=١

∥Gτ j∥٢ + Ck

n∑
j=١

∥(Gh −G)τ j∥٢ .

است. برقرار (۴٢.٣) لذا
(iv)

دهیم: نشان است )کافͬ
k

n∑
j=١

|ej|١−٢

) ١
٢ ≤ C(k + h٢)lk∥v∥ , (۴٣.٣)

(
k

n∑
j=١

|ej|١−٢

) ١
٢ ≤ C(k

١
٢ + h)lk|v|−١ . (۴۴.٣)

در را خطا معادله ،n ≥ ١ برای ∂tẽn = (ẽn−ẽn−١)
k

= en و ẽ٠ = ٠ ،ẽn = k
∑n

j=١ e
j کنید فرض
مͬ�گیریم: نظر

Gh∂tẽ
n + ẽn = ρ̃n +Ghτ̃

n , n ≥ ١ , (۴۵.٣)

شده�اند. تعریف قبل از ρj و τ j ،ρ̃n = k
∑n

j=١ ρ
j و τ̃n = k

∑n
j=١ τ

j که
داشت: خواهیم ∂tẽ

n = en آنجایͬ�که از و ∂tẽn به نسبت (۴۵.٣) از داخلͬ ضرب گرفتن با

(Gh∂tẽ
n, ∂tẽ

n) +
١
٢∂t(ẽ

n, ẽn) +
١
k
(∂tẽ

n, ∂tẽ
n) = (ρ̃n, ∂tẽ

n) + (Gh∂tτ̃
n, ∂tẽ

n)

= ∂t(ρ̃
n, ẽn)− (∂tρ̃

n, ẽn−١) + ∂t(Ghτ̃
n, ẽn)− (∂t(Ghτ̃

n), ẽn−١) .

داریم: ،ẽ٠ = ٠ اینͺه به توجه با و n روی عبارت کل کردن جمع با حال

k
n∑

j=١
(Gh∂tẽ

j, ∂tẽ
j) +

١
٢(ẽn, ẽn)

≤ ∥ρ̃n∥∥ẽn∥+ k

n∑
j=١

|(ρn, ẽn−١)|+ ∥Ghτ̃
n∥∥ẽn∥+ k

n∑
j=١

|(Ghτ
n, ẽn−١)|

≤ maxj∥ẽj∥
(
∥ρ̃n∥+ k

n∑
j=١

∥ρj∥+ k
n∑

j=١
∥Ghτ

j∥+ ∥Ghτ̃
n∥
)
.

داریم: راست سمت به چپ سمت عبارت دوم جمله دادن انتقال )با
k

n∑
j=١

(Gh∂tẽ
j, ∂tẽ

j)
) ١

٢ ≤ Ck
( n∑

j=١
∥ρj∥+

n∑
j=١

∥(Gh −G)τ j∥+ ∥Gτn∥
)
.



۵٠ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

داریم: ،T = tn که lk = log(T
k
) آنجایͬ�که از طرفͬ از

k
n∑

j=١
∥ρj∥ = k∥ρ∥+ k

n∑
j=٢

∥ρj∥ ≤ Ck∥v∥+ Ck
n∑

j=٢
t−١
j ∥v∥

≤ Ck∥v∥+ Cklk∥v∥ ≤ Cklk∥v∥ ,

و

k
n∑

j=١
∥(Gh −G)τ j∥ ≤ Ckh٢

n∑
j=١

∥τ j∥ = Ckh٢∥τ١∥+ Ckh٢
n∑

j=٢
∥τ j∥

= Ckh٢
∥∥∥ut(k)− ∂tu

١
∥∥∥+ Ch٢

n∑
j=٢

∥∥∥ ∫ tj

tj−١

(s− tj)utt(s) ds
∥∥∥

≤ Ch٢
(
k∥ut(k)∥+ ∥u(k)∥+ ∥v∥

)
+ Ch٢

n∑
j=٢

∫ tj

tj−١

∥sutt(s)∥ ds

≤ Ch٢∥v∥+ Ch٢
∫ tn

t١

∥sutt(s)∥ ds ≤ Ch٢lk∥v∥ ,

و

k
n∑

j=١
∥Gτ j∥ = k∥τ١∥+

n∑
j=٢

∥Gτ j∥ ≤ Cklk∥v∥ .

برهان لذا است، برقرار نیز (۴۴.٣) که داد نشان مͬ�توان مشابه به�طور است، برقرار (۴٣.٣) لذا
مͬ�شود. کامل (iv)

کامل گسسته�سازی حالت برای قوی نرم مبنای بر همͽرايͬ ٢.٣.٣

∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ اگر باشند، (١.١) و (۴.٣) از جواب�هایͬ u(t) و Un کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه

داریم: u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ
β) برای آنͽاه ،β ∈ [٠,١] برای

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;H) ≤ C(k
β
٢ + hβ)

(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) + ∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢

)
. (۴۶.٣)

برای آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
داشت: خواهیم u٠ ∈ L٢(Ω, Ḣ

١)

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;H) ≤ C(k
١
٢ + h)

(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣ١) + Tr(Q)

١
٢

)
. (۴٧.٣)



۵١ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

به�صورت (۴.٣) برای ضعیف جواب ͷی که مͬ�دانیم برهان.

Un = En
khPhu٠ +

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

En−j+١
kh Ph dW(s) , En

kh = τ(kAh)
n .

به�صورت (١.١) معادله برای ضعیف جواب ͷی همچنین مͬ�باشد.

u(tn) = E(tn)u٠ +

∫ tn

٠
E(tn − s) dW(s) , E(tn) = e−Atn .

است.
داشت: خواهیم لذا ،Fn = EkhPh − E(tn) و en = Un − u(tn) مͬ�دهیم قرار

en = Fnu٠ +
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١ dW(s)

+
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(
E(tn − tj−١)− E(tn − s)

)
dW(s)

= I + II + III .

بنابراین

∥en∥L٢(Ω;H) ≤ C
(
∥I∥L٢(Ω;H) + ∥II∥L٢(Ω;H) + ∥III∥L٢(Ω;H)

)
.

داریم: ،v = u٠ با (١.٣.٣) لم از استفاده با (I) برای

∥I∥ = ∥Fnu٠∥ ≤ C(k
β
٢ + hβ)|u٠|β ,

داشت: خواهیم نتیجه در که

∥I∥L٢(Ω;H) ≤ C(k
β
٢ + hβ)∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) .

داریم: ایزومتری ویژه�گͬ از استفاده با (II) برای

∥II∥L٢(Ω;H) = E
∥∥∥ n∑

j=١

∫ tj

tj−١

Fn−j+١ dW(s)
∥∥∥٢

=
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥Fn−j+٢∥١
L٠

٢
ds

=
∞∑
l=١

(
k

n∑
j=١

∥Fn−j+١Q
١
٢ el∥٢

)
.



۵٢ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

،v = Q
١
٢ el با (١.٣.٣) لم (ii) قسمت از استفاده با مͬ�باشد، H در متعامد یͺه بردار el هر که

داشت: خواهیم

∥II∥L٢(Ω;H) ≤ C
∞∑
l=١

(kβ + h٢β)|Q
١
٢ el|β−١

= C
∞∑
l=١

(kβ + h٢β)∥A
β−١

٢ Q
١
٢ el∥٢

= C(kβ + h٢β)∥A
β−١

٢ ∥٢
L٠

٢
.

داریم: ایزومتری ویژه�گͬ از استفاده با نیز (III) برای

∥III∥L٢(Ω;H) =
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥∥∥(E(tn − tj−١)− E(tn − s)
)∥∥∥٢

L٠
٢

ds

=
∞∑
l=١

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥∥∥A−β
٢

(
E(s− tj−١)− I

)
A

β
٢ E(tn − s)Q

١
٢ el

∥∥∥٢
ds .

داشت: خواهیم ،v = A
β−١

٢ Q
١
٢ el با (٢.١.٣) لم و (١.١.٣) ازلم استفاده با

∥III∥L٢(Ω;H) ≤ Ckβ

∞∑
l=١

∫ tn

٠

∥∥∥A ١
٢E(tn − s)A

β−١
٢ Q

١
٢ el

∥∥∥٢
ds (۴٨.٣)

≤ Ckβ

∞∑
l=١

∥A
β−١

٢ Q
١
٢ el∥٢ = Ckβ∥A

β−١
٢ ∥٢

L٠
٢
,

در را β = ١ مͬ�توانیم آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
مͬ�آید. بدست (۴٧.٣) و دهیم قرار (۴۶.٣)

فرض همچنین باشند، (١.١) و (۴.٣) از جواب�هایͬ بترتیب u(t) و Un فرضکنید .٣.٣.٣ نتیجه
با استوانه�ای وینر فرایند ͷی W (t) اگر ،D(A) ⊂ H١

٠ (٠,١) ∩H(٠,١)٢ با A = − ∂٢

∂x٢ که کنید
داریم: ،u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

β) برای آنͽاه باشد، Q = I

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;H) ≤ C(k
β
٢ + hβ)

(
١ + ∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ)

)
, ٠ ≤ β <

١
٢ .



۵٣ کامل گسسته�سازی حالت در خطا برآورد .٣.٣

کامل گسسته�سازی حالت برای ضعیف نرم مبنای بر همͽرايͬ ٣.٣.٣

∥Aβ−١
٢ ∥L٠

٢
< ∞ اگر باشند، (١.١) و (۴.٣) از جواب�هایͬ u(t) و Un کنید فرض .۴.٣.٣ قضیه

داریم: ،T = tn که lk = log(T
k
) با ،u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

β) برای آنͽاه ،β ∈ [٠,١] هر برای

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ C(k
(β+١)

٢ + hβ+١)
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) + lk∥A

β−١
٢ ∥L٠

٢

)
. (۴٩.٣)

برای آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با H در مقادیری با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
داشت: خواهیم u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

١)

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ C(k + h٢)
(
∥u٠∥L٢(Ω;Ḣ١) + lkTr(Q)

١
٢

)
. (۵٠.٣)

(١.٣.٣) لم (iii) قسمت از استفاده با مͬ�کنیم، عمل (٢.٣.٣) قضیه مشابه اثبات برای برهان.
داریم:

∥I∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Chβ+١∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ) , ٠ ≤ β ≤ ١ .

داریم: v = Q
١
٢ el و (١.٢.٣) لم (iv) قسمت و ایزومتری ویژه��گͬ از استفاده با ،(II) برای

∥II∥L٢(Ω;Ḣ−١) = E
∥∥∥ n∑

j=١

∫ tj

tj−١

A− ١
٢Fn−j+١ dW(s)

∥∥∥٢

=
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥A− ١
٢Fn−j+٢∥١

L٠
٢
ds

=
∞∑
l=١

(
k

n∑
j=١

∥A− ١
٢Fn−j+١Q

١
٢ el∥٢

)
≤ C(kβ+١ + h٢(β+١))l٢k

∞∑
l=١

∥A
(β−١)

٢ Q
١
٢ el∥٢

≤ C(kβ+١ + h٢(β+١))l٢k∥A
(β−١)

٢ ∥L٠
٢
.

داریم: ایزومتری ویژه�گͬ از استفاده با (III) برای

∥III∥L٢(Ω;Ḣ−١) =
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥∥∥A− ١
٢

(
E(tn − tj−١)− E(tn − s)

)∥∥∥٢

L٠
٢

ds

=
∞∑
l=١

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥∥∥A− (β−١)
٢

(
E(s− tj−١)− I

)
A

١
٢E(tn − s)A

(β−١)
٢ Q

١
٢ el

∥∥∥٢
ds .



۵۴ تصادفͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای محدود المان�های روش .٣

داشت: خواهیم (۴٨.٣) روند کردن دنبال با

∥III∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ Ckβ∥A
β−١

٢ ∥٢
L٠

٢
,

در را β = ١ مͬ�توانیم آنͽاه باشد، Tr(Q) < ∞ با وینر فرایند ͷی W (t) اگر خاص حالت در
مͬ�آید. بدست (۵٠.٣) و دهیم قرار (۴٩.٣)

فرض همچنین باشند، (١.١) و (۴.٣) از جواب�هایͬ بترتیب u(t) و Un فرضکنید .۵.٣.٣ نتیجه
با استوانه�ای وینر فرایند ͷی W (t) اگر ،D(A) ⊂ H١

٠ (٠,١) ∩H(٠,١)٢ با A = − ∂٢

∂x٢ که کنید
داریم: ،T = tn که lk = log(T

k
) با ،u٠ ∈ L٢(Ω; Ḣ

β) برای آنͽاه باشد، Q = I

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω;Ḣ−١) ≤ C(k
(β+١)

٢ + hβ+١)
(

١ + lk∥u٠∥L٢(Ω;Ḣβ)

)
, ٠ ≤ β <

١
٢ .



۴ فصل

عددی راه�حل

مقدمه ١.۴

همه، از اول مͬ�دهیم. ارایه همͽرایͬ سرعت برآورد بررسͬ برای را عددی راه�حل فصل این در
ارایه ٢.۴ بخش در ماتریسͬ فرم ͷی پسرو اویلر روش و محدود المان�های روش از استفاده با
آن از بعد مͬ�شود. ارایه ٣.۴ بخش در گسسته مسایل در (noise) اختلال محاسبه سپس مͬ�شود.
موجود اختلال که مͬ�دهیم نشان خاص حالت در مͬ�شود، ارایه ۴.۴ بخش در عددی آزمایش�های
دو و مͬ�آید بوجود چͽونه (color noise) ͬͽرن اختلال و (white noise) سفید اختلال حالت در
در عددی تحلیل و نتایج سرانجام مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد ͬͽرن اختلال برای مختلف حالت

مͬ�شود. ارایه ۶.۴ و ۵.۴ بخش�های

شده ارایه عددی روش ماتریسͬ صورت ٢.۴

بͽیرید: نظر در را ٣ فصل از (۴.٣) معادله

Un − Un−١ + AhU
n = ∆W n, U٠ = Phu٠ , U

n ∈ Sh ,

انتͽرال (Ω) نظر مورد ناحیه روی و مͬ�کنیم ضرب χ ∈ Sh مانند تابعͬ در را معادله حال
داشت: خواهیم لذا مͬ�گیریم،

(Un, χ) + kAh(U
n, χ) = (Un−١, χ) + (∆W n, χ) , ∀χ ∈ Sh . (١.۴)



۵۶ عددی راه�حل .۴

یعنͬ: نوشت پایه�ای توابع از ترکیبͬ صورت به را آن مͬ�توان لذا است Un ∈ Sh آنجايͬ�که از

Un =
∞∑
j=١

ξnj φj ,

داریم: مͬ�کنیم جایͽذاری (١.۴) معادله در را Un حال

(
∞∑
j=١

ξnj φj, χ) + kAh(
∞∑
j=١

ξnj φj, χ) = (
∞∑
j=١

ξn−١
j φj, χ) + (∆W n, χ), ∀χ ∈ Sh ,

نوشت: φi مانند پایه�ای تابع به��صورت را آن مͬ�توان لذا است χ ∈ Sh چون طرفͬ از

(
∞∑
j=١

ξnj φj, φi) + kAh(
∞∑
j=١

ξnj φj, φi) = (
∞∑
j=١

ξn−١
j φj, φi) + (∆W n, φi), ∀χ ∈ Sh ,

∞∑
j=١

ξnj (φj, φi) + k
∞∑
j=١

ξnj (∇φj,∇φi) =
∞∑
j=١

ξn−١
j (φj, φi) + (∆W n, φi), ∀χ ∈ Sh ,

داشت: خواهیم بنابراین

Bξn + knAξn = Bξn−١ + η . (٢.۴)

ξn ،(Mass matrix) B =
∫
D φiφj dx ،(Stiffness matrix) A =

∫
D ∇φi∇φj dx آن در که

.∆W = W n −W n−١ اینجا در که نویز، یا اختلال ηj = (∆W,φJ) ،(load vector)

اختلال محاسبه ٣.۴

به��صورت بردار دو روی ١ تنسور ضرب

x⊗ y = xyT .

مͬ�شود. تعریف
W آنجايͬ�که از است. n × n ماتریس ͷی n طول به بردار دو روی تنسور ضرب اینرو، از

است. RM در مقادیری با گوسͬ تصادفͬ متغیر ͷی η لذا است گوسͬ

E
(
(η ⊗ η)ij

)
= E

(
(∆W,φi)(∆W,φj)

)
= ∆t(Qφi, φj) .

١Tensor product



۵٧ عددی آزمایش�های .۴.۴

اگر بنابراین،

η = Lω , (٣.۴)

متغیر ͷی ω و (Q̃)ij = (Qφi, φj) ماتریس از ٢ͬͺچولس تجزیه در مثلثͬ پایین ماتریس L که
آنͽاه: مͬ�باشد، ∆tI کواریانس ماتریس با RM در مقادیری با تصادفͬ

E
(
(Lω)⊗ (Lω)

)
= E

(
Lω(Lω)T

)
= LE(ω ⊗ ω)LT = ∆tLLT = δtQ̃ .

عددی آزمایش�های ۴.۴

ͬͽرن اختلال و سفید اختلال حالت دو آنجايͬ�که از مͬ�شود. ارایه عددی آزمایش�های بخش این در
حالت ͷی مͬ�شوند، تقسیم هم از جدا اصلͬ بخش دو به عددی آزمایش�های مͬ�گیریم، نظر در را
زمان در همͽرايͬ سرعت بررسͬ هدف اینجا در .ͬͽرن اختلال برای دوم حالت و سفید اختلال برای
هنͽامͬ�که باشیم. گرفته نظر در را سفید اختلال حالت که است هنͽامͬ فقط این و مͬ�باشد مͺان و

مͬ�کنیم. بررسͬ مͺان در فقط را همͽرايͬ سرعت مͬ�گیریم نظر در را ͬͽرن اختلال حالت

( White noise ) سفید اختلال .١

اینرو از است، Q = I کواریانس ماتریس سفید اختلال حالت در

(Q̃)ij = (Qφi, φj) = Bij ,

ͬͺچولس فاکتور به (٣.۴) در L ͬͺچولس فاکتور اینرو از مͬ�باشد، جرم ماتریس همان B که
سفتͬ ماتریس جرم، ماتریس بوسیله مͬ�توان را (٢.۴) بنابراین مͬ�شود. تبدیل جرم ماتریس

کرد. شبیه�سازی η و
مͺان و زمان تحت قوی همͽرايͬ سرعت سفید، اختلال حالت برای عددی آزمایش�های در
به لذا است تصادفͬ فرایند ͷی خود SPDE دقیق جواب آنجايͬ�که از مͬ�شود. محاسبه
خیلͬ مش ͷی روی را محدود المان�های جواب بنابراین نیست. شده شناخته صراحت
جواب�های سپس مͬ�گیریم، نظر در دقیق جواب به�عنوان و مͬ�کنیم محاسبه (ظریف) خوب
همͽرايͬ سرعت محاسبه برای و مͬ�کنیم محاسبه را ضعیف مش�های روی محدود المان��های

٢Cholesky factorization



۵٨ عددی راه�حل .۴

المان�های حل اجرای زمان طول به توجه با مͬ�کنیم. مقایسه آمده بدست دقیق جواب با قوی
مͬ�دهیم. قرار k = ٨−٢, h = ٨−٢ را مش بهترین محدود،�

( Color noise ) ͬͽرن اختلال .٢

ماتریس از L ͬͺچولس فاکتور مͬ�گیریم، �نظر در را ͬͽرن اختلال هنͽامͬ�که

(Q̃)ij = (Qφi, φj) ,

مͬ�گیریم. نظر در حالت دو Qکواریانس عملͽر برای اینجا در مͬ�کنیم. محاسبه را (٣.۴) در
Q = A−١ سپس، مͬ�شود، کواریانسگرفته به�عنوان گوس٣ͬ هسته با انتͽرال یͷعملͽر اول،

. H(٠,١)٢ ∩H١
٠ (٠,١) دامنه با A = −∆ = − ∂٢

∂x٢ که

گوسͬ هسته .١

(Q̃)ij = (Qφi, φj) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
K(x, y)φi(x)φj(y) dx dy ,

که

K(x, y) = e
−(x−y)٢

٢σ٢ ,

است. گوسͬ هسته

Q = A−١ که حالتͬ .٢

(Q̃)ij = (Qφi, φj) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
G(x, y)φi(x)φj(y) dx dy ,

که

G(x, y) =


y(١ − x) , ٠ ≤ y ≤ x ,

x(١ − y) , x ≤ y ≤ ١ ,

است. ۴ گرین تابع
٣Gaussian kernel
۴ Green function



۵٩ عددی نتایج .۵.۴

سفید اختلال برای k در قوی همͽرایͬ :١.۴ شͺل

عددی نتایج ۵.۴

حالت دو برای زمانͬ گام�های و مͺان تحت قوی همͽرایͬ سرعت برای عددی نتایج بخش این در
همͽرایͬ رفتار بررسͬ عددی، آزمایش�های از هدف است. شده ارایه ͬͽرن اختلال و سفید اختلال
در عددی روش همͽرایͬ سرعت چͽونه که مͬ�کنیم بررسͬ خاص حالت استدر عددی روش

مͬ�یابد. کاهش مͺان و زمان

سفید اختلال برای k در قوی همͽرایͬ سرعت ١.۵.۴

که خوب مش ͷی روی را u دقیق جواب ابتدا ،k در قوی همͽرایͬ سرعت کردن محاسبه برای
تقریبͬ جواب و مͬ�داریم نͽه ثابت را h = ٨−٢ سپس مͬ�آوریم، بدست است h = ٨−٢ , k = ٨−٢

بترتیب k = ٧−٢ , ٢−۶ , ٢−۵ , ٢−۴ , ٣−٢ , حالتخاص، در مختلف، زمانͬ افرازهای برای Ukرا

بدست نتایج مͬ�کنیم. محاسبه زمانͬ افراز هر برای را ∥u− Uk∥L٢(Ω,H) آخر در مͬ�آوریم. بدست
N = ۵٠ , N = ١٠٠ برای خطا �است، شده داده نشان ١.۴ شͺل در عددی آزمایش�های از آمده

است. شده� محاسبه



۶٠ عددی راه�حل .۴

سفید اختلال برای h در قوی همͽرایͬ :٢.۴ شͺل

سفید اختلال برای h در قوی همͽرایͬ سرعت ٢.۵.۴

مش ͷی روی را u دقیق جواب ابتدا قوی همͽرایͬ سرعت کردن محاسبه برای نیز حالت این در
و مͬ�داریم نͽه ثابت را k = ٨−٢ سپس مͬ�آوریم، بدست است h = ٨−٢ , k = ٨−٢ که خوب
بدست h = ٧−٢ , ٢−۶ , ٢−۵ , ٢−۴ , ٣−٢ , مختلف زمانͬ افرازهای برای را Uh تقریبͬ جواب
شͺل در مͬ�کنیم. محاسبه مختلف زمانͬ افرازهای برای را ∥u − Uh∥L٢(Ω,H) آخر در مͬ�آوریم.

�است. شده محاسبه N = ۵٠ , N = ١٠٠ برای خطا ٢.۴

ͬͽرن اختلال برای h در قوی همͽرایͬ سرعت ٣.۵.۴

وجود حالت کواریانسدو عملͽر برای ،ͬͽرن اختلال حالت در شد گفته بخش۴.۴ در که همان�طور
را u دقیق جواب ابتدا قبل حالات مشابه نیز حالت این در . Q = A−١ (٢ گوسͬ ١)هسته دارد
نͽه ثابت را k = ٨−٢ سپس مͬ�آوریم، بدست است h = ٨−٢ , k = ٨−٢ که خوب مش ͷی روی
h = ٧−٢ , ٢−۶ , ٢−۵ , ٢−۴ , ٣−٢ مختلف, زمانͬ افرازهای برای را Uh تقریبͬ جواب و مͬ�داریم
محاسبه مختلف افرازهای برای را ∥u − Uh∥L٢(Ω,H) آخر در مͬ�آوریم. بدست حالت دو هر برای

مͬ�کنیم:



۶١ عددی نتایج تحلیل .۶.۴

گوسͬ هسته با ͬͽرن اختلال برای h در قوی همͽرایͬ :٣.۴ شͺل

گوسͬ هسته .١
از ناشͬ عملͽر ͷی کواریانس عملͽر حالتͬ�که در h در قوی همͽرایͬ سرعت ٣.۴ شͺل در

��است. شده داده نشان مͬ�باشد گوسͬ هسته

Q = A−١ .٢

شده داده نشان مͬ�باشد Q = A−١ حالتͬ�که در h در قوی همͽرایͬ سرعت ۴.۴ شͺل در
است.

عددی نتایج تحلیل ۶.۴

تقسیم بخش دو به عددی آزمایش�های تحلیل است. شده ارایه عددی نتایج تحلیل بخش این در
تحلیل سپس، سفید. اختلال حالت برای h و k در قوی همͽرایͬ سرعت نتایج تحلیل اول مͬ�شود،

.ͬͽرن اختلال حالت برای h در قوی همͽرایͬ سرعت نتایج



۶٢ عددی راه�حل .۴

Q = A−١ هنͽامͬ�که ͬͽرن اختلال برای h در قوی همͽرایͬ :۴.۴ شͺل

سفید اختلال حالت ١.۶.۴

بنابر بنابراین بود خواهد Q = I کواریانس، عملͽر سفید اختلال حالت در شد گفته همان�طورکه
تخمین برای مͬ�باشد. O(h

١
٢ ) و O(k

١
۴ ) مرتبه از تقریبا قوی همͽرایͬ سرعت (٢.٣.٣) قضیه

را شبیه�سازی و مͬ�داریم نͽه ثابت را h شد گفته ۵.۴ بخش در همان�طورکه k در همͽرایͬ سرعت
.h در همͽرایͬ سرعت تخمین برای برعͺس مͬ�دهیم. انجام مختلف kهای برای

داریم: جزییات از کردن نظر صرف با

∥Un − u(tn)∥L٢(Ω,H) := estrong(k, h) ≈ C(k
١
۴ + h

١
٢ ) .

داشت: خواهیم h و k داشتن نͽه ثابت با متناظرا بنابراین

log estrong(k) ≈ logC +
١
۴ log k .

و

log estrong(h) ≈ logC +
١
٢ log h .



۶٣ عددی نتایج تحلیل .۶.۴

k,h-white noise در همͽرایͬ سرعت :١.۴ جدول

h k β k h β

٨−٢ ٧−٢ ٠٫ ٧۶۵٨ ٨−٢ ٧−٢ ٠٫ ٨١٠٩
٨−٢ ٢−۶ ٠٫ ۵۶٢۴ ٨−٢ ٢−۶ ٠٫ ۴٠٧۵
٨−٢ ٢−۵ ٠٫ ۴۴۵۶ ٨−٢ ٢−۵ ٠٫ ٣٨١۶
٨−٢ ٢−۴ ٠٫ ٣۴۶۶ ٨−٢ ٢−۴ ٠٫ ۴٣٩٧

قوی همͽرایͬ سرعت برای عددی آزمایش�های در ما نمودارهای که داشت انتظار مͬ�توان بنابراین
نشان تقریبا را انتظار مورد شیب ٢.۴ شͺل و ١.۴ شͺل شوند. ظاهر ١

٢ و ١
۴ شیب با ،h و k در

مͬ�باشد. محاسباتͬ خطای از حاصل اطلاعات همͽرایͬ سرعت محاسبه برای دیͽر راه ͷی داده�اند.
خیلͬ h هنͽامͬ�که باشد. O(k

β
٢ +hβ)اطراف در باید همͽرایͬ سرعت مرتبه (٢.٣.٣) قضیه بنابر

معنا بدان این است. شده محصور k توسط خطا که است این بر فرض ،(h = ٨−٢) است ͷکوچ
بنابراین باشد. O(k

β
٢ ) مرتبه از باید قوی همͽرایͬ سرعت که است

Uki

Uki+١
≈ (

ki
ki+١

)
β
٢ = ٢

β
٢ ,

داشت: خواهیم لذا و

β =
٢

log٢ log (
Uki

Uki+١
) . (۴.۴)

h توسط خطا که است این بر فرض ،(k = ٨−٢) است ͷکوچ خیلͬ k هنͽامͬ�که مشابه به�طور
داریم: (۴.۴) مشابه باشد. O(hβ) مرتبه از باید قوی همͽرایͬ سرعت بنابراین است. شده محصور

β =
١

log٢ log (
Uhi

Uhi+١

) . (۵.۴)

بدست β برای را ١.۴ جدول در شده داده نشان نتایج ،(۵.۴) و (۴.۴) از استفاده با بنابراین
است. ١

٢ انتظار مورد مقدار اطراف در تقریبا βها متوسط مقدار که مͬ�دهد نشان جدول مͬ�آوریم.

ͬͽرن اختلال حالت ٢.۶.۴

(٢.٢.٣) قضیه بنابر لذا مͬ�شود بررسͬ مͺان در فقط همͽرایͬ سرعت آنجایͬ�که از حالت این در
شͺل و ٣.۴ شͺل مͬ�باشد. O(h) مرتبه از همͽرایͬ سرعت آنͽاه ،∥Q ١

٢∥٢
L٠

٢
= Tr(Q) < ∞ اگر



۶۴ عددی راه�حل .۴

ͬͽرن و سفید اختلال برای h در همͽرایͬ سرعت مقایسه :۵.۴ شͺل

مͬ�کنند. تایید را نظر مورد شیب با آمده بدست همͽرایͬ سرعت ۴.۴
سفید اختلال حالت دو برای �است، شده محصور h توسط هنͽامͬ�که همͽرایͬ سرعت� ۵.۴ شͺل در
همͽرایͬ مͬ�رفت، انتظار ��که همان�طور کرد، مشاهده مͬ�توان کرده�ایم. مقایسه هم با ͬͽرن اختلال و
بدست برای را (۵.۴) اگر است. سریع�تر سفید اختلال حالت به نسبت ͬͽرن اختلال حالت در
مͬ�آوریم. بدست را ٢.۴ جدول در شده ارایه مقادیر ببریم کار به ͬͽرن اختلال حالت در β آوردن
برای همͽرایͬ سرعت که داشت انتظار مͬ�توان لذا است هموار نسبتا گوسͬ اختلال آنجایͬ�که از
هنͽامͬ�که سرعت این به�علاوه باشد. سریع�تر Q = A−١ با اختلال به نسبت گوسͬ هسته با اختلال
به که مͬ�دهد نشان این بود. خواهد سریع�تر است، بزرگ h هنͽامͬ�که به نسبت است ͷکوچ h

زبان�های یا موازی دستͽاه�های روی را جواب�ها باید قطعͬ، و دقیق نتایج آوردن بدست منظور
h شدن ͷنزدی با به�علاوه کرد، اجرا خطا تخمین به�عنوان ͷکوچ hهای برای دیͽر نویسͬ برنامه

داشت. خواهد مجانبͬ رفتار خطا صفر به
است. بهتر ͬͽرن اختلال حالت در عددی نتایج خلاصه، به�طور



۶۵ عددی نتایج تحلیل .۶.۴

h-color noise در همͽرایͬ سرعت :٢.۴ جدول

k h β (Gauss kernel) β (Q = A−١)

٨−٢ ٧−٢ ٢٫ ۴۶٩۵ ١٫ ١۶٩٩
٨−٢ ٢−۶ ١٫ ١٠۶٢ ٢٫ ٢٣٩۵
٨−٢ ٢−۵ ٠٫ ٧۶٨٣ ٠٫ ٨٧۶٠
٨−٢ ٢−۴ ٠٫ ٧۶٠۴ ١٫ ٠٧٢١



آتͬ کارهای برای پیشنهاداتͬ و گیری نتیجه

معادلات بود. تصادفͬ جزئͬ مشتقات با معادلات عددی حل بررسͬ ما هدف پایان�نامه، این در
مهندسͬ، در جمله از متنوعͬ مسایل دارند. کاربردی ریاضیات در مهم بسیار نقش دیفرانسیل
به و همیشه چون اما کرد. بیان دیفرانسیل معادلات زبان به مͬ�توان که دارند وجود و... ͷفیزی
جواب تا مͬ�کنیم استفاده عددی روشهای از ما ندارد وجود معادلات این تحلیلͬ جواب اینͺه دلیل
بدست برای را محدرد المان�های روش ما اینجا در آوریم. بدست را مختلف بازه�های در نیاز مورد
برای را روش این مͬ�توان بردیم. به�کار خطͬ حالت در تصادف۵ͬ حرارت معادله عددی نتایج آوردن
برد. به�کار خطͬ غیر و خطͬ حالت در کان-هیلیارد۶ معادله و موج معادله جمله از دیͽر معادلات
به�کار معادلات این برای مͺعب٨ حجم روش و تصادف٧ͬ کالوکیشن روش چون دیͽری روش�های
لحاظ از هم روش دو این به نسبت محدرد المان�های روش که مͬ�دهد نشان نتایج اما است، رفته

است. بهتر عددی نتایج لحاظ از هم و هزینه

۵Stochastic heat equation
۶Cahn-Hilliard
٧Stochastic collocation method
٨Cubature method

۶۶



پیوستآ�

Matlab کد و مهم تعاریف

تعاریف آ�.١

مͬ�گوییم لب انتͽرال ͷی را است شده تعریف R روی که f اندازه�پذیر تابع ͷی آ�.١.١. تعریف
کند: صدق زیر شرط دو در به�طوری��که باشد داشته وجود (fn) توابع از دنباله ͷی اگر

،
∑∞

n=١
∫
|fn| < ∞ (a

.f(x) =
∑∞

n=١ fn(x) ∀x ∈ R s.t.
∑∞

n=١ |fn(x)| < ∞ (b

به�صورت f انتͽرال ∫آنͽاه
f =

∞∑
n=١

∫
fn ,

مͬ�شود. تعریف
داریم: آنͽاه کنند صدق (b) و (a) شرط در (fn) توابع از دنباله ͷی و f تابع ͷی اگر

f ≃
∞∑

n=١
fn .

اگر مͬ�شود گفته موضعͬ انتͽرال�پذیر است، شده تعریف R روی که f تابع ͷی آ�.٢.١. ∫تعریف b

a

f ,

باشد. موجود −∞ < a < b < ∞ هر برای



۶٨ Matlab کد و مهم تعاریف آ�.

انتͽرال�پذیر تابع ͷی χS مشخصه تابع اگر مͬ�شود گفته اندازه�پذیر S مجموعه ͷی آ�.٣.١. تعریف
باشد. موضعͬ

تابع ͷی χS مشخصه تابع اگر باشد، اندازه�پذیر مجموعه ͷی S کنید فرض آ�.١.۴. تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت µ(S) آنͽاه باشد انتͽرال�پذیر

µ(S) =

∫
χS ,

آنͽاه: نباشد، انتͽرال�پذیر χS اگر
µ(S) = ∞ .

انتͽرال�پذیر ،t هر برای اگر است مارتینͽل ͷی X(t) , t ≥ ٠ تصادفͬ فرایند ͷی آ�.١.۵. تعریف
یعنͬ: باشد.

E|X(t)| < ∞ ,

،s > ٠ هر برای و
E
(
X(t+ s) | Ft

)
= X(t) .

پیشامدهایͬ به وابسته فقط f(t, .) اگر است سازگار ،f : [٠, T ]×Ω → R فرایند ͷی آ�.١.۶. تعریف
شده��اند. تولید W (s) , s ≤ t توسط که باشد

(Ω,F ,P) احتمال فضای روی تصادفͬ فرایند ͷی {Xt | t ∈ T} کنید فرض آ�.٧.١. تعریف
مͬ�شود گفته adapted-Ft ، {Xt} تصادفͬ فرایند آنͽاه فیلتریشن، ͷی {Ft | t ∈ T} که باشد،

باشد. Ft-اندازه�پذیر ،Xt ،t ≥ ٠ هر برای اگر

X−١
t (B) ∈ Ft ∀B ∈ R .

. بورل σ-جبر :B
باشد. سازگار فیلتریشن تعدادی با اگر مͬ�شود گفته سازگار فرایند ͷی تصادفͬ فرایند ͷی

هر برای اگر است بسته A خطͬ عملͽر باشند. باناخ فضای دو X, Y کنید فرض آ�.٨.١. تعریف
.n → ∞ وقتͬ Axn → y ∈ Y به�طوری�که باشد x ∈ X به همͽرا D(A) در {xn}n∈N دنباله

به�صورت مͬ�تواند مثبت معین ماتریس هر آ�.٩.١. تعریف

A = LLT ,

مͬ�باشد. مثبت قطری عناصر با مثلثͬ پایین L که شود. تجزیه



۶٩ تعاریف آ�.١.

مͬ�شود. گفته A از ͬͺچولس فاکتور ͷی L •

شود. تفسیر مثبت معین ماتریس ͷی دوم ریشه به�عنوان مͬ�تواند L •

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت پیشرو اویلر فرمول آ�.١٠.١. تعریف

yk+١ = yk + hf(yk, tk) +O(h٢) ,

آنͽاه: t = tk اکر

y(tk + h) = yk+١ = y(tk) +
dy

dt
|tk +O(h٢) = yk + hf(yk, tk) +O(h٢) .

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت پسرو اویلر فرمول •

yk+١ = yk + hf(yk+١, tk+١) ,

آنͽاه: t = tk اکر

y(tk+١ − h) = yk+١ = y(tk+١) +
dy

dt
|tk+١ +O(h٢) .

آنͽاه: باشد، n+ ١ مرتبه تا مشتقات با x از تابعͬ f اگر تیلور١) (فرمول آ�.١١.١. تعریف

f(x)− f(x٠) = f
′
(x٠)(x− x٠) +

١
٢f

′′
(x٠)(x− x٠)

٢ +
١
٣!f

(٣)(x٠)(x− x٠)
٣

+ · · ·+ ١
n!
fn(x٠)(x− x٠)

n +Rn(x, x٠) ,

مͬ�شود: تعریف زیر فرم به و باقیمانده Rn که

Rn =
١

(n+ ١)!f
n+١(θn)(x− x٠)

n+١

. θn ∈ (x, x٠) برای
١Taylor formula
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Matlab کد آ�.٢

آورده�ایم. شده�است استفاده نامه پایان این در که مسایلͬ مطلب کد اینجا در

%simple brownian motion

T = 1;

num = 1000;

dt = T/num;

norms = randn(num, 1)*dt;

bm = cumsum(norms, 1);

plot( dt:dt:T, bm );

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

T = 1; N = 500; dt = T/N; t = (dt:dt:1);

M = 1000;

dW = sqrt(dt)*randn(M,N);

W = cumsum(dW,2);

U = exp(repmat(t,[M 1]) + 0.5*W);

Umean = mean(U);

plot([0,t],[1,Umean],'b-'),

plot([0,t],[ones(5,1),U(1:5,:)],'r--'),

xlabel('t','FontSize',16)

ylabel('U(t)','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment','right')

legend('mean of 1000 paths','5individual paths',2)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%sde_sine.m generates outcomes of solutions of the SDE dx(t)=sin(x(t))+dB(t)

N=10000; T=700; h=T/N; % number of steps to take & maximum time & time step

t=(0:h:T); % t is the vector [0 1h 2h 3h ... Nh]

sigma=1.0; % strength of noise

X=zeros(size(t)); % place to store locations
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X(1)=0.0; % initial location

for i=1:N % take N steps

X(i+1)=X(i)+sin(X(i))*h+sigma*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,X);

title('SDE with sine drift');

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%True solution for SDE : dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,}

% where lambda = 2, mu = 1 and Xzero = 1.

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1;

T = 1; N = 2^8; dt = 1/N;

dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Brownian increments

W = cumsum(dW); % discretized Brownian path

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu^2)*((dt:dt:T))+mu*W);

plot((0:dt:T),[Xzero,Xtrue],'m-'),

xlabel('t','FontSize',12)

ylabel('X','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment','right')

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Approximation solution for SDE : dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

% where lambda = 2, mu = 1 and Xzero = 1.

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1;

dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Brownian increments

W = cumsum(dW); discretized Brownian path

R = 4; Dt = R*dt; L = N/R;

Xem = zeros(1,L); Xtemp = Xzero;

for j = 1:L

Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;
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Xem(j) = Xtemp;

end

plot((0:Dt:T),[Xzero,Xem],'r--*'),

xlabel('t','FontSize',12)

ylabel('X','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment','right')

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%compare true and Approximation SDE : dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

% where lambda = 2, mu = 1 and Xzero = 1.

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1;

T = 1; N = 2^8; dt = 1/N;

dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Brownian increments

W = cumsum(dW); % discretized Brownian path

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu^2)*((dt:dt:T))+mu*W);

plot((0:dt:T),[Xzero,Xtrue],'m-'),

R = 4; Dt = R*dt; L = N/R;

Xem = zeros(1,L);

Xtemp = Xzero;

for j = 1:L

Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;

Xem(j) = Xtemp;

end

plot((0:Dt:T),[Xzero,Xem],'r--*'),

xlabel('t','FontSize',12)

ylabel('X','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment','right')

emerr= abs(Xem(end)-Xtrue(end))

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Weak convergence
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% Solves dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

% where lambda = 2, mu = 1 and Xzer0 = 1.

lambda = 2; mu = 0.1; Xzero = 1; T = 1; % problem parameters

M = 50000; % number of paths sampled

Xem = zeros(5,1); % preallocate arrays

for p =1:5% take various Euler timesteps

Dt = 2^(p-10); L = T/Dt; % L Euler steps of size Dt

Xtemp = Xzero*ones(M,1);

for j = 1:L

Winc = sqrt(Dt)*randn(M,1);

% Winc = sqrt(Dt)*sign(randn(M,1)); %% use for weak E-M %%

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp.*Winc;

end

Xem(p) = mean(Xtemp);

end

Xerr = abs(Xem - exp(lambda));

Dtvals = 2.^([1:5]-10);

subplot(222) % top RH picture

loglog(Dtvals,Xerr,'b*-'), hold on

loglog(Dtvals,Dtvals,'r--'), hold off % reference slope of 1

axis([1e-3 1e-1 1e-4 1])

xlabel('\Delta t'), ylabel('| E(X(T)) - Sample average of X_L |')

title('emweak.m','FontSize',10)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%strong convergence

% Solves dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

% where lambda = 2, mu = 1 and Xzer0 = 1.

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % problem parameters

T = 1; N = 2^9; dt = T/N; %
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M = 1000; % number of paths sampled

Xerr = zeros(M,5); % preallocate array

for s = 1:M, % sample over discrete Brownian paths

dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Brownian increments

W = cumsum(dW); % discrete Brownian path

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu^2)+mu*W(end));

for p = 1:5

R = 2^(p-1); Dt = R*dt; L = N/R; % L Euler steps of size Dt = R*dt

Xtemp = Xzero;

for j = 1:L

Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;

end

Xerr(s,p) = abs(Xtemp - Xtrue); % store the error at t = 1

end

end

Dtvals = dt*(2.^([0:4]));

subplot(221) % top LH picture

loglog(Dtvals,mean(Xerr),'b*-'), hold on

loglog(Dtvals,(Dtvals.^(.5)),'r--'), hold off % reference slope of 1/2

axis([1e-3 1e-1 1e-4 1])

xlabel('\Delta t'), ylabel('Sample average of | X(T) - X_L |')

title('emstrong.m','FontSize',10)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%STAB Mean-square and asymptotic stability test for E-M.

% SDE is dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

% where lambda and mu are constants and Xzero = 1.

T = 20; M = 50000; Xzero = 1;

ltype = {'b-','r--','m-.'};
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subplot(211)

lambda = -3; mu = sqrt(3);

for k = 1:3

Dt = 2^(1-k);

N = T/Dt;

Xms = zeros(1,N); Xtemp = Xzero*ones(M,1);

for j = 1:N

dw= sqrt(Dt)*randn(M,1);

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp.*dw;

Xms(j) = mean(Xtemp.^2); % mean-square estimate

end

semilogy((0:Dt:T),[Xzero,Xms],ltype{k},'Linewidth',2), hold on

end

legend('\Delta t = 1','\Delta t = 1/2','\Delta t = 1/4')

title('Mean-Square: \lambda = -3, \mu = \surd 3','FontSize',16)

ylabel('E[X^2]','FontSize',12), axis([0,T,1e-20,1e+20]), hold off

subplot(212) %%%%% Asymptotic: a single path %%%%%%%

T = 500;

lambda = 0.5; mu = sqrt(6); % problem parameters

for k = 1:3

Dt = 2^(1-k);

N = T/Dt;

Xemabs = zeros(1,N); Xtemp = Xzero;

for j = 1:N

dw= sqrt(Dt)*randn;

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*dw;

Xemabs(j) = abs(Xtemp);

end

semilogy([0:Dt:T],[Xzero,Xemabs],ltype{k},'Linewidth',2), hold on
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end

legend('\Delta t = 1','\Delta t = 1/2','\Delta t = 1/4')

title('Single Path: \lambda = 1/2, \mu = \surd 6','FontSize',16)

ylabel('|X|','FontSize',12), axis([0,T,1e-50,1e+100]), hold off

%dx(t)=-x(t)dt+sigma*dB(t).

N=8000; % number of steps to take

T=8; % maximum time

h=T/N; % time step

t=(0:h:T); % t is the vector [0 1h 2h 3h ... Nh]

y=zeros(size(t)); % prepare place to store locations

subplot(2,3,1);

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h;

end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking step

y(i+1)=y(i)-y(i)*h;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('Exponential decay to 0, 8000 steps');

subplot(2,3,2);

s=0.1; % \sigma

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;
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end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('\sigma = 0.1, 8000 steps');

subplot(2,3,3);

s=0.4; % sigma

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('\sigma = 0.4, 8000 steps');

subplot(2,3,4);

N=80; % number of steps to take

T=8; % maximum time

h=T/N; % time step
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t=(0:h:T); % t is the vector [0 1h 2h 3h ... Nh]

y=zeros(size(t)); % prepare place to store locations

s=0.2; % sigma

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('80 steps, h=0.1, \sigma=0.2');

subplot(2,3,5);

N=800; % number of steps to take

T=8; % maximum time

h=T/N; % time step

t=(0:h:T); % t is the vector [0 1h 2h 3h ... Nh]

y=zeros(size(t)); % prepare place to store locations

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking steps
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y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('800 steps, h=0.01, \sigma=0.2');

subplot(2,3,6);

N=8000; % number of steps to take

T=8; % maximum time

h=T/N; % time step

t=(0:h:T); % t is the vector [0 1h 2h 3h ... Nh]

y=zeros(size(t)); % prepare place to store locations

y(1)=3; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y), hold on % plot more permanently

y(1)=-2; % initial height

for i=1:N % start taking steps

y(i+1)=y(i)-y(i)*h+s*sqrt(h)*randn;

end;

plot(t,y); % plot more permanently

axis([0 T -2 3]); % set axis limits

grid on;

title('8000 steps, h=0.001, \sigma=0.2');

orient landscape

saveas(gcf,'langevin.pdf','pdf');
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Abstract
In this thesis, we present numerical solution for the stochastic partial diffrential

equations. First of all, we review the necessary concepts and definitions. In the second
chapter, the stochastic diffrential equations are studied. In the third chapter we present
the finite element method of SPDE’s. In the last chapter, we’ve suggested a method
for solving such equations, and we’ve compared the convergence rate behavior in both
white and colored noise. In this thesis all graphs are ploted by matlab software.
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