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است) قبول مورد داوران هیأت اصل امضاي با 4 یا 3 پیوست (فرم داوران هیأت توسط نامه تصویب صفحۀ





قدردانی

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
قدردانی و تشکر صمیمانه ، زیره احمد دکتر آقاي جناب خود، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم
به رساله، این سازي آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که هاشمی ابراهیم دکتر آقاي جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو
مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران و معصومی الدین حسام ام زندگی همراه از می�کنم تشکر و را

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که



چکیده
نامساوي و قدرمطلق ماکزیمم اصل بنابر می�باشد. خودمعکوس چندجمله�اي مختلط، آنالیز در مشهور چندجمله�اي�هاي از یکی

آورد. بدست مختلط چندجمله�اي�هاي براي نامساوي�هایی می�توان مثلثاتی، چندجمله�اي مشتق روي بر برنشتاین
موقعیت گرفتن نظر در با خودمعکوس، چندجمله�اي�هاي قدرمطلق ماکزیمم براي تقریبی می�شود، تلاش نامه پایان این در

بگیرد. قرار واحد دایره درون خودمعکوس چندجمله�اي صفرهاي که کرده بیان را کافی شرایط همچنین و شود ارائه صفرها،

چندجمله�اي- دادن-کران-مشتق برنشتاین-ریشه-تعمیم قدرمطلق-نامساوي ماکزیمم چندجمله�ايخودمعکوس-اصل واژه�هايکلیدي:
نامساوي�ها



پیشگفتار

ریاضیات از شاخه�اي هر در نقشمهمی چندجمله�اي�ها، آن�جایی�که از باشد. n درجه از Pیکچندجمله�اي (z) فرضمی�کنیم

|u| = ١ آن در �که ، P (z) = uQ(z) شرط در که می�کنیم بررسی را اي�ها چندجمله از خاصی نوع نامه پایان این در دارند

نامیدند. معکوس خود چندجمله�اي�هاي را، چندجمله�اي�هایی چنین راچویا و رحمان فراپیر، کنند. صدق Q(z) = znP (
١
z
) و

چون بزرگانی توسط و گرفتند قرار پژوهشگران وبررسی مطالعه مورد سال 30 مدت به آنها به وابسته توابع و چندجمله�اي�ها این

آوردن بدست جهت در گسترده�اي تلاشهاي لکس و آنکنی کیم، راچویا، فراپیر، ریولین، گویل، لاکاتوس، رحمان، زرگر، عزیز،

است. گرفته صورت واحد، دایره�ي روي بر آنها قدرمطلق ماکزیمم تخمین وهمچنین چندجمله�اي�ها چنین براي نامساوي�هایی

نامساوي�هایی می�کنیم سعی منظور، این برمی�داریم.براي آنها بهبود و تعمیم جهت در گامی نامه پایان این ارائه با نیز ما

قدرمطلق ماکزیمم رشد ابتدا بزنیم. تخمین را آنها مطلق قدر ماکزیمم و آوریم بدست معکوس خود چندجمله�اي�هاي براي

در می�آوریم. بدست ρn چندجمله�اي�هاي رده براي مشابهی نامساوي�هاي آن، به توجه با سپس و بیان را مختلط چندجمله�اي�هاي

دوم فصل در می�گیرند. قرار استفاده مورد بعدي فصول در که است شده اختصاصداده قضایایی و تعاریف بیان به اول فصل راستا، این

چندجمله�اي�هاي از ریشه�هاي سوم، فصل در و می�کنیم بررسی خودمعکوسرا هاي جمله�اي چند مطلق قدر ماکزیمم بخش، 3 ارا�ئه با

خودمعکوس چندجمله�اي�هاي براي Lp نامساوي�هاي بررسی به بخش، دو ارا�ئه با چهارم فصل در می�زنیم. تخمین را خودمعکوس

می�پردازیم.
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1 فصل
مقدماتی تعاریف و نیازها پیش

است. شده آورده پایه، قضیه چند و مقدماتی مفاهیم و تعاریف فصل این در

تعاریف و گذاري نماد 1.1

می�شود. استفاده زیر نماد�هاي از نامه پایان این در

حقیقی اعداد مجموعه : R

مختلط اعداد مجموعه : C

یکه دایره : U

nحداکثر درجه از چندجمله�اي�هاي تمام رده : Pn

n درجه از معکوس خود چندجمله�اي�هاي تمام رده : ρn



می�باشد. بعد فصول در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف شامل بخش این

دارد. نام مختلط چندجمله�اي مختلط، باضرایب چندجمله�اي یک .1.1.1 تعریف

چندجمله�اي .2.1.1 تعریف

T (x) = a٠ +
N∑

n=١

an cos(nx) + i
N∑

n=١

bn sin(nx) (x ∈ R)

می�توان را مثلثاتی چندجمله�اي�هاي می�شود. نامیده n درجه از مختلط 1 مثلثاتی چندجمله�اي a٠, ..., an, b١, ..., bn ∈ C با

داد. نشان زیر نمایی بصورت

T (x) =
N∑
−N

cne
(inx) (x ∈ R)

باشیم داشته اگر می�شود نامیده 2 معکوس خود چندجمله�اي (an ̸= ٠) P (z) =
∑n

i=١ aiz
i چندجمله�اي .3.1.1 تعریف

P (z) = uQ(z) , |u| = ١

جایی�که

Q(z) = znP (
١
z
)

باشد. پذیر مشتق z٠ همسایگی یک در هرگاه می�شود گفته تحلیلی z٠ در f تابع .4.1.1 تعریف

هر و ، X به متعلق x٢ و x١ دلخواه نقطه دو هر ازاي به هرگاه می�شود، نامیده محدب Rn در X مجموعه .5.1.1 تعریف

باشیم داشته λϵ(٠,١)

λx١ + (١ − λ)x٢ϵX

است. x٢ و x١ از محدبی ترکیب λx١ + (١ − λ)x٢ϵX می�شود گفته اصطلاح در
1Trigonometric polynomials
2self inversive



مقدماتی قضایاي .2.13

با است f(z) مانند بفردي منحصر و ناپذیر تحویل چندجمله�اي ، α جبري عدد از 3 مینیمال اي چندجمله .6.1.1 تعریف

. f(α) = ٠ به�طوري�که درجه کوچکترین

مقدماتی قضایاي 2.1

ایم. آورده است، نیاز مورد بعدي فصول در که را مختلط آنالیز از پایه�اي قضیه چند بخش این در

z١, z٢...zn ∈ C آن�گاه باشد n درجه��ي از چندجمله�اي (an ̸= ٠) P (z) =
∑n

i=١ aiz
i اگر جبر) (اساسی .1.2.1 قضیه

طوري�که به موجودند چنان

P (z) = an

n∏
i=١

(z − zi)

نیستند. متمایز لزوماً ها zi که

|g(z)| < |f(z)| ،C وبر باشند Cتحلیلی بسته ساده خم روي بر و درون g(z) و f(z) کنیم فرض ( 4 (روشه .2.2.1 قضیه

دارند. برابر صفرهاي تعداد C درون f(z) و f(z) + g(z) توابع آنگاه

|f(z)| آن�گاه باشد، Dپیوسته آن، بستار وبر Dتحلیلی کراندار میدان در f(z) اگر مطلق) قدر ماکزیمم (اصل .3.2.1 قضیه

باشد. ثابت تابع اینکه مگر ندارد، ماکزیمم درونی نقاط در علاوه به Dدارد. مرز بر ماکزیممی

به�طوري�که n درجه�ي از چندجمله�اي P (z) = ∑n
j=٠ ajz

j اگر [6] ( 5 اینشترم-کاکیا ) .4.2.1 قضیه

an ≥ an−١ ≥ ... ≥ a١ ≥ a٠ > ٠

دارند. قرار | z |≤ ١ ناحیه در P (z) صفرهاي همه آن�گاه

می�گیرد قرار U روي هایش ریشه تمام باشد، حقیقی معکوس خود چندجمله�اي یک P (z) اگر [8] ( 6 کوهن ) .5.2.1 قضیه

بگیرد. قرار U روي آن مشتق هاي ریشه تمام اگر وفقط اگر
3minimal polynomial
4Rouche
5Eneström-Kakeya theorem
6cohn



مقدماتی تعاریف و نیازها پیش .1 4فصل

است. شده انجام مثلثاتی چندجمله�اي�هاي براي آن اثبات که است 7 برنشتاین به منسوب نامساوي همان زیر، قضیه�ي و

و باشد n درجه�ي از چندجمله�اي یک P (z) می�کنیم فرض .6.2.1 قضیه

Max|z|=١|P (z)| 6 ١

در�این�صورت

Max|z|=١|P ′(z)| 6 n. (1.1)

بگیرد. مبدا در را خود صفرهاي تمام P (z) اگر است برقرار (1.1) رابطه�ي در تساوي

بحرانی نقاط تمام شامل است، جمله�اي چند یک صفر�هاي همه شامل که محدب مجموعه هر ( 8 -لوکاس گاوس ) .7.2.1 قضیه

می�باشد. نیز آن

7S.Bernstein
8Gauss-Lucas



2 فصل
معکوس خود چندجمله�اي�هاي قدرمطلق ماکزیمم

واحد دایره روي بر معکوس خود جمله�ا�ي�هاي چند مطلق قدر ماکزیمم 1.2

می�پردازیم. خودمعکوس جمله�اي�هاي چند مطلق قدر ماکزیمم براي کران�هایی مطالعه به فصل، این در

روي بر برنشتاین نامساوي از استفاده با باشد آن مشتق p′(z) و n درجه�ي از جمله�اي چند یک p(z) اگر، منظور این براي

می�آید بدست زیر نامساوي�هاي ترتیب به مطلق قدر ماکزیمم اصل همچنین و مثلثاتی جمله�اي�هاي چند مشتق

max
|z|=١

|p′(z)| 6 nmax
|z|=١

|p(z)| (1.2)

و

max
|z|=R>١

|p(z)| 6 Rn max
|z|=١

|p(z)|. (2.2)

مناسب شرط یک ایجاد با بنابراین، است. برقرار می�گیرد، مبدا در را صفرهایش تمام p(z) وقتی فقط (2.2) و (1.2) در تساوي

داد. بهبود را (2.2) و (1.2) نامساوي�هاي کران توان می p(z) چندجمله�ا�ي صفرهاي موقعیت روي بر

[21] 2 لکس توسط بعداً که زیر نامساوي می�توان باشد، نداشته |z| < ١ در صفري p(z) اگر 1 اردوش، حدس اساس بر

کرد. (1.2) نامساوي جایگزین را شده اثبات
1 Erdös
2Lax



معکوس خود چندجمله�اي�هاي قدرمطلق ماکزیمم .2 6فصل

max
|z|=١

|p′(z)| 6 n

٢
max
|z|=١

|p(z)|. (3.2)

آنگاه بگیرد، |z| < ١ در را هایش صفر تمام p(z) اگر داد، نشان [27] 3 توران دیگر طرف از

max
|z|=١

|p′(z)| > n

٢
max
|z|=١

|p(z)|. (4.2)

نامساوي باشد، نداشته k ≥ ١ براي |z| < k در صفري که p(z) = ∑n
ν=٠ aνz

ν جمله�اي چند براي [22] 4 مالیک،

داد. تعمیم زیر بصوت را (3.2)

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

١ + k
max
|z|=١

|p(z)|. (5.2)

R ≥ ١ براي و دادند بهبود را (2.2) نامساوي ندارد، صفري |z| < ١ در که p(z) چندجمله�اي براي [1] 6 ریولین و 5 آنکنی

آوردند. بدست را زیر نتیجه

max
|z|=R

|p(z)| 6
(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)|. (6.2)

است. برقرار ، |α| = |δ| به�طوري�که p(z) = αzn + δ هاي اي جمله چند براي ، (6.2) نامساوي در تساوي

می�آوریم. بدست معکوس خود چندجمله�اي�هاي رده براي مشابهی نامساوي�هاي ما فصل، این در

مثبت صحیح عدد یک حداقل براي اگر باشد. آن مشتق p′(z) و m درجه�ي از چندجمله�اي یک p(z) کنیم فرض .1.1.2 لم

باشیم داشته ، n > m

p(z) = znp(١/z)

3P. Turan
4M. A. Malik
5N.C.Ankeny
6T.J.Rivlin



واحد دایره روي بر معکوس خود جمله�ا�ي�هاي چند مطلق قدر ماکزیمم .1.27

آن�گاه

max
|z|=١

|p′(z)| 6 n

٢
max
|z|=١

|p(z)|.

آن�گاه باشد n درجه�ي از چندجمله�اي یک p(z) = ∑n
j=٠(aj + ibj)z

j = p١(z) + ip٢(z) کنیم فرض .2.1.2 لم

|p١(z)|٢ + |p٢(z)|٢ 6 {max
|z|=١

|p(z)|}٢.

چون اثبات.

p١(z) =
n∑

j=٠

ajz
j , p٢(z) =

n∑
j=٠

bjz
j

z = eiθ براي نتیجه در p٢(z) = p٢(z) و p١(z) = p١(z) داریم بنابراین هستند حقیقی ضرایب با چندجمله�اي�هایی

داشت خواهیم ، ٠ 6 θ < ٢π وقتی

p١(e
−iθ) = p١(eiθ) , p٢(e

−iθ) = p٢(eiθ). (7.2)

داریم ، ٠ 6 θ < ٢π براي Mآن�گاه = max|z|=١ |p(z)| اگر

|p١(e
iθ) + ip٢(e

iθ)| = |p(eiθ)| 6M (8.2)

و

|p١(e
−iθ) + ip٢(e

−iθ)| = |p(e−iθ)| 6M. (9.2)

می�آوریم بدست (9.2) در (7.2) نامساوي بکارگیري با

|p١(eiθ) + ip٢(eiθ)| 6M



معکوس خود چندجمله�اي�هاي قدرمطلق ماکزیمم .2 8فصل

بنابراین |z| = |z| چون و

|p١(e
iθ)− ip٢(e

iθ)| = |p١(eiθ)− ip٢(eiθ)| = |p١(eiθ) + ip٢(eiθ)| 6M. (10.2)

می�رسیم زیر نامساوي به ٠ 6 θ < ٢π وقتی (10.2) و (8.2) از

|p١(e
iθ) + ip٢(e

iθ)|٢ + |p١(e
iθ)− ip٢(e

iθ)|٢ 6M٢ +M٢ = ٢M٢.

رسید خواهیم زیر نامساوي به |A+B|٢ + |A−B|٢ = ٢|A|٢ + ٢|B|٢ از استفاده با حال

٢|p١(e
iθ)|٢ + ٢|p٢(e

iθ)|٢ 6 ٢M٢ (٠ 6 θ < ٢π)

نتیجه در

|p١(e
iθ)|٢ + |p٢(e

iθ)|٢ 6
(
Max|z|=١p(z)

)٢
.

است. کامل اثبات لذا

شرط در که باشد n درجه�ي از چندجمله�اي یک ، p(z) = ∑n
j=١(aj + ibj)z

j ≡ p١(z) + ip٢(z) اگر .3.1.2 قضیه

p(z) = znp(١/z)

آن�گاه کند، صدق

max
|z|=١

|p′١(z) + p′٢(z)| 6
n√
٢
max
|z|=١

|p(z)|

و

max
|z|=١

|p′١(z)− p′٢(z)| 6
n√
٢
max
|z|=١

|p(z)| .
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ضرایب و n حداکثر ي درجه با چندجمله�اي�هایی ، p٢(z) و p١(z) آن در که است p(z) ≡ p١(z) + ip٢(z) چون اثبات.

می�دهیم قرار هستند. حقیقی

G(z) = p١(z) + p٢(z) , H(z) = p١(z)− p٢(z)

p(z) = znp(
١
z
فرض( به بنا حال هستند. حقیقی ضرایب با n حداکثر ي درجه از چندجمله�اي�هایی ،G(z) H(z)و بوضوح

می�گیریم نتیجه

p١(z) = znp١(
١
z
) = znp١(

١
z
)

و

p٢(z) = znp٢(
١
z
) = znp٢(

١
z
).

بنابراین و

znG(
١
z
) ≡ G(z) , znH(

١
z
) ≡ H(z)

می�آوریم بدست ، G(z) و H(z) چندجمله�اي براي لم1.1.2 از استفاده با حال

max
|z|=١

|p′١(z) + p′٢(z)| = max
|z|=١

|G′(z)| 6 n

٢
max
|z|=١

|G(z)| (11.2)

و

max
|z|=١

|p′١(z)− p′٢(z)| = max
|z|=١

|H ′(z)| 6 n

٢
max
|z|=١

|H(z). (12.2)

کمک با لذا می�گیرد. ٠ 6 α٢π وقتی z = eiα نقطه در |z| = ١ روي بر را خود مقدار ماکزیمم G(z) که می�کنیم فرض
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داشت خواهیم لم2.1.2 از گرفتن

(
max
|z|=١

|G(z)|
)٢

= |G(eiα)|٢ =
∣∣p١(e

iα) + p٢(e
iα)

∣∣٢
6

(
|p١(e

iα)|+ |p٢(e
iα)|

)٢

6 ٢
(
|p١(e

iα)|٢ + |p٢(e
iα)|٢

)
6 ٢

(
max
|z|=١

|p(z)|
)٢

نتیجه ودر

(
max
|z|=١

|G(z)|
)٢

6 ٢
(
max
|z|=١

|p(z)|
)٢

. (13.2)

داشت خواهیم H(z) براي بالا روند بکارگیري با مشابه به�طور و

(
max
|z|=١

|H(z)|
)٢

6 ٢
(
max
|z|=١

|p(z)|
)٢

(14.2)

: می�آید بدست زیر نامساوي�هاي ترتیب به (12.2) در (13.2) همچنین و (11.2) در (14.2) از استفاده با سرانجام و

max
|z|=١

|p′١(z) + p′٢(z)| 6
n√
٢
max
|z|=١

|p(z)|

و

max
|z|=١

|p′١(z)− p′٢(z)| 6
n√
٢
max
|z|=١

|p(z)|.

است. کامل اثبات لذا و

عدد یک m و n = ٢m آن در که ، p(z) = zn + ٢izn/٢ + ١ که است برقرار زمانی فقط تساوي 3.1.2 قضیه در

باشد. مثبت صحیح
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دارند n∏تعلق رده به که معکوس خود جمله�ا�ي�هاي چند بررسی 2.2

از رده این براي (2.2) و (1.2) به مشابهی نامساوي�هاي معکوس، خود چندجمله�اي�هاي روي بر مطالعه با [12] 7 رحمان پرفسور

آوردند. بدست چندجمله�اي�ها

می�کنند صدق p(z) = znp(
١
z
) شرط در که چندجمله�اي براي مشابهی نامساوي�هاي می�کنیم تلاش بخش این در نیز ما

آوریم. بدست می�گیرند، چپ سمت صفحه نیم یا راست سمت صفحه نیم در را �هایشان ریشه همه و

در هایشان ریشه همه و می�کنند صدق P (z) = znP (١/z) در که n درجه�ي از P (z) چندجمله�اي�هاي رده .1.2.2 تذکر

می�دهیم. نمایش ∏n با را است چپ سمت صفحه نیم یا راست سمت صفحه نیم

آن�گاه |Arg a| > π/٢ به�طوري�که باشد a ̸= ٠ و P (z) = (z − a)(z − ١
a
) کنیم فرض .2.2.2 لم

max
|z|=١

|P (z)| = |P (١)| (15.2)

داشت خواهیم کنیم جایگزین |Arg a| > π/٢ با را |Arg a| 6 π/٢ فرض اگر

max
|z|=١

|P (z)| = |P (−١)|. (16.2)

کرد. جایگزین a با را ١
a
می�توان |a| > ١ اگر زیرا ، ٠ < |a| 6 ١ می�کنیم فرض مساله کلیت از کاستن بدون اثبات.

داریم |z| = ١ براي آن�گاه ، |φ| > π/٢ و ٠ < r < ١ جایی�که a = reiφ می�دهیم قرار

|P (z)| = |P (eiθ)| = |(eiθ − reiφ)(eiθ − r−١e−iφ)| = |e٢iθ + ١ − eiθ(reiφ + r−١e−iφ)|

= |eiθ + e−iθ − (reiφ + r−١e−iφ)|

= |٢ cos θ − ٢w(r, φ)|.

آن در �که
7Q. I. Rahman
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٢w(r, φ) = reiφ + r−١e−iφ = cosφ(r +
١
r
) + isinφ(r − ١

r
).

نتیجه در

|P (z)| = |٢ cos θ − ٢w(r, φ)|. (17.2)

نامساوي راست سمت بنابراین و می�باشد صفر) مساوي کوچکتر ) نامثبت w(r, φ) حقیقی قسمت ، |φ| > π/٢ چون حال

داریم بنابراین باشد. θ = ٠ وقتی�که یعنی شود ماکزیمم cos θ که می�گیرد زمانی را خود مقدار ماکزیمم ،(17.2)

max|z|=١ |P (z)| = |٢ − ٢w(r, φ)| = |P (١)|.

می�شود. اثبات (15.2) به مشابه روندي با (16.2) نامساوي

داریم می�گیرد قرار چپ بسته صفحه نیم در که z٠ مختلط عدد هر براي .3.2.2 لم

(١ + |z١|/(|٠ − z٠| 6 ٢١/٢.

داریم z٠ مختلط عدد هر براي اثبات.

١ + |z٠|
|١ − z٠|

=
|١ + |z٠|

{١ + |z٢|٠ − ٢Rez١/٢{٠ 6 ١ + |z٠|
{١ + |z١/٢{٢|٠ .

داشت خواهیم بالا نامساوي از بنابراین می�گیرد، قرار چپ بسته صفحه نیم در z٠ چون

١ + |z٠|
|١ − z٠|

≤
{
(١ + |z٢(|٠

(١ + |z٢|٠)

}١/٢

6 ٢١/٢.

آن�گاه دارد تعلق ∏n رده�ي به که باشد چندجمله�اي یک P (z) کنیم فرض .4.2.2 قضیه

max
|z|=١

|P ′(z)| 6 n√
٢
max
|z|=١

|P (z)| (18.2)
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و

max
|z|=١

|P ′(z)| > n

٢
max
|z|=١

|P (z)|. (19.2)

اتفاق بگیرد قرار چپ صفحه نیم در هایش ریشه به�طوري�که ، P (z) = (١ + z)n چندجمله�اي براي (19.2) در تساوي

بگیرد. قرار راست سمت صفحه نیم در هایش ریشه به�طوري�که ، P (z) = (١ − z)n چندجمله�اي براي همچنین و می�افتد

دارد. تعلق ∏n رده به که باشد چندجمله�اي یک P (z) کنیم فرض اثبات.

P (z) =
n∑

v=٠

avz
v

می�گیرد. چپ سمت صفحه نیم بر را هایش ریشه تمام P (z) که می�کنیم اثبات حالتی براي را قضیه

جاي به (16.2) از استفاده با و مشابه روندي با می�گیرد راست سمت صفحه نیم بر را هایش ریشه تمام P (z) حالتی�که

می�آید. بدست (15.2)

a٠ = ٠ آن�گاه باشد، داشته مبدأ در ریشه Pیک (z) اگر اینصورت غیر در زیرا باشد داشته مبدأ در ریشه�اي Pنمی�تواند (z)

n از کمتر درجه�ي از P (z) نتیجه در و an = ٠ لذا می�کند صدق P (z) = znP (١/z) شرط در P (z) وچون بود خواهد

است. تناقض یک این که بود خواهد

از ریشه یک نیز r−١e−iα آن�گاه باشد P (z) از ریشه یک reiα اگر P (z) = znP (١/z) فرض، به بنا دوباره حال

α = π و r = ١ اگر می�افتد. اتفاق z = r−١e−iα و z = reiα جفت�هاي در P (z) ریشه�هاي بنابراین و بود خواهد P (z)

آن�گاه دهیم قرار

reiα = r−١e−iα

می�افتد. اتفاق z = ١ یا و z = r−١e−iα و z = reiα جفت�هاي از یک هر در P (z) ریشه�هاي بنابراین و
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: بود خواهد زیر شکل به P (z) چندجمله�اي بنابراین

P (z) = (z + ١)m
[

L∏
k=١

{
(z − rke

iαk)

(
z − ١

rk
e−iαk

)}]
. (20.2)

آن�گاه k = ١,٢..., L براي |αk| > π/٢ و rk > ٠ +m؛ ٢L = n m؛ > ٠ آن در که

max
|z|=١

|p(z)| = max
|z|=١

[
|z + ١|m

L∏
k=١

∣∣∣∣{(z − rke
iαk)

(
z − ١

rk
e−iαk

)}∣∣∣∣]

= |١ + ١|m
L∏

k=١

∣∣∣∣{(١ − rke
iαk)

(
١ − ١

rk
e−iαk

)}∣∣∣∣ (21.2)

= |p(١)| (22.2)

= ٢m

L∏
k=١

|٢ − ٢w(rk, αk)|

= ٢m+L

L∏
k=١

|١ − w(rk, αk)|. (23.2)

همچنین

P (z) = (z + ١)m
{ L∏

k=١

[z٢ − ٢w(rk, αk)z + ١]
}
.

و

P ′(z) = m(z + ١)m−١
L∏

k=١

[z٢ − ٢w(rk, αk)z + ١]

+ (z + ١)m
L∑

k=١

{
[z٢ − ٢w(rk, αk)]

∏
j=١,j ̸=k

[z٢ − ٢w(rj, αj)z + ١]
}
. (24.2)
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|z| = ١ براي بنابراین

|P ′(z)| 6 m|(z + ١)|m−١
L∏

k=١

|z٢ − ٢w(rk, αk)z + ١|

+ |z + ١|m
L∑

k=١

{
|٢z − ٢w(rk, αk)|

L∏
j=١,j ̸=k

|z٢ − ٢w(rj, αj)z + ١|
}

6 m٢m−١
L∏

k=١

|٢ − ٢w(rk, αk)|

+ ٢m

L∑
k=١

{
[٢ + ٢|w(rk, αk)|]

L∏
j=١,j ̸=k

|٢ − ٢w(rj, αj)|
}

= m٢m+L−١
L∏

k=١

|١ − w(rk, αk)|

+ ٢m+L

L∑
k=١

{
[١ + |w(rk, αk)|]

L∏
j=١,j ̸=k

|١ − w(rj, αj)|
}
.

بنابراین

max
|z|=١

|P ′(z)| 6 m٢m+L−١
L∏

k=١

|١ − w(rk, αk)|

+ ٢m+L

L∑
k=١

{
[١ + |w(rk, αk)|]

L∏
j=١,j ̸=k

|١ − w(rj, αj)|
}

(25.2)

داشت خواهیم (25.2) و (23.2) از

max|z|=١ |P ′(z)|
max|z|=١ |P (z)|

6 m

٢
+

L∑
k=١

١ + |w(rk, αk)|
|١ − w(rk, αk)|

داریم فوق ونامساوي 3.2.2 لم از استفاده با بنابراین Re w(rk, αk) 6 ٠ و |αk| > π/٢ چون

max|z|=١ |P ′(z)|
max|z|=١ |P (z)|

6 m

٢
+

L∑
k=١

٢١/٢ =
m

٢
+ L

√
٢ 6 m+ ٢L√

٢
=

n

٢١/٢ .

می�دهد نتیجه که

max
|z|=١

|P ′(z)| 6 n

٢١/٢ max
|z|=١

|P (z)|
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می�شود. ثابت (18.2) نامساوي ولذا

داریم (19.2) نامساوي اثبات براي

P ′(١)
P (١)

=
m

٢
+

L∑
k=١

[
١

١ − rkeiαk
+

١
١ − r−١

k e−iαk

]

=
m

٢
+

L∑
k=١

[
١

١ − rkeiαk
− rke

iαk

١ − rkeiαk

]
=
m

٢
+ L

=
n

٢
.

بنابراین

|P ′(١)| = (n/٢)|P (١)|. (26.2)

داشت خواهیم (26.2) از max|z|=١ |P (z)| = |P (١)| چون

max
|z|=١

|P ′(z)| > |P ′(١)| > n

٢
max
|z|=١

|P (z)|.

می�باشد. (19.2) نامساوي که

کردند. استنباط را زیر قضیه (18.2) نامساوي از استفاده با [1] ریولین و آنکنی

آن�گاه دارد، تعلق ∏n رده به که باشد چندجمله�اي یک ، p(z) کنیم فرض .5.2.2 قضیه

max
|z|=R>١

|p(z)| 6 Rn + (٢١/٢ − ١)
٢١/٢ max

|z|=١
|p(z)|.

و ها چندجمله�ا�ي قدرمطلق ماکزیمم با رابطه در برنشتاین نامساوي تعمیم 3.2
آن�ها مشتق

حالی�که در می�دهیم تعمیم را آن�ها مشتق و اي�ها چندجمله مطلق قدر ماکزیمم با رابطه در برنشتاین، نامساوي بخش این در

معکوس خود چندجمله�اي�هاي براي نامساوي�هایی آنها����، کنار در و هستند واحد دایره روي اي�ها، چندجمله مطلق قدر ماکزیمم

می�آوریم. بدست
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گفته 1.2 بخش در آنچه طبق باشد، آن مشتق f ′(z) و باشد n درجه�ي از چندجمله��اي یک f(z) = ∑n
j=٠ ajz

j اگر

که شد بیان همچنین می�آید. بدست ، |z| < ١ در f(z) ̸= ٠ ها�ي چندجمله�ا�ي رده براي ، (2.2) و (1.2) نامساوي�ها�ي شد،

کرد. جایگزین (6.2) و (3.2) نامساوي�هاي با ترتیب به می�توان را نامساوي�ها این

باشد n حداکثر درجه�ي از چندجمله�اي یک ، f اگر که می�کند بیان (2.2) و (1.2) نامساوي تفاوت کمی با شده فرموله

آن�گاه ، |z| = ١ وقتی |f(z)| 6M(= |Mzn|) به�طوري�که

|f ′(z)| 6 | d
dz

(Mzn)| (27.2)

و

|f(Rz)| 6 |MRnzn| (28.2)

. R > ١ و |z| = ١ وقتی

. [26] یا [5] F (z) :=Mzn وقتی زیراست قضیه از خاصی حالت ، (27.2) نامساوي

واحد دیسک در ریشه�هایش همه که باشد، n درجه�ي از چندجمله�اي یک ، F (z) = ∑n
j=٠ Ajz

j کنیم فرض .1.3.2 قضیه

|z| = ١ در بطوري�که n حداکثر درجه�ي از چندجمله�اي یک ، f(z) = ∑n
j=٠ ajz

j اگر این بر علاوه است. بسته

|f(z)| 6 |F (z)|

آن�گاه

|f ′(z)| 6 |F ′(z)| (١ 6 |z| <∞) (29.2)

است. برقرار α ∈ R جایی�که f(z) = eiαF (z) چندجمله�اي�هاي براي (29.2) در تساوي و

می�کنیم تعریف f(z) ̸= eiαF (z) ، حقیقی اعداد تمام براي می�کنیم فرض اثبات.

F ∗ := znF (
١
z
) , f ∗ := znf(

١
z
)
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می�دهیم قرار

φ(z) := f ∗(z)/F ∗(z)

بود. خواهد |φ(z)| 6 ١ واحد، دایره روي بر همچنین و است تحلیلی ، δ > ٠ وقتی |z| < ١ + δ دیسک بر ، φ(z) لذا

داریم |z| > ١ وقتی نتیجه در و |φ(z)| < ١ ، |z| < ١ در بنابراین

|f(z)| < |F (z)|.

چون همچنین

|an|/|An| = |φ(٠)| < ١

همه و می�باشد n درجه�ي از f(z) − λF (z) چندجمله�اي ، |λ| > ١ به�طوري�که λ ∈ C هر براي که می�دهد نتیجه

می�گیریم نتیجه گاوس-لوکاس، ازقضیه می�گیرد. قرار بسته واحد دیسک در ریشه�هایش

f ′(z)− λF ′(z) ̸= ٠ (|z| > ١)

داریم |z| > ١ در لذا و

|f ′(z)| < |F ′(z)|.

داشت خواهیم |z| = ١ در پیوستگی، بوسیله حال

|f ′(z)| 6 |F ′(z)|.

دیسک در را ریشه�هایش همه که باشد، n درجه�ي از جمله�اي چند یک F (z) = ∑n
j=٠ Ajz

j کنیم فرض .2.3.2 قضیه

|z| = ١ در به�طوري�که n حداکثر درجه�ي از جمله�اي چند یک f(z) = ∑n
j=٠ ajz

j اگر این بر علاوه می�گیرد. بسته واحد

|f(z)| 6 |F (z)|
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آن�گاه

|f(z)| < |F (z)| (|z| > ١) (30.2)

است. برقرار α ∈ R جایی�که ، f(z) = eiαF (z) اي�هاي جمله چند براي (30.2) در تساوي و

خاص حالت�هاي در که است معکوس خود چندجمله�اي�هاي براي (2.2) و (1.2) نامساوي�هاي از کلی�تري تعمیم بیان ما هدف

می�باشد. ، و2.3.2 1.3.2 قضیه�هاي شامل

قرار |z| 6 k در ریشه�هایش همه که باشد n درجه�ي از چندجمله�اي یک ، f(z) = ∑n
v=٠ avz

v می�کنیم فرض .3.3.2 لم

داریم rR > k٢ و R > r هر براي آن�گاه ، k > ٠ درآن که می�گیرد،

|f(Rz)| >
(
R + k

r − k

)n

|f(rz)| (|z| = ١)

داریم لذا می�گیرد، قرار |z| 6 k در f(z) ریشه�هاي همه چون اثبات.

f(z) = an

n∏
j=١

(z − kje
iθj)

. j = ١,٢, ..., n و kj 6 k آن در �که

داریم ، ٠ 6 θ < ٢π براي حال،

∣∣∣∣Reiθ − kje
iθj

reiθ − kjeiθj

∣∣∣∣٢ =
R٢ + k٢

j − ٢Rkjcos(θ − θj)

r٢ + k٢
j − ٢rkjcos(θ − θj)

>
(
R + kj
r + kj

)٢

(R > r, rR > k٢)

>
(
R + k

r + k

)٢

(j = ١,٢, ..., n)

نتیجه، Reiθ−kje∣∣∣∣در
iθj

reiθ−kje
iθj

∣∣∣∣ > R + k

r + k
(j = ١,٢, ..., n)
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بنابراین
∣∣∣∣f(Reiθ)f(reiθ)

∣∣∣∣ = n∏
j=١

|Reiθ − kje
iθj |

|reiθ − kjeiθj |

>
n∏

j=١

(
R + k

r + k

)
=

(
R + k

r + k

)n

(٠ 6 θ < ٢π)

با است ارز هم بوضوح که

|f(Rz)| >
(
R + k

r + k

)n

|f(rz)| (|z| = ١, R > r, rR > k٢)

است. کامل اثبات ولذا

نمی�شود بیشتر F (z) درجه�ي از f(z) درجه�ي به�طوري�که باشند چندجمله�اي دو ، F (z) و f(z) کنیم فرض .4.3.2 قضیه

|z| = ١ در و بگیرد |z| 6 ١ در را ریشه�هایش، همه F (z) اگر

|f(z)| 6 |F (z)|

داریم R ≥ r ≥ ١ و |β| 6 ١ با β مختلط یا حقیقی عدد هر براي آن�گاه،

|f(Rz)− βf(rz)| 6 |F (Rz)− βF (rz)| (|z| ≥ ١)

. |z| > ١ باشیم داشته اگر است برقرار اکید نامساوي و

|z| 6 ١ در ریشه�هایش همه که چندجمله�اي F (z) و α ∈ R جایی�که f(z) = eiαP (z) چندجمله�اي براي تساوي

است. برقرار باشد،

که می�کنیم اثبات حالتی در را قضیه لذا است بدیهی نامساوي ، R = r درحالتی�که . R > r > ١ می�کنیم فرض اثبات.

، |δ| > ١ با δ مختلط یا حقیقی عدد هر براي بنابراین، |f(z)| 6 |F (z)| ، |z| = ١ در فرض طبق چون باشد. R > r

داریم ، |z| = ١ در
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|f(z)| < |δF (z)|

ریشه�هاي همه که می�گیریم نتیجه روشه قضیه از استفاده با می�گیرند، قرار |z| 6 ١ در F (z) ریشه�هاي همه چون آن، بر علاوه

g(z) = f(z)− δF (z)

در را ریشه�هایش همه که گیریم بکار k = ١ با g(z) براي را بالا لم اگر بنابراین، می�گیرد. قرار |z| 6 ١ در نیز |δ| > ١ با

می�آوریم بدست ، ٠ 6 θ < ٢π با θ هر براي و R > r > ١ براي می�گیرد، |z| 6 ١

|g(Reiθ)| >
(
R + ١
r + ١

)n

|g(reiθ)| (31.2)

داشت خواهیم ٠ 6 θ < ٢π و R > r > ١ هر براي g(Reiθ) ̸= ٠ چون

|g(Reiθ)| >
(
r + ١
R + ١

)n

|g(Reiθ)|

داریم ٠ 6 θ < ٢π با ، θ هر و R > r > ١ هر براي ،(31.2) نامساوي با فوق نامساوي ترکیب از

|g(Reiθ)| >
(
r + ١
R + ١

)n

|g(Reiθ)| >
(
r + ١
R + ١

)n(
R + ١
r + ١

)n

|g(reiθ)|

لذا

|g(Reiθ)| > |g(reiθ)|

با است ارز هم که

|g(rz)| < |g(Rz)| (32.2)

. R > r > ١ و |z| = ١ براي

شود می نتیجه (32.2) نامساوي از آن�گاه ، |β| 6 ١ با مختلط یا حقیقی عدد هر ، β اگر

|βg(rz)| < |g(Rz)|
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با حال، دارد. قرار |z| 6 ١
R
< ١ در ، g(Rz) ریشه�هاي تمام لذا می�گیرد، قرار |z| 6 ١ در g(z) ریشه�هاي همه چون

اي چندجمله روشه، قضیه مجدد بکارگیري

h(z) = g(Rz)− βg(rz) = f(Rz)− βf(rz)− δ
(
F (Rz)− βF (rz)

)
. (33.2)

نتیجه بوضوح می�گیرد. |z| < ١ در را ریشه�هایش همه ، R > r > ١ و |δ| > ١ با ، δ مختلط یا حقیقی عدد هر براي

R > r > ١ و |z| > ١ براي که می�گیریم

|f(Rz)− βf(rz)| 6 |F (Rz)− βF (rz)| (34.2)

به�طوري�که |z٠| > ١ با دارد وجود z = z٠ نقطه درنتیجه نباشد. (34.2)برقرار نامساوي می�کنیم، فرض خلف برهان به

|f(Rz٠)− βf(rz٠)| > |F (Rz٠)− βF (rz٠)| (35.2)

|z| 6 ١
R
< ١ در را ریشه�هایش همه F (Rz) چندجمله�اي می�گیرد، قرار |z| 6 ١ در F (z) ریشه�هاي همه چون حال،

ریشه�هاي همه R > r > ١ براي که می�شود نتیجه روشه، قضیه به بنا و می�گیرد

F (Rz)− βF (rz)

داریم |z٠| > ١ با z٠ هر براي و قراردارد |z| < ١ در

F (Rz٠)− βF (rz٠) ̸= ٠

دهیم قرار اگر بنابراین،

δ = f(Rz٠)− βf(rz٠)/F (Rz٠)− βF (rz٠)

، z٠ یک حداقل براي که می�شود نتیجه (33.2) از بنابراین ، |δ| > ١ با شده تعریف مختلط یا حقیقی عدد یک ، δ چون آنگاه

داریم می�کند، صدق |z٠| > ١ در که
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h(z٠) = ٠

داریم |z| > ١ در R > r > ١ براي بنابراین می�گیرد، قرار |z| < ١ در ، h(z) ریشه�هاي همه زیرا است، تناقض یک این و

|f(Rz)− βf(rz)| 6 |F (Rz)− βF (rz)|.

می�رسیم. زیر نتیجه به ، r = ١ دهیم قرار بالا قضیه در اگر

نمی�شود. بیشتر F (z) درجه�ي از f(z) درجه�ي به�طوري�که باشند چندجمله�اي دو ، F (z) و f(z) کنیم فرض .5.3.2 نتیجه

باشیم داشته |z| = ١ در و بگیرد قرار ، |z| 6 ١ در F (z) ریشه�هاي همه اگر

|f(z)| 6 |F (z)|

داریم |z| > ١ در ، R > ١ و |β| 6 ١ با ، β مختلط یا حقیقی عدد هر براي آن�گاه،

|f(Rz)− βf(z)| 6 |F (Rz)− βF (z)| (36.2)

|z| 6 ١ در ریشه�هایش همه که چندجمله�اي، F (z) و α ∈ R جایی�که ، f(z) = eiαF (z) چندجمله�اي براي تساوي

است. برقرار باشد، واقع

میل R −→ ١ و کنیم تقسیم R− ١ به را (36.2) نامساوي طرف دو و دهیم قرار β = ١ فوق، نتیجه در اگر .6.3.2 نکته

شد. خواهد حاصل ، 2.3.2 قضیه دهیم قرار β = ٠ فقط اگر و می�رسیم 1.3.2 قضیه به دهیم

زیر نتیجه به آن�گاه ،M = Max|z|=١|f(z)| که جایی دهیم قرار F (z) = Mzn ، 4.3.2 قضیه در اگر همچنین و

می�رسیم.
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و |β| 6 ١ با β مختلط یا حقیقی عدد هر براي آن�گاه باشد، n درجه�ي از اي چندجمله یک ، f(z) اگر .7.3.2 نتیجه

داریم |z| > ١ در ، R > r > ١

|f(Rz)− βf(rz)| 6 |Rn − βrn||zn|Max|z|=١|f(z)| (37.2)

است. برقرار (γ ̸= ٠) ، f(z) = γzn چندجمله�اي�هاي براي تساوي

دهیم میل R −→ ١ و کنیم تقسیم R− ١ به را نامساوي طرف ودو دهیم قرار r = β = ١ ، (37.2) نامساوي در اگر

شد. خواهد (2.2)حاصل نامساوي دهیم، قرار β = ٠ فقط اگر و رسید خواهیم ،(1.2) نامساوي به

جمله�اي چند آن�گاه باشد، نداشته ریشه�ي |z| < ١ در که ، n درجه�ي از چندجمله�اي P (z) اگر .8.3.2 تذکر

خواهدگرفت. |z| 6 ١ در را ریشه�هایش همه ، Q(z) = znp(
١
z
)

زیرمی�رسیم. نتیجه به کنیم جایگزین ،4.3.2 قضیه�ي در Q(z) با را F (z) و P (z) بوسیله را f(z) ما اگر بنابراین،

یا حقیقی عدد هر براي آن�گاه ندارد، ریشه�اي |z| < ١ در که باشد، n درجه�ي از چندجمله�اي یک P (z) اگر .9.3.2 نتیجه

داریم ، |z| > ١ در ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با β مختلط

|P (Rz)− βP (rz)| 6 |Q(Rz)− βQ(rz)|

. Q(z) = znp(
١
z
) جایی�که

است. برقرار می�گیرد، |z| = ١ در را، ریشه�هایش همه که چندجمله�اي براي تساوي

مختلط یا حقیقی عدد هر براي سپس ،Q(z) = znP (
١
z
) باشدو n درجه�ي از جمله�اي چند یک ، P (z) اگر .10.3.2 نتیجه

داریم |z| > ١ در ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با β

|P (Rz)− βP (rz)|+ |Q(Rz)− βQ(rz)| 6
(
|Rn − βrn||z|n + |١ − β|

)
M
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.M = max|z|=١ |P (z)| جایی�که،

است. برقرار ، α ∈ R جایی�که P (z) = eiα(
zn + ١

٢
) جمله�اي چند براي تساوي

قرار r = ١ و β = ١ اگر مثال براي است. مشهور نامساوي�هاي بسیاري شامل خاص حالت در ،10.3.2 نتیجه .11.3.2 نکته

داشت خواهیم R −→ ١ و کنیم تقسیم R− ١ به را نامساوي طرف دو و دهیم

|P ′(z)|+ |Q′(z)| 6 nmax
|z|=١

|P (z)|.

. Q(z) = znP (
١
z
) آن در �که ، |z| = ١ روي n درجه�ي از P (z) چندجمله�اي هر براي

می�رسیم زیر نامساوي به دهیم قرار β = ٠ فقط، اگر و

|P (z)|+ |Q(z)| 6 (Rn + ١)max
|z|=١

|P (z)|.

آن، خاص هاي حالت (6.2) و (3.2) نامساوي�هاي که می�آید بدست زیر نتیجه و10.3.2، 9.3.2 نتیجه کردن ترکیب با حال

می�شوند. محسوب

عدد هر براي آن�گاه ندارد، |z| < ١ در ریشه�اي هیچ که باشد n درجه�ي از جمله�اي چند یک ، P (z) اگر .12.3.2 نتیجه

داریم ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با β مختلط، یا حقیقی

|P (Rz)− βP (rz)| 6
{
|Rn − βrn||z|n + |١ − β|

٢

}
Max|z|=١|P (z)| (|z| > ١)

است. برقرار ، γ ∈ R به�طوري�که P (z) = eiγ
(
zn + ١

٢

)
براي تساوي

و باشد) نداشته ریشه |z| < ١ در به�طوري�که ، n درجه�ي از جمله�اي چند ) P (z) با را F (z) ، 4.3.2 قضیه�ي در اگر

جایی�که کنیم، mznجایگزین با را f(z)

m = min|z|=١|P (z)|

داشت. خواهیم را زیر نتیجه
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آن�گاه می�گیرد، |z| < ١ در را ریشه�هایش همه که باشد n درجه�ي از جمله�اي چند یک ، P (z) کنیم فرض .13.3.2 نتیجه

داریم |z| 6 ١ در ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با ، β مختلط یا حقیقی عدد هر براي

|P (Rz)− βP (rz)| > m|zn||Rn − βrn|

می�باشد. برقرار ، α ∈ R هر براي P (z) = eiαzn جمله�اي چند براي تساوي

داریم فوق نامساوي از ویژه به

min|z|=١|P (Rz)− βP (rz)| > |Rn − βrn|min|z|=١|P (z)| (38.2)

به دهیم، میل R −→ ١ و کنیم تقسیم R − ١ به را نامساوي طرف دو و دهیم قرار r = β = ١ ،(38.2) نامساوي در اگر

است. [4] 9 داوود و 8 عزیز به منسوب نتیجه این که می�رسیم، 13.3.2 نتیجه از خاصی حالت یک

می�دهیم قرار دوباره حال

m = min
|z|=١

|P (z)|

اي جمله چند ، |α| < ١ با α هر براي که است واضح آن�گاه |z|ندارد، 6 در١ ریشه�اي هیچ P (z) چندجمله�اي به�طوري�که

شده Q(z)تعریف = znp(
١
z
) جایی�که ،Q(z) + αm چندجمله�اي و ندارد |z| 6 ١ در ریشه�اي هیچ P (z) +mαzn

دهیم قرار ، 5.3.2 نتیجه در اگر بنابراین می�گیرد. |z| 6 ١ در را ریشه�هایش همه است،

f(z) = P (z) +mαzn , F (z) = Q(z) + αm

، R > r > ١ و |z| > ١ براي که رسید خواهیم (39.2) نامساوي به

|P (Rz)− βP (rz) + αm(Rn − βrn)zn| 6 |Q(Rz)− βQ(rz) + αm(١ − β)|

داریم بالا نامساوي چپ سمت ،در α از مناسب آرگومان انتخاب با
8A. Aziz
9Q. M. Dawood
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|P (Rz)− βP (rz) + αm(Rn − βrn)zn| = |P (Rz)− βP (rz) +m|α||Rn − βrn||z|n

می�آوریم بدست ، R > r > ١ و |z| > ١ براي

|P (Rz)− βP (rz)|+m|α||Rn − βrn||z|n

6 |Q(Rz)− βQ(rz)|+m|α|(١ − β)| (39.2)

می�آوریم بدست ، |z| 6 ١ در ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با β هر براي دهیم میل |α| −→ ١ اگر حال،

|P (Rz)− βP (rz)| 6 |Q(Rz)− βQ(rz)| −m

{
|Rn − βrn||z|n − |١ − β|

}
(40.2)

است. [11] داوود و عزیز نتیجه از تعمیمی که می�آید بدست زیر نتیجه ،10.3.2 نتیجه با فوق نتیجه ازترکیب

هر براي آن�گاه ندارد، |z| < ١ در ریشه�اي هیچ که �باشد n درجه�ي از چندجمله�اي ،یک P (z) کنیم فرض .14.3.2 نتیجه

داریم |z| > ١ در ، R > r > ١ و |β| 6 ١ با β مختلط یا حقیقی عدد

|P (Rz)− βP (rz)| 6
{
|Rn − βrn||z|n + |١ − β|

٢

}
max
|z|=١

|P (z)|

−
{
|Rn − βrn||z|n − |١ − β|

٢

}
min
|z|=١

|P (z)|

است. برقرار ، |γ| = ١ ، P (z) = zn + γ جمله�اي چند براي تساوي و است اکید فوق نامساوي

می�باشد. خودمعکوس چندجمله�اي�هاي براي مهمی نامساوي شامل که است نتیجه10.3.2، از خاصی حالت زیر نتیجه

R > r > ١ براي آن�گاه باشد n درجه�ي از معکوس خود چندجمله�اي یک ، P (z) اگر .15.3.2 نتیجه

|P (Rz)− βP (rz)| 6
{
|Rn − βrn||z|n + |١ − β|

٢

}
max
|z|=١

|P (z)| (|z| > ١).

باشد،برقرار یکه دایره روي ریشه�هایش همه که چندجمله�اي هر واقع در یا P (z) = zn + ١ جمله�اي چند براي تساوي

است.



معکوس خود چندجمله�اي�هاي قدرمطلق ماکزیمم .2 28فصل

را نامساوي طرف دو و دهیم قرار R = r = ١ اگر و می�رسیم، (6.2) نامساوي به دهیم، قرار β = ٠ فوق، درنامساوي اگر

معکوس خود چندجمله�ایهاي براي دو، هر که می�رسیم (3.2) نامساوي به دهیم میل R −→ ١ سپس کنیم، تقسیم R− ١ به

است. صادق نیز،



3 فصل
معکوس خود چندجمله�اي�هاي ریشه�هاي

خودمعکوس چندجمله�اي خانواده از ریشه�هایی 1.3

واحد دایره روي بر معکوس خود چندجمله�اي ریشه�هاي همه می�کند تضمین که می�دهیم ارائه را کافی شرایط ابتدا، بخش این در

دایره روي بر ریشه�هایشان تمام که معکوس خود چندجمله�اي�هاي از مشخصی خانواده براي می�دهیم، نشان سپس و می�گیرند قرار

می�گیرند. قرار واحد دایره روي بر نیز آنها محدب ترکیب ریشه�هاي تمام می�گیرند، قرار واحد

این در می�گیرند. قرار متقارن واحد دایره به نسبت یا واحد دایره روي بر معکوس خود چندجمله�اي ریشه�هاي تمام می�دانیم

هستیم. زیر اساسی سوال دو به دادن پاسخ دنبال به بخش

می�گیرند؟ قرار واحد دایره روي بر خودمعکوس، چندجمله�اي ریشه�هاي شرایطی چه تحت : (1) سوأل

ریشه�هایش همه که به�طوري باشند n مرتبه حقیقی معکوس خود چندجمله�اي Q(z)،دو و P (z) کنید فرض : (2) سوأل

بگیرید نظر در زیر بصورت را آنها محدب ترکیب می�گیرند. قرار واحد دایره روي بر

G(λ, z) = λP (z) + (١ − λ)Q(z) (٠ 6 λ 6 ١)

؟ می�باشد ٠ 6 λ 6 ١ براي مشابه، خاصیت داراي نیز G(λ, z) آیا

معکوس خود جمله�اي چند P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i اگر که کرد ثابت [19] لاکاتوس (1) سوأل به دادن پاسخ با رابطه در
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به�طوري�که باشد ، n مرتبه�ي

|an| >
n−١∑
i=١

|an − ai|

می�گیرد. واحد دایره روي بر را ریشه�هایش همه ، P (z) آن�گاه

معکوس خود چندجمله�اي یک P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i اگر که دادند نشان و بهبود را نتیجه این [20] 1 لوسنزي و لاکاتوس

اگر باشد، فرد درجه با n مرتبه�ي از

|an| > cos٢ ١
٢(n+ ١)π

n−١∑
i=١

|an − ai|

می�گیرد. واحد دایره روي بر را ریشه�هایش همه P (z) آن�گاه،

به�طوري�که باشد ، n مرتبه�ي از معکوس خود چندجمله�اي یک P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i اگر که کردند ثابت همچنین

|an| >
١
٢

n−١∑
i=١

|ai|

می�گیرد. قرار واحد دایره روي بر ، P (z) ریشه�هاي همه آن�گاه

همه آیا باشد، یکه دایره روي هایشان ریشه تمام ،با چندجمله�اي دو Q(z) و P (z) اگر که می�شود، مطرح سوأل این

می�گیرد؟ قرار U روي نیز، آنها محدب ترکیب ریشه�هاي

است. منفی جواب کلی حالت در می�دهیم نشان زیر، مثال ارائه با

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را Q(z) و P (z) .1.1.3 مثال

P (z) = (z٢ − z + ١)(z۴ + ١)(z۶ + z۵ + z۴ + z٣ + z٢ + z + ١)

Q(z) = (z۴ − z٣ + z٢ − z + ١)(z٨ − z۶ + z۴ − z٢ + ١)

ریشه
(
P (z) +Q(z)

)
/٢ اما می�گیرند، U روي بر را یشان ریشه�ها همه ، Q(z) و P (z) از کدام هر

می�باشد. U بیرون که دارد را ١٫ ١۵٩۶٣... اندازه با ./٨۶۶٠٣...± i٠٫ ٧٧١١۵...

1Losonczi
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شد. ارائه (2) سوأل براي کلی جواب یک [9] 2 فیل توسط

براي به�طوري�که باشند ، Q(z) و P (z) ریشه�هاي ترتیب به z١, z٢, ..., zn و w١, w٢, ..., wn می�کنیم فرض

، ١ 6 i 6 n− ١

٠ < arg(zi) 6 arg(zi+١) < ٢π و ٠ < arg(wi) 6 arg(wi+١) < ٢π

شده محدود و باز هاي کمان اگر، فقط و اگر می�گیرند قرار واحد دایره روي بر G(λ, z) ریشه�هاي همه که می�کند بیان فیل، لم

باشند. مجزا wi و zi بوسیله

فرم به معکوس خود جمله�اي�هاي چند خانواده براي ، G(λ, z) ریشه�هاي توزیع روي بر نیز ، [18] کیم اخیرا��ً

P (z) =
(zα − ١)(zβ − ١)

(z − ٢(١ , Q(z) =
(zγ − ١)(zη − ١)

(z − ٢(١

است. داده انجام مطالعاتی ، α + β = γ + η و α , β , γ و η ∈ N جایی�که

معکوس خود چندجمله�اي آن�گاه ، α + β = γ + η و باشند مثبت صحیح اعداد ، η و α β γ کنیم فرض .2.1.3 قضیه

Φ(α, β; γ, η; z) :=
(zα − ١)
(z − ١)

(zβ − ١)
(z − ١)

+
(zγ − ١)
(z − ١)

(zη − ١)
(z − ١)

می�گیرد. U روي را ریشه�هایش همه

دهیم، نشان کافیست آن�گاه ، α < γ < [n/٢] و n > ٢ با باشند، مثبت صحیح اعداد γ و n , α می�دهیم قرار اثبات.

خودمعکوس چندجمله�اي

Ψ(z) := (zα − ١)(zn−α − ١) + (zγ − ١)(zn−γ − ١)

استفاده با سپس و می�گیرد U روي را ریشه�هایش Ψ′(z) می�دهیم نشان منظور، این براي می�گیرد. U روي را ریشه�هایش همه

داریم است. حاصل نتیجه کوهن، قضیه از
2H. J. Fell



معکوس خود چندجمله�اي�هاي ریشه�هاي .3 32فصل

ψ(z) = ٢zn − zn−α − zn−γ − zγ − zα + ٢

داریم آن مشتق محاسبه با و

Ψ′(z) = ٢nzn−١ − (n− α)zn−α−١ − (n− γ)zn−γ−١ − γzγ−١ − αzα−١

= zα−٢)١nzn−α − (n− α)zn−٢α − (n− γ)zn−γ−α − γzγ−α − α
)

= zα−٢)١nzn−α − nzn−٢α + αzn−٢α − nzn−γ−α + γzn−γ−α − γzγ−α − α
)

= zα−٢)١nzn−α − nzn−٢α ± nzn−٢α + αzn−٢α ± αzγ−α ± αzn−γ−α − nzn−γ−α

+ γzn−γ−α − γzγ−α − α
)

= zα−١
(
(n+ α)zn−٢α − ٢nzn−٢α − (n+ α)zn−γ−α + (α + γ)zn−γ−α + ٢nzn−α

− (α + γ)zγ−α + αzγ−α − α
)
= zα−١

(
α(zγ−α − ١) + (α + γ)zγ−α(zn−٢γ − ١)

+ (α + n)zn−γ−α(zγ−α − ١) + ٢nzn−٢α(zα − ١)
)

که آنجا از

an − ١ = (a− ١)(an−١ + an−٢ + ...+ ١)

داریم نهایت در

Ψ′(z) = zα−١(z − ١)
(
α(١ + z + ...+ zγ−α−١) + (α+ γ)zγ−α(١ + z + ...+ zn−٢γ−١)

+ (α + n)zn−γ−α(١ + z + ...+ zγ−α−١) + (٢n)zn−٢α(١ + z + ...+ zα−١)
)

کوهن، قضیه به بنا لذا می�گیرد. ، U روي یا درون را ریشه�هایش همه Ψ′(z) ، [23] اینشترم-کاکایا قضیه از استفاده با بنابراین،

می�گیرد. قرار U روي نیز، Ψ(z) ریشه�هاي همه
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. داریم احتیاج زیر قضایاي و لم�ها به ،(2) و (1) سوأل تر دقیق جواب کردن پیدا براي

به�طوري�که باشد n مرتبه چندجمله�اي یک P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i کنیم فرض .3.1.3 لم

|an| >
n−١∑
i=٠

|ai|

می�گیرد. قرار |z| 6 ١ دیسک روي بر P (z) ریشه�هاي همه آن�گاه،

k یک حداقل براي به�طوري�که باشد n مرتبه چندجمله�اي یک P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i کنیم فرض .4.1.3 لم

an > an−١ > ... > ak > ٠

ak > |ak − ak−١|+ |ak−١ − ak−٢|+ ...+ |a١ − a٠|+ |a٠|

می�گیرد. قرار |z| 6 ١ دیسک روي بر ، P (z) ریشه�هاي همه گاه، آن

می�کنیم تعریف زیر بصورت را Φ(z) چندجمله�اي اثبات.

Φ(z) = (١ − z)P (z)

= −anzn+١ + (an − an−١)z
n + ...+ (a١ − a٠)z + a٠

|z| 6 ١ دیسک روي بر Φ(z) ریشه�هاي همه نتیجه در می�کند. صدق Φ(z) در ، 3.1.3 لم فرض که می�شود مشاهده بوضوح

می�گیرد. قرار |z| 6 ١ دیسک روي بر نیز P (z) ریشه�هاي تمام لذا و می�گیرد قرار

یک حداقل براي اگر بگیرید. نظر در را P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i ، n مرتبه�ي خودمعکوس چندجمله�اي .5.1.3 قضیه

باشیم داشته ٠ 6 k 6 n− ١

nan > (n− ١)an−١ > ... > (k + ١)ak+١ > ٠
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(k + ١)ak+١ >
k∑

i=٠

|(i+ ١)ai+١ − iai|

می�گیرد. واحد دایره بر را ریشه�هایش تمام ، P (z) آن�گاه

داریم باشد. P (z) مشتق P ′(z) می�کنیم فرض اثبات.

P ′(z) =
n∑

i=١

aiz
i−١ =

n−١∑
i=٠

(i+ ١)ai+١z
i

با حال می�گیرد. |z| 6 ١ دیسک روي بر را ریشه�هایش همه P ′(z) نتیجه در می�کند صدق ،4.1.3 لم فرض در P ′(z) آن�گاه

می�گیرد. واحد دایره بر را ریشه�هایش تمام P (z) کوهن، قضیه از استفاده

رسید. خواهیم زیر نتیجه به دهیم قرار k = ١ فوق، قضیه در اگر

به�طوري�که باشد n مرتبه خودمعکوس چندجمله�اي P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i اگر .6.1.3 نتیجه

nan > (n− ١)an−١ > ... > ٢a٢ > a١ > ٠

گرفت. خواهد واحد دایره بر را ریشه�هایش همه P (z) آنگاه

داشت. خواهیم را زیر نتیجه ، k = n− ١ دهیم قرار ،5.1.3 قضیه در اگر حال،

به�طوري�که باشد n مرتبه�ي معکوس خود چندجمله�اي P (z) = ∑n
i=٠ aiz

i اگر .7.1.3 نتیجه

nan >
n−١∑
i=٠

|(i+ ١)ai+١ − iai|

گرفت. خواهد واحد دایره بر را ریشه�هایش همه ، P (z) آن�گاه

بگیرید: نظر در را زیر 7 مرتبه�ي معکوس خود چندجمله�اي .8.1.3 مثال
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P (z) = ۵z٧ + ٣z۶ + ٣z۵ + ٢z۴ + ٢z٣ + ٣z٢ + ٣z + ۵

می�گیرد. قرار واحد دایره بر P (z) ریشه�هاي همه لذا و می�کند صدق ،6.1.3 نتیجه در P (z)

بگیرید: نظر در را زیر 7 مرتبه معکوس خود چندجمله�اي .9.1.3 مثال

P (z) = ١٠z٧ + ۵٫ ٩z۶ + ٢٫ ٩z۵ + ٢z۴ + ٢z٣ + ٢٫ ٩z٢ + ۵٫ ٩z + ١٠

قرار واحد دایره بر ، P (z) ریشه�هاي همه لذا است برقرار ،7.1.3 نتیجه فرض ولی نمی�کند صدق ،6.1.3 در P (z) چندجمله�اي

می�گیرد.

، αi, βiϵN می�دهیم قرار .10.1.3 قضیه

Pi(z) =
(zαi − ١)(zβi − ١)

(z − ٢(١ (١ 6 i 6 m)

بگیرید نظر در زیر بصورت را محدب ترکیب و

G(λ١, λ٢, ..., λm, z) =
m∑
i=١

λiPi(z)

. ∑m
i=١ λi = ١ , ١ 6 i 6 m و ٠ 6 λi 6 ١ جایی�که

می�گیرد. واحد دایره روي بر را ریشه�هایش ,G(λ١همه λ٢, ..., λm, z) آن�گاه ، ١ 6 i 6 m براي αi + βi = n اگر

می�گیریم نظر در زیر بصورت را محدب ترکیب اثبات.

Ĝ(λ١, λ٢, ..., λm, z) =
m∑
i=١

λiP̂i(z)

درآن �که

P̂i(z) = (zαi − ١)(zβi − ١)
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زیر بصورت Ĝ(λ١, λ٢, ..., λm, z) مشتق و می�باشد معکوس خود نیز فوق محدب ترکیب است معکوس خود P̂i(z) هر چون

می�شود. محاسبه

d

dz
Ĝ(λ١, λ٢, ..., λm, z) =

m∑
i=١

λi
d

dz
P̂i(z)

=
m∑
i=١

λi

(
αiz

αi−١(zβi − ١) + βiz
βi−١(zαi − ١)

)
=

m∑
i=١

λi

(
nzn−١ − αiz

αi−١ − βiz
βi−١

)
= nzn−١ −

m∑
i=١

λi

(
αiz

αi−١ + βiz
βi−١

)

چون

m∑
i=١

λi(αi + βi) = n

قضیه از استفاده با حال، می�گیرد. قرار واحد دایره روي یا درون Ĝ(λ١, λ٢, ..., λm, z) ریشه�هاي تمام ،3.1.3 لم بنابر

می�شود. کامل اثبات کوهن،

واحد دایره روي نقطه یک بر مینیمال چندجمله�اي بررسی 2.3

شرایط با واحد دایره روي بر z٠ نقطه�ي در به�طوري�که باشند، معکوس خود چندجمله�اي دو ، Q(z) و P (z) اگر

یعنی باشند، یکسانی مطلق قدر داراي |z٠| = ١ , z٠ ̸= ١

|P (z٠)| = |Q(z٠)| ̸= ٠

z٠ حتماً که می�دهیم ارائه را کافی شرایط همچنین می�باشد. معکوس خود فوق، نقطه در مینیمال جمله�اي چند می�دهیم نشان

در می�شود مطرح که سوألی کند. صدق |P (z٠)| = |Q(z٠)| شرط در به�طوري�که باشد داشته وجود واحد دایره روي اي،

است. واحد دایره روي بر مینیمال، جمله�اي چند ریشه�هاي تعداد مورد

می�دهیم. قرار بررسی مورد باشند صحیحی اعداد معکوس، خود اي جمله چند ضرایب حالتی�که در را سوأل این بخش، این در
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می�آوریم. بدست زیر مجموعه عناصر براي را مینیمال جمله�اي چند ابتدا در

{z : |P (z)| = |Q(z)| , |z| = ١}

degP (z) = m > n = degQ(z) با صحیح خودمعکوس چندجمله�اي دو ، Q(z) و P (z) می�دهیم قرار .1.2.3 قضیه

باشیم: داشته z٠ ̸= ١ و |z٠| = ١ با z٠ یک حداقل براي کنیم فرض

|P (z٠)| = |Q(z٠)| ̸= ٠

صحیح معکوس خود جمله�اي چند از شده مشتق و است خودمعکوس ، z٠ نقطه در مینیمال جمله�اي چند آن�گاه،

P (z)٢ − zm−nQ(z)٢

می�باشد.

است. خودمعکوس چندجمله�اي ، |z٠| = ١ با z٠ نقطه در d درجه از ، f(z) مینیمال چندجمله�اي می�دهیم، نشان ابتدا اثبات.

لذا می�باشد، مینیمال z٠ نقطه در ، f(z) و |z٠| = |z٠| = ١ آنجایی�که از

f(z٠) = f(z٠) = ٠

بنابراین

zd٠f(z
−١
٠ ) = zd٠f(z٠) = ٠

بفرد منحصر مینیمال اي چندجمله چون می�باشد. است، d آن درجه وقتی znf(z−١) چندجمله�اي ریشه یک ، z٠ نتیجه در

داریم لذا است

f(z) = zdf(z−١)

می�کنیم. ثابت را قضیه دوم قسمت حال،

درجه�ي با باشد صحیح معکوس خود چندجمله�اي دو ، Q(z) و P (z) کنیم فرض
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degP (z) = m > n = degQ(z)

بصورت را F (z) ، ٢m درجه�ي از چندجمله�اي

F (z) = P (z)٢ − zm−nQ(z)٢

چون است. معکوس خود فوق، چندجمله�اي می�دهیم نشان می�کنیم. تعریف

z٢mP (z−١)٢ = P (z)٢ , z٢nQ(z−١)٢ = Q(z)٢

داریم

z٢mF (z−١) = z٢m(P (z−١)٢ − z−m+nQ(z−١)٢)
= z٢m(z−٢mP (z)٢ − z−m+nz−٢nQ(z)٢)
= P (z)٢ − zm−nQ(z)٢ = F (z)

نتیجه در

z٢mF (z−١) = F (z)

داریم باشد، z٠ ̸= ١ و |z٠| = ١ که اي z٠ هر براي چون است. مینیمال چند�جمله�اي ، F (z) می�دهیم نشان حال،

|P (z٠)| = |Q(z٠)|

داریم می�باشند، معکوس خود جمله�اي چند دو ، Q(z) و P (z) این�که و z٠ =
١
z٠

از استفاده با

|P (z٠)|٢ = |Q(z٠)|٢ =⇒ P (z٠)P (z٠)−Q(z٠)Q(z٠) = ٠

٠ = P (z٠)P (z
−١
٠ )−Q(z٠)Q(z

−١
٠ ) = z−m

٠ P (z٠)
٢ − z−n

٠ Q(z٠)
٢

= z−m
٠

(
P (z٠)

٢ − zm−n
٠ Q(z٠)

٢) = z−m
٠ F (z٠)

نتیجه در
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z−m
٠ F (z٠) = ٠

. F (z٠) ≡ ٠ لذا است z٠ ̸= ٠ چون،

آن مینیمال چندجمله�اي باشد، z٠ = ١ اگر این�صورت غیر در زیرا است. ضروري z٠ ̸= ١ شرط فوق، قضیه در .2.2.3 نکته

نیست. معکوس خود که بود خواهد z − ١ بصورت

باشند زیر بصورت معکوس خود چندجمله�اي دو ، Q(z) و P (z) اگر .3.2.3 مثال

P (z) = z۴ + ١ , Q(z) = z٢ + ١

و |z٠| = |z١| = ١ , z٠ = z١ ̸= ١ که z١ =
−١ ± i

√
٣

٢
و z٠ =

١ ± i
√

٣
٢

براي

|P (z٠)| = |Q(z٠)| = |P (z١)| = |Q(z١)| = ١

صورت به ترتیب به مینیمال، چندجمله�اي

z٢ − z + ١

و

z٢ + z + ١

از عامل�هایی که می�آید بدست

(z۴ + ٢(١ − z٢(z٢ + ٢(١ = (z − ٢(١(z + ٢(١(z٢ + z + ٢(١(z٢ − z + ٢(١

می�باشند. معکوس خود و بوده

روي را ریشه�هایشان تمام که بگیرید نظر در را ، Q(z) = z٢ + z + ١ و P (z) = z٣ + ١ چندجمله�اي دو .4.2.3 مثال

مینیمال، اي چندجمله |z٣
٠ + ١| = |z٢

٠ + z٠ + ١| با ، U روي z٠ مختلط عدد براي ،1.2.3 قضیه بوسیله می�گیرند. U

به�صورت
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F (z) = z۶ − z۵ − ٢z۴ − z٣ − ٢z٢ − z + ١

زیرا بود. خواهد

F (z) = P (z)٢ − zm−nQ(z)٢ = (z٣ + ٢(١ − z(z٢ + z + ٢(١

است. ناپذیر تحویل

می�گیرد واحد دایره روي را ریشه�هایش همه آمد، بدست ،3.2.3 مثال در ، z١ و z٠ نقاط از که مینیمالی جمله�اي چند

چه تحت شود، پرسیده است طبیعی بنابراین، دارد. واحد دایره خارج ریشه ،دو 4.2.3 مثال مینیمال جمله�اي چند حالی�که، در

می�گیرد. واحد دایره روي را ریشه�هایش تمام ،1.2.3 قضیه در آمده بدست چندجمله�اي شرایطی

می�گیرند. واحد دایره روي را ریشه�هایشان تمام زیر، چندجمله�اي�هاي جفت از آمده بدست مینیمال چندجمله�اي

(١) P (z) = zn+k + ١ , Q(z) = zn + ١

،زیرا k > ١ براي

(zn+k + ٢(١ − zk(zn + ٢(١ = z٢(n+k) + ٢zn+k + ١ − z٢n+k − ٢zn+k − zk

= z٢(n+k) − z٢n+k − zk + ١ = z٢n+kzk − z٢n+k − (zk − ١)

= z٢n+k(zk − ١)− (zk − ١) = (zk − ١)(z٢n+k − ١)

= (z − ٢(١(zk−١ + zk−٢ + ...+ ١)(z٢n+k−١ + z٢n+k−٢ + ...+ ١)

(٢) P (z) = zm − ١
z − ١

, Q(z) =
zn − ١
z − ١
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زیرا ،m > n براي

(
zm − ١
z − ١

)٢

− zm−n

(
zn − ١
z − ١

)٢

=
(zm − ٢(١ − zm−n(zn − ٢(١

(z − ٢(١

=
zm−nzm+n − zn+m − zm−n + ١

(z − ٢(١

=
(zm−n − ١)(zm+n − ١)

(z − ٢(١

= (zm−n−١ + zm−n−٢ + ...+ ١)(zm+n−١ + zm+n−٢ + ...+ ١)

با اي z٠ ، Q(z) و P (z) صحیح خودمعکوس چندجمله�اي دو هر براي آیا که شود پرسیده است ممکن سوأل این حال،

؟ |P (z٠)| = |Q(z٠)| به�طوري�که دارد، وجود z٠ ̸= ١ , |z٠| = ١ شرایط

معکوس خود چندجمله�اي دو براي مثال، عنوان به است. منفی جواب کلی حالت در

P (z) = z٣ − ٢z٢ − ٢z + ١ , Q(z) = z٢ − ٧z + ١

ندارد. واحد دایره روي ریشه�اي هیچ P (z)٢ − zm−nQ(z)٢ زیرا ندارد. وجود فوق، شرایط با واحد دایره روي اي، z٠ هیچ

شود. مثبت بالا سوأل جواب که کنیم ذکر را شرایطی است لازم بنابراین،

این اثبات براي می�کند. بیان باشند، زوج درجه با اي چندجمله دو ، Q(z) و P (z) جایی�که را کافی شرایط بعد، قضیه

داریم n حداکثر درجه از حقیقی مثلثاتی چندجمله�اي�هاي رده براي آن در که داریم نیاز زیر لم به قضیه،

∥f∥p :=
(∫ ٢π

٠
|f(θ)|pdθ

)١/p

, ٠ < p <∞

. f ∈ C(K) Kو := R(mod٢π) جایی�که

آن�گاه ، ٠ < q 6 p 6 ∞ و n حداکثر درجه از حقیقی مثلثاتی چندجمله�اي یک ، Tn اگر .5.2.3 لم

∥Tn∥p 6
(

٢rn+ ١
٢π

) ١
q
− ١

p

∥Tn∥q
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. q
٢

از ناکمتر صحیح عدد کوچکترین ، r := r(q) جایی�که

می�کنیم فرض ، n mو زوج عدد هر براي .6.2.3 قضیه

P (z) =
m∑

k=٠

akz
k , Q(z) =

n∑
k=٠

bkz
k

باشیم داشته اگر degP (z) = m > n = degQ(z) و باشند صحیح خودمعکوس چندجمله�اي

(am
٢
− bn

٢
)٢ <

٨
۴m+ ٣

[ n
٢∑

k=١

(am
٢ −k − bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]

یا

(am
٢
+ bn

٢
)٢ <

٨
۴m+ ٣

[ n
٢∑

k=١

(am
٢ −k + bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]

به�طوري�که |z٠| = ١ با دارد وجود z٠ ∈ C آن�گاه

|P (z٠)| = |Q(z٠)|

باشیم داشته ، |z| = ١ با z ∈ C هر براي می�کنیم فرض می�کنیم. ثابت را فوق قضیه�ي نقیض عکس اثبات.

|P (z)| ̸= |Q(z)|

می�دهیم قرار

F (z) = F١(z)F٢(z)

به�طوري�که

F١(z) = P (z)− z
m−n

٢ Q(z) , F٢(z) = P (z) + z
m−n

٢ Q(z)

داریم F١(z) = F٢(z) = m درجه�ي و ندارند U روي ریشه�اي هیچ ، F٢(z) و F١(z) درنتیجه

F١(z)

z
m
٢

=
P (z)

z
m
٢

− Q(z)

z
n
٢
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داریم z = eiθ می�دهیم قرار حال

P (z)

z
m
٢

= am
٢
+ am

٢ −١

(
z +

١
z

)
+ am

٢ −٢

(
z٢ +

١
z٢

)
+ ...+ a٠

(
z

m
٢ +

١
zm

٢

)
= am

٢
+ ٢

(
am

٢ −١Rez + ...+ a٠Rez
m
٢
)

= am
٢
+ ٢

(
am

٢ −١cos(θ) + ...+ a٠cos
(m

٢
θ
))

مشابه به�طور و

Q(z)

z
n
٢

= bn
٢
+ ٢

(
bn

٢ −١cos(θ) + ...+ b٠cos

(
n

٢
θ

))
ندارد U روي ریشه�اي هیچ F١(z) چون

T (θ) :=
F١

z
m
٢
=
P١(z)

z
m
٢

− Q١

z
n
٢

=

(
am

٢
+ ٢

(
am

٢ −١ cos(θ) + ...+ a٠ cos(
m

٢
θ)

))
−

(
bn

٢
+ ٢

(
bn

٢ −١ cos(θ) + ...+ b٠ cos(
n

٢
θ)

))

= am
٢
− bn

٢
+ ٢

n
٢∑

k=١

(am
٢ −k − bn

٢ −k) cos(kθ)

+ ٢
m
٢∑

k=n
٢ +١

am
٢ −k cos(kθ)

داریم بنابراین دارد. قرار مثبت حقیقی خط روي T کرد، فرض می�توان مسأله، کلیت از کاستن بدون ندارد. حقیقی ریشه هیچ

∥ T ∥١=

∫ ٢π

٠
T (θ)dθ = ٢π(am

٢
− bn

٢
)

داریم همچنین ، 3 پارسوال فرمول از استفاده با

∥ T ∥٢
٢=

∫ ٢π

٠
T (θ)٢dθ =

π

٢
(am

٢
− bn

٢
)٢

+ ۴π
[ n

٢∑
k=١

(am
٢ −k − bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]
3Parseval formula



معکوس خود چندجمله�اي�هاي ریشه�هاي .3 44فصل

داریم ،5.2.3 لم بکارگیري با حال،

∥ T ∥٢
٢6

(
m+ ١

٢π

)
∥ T ∥٢

١

بنابراین

١
٢
(am

٢
− bn

٢
)٢ + ۴

[ n
٢∑

k=١

(am
٢ −k − bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]

6
(
m+ ١

٢π

)
۴π(am

٢
− bn

٢
)٢ = ٢(m+ ١)(am

٢
− bn

٢
)٢

نتیجه در

(am
٢
− bn

٢
)٢ > ٨

۴m+ ٣

[ n
٢∑

k=١

(am
٢ −k − bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]

داریم بالا روند با نداردو U روي ریشه�اي هیچ ، F٢(z) چون مشابه، به�طور و

(am
٢
+ bn

٢
)٢ > ٨

۴m+ ٣

[ n
٢∑

k=١

(am
٢ −k + bn

٢ −k)
٢ +

m
٢∑

k=n
٢ +١

a٢
m
٢ −k

]

است. کامل اثبات و



4 فصل
معکوس خود چندجمله�اي�هاي براي Lp نامساوي�هاي

معکوس خود چندجمله�اي�هاي مشتق براي انتگرالی میانگین 1.4

است. Pn از رده�اي زیر ρn می�دانیم می�نامیم. مبدا، مرکز به و ρ شعاع به دایره�اي روي g تابع Lp ,Mp(gرا ρ) فصل این در

. f(z) = znf(
١
z
) و fϵPn و f ̸= ٠ اگر وفقط اگر fϵρn بنابراین،

، ٠ < p <∞ و r > ٠ و F تام تابع هر براي این�صورت، در

Mp(F, r) :=

(
١

٢π

∫ π

−π

|F (reiθ)|pdθ
)١
p
. (1.4)

ثابت تابع یک F اینکه مگر است، r از صعودي اکیداً تابع ,Mp(Fیک r) ، [15] 1 هاردي از کلاسیکی نتیجه یک از استفاده با

آن�گاه ، p→ ∞ و r > ٠ اگر باشد.

Mp(F, r) −→ max|z|=r |F (z)|

، r > ٠ براي اگر تنها و اگر

M∞(F, r) := max
|z|=r

|F (z)|. (2.4)

آن�گاه p→ ٠ و r > ٠ هر براي که داد نشان [27] هاردي همچنین،

Mp(F, r) −→ exp

(
١

٢π

∫ π

−π

log
∣∣F (reiθ)∣∣dθ)

1G. H. Hardy

45
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می�دهیم قرار

M٠(F, r) := exp

(
١

٢π

∫ π

−π

log
∣∣F (reiθ)∣∣dθ) (3.4)

می�نامیم. 2 مهلر لگاریتمی اندازه ,F)M٠را r) به وابسته مقدار باشد چندجمله�اي یک F هنگامی�که بنابراین

یعنی 3 ینسن قضیه از استفاده با

١
٢π

∫ π

−π

log |eiθ − a|dθ =
{

٠ |a| ≤ ١
log |a| |a| > ١

آن�گاه F (٠) ̸= ٠ به�طوري�که باشد F (z) := am
∏m

µ=١(z − zµ) فرم به چندجمله�اي یک F اگر که داد نشان می�توان

١
٢π

∫ π

−π

log |F (eiθ)|dθ = log
|F (٠)|∏
|zµ|<١ |zµ|

لذا

exp

(
١

٢π

∫ π

−π

log |F (eiθ)|dθ
)

= |am|
m∏

µ=١

max
{
|zµ|,١

}
بنابراین و

M٠(F,١) = |am|
m∏

µ=١

max
{
|zµ|,١

}
(4.4)

داریم p > ٠ و R > ١ براي دارد. تعلق ρn به نیز f ∗(z) := znf(
١
z
) آن�گاه باشد ρn به متعلق f اگر

Mp(f,R) = RnMp(f
∗,

١
R
) 6 RnMp(f

∗,١) = RnMp(f,١)

می�شود تبدیل تساوي به بالا، نامساوي آنگاه باشد ثابت f ∗ اگر .1.1.4 تذکر

، ٠ < p 6 ∞ و ١ < R <∞ براي بنابراین

Mp(f,R) < RnMp(f,١) (5.4)
2logarithmic Mahler measure
3Jensen



معکوس خود چندجمله�اي�هاي مشتق براي انتگرالی میانگین .1.447

است. برقرار f(z) = czn چندجمله�اي براي تساوي و

آن�گاه ٠ < p 6 ∞ و باشد n حداکثر درجه از چندجمله�اي یک f اگر همچنین،

Mp(f
′,١) ≤ nMp(f,١) (٠ < p 6 ∞) (6.4)

است. برقرار f(z) = czn چندجمله�اي براي تساوي و

از جمله�اي چند یک f اگر یعنی است. برنشتاین نامساوي همان ، (6.4) نامساوي آن�گاه ، p = ∞ ، (6.4) نامساوي در اگر

(١,f)∞Mآن�گاه = ١ باشدکه n حداکثر درجه

M∞(f ′,١) 6 n.

کرد. ثابت ٠ < p < ١ حالت براي را آن [؟] 5 ارسطو و p ∈ [١,∞) براي را ،(6.4) نامساوي [28] 4 زیگموند

به�طوري�که ، n حداکثر درجه از f چندجمله�اي هر براي که می�دهد نتیجه است p از نزولی غیر تابع یک ،Mp(F, r) چون

(١,f)∞Mآن�گاه = ١

Mp(f
′,١) 6 n (٠ 6 p <∞)

بنابراین

sup

{
Mp(f

′,١)
M∞(f,١)

: f ∈ Pn , f(z) ̸= ٠
}

= n (٠ 6 p 6 ∞) (7.4)

به�طوري�که دارد وجود ، f∗ ∈ ρn چندجمله�اي یک

M∞(f ′
∗,١) >M∞(f∗,١)(n− ١) (8.4)

[11] آن�گاه a٠ = an به�طوري�که باشد ، n درجه�ي از چندجمله�اي یک f(z) := ∑n
v=٠ avz

v اگر

M∞(f ′,١) 6M∞(f,١)
(
n− ١

٢
+

١
٢(n+ ١)

)
(9.4)

4A. Zygmund
5V. V. Arestov
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است. برقرار f ∈ ρn هر براي (9.4) ویژه به و

شد مطرح ρn چندجمله�اي رده براي رحمان، پرفسور توسط که (17.4) مشابه سوأل به دادن پاسخ دنبال به بخش، این در

هستیم.

می�دهیم قرار p ∈ [٠,∞] هر براي سوأل:

kn,p := sup

{
Mp(f

′,١)
M∞(f,١)

: f ∈ ρn

}

چیست؟ kn,p مقدار

می�دانیم (9.4) (8.4)و از

n− ١ 6 kn,∞ 6 n− ١
٢
+

١
٢(n+ ١)

.

داریم. نیاز زیر قضیه و لم به دارد، قرار [٠,٢] در p حالتی�که در فوق، سوال تر دقیق پاسخ یافتن براي

آن�گاه a٠ = an به�طوري�که باشد n حداکثر درجه از چندجمله�اي یک f(z) := ∑n
v=٠ avz

v اگر .2.1.4 لم

١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ =
n∑

v=٠

|av|٢ + ٢|a٢|٠ =
n∑

v=٠

|av|٢ + ٢|an|٢ (10.4)

داریم حقیقی θ هر براي اثبات.

|f(eiθ)|٢ = f(eiθ)f(eiθ) =
n∑

v=٠

ave
ivθ

n∑
v=٠

ave
−ivθ (11.4)

=
(
a٠ + a١e

iθ + ...+ ane
inθ

)(
a٠ + a١e

−iθ + ...+ ane
−inθ

)
=

(
a٠a٠ + a٠a١e

−iθ + ...+ a٠ane
−inθ

)
+
(
a١a٠e

iθ + a١a١ + ...+ a١ane
−(n−١)iθ)

+ ...+
(
ana٠e

inθ + ana١e
i(n−١)θ + ...+ anan

)
.
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می�دهیم قرار

b٠ =
n∑

v=٠

|av|٢ , b−n = a٠an = |a٢|٠ , bn = ana٠ = |a٢|٠ (12.4)

و

bm =
n−m∑
µ=٠

am+µaµ , b−m = bm (m = ١,٢, ..., n− ١)

داریم و wn = ١ یعنی می�کنیم تعریف یک، ام n ریشه را w حال

w := e٢mπi/n

لذا w ̸= ١ چون .m ∈
{
± ٢±,١, ...,±(n− ١)

}
جایی�که

n−١∑
k=٠

(e٢mπi/n)k =
n−١∑
k=٠

wk =
١ − wn

١ − w
= ٠ (m = ±٢±,١, ...,±(n− ١)) (13.4)

داریم (13.4) و (12.4)، (11.4) از استفاده با حال

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ =b−n

n−١∑
k=٠

(e−٢kπi) + bn

n−١∑
k=٠

(e٢kπi) +
n−١∑
k=٠

b٠

+
n−١∑

m=−n+١,m̸=٠

bm

n−١∑
k=٠

(e٢mπi/n)k

= nb−n + nbn + nb٠ = n

n∑
v=٠

|av|٢ + ٢n|a٢|٠

بنابراین

١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ =
n∑

v=٠

|av|٢ + ٢|a٢|٠

به�طوري�که باشد n حداکثر درجه�ي از چندجمله�اي یک f(z) := ∑n
v=٠ avz

v اگر .3.1.4 قضیه
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f(z) = znf(
١
z
)

آن�گاه شد، تعریف (2.4) و (1.4) در همانطورکه ,.)∞Mرا .) ,.)Mpو .) می�دهیم قرار آن بر علاوه .

Mp(f
′,١) 6 n√

٢

√√√√١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ − ٢|a٢|٠ (٠ 6 p 6 ٢) (14.4)

همچنین و

Mp(f
′,١) 6 n√

٢

√
(M∞(f,١))٢ − ٢|a٢|٠ (٠ 6 p 6 ٢) (15.4)

می�کنیم. ثابت گام، 3 در را قضیه اثبات.

به�طوري�که باشد، n حداکثر درجه از چندجمله�اي یک f(z) := ∑n
v=٠ avz

v اگر که می�دهیم نشان ابتدا اول: گام

|av| = |an−v| (v = ٠,١, ..., n) (16.4)

آن�گاه

١
٢π

∫ π

−π

|f ′(eiθ)|٢dθ 6 n٢

٢
١

٢π

∫ π

−π

|f(eiθ)|٢dθ

بوضوح

١
٢π

∫ π

−π

|f(eiθ)|٢dθ =
n∑

v=٠

|av|٢ ,
١

٢π

∫ π

−π

|f ′(eiθ)|٢dθ =
n∑

v=٠

v٢|av|٢ (17.4)

داریم |av| = |an−v| و (17.4) از استفاده با حال،

١
٢π

∫ π

−π

|f ′(eiθ)|٢dθ =
n∑

v=٠

v٢|av|٢ =
١
٢

( n∑
v=٠

v٢|av|٢ +
n∑

v=٠

v٢|an−v|٢
)

=
١
٢

n∑
v=٠

{
v٢ + (n− v)٢}|av|٢

6 n٢

٢

n∑
v=٠

|av|٢ =
n٢

٢
١

٢π

∫ π

−π

|f(eiθ)|٢dθ
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داشت خواهیم 1.1.4 لم و (17.4) از استفاده با : دوم گام

١
٢π

∫ π

−π

|f(eiθ)|٢dθ =
n∑

v=٠

|av|٢ =
١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi)|٢ − ٢|a٢|٠

لذا

١
٢π

∫ π

−π

|f ′(eiθ)|٢dθ 6 n٢

٢
١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ − ٢|a٢|٠

بنابراین

M٢(f
′,١) 6 n√

٢

√√√√١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ − ٢|a٢|٠ (18.4)

است p از نزولی غیر تابع Mp(fیک
′,١) چون Mp(fو

′,١) 6M٢(f
′,١) داریم ٠ 6 p 6 ٢ براي سرانجام سوم: گام

لذا

Mp(f
′,١) 6 n√

٢

√√√√١
n

n−١∑
k=٠

|f(e٢kπi/n)|٢ − ٢|a٢|٠ (٠ 6 p 6 ٢)

است. اکید p ∈ [٠,٢] هر براي ، (15.4) و (14.4) نامساوي�هاي می�دهد نشان ، f(z) := zn+١ چندجمله�اي .4.1.4 نکته

بنابراین بود، خواهد ١
n

∑n−١
k=٠ |f(e٢kπi/n)|٢ 6 ١ آن�گاه ، k = ٠,١, ..., n − ١ براي |f(e٢kπi/n)| 6 ١ اگر

می�باشد. (15.4) نامساوي از تر قوي که است زیر نتیجه شامل ،(14.4) نامساوي

به�طوري�که باشد n حداکثر درجه�ي از اي چندجمله یک f(z) := ∑n
v=٠ avz

v اگر .5.1.4 نتیجه

f(z) = znf(
١
z
)

آن�گاه |f(e٢kπi/n)| 6 ١ ، k = ٠,١, ..., n− ١ براي آن، بر علاوه

Mp(f
′,١) 6 n√

٢

√
١ − ٢|a٢|٠ (٠ 6 p 6 ٢)
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اکید p ∈ [٠,٢] هر براي فوق، نامساوي که می�دهد نشان ، f(z) := (zn + ٢/(١ چندجمله�اي مثال، براي .6.1.4 نکته

می�باشد.

هر براي آن بر علاوه باشد، مختلط ضرایب با ، n درجه�ي از چندجمله�اي یک g(z) :=
∑n

v=٠ cvx
v اگر .7.1.4 نتیجه

می�دهیم قرار p ∈ (٠,∞)

Ip,١ :=
١
π

∫ ١

−١

∣∣∣∣ng(x) + i
√

١ − x٢g′(x)

∣∣∣∣p dx√
١ − x٢

و

Ip,٢ :=
١
π

∫ ١

−١

∣∣∣∣ng(x)− i
√

١ − x٢g′(x)

∣∣∣∣p dx√
١ − x٢

داریم: ،p ∈ [٠,٢] هر براي آن�گاه

(
Ip,١ + Ip,٢

٢

)١/p

6 n

√√√√١
n

{
|g(١)|٢ + ٢

n−١∑
k=١

∣∣∣∣g(coskπn
)∣∣∣∣٢ + |g(−١)|٢

}
−
(

|cn|
٢n−١

)٢

(19.4)

داریم p ∈ (٠,٢] هر براي آن�گاه k = ٠,١, ..., n وقتی xk := cos(kπ) درنقاط ، |g(x)| 6 ١ اگر ویژه، به

(
Ip,١ + Ip,٢

٢

)١/p

6 n

√
٢ −

(
|cn|

٢n−١

)٢

(20.4)

است. برقرار Tn(x) := cos(n arc cosx) ، n مرتبه اول نوع چیبیشف چندجمله�اي براي و(20.4) (19.4) در تساوي

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را ٢n مرتبه از ، f(z) چندجمله�اي اثبات.

f(z) := zng

(
z + z−١

٢

)
می�دانیم که همانطور دارد. تعلق ρ٢n به ، f(z) بوضوح

ρ٢n =

{
f ̸= ٠

∣∣ f(z) = znf(١
z
) , ٢n حداکثر درجه�ي از

}
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چون . a٢n = a٠ =
cn
٢n به�طوري�که گرفت نظر در ، f(z) := ∑٢n

v=٠ avz
v به�صورت را f(z) می�توان

f(eiθ) = einθg(cosθ)

لذا

|f ′(eiθ)| =
∣∣ing(cos θ) + g′(cos θ)(− sin θ)

∣∣
درنتیجه و

Mp(f
′,١) =

(
١

٢π

∫ π

−π

|ng(cos θ) + i(sinθ)g′(cos θ)|pdθ
)١/p

داریم ، p ∈ (٠,٢] هر براي دهیم، قرار ٢n ، nجاي به ،3.1.4 درقضیه اگر حال

(
١

٢π

∫ π

−π

|ng(cos θ) + i(sin θ)g′(cos θ)|pdθ
)١/p

6 n

[
١
n

{
|g(١)|٢ + ٢

٢n−١∑
k=١,k ̸=n

∣∣∣∣g( cos
kπ

n

)∣∣∣∣٢ + |g(−١)|٢
}

−
(

|cn|
٢n−١

)٢
]١/٢

زیرا

٢|a٢|٠ = ٢|a٢n|٢ = ٢
(

cn
٢n−١

)٢

و

(
Ip,١ + Ip,٢

٢

)١/p

=

(
١

٢π

∫ π

−π

|ng(cos θ) + i(sin θ)g′(cos θ)|pdθ
)١/p

بنابراین

n−١∑
k=١

f(e٢kπi/n)|٢ = |g(١)|٢ + ٢
٢n−١∑

k=١,k ̸=n

∣∣∣∣g(coskπn
)∣∣∣∣٢ + |g(−١)|٢
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چون .8.1.4 نکته

١
π

∫ ١

−١

dx√
١ − x٢

= ١

از 6 وزنی انتگرال میانگین ،
(
Ip,١ + Ip,٢

٢

)١/p

به وابسته مقدار

١
٢

{∣∣∣∣ng(x) + i
√

١ − x٢g′(x)

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣ng(x)− i
√

١ − x٢g′(x)

∣∣∣∣p}

می�شود. گفته

|z| = R برروي خودمعکوس چندجمله�اي�هاي براي انتگرالی میانگین 2.4
R → ∞ هنگامی�که

آن�گاه باشد ، ρn به متعلق اي، چندجمله یک ، f(z) = ∑n
v=٠ avz

v اگر دیدیم ،4 فصل ابتداي در .1.2.4 یادآوري

M∞(f ′,١) 6M∞(f,١)
(
n− ١

٢
+

١
٢(n+ ١)

)

به�طوري�که [12] دارد وجود ، f(z) ∈ ρn چندجمله�اي دیگر، طرف از

M∞(f ′,١) > (n− ١)M∞(f,١).

مقدار می�خواهیم حال،

An := sup
{
M∞(f ′;١) : f ∈ ρn , M∞(f ;١) = ١

}
می�دهیم قرار منظور این براي آوریم. بدست ، r > ١ وقتی را

Bn(r) := sup
{
M∞(f ;١) : f ∈ ρn , M∞(f ;١) = ١

}
(21.4)

که است واضح
6weighted integral mean
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Bn(r) = rnBn

(١
r

)
(r > ٠).

باشد. z + ١ از ثابتی مضرب f(z) اگر دارد تعلق ρ١ به f .2.2.4 نکته

R > ١ هر براي

B١(R) = (R + ٢/(١

و

B٢(R) = (R٢ + ٢/(١

روي بر |f(z)| مطلق قدر ماکزیمم بنابراین ، a٠ ∈ C جایی�که ، f(z) := a١)٠ + z) نتیجه در ، f ∈ ρ١ دهیم قرار اگر

: لذا بود. خواهد |a٠|(r + ١) با مساوي |z| = r دایره

Max|z|=R|f(z)| = |a٠|(R + ١) = R + ١
٢

Max|z|=١|f(z)|

a١ = α١ + iβ١ و حقیقی β١ و α١ جایی�که ، f(z) := a٠(z
٢ + ١) + (α١ + iβ١)z آن�گاه باشد f ∈ ρ٢ اگر، حال

داریم حقیقی هاي θ تمام براي .

|f(eiθ)| = |٢a٠cosθ + α١ + iβ١| 6
√

۴a٢
٠ + ۴a٠|α١|+ |a٢|١ =

{
f(١) α١ > ٠

f(−١) α١ 6 ٠

بنابراین

Max|z|=١|f(z)| =
√

۴a٢
٠ + ۴a٠|α١|+ |a٢|١
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داریم ، θ ∈ R و R > ١ براي برآن، علاوه

|f(Reiθ)|٢ =

(
R٢ + ١

٢

)٢

۴a٢
٠ −

(
٢a٠Rsinθ −

١
٢
β١(R

٢ − ١)
)٢

(22.4)

+ |a٢|١R٢ +
١
۴
β٢

١(R
٢ − ٢(١ + ٢a٠α١R(R

٢ + ١)cosθ

6
(
R٢ + ١

٢

)٢

۴a٢
٠ + |a٢|١R٢ +

١
۴
β٢

١(R
٢ − ٢(١ + ۴a٠|α١|R

R٢ + ١
٢

6
(
R٢ + ١

٢

)٢

(۴a٢
٠ + ۴a٠|α١|+ |a٢|١) =

(
R٢ + ١

٢

)٢

Max|z|=١|f(z)|٢

بنابراین

B٢(R) = (R٢ + ٢/(١

که [26] دارد وجود f ∈ ρn چندجمله�اي یک n > ٣ هر براي

M∞(f,R) > Rn +Rn−٢

٢
M∞(f,١) (R > ١)

بنابراین و

Bn(R) >
Rn +Rn−٢

٢
(R > ١, n = ٣,۴, ...)

آورده�ایم. بدست Bn(R) براي بالا کران یک لذا

به متعلق f چندجمله�اي�هاي روي بر ، M∞(f,R)

M∞(f,١)
مقدار اینفیمم یافتن صدد در زیر، قضیه بیان با [10] رحمان و فراپیر

بودند. ρn

می�دهیم قرار .3.2.4 قضیه

ψ(t) :=
١ + ٢

∑∞
v=١ t

−٢v٢

٢
∑∞

v=٠ t
−(٢v+١)٢/٢ (t > ١)



R → ∞ هنگامی�که |Z| = R برروي خودمعکوس چندجمله�اي�هاي براي انتگرالی میانگین .2.457

داریم R > ١ و f ∈ ρn هر براي آن�گاه،

M∞(f,R)

M∞(f,١)
>

{
R(n/٢)ψ(R) فرد n

R(n/٢) زوج n

مقدار اینفیمم یافتن دنبال به نیز ما فوق، قضیه با مقایسه در ، R ∈ (١,∞) و p ∈ [٠,∞) می�دهیم قرار حال

می�باشیم. است، ρn به متعلق f وقتی ، Mp(f,R)

Mp(f,١)

می�کنیم. بررسی را p = ٠ حالت ابتدا، در

داریم ، R > ١ هر و f ∈ ρn هر براي آن�گاه شد. تعریف (3.4) در که ,F)M٠همانگونه r) می�دهیم قرار .4.2.4 قضیه

M٠(f,R) >M٠(f,١)
{

Rn/٢ زوج n
R(n+١)/٢ فرد n (23.4)

داریم f(z) ≡ znf(١
z
) از z = −١ می�کنیم فرض اثبات.

f(−١) = (−١)nf(−١)

شود. صفر باید −١ در ، f ∈ ρn چندجمله�اي است، فرد n درحالتی�که بنابراین f(−١) = −f(−١) باشد فرد n اگر

باشد، فرد n اگر و n
٢

از بیشتر نمی�تواند باشد زوج n اگر ، f چندجمله�اي از ریشه هر تکرار مرتبه ، f(z) ≡ znf(١
z
) چون

باشد زیر فرم به باید f بنابراین باشد. (n− ١)
٢

از بیشتر نمی�تواند

f(z) :=
n−l∑
v=l

avz
v = zl

n−l∑
v=l

avz
v−l

. ٠ 6 l 6 n− ١
٢

باشد فرد n اگر همچنین و ٠ 6 l 6 n

٢
باشد زوج n اگر و al = an−l ̸= ٠ جایی�که

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را φ(z) حال

φ(z) := z−lf(z)
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داریم (4.4) از استفاده با سپس φ(z) ̸= ٠ ، |z| > ١ روي بر کنیم می فرض ابتدا

M٠(f,١) = |an−l|

داریم (4.4) از مجدد استفاده با . φ(Rz) ̸= ٠ ، R > ١ هر براي همچنین

M٠(f,R) = RlM٠(φ,R) = |an−l|Rn−l =M٠(f,١)Rn−l

چون

l 6
{

n/٢ زوج n
(n− ٢/(١ فرد n

است. برقرار نظر مورد نتیجه حالت این در

با نامیم می {zj}kj=١ را ریشه�ها این باشد. بسته واحد دیسک بیرون φ ریشه�هاي از برخی که می�گیریم نظر در را حالتی

داریم (4.4) ).از تکراري گانگی(احتمالا چند شمردن

M٠(f,١) = |an−l|
k∏

j=١

|zj| (24.4)

(4.4) از دوباره بکارگیري با لذا می�باشد، آن یک از بزرگتر ریشه�هاي تنها {zj/R}kj=١ و f(Rz) = ∑n−l
v=l avR

vzv چون

داشت خواهیم

M٠(f,R) = |an−l|Rn−l−k

k∏
j=١

(
R.max

{∣∣∣∣zjR
∣∣∣∣,١})

چون حال

R.max
{
|zj
R
|,١

}
= R|zj

R
| = |zj| > R

|zj| < R اگر و

R.max
{
|zj
R
|,١

}
= R > |zj|
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بنابراین

M٠(f,R) > Rn−l−k|an−l|
k∏

j=١

|zj| (25.4)

می�گیریم نتیجه (25.4) و (24.4) از

M٠(f,R) > Rn−l−kM٠(f,١)

چون حال

l + k 6
{

n/٢ زوج n
(n− ٢/(١ فرد n

است. برقرار نیز باشد بسته واحد دیسک بیرون φ ریشه�هاي برخی حالتی�که در ، (23.4) بنابراین

ثابت ضرایب براي باشد، فرد n وقتی و zn/٢ ثابت ضرایب براي باشد زوج n وقتی ، (23.4) در تساوي .5.2.4 نکته

z(n−١)/٢(z + ١)

است. برقرار

داریم. را زیر قضیه ، p ∈ (٠,∞) درحالتی�که

داریم ، f ∈ ρn هر براي شد، تعریف (1.4) در که ,Mp(Fهمانگونه r) کنیم فرض ، p ∈ (٠,∞) هر براي .6.2.4 قضیه

Mp(f,R) > Rn/٢Mp(f,١) (R > ١) (26.4)

است. اکید باشد، زوج n درجایی�که R > ١ هر و p ∈ (٠,∞) هر براي فوق، نامساوي

یعنی است. f تام تابع هر براي r از محدب تابع یک logMp(f, r) ، [15] هاردي کلاسیکی نتیجه یک از استفاده با اثبات.

داریم ٠ < r١ < r٢ < r٣ <∞ براي
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logMp(f, r٣)− logMp(f, r٢)

logr٣ − logr٢
> logMp(f, r٢)− logMp(f, r١)

logr٢ − logr١

می�دهیم قرار باشد، R > ١ اگر ویژه، به

r١ =
١
R

, r٢ = ١ , r٣ = R

داریم فوق مقادیر جایگذاري با لذا

log
Mp(f, r٣)

Mp(f, r٢)

log
r٣

r٢

=

log
Mp(f,R)

Mp(f,١)

log
R

١

>
log

Mp(f, r٢)

Mp(f, r١)

log
r٢

r١

=

log
Mp(f,١)
Mp(f,١/R)

log
١

١/R
لذا

Mp(f,R)

Mp(f,١)
> Mp(f,١)
Mp(f,١/R)

داریم ، f تام تابع هر براي بنابراین

Mp(f,١) 6
√
Mp(f,R)Mp(f,١/R) (٠ < p <∞;R > ١) (27.4)

آن�گاه f(z) ≡ znf(١/z) یعنی است f ∈ ρn چون

Mp(f,
١
R
) =

(
١

٢π

∫ π

−π

∣∣∣∣f( ١
R
eiθ

)∣∣∣∣pdθ)١/p

=

(
١

٢π

∫ π

−π

∣∣∣∣( ١
R
eiθ

)n

f(Re−iθ)

∣∣∣∣pdθ)١/p

=
١
Rn

Mp(f,R)

که می�شود نتیجه (27.4) از

Mp(f,١) 6
١

Rn/٢Mp(f,R) (R > ١)

است. کامل اثبات لذا

می�باشد. برقرار است، زوج n جایی�که f(z) = zn/٢ چندجمله�اي براي (26.4) در تساوي .7.2.4 نکته
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از چندجمله�اي یک g(z) := f(z)/(z + ١) آن�گاه باشد، ρn به متعلق چندجمله�اي یک f و فرد n اگر .8.2.4 نکته

R > ١ و ٠ < p < ∞ وقتی g براي (26.4) نامساوي بکارگیري با است. ρn−١ به متعلق که بود خواهد n − ١ درجه�ي

داریم

Mp(g,R) > R(n−١)/٢Mp(g,١) (R > ١)

لذا

Mp(f,R) > (R− ١)Mp(g,R) > (R− ١)R(n−١)/٢Mp(g,١)

> R(n+١)/٢ −R(n−١)/٢

٢
Mp(f,١)

کرد جایگزین زیر نامساوي با می�توان را (26.4) نامساوي است، فرد n در�حالتی�که بنابراین

Mp(f,R) > max

{
Rn/٢,

R(n+١)/٢ −R(n−١)/٢

٢

}
Mp(f,١) (28.4)

می�کند. بیان ، p = ٢ در�حالتی�که را، فوق نامساوي تر دقیق صورت زیر قضیه

داریم f ∈ ρn هر براي باشد، فرد n اگر .9.2.4 قضیه

M٢(f,R) >
(
Rn+١ +Rn−١

٢

)١/٢

M٢(f,١) (R > ١) (29.4)

است. اکید R > ١ هر براي فوق، نامساوي

بنابراین av = an−v ، v = ٠,١, ..., n هر براي لذا ، ρn به متعلق f(z) := ∑n
v=٠ avz

v می�دهیم قرار اثبات.

M٢
٢ (f,R) =

(
١

٢π

∫ π

−π

|f(Reiθ)|٢dθ
)

=
n∑

v=٠

|av|٢R٢v

=
١
٢

( n∑
v=٠

|av|٢R٢v +
n∑

v=٠

|an−v|٢R٢v
)

=
١
٢

( n∑
v=٠

|av|٢R٢v +
n∑

v=٠

|av|٢R٢n−٢v
)

=
١
٢

n∑
v=٠

|av|٢(R٢v +R٢n−٢v)
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می�کنیم ادعا

R٢v +R٢n−٢v > Rn+١ +Rn−١ (v = ٠,١, ..., n;R > ١) (30.4)

نوشت زیر به�صورت می�توان را (30.4) نامساوي

Rn+١(Rn−٢−١v − ١)−R٢v(Rn−٢−١v − ١) > ٠

(Rn+١ −R٢v)(Rn−٢−١v − ١) > ٠

دوي هر ، v = n+١
٢ , ..., n براي همچنین و اند نامنفی دو هر بالا، نامساوي چپ سمت عامل�هاي ، v = ٠, ..., n−١

٢ براي

بنابراین است برقرار ، (30.4) نامساوي لذا اند نامثبت عامل�ها این

M٢
٢ (f,R) =

١
٢

n∑
v=٠

|av|٢(R٢v +R٢n−٢v) > Rn+١ +Rn−١

٢

n∑
v=٠

|av|٢

=
Rn+١ +Rn−١

٢
M٢

٢ (f,١)

نتیجه در

M٢(f,R) >
Rn+١ +Rn−١

٢

١/٢

M٢(f,١)

است. برقرار ، z(n+١)/٢ + z(n−١)/٢ ثابت ضرایب براي ، (29.4) در تساوي .10.2.4 نکته

f ∈ ρn هر براي می�دانیم .11.2.4 نکته

Mp(f, r) = rnMp(f,
١
r
) (٠ < r <∞;٠ 6 p <∞)

براي پایینی، کران آمد، بدست R > ١ وقتی ، Mp(f,R)

Mp(f,١)
براي ، و9.2.4 6.2.4، 4.2.4 قضیه�هاي از که پایینی کران�هاي

شد. خواهد محسوب ، ٠ < ρ < ١ وقتی Mp(f, ρ)

Mp(f,١)



R → ∞ هنگامی�که |Z| = R برروي خودمعکوس چندجمله�اي�هاي براي انتگرالی میانگین .2.463

داریم ρ ∈ (٠,١) هر و f ∈ ρn هر براي که می�گیریم نتیجه ، 4.2.4 قضیه از بنابراین،

M٠(f, ρ) >M٠(f,١)
{

ρn/٢ nزوج اگر
ρ(n+١)/٢ فرد nاگر

داریم p ∈ (٠,∞) هر و f ∈ ρn هر براي که می�شود نتیجه ، 6.2.4 قضیه از مشابه، به�طور

Mp(f, ρ) > ρn/٢Mp(f,١) (٠ < p < ١).

داریم f ∈ ρn هر براي آن�گاه باشد، فرد n اگر می�شود، نتیجه ، 9.2.4 قضیه از همچنین و

M٢(f, ρ) >
(
ρn+١ + ρn−١

٢

)١/٢

M٢(f,١) (٠ < ρ < ١).
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الفبایی فهرست

3 ، اینشترم-کاکایا

6 آنکنی،
5 اردوش،
48 ارسطو،

47 ، مهلر لگاریتمی اندازه
4 برنشتاین،

6 توران،
2 معکوس، خود

26 داوود،
11 رحمان،

3 روشه،
6 ریولین،

48 ، زیگموند
26 عزیز،

31 فیل،
30 لوسنزي،

5 لکس،
6 مالیک،

55 وزنی، انتگرال میانگین
46 هاردي،
44 پارسوال،

3 مینیمال، اي جمله چند
2 مثلثاتی، چندجمله�اي

4 کوهن،
4 لوکاس، - گاوس

47 ، ینسن
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Abstract

One of the known polynomials in complex analysis is self-reciprocal polynomials.
According to The principle maximum modulus and Bernstein inequality on the deriva-
tive of a trigonometric polynomials, there are inequalitis for the analysis polynomials.
In this thesis, we try obtain proximate for maximum modulus self-reciprocal polynomial
and we investigate the distribution of its zeros around the unit circle.

Keywords: self-reciprocal polynomial, Principle maximum modulus, inequality, Bern-
stein inequality, zero,derivative polynomial
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