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روش به را معادلات ابتدا که، به�این�صورت مͬ�پردازد. دوگان وزن�های باقیمانده روش به جزیͬ مشتقات
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مͬ�کنیم. پیاده�سازی FreeFem++ نرم�افزار



୏وردگارا...
ثمره که بسته�شان پینه دست�های برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را مویشان مͬ�توانم نه

عمرم ثانیه�های و باشم گزارشان شͺر لحظه هر که ده توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من افتخار برای تلاش

بͽذارم. �بودنشان دست عصای در را

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



ৎقد৤م৮ଘدرБЗرদواروما඼ෙय़భباৣم
و مشͺلات بلای سپر را خود و خریدند جان به را سختͬ�ها گذشتند، خواسته�هایشان از که فرشته�ای دو آن

برسم. ایستاده�ام آن در اکنون که جایͽاهͬ به من تا کردند ناملایمات

وৎقد৤مऒଘواଽاৣم
است. من آرامش مایه صفایشان و شادی�بخش وجودشان که
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف

جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١.١

با هستند. انتͽرالͬ معادلات یا دیفرانسیل معادلات شͺل به بیشتر مهندسͬ و علوم در ریاضͬ مدل�های

برای اما است، یافته افزایش چشم�گیری به�طور نیز مدل�ها این کارایͬ اخیر دهه�های در کامپیوتر� پیشرفت

ساده�ترین در فقط که چرا داریم، عددی الͽوریتم�های به نیاز کامپیوتر، ͷی در ریاضͬ مدل�های از استفاده

کردن پیدا برای عددی روش�های از ناگزیریم کلͬ حالت در ولͬ رسید. تحلیلͬ جواب به مͬ�توان حالات

کنیم. استفاده تقریبͬ جواب

معادلاتدیفرانسیل از دسته�ای به �مͬ�شود، خوانده ١PDE اختصار به که مشتقاتجزیͬ با معادلاتدیفرانسیل

آن به نسبت توابع جزیͬ مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آن�ها در که مͬ�شود گفته

باشد. داشته وجود متغیر�ها،

مͬ�شود. ظاهر معادله آن در که مشتقͬ مرتبه�ی بالاترین از است عبارت جزیͬ مشتقات با معادله ͷی مرتبه�ی

دوم. مرتبه�ی از متغیره دو است معادله�ای ∂٢u
∂x٢

= ∂u
∂t معادله مثال به�عنوان

زیر: صورت به PDE در اصلͬ عملͽرهای

٢ گرادیان عملͽر .١

grad = ∇ =
∂

∂x١
+

∂

∂x٢
+ ...+

∂

∂xn

٣ لاپلاس عملͽر .٢

∇ · ∇ = ∆ =
∂٢

∂x٢١
+

∂٢

∂x٢٢
+ ...+

∂٢

∂x٢n
١Partial Differential Equations
٢Gradient
٣Laplacian



٣ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .١.١

دیورژانس۴ عملͽر .٣

div w = ∇ · w =

d∑
i=١

∂wi

∂xi

مͬ�شود. تعریف t ∈ R+ زمان و X := (x١, x٢, ..., xn) ∈ Rn مͺان متغیر آن در که هستند.

. xi به نسبت دوم جزیͬ مشتق یعنͬ ∂٢

∂٢xi
همچنین

نظر در زیر به�صورت را جزیͬ مشتقات� با دیفرانسیل معادلات کلͬ صورت مͬ�توان دوبعدی، فضای در

گرفت:

Auxx(x, y) +Buxy(x, y) + Cuyy(x, y) +Dux(x, y)

+ Euy(x, y) + Fu(x, y) +G = ٠, (١.١)

هستند. وابسته متغیر و x, y مستقل متغیر�های از توابعͬ {A,B,C,D,E, F,G} آن در که

مͬ�شود: دسته�بندی زیر به�صورت d = AC −B٢ آزمون یا ͷمح بنابه (١.١) معادله .١.١.١ نͺته

مثال معادله نوع معادله مشخصه
پواسون معادله بیضوی d = AC −B٢ > ٠

حرارت انتقال معادله سهموی d = AC −B٢ = ٠
موج معادله هذلولوی d = AC −B٢ < ٠

مͬ�شود، گفته ۵I.V.P اختصار به که ،n مرتبه�ی دیفرانسیل معادله با متناظر اولیه مقدار مساله تعریف٢.١.١.

بدست عمومͬ جواب از را خصوصͬ جواب شرط، n این با بتوانیم به�طوری�که شرط n با است معادله�ای

آوریم.

مرزی شرایط با که است معادله�ای مͬ�شود، گفته ۶B.V.P اختصار به که مرزی، مقدار مساله .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. معادله مرزی فضای در تغییراتͬ باعث شرایط، این اعمال که است، همراه

مهم: مرزی شرایط ■

٧ دریͺله مرزی شرط •

u(x, t) = f(x), ∀ x = (x١, x٢, ..., xn) ∈ ∂Ω, t > ٠.
۴Divergence
۵Initial Value Problem
۶Bundry Value Problem
٧Dirichlet boundary condition



۴ مقدماتͬ تعاریف .١

٨ نویمن مرزی شرط •
∂u

∂n
= n · grad(u) = n · ∇u = f(x), ∀ x = (x١, x٢, ..., xn) ∈ ∂Ω,

است. Ω مرز روی خارجͬ یͺه بردار n = n(x) آن در که

محدود المان�های روش ٢.١

FEM اختصار به که است محدود المان�های روش جزیͬ، مشتقات با معادلات حل عددی روش�های از ͬͺی

مͬ�شود. گفته ٩

دامنه زیر تعدادی به را دامنه سپس کرده، تبدیل ضعیف)١٠ ) تغییراتͬ به�صورت را معادله ابتدا روش این در

دستͽاه ͷی به را پیوسته دیفرانسیل معادله و زده تقریب را جواب دامنه زیر هر روی ادامه در مͬ�کنند. افراز

دستͽاه معادله، مرزی شرایط اعمال و معادلات این ترکیب با آخر در مͬ�کنند. تبدیل جبری معادلات گسسته

مͬ�کنند. حل را

(١٩٠٨) ریتز١٢ و (١٨٩٠و١٨٩۴) ١١ ریلͬ لرد به برای مرزی مقدار مساله� ͷی عددی حل برای اصلͬ ایده�ی

برمͬ�گردد.

چندجمله�ای�های یا چندجمله�ای�ها مانند توابعͬ از متناهͬ �خطͬ به�صورتیͷترکیب جوابتقریبͬ روشریتز در

اساس بر پیوسته، قطعه�وار به�طور خطͬ تقریب توابع از استفاده راستا همین در مͬ�شود. گرفته نظر در مثلثاتͬ

پیشنهاد ١٣ کورانت توسط مͬ�شود)، گفته محدود المان�های روش شروع نقطه عنوان به دامنه(که مثلثͬ�سازی

شد.

محدود المان�های روش در کاربردی تعاریف ١.٢.١

u, v ∈ V هر برای هرگاه گوییم، خط١۴ͬ فضای ͷیV بردارهای یا و توابع �از مجموعه�ای به تعریف١.٢.١.

باشد: برقرار زیر روابط α, λ ∈ R و

λu+ αv ∈ V, •

u+ v = v + u, •

∃(−u) ∈ V, u+ (−u) = ٠. •
٨Neumann boundary condition
٩ Finite Element Methods
١٠Weak Formulation
١١Lord Rayleigh
١٢Ritz
١٣Courant
١۴Vector spaces



۵ محدود المان�های روش .٢.١

به�گونه�ای�که: L : V → R شͺل به است تابعͬ خطͬ نمایش ،١۵ خطͬ ͷتابع ͷی .٢.٢.١ تعریف

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v), ∀v, u ∈ V, µ, λ ∈ R.

نسبت که مͬ�شود، گرفته نظر در a(·, ·) : V × V → R تابع شͺل به ١۶ دوخطͬ فرم ͷی .٣.٢.١ تعریف

: یعنͬ است خطͬ خود آرگومان هر به

a(λu+ µv,w) = λa(u,w) + µa(v, w), ∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R,

a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v).

هرگاه: گوییم متقارن١٧ را a(·, ·) دو�خطͬ فرم .۴.٢.١ تعریف

a(w, v) = a(v, w), ∀w, v ∈ V.

هرگاه: است مثبت معین a(·, ·) و

a(v, v) > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠.

معین�مثبت و متقارن هرگاه گوییم، ١٨ داخلͬ یا اسͺالر یͷضرب را V روی دو�خطͬ فرم ͷی تعریف٢.١.۵.

باشد.

گوییم. داخلͬ ضرب فضای را، متناظر داخلͬ ضرب همراه به خطͬ فضای ͷی .۶.٢.١ تعریف

برقرار زیر روابط که صورتͬ در مͬ�دهیم، نشان ∥ · ∥ : V → R+ تابع به�شͺل را ١٩ نرم ͷی .٧.٢.١ تعریف

باشد:

∥v∥ > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠, .١

∥λv∥ = |λ|∥v∥, ∀λ ∈ R, v ∈ V, .٢

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥, ∀u, v ∈ V. .٣

زیر روابط که صورتͬ در مͬ�دهیم، نشان | · | : V → R+ تابع �شͺل به را ٢٠ نیم-نرم ͷی .٨.٢.١ تعریف

باشد: برقرار

|v| ≥ ٠, ∀v ∈ V, .١
١۵Liner Function
١۶Biliner Form
١٧Symmetric
١٨Scalar product
١٩Norm
٢٠Semi Norm



۶ مقدماتͬ تعاریف .١

|λv| = |λ||v|, ∀λ ∈ R, v ∈ V, .٢

|u+ v| ≤ |u|+ |v|, ∀u, v ∈ V. .٣

مهم: نرم چند .٩.٢.١ تعریف

٢١Lp - نرم •

∥v∥Lp =
(∫ ١

٠
|v(x)|p dx

) ١
p
, ١ ≤ p <∞.

٢٢L∞- نرم •

∥v∥L∞ = sup |v(x)|, x ∈ [٠,١].

L٢وزن�دار٢٣ - نرم •

∥v∥a =
(∫ ١

٠
a(x)|v(x)|٢ dx

) ١
٢
, a(x) > ٠.

انرژی٢۴ نرم •

∥v∥E =
(∫ ١

٠
a(x)|v′(x)|٢ dx

) ١
٢
, a(x) > ٠.

∥v∥E = ∥v′∥a. .١٠.٢.١ نͺته

متناظر نرم باشد، V روی داخلͬ ضرب ͷی (·, ·) و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی V اگر .١١.٢.١ تعریف

: شͺل به بالا داخلͬ ضرب با

∥v∥ = (v, v)
١
٢ , ∀v ∈ V,

مͬ�شود. تعریف

باشد. برقرار (u, v) = ٠ هرگاه گوییم، متعامد٢۵ را v(x), u(x) تابع دو .١٢.٢.١ تعریف

رابطه� Bو A کراندار تابع دو برای هرگاه گوییم، کراندار را AB داخلͬ ضرب .١٣.٢.١ تعریف

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥, (٢.١)

باشد. برقرار
٢١Lp-norm
٢٢L∞-norm
٢٣Weighted L٢-norm
٢۴Energy-norm
٢۵Orthogonol



٧ محدود المان�های روش .٢.١

کوشͬ-شوارتز٢۶: نامساوی .١۴.٢.١ لم

|(v, w)| ≤ ∥v∥∥w∥, ∀v, w ∈ V,

مͬ�شود. تبدیل تساوی به نامساوی این باشند، هم از مضربͬ v, w که صورتͬ در نامساوی این در

مثلث٢٧ͬ: نامساوی .١۵.٢.١ لم

∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥, ∀v, w ∈ V,

مͬ�شود. تبدیل تساوی به نامساوی این باشند، هم از مضربͬ v, w که صورتͬ در نامساوی این در

: شده گسسته فضای در تریس٢٨ نامساوی .١۶.٢.١ لم

: بنابراین باشد، L ضلع با مربعͬ فضای ͷی Ω = (٠× L)× (٠× L) کنید فرض

∥v∥L٢(Γ) ≤ C
(
L−١∥v∥٢L٢(Ω) + L∥∇v∥٢L٢(Ω)

) ١
٢
, ∀v ∈ C١(Ω).

است: برقرار زیر شرط b نقطه ͬͽهمسای در x هر ازای به f تابع برای لیپ-شیتس٢٩: شرط .١٧.٢.١ لم

∥f(x)− f(b)∥ ≤ K∥x− b∥, k > ٠.

زیر رابطه بنابراین باشد (a, b) روی مشتق�پذیر دوبار نͽاشت ͷی f : [a, b] → R کنید فرض .١٨.٢.١ لم

است: ∣∣∣برقرار ∫ b

a
f(x) dx− f(a) + f(b)

٢ (b− a)
∣∣∣ ≤ ١

٢∥f
′′∥q[B(p, p)]

١
p (b− a)

٢+ ١
p ,

١
p
+
١
q
= ١, p > ١.

به�صورت: و است اویلر تابع ͷی B آن در که

B(l, s) :=

∫ ١

٠
tl−١)١− t)s−١ dt, l, s > ٠,

مͬ�شود. تعریف

.١٩.٢.١ ∫نتیجه ١

٠
f(t) dt =

١
٢{f(٠) + f(١)}+ ١

٢

∫ ١

٠
f ′′(s) s (s− ١) ds. (٣.١)

رابطه هرگاه ٣٠است، همͽرا V در {vi}∞i=١ نامتناهͬ دنباله ͷی .٢٠.٢.١ تعریف

∥vi − v∥ → ٠, a.s i→ ∞, ∀v ∈ V.

باشد. برقرار
٢۶Cauchy-Schwartz inequality.
٢٧Triangle-inequality
٢٨Scaled trace inequality
٢٩Lipschitz contdition
٣٠Convergent



٨ مقدماتͬ تعاریف .١

رابطه هرگاه ٣١گوییم، کوشͬ را� �{vi}∞i=دنباله١ .٢١.٢.١ تعریف

∥vi − vj∥ → ٠, a.s i, j → ∞, ∀v ∈ V.

باشد. برقرار

��باشد. همͽرا V در کوشͬ �دنباله�ی ��هر هرگاه گوییم، کامل را V داخلͬ ضرب فضای .٢٢.٢.١ تعریف

است. هیلبرت٣٣ فضای ͷی کامل٣٢ داخلͬ ضرب فضای هر .٢٣.٢.١ تعریف

�گوییم. نرم�دار٣۴ خطͬ فضای ͷی را متناظر نرم به�همراه خطͬ فضای ͷی .٢۴.٢.١ تعریف

�٣۵گوییم. باناخ فضای را، کامل نرم�دار فضای ͷی .٢۵.٢.١ تعریف

در خاص حالت در باشد. باز و همبند اگر مͬ�شود، گفته دامنه٣۶ ͷی Ω ⊆ Rd مجموعه .٢۶.٢.١ تعریف

است. فضا از قسمتͬ سه�بعدی حالت در و صفحه از قسمتͬ دوبعدی حالت در بازه، ͷی ی�ͷبعدی فضای

Ω̄ نماد با و مͬ�گوییم مجموعه ͷی بستار٣٧ را مرزی نقاط و مجموعه درون نقاط اجتماع .٢٧.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش

دیورژانس: قضیه .٢٨.٢.١ ∫قضیه
Ω
∇ · wdx =

∫
Γ
w · nds

است. Γ روی خارجͬ نرمال عمود بردار n ∈ Rd و است قوس طول آرگومان ds آن در که

: به�صورت ٣٨ گرین فرمول .٢٩.٢.١ ∫قضیه
Ω
w · ∇v dx =

∫
Γ
w · n v ds−

∫
Ω
∇ · w v dx,

: به�صورت معادله این w = ∇uخاص حالت در که مͬ�شود، ∫تعریف
Ω
∆u · v dx =

∫
Γ

∂u

∂n
· v ds−

∫
Ω
∇u · ∇v dx,

مͬ�شود. داده نمایش
٣١Cowchy Sequence
٣٢Complite Linear Product Space
٣٣Hilbert space
٣۴Normed Linear Space
٣۵Banach Space
٣۶Domain
٣٧Closure
٣٨Green Formula



٩ محدود المان�های روش .٢.١

آن طول و �گوییم چنداندیسه٣٩ را، نامنفͬ از�عناصرصحیح (α١ . . . αd) �dتایͬ بردار� ͷی .٣٠.٢.١ تعریف

به�صورت

|α| =
d∑

i=١
αi,

مͬ�شود. تعریف

زیر به�صورت V : Rd → R تابع α مرتبه جزیͬ مشتقات .٣١.٢.١ تعریف

Dα
v =

∂|α|v

∂α١x١ ∂
α٢
x٢ ... ∂

αd
xd

,

مͬ�شود. تعریف

مهم: تابعͬ فضاها�ی از ■برخͬ

مͬ�شود. داده نمایش C(m) نماد با m روی خطͬ پیوسته توابع فضای ،m ⊂ Rd فرض با .٣٢.٢.١ تعریف

به�صورت ماکسیموم-نرم کراندار پیوسته توابع برای .٣٣.٢.١ تعریف

∥v∥C(m) = sup
x∈m

|v(x)|,

است. شده تعریف

به�صورت ماکسیموم-نرم بنابراین باشد، (کامل) کراندار و بسته مجموعه�ای m اگر .٣۴.٢.١ نͺته

∥v∥C(m) = max
x∈m

|v(x)|,

مͬ�شود. تعریف

در باشد، نامنفͬ عدد�صحیح k و نیست کراندار� لزوما که باشد دامنه�ای Ω کنید فرض .٣۵.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Ck(Ω) با را باشد مشتق�پذیر بار k پیوسته طور به که Ω روی توابع تمام مجموعه� این�صورت

پیوسته آن�ها، دو مرتبه تا جزیͬ مشتقات که [٠,١] روی شده تعریف توابع یعنͬ C([٠,١])٢ مثال به�عنوان

است.

به�صورت Ck(Ω̄) فضای باشد: �Ωکراندار دامنه اگر

Ck(Ω̄) = {v ∈ Ck(Ω);Dαv ∈ C(Ω̄), ∀|α| < k},

به�صورت فضا این نرم مͬ�شود. تعریف

∥v∥Ck(Ω̄) = max∥Dαv∥C(Ω̄), ∀|α| ≤ k,

٣٩Multi index



١٠ مقدماتͬ تعاریف .١

به�صورت فضا این نیم-نرم و است

|v|Ck(Ω̄) = max∥Dαv∥C(Ω), ∀|α| = k,

مͬ�شود. داده نمایش

به�صورت را باشد صفر مرز روی Ω که خاصیت این با CK(Ω) در توابع تمام مجموعه .٣۶.٢.١ نͺته

مͬ�دهیم. نمایش Ck
٠(Ω)

مͬ�گوییم. هموار۴٠ تابع را باشد پیوسته مشتقات دارای کافͬ اندازه به که تابعͬ .٣٧.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. L٢(Ω) فضای را باشند، انتͽرال�پذیر آن�ها مربغ که توابعͬ فضای .٣٨.٢.١ تعریف

به�صورت u(x), v(x)مقدار حقیقͬ تابع دو برای فضا این با متناظر اسͺالری ضرب�

(u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x) dx,

به�صورت فضا این با متناظر نرم و است

∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = (v, v)
١
٢ = (

∫
Ω
v٢dx)

١
٢ ,

مͬ�شود. تعریف

نمایش P q با را q مساوی یا کمتر درجه از جمله�ای�های چند همه شامل تابعͬ فضای .٣٩.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم.

مͬ�دهیم. نمایش V q
h با را شده گسسته بازه روی پیوسته قطعه-وار خطͬ توابع تمام فضای .۴٠.٢.١ تعریف

صفر مقدار مرزی) (نقاط بازه سر دو در که است، V q
h عضو توابع تمام فضای V ٠(q)

h فضای .۴١.٢.١ نͺته

دارد.

است. برقرار V ٠(q)
h ⊆ V q

h ⊆ P q رابطه گفته�شده فضاهای برای .۴٢.٢.١ نͺته

W q
k نماد با را q−١ درجه از گسسته قطعه-وار جمله�ای�های چند همه شامل تابعͬ فضای .۴٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش

به�صورت: سوبولف فضای .۴۴.٢.١ تعریف

Hk(Ω) ⊆ Ck(Ω) = Hk = {v ∈ L٢(Ω);D
αv ∈ L٢(Ω), |α| < k},

۴٠Smooth Function



١١ محدود المان�های روش .٢.١

مͬ�شود. تعریف

: به�صورت فضا این با متناظر نرم و داخلͬ ضرب

⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =
∑
|α|≤k

∫
Ω
DαvDαw dx,

∥v∥k = ∥v∥Hk =
( ∑

|α|≤k

∫
Ω
(Dαv)٢ dx

) ١
٢
,

به�صورت سوبولف فضای با متناظر نرم نیم همچنین مͬ�شود. تعریف

|v|k = |v|Hk =
( ∑

|α|=k

∫
Ω
(Dαv)٢ dx

) ١
٢
,

است.

است. L٢(Ω) فضای همان k = ٠ ازای به سوبولف فضای .۴۵.٢.١ نͺته

به�صورت k = ١ ازای به سوبولوف فضای .۴۶.٢.١ نͺته

∥v∥١ = (∥v∥٢ + ∥∇v∥٢),

مͬ�آید. بدست

بازه در تابعͬ فضای با متناسب ،ϕj(xi) = δij =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j,
ای پایه توابع .۴٧.٢.١ تعریف

به�صورت: ی�ͷبعدی

ϕj(x) =


x−xj−١

hj
, xj−١ ≤ x ≤ xj ,

xj+١−x
hj+١

, xj ≤ x ≤ xj+١,

٠, else.

هستند. معروف Hat Function به دارند، کلاه شبیه ظاهری شͺل توابع این اینͺه بدلیل و مͬ�شود تعریف

به�صورت ی�ͷبعدی فضای در Ω = [a, b] بازه گسسته�سازی .۴٨.٢.١ تعریف

a = x٠ < x١ < ... < xk < xk+١ < ... < xM < xM+١ = b,



١٢ مقدماتͬ تعاریف .١

. است

داریم: [٠,١] بازه برای مثال به�عنوان

بیشترین h = Maxhj و زیر�بازه�ها نشان�دهنده Ij = (xj−١, xj) و ها بازه زیر طول hj = xj − xj−١ که

مͬ�دهد. نشان را زیر�بازه طول

مͬ�شود. انجام فضا کردن سازی مثلثͬ به�صورت بعدی دو حالت در Ω فضای گسسته�سازی تعریف۴٩.٢.١.

چند یا چندوجهͬ فضای به را فضا این و کرده ایجاد پیوسته فضای مرز روی نقاطͬ ابتدا این�صورت�که به

داخلͬ نقاط و مرزی نقاط اتصال با حال کرده، ایجاد را Ni داخلͬ نقاط سپس مͬ�کنیم. تبدیل Ωp ضلعͬ

مͬ�دهیم. انجام را سازی مثلثͬ

ͷی ابتدا که است صورت این به بعدی دو فضای در تابعͬ فضای با متناسب پایه�ای توابع .۵٠.٢.١ تعریف

نقاط و گره�ای نقطه این برای را پایه�ای تابع سپس مͬ�گیریم، نظر در Ω چند��جمله�ای فضای درون گره�ای نقطه

نقطه در چند�وجه�ای این که مͬ�کنیم، تعریف ϕj(Ni) = δij =

{
١, i = j

٠, i ̸= j
به�صورت آن مجاور

است. درک قابل بالا مفاهیم زیر شͺل به توجه با است. صفر آن مجاور نقاط در و ͷی نظر مورد گره�ای



١٣ محدود المان�های روش .٢.١

محدود المان�های روش کار اساس ٢.٢.١

مͬ�کنیم تبدیل گسسته به پیوسته حالت از را Ω بازه ابتدا محدود المان�های روش به PDE معادلات حل برای

مͬ�کنیم. تعریف را تابعͬ فضای با متناظر پایه�ای توابع و Ω با متناظر تابعͬ فضای سپس

زیر شͺل به شده گسسته�سازی فضای در جواب یافتن هدف�:

U(x) =
M∑
j=١

ξjφj(x),

آن: در که است

تابعͬ فضای با متناظر پایه�ای توابع {φj} •

پایه�ای توابع به شده داده اختصاص وزن�های {ξj} •

Ω بازه افراز از حاصل بازه�های زیر M •

ضرب شده تعریف پایه�ای فضای از تابعͬ در را PDE معادله ابتدا باید جواب این آوردن بدست برای هستند.

که مͬ�رسیم. نظر مورد نتیجه به گرین قضیه از استفاده با حال کنیم. انتͽرال�گیری Ω بازه روی سپس و کرده

۴١مͬ�گوییم. V.F اختصار به یا پذیر) متغیر(تغییر فرم حاصل معادله به

مثال حل با مفاهیم بیان

: شͺل ساده�ترین در حرارت انتقال معادله
−U ′′(x) = f(x), ٠ < x < ١,

U(٠) = U(١) = ٠,
۴١Varitional Formulation



١۴ مقدماتͬ تعاریف .١

: به�صورت را (٠,١) بازه باید ابتدا محدود المان�های روش به معادله این حل برای حال بͽیرید نظر در را

٠ = x٠ < x١ < ... < x۵ = ١.

hj = xj − xj−١, Ij = (xj−١, xj), h = maxhj .

کرد. گسسته�سازی

مͬ�کنیم. تعریف آن روی را Hat Function پایه�ای توابع و مͬ�گیریم نظر در V ٠
h فضای را تابعͬ فضای

Ω بازه روی سپس کرده ضرب v ∈ V ٠
h در را معادله ابتدا V.F معادله یافتن برای شد: گفته که همان�طور

مͬ�کنیم: ∫انتͽرال�گیری ١

٠
−u′′v dx =

∫ ١

٠
fv dx, ∀v ∈ V ٠

h .

داریم: گرین قضیه از استفاده با ∫حال ١

٠
u′v′dx =

∫ ١

٠
fv dx, ∀v ∈ V ٠

h .

مͬ�نویسیم: زیر به�صورت به�اختصار را V.F معادله نتیجه در

به�طوری�که: u ∈ V ٠
h جواب یافتن

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V ٠
h ,

المان�های معادله باشد، گسسته�شده فضای در معادله تقریبͬ جواب uh اینͺه فرض با همچنین باشد. برقرار

به�صورت: (F.E.M) متناظر محدود

به�طوری�که: uh ∈ V ٠
h جواب یافتن

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ V ٠
h ,



١۵ محدود المان�های روش .٢.١

به�صورت: بالا روابط در که مͬ�شود. تعریف

a(w, v) =

∫ ١

٠
w′v′dx, , (f, w) =

∫ ١

٠
fw dx,

اینͺه به توجه با نتیجه در هستند. V ٠
h عناصر کننده تولید پایه�ای توابع ϕj که مͬ�دانیم مͬ�شود. تعریف

نوشت: V.F معادله در جایͽزینͬ با توان مͬ {ϕj} ∈ V ٠
h∫ ١

٠
u′ϕ′dx =

∫ ١

٠
fϕ dx, ∀v ∈ V ٠

h , j = ١, ...,M.

داریم: بالا رابطه در ،U(X) =
∑M

j=١ ξjϕj(x) دادن قرار با همچنین ∫و ١

٠

M∑
i=١

ξiϕ
′
iϕ

′
j dx =

∫ ١

٠
fϕj dx, j = ١, ...,M.

: فرض با طرفͬ از

A = aij =

∫ ٠

١
ϕ′iϕ

′
j dx,

b = bi =

∫ ١

٠
fϕj dx,

وزن�های جایͽذاری با مͬ�آید. بدست ξi مقادیر A,B ماتریس محاسبه با که مͬ�شود، حاصل Aξ = bماتریس

مͬ�شود. حاصل نظر مورد U(x) جواب U(X) =
∑M

j=١ ξjϕj(x) معادله در ξi

مͬ�شود. گفته Stiffness Matrix ماتریس ،A مربعͬ ماتریس به .۵١.٢.١ نͺته

مͬ�شود. گفته Load Vector Matrixماتریس ،b مربعͬ ماتریس به .۵٢.٢.١ نͺته



٢ فصل

D.W.Rروش به خطا تخمین

خطا اولیه مفاهیم ١.٢

است: بررسͬ قابل خطا نوع دو محدود المان�های روش در

A Priori خطای •

A Posteriori خطای •

چنان x, xh جواب�های است. مفروض ،b,bh ∈ Rn بردارهای و A,Ah ∈ Rn×n مربعͬ ماتریس�های

مͬ�کنند: صدق زیر معادلات در که است موجود

Ax = b, Ahxh = bh, (١.٢)

اینͺه: به توجه با

داریم: h→ ٠ اگر نتیجه در است، معادله تقریبͬ شاخص h پارامتر .١

Ah → A, bh → b,

است. شده فرض e := x− xh به�صورت معادلات این در خطا .٢

مͬ�شود. تعریف τ := Ahx− bh به�صورت برش١ͬ خطای .٣

مͬ�شود. تعریف ρ := b−Axh به�صورت ٢ باقیمانده خطای .۴

(u, v) = به�صورت داخلͬ ضرب و است سوبولوف فضای اینجا، در شده فرض تابعͬ فضای .۵

مͬ�شود. تعریف
∫
Ω∇u(x)∇v(x) dx

١Truncation error
٢Residual error

١۶



١٧ خطا اولیه مفاهیم .١.٢

A priori خطای ١.١.٢

مͬ�باشد. uh(x) تقریبͬ جواب از مستقل و است، u(x) واقعͬ جواب به وابسته خطای ،A priori خطای

داریم: τ برشͬ خطای تعریف در ،e خطای و Ahxh = bh معادله جایͽذاری با خطا این یافتن برای

τ := Ahx− bh = Ahx−Ahxh = Ahe,

Ahe = τ,

نوشت: مͬ�توان (٢.١) کرانداری خاصیت از استفاده با حال

∥Ahe∥ ≤ ∥Ah∥∥e∥ → ∥τ∥ ≤ ∥τ∥,

به�صورت: cS,h گسسته پایداری ثابت حسب بر A priori خطای بالای کران نتیجه در

∥e∥ ≤ cS,h∥τ∥, cS,h := ∥A−١
h ∥,

مͬ�آید. بدست

A posteriori خطای ٢.١.٢

مͬ�باشد. u(x) واقعͬ جواب از مستقل و است uh(x) تقریبͬ جواب به وابسته خطای A posteriori خطای

داریم: ρ باقیمانده خطای تعریف در ،e خطای و Ax = b معادله جایͽذاری با خطا این یافتن برای

ρ := b−Axh = Ax−Axh = Ae,

Ae = ρ, (٢.٢)

نوشت: مͬ�توان (٢.١) کرانداری خاصیت از استفاده با

∥Ae∥ ≤ ∥A∥∥e∥ → ∥ρ∥ ≤ ∥ρ∥, (٣.٢)

به�صورت: cS پیوسته پایداری ثابت حسب بر A posteriori خطای بالای کران نتیجه در

∥e∥ ≤ cS∥ρ∥, cS := ∥A−١∥,

مͬ�آید. بدست

جواب نتیجه در دارد ͬͽبستAh گسسته متغیر بودن پایدار به A priori خطای تحلیل و تجزیه .١.١.٢ نͺته

پذیر امͺان آسانͬ به τ برشͬ خطای محاسبه همچنین نیست. معادله خطای دقیق تخمین آن، از حاصل

که دارد ͬͽبست A پیوسته متغیر بودن پایدار به A posteriori خطای تحلیل و تجزیه در�حالیͺه نمͬ�باشد.

است. معادله خطای برای منظم و دقیق تخمینͬ معمولا



١٨ D.W.Rروش به خطا تخمین .٢

معادلات A posteriori خطای از محدود المان�های روش به معادلات خطا�ی تخمین برای بنابراین

مͬ�کنیم. استفاده

D.W.Rروش به A posteriori خطای تخمین ٢.٢

مͬ�کنیم، تعریف را معادله با متناظر J(e) خطای تابع ابتدا که است به�این�صورت D.W.R روش کار اساس

J(e) تابع برای بالایͬ کران شده، محاسبه A posteriori خطای و دوگان مساله جواب از استفاده با سپس

مͬ�یابیم.

خطͬ معادلات برای D.W.Rروش پیاده�سازی ١.٢.٢

مͬ�کنیم: پیاده�سازی Ax = b معادله خطای یافتن برای را روش این حال

زیر به�صورت معادله با متناظر را J(e) خطͬ خطای تابع است. مفروض j ∈ Rn معین مقدار

J(e) = J(u)− J(xh) = (e, j),

جایͽذاری با A∗zباشد، = j دوگان مساله جواب z ∈ Rn فرضکنید خطا این تخمین برای تعریفمͬ�کنیم.

داریم: J(e) تابع در دوگان مساله

J(e) = (e, j) = (e,A∗z),

داریم: گرین قضیه بردن بͺار با همچنین و A = −∆ رابطه از استفاده با

(e,A∗z) = −
∫
Ω
∆z e dx =

∫
Ω
∇z∇e dx,

داریم: بالا رابطه برای گرین قضیه دوباره بردن بͺار ∫با
Ω
∇z∇e dx = −

∫
Ω
∆e z dx = (Ae, z),

نتیجه: در

(e,A∗z) = (Ae, z),

: داریم (٢.٢) رابطه از استفاده با

J(e) = (Ae, z) = (ρ, z),

زیر: به�صورت J(e) تابع کوشͬ-شوارتز، نامساوی و (٢.١) کرانداری خاصیت از استفاده با حال

|J(e)| ≤
n∑

i=١
|ρi||zi|,



١٩ D.W.Rروش به A POSTERIORI خطای تخمین .٢.٢

وزن�های و هستند محاسبه قابل راحتͬ به ها ρi ضرایب خطا، این بالای کران تخمین برای که مͬ�آید. بدست

مͬ�آید. بدست A∗z = j دوگان مساله حل از نیز zi

غیرخطͬ معادلات برای D.W.Rروش پیاده�سازی ٢.٢.٢

جواب�های است، مفروض ،b,bh ∈ Rn بردارهای و A(·), Ah(·) : Rn → Rn مشتق�پذیر نͽاشت��های

مͬ�کنند: صدق زیر معادلات در که است موجود چنان x, xh

Ax = b, Ahxh = bh. (۴.٢)

خطای و A′(x) ژاکوبین ماتریس بردن بͺار با باشد، شده تعریف زیر به�صورت B ماتریس کنید فرض

داریم: ρ := b−A(xh) غیر�خطͬ

B := B(x, xh) :=

∫ ١

٠
A′(xh + se) ds,

است: برقرار زیر روابط ماتریس این برای نتیجه در

B e =

∫ ١

٠
A′(xh + se) e ds =

∫ ١

٠
A′(xh + s(x− xh)) e ds,

=

∫ ١

٠
(A′(xh)(١− s) + sx) e ds =

١
e
(A(xh)(١− s) + sx)e |١٠ = A(x)−A(xh). (۵.٢)

B∗z = j دوگان جوابمساله z ∈ Rn فرضکنید تعریفمͬ�کنیم، J(·) = (·, j)به�صورت را {J}ͬخط تابع

داریم: گرین قضیه از استفاده بار دو و J(e) تابع در دوگان مساله جایͽذاری با باشد.

J(e) = (e, j) = (e,B∗z) = (Be, z) = (A(x)−A(xh), z) = (ρ, z),

زیر: به�صورت J(e) تابع کوشͬ-شوارتز، نامساوی و (٢.١) کرانداری خاصیت از استفاده با حال

|J(e)| ≤ η :=
n∑

i=١
|ρi||zi|.

مͬ�شود. تعریف

نیست محاسبه قابل z اما است، |zi| وزن�های محاسبه و ارزیابͬ به نیازمند J(e) خطا بالای کران تخمین

است. شده تعریف B ماتریس توسط که است e مجهول خطای به وابسته که چرا

: مͬ�کنیم حل را آن با متناظر دوگان مساله و کرده استفاده زیر تعریف از B ماتریس محاسبه برای بنابراین

B(x, xh) ≈ B̃ := B(xh, xh) =

∫ ١

٠
A′(xh) ds = A′(xh),

مͬ�پردازیم: جدید دوگان مساله برای ،J(·) = (·, jh) تابعͬ خطای تخمین به واقع در

A′
h(xh)

∗z̃h = jh,



٢٠ D.W.Rروش به خطا تخمین .٢

داریم: گرین قضیه از استفاده بار دو و J(e) تابع در دوگان مساله جایͽذاری با

J(e) = (e, jh) = (e,A′
h(xh)

∗z̃h) = (A′
h(xh)e, z̃h) = (B̃he, z̃h),

نوشت: مͬ�توان ρ := bh −A(xh) خطای و (۵.٢) تعریف طبق همچنین

B̃he = Ah(xh)−A(xh),

داریم: Ah(xh) = bh معادله جایͽذاری با حال

B̃he = bh −A(xh) = ρ,

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت J(e) برای بالا کران بنابراین

|J(e)| ≈ η̃ := |(ρ, z̃h)| ≤
n∑

i=١
ω̃i|ρi|, ω̃i := | ˜zh,i|, (۶.٢)

تابع برای بنابراین B̃∗z̃ = A′(xh)
∗z̃ = j, دوگان مساله جواب z̃ کنید فرض بالا کران این محاسبه برای

داریم: J(e) خطͬ

|J(e)| = |(e, B̃∗z̃)| = |(B̃e, z̃)| = |(B̃ −B +B)e, z̃)|

≤ |((B̃ −B)e, z̃)|+ |(Be, z̃)|

≤ |((B̃ −B)e, z̃)|+ |(ρ, z̃)|

≤ |((B̃ −B)e, z̃)|+ |(ρ, z̃ − z̃h + z̃h)|

≤ |((B̃ −B)e, z̃)|+ |(ρ, z̃ − z̃h)|+ |(ρ, z̃h)|

≤ |((B̃ −B)e, z̃)|+ |(ρ, z̃ − z̃h)|+ η̃ (٧.٢)

طرفͬ: از

∥B̃ −B∥ = ∥
∫ ١

٠
(A′(xh)−A′(xh + se) ds∥,

نوشت: مͬ�توان ،K = ١
٢L

′ به�صورت K ضریب تعریف و لیپ-شیتز لم از استفاده با حال

∥B(x, xh)− B̃(xh, xh)∥ ≤ K∥x− xh∥ ≤ K∥e∥, (٨.٢)

داریم: (٨.٢) جایͽذاری با (٧.٢) رابطه تخمین برای نتیجه در

|J(e)| ≤ η̃ + ∥B(x, xh)− B̃(xh, xh)∥+ |(ρ, z̃ − z̃h)|

≤ η̃ +
١
٢L

′∥e∥٢∥z̃∥+ ∥ρ∥∥z̃ − z̃h∥,

است. η̃ خطای محاسبه به وابسته J(e) خطای تخمین ،∥z̃∥ بودن کنترل�پذیر فرض با بنابراین



٢١ افراز وسازگاری معادله توقف شرط .٣.٢

افراز وسازگاری معادله توقف شرط ٣.٢

تعریف آن روی معادله که فضایͬ معادله، خطای دقیق�تر و بهتر محاسبه�ی برای محدود المان�های روش در

بوسیله را کار این شد گفته که همان�طور مͬ�کنند. تبدیل گسسته حالت به پیوسته حالت از را است شده

شرط در و شده محاسبه گسسته�سازی مثلث�های ͷت�ͷت روی باید خطا و مͬ�دهیم انجام فضا مثلثͬ�سازی

مͬ�کند. محاسباتͬ خطای ایجاد و وقت�گیر بسیار کار این محاسبه که کند. صدق توقف

هر در و کرده تقسیم نیم دو به را فضا محاسبات دقت و جواب به رسیدن سرعت بردن بالا برای بنابراین

کاهش یا افزایش روند توقف شرط به نسبت خطا تغیرات که قسمتͬ هر در مͬ�کنیم. محاسبه را خطا قسمت

برسیم. نظر مورد آل ایده به تا مͬ�دهیم انجام بالا صورت همان به و قسمت آن در را روند ادامه داشت، زیادی

مͬ�کند: ͷکم مطلوب این به رسیدن به را ما روش سه

یͺسان و اندازه هم افراز�های .١

مثلثͬ افرازهای ریزکردن .٢

مثلثͬ افرازهای درشت�سازی .٣

یͺسان و هم�اندازه افرازهای ١.٣.٢

قسمت دو هر در خطا که مͬ�بینیم ناحیه دو در خطا محاسبه و قسمت دو به فضا تقسیم با موارد گاهͬ

فضا مثلثͬ مناطق تمامͬ در یͺسان به�صورت توقف شرط به رسیدن تا را افرازها نتیجه در است. یͺسان

است: صادق زیر شͺل�های در بالا نͺات . مͬ�دهیم ادامه



٢٢ D.W.Rروش به خطا تخمین .٢

مثلثͬ افرازهای کردن ریز ٢.٣.٢

قسمت همان در را سازی مثلثͬ روند ادامه داریم بیشتری خطای قسمت ͷی در فضا تقسیم در که هنͽامͬ

متوالͬ تقسیم با فقط روند ادامه مͬ�بینید زیر شͺل در که همان�طور مͬ�دهیم. ادامه توقف شرط به رسیدن تا

مͬ�شود. انجام فضا از قسمتͬ

مساوی کمتر کل خطای تا ٣مͬ�کنیم ریز آنقدر را دارد بیشتری خطای که قسمتͬ در موجود مثلث�های یعنͬ

شود. معادله توقف شرط

است: صادق زیر شͺل در نͺات این که

مثلثͬ افرازهای کردن درشت ٣.٣.٢

سازی مثلثͬ روند ادامه این�صورت در داریم کمتری خیلͬ خطای قسمت ͷی در فضا تقسیم در که هنͽامͬ

فقط روند ادامه مͬ�بینید شͺل در که همان�طور مͬ�دهیم. ادامه توقف شرط به رسیدن تا قسمت همان در را

مͬ�شود. انجام قسمت همان در تغیرات با

توقف شرط خطای به خطا تا مͬ�کنیم درشت۴ را دارد کمتری خطای که قسمتͬ در موجود مثلث�های یعنͬ

برسد. مطلوب و
٣refinement
۴coarsening



٢٣ غیرخطͬ مساله�های برای D.W.Rروش رویͺرد از چͺیده�ای .۴.٢

غیرخطͬ مساله�های برای D.W.Rروش رویͺرد از چͺیده�ای ۴.٢

نشان غیرخطͬ V.F معادله از گالرکین تقریب برای A posteriori خطای تخمین رویͺرد کلͬ�ترین اینجا در

مͬ�دهد.

زیر خطͬ گالرکین تقریب معادله دو باشد، خطͬ تابع ͷی F (·) اینͺه فرض با

a(u, ψ) = F (ψ), ∀ψ ∈ V,

a(uh, ψh) = F (ψh), ∀ψh ∈ Vh,

گالرکین۶ تعامد ،e := u− uh
اولیه۵ خطای تعریف و بالا معادله دو تفاضل با بͽیرید. نظر در را

a(e, ψh) = ٠, ∀ψh ∈ Vh,

زیر پیوسته و گسسته دوگان مساله�های به وابسته خطͬ خروجͬ تابع J(·) کنید فرض حال مͬ�آید. بدست

باشد.

a(ψ, z) = J(ψ), ∀ψ ∈ V,

a(ψh, zh) = J(ψh), ∀ψh ∈ Vh,

J(e) خطای برای زیر رابطه e∗ := z − zh
دوگان٧ خطای تعریف و گالرکین تعامد از استفاده با نتیجه در

مͬ�آید: بدست

J(e) = a(e, z) = a(e, z)− a(e, ψh) = a(e, z − ψh), ∀ψh ∈ Vh,

۵Primal error
۶Galerkin orthogonality
٧Dual error
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: بنابراین zh ∈ Vh مͬ�دانیم همچنین است، برقرار ψh ∈ Vh هر برای بالا عبارت

J(e) =a(e, z − zh) = a(e, e∗)

=a(u− uh, e
∗) = a(u, e∗)− a(uh, e

∗) = a(u, e∗)− F (e∗),

نتیجه: در

J(e) = a(u, e∗)− F (e∗) = F (e∗), (٩.٢)

زیر به�صورت را وزن�دار دوگان و اولیه باقیمانده�های (٩.٢) رابطه از استفاده با حال

J(e) = F (z − ψh)− a(uh, z − ψh) =: ρ(uh)(z − ψh), ψh ∈ Vh, (١٠.٢)

F (e∗) = J(u− φh)− a(u− φh, zh) =: ρ∗(zh)(u− φh), φh ∈ Vh, (١١.٢)

مͬ�رساند: زیر خطͬ خطای نمایش به را ما بدیهͬ به�طور که مͬ�کنیم، تعریف

J(e) =
١
٢ρ(uh)(z − ψh) +

١
٢ρ

∗(zh)(u− φh), ψh, φh ∈ Vh. (١٢.٢)

مسایل در که تفاوت این با دارد، غیر�خطͬ مسایل برای بدیهͬ تعمیم ͷی بالا روند که مͬ�بینیم ادامه در

نیستند. یͺسان وزن�دار دوگان و اولیه باقیمانده�های غیر�خطͬ

غیرخطͬ معادله�های از گالرکین تقریب ١.۴.٢

مͬ�باشد: بررسͬ قابل غیر�خطͬ معادلات برای فرضیات کمͬ با تئوری این ادامه

J(·) و است، خطͬ دوم متغیر و غیرخطͬ اول متغیر آن در که باشد نیم�خطͬ فرم ͷی A(u)(·) کنید فرض

نیست. خطͬ الزاما است،که� V فضا�ی پایه��ای توابع روی شده تعریف خروجͬ تابع

است: زیر ضعیف معادله حل بواسطه J(u) تابع ارزیابͬ هدف

A(u)(ψ) = ٠, ∀ψ ∈ V. (١٣.٢)

: به�صورت را uh ∈ Vh ⊂ V گسسته جواب آن متناظر گالرکین تقریب

A(uh)(ψh) = ٠, ∀ψh ∈ Vh, (١۴.٢)

وجود کند، صعود سه مرتبه تا u اول متغیر که رابطه این با J,A مشتق�های کنید فرض مͬ�کند. مشخص

به�صورت و باشد داشته

A′(u)(φ, ·), A′′(u)(ψ,φ, ·), A′′′(u)(ξ, ψ, φ, ·),
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و

J ′(u)(φ, ·), J ′′(u)(ψ,φ, ·), J ′′′(u)(ξ, ψ, φ, ·),

بعدی آرگومان�های حالیͺه در باشد غیر�خطͬ اول آرگومان است ممͺن صورت�ها این در مͬ�شود. تعریف

هستند. خطͬ لزوما

متغیر مͬ�کنیم. استفاده مقید بهینه�سازی برای لاگرانژ-اویلر٨ روش از ،J(u)− J(uh) خطای تخمین برای

به�صورت: را لاگرانژ تابع بͽیرید، نظر در را لاگرانژ) ضریب یا الحاقͬ متغیر )z ∈ V دوگان

L(u, z) := J(u)−A(u)(z), (١۵.٢)

یعنͬ: هستیم L(·, ·) تابع از {u, z} ∈ V × V سͺون٩ نقطه�های یافتن بدنبال و کرده تعریف

L′(u, z)(φ,ψ) =

{
J ′(u)(φ)−A′(u)(φ, z)
−A(u)(ψ)

}
= ٠, ∀{φ,ψ}. (١۶.٢)

همچنین است. (١٣.٢) اصلͬ معادله جواب همان سͺون نقطه در u مؤلفه�ی که است واضح

رابطه ،φ = فرض٠ با •

A(u, ψ) = ٠, ∀ψ ∈ V,

مͬ�آید. بدست

رابطه به�طوری�که هستیم، z ∈ V جواب یافتن دنبال به ψ = فرض٠ با •

J ′(u, φ)−A′(u)(z, φ) = ٠, ∀φ ∈ V.

باشد. برقرار

زیر به�صورت شده، گسسته لاگرانژ-اویلر سیستم بوسیله {uh, zh} ∈ Vh × Vh گالرکین تقریب�های

L′(uh, zh)(φh, ψh) =

{
J ′(uh)(φh)−A′(uh)(φh, zh)
−A(uh)(ψh)

}
= ٠, ∀{φh, ψh}, (١٧.٢)

همچنین است. گسسته(٢.١۴) مساله جواب سͺون، نقطه هر در uh مؤلفه�ی نیز اینجا در که تعریفمͬ�شود.

رابطه φh = فرض٠ با •

A(uh, ψh) = ٠, ∀ψh ∈ Vh,

مͬ�آید. بدست
٨Euler-Lagrange method
٩stationary points
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رابطه به�طوری�که هستیم، zh ∈ Vh جواب یافتن دنبال به ،ψh = فرض٠ با و •

J ′(uh, φh)−A′(uh)(zh, φh) = ٠, ∀φh ∈ Vh,

باشد. برقرار

که باشد، X مختلط) یا (حقیقͬ برداری فضای روی مشتق�پذیر سه�بار تابعͬ L(·) کنید فرض .١.۴.٢ گزاره

یعنͬ است، x ∈ X سͺون نقطه دارای

L′(x)(y) = ٠, ∀y ∈ X, (١٨.٢)

گالرکین تقریب متناهͬ، بعد با Xh ⊂ X فضای زیر روی کنید فرض همچنین

L′(xh, yh) = ٠, ∀yh ∈ Xh, (١٩.٢)

به�صورت خطا نمایش آنͽاه است. xh ∈ Xh جواب دارای

L(x)− L(xh) =
١
٢L

′(xh, x− yh) +Rh, yh ∈ Xh, (٢٠.٢)

مͬ�شود: تعریف زیر شͺل به ex := x−xh فرض با و است سه درجه از باقیمانده جمله Rh آن در که است،

Rh :=
١
٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)s(s− ١) ds.

داریم: توابع مشتق تعریف از همچنین L′(x)(ex) = ٠ داریم فرض طبق ∫برهان. ١

٠
L′(xh + sex) ds =

L(x)− L(xh)

x− xh
,

نوشت: مͬ�توان نتیجه در

L(x)−L(xh) =
∫ ١

٠
L′(xh+se

x)ex ds+
١
٢L

′(xh)(e
x)− ١

٢
{
L′(xh)(e

x)+L′(x)(ex)
}
. (٢١.٢)

است: برقرار زیر رابطه (١٨.٢.١) لم نتیجه از استفاده و ذوزنقه، روش به انتͽرال عددی حل از استفاده ∫با ١

٠
L′(xh + sex)ex ds =

١
٢{L

′(xh)e
x + L′(xh + ex)ex}

+
١
٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)(s)(s− ١) ds,

=
١
٢{L

′(xh)e
x + L′(xh + (x− xh))e

x}

+
١
٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)(s)(s− ١) ds,

=
١
٢{L

′(xh)e
x + L′(x)ex}+ ١

٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)(s)(s− ١) ds,

(٢٢.٢)
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داریم: (٢١.٢) رابطه (٢٢.٢)در رابطه جایͽزینͬ با

L(x)− L(xh) =
١
٢{L

′(xh)e
x + L′(x)ex}+ ١

٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)(s)(s− ١) ds

+
١
٢L

′(xh)(e
x)− ١

٢{L
′(xh)(e

x) + L′(x)(ex)}.

=
١
٢L

′(xh)(e
x) +

١
٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)(s)(s− ١) ds

=
١
٢L

′(xh)(e
x) +Rh. (٢٣.٢)

: نوشت مͬ�توان نتیجه در yh ∈ Xh و L′(xh)(x− xh) = L′(xh)(e
x) ∀xh ∈ Xh اینͺه به توجه با

L′(xh)(e
x) = L′(xh)(x− yh), ∀yh ∈ Xh,

داریم: (٢٣.٢) در بالا رابطه جایͽزینͬ با و

L(x)− L(xh) =
١
٢L

′(xh, x− yh) +Rh, yh ∈ Xh. (٢۴.٢)

به�صورت خطا تابع نمایش (١۴.٢) و (١٣.٢) معادله�های از جواب هر برای .٢.۴.٢ گزاره

J(u)− J(uh) =
١
٢ρ(uh)(z − φh) +

١
٢ρ

∗(uh, zh)(u− ψh) +R٣
h, ∀φh, ψh ∈ Vh,

(٢۵.٢)

به�صورت دوگان و اولیه مانده�های آن در که مͬ�شود. تعریف

ρ(uh)(·) = −A(uh)(·),

ρ∗(uh, zh)(·) = J ′(uh)(·)−A′(uh)(·, zh).

خطای و e := u − uh اولیه خطای فرض با که است، سه درجه از R٣
h باقیمانده جمله�ی مͬ�شود، تعریف

زیر به�صورت e∗ := z − zh دوگان

R٣
h =

١
٢

∫ ١

٠

{
J ′′′(uh + se)(e, e, e)−A′′′(uh + se)(e, e, e, zh + se∗)

− ٣A′′(uh + se)(e, e, e∗)
}
s(s− ١) ds.

مͬ�شود. تعریف
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تابع x = {u, z} ∈ X مستقل متغیر�های برای بͽیرید، نظر در را X := V × V فضای برهان.

xh := و x := {u, z} بوسیله سͺون نقطه�های مفهوم، این در مͬ�کنیم. تعریف را L(x) := L(u, z)

نوشت: مͬ�توان (١۵.٢) رابطه از استفاده با بنابراین مͬ�شود. داده نمایش ex := x−xh خطای با {uh, zh}

J(u)− J(uh) = L(x) +A(u)(z)− L(xh)−A(uh)(zh),

داریم: بالا معادله در (١۴.٢) و (١٣.٢) رابطه جایͽزینͬ با

J(u)− J(uh) = L(x)− L(xh).

نوشت: مͬ�توان (١.۴.٢) گزاره در خطا نمایش به توجه با حال

J(u)− J(uh) =
١
٢L

′(xh, x− yh) +Rh, yh ∈ Xh,

Rh :=
١
٢

∫ ١

٠
L′′′(xh + sex)(ex, ex, ex)s(s− ١) ds.

x = {u, z} و xh = {uh, zh}, yh = {φh, ψh} ∈ Xh متغیر�های تعاریف و L(x) تابع تعریف به توجه با

داریم:

L′(xh)(x− yh) = L′(uh, zh)(x− yh)

= L′(uh, zh)
(
(u, z)− (φh, ψh)

)
= L′(uh, zh)(u− φh) + L′(uh, zh)(z − ψh)

= L′(uh, zh)(u− φh)(z − ψh)

= J ′(uh)(u− φh)−A′(uh)(u− φh, zh)−A(uh)(z − ψh)

= ρ∗(uh, zh)(u− φh) + ρ(uh)(z − ψh).

سه شامل فقط ،L(·) از سوم مشتق نتیجه در است، خطͬ z متغیر به نسبت L(u, z) تابع اینͺه به توجه با

یعنͬ: است. جمله

J ′′′(uh + se)(e, e, e)−A′′′(uh + se)(e, e, e, zh + se∗)− ٣A′′(uh + se)(e, e, e∗),

مͬ�آید. بدست R٣
h نتیجه در

یعنͬ: هستند. منطبق دوگان، و اولیه مانده جمله�های که دیدیم خطͬ معادلات در .٣.۴.٢ نͺته

ρ∗(zh)(u− φh) = ρ(uh)(z − ψh).

نیست. درست الزاما غیر�خطͬ معادلات برای نͺته این ولͬ
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است: زیر به�صورت غیرخطͬ معادلات در مانده جمله�های رابطه بالا گزاره�های به توجه با .۴.۴.٢ گزاره

ρ∗(uh)(zh, u− φ) = ρ(uh, z − ψh) + ∆ρ, ∀φh, ψh ∈ Vh, (٢۶.٢)

∆ρ =

∫ ١

٠

(
A′′(uh + se)(e, e, zh + se∗)− J ′′(uh + se)(e, e)

)
ds.

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت نیز خطا شده ساده شͺل همچنین

J(u)− J(uh) = ρ(uh, z − φh) +R٢, ∀φh ∈ Vh, (٢٧.٢)

R٢
h =

∫ ١

٠

(
A′′(uh + se)(e, e, z)− J ′′(uh + se)(e, e)

)
s ds.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را g(·) اسͺالر تابع برهان.

g(s) := J ′(uh + se)(e)−A′(uh + se)(e, zh + se∗).

مͬ�شود: برقرار زیر روابط بنابراین

g(١) = J ′(uh + e)(e)−A′(uh + e)(e, zh + e∗),

= J ′(uh + u− uh)(e)−A′(uh + u− uh)(e, zh + z − zh),

= J ′(u)(e)−A′(u)(e, z).

داریم: e := x− xh فرض و x = {u, z} گرفتن نظر در با حال

J ′(u)(e)−A′(u)(e, z) = J ′(u)(x− xh)−A′(u)(x− xh, z),

= J ′(u)(x)− J ′(u)(xh)−A′(u)(x, z) +A′(u)(xh, z),

داریم: xh ⊂ Xh ∈ X و لاگرانژ تابع تعریف از استفاده با حال

g(١) = A(u)(x)−A(u)(xh) = ٠

داریم: همچنین

g(٠) = J ′(uh)(e)−A′(uh)(e, zh) = ρ∗(uh, zh)(e),

g′(s) = J ′′(uh + se)(e, e)−A′′(uh + se)(e, e, zh + se∗)−A′(uh + se)(e, e∗).
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: داریم {ψh, φh} = yh ∈ Xh = {uh, zh} و گالرکین تعامد از استفاده با حال

ρ∗(uh, zh)(u− φh) = ρ∗(uh, zh)(u− uh),

= ρ∗(uh, zh)(e) = g(٠) = g(٠)− g(١) = −
∫ ١

٠
g′(s) ds,

=

∫ ١

٠

{
A′′(uh + se)(e, e, zh + se∗)− J ′′(uh + se)(e, e)

}
ds,

+

∫ ١

٠
A′(uh + se)(e, e∗) ds.

: طرفͬ ∫از ١

٠
A′(uh + se)(e, e∗) ds =

∫ ١

٠
A′(uh + s(u− uh)) (e, e

∗) ds

=

∫ ١

٠
(A′(uh)(١− s) + su) (e, e∗) ds

=
١
e
(A(uh)(١− s) + su)(e, e∗) |١٠ = A(u)(e∗)−A(uh)(e

∗)

= A(u)(z)−A(u)(zh)−A(uh)(e
∗) = ρ(uh)(e

∗)

−A(uh)(e
∗)− ρ(uh)(e

∗) = ٠,

بنابراین:

ρ∗(uh, zh)(u− φh) =

∫ ١

٠
{A′′(uh + se)(e, e, zh + se∗)− J ′′(uh + se)(e, e)} ds

+

∫ ١

٠
A′(uh + se)(e, e∗) ds,

= ∆ρ+ ρ(uh)(e
∗) = ∆ρ+ ρ(uh)(z − ψh).

مͬ�پردازیم: (٢٧.٢) رابطه اثبات به حال مͬ�شود. اثبات (٢۶.٢) رابطه بنابراین

R٢
h =

∫ ١

٠

(
A′′(uh + se)(e, e, z)− J ′′(uh + se)(e, e)

)
s ds,

= −
∫ ١

٠

(
A′(uh + se)(e, z)− J ′(uh + se)(e)

)
ds+A′(u)(e, z)− J ′(u)(e),

مͬ�دانیم: همچنین

A′(u)(e, z) = J ′(u)(e),
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نتیجه: در

R٢
h = −

∫ ١

٠

(
A′(uh + se)(e, z)− J ′(uh + se)(e)

)
ds

= −A(u)(z) +A(uh)(z) + J(u)− J(uh), −A(u)(z) = ٠,

= A(uh)(z)−A(uh)(ψh) + J(u)− J(uh), −A(uh)(ψh) = ٠,

= A(uh)(z − ψh) + J(u)− J(uh),

= −ρ(uh)(z − ψh) + J(u)− J(uh), ψh ∈ Vh.

مͬ�شود. اثبات (٢٧.٢) رابطه نتیجه در



٣ فصل

مͺان به وابسته معادلات خطای برآورد

مدل، این ارائه برای دهیم. توسعه خطͬ بیضوی معادلات برای را D.W.R روش مͬ�خواهیم فصل این در

بͽیرید: نظر در دریͺله مرزی شرایط با Ω ⊂ R٢ ضلعͬ چند یا وجهͬ چند دامنه روی را پواسون }معادله
−∆u = f, in Ω,

u = ٠, on ∂Ω.
(١.٣)

D.W.Rروش به پواسون معادله خطای ١.٣

گالرکین محدود المان�های روش به گسسته�سازی ١.١.٣

انتͽرال�گیری و (١.٣) معادله در v(x) ∈ H١
٠ تابع ضرب با حال بͽیرید. نظر در را H١

٠ پیوسته تابعͬ فضای

داریم: Ω فضای روی

−
∫
Ω
∆u(x)v(x) dx =

∫
Ω
f(x)v(x) dx,

داریم: گرین قضیه از استفاده با حال

−
∫
Γ

∂u

∂n
v(x) ds+

∫
Ω
∇u(x)∇v(x) dx =

∫
Ω
f(x)v(x) dx,

: نتیجه در است شده اعمال Ω فضای روی دریͺله مرزی شرایط اینͺه به توجه ∫با
Ω
∇u∇v dx =

∫
Ω
f.v dx,

مͬ�شود: نوشته زیر به�صورت (١.٣) معادله برای V.F معادله بنابراین

: به�طوری�که u ∈ V := H١
٠ (Ω) جواب یافتن

a(u, ψ) := (∇u,∇ψ) = (f, ψ), ∀ψ ∈ V.



٣٣ D.W.Rروش به پواسون معادله خطای .١.٣

آن: در که

a(u, ψ) =

∫
Ω
∇u · ∇ψ dx

(f, ψ) =

∫
Ω
f · ψ dx

پایه�ای توابع اساس بر را شده گسسته�سازی تابعͬ فضای (۵٠.٢.١) و (۴٩.٢.١) تعاریف از استفاده با حال

مͬ�نویسیم: شده تعریف

V k
h = {v ∈ V v|K ∈ Pk(K),K ∈ Th}.

است. مثلث هر با متناظر k درجه از چند�جمله�ای Pk(K) •

است. Ω فضای افراز Th •

hk = diam(K), , h = maxhk.

با: است برابر (١.٣) معادله برای محدود المان�های تقریب بنابراین

به�طوری�که: uh ∈ V تقریبͬ جواب یافتن

a(uh, ψh) = (f, ψh), ∀ψh ∈ V k
h .

از واقعͬ جواب تفاضل به�صورت خطا فرض همچنین و محدود المان�های معادله از V.F معادله تفاضل با

مͬ�رسیم: زیر گالرکین١ تعامد به ،e := u− uh تقریبͬ جواب

a(uh, ψh) = ٠, ∀ψh ∈ Vh.

کردیم. پیاده�سازی محدود المان�های فضای در را پواسون معادله بالا روابط به توجه با بنابراین

مͬ�پردازیم. D.W.Rروش به معادله این A posteriori خطای برآورد به حال

پواسون معادله خطای برآورد ٢.١.٣

اصلͬ معادله با متناسب را J(·) ابتدا گفتیم دوم فصل در که همان�طور پواسون معادله خطای محاسبه برای

این برای معادله A posteriori خطای و دوگان معادله وزن�های به وابسته بالایͬ کران سپس مͬ�کنیم. تعریف

مͬ�یابیم. تابع

زیر متناظر دوگان مساله جواب z ∈ V کنید فرض

a(φ, z) = J(φ), ∀φ ∈ V, (٢.٣)
١Galerkin Orthogonality



٣۴ مͺان به وابسته معادلات خطای برآورد .٣

زیر محدود المان تقریب جواب zh ∈ Vh و

a(φh, zh) = J(φh), ∀φh ∈ Vh, (٣.٣)

داریم: (٢.٣) معادله از استفاده با باشد.

J(e) = a(e, z).

: گالرکین تعامد از استفاده با همچنین

a(e, ψh) = ٠, ∀ψh ∈ Vh.

نوشت: مͬ�توان

J(e) = a(e, z) = a(e, z)− a(e, ψh)

= a(e, z − ψh),

مͬ�شود: حاصل زیر معادله e = u− uh به�صورت e خطای فرض با

a(e, z − ψh) = a(u, z − ψh)− a(uh, z − ψh), ∀ψh ∈ Vh,

نوشت: مͬ�توان (٢.٣) معادله از استفاده با نتیجه در

a(e, z − ψh) = (f, z − ψh)− a(uh, z − ψh) := ρ(uh)(z − ψh), ∀ψh ∈ Vh,

مͬ�شود. گرفته نظر در جواب فضای از تابعͬ بعنوان uh گالرکین تقریب از ρ(uh)(·) مانده آن در که

داریم: گرین قضیه از استفاده با حال

a(uh, z − ψh) =

∫
Ω
∇uh ∇(z − ψh) dx

=

∫
Ω
∆uh z − ψh dx−

∫
Γ
∂nuh z − ψh dx.

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت مثلثͬ سلول�های همه�ی روی اجتماع با ρ مانده صورت این در

ρ(uh)(z − ψh) =
∑
k∈Th

{(f +∆uh, z − ψh)k − (∂nuh, z − ψh)∂k}, ∀ψh ∈ Vh,

رابطه n خارجͬ نرمال یͺه بردار و Γ مشترک یال با k, k′ ∈ Th سلول�های ͬͽهمسای دو برای اینجا در که

است: برقرار زیر

[∂n uh] = [∇uh · n] :=
(
(∇uh)|k′∩Γ − (∇uh)|k∩Γ

)
· n.

داریم: سلول�ها این مشترک مرز کردن جدا با نتیجه در

ρ(uh)(z − ψh) =
∑
k∈Th

{(f +∆uh, z − ψh)k +
١
٢([∂nuh], z − ψh)∂k\∂Ω}, ∀ψh ∈ Vh,



٣۵ D.W.Rروش به پواسون معادله خطای .١.٣

مͬ�دهیم نمایش rh با را مرزی یال�های روی باقیمانده و Rh نماد با را مثلثͬ سلول�های روی باقیمانده حال

بنابراین:

Rh|K := f +∆uh,

rh|Γ :=

{
١
٢ [∂nuh], Γ ⊂ ∂K\∂Ω,
٠, Γ ⊂ ∂Ω.

به�صورت J(e) خطای تابع نتیجه در

J(e) =
∑
k∈Th

{(Rh, z − ψh)k − (rh, z − ψh)∂k\∂Ω}, ∀ψh ∈ Vh,

مͬ�آید. بدست

نوشت: مͬ�توان J(e) تابع برای کوشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با

|J(e)| ≤
∑
k∈Th

∥Rh∥∥z − ψh∥k − ∥rh∥∥z − ψh∥∂k\∂Ω ∀ψh ∈ Vh,

بدست زیر رابطه Ihz ∈ Vh درونیاب تابع جایͽذاری با لذا است، برقرار Vh مقادیر تمام ازای به بالا نامساوی

مͬ�آید:

|J(e)| ≤
∑
k∈Th

∥Rh∥∥z − Ihz∥k − ∥rh∥∥z − Ihz∥∂k\∂Ω. (۴.٣)

مͬ�پردازیم: بالا کران تخمین به حال

|v|٢,k = ∥v∥H٢(k) و |z|k = ∥v∥L٢(k) فرض با همچنین باشد، zدرونیاب تابع Ihz فرضکنید .١.١.٣ لم

است: برقرار زیر روابط

∥Ihz − z∥k ≤ Ckh
٢
k |z|٢,k, ∀k ∈ Th, •

∥∇(Ihz − z)∥k ≤ Ckhk|z|٢,k, ∀k ∈ Th. •

بالا روابط در که

hk = diam(K). , h = maxhk.

مͬ�شود: برقرار زیر متناظر تخمین�های نتیجه در

∥Ihz − z∥ ≤ C h٢∥z∥٢, ∀k ∈ Th, .١

∥∇(Ihz − z)∥ ≤ C h∥z∥٢, ∀k ∈ Th. .٢



٣۶ مͺان به وابسته معادلات خطای برآورد .٣

داریم: (١) رابطه اثبات برای برهان.

∥Ihz − z∥ =
(∫

Ω
|Ihz − z|٢ dx

) ١
٢

Ω = ∪k∈Th
k

=
(∫

k١

|Ihz − z|٢ dx+

∫
k٢

|Ihz − z|٢ dx+ · · ·+
∫
km

|Ihz − z|٢ dx
) ١

٢

=
( ∑

k∈Th

∥Ihz − z∥٢k
) ١

٢ ≤
( ∑

k∈Th

C٢
k h

۴
k |z|٢٢,k

) ١
٢

≤ Ckh
٢
k

( ∑
k∈Th

∥z∥٢٢
) ١

٢
= Ck h

٢
k∥z∥٢.

مͬ�آید. بدست (I) رابطه بالای کران بنابراین مͬ�شود. اثبات (٢) رابطه مشابه طور به

: مͬ�پردازیم (II) رابطه بالای کران یافتن به حال

نامعادله نتیجه در کنیم استفاده z − Ihz از V جای به تریس نامعادله در اگر

∥z − Ihz∥L٢(Γ) ≤ C
(
h−١k ∥z − Ihz∥٢L٢(Ω) + hk∥∇(z − Ihz)∥٢L٢(Ω)

) ١
٢
,

داریم: بالا نامعادله در ، (١.١.٣) لم روابط جایͽزینͬ با مͬ�آید. بدست

∥z − Ihz∥∂k ≤ C(Ckh
− ١

٢
k h٢k∥z∥٢ + Ckh

١
٢
k hk∥z∥٢)

≤ Ckh
٣
٢
k ∥z∥٢.

مͬ�کنیم: جایͽذاری (۴.٣) نامعادله در را (I), (II) رابطه�های از آمده بدست کران�های

|J(e)| ≤ (
∑
k∈Th

Ckh
٢
k∥z∥٢∥Rh∥ − Ckh

٣
٢
k ∥z∥٢∥rh∥, ) (۵.٣)

به�صورت: (١.٣) معادله بالای کران زیر گذاری�های نماد اعمال با و

| J(e) |≤ ηω :=
∑

K∈Th

ρK ωK ,

آن در که مͬ�آید. بدست

ρk :=
(
∥Rh∥٢k + h−١k ∥rh∥٢∂k

) ١
٢ ,

ωk :=
(
∥z − Ihz∥٢k + hk∥z − Ihz∥٢∂k

) ١
٢ ,

مͬ�شوند. تعریف



٣٧ D.W.Rروش به پواسون معادله خطای .١.٣

پواسون معادله خطای محاسبه عددی تایج :١.٣ جدول
افراز یال�های تعداد افراز مثلث�های تعداد ρmax خطای تابع ρmin خطای تابع زمان مرحله

١٨۴٨ ٣۵١٠ ٠.٠٠٨۴٣۵۶٣ ١.۵۴١٠٨e-٠٠۶ ٢.۵٢۶s ١
۴١۴١ ٨٠١۵ ٠.٠٠۵۵١١١١ ٨.٨۶۶۶٢e-٠٠٧ ۴.٨١٢s ٢
۵٩٧۵ ١١۶۴٣ ٠.٠٠۴٩٢۶٧٩ ٧.۵٩٨٨٧e-٠٠٨ ٩.٧١٧s ٣

خطا محاسبه عددی نتایج ٣.١.٣

Freefem++ محاسباتͬ افزار نرم از استفاده و پواسون معادله خطای بالای� کران تحلیلͬ نتایج از استفاده با

کرد. ترسیم و محاسبه را نتایج این مͬ�توان

بͽیرید: نظر در f(x) = (x− y) فرض با را (١.٣) معادله راستا همین در

{
−∆u = (x− y) in Ω,

u = ٠, on ∂Ω.
(۶.٣)

به� مͬ�توان ،D.W.R روش به معادله این خطای پیاده�سازی و محدود المان�های روش به معادله این حل با

عددی نتایج به مͬ�توان Freefem++ نرم�افزار در اجرا و C++ فضای در کدنویسͬ با برسیم. (۵.٣) معادله

رسید. (٣.١.٣) جدول در

در مͬ�بینیم، را معادله فضای مش�بندی شͺل اولین در مرحله، هر در آمده بدست داده�های به توجه با حال

حالت در ρ خطای نمایش شͺل آخرین و مͬ�دهد نشان را بعدی ͷی حالت در ρ خطای نمایش دوم شͺل

است. سه-بعدی خاص

اول مرحله در Ω فضای مش�بندی :١.٣ شͺل



٣٨ مͺان به وابسته معادلات خطای برآورد .٣

در ρ خطای نمایش چپ سمت شͺل و دو-بعدی حالت در ρ خطای نمایش راست سمت شͺل :٢.٣ شͺل
مͬ�دهد. نشان را سه-بعدی حالت

است: زیر به�صورت دوم مرحله در خطا نمایش جدول داده�های به توجه با

دوم مرحله در Ω فضای مش�بندی :٣.٣ شͺل

در ρ خطای نمایش چپ سمت شͺل و دو-بعدی حالت در ρ خطای نمایش راست سمت شͺل :۴.٣ شͺل
مͬ�دهد. نشان را سه-بعدی حالت



٣٩ D.W.Rروش به پواسون معادله خطای .١.٣

است: زیر به�صورت سوم مرحله در خطا نمایش جدول داده�های به توجه با

سوم مرحله در Ω فضای مش�بندی :۵.٣ شͺل

در ρ خطای نمایش چپ سمت شͺل و دو-بعدی حالت در ρ خطای نمایش راست سمت شͺل :۶.٣ شͺل
مͬ�دهد. نشان را سه-بعدی حالت



۴ فصل

مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد

بر علاوه معادلات این مͬ�پردازیم. D.W.R روش به زمان به وابسته معادلات خطای تخمین به فصل این در

مͬ�کنند. تغییر نیز زمان تغییرات با هستند وابسته مͺان، تغییرات به اینͺه

حرارت انتقال معادله به مربوط مساله این ابتدا فصل این در که است معادلات این از حرارت انتقال معادله

مͬ�گیرد: قرار بررسͬ مورد


∂tu−∆u = f, in Ω× [٠, T ],
u(·,٠) = ٠, in Ω,

u = ٠. on ∂Ω× [٠, T ].
(١.۴)

آن روی معادله که است زمانͬ بازه I = [٠, T ] همچنین است، R٢ فضای در چندوجهͬ دامنه Ω آن در که

است. شده تعریف

D.W.Rروش به حرارت انتقال معادله خطای ١.۴

گالرکین محدود المان�های روش به گسسته�سازی ١.١.۴

اقدامات کار این برای که داد انجام را مͺانͬ گسسته�سازی باید ابتدا معادلات از مدل این برای روش این در

دهیم: انجام را زیر

Ω مͺانͬ فضای گسسته�سازی •

شده گسسته مͺانͬ فضای با متناسب تابعͬ فضای تعریف •

پایه�ای فضای با متناسب پایه�ای توابع تعریف •



۴١ D.W.Rروش به حرارت انتقال معادله خطای .١.۴

پایه�ای توابع و کرد سازی مثلثͬ را فضا این باید Ω فضای گسسته�سازی برای شد گفته قبلا́ که همانطور

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر توابع را آن با متناظر

φi(Nj) =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j.

تعریف زیر به�صورت را تابعͬ فضای همچنین است. صفر نقاط بقیه در و ͷی شده تعریف نقطه هر روی که

مͬ�کنیم:

V n
h = {v ∈ V, v|K ∈ Pn(K),K ∈ Th},

است. مثلث هر با متناظرمناسب n درجه از چند�جمله�ای Pn(K) •

است. Ω فضای افراز Th •

hk = diam(K), , h = maxhk,

بنابراین: مͬ�دهیم انجام را زمانͬ بازه�ی گسسته�سازی حال

I = [٠, T ] = {٠ = t٠ < t١ < ... < tn < ... < tN = T}.

توابع همچنین است. بازه�ها زیر� نشان�دهنده In = (tn−١, tn) و بازه�ها زیر طول kn := tn− tn−١ آن در که

به�صورت را گسسته�شده بازه با متناسب پایه�ای

ψj(xi) = δij =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j,

مͬ�کنیم. تعریف

تعریف را شده گسسته�سازی زمان و مͺان بر مبتنͬ تست فضای ابتدا DG(٠) معادله آوردن بدست برای

مͬ�کنیم:

V k
h := {φ : Ω× I → R, φ(·, t)|Ω ∈ V n

h , φ(·,٠)Ω ∈ V ٠
h , φ(x, ·)|In ∈ P٠, }.

. مͬ�کنیم انتͽرال�گیری Ω فضای روی سپس و کرده ضرب تابعͬ فضای از تابعͬ در را (١.۴) ∫معادله
Ω
(∂tu, φ) dx−

∫
Ω
(∆u, φ) dx =

∫
Ω
(f, φ) dx,

مͬ�آید: بدست زیر معادله گرین فرمول از استفاده با حال

(∂tu, φ)Ω + (∇u,∇φ)Ω = (f, φ)Ω, (٢.۴)

داریم: بالا رابطه از زمان حسب بر انتͽرال�گیری ∫با tn

tn−١

(∂tu, φ)Ω dt+

∫ tn

tn−١

(∇u,∇φ)Ω dt =
∫ tn

tn−١

(f, φ)Ω dt,



۴٢ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

: بنابراین

=
((
u(tn−١)− u(tn)

)
, φ

)
Ω
+

∫ tn

tn−١

(∇u,∇φ)Ω dt =
∫ tn

tn−١

(f, φ)Ω dt,

مͬ�رسیم: (١.۴) حرارت انتقال معادله برای DG(٠) فرم به نتیجه در

A(u)(φ) =

∫
In

(∇u∇φ)Ω − (f, φ)Ω dt+ (u(n−١)+ − u(n−١)−, φ)Ω, (٣.۴)

آن در که

[u]n = un+ − un−, u(n−١)− = lim
t↑tn−١

u(t), u(n−١)+ = lim
t↓tn−١

u(t).

با: است برابر متناظر محدود المان�های معادله بالا روابط به توجه با

A(uh)(φh) = ٠, ∀φh ∈ V k
h .

به�صورت گالرکین تعامد e = u− uh فرض با همچنین

A(u)(φh)−A(uh)(φh) = ٠, ∀φh ∈ V k
h .

: یعنͬ مͬ�شود. تعریف

A(e)(φh) = ٠, ∀φh ∈ V k
h . (۴.۴)

مͺان و زمان تغییر روش به گسسته�سازی ٢.١.۴

زیر رابطه جایͽذاری و اویلر-پسرو روش از، استفاده با

∂tu(tn) =
un − un−١

k
,

داریم: (٢.۴) معادله در

(
un − un−١

k
, φ)Ω + (∇u,∇φ)Ω = (f, φ)Ω,

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت بالا رابطه عملͽرها، جداسازی با

١
k
(un, φ)Ω − ١

k
(un−١, φ)Ω + (∇u,∇φ)Ω = (f, φ)Ω,

(un, φ)Ω + k(∇un,∇φ)Ω = (un−١, φ)Ω +

∫
In

f φ dt, (۵.۴)



۴٣ D.W.Rروش به حرارت انتقال معادله خطای .١.۴

کردیم. پیاده�سازی محدود المان�های فضای در را حرارت انتقال معادله بالا روابط به توجه با

مͬ�پردازیم. D.W.R روش به معادله این خطای برآورد به حال

حرارت انتقال معادله خطای برآورد ٣.١.۴

زیر متناظر دوگان مساله جواب z ∈ V کنید فرض
∂tz −∆z = g, in Ω× I,

z|t=T = ٠, in Ω,

z|∂Ω = ٠, on I.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت دوگان مساله جواب به وابسته را J(e) خطای تابع دراین�صورت باشد.

J(e) = a(e, z),

نوشت: مͬ�توان (۴.۴) گالرکین تعامد از استفاده با همچنین

J(e) = a(e, z) = a(e, z)− a(e, φh)

= a(e, z − φh),

داریم: e = u− uh به�صورت e خطای فرض با

a(e, z − φh) = a(u, z − φh)− a(uh, z − φh),

= (Au, z − φh), ∀φh ∈ V k
h , (A = −∆)

داریم: بالا معادله در DG(٠) رابطه جایͽذاری با بنابراین

A(e, z−φh) = (f − ∂tuh, z−φh)− ([uh]
n−١, (z−φh)

(n−١)+)− a(uh, z−φh), ∀φh ∈ V k
h ,

داریم: گرین قضیه از استفاده با حال

a(uh, z − φh) =

∫
Ω
∇uh∇(z − φh) dx

= −
∫
Ω
∆uh (z − φh) dx+

∫
Γ
∂nuh z − φh dx.

نوشت: زیر به�صورت را J(e) خطای تابع مͬ�توان نتیجه در

J(e) = A(e, z − φh)

=
(
(f − ∂tuh, z − φh)Ω×I − ([uh]

n−١, (z − φh)
(n−١)+)Ω×I

+

∫
Ω
∆uh (z − φh) dx−

∫
Γ
∂nuh z − φh dx

)
.



۴۴ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت مثلثͬ سلول�های همه�ی روی اجتماع با J(e) خطای تابع صورت این در

J(e) =
N∑

n=١

∑
k∈Th

{
(f − ∂tuh +∆uh, z − φh)k − (∂nuh, z − φh)∂k

− ([uh]
n−١, (z − φh)

(n−١)+)K
}
, ∀φh ∈ Vh,

nرابطه خارجͬ نرمال یͺه بردار و Γ مشترک یال با k, k′ ∈ Th سلول�های ͬͽهمسای دو برای اینجا در که

است: برقرار زیر

[∂n uh] = [∇uh · n] :=
(
(∇uh)|k′∩Γ − (∇uh)|k∩Γ

)
· n,

داریم: سلول�ها این مشترک مرز کردن جدا با نتیجه در

J(e) =
N∑

n=١

∑
k∈Th

{
(f − ∂tuh +∆uh, z − φh)k +

١
٢([∂nuh], z − φh)∂k\∂Ω

− ([uh]
n−١, (z − φh)

(n−١)+)K
}
, ∀φh ∈ Vh.

به�صورت که Ikhz ∈ V k
h درونیاب تابع جایͽذاری با لذا است، برقرار V k

h مقادیر تمام ازای به بالا نامساوی

مͬ�شود: تعریف ∫زیر
In

IKh z(a, t) dt = z̄(a), z̄(x) :=

∫
In

z(x, t) dt, x ∈ Ω,

مͬ�آید: بدست زیر رابطه

J(e) =

N∑
n=١

∑
k∈Th

{
(f − ∂tuh +∆uh, z − Ikhz)k +

١
٢([∂nuh], z − Ikhz)∂k\∂Ω

− ([uh]
n−١, (z − Ikhz)

(n−١)+)K
}
, ∀φh ∈ Vh.

مͬ�دهیم نمایش rkh با را مرزی یال�های روی باقیمانده و Rk
h نماد با را مثلثͬ سلول�های روی باقیمانده حال

بنابراین:

J(e) =
N∑

n=١

∑
K∈Th

{
(Rk

h, z − Ikhz)K + (rkh, z − Ikhz)∂K×In − ([uh]
n−١, (z − Ikhz)

(n−١)+)k
}
,

Rk
h|K := f − ∂tuh +∆uh, rkh|Γ :=

{
١
٢ [∂nuh], Γ ⊂ ∂K\∂Ω,
٠, Γ ⊂ ∂Ω.

(۶.۴)



۴۵ D.W.Rروش به حرارت انتقال معادله خطای .١.۴

رسید: زیر نتیجه به مͬ�توان R̄k
h = f̄ − ¯∂tU + ∆̄U دادن قرار با همچنین

J(e) =

N∑
n=١

∑
K∈Th

{
(f − f̄ , z − Ikhz)k×In + (R̄k

h, z̄ − Ikhz)K×In

+ (rkh, z̄ − IKh z)∂K×In − ([uh]
n−١, (z − IKh z)

(n−١)+)k
}
.

نوشت: مͬ�توان J(e) تابع برای کوشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با حال

|J(e)| ≤
N∑

n=١

∑
K∈Th

{
∥f − f̄∥∥z − Ikhz∥k×In + ∥R̄k

h∥∥z̄ − Ikhz∥k×In

+ ∥rkh∥∥z̄ − Ikhz∥∂K×In − ∥[uh]n−١∥∥z − Ikhz∥
(n−١)+
k

}
.

که: داریم قبل فصل از (١.١.٣) لم به توجه با

∥Ikhz − z̄∥k×In ≤ Ch h
٢
k∥z∥٢,

∥Ikhz − z̄∥∂k×In ≤ Chh
٣
٢
k ∥z∥٢,

∥Ikhz − z∥k×In ≤ Ck k
٢
n∥z∥٢,

∥Ikhz − z∥∂k×In ≤ Ckk
٣
٢
n ∥z∥٢,

مͬ�شود: حاصل زیر نامساوی J(e) خطای تابع در بالا رابطه�های دادن قرار با نتیجه در

|J(e)| ≤
N∑

n=١

∑
K∈Th

{
Ck k

٢
n∥f − f̄∥∥z∥٢ + Ch h

٢
k∥R̄k

h∥∥z∥٢

+ Chh
٣
٢
k ∥r

k
h∥∥z∥٢ − Ckk

٣
٢
n ∥[uh]n−١∥∥z∥٢

}
,

که: مͬ�بینیم J(e) خطای تابع در مͺانͬ و زمانͬ مولفه�های گسسته�سازی با

| J(e) |≤ ηω :=
N∑

n=١

∑
K∈Tn

h

{ρnK,hω
n
K,h + ρnK,kω

n
K,k},

ρnK,h := (∥Rk
h∥٢K×In + h−١K ∥rkh∥٢∂K×In)

١
٢ ,

ωn
K,h := (∥z − Ikhz∥٢K×In + hK∥z̄ − IKh z∥٢∂K×In)

١
٢ ,

ρnK,k := (∥f − f̄∥٢K×In + k−١n ∥[uh]n−٢∥١K)
١
٢ ,

ωn
K,k := (∥z − Ikhz∥٢K×In + kn∥(z − IKh z)

(n−١)+∥٢K)
١
٢ .



۴۶ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

حرارت انتقال معادله خطای محاسبه عددی تایج :١.۴ جدول
ρmin خطای تابع ρmax خطای تابع umin جواب umax جواب زمان مرحله
٠.۴٢٨۵٧١ ٠.۴٢٨۵٧١ -۴.٣١١٧٢e-٠۴٨ ٠.٠۵٣۵٧١۴ ٠.٠١٩s ١
٠.٠٠٢٠۴١۵۶ ٠.٠۴۶٨٨٩٧ -٩.٨۵٢١٨e-٠٣۴ ٠.٠۶۶۵٣٩٩ ٣.٠۴۴s ٢
۴.٣۵٣٨٢e-٠٠۵ ٠.٠٠٢٧۶٢۶٧ -٢.٠٢٢٩e-٠٣۶ ٠.٠٧٢٠٧۶٢ ۶.٢٠۴s ٣
۴.۴٣٨۵e-٠٠۶ ٠.٠٠٢٢٨۶١۴ -۴.٢٣٨٢٩e-٠٣٧ ٠.٠٧٣٣٠٣٧ ١٠.٧٩١s ۴
٧.۶٣۶۴۵e-٠٠٧ ٠.٠٠٢١١٣۶٨ -٧.۴۵٨١١e-٠٣٩ ٠.٠٧٣۵۶٢ ١۶.٧٩٨s ۵

خطا محاسبه عددی نتایج ۴.١.۴

Freefem++ محاسباتͬ افزار نرم از استفاده حرارتو انتقال معادله خطای بالای� کران تحلیلͬ نتایج بͺاربردن با

کرد. ترسیم و محاسبه را نتایج این مͬ�توان

فرض با راستا همین در

u(x, y,٠) = sin(x+
π

۴) · cos(y +
π

۴), f = ٠,

عددی نتایج به Freefem++ نرم�افزار در اجرا و C++ فضای در کدنویسͬ با همچنین و (١.۴) معادله در

مͬ�رسͬ: (۴.١.۴) جدول در

را معادله فضای مش�بندی راست سمت شͺل در آخر، مرحله سه در آمده بدست داده�های به توجه با حال

: مͬ�دهد نشان را بعدی ͷی حالت در ρ خطای نمایش چپ سمت شͺل در و مͬ�بینیم

سوم مرحله نتایج :١.۴ شͺل



۴٧ D.W.Rروش به حرارت انتقال معادله خطای .١.۴

چهارم مرحله نتایج :٢.۴ شͺل

پنجم مرحله نتایج :٣.۴ شͺل



۴٨ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

است: زیر به�صورت ثابت زمانͬ بازه ͷی در ρ خطای تابع تغییرات روند کلͬ حالت در

D.W.Rروش به موج معادله خطای ٢.۴

معادله این خطای تخمین به قسمت این در که است موج معادله زمان، به وابسته معادلات از دیͽری نوع

مͬ�پردازیم.

بͽیرید: نظر در را موج معادله به مربوط زیر مساله
∂٢t w −∆w = ٠, in Ω× [٠, T ],
w = ٠, on ∂Ω× [٠, T ],
w(·,٠) = w٠, in Ω,

∂tw(·,٠) = v٠, in Ω.

(٧.۴)

آن روی معادله که است زمانͬ بازه I = [٠, T ] همچنین است، R٢ فضای در چندوجهͬ دامنه Ω آن در که

است. شده تعریف

گالرکین محدود المان�های روش به گسسته�سازی ١.٢.۴

اقدامات کار این برای که داد انجام را مͺانͬ گسسته�سازی باید ابتدا معادلات از مدل این برای روش این در

دهیم: انجام را زیر



۴٩ D.W.Rروش به موج معادله خطای .٢.۴

Ω مͺانͬ فضای گسسته�سازی •

شده گسسته مͺانͬ فضای با متناسب تابعͬ فضای تعریف •

پایه�ای فضای با متناسب پایه�ای توابع تعریف •

پایه�ای توابع و کرد سازی مثلثͬ را فضا این باید Ω فضای گسسته�سازی برای شد گفته قبلا́ که همانطور

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر توابع را آن با متناظر

φi(Nj) =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j.

به را شده تعریف تابعͬ فضای همچنین است. صفر نقاط بقیه در و ͷی شده تعریف نقطه هر روی که

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

V n
h = {v ∈ V, v|K ∈ Pn(K),K ∈ Th},

است. مثلث هر با متناظر n درجه از چند�جمله�ای Pn(K) •

است. Ω فضای افراز Th •

hk = diam(K), , h = maxhk,

بنابراین: مͬ�دهیم انجام را زمانͬ بازه�ی گسسته�سازی حال

I = [٠, T ] = {٠ = t٠ < t١ < ... < tn < ... < tN = T},

توابع همچنین است. بازه�ها زیر طول kn := tn − tn−١ و بازه�ها زیر نشان�دهنده In = (tn−١, tn) آن در که

زیر به�صورت را گسسته�شده بازه با متناسب پایه�ای

ψj(xi) = δij =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j.

مͬ�کنیم. تعریف

تعریف را شده گسسته�سازی زمان و مͺان بر مبتنͬ تست فضای ابتدا DG(٠) معادله آوردن بدست برای

: مͬ�کنیم

V k
h := {φ : Ω× I → R, φ(·, t)|Ω ∈ V n

h , φ(·,٠)Ω ∈ V ٠
h , φ(x, ·)|In ∈ P٠, },

داریم: ، (٧.۴) اصلͬ معادله در ∂tw = v , u =
(
w
v

)
متغیر تغییر با حال

∂٢t w −∆w = ٠ =⇒

{
∂tw − v = ٠,
∂tv −∆w = ٠.

(٨.۴)



۵٠ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

مͬ�آید: بدست u متغیر حسب بر معادله ساده�تر نمایش نتیجه �در

ut −
(٠ ١
∆ ٠

)
u = ٠,

به�صورت پایه�ای توابع حسبگسسته�سازی بر (٨.۴) معادله در رفته بͺار پارامتر�های بالا متغیر تغییر به توجه با

: }زیر
w(x, t) = wn−١(x)ψn−١(t) + wn(x)ψn(t), x ∈ Ω, t ∈ In,

v(x, t) = vn−١(x)ψn−١(t) + vn(x)ψn(t),
(٩.۴)

زیر مولفه�های آن در که مͬ�شوند، }تعریف
wn(x) = wn,١(x)φ١(x) + ...+ wn,m(x)φm(x),

vn−١(x) = vn−١,١(x)φ١(x) + ...+ un−١,m(x)φm(x),

داریم: V K
h تست فضا�ی از φ =

(
φv

φw

)
تابع در (٨.۴) معادله ضرب با حال شده�اند. جایͽذاری

∂tw · φv − v · φv = ٠,

∂tv · φw −∆w · φw = ٠,

داریم: Ω فضای روی بالا معادله دو از انتͽرال�گیری با ∫حال
Ω
∂tw · φv dx−

∫
Ω
v · φv dx = ٠,

∫
Ω
∂tv · φw dx−

∫
Ω
∆w · φw dx = ٠,

داریم: گرین قضیه از استفاده با همچنین و
∫
Ω u vdx = (u, v)Ω نمادگذاری با }بنابراین

(∂tw,φ
v)Ω − (v, φv)Ω = ٠,

(∂tv, φ
w)Ω + (∇w,∇φw)Ω = ٠,

(١٠.۴)

مͬ�آید: بدست زیر روابط زمانͬ بازه روی بالا معادله�های از انتͽرال�گیری با

(∂tw,φ
v)Ω − (v, φv)Ω + (w(٠)− w٠, φv(٠)) = ٠,

(∂tv, φ
w)Ω + (∇w,∇φw)Ω + (∂tw(٠)− ∂tw

٠, φw(٠)) = ٠,

مͬ�آید: بدست (٧.۴) موج معادله برای DG(٠) معادله زیر نماد�گذاریهای به توجه با این�صورت در که

A(u)(φ) : = (∂tw,φ
v)Ω − (v, φv)Ω + (w٠+, φv٠+)

+ (∂tv, φ
w)Ω + a(w,φw)Ω + (v٠+, φw٠+), ∀φ ∈ V k

h , (١١.۴)



۵١ D.W.Rروش به موج معادله خطای .٢.۴

(v, w)Ω =

∫
Ω
vw dx.

a(v, w)Ω = (a∇v,∇w).

وهمچنین:

u٠+ = lim
t↓t٠

u(t), w٠− = lim
t↑t٠

u(t), [w]٠ = w٠+ − w٠−.

با: است برابر متناظر محدود المان�های معادله بالا روابط به توجه با حال

A(uh)(φh) = ٠, ∀φh = {φv
h, φ

w
h } ∈ V k

h .

به�صورت گالرکین تعامد e := {ew, ev} فرض با همچنین

A(u)(φh)−A(uh)(φh) = ٠, ∀φh = {φv
h, φ

w
h } ∈ V k

h ,

: یعنͬ مͬ�شود. تعریف

A(e)(φh) = ٠, ∀φh = {φv
h, φ

w
h } ∈ V k

h . (١٢.۴)

مͺان و زمان تغییر روش به گسسته�سازی ٢.٢.۴

زیر رابطه جایͽذاری با نتیجه در است اویلر-پسرو روش روش، این

∂٢t w
n+١ =

∂tw
n+١ − ∂tw

n

kn
, ∂tw

n =
wn − wn−١

kn−١
,

داریم: (٩.۴) پارامترها تعاریف از استفاده و (١٠.۴) معادله�های ∫در
In

∫
Ω

{wn − wn−١

kn
φv − (vn−١(x)ψn−١(t) + vn(x)ψn(t))φ

v
}
dxdt = ٠,∫

In

∫
Ω

{vn − vn−١

kn
φw + (a∇(wn−١(x)ψn−١(t) + wn(x)ψn(t))∇φw

}
dxdt = ٠,

مͬ�شود: نوشته زیر به�صورت بالا روابط بالا روابط در مͺانͬ و زمانͬ انتͽرال�های جدا�سازی ∫با
Ω
(wn − wn−١)φvdx−

(∫
In

(ψn−١(t) + ψn(t))dt

∫
Ω
(vn−١(x) + vn(x))φ

vdx
)
= ٠,∫

Ω
(vn − vn−١)φwdx+

(∫
In

(ψn−١(t) + ψn(t))dt

∫
Ω
(a∇(wn−١(x) + wn(x))φ

wdx
)
= ٠,

مͬ�آید: بدست زیر به�صورت اویلر-پسرو روش به گسسته�سازی نتیجه در

(wn − wn−١, φv)− ١
٢kn(v

n + vn+١, φv) = ٠,

(vn − vn−١, φw) +
١
٢kn(a∇(wn + wn−١),∇φw) = ٠,

کردیم. پیاده�سازی محدود المان�های فضای در را موج معادله بالا روابط به توجه با بنابراین



۵٢ مͺان و زمان به وابسته معادلات خطای برآورد .۴

موج معادله خطای برآورد ٣.٢.۴

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را J(·) خطای تابع

J(φ) := (j, φw)Ω×I , φ = {φw, φv},

برای ،ψ = فرض٠ با (٢۶.٢) لاگرانژین تابع تعریف به توجه با است. معادله چͽال تابع j(x, t) آن در که

داریم: موج معادله

J ′(u)(φ)−A′(u)(φ, z) = ٠

مͬ�پردازم: زیر رابطه به توجه با A′(u)(φ, z) محاسبه به حال

A(u)(φ) : = (∂tw,φ
v)Ω − (v, φv)Ω + (w٠+, φv٠+)

+ (∂tv, φ
w)Ω + a(w,φw)Ω + (v٠+, φw٠+), ∀φ ∈ V k

h . (١٣.۴)

داریم: بنابراین

A′(w, v, zw, zv, φw, φv) = ⟨∂tφw, zv⟩ − ⟨φv, zv⟩+ ⟨φv٠+, zv
٠+⟩

+ ⟨∂tφv, zw⟩+ ⟨a∇φw,∇zw⟩+ ⟨φv٠+ , zw
٠+⟩ (١۴.۴)

: طرفͬ از

⟨∂tφw, zv⟩ = −⟨φw, ∂tz
v⟩+ ⟨φw(T ), zv(T )⟩ − ⟨φw(٠), zv(٠)⟩,

: همچنین

⟨∂tφv, zw⟩ = −⟨φv, ∂tz
w⟩+ ⟨φv(T ), zw(T )⟩ − ⟨φv(٠), zw(٠)⟩,

داریم: (١۴.۴) رابطه برای نتیجه در

A′(w, v, zw, zv, φw, φv) = −⟨φw, ∂tz
v⟩+ ⟨φw(T ), zv(T )⟩ − ⟨φv, zv⟩

− ⟨φv, ∂tz
w⟩+ ⟨φv(T ), zw(T )⟩+ ⟨a∇φw,∇zw⟩,

داریم: گرین قضیه از استفاده و z = {∂tzw, zw} جایͽذاری و ساده�سازی با نتیجه در

A′(w, v, zw, zv, φw, φv) =− ⟨∂٢t zw −∆zw, φw⟩+ ⟨zw, φv⟩

+ ⟨−∂tzw, φv⟩+ ⟨n.a∇zw, φv⟩. (١۵.۴)



۵٣ D.W.Rروش به موج معادله خطای .٢.۴

داریم: J(·) خطای تابع تعریف به توجه با نتیجه در

J(φ) = A′(u)(φ, z), ∀φ ∈ V k
h . (١۶.۴)

مͬ�رسیم: زیر الحاقͬ مساله به نتیجه در
∂٢t z

w −∆zw = j, in Ω× [٠, T ],
n.a∇zw|∂Ω = ٠, on [٠, T ],
zw|t=T = ٠, on Ω,

−∂tzw|t=T = ٠. on Ω,

است. z = {−∂tzw, zw} دقیق جواب دارای معادله این

داریم: دوم فصل گزاره�های به توجه با J(e) خطای تخمین برای حال

J(u)− J(U) = −A(u, zv − φv
h, z

w − φw
h ) +R٢, (١٧.۴)

نوشت: مͬ�توان لذا

J(e) =
N∑

n=١

∑
K∈Tn

h

(
(∂twh − vh, z

v − φv
h)Ω×In + (∂tvh −∆wh, z

w − φw
h )Ω×In

− (n.[a∇wh], z
w − φw

h )∂K×In

)
,

داریم: n خارجͬ نرمال یͺه بردار و Γ مشترک یال با k, k′ ∈ Th سلول�های ͬͽهمسای دو برای اینجا در که

[∂n wh] = [∇wh · n] :=
(
(∇wh)|k′∩Γ − (∇wh)|k∩Γ

)
· n,

داریم: سلول�ها این مشترک مرز کردن جدا با نتیجه در

J(e) =

N∑
n=١

∑
K∈Tn

h

(
(∂twh − vh, z

v − φv
h)Ω×In + (∂tvh −∆wh, z

w − φw
h )Ω×In

− (
١
٢n.[a∇wh], z

w − φw
h )∂K×In

)
,

نمایش rh با را مرزی یال�های روی باقیمانده و Rv
h, R

w
h نماد با را مثلثͬ سلول�های روی باقیمانده حال

بنابراین: مͬ�دهیم

J(e) ≤
N∑

n=١

∑
K∈Tn

h

(Rw
h , z

v − φv
h)Ω×In

+ (Rv
h, z

w − φw
h )Ω×In − (rh, z

w − φw
h )∂K×In ,
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مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت مانده�ها آن در که

Rw
h|K := ∂twh − vh, Rv

h|k := ∂tvh −∆wh,

rh|Γ×In :=

{
١
٢n.[a∇wh], Γ ⊂ ∂K\∂Ω,
٠, Γ ⊂ ∂Ω.

داریم: کوشͬ-شوارتز نامساوی اعمال با

| J(e) |≤
N∑

n=١

∑
K∈Tn

h

∥Rw
h ∥∥zv − φv

h∥Ω×In

+ ∥Rv
h∥∥zw − φw

h ∥Ω×In − ∥rh∥∥zw − φw
h ∥∂K×In , (١٨.۴)

که: داریم قبل فصل از (١.١.٣) لم به توجه با

∥φw
h − zw∥k×In ≤ Ch h

٢
k∥z∥٢,

∥φw
h − zw∥∂k×In ≤ Chh

٣
٢
k ∥z∥٢,

داریم: (١٨.۴) معادله در زیر رابطه اعمال با نتیجه در

| J(e) |≤
N∑

n=١

∑
K∈Tn

h

Ch h
٢
k∥Rw

h ∥∥zw∥٢

+ Ch h
٢
k∥Rv

h∥∥zv∥٢ − Chh
٣
٢
k ∥rh∥∥z∥٢, (١٩.۴)

آید: مͬ بدست J(e) خطا تابع برای زیر رابطه بنابراین

| J(e) |≤ ηω :=

N∑
n=١

∑
K∈Tn

h

{
ρn,١K ωn,١

K + ρn,٢K ωn,٢
K

}
,

ρn,١K := (∥Rv
h∥٢K×In + h−١K ∥rh∥٢∂K×In)

١
٢ ,

ωn,١
K := (∥∂tzw − φv

h∥٢K×In + hK∥zw − φw
h ∥٢∂K×In)

١
٢ ,

ρn,٢K := ∥Rw
h ∥K×In ,

ωn,٢
K := ∥zw − φw

h ∥k×In ,

خطا محاسبه عددی نتایج ۴.٢.۴

Freefem++ محاسباتͬ افزار نرم از استفاده و موج معادله خطای بالای� کران تحلیلͬ نتایج بردن بͺار با

کرد. ترسیم و محاسبه را نتایج این مͬ�توان



۵۵ D.W.Rروش به موج معادله خطای .٢.۴

موج معادله خطای محاسبه عددی تایج :٢.۴ جدول
ρmin خطای تابع ρmax خطای تابع umin جواب umax جواب زمان مرحله
٠.٠١٢۴۵٩۶ ٠.۶۵٠۵٢١ -٣.٣١٣۶٢e-٠٣۴ ٠.٩٧۵۶۴٢ ٠.٧٠٠s ١
٠.٠٠۵۴٠٨٣٢ ٠.۴١١٣١۴ -٢.٢٨٧۴e-٠٣۴ ٠.٩۴٣٠۵٣ ٠.٧۶٠s ٢
٠.٠٠١۵۵٧٨۵ ٠.١۶۴۶٩۵ -٩.٣٩١٩٨e-٠٣۵ ٠.٩١٨۵٢١ ٠.٨٨١s ٣
٠.٠٠٠۶۴٧۵٢١ ٠.١٣٠٢٧١ -٢.٨٧١١٢e-٠٣۵ ٠.٨٨١١٠٣ ١.١۶٨s ۴
٠.٠٠٠١۴١۶۵۴ ٠.٠٨١٨۴١۵ -٢.٠۵٩٧٧e-٠٣٧ ٠.٨٣٩۶٧٢ ٢.١۶١s ۵
٣.١٩٢٩e-٠٠۵ ٠.٢٨۵٣٩٢ ۴.٠١۴۵٩e-٠٣٨ ٠.٧٨٩٠۴٨ ۵.٠٩٠s ۶

فرض با راستا همین در

u(x, y,٠) = sin(πx) · cos(πy), f = ٠,

نتایج به مͬ�توان Freefem++ نرم�افزار در اجرا و C++ فضای در کدنویسͬ با همچنین و (٧.۴) معادله در

رسید. (۴.٢.۴) جدول عددی

را معادله فضای مش�بندی راست سمت شͺل در آخر، مرحله چهار در آمده بدست داده�های به توجه با حال

: مͬ�دهد نشان را بعدی ͷی حالت در ρ خطای نمایش چپ سمت شͺل در و مͬ�بینیم

سوم مرحله نتایج :۴.۴ شͺل
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چهارم مرحله نتایج :۵.۴ شͺل

پنجم مرحله نتایج :۶.۴ شͺل



۵٧ D.W.Rروش به موج معادله خطای .٢.۴

ششم مرحله نتایج :٧.۴ شͺل



۵ فصل

کان�هیلیارد معادله خطای

در اما نیست. همͽن معمولا آمده بدست جامد مͬ�شود، سرد به�سرعت مذاب همͽن آلیاژ ͷی که هنͽامͬ

تجزیه همͽن، آلیاژ ساختار تبدیل این به است. آلیاژ همان از متشͺل ریز ذره�های از ساختاری دارای عوض

مͬ�شود. گفته اسپینودال١

جان توسط بار اولین که مͬ�باشد اسپینودال تجزیه و حالت جداسازی برای مدل ͷی کان-هیلیارد معادله

است. شده طراحͬ اساس همین بر ١٩۵٨ سال در هیلیارد٣ جان و کان٢

بͽیرید: نظر در را کان-هیلیارد۴ معادله به مربوط زیر مساله
ut −∆w = ٠, in Ω× [٠, T ],
w + ϵ∆u− f(u) = ٠, in Ω× [٠, T ],
∂u
∂v = ٠, ∂w∂v = ٠, on ∂Ω× [٠, T ],
u(·,٠) = g٠, in Ω.

(١.۵)

مͬ�دانیم: همچنین است. Rd, d = ١,٢,٣ فضای در چندوجهͬ دامنه Ω آن در که

u = u(x, t), w = w(x, t), ut =
∂u

∂t
, ∆ =

d∑
i=١

∂٢

∂x٢i
.

طرفͬ: از

غیر�خطͬ متغیر ͷی fو است، فرضشده ͷکوچ بسیار متغیر ϵ > ٠ و است Ω مرز روی خارجͬ یͺه بردار ،v

f(u) = u٣ − u. مثال به�عنوان است.

خطͬ قطعه�وار پیوسته توابع بر مبتنͬ گالرکین محدود المان�های روش به (١.۵) معادله گسسته�سازی با حال

مͬ�کنیم. حل زمان، در ثابت قطعه�وار ناپیوسته توابع و فضا در
١spinodal
٢Jahn W.cahn
٣John E.Hilliard
۴Cahn-Hilliard



۵٩ گالرکین محدود المان�های روش به گسسته�سازی .١.۵

گالرکین محدود المان�های روش به گسسته�سازی ١.۵

داریم: D ⊂ Ω ⊂ Q برای همچنین ،Q = Ω× I و I = [٠, T ] بͽیرید نظر در

⟨v, w⟩D =

∫
D
vw dz, ∥v∥٢D =

∫
D
v٢ dz.

را W = C٠])١, T ], V ) و V = H١(Ω) تابعͬ فضای کنید فرض است. ۵͹لب اندازه dz روابط این در که

داریم: ψw ∈ V در دوم معادله ضرب و ψu ∈ V در (١.۵) معادله از اول معادله ضرب با حال باشیم. داشته

ut · ψu −∆w · ψu = ٠, ∀ψu ∈ V, t ∈ [٠, T ],

w · ψw + ϵ∆u · ψw − f(u) · ψw = ٠, ∀ψw ∈ V, t ∈ [٠, T ],

داشت: خواهیم بالا روابط از Ω مͺانͬ فضای روی انتͽرال�گیری با

⟨ut · ψu⟩Ω − ⟨∆w · ψu⟩Ω = ٠, ∀ψu ∈ V, t ∈ [٠, T ],

⟨w · ψw⟩Ω + ⟨ϵ∆u · ψw⟩Ω − ⟨f(u) · ψw⟩Ω = ٠, ∀ψw ∈ V, t ∈ [٠, T ],

داریم: گرین قضیه از استفاده با بنابراین

و u(٠) = g٠ به�طوری�که u,w ∈ W }یافتن
⟨ut · ψu⟩Ω + ⟨∇w · ∇ψu⟩Ω = ٠, ∀ψu ∈ V, t ∈ [٠, T ],
⟨w · ψw⟩Ω − ϵ⟨∇u · ∇ψw⟩Ω − ⟨f(u) · ψw⟩Ω = ٠, ∀ψw ∈ V, t ∈ [٠, T ],

(٢.۵)

با را زیربازه هر طول که In = [tn−١, tn) زیر�بازه�های به را I = [٠, T ] زمانͬ بازه حال باشد. برقرار

مͬ�کنیم: گسسته�سازی مͬ�دهیم، نشان kn = tn − tn−١

٠ = t٠ < t١ < ... < tn < ... < tN = T.

روی پیوسته قطعه-وار خطͬ توابع تمام شده تعریف فضای Vn کنید فرض ،n ≥ ١ ،tn زمانͬ بازه هر برای

تغییر دیͽر زمانͬ مرتبه ͷی به زمانͬ مرتبه ͷی از است ممͺن که باشد، Tn = {K} زمانͬ فضای افرازهای

کند:

V = {φ : Ω̄ → R : φ(·, t)|Ω ∈ νn, t ∈ In, φ(x, ·)|In ∈ P٠, x ∈ Ω̄}.

مͬ�باشد. صفر درجه از چندجمله�ای P٠ آن در که

داشت: خواهیم In زمانͬ بازه روی (٢.۵) معادله از انتͽرال�گیری ∫با
In

⟨∇w · ∇ψu⟩Ω dt = ⟨u(tn−١)− u(tn)), ψu(tn−١)⟩Ω, (٣.۵)∫
In

⟨w · ψw⟩Ω dt− ϵ

∫
In

⟨∇u · ∇ψw⟩Ω dt−
∫
In

⟨f(u) · ψw⟩Ω dt = ٠,

۵Lebesgue measure



۶٠ کان-هیلیارد معادله خطای .۵

زیر گذاری�های نماد با

un+ = lim
t↓tn

u(t), un− = lim
t↑tn

u(t), [u]n = un+ − un−.

نوشت: مͬ�توان (٣.۵) معادله ∫برای
In

⟨∇w · ∇ψu⟩Ω dt = ⟨[u]n−١, ψn−١+
u ⟩Ω,∫

In

⟨w · ψw⟩Ω dt− ϵ

∫
In

⟨∇u · ∇ψw⟩Ω dt−
∫
In

⟨f(u) · ψw⟩Ω dt = ٠,

داریم: گسسته�شده بازه ͷت�ͷت روی اجتماع با

N∑
n=١

∫
In

{
⟨∇w · ∇ψu⟩Ω + ⟨w · ψw⟩Ω − ϵ⟨∇u · ∇ψw⟩Ω − ⟨f(u) · ψw⟩Ω

}
dt

+

N∑
n=١

⟨[u]n−١, ψ(n−١)+
u ⟩Ω.

=
N∑

n=١

∫
In

{
⟨∇w · ∇ψu⟩Ω + ⟨w · ψw⟩Ω − ϵ⟨∇u · ∇ψw⟩Ω − ⟨f(u) · ψw⟩Ω

}
dt

+

N∑
n=٢

⟨[u]n−١, ψ(n−١)+
u ⟩Ω + ⟨[u]+٠ − g٠, ψ

٠+
u ⟩Ω. (۴.۵)

مͬ�دهیم: نشان را آن زیر گذاری نماد با که است (١.۵) معادله برای DG(٠) نمایش ،(۴.۵) معادله

داریم: u,w, ψu, ψw ∈ V همه برای بنابراین باشد، نیم�خطͬ فرم A(·, کنید(· فرض

A(u,w;ψu, ψw) =
N∑

n=١

∫
In

{
⟨∇w · ∇ψu⟩Ω + ⟨w · ψw⟩Ω

− ϵ⟨∇u · ∇ψw⟩Ω − ⟨f(u) · ψw⟩Ω
}
dt

+
N∑

n=٢
⟨[u]n−١, ψ(n−١)+

u ⟩Ω + ⟨[u]+٠ − g٠, ψ
٠+
u ⟩Ω. (۵.۵)

به�صورت: (١.۵) معادله (V.F)تغییرپذییر معادله نتیجه در

بطوری�که: u,w ∈ W جواب�های یافتن

A(u,w;ψu, ψw) = ٠ ∀ ψu, ψw ∈ W. (۶.۵)

به�شͺل: متناظر محدود المان�های معادله و

بطوری�که: U,W ∈ V جواب�های یافتن

A(U,W ;ψu, ψw) = ٠ ∀ ψu, ψw ∈ V . (٧.۵)
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انتخاب با همچنین مͬ�شوند. تعریف

ψw(t) =

{
χw ∈ Vn, t ∈ In,

٠, otherwise,
ψu(t) =

{
χu ∈ Vn, t ∈ In,

٠, otherwise,

مͬ�رسیم: اویلر زمانͬ گام مفهوم به (٧.۵) رابطه در

⟨U٠ − g٠, χu⟩Ω = ٠, ∀χu ∈ V١,

Kn⟨∇Wn,∇χu⟩Ω + ⟨Un − Un−١, χu⟩Ω = ٠, ∀χu ∈ V١, n ≥ ١,

⟨Wn, χw⟩Ω − ϵ⟨∇Un,∇χw⟩Ω − ⟨f(Un), χw⟩Ω = ٠, ∀χu ∈ V١, n ≥ ١.

کردیم. پیاده�سازی محدود المان�های فضای در را کان-هیلیارد معادله بالا روابط به توجه با بنابراین

کان�هیلیارد معادله خطای برآورد ٢.۵

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت g, gT ∈ L٢(Ω) هر برای را J(u) خطͬ هدف تابع

J(u) = ⟨u, g⟩Q + ⟨u(T ), gT ⟩Ω .

داریم: -هیلیارد کان معادله برای ،ψ = فرض٠ با (٢۶.٢) لاگرانژین تابع تعریف به توجه با

J ′(u)(φu) = A′(u,w; zu, zw, φu, φw). (٨.۵)

به: (۵.۵) معادله از مشتق�گیری با طرفͬ از

A′(u,w; zu, zw, φu, φw) =⟨φu,t, zu⟩Q + ⟨∇φw,∇zu⟩Q + ⟨φw, zw⟩Q

− ϵ⟨∇φu,∇zw⟩Q − ⟨φu, zw⟩Q + ⟨φu(٠), zu(٠)⟩Ω ,

داریم: t متغیر به نسبت انتͽرال�گیری با حال مͬ�رسیم.

⟨φu,t, zu⟩Q = −⟨φu, zu,t⟩Q + ⟨φu(T ), zu(T )⟩Ω − ⟨φu(٠), zu(٠)⟩Ω ,

نتیجه: در

A′(u,w; zu, zw, φu, φw) =− ⟨φu, zu,t⟩Q + ⟨∇φw,∇zu⟩Q

+ ⟨φw, zw⟩Q + ϵ⟨∇φu,∇zw⟩Q

− ⟨φu, f
′(u)zw⟩Q + ⟨φu(T ), zu(T )⟩Ω .



۶٢ کان-هیلیارد معادله خطای .۵

مͬ�رسیم: زیر الحاقͬ مساله به به�این�ترتیب

به�طوری�که: zu, zw ∈ W جواب یافتن

⟨φu,−zu,t⟩Q − ϵ⟨∇φu,∇zw⟩Q

− ⟨φu, f
′(u)zw⟩Q + ⟨φu(T ), zu(T )⟩Ω (٩.۵)

+ ⟨∇φw,∇zw⟩Q + ⟨φw, zw⟩Q = J ′(u;φu), ∀φu, φw ∈ W .

طرفͬ: از

J ′(u;φu) = ⟨φu, g⟩Q + ⟨φu(T ), gT ⟩Ω . (١٠.۵)

نتیجه: در مͬ�شوند، برابر هم با (١٠.۵) رابطه�های(٩.۵)و (٨.۵) معادله بر�اساس بنابراین

⟨φu,−zu,t − f ′(u)zw − g⟩Q − ϵ⟨∇φu,∇zw⟩Q

+ ⟨φu(T ), zu(T )− gT ⟩Ω = ٠ ∀φu ∈ W , (١١.۵)

⟨φw, zw⟩Q + ⟨∇φw,∇zu⟩Q = ٠, ∀φw ∈ W.

داریم: دوم فصل گزاره�های به توجه با J(e) خطای تخمین برای حال

J(u)− J(U) = −A(U,W ; zu − πzu, zw − πzw) +R٢, (١٢.۵)

همچنین هستند. درونیاب توابع تقریب ،(πzu, πzw) ∈ V و است الحاقͬ مساله جواب z = (zu, zw) که

مͬ�باشد. دو درجه از باقیمانده جمله

از استفاده با منظور به�همین مͬ�پردازیم.
∫
In
⟨∇W,∇ψu⟩Ω dt محاسبه به (٧.۵) رابطه از استفاده با بنابراین

داریم: گرین ∫قضیه
In

⟨∇W,∇ψu⟩Ω dt =
∫
In

∑
K∈Tn

⟨∇W,∇ψu⟩K dt

=

∫
In

∑
K∈Tn

−⟨∆W,ψu⟩K dt+

∫
In

∑
K∈Tn

⟨∆∂vW,ψu⟩∂K dt,

یال�های قسمت دو به ∂K ∈ Tn مرز تقسیم�بندی با حال است. شده فرض ∂vW = v.∇W. آن در که

با است، یال�ها وسط از جهش به�معنͬ [ ] نماد همچنین ،εn∂Ω نماد با مرز روی یال�های و εnI نماد با داخلͬ



۶٣ کان-هیلیارد معادله خطای برآورد .٢.۵

داریم: مفاهیم این به ∫توجه
In

∑
K∈Tn⟨∂vW,ψu⟩∂K dt

=

∫
In

∑
E∈εnI

⟨∆∂vW,ψu⟩E dt+

∫
In

∑
E∈εn∂Ω

⟨∆∂vW,ψu⟩∂K dt

=

∫
In

∑
K∈Tn

−١
٢ ⟨[∂vW ], ψu⟩∂K\∂Ω dt+

∫
In

∑
K∈Tn

⟨∂vW,ψu⟩∂K∩∂Ω dt.

بنابراین: ∂xQn
k = ∂K × In و ∂xQ = ∂Ω× I کنید ∫فرض

In

⟨∇W,∇ψu⟩Ω dt =
∑
K∈Tn

{
− ⟨∆W,ψu⟩Qn

K
− ١
٢⟨[∂vW ], ψu⟩∂xQn

K\∂xQ

+ ⟨∂vW,ψu⟩∂xQn
K∩∂xQ

}
,

داریم: مشابه بطور همچنین

ϵ

∫
In

⟨∇U,∇ψw⟩Ωdt =
∑
K∈Tn

{
− ϵ⟨∆U,ψw⟩Qn

K
− ١
٢ϵ⟨[∂vU ], ψw⟩∂xQn

K\∂xQ

+ ϵ⟨∂vU,ψw⟩∂xQn
K∩∂xQ

}
.

نتیجه: در است. برقرار ∆W = ∆U = ٠ خاصیت Qn
K فضای روی قطعه�وار خطͬ توابع برای که ∫مͬ�دانیم

In

⟨W,ψw⟩Ωdt =
∑
K∈Tn

⟨W,ψw⟩Qn
K
,

∫و
In

⟨f(U), ψw⟩Ωdt =
∑
K∈Tn

⟨f(U), ψw⟩Qn
K
,

مͬ�آید: بدست زیر رابطه U−
٠ = g٠ فرض با بنابراین

A(U,W ;ψu, ψw) =

N∑
n=١

∑
K∈Tn

{
− ⟨∆W,ψu⟩Ωn

k

+ ⟨ϵ∆U +W − f(U), ψw⟩Ωn
k
− ١
٢⟨[∂vW ], ψu⟩∂xQn

k\∂xQ

+
١
٢ϵ⟨[∂vU ], ψw⟩∂xQn

k\∂xQ + ⟨∂vW,ψu⟩∂xQn
k∩∂xQ

− ϵ⟨∂vW,ψu⟩∂xQn
k∩∂xQ + ⟨[U ]n−١, ψ

+
u,n−١⟩k

}
,



۶۴ کان-هیلیارد معادله خطای .۵

به�صورت: (٢.۵) رابطه بنابراین

J(e) =
N∑

n=١

∑
K∈Th

{
⟨Ru, zu − πzu⟩Qn

K
+ ⟨Rw, zw − πzw⟩Qn

K

+ ⟨ru, zu − πzu⟩∂xQn
K
+ ⟨rw, zw − πzw⟩∂xQn

K

− ⟨[U ]n−١, (zu − πzu)
+
n−١⟩k

}
+R٢,

داخلͬ باقیمانده�های آن در که مͬ�شود تعریف

Ru = ∆W, Rw = −ϵ∆U −W + f(U),

خارجͬ باقیمانده�های و

rw|Γ =

{
−١
٢ϵ[∂vU ], Γ ⊂ ∂xQ

n
k\∂xQ,

٠, otherwise,

ru|Γ =

{
١
٢ [∂vW ], Γ ⊂ ∂xQ

n
k\∂xQ,

٠, otherwise,

به�صورت: مرزی باقیمانده و

rw|Γ =

{
ϵ∂vU, Γ ⊂ ∂xQ

n
k\∂xQ,

٠, otherwise,

ru|Γ =

{
−∂vW, Γ ⊂ ∂xQ

n
k\∂xQ,

٠, otherwise,

دوم معادله به w اندیس و (١.۵) اول معادله به بالا باقیمانده�های در uاندیس اینجا در که مͬ�شود. تعریف

برمͬ�گردد. (١.۵) در

: کنید فرض و بͽیرید نظر در را πzu, πzw ∈ V. حال

(Pnv)(t) =
١
kn

∫
In

v(s)ds.

که باشد، گره�ای درونیاب تابع πn : C(Ω̄) → Vn کنید فرض همچنین باشد. ثابت�ها روی بر قایم تصویر

به�صورت Tn در a گره�ای نقطه�های همه برای

(πnv)(a) = v(a),

تعریف با نتیجه در هستند، زمان در تͺه�ای ثابت��های Ru, Rw, ru, rw اینͺه بدلیل همچنین مͬ�شود. تعریف

داریم: π : C(Q̄) → V

πv|In = Pnπnv.



۶۵ کان-هیلیارد معادله خطای برآورد .٢.۵

به�صورت خطا تابع بالا روابط به توجه با

J(u)− J(U)

=

N∑
n=١

∑
K∈Tn

{
⟨Ru, Pn(zu − πnzu)⟩Qn

K
+ ⟨Rw, Pn(zw − πnzw)⟩Qn

K

+ ⟨ru, Pn(zu − πnzu)⟩∂xQn
K
+ ⟨rw, Pn(zw − πnzw)⟩∂xQn

K

− ⟨[U ]n−١, (zu − πzu)
+
n−١⟩K

}
+R(٢), (١٣.۵)

داریم: (١.١.٣) لم و کوشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با حال مͬ�آید. بدست

|J(u)− J(U)| ≤
N∑

n=١

∑
K∈Tn

{
∥Ru∥Qn

K
∥Pn(zu − πnzu)∥Qn

k
(١۴.۵)

+ h
− ١

٢
K ∥ru∥∂xQn

K
h
١
٢
K∥Pn(zu − πnzu)∥∂xQn

K

+ ∥Rw∥Qn
K
∥Pn(zw − πnzw)∥Qn

K

+ h
− ١

٢
K ∥rw∥∂xQn

K
h
١
٢
K∥Pn(zw − πnzw)∥∂xQn

K

+ k
− ١

٢
n ∥[U ]n−١∥Kk

١
٢
n ∥Pn(zu − πnzu)

+
n−١∥K

}
+ |R(٢)|.

مͬ�شود. تعریف hk = diam(k) بالا رابطه در که

است: برقرار زیر رابطه a, b, c, b ≤ ٠ برای طرفͬ از

(ab+ cd) ≤ (a٢ + c٢)
١
٢ (b٢ + d٢)

١
٢ . (١۵.۵)

داریم: J(e) تابع نامساوی�های از ͷی هر برای (١۵.۵) رابطه بردن بͺار با بنابراین

ρu,K =
(
∥Ru∥Qn

K
+ h−١K ∥ru∥٢∂xQn

K

)
,
١
٢ (١۶.۵)

wu,K =
(
∥Pn(zu − πnzu)∥∂xQn

K
+ hK∥Pn(zu − πnzu)∥٢∂xQn

K

) ١
٢
,

ρw,K =
(
∥Rw∥Qn

K
+ h−١K ∥rw∥٢∂xQn

K

) ١
٢
,

ww,K =
(
∥Pn(zw − πnzw)∥∂xQn

K
+ hK∥Pn(zw − πnzw)∥٢∂xQn

K

) ١
٢
,

ρK =
(
k−١n ∥[U ]n−٢∥١K

) ١
٢
,

wK =
(
kn∥(zu − πzu)

+
n−١∥

٢
K

)
,
١
٢

و ρu,K در اول جمله نتیجه در ،Ru = ∆W = ٠ قطعه-وار خطͬ توابع برای به�اینͺه توجه با .١.٢.۵ نͺته

کرد. حذف مͬ�توان را ωu,K



۶۶ کان-هیلیارد معادله خطای .۵

به�صورت: (١٣.۵) معادله کلͬ حالت در نتیجه در

|J(u)− J(U)| ≤
N∑

n=١

∑
K∈Tn

{
ρu,Kwu,K + ρw,Kww,K + ρKwK

}
+ |R(٢)|. (١٧.۵)

مͬ�شود. زده تقریب کان-هیلیارد معادله خطای ،J(e) تابع بالا کران� محاسبه با بنابراین مͬ�آید. بدست

آتͬ کارهای پیشنهاد ٣.۵

محاسبه معادله این پیچیدگͬ به�دلیل و است، تحلیلͬ خطای کان-هیلیارد، معادله برای شده محاسبه خطای

نرم�افزار در را معادله عددی، جواب به رسیدن برای که است لازم لذا مͬ�باشد. وقت�گیر عددی نتایج

رسید. نظر مورد عددی نتایج به و کنیم پیاده�سازی Freefem++

است. شده موکول بعدی پروژه�های به کار این انجام که



پیوستآ�

خطا نمایش Freefem++ کد�های

پواسون معادله خطای نمایش Freefem++ کد آ�.١

است: شده داده قرار بالا عددی نتایج آوردن بدست برای ، پواسون معادله Freefem++ کد اینجا در

border C01(t=0,1){x = 0; y = 1-t; label =1;}

border C02(t=0,1){x =1.5*t; y = 0; label =2;}

border C03(t=0,1){x = 1.5; y = t; label = 3;}

border C04(t=0,1){x = 1.5-0.5*t; y = 1; label =4;}

border C05(t=0,1){x = 1; y = 1-0.5*t; label = 5;}

border C06(t=0,1){x =1- 0.5*t; y = 0.5; label = 6;}

border C07(t=0,1){x = 0.5; y = 0.5+0.5*t; label = 7;}

border C08(t=0,1){x = 0.5-0.5*t; y = 1; label = 8;}

mesh Th = buildmesh(C01(15)+C02(15)+C03(15)+C04(15)+C05(15)+C06(15)+

C07(15)+C08(15));

savemesh(Th,"th.msh");

fespace Vh(Th,P2);

fespace Nh(Th,P0);

Vh u,v;

Nh rho,logrho;

real[int] viso(21);

۶٧



۶٨ خطا نمایش Freefem++ کد�های آ�.

for (int i=0;i<viso.n;i++)

viso[i]=10.^(+(i-16.)/2.);

real error=0.01;

real cpu=clock();

func f=(x-y);

problem Probem1(u,v,solver=CG,eps=1.0e-6) =

int2d(Th,qforder=5)( u*v*1.0e-6+ dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v))

+ int2d(Th,qforder=10)( -f*v);

/*

$$\eta_{K} =\left( h_{K}^{2} || f -\Delta u_{{h}} ||_{L^{2}(K)}^{2}

+\sum_{e\in \AK} h_{e} \,||\, [ \frac{\partial u_{h}}{\partial n_{k}}]

\,||^{2}_{L^{2}(e)} \right)^{\frac{1}{2}}

$$

$$ \rho_{K}= \left( || f -\Delta u_{{h}} ||_{L^{2}(K)}^{2}

+\sum_{e\in \AK} \frac{1}{h_{e}} \,||\, [ \frac{\partial u_{h}}{\partial n_{k}}]

\,||^{2}_{L^{2}(e)} \right)^{\frac{1}{2}} $$

*/

varf indicator2(uu,chiK) =

intalledges(Th)(chiK*lenEdge*square(jump(N.x*dx(u)+N.y*dy(u))))

+int2d(Th)(chiK*square(hTriangle*(f+dxx(u)+dyy(u))) );

for (int i=0;i< 4;i++)

{

Probem1;

cout<< "u = min " << u[].min << " max=" << u[].max << endl;



۶٩ حرارت معادله خطای نمایش FREEFEM++ کد آ�.٢.

plot(u,wait=1);

cout << " indicator2 " << endl;

rho[] = indicator2(0,Nh);

rho=sqrt(rho);

logrho=log10(rho);

cout << "rho = min " << rho[].min << " max=" << rho[].max << endl;

plot(rho,fill=1,wait=1,cmm="indicator density "

,ps="rhoP2.eps", value=1,viso=viso,nbiso=viso.n);

plot(logrho,fill=1,wait=1,cmm="log 10 indicator density "

,ps="logrhoP2.eps",value=1,nbiso=10);

plot(Th,wait=1,cmm="Mesh ",ps="ThrhoP2.eps");

Th=adaptmesh(Th,[dx(u),dy(u)],err=error,anisomax=1);

plot(Th,wait=1);

u=u;

rho=rho;

error = error/2;

cout << " CPU time = " << clock()-cpu << endl;

} ;

حرارت معادله خطای نمایش Freefem++ کد آ�.٢

است: شده داده قرار بالا عددی نتایج آوردن بدست برای حرارت، معادله Freefem++ کد اینجا در

mesh Th=square(1,1);

savemesh(Th,"th.msh");

fespace Vh(Th,P2);

fespace Nh(Th,P0);

real[int] viso(21);

for (int i=0;i<viso.n;i++)



٧٠ خطا نمایش Freefem++ کد�های آ�.

viso[i]=10.^(+(i-16.)/2.);

real error=0.01;

real cpu=clock();

Vh u,v,uu;

Nh rho,logrho;

real dt =0.2;

problem dHeat(u,v) =

int2d(Th)( u*v + dt*(dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v)))

+ int2d(Th) (- uu*v - dt*v )

+ on(1,2,3,4,u=0);

real t =0; // start from t=0

uu =sin(x + pi/4.)* cos(y + pi/4.); // u(x,y,0)=0

for (int m=0;m<=1/dt;m++)

{

t=t+dt;

uu = u;

/*

$$\eta_{K} =\left( h_{K}^{2} || f -\Delta u_{{h}} ||_{L^{2}(K)}^{2}

+\sum_{e\in \AK} h_{e} \,||\, [ \frac{\partial u_{h}}{\partial n_{k}}]

\,||^{2}_{L^{2}(e)} \right)^{\frac{1}{2}}

$$

$$ \rho_{K}= \left( || f -\Delta u_{{h}} ||_{L^{2}(K)}^{2}

+\sum_{e\in \AK} \frac{1}{h_{e}} \,||\, [ \frac{\partial u_{h}}{\partial n_{k}}]

\,||^{2}_{L^{2}(e)} \right)^{\frac{1}{2}} $$

*/



٧١ حرارت معادله خطای نمایش FREEFEM++ کد آ�.٢.

varf indicator2(uu,chiK) =

intalledges(Th)(chiK*lenEdge*square(jump(N.x*dx(u)+N.y*dy(u))))

+int2d(Th)(chiK*square(hTriangle*(dxx(u)+dyy(u))) );

for (int i=0;i< 1;i++)

{

dHeat;

cout <<"u = min " << u[].min << " max= " << u[].max << endl;

plot(u,wait=1);

cout << " indicator2 " << endl;

rho[] = indicator2(0,Nh);

rho=sqrt(rho);

logrho=log10(rho);

cout << "rho = min " << rho[].min << " max=" << rho[].max << endl;

plot(rho,fill=1,wait=1,cmm="indicator density "

,ps="rhoP2.eps",value=1,viso=viso,nbiso=viso.n);

plot(logrho,fill=1,wait=1,cmm="log 10 indicator density "

,ps="logrhoP2.eps",value=1,nbiso=10);

plot(Th,wait=1,cmm="Mesh ",ps="ThrhoP2.eps");

Th=adaptmesh(Th,[dx(u),dy(u)],err=error);

plot(Th,wait=1);

u=u;

rho=rho;

error = error/2;

cout << " CPU time = " << clock()-cpu << endl;

} ;

}



٧٢ خطا نمایش Freefem++ کد�های آ�.

موج معادله خطای نمایش Freefem++ کد آ�.٣

است: شده داده قرار بالا عددی نتایج آوردن بدست برای موج، معادله Freefem++ کد اینجا در

verbosity=0;

load "medit"

load "msh3"

real Dx=.04,Dy=.04;

mesh Th=square(floor(1./Dx),floor(1./Dy));

fespace Vh(Th,P2);

fespace Nh(Th,P0);

real[int] viso(21);

for (int i=0;i<viso.n;i++)

viso[i]=10.^(+(i-16.)/2.);

real error=0.2;

real cpu=clock();

func g=0.;

real c=1.,dt=0.02,Tf=4.;

Nh rho,logrho;

Vh uh,vh,uh0=sin(pi*x)*sin(pi*y),uh1=uh0+dt*g;

macro Grad(u)[dx(u),dy(u)]//

problem tambour(uh,vh) = int2d(Th)(uh*vh + Grad(uh)'*Grad(vh)*(c*dt)^2*.5 )

+ int2d(Th)(Grad(uh0)'*Grad(vh)*(c*dt)^2*.5 )

- int2d(Th)(2.*uh1*vh - uh0*vh)

+ on(1,2,3,4,uh=0);

int k=0,kk=0;

for (real t=0.;t<Tf;t+=dt){

for (int i=0;i< 1;i++)

{



٧٣ موج معادله خطای نمایش FREEFEM++ کد آ�.٣.

tambour;

uh0 = uh1;

uh1 = uh;

cout << uh[].min << " max=" << uh[].max << endl;

plot(uh,wait=1);

cout << " indicator2 " << endl;

varf indicator2(uu,chiK) =

intalledges(Th)(chiK*lenEdge*square(jump(N.x*dx(uh)+N.y*dy(uh))))

+int2d(Th)(chiK*square(hTriangle*(dxx(uh)+dyy(uh))) );

rho[] = indicator2(0,Nh);

rho=sqrt(rho);

logrho=log10(rho);

cout << "rho = min " << rho[].min << " max=" << rho[].max << endl;

plot(rho,fill=1,wait=1,cmm="indicator density "

,ps="rhoP2.eps",value=1,viso=viso,nbiso=viso.n);

plot(logrho,fill=1,wait=1,cmm="log 10 indicator density "

,ps="logrhoP2.eps",value=1,nbiso=10);

plot(Th,wait=1,cmm="Mesh ",ps="ThrhoP2.eps");

Th=adaptmesh(Th,[dx(uh),dy(uh)],err=error);

plot(Th,wait=1);

uh=uh;

rho=rho;

error = error/2;

if ( !(kk % 20)){

plot(uh,cmm="t="+t,fill=true,value=true,wait=1,dim=3,boundary=false);

// pour visualiser la solution avec Medit

mesh3 TK=movemesh23(Th,transfo=[x,y,uh/2.]);

medit("Solution",TK);

savemesh(TK,"Ondes2D."+(100000+k)+".mesh");



٧۴ خطا نمایش Freefem++ کد�های آ�.

// pour visualiser la solution avec Mathématica

{ ofstream ff("Ondes2D."+(100000+k)+".txt");

for (int i=0;i<Th.nt;i++){

for (int j=0; j <3; j++)

ff<<Th[i][j].x << " "<< Th[i][j].y<< " "<<uh[][Vh(i,j)]<<endl;

ff<<Th[i][0].x << " "<< Th[i][0].y<< " "<<uh[][Vh(i,0)]<<"\n";

}

}

k++;

}

kk++;}

cout << " CPU time = " << clock()-cpu << endl;

};
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