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یده چ
در اندازه اولا که باشد، م ( ریاض اندازه اندازه( مبحث ریاضیات در شده مطرح مباحث از ی
مختلف، نامساویهای نماییم؛ م مطرح ریاض اندازه عنوان به را احتمال ثانیاً شود، م مطرح ریاضیات

کنیم. م بررس را احتمال در شده مطرح
) ریاض اندازه مورد در معروف نامساویهای از تعدادی که، است این نامه پایان این در ما اصل هدف
حالتهای در را آنها از بعض وبهبود کرده مطرح را باشند) م برقرار نیز احتمال اندازه برای باالطبع که
این روی بیشتر ما تمرکز چبیشف، نامساوی بودن کاربردی به توجه با کنیم؛ بررس وخاص عموم

باشد. م آن بهبود و وگسترش نامساوی



ی سا هی م قد
ند با س ل ند وا ی



١ وآوری... ت او

م ت ق از یا م ت اعاقلانرا
م یکاشعادت یعاد ت باداتماعادتا مام
م بادت تگیرا دور ماز ساز کالدارد ا
م د آلا ماز ای گام

م؟ کا ی واز ی د وت کالدارد ا
م؟ رازیارت دا مال آ کالدارد ا
م؟ رت» »حم« » ا ت دا یا یاز وج م
م دت نو یا ت رتا ل یحا ند ا

پور امین ١قیصر



ث

م؟ « ث«اصا اباز ت »ا ن«ما ون و ود» «و
م؟ « ول»و«ع ع ث« ا ت اصیا ودع ق ا
م ت و ل از هرا د ساسوا با یا
م عادت یای از رخ ل نراز،از ازگ
م ضاوت ن یاندلود ضات نا نِ یا
م و ماز ی گا وآوری ت او ا
م ت دید یا ت ھدا م در ه و م
م وت ھدا یاد یا ه؟ وا ما در ا
م ت ماساده س ن ت تیا ه و ب
م ما ل ازباغ ده ی تا یآ دایاد



ج

م» یرارعا یاعا » ت: یرا نآنعا رعا



اری... پاس
آراست. عقل زیور را آدم خود، بی�کران لطف با که را یم ح خداوندگار سپاس

صمیمانه ، نزاکت دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از �دانم م خود وظیفه� آغاز در

�رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردان و ر تش

را چشمداشت هیچ داشتن بدون مجموعه این اری هم زحمت که هولیق شفیع دکتر آقای جناب از

کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به نامه، پایان این سازی آماده در و فرمودند تقبل

دارم. را امتنان

این که ، خلیق وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از �دانم م لازم همچنین

وخانم مروج آقای و فروش مس عل دکتر آقای از نیز و است شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

ر دی از همچنین باشم. داشته را قدردان کمال ،LATEX مورد در سوالاتم به پاسخ�گویی خاطر به حسینیان

مزاحمشان بودم مجبور سؤالات بعض برای که ریاض ده دانش از خارج حت یا ریاض ده دانش اساتید

نداشته من از دلخوری اساتید تمام وامیدوارم باشم داشته زاری سپاس مراتب موسوی اقای مخصوصاً بشوم،

و مهر خداوندگاران دستان بر �زنم م بوسه پایان، در کنند. حلال مرا هست که بوده موردی واگر باشند

اعضای ر دی از �کنم م ر تش و را مقدس�شان وجود �کنم م ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ، مهربان

فاطمه وخواهرم مهدی برادرم از ویژه ر وتش است، بوده قلبم قوت همیشه حمایتهایشان که محترمم خانواده

بود. دریغ بی ارشد دوره در ایشان آموزش و مال حمایت که

یدگی یزاده ن ید
ور۱۳۹۱
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١ فصل

سرآغاز

١



٢ سرآغاز .١

در که مباحث از ی باشد؛ م ریاض علم تعالیست، و گسترش به رو روز هر که بشری علوم از ی

بحث به شدن وارد از قبل باشد. م اصل و مهم خاصیت چند با اندازه١ مبحث است، مطرح ریاضیات

کنیم. بیان کنیم، م استفاده آنها از که را ومفاهیم تعاریف است لازم نامه، پایان اصل

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

باشند، ℜ عضو E,F های مجموعه هرگاه که گوییم م حلقه را ℜ های مجموعه از ای رده .١.١.١ تعریف

باشند. ℜ عضو نیز E − F و E ∪ F

شود. م اعمال ر دی برتابع که تابع از است عبارت ر عمل .٢.١.١ تعریف

هرگاه: گوییم.) م اندازه µ ر عمل به (یا خوانیم م ریاض اندازه را µ ر عمل ،ℜ حلقه در .٣.١.١ تعریف

µ(Ai) > ٠ ها، مجموعه فضای عضو Ai هر برای الف)

.[١]µ(∪(Ai)) =
∑
µ(Ai) مجزا، دوبدو های Ai برای ب)

فضای را است.) شده تعریف آن بر ℜ که هاست مجموعه کل فضای Ω)،(Ω,ℜ, µ) تایی یادآوری:سه

خوانیم. م µ اندازه با پذیر اندازه

احتمال اندازه که باشد م مقدار محدود یا متناه فضا کل روی بر µ اندازه مواقع از بسیاری یادآوری:در

است. آن خاص حالت

م احتمال رااندازه µ اندازه ،(µ(Ω) = ١) شود ی برابر فضا کل روی بر µ اندازه هرگاه .۴.١.١ تعریف

دهیم. م نشان P با قرارداد بنابر و گوییم

f پس باشد، E پذیر اندازه مجموعه بر شده تعریف یافته گسترش مقدار حقیق f هرگاه .۵.١.١ تعریف

باشد. پذیر اندازه ای مجموعه {x, f(x) > α} مجموعهء α ∈ R هر برای اگر است، پذیر اندازه تابع ی

باشد. م حقیق اعداد به ای نمونه فضای از پذیر اندازه تابع ی ، تصادف متغیر .۶.١.١ تعریف

تعریف زیر صورت به را ریاض اُمید مقدار X =
n∑

k=١
xkIAk ساده تصادف متغیر هر برای .٧.١.١ تعریف

کنیم. م

E(X) =

n∑
k=١

xkP (Ak)

١Measure



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١

تر کوچ معمولا (که را احتمال مقدار، باید دهیم انجام بخواهیم را آماری آزمون هرگاه .٨.١.١ تعریف

سطح شده تعیین احتمال این به شود انجام احتمال آن سطح در آزمون تا کنیم، تعیین باشد) م ٠/١ مساوی

شود. م گفته مقدار P یا داری معن

توزیع دارای X گوییم باشد، زیر صورت به احتمال تابع دارای X تصادف متغیر هرگاه .٩.١.١ تعریف

دهیم. م نشان X ∼ Poi(λ نماد وبا پواسون،

P (X = x) =
e−λλx

x!
x = ٠,١,٢, . . .

دارای X تصادف متغیر گوییم شود، گرفته نظر در λ = ٢ و α =
n

٢ گاما توزیع در هرگاه .١٠.١.١ تعریف

است. زیر صورت به آن ال چ وتابع باشد م (کای-دو) χ٢(n) توزیع

f(x) =
x

n− ٢
٢ e

−
x

٢
λn/٢Γ(

n

٢)

x > ٠

tتوزیع دارای X گوییم باشد، زیر صورت به ال چ تابع دارای X تصادف متغیر هرگاه .١١.١.١ تعریف

باشد. م آزادی درجه n با -استیودنت) (ت

f(x) =
Γ(
n+ ١

٢ )

Γ(
n

٢)
√
πn(١ +

x٢

n
)(n+١)/٢

x ∈ R

F توزیع دارای X گوییم باشد، زیر صورت به ال چ تابع دارای X تصادف متغیر هرگاه .١٢.١.١ تعریف

باشد. م (m,n) آزادی درجات با (فیشر)

f(x) =
Γ(
m+ n

٢ )mm/٢nn/٢x(m−٢)/٢(n+mx)−(m+n)/٢

Γ(
m

٢ )Γ(
n

٢)

x > ٠

β توزیع دارای X گوییم باشد، زیر صورت به ال چ تابع دارای X تصادف متغیر هرگاه .١٣.١.١ تعریف

باشد. م (بتا)



۴ سرآغاز .١

f(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−١)١ − x)β−١

٠ < x < ١

متغیر گوییم باشد، شده پخش ن هم کاملا خود تعریف بربازه X تصادف متغیر هرگاه .١۴.١.١ تعریف

R در (a, b) فاصله تواند م تعریف است.(بازه نواخت ی توزیع دارای یا است شده پخش نواخت ی بطور

باشد.) Rp در اَبرکره مثل ر دی هرفضای یا

در رایی هم رایی، هم نوع این به باشد، توزیع در رایی هم شده، تعریف رایی هم هرگاه .١۵.١.١ تعریف

دهیم. م نشان L نماد با و گوییم م نیز قانون

از: است عبارت X تصادف متغیر مشخصه تابع .١۶.١.١ تعریف

ψX(t) = E(eitX) =

∫ ∞

−∞
eitxdFX(x)

سطح اُقلیدس گوی رویه مساحت به مفروضباشد اُقلیدس گوی بعدی p فضای در هرگاه تعریف١٧.١.١.

توان نم ذهن در البته که گوییم اُقلیدس گوی حجم اُقلیدس گوی داخل فضای به و اقلیدس گوی رویه

r) ۴
٣πr

٣ حجم و ۴πr٢ مساحت دارای (کره) بعدی سه حالت در ذهن به تقریب برای فقط کرد، تصور

است) کره شعاع

ال چ تابع باشد، σ مقیاس پارامتر و µ ان م پارامتر با پیوسته تصادف متغیر ی Y اگر .١٨.١.١ تعریف

شود. م تعریف زیر صورت به نرمال مقیاس آمیخته

f(y|µ, σ) =
∫ ∞

٠
N(y|µ, k(λ)σ٢)π(λ)dλ

است.[٢] R+ فضای روی آمیختگ ال چ تابع π(λ)و مثبت تابع k(.) نرمال، ال چ تابع N(y|., .) که

با: است برابر F اولیه تابع f(x) مفروض تابع برای .١٩.١.١ تعریف

F (x) =

∫
f(x)dx

است. محدب تابع f گوییم باشد زیر شرط دارای t ∈ (٠,١) هر برای f مفروض تابع هرگاه تعریف٢٠.١.١.

f(tx+ (١ − t)y) 6 f(tx) + f((١ − t)y) (١.١)



۵ اندازه مبحث در مهم نامساوی چند .٢.١

اندازه مبحث در مهم نامساوی چند ٢.١

٣ است شده مطرح اندازه برای چبیشف٢ نامساوی بنام مهم نامساوی اندازه، تعریف به توجه با

µ({x ∈ Ω : |f(x)| > t}) 6
∫
gofdµ

g(t)
(٢.١)

شود: م بیان زیر صورت به نامساوی تر وکل یافته گسترش تعریف و

µ(g)µ(h) 6 µ(gh)

و: باشند م نانزول و پذیر اندازه تابع دو g, h ه بطوری آن در که

µ(f) =
١

µ(X)

∫
fd(µ) (٣.١)

.[٣]

احتمال مقدار باشد، موجود تصادف متغیر مطلق قدر ام r مرتبه گشتاور هرگاه مارکف: نامساوی .١.٢.١ لم

مرتبه گشتاور از ضریبی بوسیله را کند، تجاوز مثبت معین مقدار از که مزبور، تصادف متغیر مطلق قدر اینکه

م مارکف نامساوی زیر، صورت به کرانبندی این به که کنیم م کرانبندی تصادف متغیر مطلق قدر ام r

گوییم.

P (|X| > k) 6 E|X|r

kr
∀k > ٠ (۴.١)

برهان.

E|X|r =
∫ ∞

٠
|x|rf(|x|)d(|x|)

y به |x| تبدیل با

E|X|r =
∫ ∞

٠
yrf(y)dy =

∫ k

٠
yrf(y)dy +

∫ ∞

k
yrf(y)dy >

∫ ∞

k
yrf(y)dy

> kr
∫ ∞

k
f(y)dy = krP (Y > k) = krP (|X| > k)

٢Chebyshev
شود م خوانده نام ی به چبیشف اصل نامساوی با بیشتر که است مارکف نامساوی نامساوی، حقیقت ٣در



۶ سرآغاز .١

و µ میانگین دارای X تصادف متغیر اگر احتمال): اندازه (برای چبییشف نامساوی
چبییشف اصل نامساوی را است، مارکف نامساوی از خاص حالت که زیر، نامساوی آنگاه ،σ٢ واریانس

گویند: م

P (|X − µ| > kσ) 6 ١
k٢ ∀k > ١ (۵.١)

طرف واقع مقدار با نامساوی راست طرف کران که است واضح ،(۴.١) در شده انجام بررسیهای به توجه با

کنیم. م بررس را زیر مثالهای مفهوم این شدن روشن برای دارد. زیادی نسبتاً تفاوت نامساوی چپ

بدست زیر صورت به چبییشف نامساوی باشد N(µ, σ٢) توزیع Xدارای تصادف متغیر هرگاه .٢.٢.١ مثال

آید. م

P (|X − µ| > kσ) 6 ١
٣k٢ ∀k > ١ (۶.١)

باشد[۵]. م (۵.١) نامساوی کران ١
٣ کران این که

صورت: این در باشد λ =
١
۵ پارامتر با نمایی توزیع دارای X تصادف متغیر کنید فرض .٣.٢.١ مثال

f(x) =
١
۵e

−
x

۵ (٧.١)

P (X > k) =

∫ ∞

k

١
۵e

−
x

۵ = e
−
k

۵ (٨.١)

داریم: چبیشف نامساوی به توجه با ه صورتی در

P (|X| > k) = P (X > k) 6 EX٢

k٢ =
۵٠
k٢ (٩.١)

گرفت: نتیجه توان م (٨.١) و (٩.١) روابط به توجه با

e
−
k

۵ ≪ ۵٠
k٢

و بزرگ نسبتاً کران بوضوح و ی از بزرگتر آمده بدست کران k =
√

۵٠ مقدار تا شود م مشاهده چنانچه

باشد. م ناکارآمدی

پس باشد آزادی) درجه n با (کای-دو χ٢(n) توزیع دارای X تصادف متغیر کنید فرض .۴.٢.١ مثال

P (|X| > k) = P (X > k) 6 EX٢

k٢ =

٢٢Γ(n/٢ + ٢)
Γ(n/٢)
k٢

=
n(n+ ٢)

k٢



٧ اندازه مبحث در مهم نامساوی چند .٢.١

مقدار با و آوریم بدست متفاوت های kو ،nمختلف آزادیهای درجه برای را آمده بدست مقدار اگر هم باز

آن کران و احتمال فاحش تفاوت به کنیم مقایسه (١٠.١.١ تعریف به توجه (با χ٢ توزیع جدول در احتمال

با را توزیع) جدول از استفاده (با احتمال مقدار k = ٧٫ ٨١ و n = ٣ برای قسمت دراین برد؛ خواهیم پی

کنیم: م مقایسه نامساوی کران

٠٫ ٠۵ = P (X > ٧٫ ٨١) 6 ٠٫ ٢۴۵٩

اعظم قسمت باشیم، م چبیشف نامساوی کران ساختن تر کوچ دنبال به شد گفته آنچه به توجه با پس

پردازد. م مبحث همین به نامه پایان مطالب از

کند. بیان کامل بطور را چبیشف) (نامساوی کران ساختن تر کوچ دلیل تا شود م آورده مثال ادامه در

کمتر وید ب است ن مم اول بپرسد، را شاهرود تا تهران فاصله چندنفر از فردی است ن مم .۵.٢.١ مثال

تهران فاصله از کمتر وید ب است ن مم ری دی است) بدیه (کاملا است. افغانستان مرز تا تهران فاصله از

است. ۴ میام تا تهران از کمتر فاصله وید ب فردی که آخر ال است نیشابور تا

شاهرود تا تهران کنیم م واعلام نموده گیری اندازه را میام تا تهران فاصله منطق فردی بعنوان است معلوم

دارد. ( میام تا تهران کیلومتر(فاصله ۴۵٠ از کمتر مسافت

|تهران-شاهرود| 6 ۴۵٠

تاریخچه شویم، اصل بحث وارد اینکه از قبل باشیم. م کران کردن تر دقیق دنبال به همیشه پس

بشناسیم. را اند برداشته مفیدی قدمهای زمینه این در که کسان تا کنیم، م بررس را چبیشف نامساوی

ینسن نامساوی ١.٢.١

ساخت، مرتبط چبیشف نامساوی به آنرا توان م و سازیم م مطرح نامه پایان این در که ری دی نامساوی

است. طرح قابل ریاض اندازه هر برای نیز نامساوی این شود، م بیان آنچه طبق باشد؛ م ینسن نامساوی

کنیم تعریف µ(.) دلخواه تابع برای را (٣.١) رابطه اگر است؛ نموده مطرح ینسن[٣] را نامساوی بار، اولین

است: برقرار باشد، محدب تابع g اینکه شرط به زبر رابطه

µ(gof) > g(µ(f)) (١٠.١)

وسبزوار شاهرود بین ۴شهرستان



٨ سرآغاز .١

شد. خواهد (١٠.١) رابطه عکس نامساوی جهت باشد، مقعر g تابع اگرا شود م ثابت یادآوری:

بنابراین: است مقعر تابع k ،g = k−١ گرفتن نظر در با زیرا

µ(gof) > g(µ(f)) ⇒ µ(k−١of) > k−١(µ(f)) ⇒ k(µ(k−١of)) > k(k−١(µ(f)))

داریم: k−١of = h گرفتن نظر در با

k(µ(h)) > µ(koh)

وچبیشف ینسن نامساوی ارتباط

آنگاه[٣]: ( و٢٠.١.١ ١٩.١.١ (بنابرتعریف باشد محدب g اولیه تابع G و صعودی تابع دو f, g اگر

٠ 6 µ(Gof)−G(µ(f)) 6 µ(gf)− µ(g)µ(f) (١١.١)

از: عبارتست f(x) = |x| و g(x) = xr توابع با احتمال اندازه برای نیز (١١.١) رابطه

E|X|r+١ − Er+١|X|
r + ١ 6 E|X|r − xrP (|X| > x) (١٢.١)

مقدار با کمتری اختلاف دارای آید م بدست ینسن نامساوی برای که کران دهد م نشان (١٢.١) نامساوی

نامساوی ارتباط بتوانیم اگر پس باشد، م چبیشف نامساوی به نسبت نامساوی) دو هر چپ (سمت واقع

۴ فصل در مورد این درباره یافت. خواهیم دست توجه قابل نتایج به سازیم تر نزدی را ینسن و چبیشف

دهیم. م قرار بررس مورد تاریخ نظر از را چبیشف نامساوی اکنون کرد؛ خواهیم بحث بیشتر

تاریخچه ٣.١

گردید؛ مطرح (١٨٩-١٨٢١۴ ) روس دانشمند چبیشف توسط ١٨۶٧ سال در ( (اصل چبیشف نامساوی

اند. کرده مطرح ر) دی نوع به را(شاید نامساوی چبیشف از قبل ۶ بینیم و ۵ گاوس مثل ری دی افراد اما

مطرح چبیشف) تولد ١٨٢١(سال سال در را زیر نامساوی ( آلمان دانشمند گاوس( گاوس: نامساوی
نمود[۴].

P (|X − x٠| > λτ) 6 ۴
٩λ٢ λ > ٠

توزیع دارای تصادف متغیر بود کرده ض فر گاوس باشد. م τ٢ = E(X − xنما����،٢(٠ همان x٠ آن در که

بوده متقارن نمایه تک بوده، او اصل منظور و گاوس ذهن در آنچه شد معلوم بعدا باشد(البته ٧ نمایه تک
۵Gauss
۶Bienayme
٧Unimodal



٩ تاریخچه .٣.١

است.)

( (اصل نامساوی گاوس، پس باشد م واریانس همان τ٢ و برابر هم با میانگین و نما حالت این در که

بود. آورده بدست چبیشف) نامساوی کران ۴
بهتر(٩ کران با خاص شرایط گرفتن نظر در با را چبیشف

چبیشف نامساوی با دقیقا که را خود نامساوی فرانسوی دانشمند بینیم، بعد سالها بینیم: نامساوی
تصادف متغیرهای برای فقط را نامساوی که بود این او کار ضعف ول نمود(١٨۵٣) مطرح بود سان ی

بود[۴]. نموده مطرح پیوسته

وی شاگرد مارکف چبیشف، از بعد و نمود ارائه بعد(١٨۶٧) سال ١۴ را خویش معروف نامساوی چبیشف

آورد: بدست را زیر نامساوی شد، گفته چنانچه

P (|X| > x) 6 E(|X|r)
xr

(١٣.١)

نامساوی گسترش جهت در نیز ٨ کمپ-میدل باشد. م چبیشف نامساوی یافته تعمیم نامساوی این که

نمود[۵]: مطرح را زیر نامساوی گاوس،

باشد[۵]: برقرار گاوس نامساوی شرایط اگر کمپ-میدل: نامساوی

P (|X| > x) 6 (
r

r + ١)r
E(|X|r)
xr

r > ٠

سال ول باشد، شده مطرح مارکف نامساوی از بعد نامساوی این که آید م بر شده انجام بررسیهای نکته:از

بیابیم.) نیست(نتوانستیم دسترس در دقیقا کرد مطرح را نامساوی وی که

عبارتند آنها معروفترین که اند کرده کار زمینه این در نیز ری دی افراد شد، برده نام که معروف دانشمندان از بعد

ال١۵، س هرموسو١۴، ماتئوس١٣، کاستجلوس١٢، مولینا١١، وودز١٠، و جنج جنج، بوید٩، و ”هسیبی از

پرت.١٨” و ین ال لال١٧، بِرگ١۶،

داد. گسترش متغیره دو فضای به را چبیشف نامساوی که بود فردی اولین (١٩٣٧) برگ

است آورده بدست نیز را نتایج کرده، تلاشهایی زمینه همین در وی از بعد نیز (١٩۵۵) لال

اند. نموده مطرح متغیره چند فضای حالت کلیترین در را خود نامساوی نیز (١٩۵٨) وپرت ین ال و
٨Camp-Meidell
٩Hassibi and Boyd
١٠Jenj and Woods
١١Molina
١٢Kasteggelos
١٣Mateos
١۴Hermoso
١۵Segall
١۶Berge
١٧Lal
١٨Olkin and Pratt



١٠ سرآغاز .١

و صفر برابر هایشان میانگین ،r همبستگ ضریب با تصادف متغیرهای X,Y هرگاه برگ: نامساوی
kداریم[۶]: > ٠ برای باشند، محدود واریانسهای دارای

P (|X| > kσ١ ∨ |Y | > kσ٢) 6
١ +

√
١ − r٢

k٢ (١۴.١)

شود. مراجعه ١ پیوست به بیشتر اطلاعات برای

باشند:[٧] متفاوت و مثبت اعداد k١, k٢ که تفاوت این با برگ نامساوی شرح همان با لال: نامساوی

P (|X| > k١σ١ ∨ |Y | > k٢σ٢) 6
k٢

١ + k٢
٢ +

√
(k٢

١ + k٢
٢)

٢ − ۴r٢k٢
١k

٢
٢

٢r٢k٢
١k

٢
٢

(١۵.١)

شود مراجعه ٢ پیوست به بیشتر اطلاعات برای

،ρij،xi، متغیر به مربوط معیار انحراف σi،باشد pبعدی تصادف Xبردار
∼
اگر پرت: و ین ال نامساوی

( ki > ٠) u =
∑ ρij

kikj
و t =

∑ ١
k٢
i

و صفر برابر متغیرها تک تک، میانگینهای و همبستگیها ضریب

آنگاه[٨]. باشند

P (|Xi| > kiσiها i بعض برای ) 6 p− ١
p

t− p− ٢
p٢ u+

٢
p٢

√
u(pt− u)(p− ١) (١۶.١)

بیشتر در باشد(یعن نم کاربردی نامساوی این است، آمده بالا نامساوی راست سمت در آنچه به توجه با

ریاض نظر از ول ) کند. م ١تجاوز از نامساوی راست طرف ی به kiنزدی برای مخصوصا موارد

است.) معتبر کاملا وپرت ین اُل نامساوی

کنیم م ارائه را باشد م چبیشف نامساوی شبیه خیل که ری دی نامساوی اینجا در

:[٩]µ۴ = EX۴ و صفر میانگین دارای X تصادف متغیر گاه هر :(١٩٣٢) ١٩ کانتل نامساوی

P (|X| > kσ) 6


١ k٢ < ١
١
k٢ ١ 6 k٢ 6 µ۴

σ۴
µ۴ − σ۴

µ۴ + k۴σ۴ − ٢k٢σ۴ k٢ > µ۴
σ۴

(١٧.١)

چبیشف نامساوی کاربردهای ۴.١

انگیزه و نیاز است لازم بشویم شود، م مطرح آن در اصل مباحث که سوم و دوم فصل وارد اینکه از قبل

دهیم. قرار بررس مورد را فصل دو این شدن مطرح
١٩Cantelli



١١ چبیشف نامساوی کاربردهای .۴.١

لزوم و دهیم م پاسخ خود نیازهای از خیل به چبیشف اصل نامساوی داشتن با ویند ب ها بعض شاید

آوریم! بدست بهتری نامساوی تا ذاریم ب هزینه و وقت که ندارد

کنیم. بررس و... پایه علوم در را نامساوی کاربردهای از بخش است کاف باور این به پاسخ برای

آمار در کاربرد ١.۴.١

بیشتر است(در شده توزیع ونه چ جامعه آن داند نم که باشد داشته ازجامعه ای نمونه فردی است ن مم

میانگین مثلا خواهد م و باشد.) م گونه همین افتد م اتفاق واقع وفضای طبیعت در که کاربردی مسائل

است این دهد انجام تواند م که کاری اول است مسلم بزند؛ تقریب آمده بدست نمونه به توجه با را جامعه

م آورد، بدست را میانگین ای فاصله برآورد اینکه ی برا بعد مرحله در آورد، بدست را نمونه میانگین که

نماید. استفاده ناپارامتری اطمینان فاصله از تواند

صورت به چبیشف اصل نامساوی از استفاده با ای فاصله چنین آوردن بدست ساده نسبتا راههای از ی

باشد: م زیر

P (|X̄ − µ| > k
σ√
n
) 6 ١

k٢

⇒ P (−k σ√
n
< X̄ − µ < k

σ√
n
) > ١ − ١

k٢

⇒ P (−k σ√
n
< µ− X̄ < k

σ√
n
) > ١ − ١

k٢

.µ ∈ (X̄ − k
σ√
n
, X̄ + k

σ√
n
) ،١ − ١

k٢ اطمینان حداقل با بنابراین

فاصله در اطمینان صد در سازیم، بهتر را چبیشف نامساوی کران بتوانیم اگر شده گفته مطالب به توجه با

ماست. مطلوب بالاتر اطمینان این و یابد م افزایش اطمینان

تابع و توزیع تابع بین بتوانیم که است این بهبودیافته) (نامساوی نامساوی این آماری کاربردهای ر دی از

روشهای به تصادف متغیر توزیع تابع محاسبه که است مهم موقع رابطه واین سازیم برقرار ای رابطه ال چ

باشد. دشوار یا ن مم غیر معمول

بدست ها مقدار” p”برای کران توانیم م توزیع) وتابع ال چ تابع (بین رابطه این از استفاده با همچنین

آید. م ٢ فصل در بیشتر توضیح و شرح که آوریم



١٢ سرآغاز .١

ریاض کاربردهای ٢.۴.١

(زتا-ریمان)، ریمان-زتا تابع برای کران آوردن بدست ریاض مسائل چبیشفدر نامساوی کاربردهای از ی

سری برای کران ری دی

∑
p is prime

e−λp

خواهد ٢ فصل در بهبودیافته چبیشف نامساوی از استفاده با کرانها این آوردن بدست ونگ چ که باشد م

آمد.

ر دی کاربردهای ٣.۴.١

زمینه این در توانمندی افزارهای نرم امروزه که باشد، م انیابی م مسائل نامساوی این کاربردهای ر دی از

دارد. کاربرد بسیار ... معدن، اکتشاف ، شناس زمین های شاخه در که شوند م استفاده

صورت به را انیابی م ذهن، به تقریب برای بخواهیم اگر یعن باشد، م نامساوی همین پایه بر کار اساس

نظر در را مطالعه مورد ان م کل ابتدا آوریم بدست ای رایانه ابزار گونه هر از استفاده بدون و آماتوری کاملا

آنکه به توجه (با کنیم م گیری اندازه را خاص وشاخصه دهیم م انجام متعددی گیریهای نمونه گرفته،

اطلاعات به توجه با کنیم.) سرشماری و دهیم قرار بررس مورد را ان م کل که نداریم آنرا وهزینه وقت ما

اطمینان سطح به توجه وبا آوریم م بدست را گذشت) که شرح (با ناپارامتری اطمینان فاصله آمده بدست

م بدست را دارد مطالعه ان م کل به نسبت کمتری فضای بوضوح که مطالعه بازه کنیم م انتخاب که

شد گفته که همانطور که دهیم، م انجام شده محدود فضای روی خودرا وبررس مطالعه بنابراین آوریم؛

دهند. م انجام را محاسبات گونه این پیشرفته کاملا افزارهای نرم



٢ فصل

متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی

١٣



١۴ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

ن مم حد تا و کنیم بررس بعدی تک حالت در را نامساوی خواهیم م شده گفته مطالب به توجه با

شرح ن مم حد تا را نامساوی مختلف کاربردهای از برخ بهبودیافته نامساوی از استفاده با و دهیم بهبود

دهیم.

شود: م مطرح متفاوت های ایده نامساوی) بالای کران ساختن تر کوچ چبیشف( نامساوی بهبود برای

( الف

P (|X| > x) 6 E(|X|r)
xr

− C∗(r) ٠ < C∗(r) <
E(|X|r)
xr

(١.٢)

ب)

P (|X| > x) 6 (
E(|X|r)
xr

)C
∗(r) ١ < C∗(r) (٢.٢)

( ج

P (|X| > x) 6 C∗(r)
E(|X|r)
xr

٠ < C∗(r) < ١ (٣.٢)

بهبود در را مهم قدم سازیم تر کوچ بالا) حالت سه (در C∗(r) بوسیله را نامساوی کران بتوانیم هرگاه

باشد. م مفیدتر راه کدام کنیم بررس باید ول ایم؛ برداشته چبیشف نامساوی

داریم: عبارات جابجایی با الف)

C∗(r) 6 E(|X|r)
xr

− P (|X| > x) ⇒ C∗(r) = inf
x>٠

(
E(|X|r)
xr

− P (|X| > x))︸ ︷︷ ︸
g(x)

(۴.٢)

g′(x) =
−rE(|X|r)

xr+١ + f(x) + f(−x) است ال چ تابع f (۵.٢)

g′=٠
=⇒ f(−x) + f(x) =

rE(|X|r)
xr+١ (۶.٢)

⇒ C∗(r) =
x(f(x) + f(−x))

r
− P (|X| > x) داریم ذاری جای با (٧.٢)

بنابراین: ،f ال چ تابع دارای |X| اگر و

C∗(r) =
xf(x)

r
− P (X > x) > inf

x>٠
xf(x)

r
− P (X > x)

به احتمال این اگر که باشد، م P (|X| > x) محاسبه به منوط C∗(r) آوردن بدست که شود م ملاحظه

. نداشت لزوم چبیشف نامساوی از استفاده ر دی شد، م محاسبه سادگ

گیریم. م اریتم ل نامساوی طرف دو ب)از



١۵ چبیشف نامساوی برای ثابت مقدار بهترین .١.٢

lnP (|X| > x) 6 C∗(r) ln(
E(|X|r)
xr

) = C∗(r)(ln(E|X|r)− r lnx) (٨.٢)
lnP (|X|>x)<٠

=⇒ ١ > C∗(r)
(ln(E|X|r)− r lnx)

lnP (|X| > x)
(٩.٢)

١<C∗(r)
=⇒ ١

C∗(r)
> ln(E|X|r)− r lnx

lnP (|X| > x)
(١٠.٢)

C∗(r) = inf
x>٠

lnP (|X| > x)

ln(E|X|r)− r lnx
(١١.٢)

است.) وزمانبر پیچیده عبارت در اریتم ل (محاسبات شویم م روبرو دشواری محاسبات با هم باز

داریم. P (|X| > x) محاسبه به نیاز هم باز دهیم انجام ای گونه به را فوق محاسبات اگر ضمن در

باشیم. م C∗(r) دنبال به رابطه این از استفاده با که باشد م (٣.٢) رابطه مانده باق روش تنها بنابراین

چبیشف نامساوی برای ثابت مقدار بهترین ١.٢

نامیم. م چبیشف ثابت را C∗(r) (٣.٢) رابطه به توجه با

گردیده مطرح میدل کمپ سپس گاوس، توسط ابتدا C∗(r) شبیه ضریبی شد گفته قبل فصل در که همانطور

محدود نمایه تک متقارن تصادف متغیرهای به را تصادف متغیر که بود این آن ضعف) (نقطه نقص ول بود

کاملا بوده استفاده قابل دلخواه تصادف متغیر هر برای که آوریم بدست را ضریبی خواهیم م پس بود؛ شده

باشد. کاربردی

نامساوی در آنگاه باشد، f(x) ال چ تابع با پیوسته مطلقاً تصادف متغیر X کنید فرض .١.١.٢ قضیه

شود: گرفته نظر در تواند م زیر صورتهای از ی به C∗(r) ضریب (٣.٢)

الف)

C∗(r) = sup
x>٠

P (|X| > x)xr

E|X|r

باشد: f ال چ تابع دارای |X| ب)اگر

C∗(r) 6 sup
x>٠

f(x)xr+١

rE|X|r
def
= C̄(r)

(١۶.١.١ (بنابرتعریف مربوطه مشخصه تابع ψ(t) و متقارن توزیع دارای X تصادف متغیر )اگر ج

باشد:

C∗(r) =
٢

πE|X|r
sup
x>٠

{xr
∫ ∞

٠

sin(tx)

t
(١ − ψ(t))dt}



١۶ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

د)

C∗(r) 6 ١

داریم: C∗(r) کردن جابجا با سادگ به الف) برهان.

C∗(r) > P (|X| > x)xr

E|X|r
⇒ C∗(r) =

sup
x>٠

P (|X| > x)xr

E|X|r

باشد: f ال چ تابع دارای |X| ب)اگر

C∗(r) =

sup
x>٠

P (|X| > x)xr

E|X|r
=⇒C∗(r) =

sup
x>٠

g(x)︷ ︸︸ ︷
(١ − F (x))xr

E|X|r

گیریم م مشتق g(x) از سوپریمم آوردن بدست برای حال

g(x) = (١ − F (x))xr (١٢.٢)

g′(x) = rxr−١)١ − F (x))− xrf(x) (١٣.٢)
g′(x) = ٠
=⇒ xr−١(r(١ − F (x))− xf(x)) = ٠ ⇒ rP (|X| > x) = xf(x) (١۴.٢)

الف در ذاری جای با
=⇒ C∗(r) =

١
E|X|r

xr(xf(x))

r
=

xr+١f(x)
rE|X|r

(١۵.٢)

sup{xrP (|X| > x)} =
xr+١f(x)

r
6 sup

x>٠

xr+١f(x)
r

=

sup
x>٠

(xr+١f(x))

r
=
xr+١
∗ f(x∗)

r
افتد م اتفاق x∗ در سوپریمم اینکه دلیل به

⇒ C∗(r) 6 xr+١
∗ f(x∗)

rE|X|r
def
= C̄(r)

شود) مراجعه ٣ شماره پیوست دانیم:(به م ج)

F (x) =
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞

sin(tx)

t
ψ(t)dt (١۶.٢)∫ ∞

−∞

sinu

u
du = π (١٧.٢)



١٧ چبیشف نامساوی برای ثابت مقدار بهترین .١.٢

(١۶.٢)و(١٧.٢) روابط به توجه با

P (|X| > x) = ١)٢ − F (x)) = ١ − ١
π

∫ ∞

−∞

sintx

t
ψ(t)dt

=
١
π
{
∫ ∞

−∞

sintx

t
dt−

∫ ∞

−∞

sintx

t
ψ(t)dt}

=
٢
π

∫ ∞

٠

sintx

t
(١ − ψ(t))dt

⇒ C∗(r) =

sup
x>٠

{xr ٢
π

∫ ∞

٠

sin(tx)

t
(١ − ψ(t))dt}

E|X|r

=
٢

πE|X|r
sup
x>٠

{xr
∫ ∞

٠

sin(tx)

t
(١ − ψ(t))dt}

باشد. م زیر صورت به اصل د)نامساوی

P (|X| > x) 6 E|X|r

xr
(١٨.٢)

C∗(r) =

sup
x>٠

P (|X| > x)xr

E|X|r
رابطه١٨.٢ به توجه با

=⇒
sup
x>٠

P (|X| > x)xr

E|X|r
6 ١ (١٩.٢)

⇒ C∗(r) 6 ١ (٢٠.٢)

و ضریب این مقایسه برای را مثال ادامه در ١.١.٢ قضیه C∗(r) ضریب اهمیت به بردن پی برای

آوریم. م میدل) کمپ (ضریب (
r

r + ١)r

:C∗(r) چبیشف ثابت و کمپ-میدل ضریب بین ای مقایسه .٢.١.٢ مثال

ضریب ول است محاسبه قابل نمایی تک متقارن توزیع برای فقط کمپ-میدل ضریب که شود م یادآوری

(E|X|r وجود شرط کنیم.(به محاسبه توانیم م دلخواه توزیع هر برای را C∗(r)

σبستگ C∗(r)به چبیشف ثابت آوریم م بدست را C∗(r) مقدار بنابراین X؛ ∼ N(٠, σ٢) کنید فرض



١٨ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

زیرا: ندارد

X ∼ N(٠, σ٢) ⇒ σZ ∼ N(٠, σ٢) استاندارد نرمال تصادف متغیر Z

⇒ E|X|r = σrE|Z|r

ر دی طرف از همچنین

P (|X| > x) = P (σ|Z| > x) = P (|Z| > x

σ
)

⇒ C∗(r) =
xrP (|Z| > x

σ
)

σrE|Z|r
(σz)rP (|Z| > z)

σrE|Z|r
=
zrP (|Z| > z)

E|Z|r
= C∗

Z(r)

میدهیم انجام را محاسبات σ = ١ برای بنابراین

شود.): مراجعه ۴ پیوست (به داریم کوتاه محاسبات از بعد

C∗(r) 6
٢
r
(
r + ٢

٢ )

r + ٢
٢ e

−r − ١
٢

Γ(
r + ٢

٢ )

= C̄(r)

آوریم: م زیر ل ش به جدول در را مقایسه مختلف های r ازای به



١٩ چبیشف نامساوی برای ثابت مقدار بهترین .١.٢

r C∗(r) (
r

r + ١)r

٠٫ ۵ ٠٫ ۵٣٢۵۵ ٠٫ ۵٧٧٣۵
٠٫ ۶ ٠٫ ۵٠٣٧٢ ٠٫ ۵۵۵١۶
٠٫ ٧ ٠٫ ۴٧٩٧٣ ٠٫ ۵٣٧٣۴
٠٫ ٨ ٠٫ ۴۵٩٣٠ ٠٫ ۵٢٧٧٠
٠٫ ٩ ٠٫ ۴۴١۶٠ ٠٫ ۵١٠۴٣
١ ٠٫ ۴٢۶٠۵ ٠٫ ۵٠٠٠٠
١٫ ١ ٠٫ ۴١٢٢٣ ٠٫ ۴٩١٠١
١٫ ٢ ٠٫ ٣٩٩٨٣ ٠٫ ۴٨٣١٨
١٫ ٣ ٠٫ ٣٨٨۶١ ٠٫ ۴٧۶٢٩
١٫ ۴ ٠٫ ٣٧٨٣٨ ٠٫ ۴٧٠٢٠
١٫ ۵ ٠٫ ٣۶٩٠٨ ٠٫ ۴۶۴٧۵
١٫ ۶ ٠٫ ٣۶٠٣۵ ٠٫ ۴۵٩٨۶
١٫ ٧ ٠٫ ٣۵٢٣۵ ٠٫ ۴۵۵۴۵
١٫ ٨ ٠٫ ٣۴۴٩٠ ٠٫ ۴۵١۴۴
١٫ ٩ ٠٫ ٣٣٧٩۵ ٠٫ ۴۴٧٧٩
٢ ٠٫ ٣٣١۴٣ ٠٫ ۴۴۴۴۴
٣ ٠٫ ٢٨٢٨۴ ٠٫ ۴٢١٨٧
۴ ٠٫ ٢۵١۴٩ ٠٫ ۴٠٩۶٠
۵ ٠٫ ٢٢٨٩٧ ٠٫ ۴٠١٨٧
۶ ٠٫ ٢١١٧٣ ٠٫ ٣٩۶۵۶
٧ ٠٫ ١٩٧٩۵ ٠٫ ٣٩٢۶٩
٨ ٠٫ ١٨۶۵٩ ٠٫ ٣٨٩٧۴
٩ ٠٫ ١٧٧٠٢ ٠٫ ٣٨٧۴٢
١٠ ٠٫ ١۶٨٨٠ ٠٫ ٣٨۵۵۴

مختلف های r برای چبیشف وثابت کمپ-میدل ضریب مقایسه به مربوط جدول :١.٢ جدول



٢٠ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

اینکه به توجه وبا باشد م تر کوچ کمپ-میدل ضریب C̄(r)از r > ٣ برای شود م مشاهده چنانچه

م مفید کاملا آمده بدست ضریب پس باشد م ومحاسبه دسترس قابل ال چ تابع از استفاده با C̄(r)

باشد.

اگر نکته:

X ∼ N(٠, σ٢)

آمد: خواهد در صورت این به چبیشف یافته بهبود اصل نامساوی

P (|X − µ| > kσ) 6 ١
٣k٢

٣.١.٢ گزاره گرفتن نظر در و ناپارامتری، اطمینانهای فاصله در چبیشف نامساوی کاربرد به توجه با ادامه در

کنیم. مقایسه پارامتری اطمینان فواصل با حدودی تا و آوریم بدست را اطمینان فاصله نمونه چند خواهیم م

(بنابرتعریف مقیاس آمیخته نرمال خانواده در توزیع از مشاهده n ،xn...x٣, x٢, x١ هرگاه .٣.١.٢ گزاره

X̄ ± و X̄ ± ١٫ ٨٢ σ√
n
و X̄ ± ٢٫ ۵٨ σ√

n
بنابراین: باشد، E(X١) = µ, V (X١) = σ٢ با ،( ١٨.١.١

باشند[۵]. م جامعه میانگین برای و٪۵٠ و٩٠٪ ٩۵٪ پوششهای ترتیب به ٠٫ ٨١ σ√
n

مقایسه مقیاس) آمیخته از مثال عنوان (به نرمال اطمینان فواصل با را آمده بدست های فاصله اگر

خانواده (از ر دی توزیعهای برخ در ول است؛ پارامتری اطمینان فواصل از بازتر نسبتاً اطمینان کنیم،فواصل

باشد. م پارامتری اطمینان فواصل به نزدی تقریباً مقیاس) آمیخته نرمال

کرده سازی شبیه باشد) n = ١٠ وقت مقیاس آمیخته نرمال خانواده (از ال چ ۵ برای را گزاره اول قسمت

بریم. م ار ب است) ناشناخته معمولا σ ) σجای به sرا و

است: زیر صورت به (١۵٠٠٠ حجم به سازی شبیه احتمال(با شده سازی شبیه پوشش



٢١ چبیشف نامساوی برای ثابت مقدار بهترین .١.٢

ال چ تابع لجستی دوطرفه نمایی t(٣) t(۵) .٩N(٠،١)+.١N(٠،٩)
پوشش ٠٫ ٩٧۵٢ ٠٫ ٩٧٢١ ٠٫ ٩٧٣٢ ٠٫ ٩٧١٢ ٠٫ ٩٧٧۴

١۵٠٠٠ حجم به مقیاس توزیع نمونه چند شده سازی شبیه پوشش :٢.٢ جدول

باشد. م شده سازی شبیه پوشش اطمینان درصد آمده، بدست احتمالهای همان پوشش

را r ن مم حد تا باید که شود تصور غلط به شاید C∗(r) بر r افزایش وتاثیر قبل جدول به توجه با

کاهش با که شویم؛ م متوجه دقت کم با ول آوریم بدست نامساوی برای بهتری کران تا دهیم، افزایش

باشیم داشته را E(|X|r)
xr

عبارت در بیشتری نسبتا افزایش است ن مم C∗(r)

م ار ب را ۵.١.٢ قضیه به بهینه r آوردن بدست برای که کنیم، محاسبه را inf
r>٠

C∗(r)
E(|X|r)
xr

باید پس

بریم.

کنیم م بیان بیشتر تفهیم برای را زیر مثال قضیه بیان از قبل

داریم k = ٢ گرفتن نظر در با باشد م N(٠,١) توزیع با تصادف متغیر X .۴.١.٢ مثال

کنیم. م محاسبه دلخواه r چندین برای را C∗(r)E(|X|r)
kr ، P (|X| > k) = ٠٫ ٠۴۵۵

r ١ ٢ ٣ ۴ ۶
bound ٠٫ ١۶٩٩٧ ٠٫ ٠٨٢٨۶ ٠٫ ٠۵۶۴٢ ٠٫ ٠۴٧١۵ ٠٫ ٠۴٩۶٢

ومقدار٠۴۵۵/ مختلف های r برای آمده بدست کران مقایسه :٣.٢ جدول

انتخاب r اگر پس نزدی خیل احتمال واقع مقدار به آمده بدست کران r = ۴ برای شود م مشاهده

باشد. واقع احتمال برای مناسبی تقریب تواند م آمده بدست کران باشد مناسب شده

,B(kدر r) = C∗(r)E(|X|r)
kr و باشد limx→∞ xr٠P (|X| > k) = ٠ r٠ها > ٠ بعض برای اگر .۵.١.٢ قضیه

آنگاه[۵]: شود گرفته نظر

inf
r>٠

C∗(r)
E(|X|r)
kr

= P (|X| > k)



٢٢ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

Θو = [٠,∞) عمل) طبیع فضای ) پارامتر پذیری تغییر بازه با بازی! ی بازیها، نظریه اساس بر برهان.

یرید، ب نظر در را L(θ, a) = (
θ

k
)aP (|X| > θ) زیان وتابع A = (٠,∞) آماری عمل پذیری تغییر بازه

تابع پس باشد م پیوسته بالا از θ به نسبت a′ مشخص عمل اساس بر که است پیوسته نیمه زیان تابع این

قضیه فرض به توجه با و کنیم کمینه را زیان تابع خواهیم م بنابراین باشد م محدود مقدار دارای زیان

ذاریها: وجای

lim
x→∞

xr٠P (|X| > k) = ٠ ⇒ inf B(k, r) = inf
supxrP (|X| > x)

kr

= inf
r>٠

(sup
x>٠

L(x, r))

= sup
x>٠

( inf
r>٠

L(x, r))

= max{sup
x<k

( inf
r>٠

L(x, r)), sup
x>k

( inf
r>٠

L(x, r))}

= max{٠, sup
x>k

P (|X| > x)} = P (|X| > k)}

بازتولید همیشه P (|X| > k) باشد، مناسب شده، انتخاب rاگر کند م بیان ۵.١.٢ یادآوری:قضیه

خواهد ناچیزی تفاوت احتمال واقع مقدار با آمده بدست کران یعن باشد، م B(k, r) کران با دقیق

داشت.

ما به را ملاک این ١.١.٢(ب) قضیه دارد؟ وجود r انتخاب برای ملاک آیا که، شود م مطرح پرسش این

را sup
x>٠

f(x)xr+١

rkr
که بیابیم را مقداری r انتخاب در که کند، م راهنمایی را ما اینگونه قضیه دهد؛ م

کنید. توجه زیر مثال به بهتر فهم برای کند. کمینه

(f(x) = ١
٢ exp(−|x|)) باشد استاندارد، دوطرفه نمایی توزیع Xدارای تصادف متغیر فرضکنید .۶.١.٢ مثال

باشد. r = k که شود م کمینه وقت �،B(k, r) =
rr exp(−r)

kr
کران توزیع، این در

،log(r + ١)− ١
r
= log(k) که روقت دی عبارت به

تقریب با ،rبهینه k = ١,٢,٣,۴,۵ برای شود؛ م کمینه sup f(x)xr+١

rkr
=
r + ١

٢e
(r + ١)re−r

rkr
عبارت

آید. م بدست ١٫ ٢۴,٢٫ ١٧,٣٫ ١٢,۴٫ ١,۵٫ ٠٩ برابر

باشد. م بهینه کاملا متعادل یا بزرگ k برای r تقریب مثال این در بنابراین



٢٣ توزیع وتابع ال چ تابع ارتباط .٢.٢

توزیع وتابع ال چ تابع ارتباط ٢.٢

م ای گونه به توزیع یا باشد م کننده خسته یا دشوار |X| ام r مرتبه گشتاور آوردن بدست مواقع بعض

م محاسبه قابل غیر یا ل مش شده(صریح) بندی فرمول صورت به آن توزیع تابع آوردن بدست که باشد،

باشد، تر ساده هم که آورد بدست P (|X| > k) برای کران ال چ تابع از استفاده با توان م بنابراین باشد؛

ها) r از بعض آید(برای م بدست ام r مرتبه گشتاور از استفاده با که کران از k معلوم مقدار برای هم

نقطه در را ال چ تابع بتوان که است مواقع برای بیشتر کران این کاربرد که�، است ذکر به لازم باشد؛ بهتر

کرد. محاسبه سادگ به معین

١ دنباله برای کران ١.٢.٢

برای را زیر نامساوی توانیم م باشد، استاندارد نرمال توزیع دارای X تصادف متغیر هرگاه .١.٢.٢ قضیه

بنویسیم. احتمال دنباله

باشد[١٠]. م k نقطه در ال چ تابع ϕ(k) P (|X| > k) 6 ٢ϕ(k)
k

،

P (|X| > k) = ٢P (X > k) پس است متقارن استاندارد، نرمال توزیع دانیم م که همانگونه برهان.

داریم: کنیم؛ محاسبه P (X > k) برای را کران کافیست بنابراین

P (X > k) =
١
π

∫ ∞

k
e

−x٢

٢

گرفتن نظر در kبا < x <∞

P (X > k) 6 ١
π

∫ ∞

k

x

k
e

−x٢

٢

6 ١
kπ

[e
(
−x٢

٢ )
]∞k =

١
kπ
e

−k٢

٢ =
ϕ(k)

k

⇒ ٢P (X > k) 6 ٢ϕ(k)
k

⇒ P (|X| > k) 6 ٢ϕ(k)
k

نیز است) کمتری دقت با ول قبل نامساوی شبیه (که زیر نامساوی ١.١.٢(ب) قضیه از استفاده با البته

آید: م بدست

P (|X| > k) 6 ٢ϕ(k)
k − ١

١A tail bound
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زیرا:

B = sup
x>٠

xr+١f(x)
rE|X|r

E|X|r

kr
f(x) = ٢ϕ(k) یعن ،|x| ال چ تابع f

B = sup
x>٠

xr+١f(x)
rkr

= sup
x>٠

xr+١e
−
x٢

٢√
π

٢rk
r

x=
√
r+١

=⇒ B =
(r + ١)

r + ١
٢ e

−
r + ١

٢√
π

٢rk
r

r = k٢ − ١ پس باشد، م مثبت دلخواه r چون

B =
kk

٢
e
−
k٢

٢√
π

٢(k٢ − ١)kk١−٢
=

٢kϕ(k)
k٢ − ١

⇒ B 6 ٢ϕ(k)
k − ١

ارتباط توزیع تابع با نوع به را ال چ تابع که را ها نامساوی اینگونه خواهیم م شد گفته آنچه به توجه با

. آوریم بدست دلخواه تصادف متغیر هر برای دهد، م

اگر یرید. ب نظر در را f(x) ال چ تابع با |X| و F (x) توزیع تابع با X تصادف متغیر .٢.٢.٢ گزاره

k هر برای آنگاه باشد، صعودی ψ(x) =
−xf ′(x)
f(x)

x > ٠ برای و باشد پذیر مشتق بار ی حداقل f

:[۵] ψ(k) > ١ ه بطوری

P (|X| > k) 6 k

ψ(k)− ١f(k)

١.١.٢ب: قضیه از استفاده با برهان.

P (|X| > k) 6 C∗(r)
E(|X|r)
kr

6 sup
x>٠

f(x)xr+١

rE|X|r
E|X|r

kr

= sup
x>٠

f(x)xr+١

rkr



٢۵ توزیع وتابع ال چ تابع ارتباط .٢.٢

گیری: مشتق با پس

(f(x)xr+١)′ = ٠ ⇒ f(x)xr(r + ١ + xf ′(x)/f(x)) = ٠

⇒ −xf ′(x)/f(x) = ψ(x) = r + ١

باشد: بیشینه آمده بدست نقطه خواهیم م اینکه به توجه با

(f(x)xr+١)′′ 6 ٠ ⇒ f(x)xr−١((r + ١ − ψ(x))(r − ψ(x))− xψ′(x)) 6 ٠ (٢١.٢)

⇒ ψ′(x) > (r + ١ − ψ(x))(r − ψ(x))

x
(٢٢.٢)

x = k است، مشخص x مقدار چون شود. م منف دوم مشتق دررابطه(٢٢.٢) مشتق جواب ذاری جای با

بنابراین: ،r = ψ(k)− ١ همچنین شده، ذاری جای

P (|X| > k) 6 kr+١f(k)
rkr

=
kf(k)

r
=

kf(k)

ψ(k)− ١

م عمل خوب نسبتا آمده بدست نامساوی دهد م نشان که آوریم م مثال چند بحث، تکمیل برای

دهد.) م را مفیدی کران کند(

(١١.١.١ تعریف به توجه (با باشد. آزادی درجه α با ،fα(x)، t ال چ تابع دارای X .٣.٢.٢ مثال

P (X > k) 6 k(α+ k٢)

α(k٢ − ١)fα(k) ∀k > ١

باشد: زیر صورت به گاما ال چ تابع دارای X .۴.٢.٢ مثال

fα,λ(x) = e−λxxα−١ λα

Γ(α)

P (X > k) 6 k

kλ− α
fα,λ(k) ∀k > α

λ

باشد: (١٢.١.١ تعریف به توجه (با βو α آزادیهای درجه با (فیشر) F ال چ تابع دارای X .۵.٢.٢ مثال

P (X > k) 6 ٢k(β + αk

αβ(k − ١) fα,β(k) ∀k > ١

:(١٣.١.١ تعریف به توجه (با باشد بتا ال چ تابع دارای X .۶.٢.٢ مثال

P (X > k) 6 k(١ − k)

k(α+ β − ١)− α
fα,β(k) β > ١, ∀k > α

α+ β − ١



٢۶ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

برای آید، م بدست ١.٢.٢ گزاره از استفاده با که کران شد، گفته بخش این ابتدای در که همانگونه

این بهتر فهم برای باشد، م کاراتر آید م بدست ١.١.٢ قضیه از استفاده با که کران از گشتاورها از بعض

کنید. توجه زیر مثال به مطلب

کران معلوم k برای خواهیم م باشد، N(٠,١) توزیع دارای X تصادف متغیر کنید فرض .٧.٢.٢ مثال

آوریم: بدست ١.١.٢ قضیه و ١.٢.٢ گزاره دوروش با P (|X| > k) برای

P (|X| > k) 6 kf(k)

ψ(k)− ١

: آید م بدست زیر کران ١.٢.٢ گزاره اساس بر k = ٣ برای

P (|X| > k) 6 ٠٫ ٠٠٣٣

داریم مختلف های r برای قضیه١.١.٢ از استفاده با حال

P (|X| > k) 6 C∗(r)
E(|X|r)
kr

P (|X| > ٣) 6 C∗(١)E(|X|١)
٣١ = ٠٫ ۴٢۶

√
٢
π

٣ = ٠٫ ١١٣

P (|X| > ٣) 6 C∗(٢)E(|X|٢)
٣٢ = ٠٫ ٣٣١١

٩ = ٠٫ ٠٣۶

P (|X| > ٣) 6 C∗(۴)E(|X|۴)
٣۴ = ٠٫ ٠٠٩٢٩۶

P (|X| > ٣) 6 C∗(۶)E(|X|۶)
٣۶ = ٠٫ ٠٠۴٣۶

P (|X| > ٣) 6 C∗(٨)E(|X|٨)
٣٨ = ٠٫ ٠٠٢

گشتاور از غیر (به مواقع بیشتر در ال چ تابع از استفاده با آمده بدست مقدار شود م ملاحظه که همانطور

آید. م بدست ام r مرتبه های گشتاور از استفاده با که است کران از بهتر هشتم) مرتبه

مقدارها٢ P برای کران ٢.٢.٢

برای کران آمده، بدست نامساویهای از استفاده با توان م شد، گفته قبل بخش در که مطالبی به توجه با

سؤال این شاید آورد؛ بدست را t, χ٢, F مانند مهم توزیعهای از بعض ( ٨.١.١ (بنابرتعریف مقدارهای p

در نمود؟ محاسبه لازم دقت با را مقادیر این افزار نرم یا جدول از استفاده با توان نم آیا که شود مطرح

ندارند، دسترس قابل جدول معمولا بتا توزیع مانند توزیعها از بعض که است مطرح بحث این پاسخ،
٢Bound on P-values



٢٧

نامساوی این پس باشیم؛ نداشته دسترس نیز معروف جدولهای به اضطراری مواقع در است ن مم همچنین
باشد.٣ م مفید

از ای مجموعه زیر آنها تعریف بازه یا ایم آورده قسمت این در که مثالهایی شویم، م متوجه دقت کم با

آوریم. بدست را |X| توزیع ایم توانسته که اند بوده متقارن توزیع دارای یا است، بوده R+

بهبودیافته۴ چبیشف نامساوی و پواسون توزیع ٣.٢

مورد در تقریبهایی اینکه به توجه با بوده پیوسته تصادف متغیر برای گرفته صورت کنون تا که بحثهایی بیشتر

با ، تصادف متغیر برای چبیشف یافته بهبود نامساوی بررس که است شایسته رود م ار ب پواسون توزیع

داشت. خواهیم C∗(r) محاسبه برای شود؛ انجام نیز گسسته توزیعهای از ی عنوان به پواسون توزیع

C∗(r) = sup
k∈Z+

krP (X > k)

EXr

سه باید sup
k∈Z+

krP (X > k) یافتن برای شود م گرفته نظر در مثبت صحیح اعداد مجموعه همان Z+

ذاریم. ب سر پشت را زیر مرحله

استفاده بیشینه آوردن بدست برای مشتق از توانیم نم بنابراین است گسسته k متغیر اینکه بدلیل اول: مرحله

کنیم: م عمل کند صدق زیر رابطه در که ای k بزرگترین کردن پیدا معادل کنیم؛

krP (X > k)

(k − ١)rP (X > k − ١) > ١ ⇐⇒ P (X = k)

P (X > k)
6 (

k

k − ١)r − ١ r > ١

زیرا:

krP (X > k)

(k − ١)rP (X > k − ١) > ١ ⇐⇒ P (X = k) + P (X > k)

P (X > k)
6 (

k

k − ١)r

⇐⇒ P (X = k)

P (X > k)
+ ١ 6 (

k

k − ١)r ⇐⇒ P (X = k)

P (X > k)
6 (

k

k − ١)r − ١

شود. گرفته نظر در k > ٢ باید بالا رابطه در

به بیشتر اطلاعات (برای P (X > k) =

∫ λ

٠
e−ttkdt

k!
معروف انتگرال نمایش به توجه با دوم: مرحله

شود): مراجعه ۵ پیوست

گیرد. م نظر در ٫ ٠٠١ برابر را ٫ ٠٠١ زیر مقادیر سس مانند افزارها نرم بعض که است ذکر به ٣لازم
۴Poisson



٢٨ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

P (X = k)

P (X > k)
=

e−λλk∫ λ

٠
e−ttkdt

6 (
k

k − ١)r − ١

⇐⇒ ١∫ λ

٠
e−t(

t

λ
)kdt

6 eλ{( k

k − ١)r − ١}

⇐⇒ [

∫ ١

٠
e−λuukdu]−١ 6 λeλ{( k

k − ١)r − ١}

باشند. م rنزول > ٠ برای x به نسبت ( x

x− ١)r و
∫ ١

٠ e−λuuxdu،دانیم م قبل سوم:از مرحله

کنیم: م فرض شود؛ گرفته نظر در ،f(x) =
∫ ١

٠ e−λuuxdu اگر زیرا

x٢ < x١

٠<u<١
=⇒ ⇒ ux١ < ux٢ ⇒ e−λuux١ < e−λuux٢

⇒
∫ ١

٠
e−λuux١du <

∫ ١

٠
e−λuux٢du است نامنف انتگرال زیر تابع زیرا

⇒ f(x١) < f(x٢) ⇒
f(x٢)− f(x١)

x٢ − x١
< ٠

نزول x به نسبت نیز ( x

x− ١)r شود، م نتیجه گیری مشتق استفاده با همچنین است، نزول f تابع بنابراین

دارد. وجود زیر معادله برای x∗(r, λ) > ٢ تای ی ریشه بنابراین است.

(
x

x− ١)r − e−λλx∫ λ
٠ e

−ttxdt
− ١ = ٠

همچنین

arg sup{krP (X > k)} = [x∗(r, λ)]

باشد. م صحیح جزء نشانه [.] بالا روابط در نکته:

n > ١ هر برای پس یرید. ب نظر در را λ پارامتر با پواسون توزیع دارای X تصادف متغیر .١.٣.٢ قضیه

داریم[۵].

P (X > k) 6 C∗(n, λ)

∑
S٢(n, i)λi

kn

C∗(n, λ) =
[x∗(n, λ)]nP (X > x∗(n, λ))∑

S٢(n, i)λi



٢٩

. باشند م ،۶ بل وعدد دوم نوع استرلینگ۵ عدد دهنده نشان ترتیب به Bnو S٢(n, i): آن در که

داریم: شود) مراجعه ۶ شماره پیوست (به E(Xn) =
∑
S٢(n, i)λiاینکه به توجه با برهان.

P (X > k) 6 C∗(n, λ)

∑
S٢(n, i)λi

kn
قضیه١.١.٢ به توجه با

تصادف ترتیبی دهنده نشان πm کنید اعداد):فرض تصادف ترتیب ی در شده تثبیت (نقاط .٢.٣.٢ مثال

یعن باشند، تصادف ترتیب این در شده تثبیت اعداد تعداد نمایش Zmو {١,٢,٣, ...,m} از

Zm = ♯{i : πm(i) = i}

۴ اگر مثلا گیرند م قرار خود اصل ان درم که است اعدادی تعداد (منظور شدن جور مباحث به توجه با

است): شده جور حقیقت در گیرد، قرار چهارم ان م در

(١۵.١.١ و ٩.١.١ تعاریف به توجه (با Zm

L
−−→

m→∞
Poi(١)

:[١١] به رجوع با

dTv(Zm, Poi(١)) 6
٢m

m!
(٢٣.٢)

از استفاده با کند. م میل صفر به Poi(١)و Zm اختلاف m → ∞ که وقت شود م مشاهده چنانچه

شود: م گیری نتیجه بالا روابط

P (Zm > k) 6 C∗(n,١)Bn

kn
+

٢m

m!
∀n (٢۴.٢)

داریم: را زیر جدول C∗(n,١)و Bn برای

داریم n = ۵ برای

P (Zm > k) 6 ۴٫ ۶٢٨
k۵ +

٢m

m!
k > ١ و دلخواه m هر برای

۵Stirling Number
۶Bell Number



٣٠ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

n ٢ ٣ ۴ ۵ ١٠

Bn ٢ ۵ ١۵ ۵٢ ١١۵٩٧۵

C∗(n,١) ٠٫ ١۶١ ٠٫ ١٢٩ ٠٫ ١٠٣ ٠٫ ٠٨٩ ٠٫ ٠۵

مختلف nهای برای C∗(n,١)و Bn :۴.٢ جدول

n λ = ١ λ = ٢ λ = ٣ λ = ۴ λ = ۵ λ = ١٠
١ ٠٫ ٢۶۴ ٠٫ ٣٢٣ ٠٫ ٣٨۵ ٠٫ ۴٢۵ ٠٫ ۴۴٨ ٫ ۵۴۶
٢ ٠٫ ١۶١ ٠٫ ٢١۶ ٠٫ ٢۶۵ ٠٫ ٢٩٧ ٠٫ ٣٢٠ ٠٫ ٣٩٩
٣ ٠٫ ١٢٩ ٠٫ ١٧۵ ٠٫ ٢٠٧ ٠٫ ٢٣٢ ٠٫ ٢۵١ ٠٫ ٣١٨
۴ ٠٫ ١٠٣ ٠٫ ١۴٣ ٠٫ ١٧٠ ٠٫ ١٩٠ ٠٫ ٢٠۶ ٠٫ ٢۶۶
۵ ٠٫ ٠٨٩ ٠٫ ١١٩ ٠٫ ١۴١ ٠٫ ١۵٩ ٠٫ ١٧۴ ٠٫ ٢٢٩
١٠ ٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ٠٧٠ ٠٫ ٠٨۴ ٠٫ ٠٩٣ ٠٫ ١٠۴ ٠٫ ١٣٨

λ مختلفnو مقادیر برای C∗(n, λ) :۵.٢ جدول

(٢٣.٢)و(٢.٢۴): روابط به توجه با و k = و٣ m = ۵٢ برای

P (Zm > k) 6 ٠٫ ٠١٩٠۴

P (Zm > k) = P (Zm > ٣) = ٠٫ ٠١٨٩٨٨٢ احتمال مقدار

اختلاف (دارای باشند. م نزدی ر دی ی به خیل آمده بدست مقدار دو شود م مشاهده که همانگونه

باشند) م کم خیل

ریاض کاربردهای ۴.٢
ریاض کاربردهای .۴.٢

در را نامساوی این مفید بسیار کاربردهای از مورد دو گفتیم، چبیشف-مارکف نامساوی مورد در آنچه به با

کنیم. م بیان ریاضیات



٣١

ریمان) زتا٧(زتا ریمان تابع کران ١.۴.٢

زتا(زتا ریمان تابع باشد)٨ م را هم سری ی (که r > ١ برای را ζ(r) =
∞∑
١

١
kr

تابع .١.۴.٢ تعریف

نامیم. م ریمان)

r برای (مخصوصا را تابع این مقدار توان نم ول راست هم زتا ریمان تابع دانیم م اینکه وجود با

کاملا تواند م تابع این برای کران آوردن بدست پس نمود، محاسبه بسادگ صحیح) غیر یا بزرگ های

باشد. مفید

آوریم. م بدست مختلف های r ازای به را تابع این بالای کران نامه، پایان از قسمت این در

بنابراین: باشد، (P (x) = qxp, x = ٠,١,٢, ...) هندس توزیع دارای X تصادف متغیر کنیم م فرض

qk+١ = P (X > k) 6 C∗(r)
E(|X|r)
kr

(٢۵.٢)

C∗(r) = sup
x>٠

P (X > x)xr

E|X|r
=

١
EXr

q
١+[

−r
log(q)

]

(
−r

log(q)
)r (٢۶.٢)

باشد. م صحیح جزء دهنده نشان [.] بالا رابطه در

دهد. م آید.)رخ م بدست جواب گیری مشتق (با سوپریمم درآن که است مقداری −r
log q

⇒ qk+١ = P (X > k) 6
(
−r
log q

)rq
١+[

−r
log q

]

kr

⇒ ١
kr

> qk+١

(
−r
log q

)rq
(١+[

−r
log q

])

∀r > ٠

شود: گرفته نظر در ( α > ٠) q = exp(−α) اگر

١
kr

> exp(−(k + ١)α)
( rα)

r exp(−α(١ + [ rα ]))

⇒
∑ ١

kr
>

∑
(exp(−(k + ١)α)

( rα)
r exp(−α(١ + [

r

α
]))

=
αreα[

r
α
]

(eα − ١)rr

٧Reimann Zeta

ست. واگرا r 6 ١ برای
∞∑
١

١
kr

ایم خوانده آنالیز در آنچه ٨طبق



٣٢ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

آید. م بدست ζ(α) برای ( محاسبات نظر ای(از ساده کران پس شود گرفته درنظر r = α اگر حال

α > ١�� ���� ζ(α) =
∑ ١

kα
> eα

(eα − ١)

اول اعداد روی بر نمایی سری ٢.۴.٢

از استفاده با توان م (.λ > باشند،٠ اول اعداد مجموعه عناصر p آنکه شرط (به
∑
e−λp محاسبه برای

آورد. بدست آنرا بالایی کران زتا، ریمان وتابع یافته بهبود چبیشف نامساوی

نویسیم. م آن برای را نامساوی گرفته، نظر در زیر صورت به را نمایی توزیع تابع حالت این در

f(x) = λe−λx ١.١.٢ قضیه از استفاده با
=⇒ C∗(r) 6 sup

x>٠

f(x)xr+١

rE|X|r
= sup

x>٠

g(x)︷ ︸︸ ︷
xr+١λe−λx

rE|X|r

⇒ g′(x) = xrλe−λx(r + ١ − λx)

بنابراین افتد، م اتفاق x٠ =
r + ١
λ

در سوپریمم نتیجه در

e−λx = P (|X| > x) = P (X > x) 6
( r+١

λ )r+١λe−r−١

EXr

EXr

xr

⇒ ١
xr

> rλrer+١e−λx

(r + ١)r+١

⇒ ١ − ١
xr

6 ١ − rλrer+١e−λx

(r + ١)r+١



٣٣

داریم: اول اعداد مجموعه عنوان به A گرفتن نظر در با

r > و١ (ζ(r) =
∏
p∈A

١
١ − ١

pr

ببریم( ار ب را ٩ اقلیدس تساوی اگر

ζ(r) >
∏
p∈A

١

١ − rλrer+١e−λp

(r + ١)r+١

>
∏
p∈A

(١ +
rλrer+١e−λp

(r + ١)r+١ ) (x < ١) ، ١
١ − x

> ١ + x نامساوی به توجه با

> ١ +
rλrer+١

(r + ١)r+١
∑
p∈A

e−λp xi > ٠ شرط با
∏
i∈A

(١ + xi) > ١ +
∑
i∈A

xi نامساوی: به توجه با

∀r>١
=⇒

∑
p∈A

e−λp 6 (r + ١)r+١

rλrer+١ (ζ(r)− ١)

آورد. بدست توان م را واقع مقدار به نزدی کران مناسب r باانتخاب

٩Euclid equation



٣۴ متغیره ی حالت در چبیشف نامساوی .٢

: اُقلیدس تساوی برای برهان.

∞∑
k=١

١
kr

=
∏
p∈A

١
١ − ١

pr

داشت خواهیم کردن وسطین طرفین، با

∏
p∈A

(١ − ١
pr

)

∞∑
k=١

١
kr

= ١ برسد اثبات به روبرو رابطه باید

((١ − ١
٢r )(١ − ١

٣r )(١ − ١
۵r ) . . . (١ − ١

pr
) . . . )

∞∑
k=١

١
kr

= ١

((١ − ١
٣r )(١ − ١

۵r ) . . . (١ − ١
pr

) . . . )(

∞∑
k=١

١
kr

−
∞∑
k=١

١
(٢k)r ) = ١

((١ − ١
۵r ) . . . (١ − ١

pr
) . . . )((١ − ١

٣r ))(
∑

k=١,٣,...

١
kr

) = ١

((١ − ١
٧r ) . . . (١ − ١

pr
) . . . )((١ − ١

۵r ))(

∞∑
k=١,k ̸=٢n,k ̸=٣n

١
kr

) = ١

· · ·
١∑

k=١

١
kr

= ١ ⇒ ١ = ١

صورت به توان م را ی از غیر به طبیع عدد هر که خاصیت این از بالا برهان در حقیقت در

است. شده استفاده نوشت، اول اعداد حاصلضرب



٣ فصل

متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی

٣۵



٣۶ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

داد؛ گسترش بعدی p حالت به را چبیشف-مارکف نامساوی توان م شد گفته مقدمه در که همانگونه

چند درحالت پس آید، نم بدست احتمال) مبحث در استفاده قابل مفیدی( و کاربردی های نامساوی ول

آوریم. م بدست را نامساوی باشند م مفید و کاربردی که خاص توزیعهای برای فقط بعدی

p نرمال و ناهمبسته متغیرهای با متغیره pمقیاس آمیخته نرمال : رده دو به گیریم م نظر در که توزیعهایی

شوند. م تقسیم همبسته متغیرهای با متغیره،

متغیره چند مقیاس آمیخته نرمال برای چبیشف نامساوی ١.٣

توزیعهای از مخلوط که مقیاس، آمیخته نرمال توزیع دارای ،X
∼

تصادف بردار کنیم م فرض بخش این در

م سپس شود، م فرض صفر برابر میانگین ابتدا محاسبات شدن تر ساده برای باشد. است، Np(µ, σ
٢I)

آورد. بدست را نامساوی نیز µ ̸= ٠ برای متغیر تغییر با توان

گسترش متغیره p تصادف بردار از متغیره ی توابع به دقیقا تواند م ١.١.٢ قضیه تفاسیر این با پس

میباشد). f : Rp → R تابع یابد.(منظور

باشد. م کروی متقارن نمایی تک مقیاسها، آمیخته از غیر به تصادف بردار مورد در ری دی مهم رده

پیش که وقت ها، خانواده از ی هر برای را ١.١.٢ قضیه در چبیشف) (ثابت C∗(r) ثابت مقدار بهترین ما

است؛ L٢ فضای در نرم١ دهنده نشان (∥ . باشد،((∥ م A = {X
∼

:∥ X
∼

∥> k} : صورت به مفروض آمد

آورد. خواهیم بدست (∥ X
∼

∥= (
∑

x٢
i )

١/٢ و

توزیعهای ر دی از تر کوچ داری معن بطور مقیاس آمیخته نرمال توزیعهای برای C∗(r) که رسد م نظر به

آید. م ادامه در آن بیشتر شرح که باشد؛ متغیره p

کنیم. بیان را زیر لم است لازم بخش این اصل قضیه کردن مطرح از قبل

باشد: برقرار زیر رابطه Z
∼

p×١ متغیره p تصادف بردار برای کنید [۵]:فرض .١.١.٣ لم

: P (||Z
∼
|| > k) 6 C∗

Z
∼
(r)

E ∥ Z
∼
∥r

kr
∀k > ٠

١Norm



٣٧ متغیره چند مقیاس آمیخته نرمال برای چبیشف نامساوی .١.٣

صورت: این در X
∼

= σ Z
∼
و گیریم م نظر در Z

∼
از مستقل را σ > ٠ الر اس تصادف متغیر که

P (||X
∼
|| > k) 6 C∗

Z
∼
(r)

E ∥ X
∼

∥r

kr

. C∗
X
∼
(r) 6 C∗

Z
∼
(r) ویژه بطور و

برهان.

P (||X
∼
|| > k)

σ>٠
= P (σ ∥ Z

∼
∥> k) =

∫
σ
P (∥ Z

∼
∥> k

σ
|σ)dFσ است. σ توزیع تابع دهنده نشان Fσ

6
∫
σ
C∗
Z
∼
(r)

E ∥ Z
∼
∥r

(
k

σ
)r

dF (σ) = C∗
Z
∼
(r)

E ∥ Z
∼
∥r

kr

∫
σ
σrdF (σ)

= C∗
Z
∼
(r)

E ∥ Z
∼
∥r Eσr

kr
= C∗

Z
∼
(r)

E ∥ X
∼

∥r

kr

: پس بالاست نامساوی برای ثابت مقدار بهترین C∗
X
∼
(r) ١.١.٢ قضیه اساس بر چون

C∗
X
∼
(r) 6 C∗

Z
∼
(r)

که باشد، ای ال چ دارای X
∼

یعن باشد، بعدی p مقیاس آمیخته نرمال توزیع دارای X
∼
اگر .٢.١.٣ قضیه

χ٢(p) توزیع تابع و ال چ تابع دهنده نشان Fp(x) و fp(x) و هست، Np(٠, σ٢I) الیهای چ از مخلوط

بنابراین[۵]: باشد xfp(x) =
r

١)٢ − Fp(x) تای ی ریشه دهنده نشان x∗ = x∗(p, r) همچنین باشند؛

C∗
X
∼
(r) 6 ٢

r

Γ(
p

٢)

٢
r

٢Γ(
r + p

٢ )

x

r

١+٢
∗ fp(x∗) = C∗

N(٠,I)(r) الف)

C∗
N(٠,I)(r) 6

٢
r
(
r + p

٢ )

r + p

٢ e
−
r + p

٢

Γ(
r + p

٢ )

def
= C̄(r)



٣٨ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

C∗
X
∼
(r) = (

r

r + p
)

r

p باشد کروی متقارن نمایی تک توزیع دارای تصادف متغیر اگر ب)

با و باشد.) م بعدی p استاندارد نرمال تصادف متغیر Z
∼
) X

∼
= σ Z

∼
تساوی به توجه الف)با برهان.

کنیم. م محاسبه را C∗
N(٠,I)(r) نتیجه در است ∗Cبرقرار

X
∼
(r) 6 C∗

Z
∼
(r) رابطه قبل لم از استفاده

C∗
Z
∼
(r) =

sup
x>٠

P (∥ Z
∼
∥> x)xr

E ∥ Z
∼
∥r

= sup

P (

√√√√ p∑
١
Z٢
i > x)xr

E(

√√√√ p∑
١
Z٢
i )

r

= sup

P (

p∑
١
Z٢
i > x٢)(x٢)

r

٢

E(

p∑
١
Z٢
i )

r

٢

:
p∑
١
Z٢
i ∼ χ٢(p)بنابراین ،i هر برای Z٢

i ∼ χ(١)٢ پس Zi ∼ N(٠,١) شد، گفته که همانطور

C∗
Z
∼
(r) = sup

g(y)︷ ︸︸ ︷
(١ − Fp(x

٢))(x٢)

r

٢

٢
r

٢Γ(
r + p

٢ )/Γ(
p

٢)

صورت: کردن بیشینه برای پس است، xاز مستقل مخرج اینکه بدلیل

g′(y) = ٠ ⇒ r

٢y
r

١−٢
(١ − Fp(y))− fp(y)y

r

٢ = ٠

⇒ y

r

١−٢
(
r

١)٢ − Fp(y))− yfp(y)) = ٠

⇒ r

١)٢ − Fp(y)) = yfp(y)

کرد. تبدیل x∗ به را y توان م که



٣٩ متغیره چند مقیاس آمیخته نرمال برای چبیشف نامساوی .١.٣

بنابراین: افتد م اتفاق x∗ نقطه در g بیشینه درنتیجه

C∗
Z
∼
(r) =

Γ(
p

٢)

٢
r

٢Γ(
r + p

٢ )

٢
r
x∗fp(x∗)x

r

٢
∗

=
٢
r

Γ(
p

٢)

٢
r

٢Γ(
r + p

٢ )

x

r

١+٢
∗ fp(x∗)

کنیم. م زین جای آورده، بدست گیری مشتق از استفاده با را x∗ مقدار C̄(r) آوردن بدست برای اکنون

(x∗ = p+ r)

C∗
Z
∼
(r) 6 C̄Z

∼
(r) =

٢
r

Γ(
p

٢)

٢
r

٢Γ(
r + p

٢ )

(r + p)

r

١+٢
(r + p)

p

١−٢
e
−
r + p

٢

٢
p

٢Γ(
p

٢)

=
٢
r

(r + p)

r + p

٢ e
−
r + p

٢

Γ(
r + p

٢ )

=
٢
r
(
r + p

٢ )

r + p

٢ e
−
r + p

٢

Γ(
r + p

٢ )

فضای در تقارن کل وبطور کروی تقارن با بیشتر آشنایی برای است ذکر به لازم قسمت این برهان از قبل ب)

نواخت ی توزیع دارای Z
∼
که وقت گیریم، م نظر در را X

∼
= σ Z

∼
کنید. مراجعه ٧ پیوست به بعدی چند

داریم: باشد مستقل Z
∼
از �σ و B = {Z

∼
:∥ Z

∼
∥6 ١} (١٧.١.١ و ١۴.١.١ (بنابرتعریف واحد گوی در

P (∥ Z
∼
∥> z) =

λp−١(B)

pλp(B)
(١ − zp) = ١ − zpبعدی p گویهای در رویه، وسطح حجم بین رابطه دلیل به

λp(B) Bگوی حجم

λp−١(B) Bگوی رویه سطح



۴٠ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

r p=٢ p=٢ p=٣ p=٣ p=۴ p=۴ p=۵ p=۵ p=۶ p=۶
r C∗

Z
∼
(r)

c̄(r) C∗
Z
∼
(r)

c̄(r) C∗
Z
∼
(r)

c̄(r) C∗
Z
∼
(r)

c̄(r) C∗
Z
∼
(r)

c̄(r)

٢ ٠٫ ٣۶٨ ٠٫ ۵۴١ ٠٫ ٣٩۶ ٠٫ ۶١٠ ٠٫ ۴٢٠ ٠٫ ۶٧٢ ٠٫ ۴۴٠ ٠٫ ٧٢٩ ٠٫ ۴۵٧ ٠٫ ٧٨١
٣ ٠٫ ٣٠٨ ٠٫ ۴٠٧ ٠٫ ٣٣٠ ٠٫ ۴۴٨ ٠٫ ٣۴٨ ٠٫ ۴٨۶ ٠٫ ٣۶۴ ٠٫ ۵٢١ ٠٫ ٣٧٩ ٠٫ ۵۵۴
۴ ٠٫ ٢٧١ ٠٫ ٣٣۶ ٠٫ ٢٨٧ ٠٫ ٣۶۴ ٠٫ ٣٠٢ ٠٫ ٣٩١ ٠٫ ٣١۵ ٠٫ ۴١۵ ٠٫ ٣٢٨ ٠٫ ۴٣٩
۶ ٠٫ ٢٢۴ ٠٫ ٢٩٢ ٠٫ ٢٣۵ ٠٫ ٢٧٧ ٠٫ ٢۴۶ ٠٫ ٢٩٢ ٠٫ ٢۵۵ ٠٫ ٣٠٧ ٠٫ ٢۶۴ ٠٫ ٣٢١
٨ ٠٫ ١٩۵ ٠٫ ٢١٩ ٠٫ ٢٠۴ ٠٫ ٢٣٠ ٠٫ ٢١١ ٠٫ ٢۴١ ٠٫ ٢١٨ ٠٫ ٢۵١ ٠٫ ٢٢۵ ٠٫ ٢۶١

مقیاس آمیخته نرمال مختلف ابعاد برای C∗(r) :١.٣ جدول

E ∥ Z
∼
∥r=

λp−١(B)

(r + p)λp(B)

C∗(r) =

sup
z>٠

zrP (∥ Z
∼
∥> z)

E ∥ Z
∼
∥r

⇒ C∗(r) =

sup
z>٠

zr(١ − zp)
λp−١(B)

pλp(B)

λp−١(B)

(r + p)λp(B)

=
r + p

p
sup
z>٠

zr(١ − zp)

⇒ C∗(r) =
r + p

p
((

r

r + p
)

١
p )r(١ − r

r + p
)

=
r + p

p
(

r

r + p
)

r

p p

r + p

⇒ C∗(r) = (
r

r + p
)

r

p

دهد: م نشان p و r به توجه با را C∗(r)تغییرات ١.٣ جدول دارد؛ نقش هم p ،r بر علاوه C∗(r) در



۴١ متغیره چند مقیاس آمیخته نرمال برای چبیشف نامساوی .١.٣

r p=٢ p=٣ p=۴ p=۵ p=۶
٢ ٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ۵۴٣ ٠٫ ۵٧٧ ٠٫ ۶٠۶ ٠٫ ۶٣٠
٣ ٠٫ ۴۶۵ ٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ۵٣٠ ٠٫ ۵۵۵ ٠٫ ۵٧٧
۴ ٠٫ ۴۴۴ ٠٫ ۴٧۴ ٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ۵٢٣ ٠٫ ۵۴٣
۶ ٠٫ ۴٢٢ ٠٫ ۴۴۴ ٠٫ ۴۶۵ ٠٫ ۴٨٣ ٠٫ ۵٠٠
٨ ٠٫ ۴١٠ ٠٫ ۴٢٨ ٠٫ ۴۴۴ ٠٫ ۴۶٠ ٠٫ ۴٧۴

کروی متقارن مده تک برای C∗(r) :٢.٣ جدول

r p=٢ p=۴ p=۶
٢ ٠٫ ٠٧٣۶ ٠٫ ١۶٨ ٠٫ ٢٧۴٢
٣ ٠٫ ٠٣۶۵ ٠٫ ١٠٣٣ ٠٫ ١٩۶
۴ ٠٫ ٠٢١٧ ٠٫ ٠٧٢۵ ٠٫ ١۵٧۴
۶ ٠٫ ٠١٠٧ ٠٫ ٠۴٧٠ ٠٫ ١٢۶٧٢
٨ ٠٫ ٠٠٧۵ ٠٫ ٠۴٠۵ ٠٫ ١٢٩۶
bound ٠٫ ٠٠۶٧ ٠٫ ٠۴٠۴ ٠٫ ١٢۴٧

آمده بدست چبیشف نامساوی بوسیله که کران با آن ومقایسه (١.٣) احتمال مقدار :٣.٣ جدول

توزیع جدول(برای از آمده بدست مقدار و چبیشف نامساوی از آمده بدست کران مقایسه برای .٣.١.٣ مثال

برای مقیاس) آمیخته نرمال

P (∥ Z
∼
∥>

√
١٠) (١.٣)

آمده بدست مقدار با کرده، حساب محدود گشتاور وچند مختلف بعدهای برای را چبیشف نامساوی کران

کنیم: م مقایسه جدول از

را مقادیر توانیم م متغیر باتغییر باشد، µ میانگین دارای تصادف متغیر اگر شد گفته آنچه به توجه با

آوریم: بدست C∗(r) برای

∥ Y
∼

∥=∥ X
∼
−µ

∼
∥

⇒ P (∥ Y
∼

∥> x) 6 C∗
Y (r)

١
xr
E ∥ Y

∼
∥r

شود. م انجام قبل مشابه عملیات وتمام X٢
i ∼ χ(١)٢ رابطه زین جای (Xi − µi)

٢ ∼ χ(١)٢ رابطه یعن



۴٢ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

آوریم. م بدست را باشند، وابسته ر دی ی به xi متغیرهای که حالت برای چبیشف نامساوی ادامه در

وابسته الر اس متغیرهای با متغیره چند حالت برای چبیشف نامساوی ٢.٣

کنیم. بیان را آید) م ار ب قضیه اثبات در زیر(که لم است لازم بخش این اصل قضیه بیان از قبل

اگر همچنین یرید، ب نظر در مرتبه همان از ( واحد(همان ماتریس را I و p × p ماتریس را A .١.٢.٣ لم

آنگاه: شود، گرفته نظر در φ(t, A) = |I + tA|

d(φ(t, A))/dt|t=٠ =
d

dt
(|I + tA|)|t=٠ = tr(A)

شود. مراجعه به[۴] برهان.

کوواریانس ماتریس و m
∼
میانگین بردار با متغیره p نرمال توزیع دارای که X

∼
تصادف بردار .٢.٢.٣ قضیه

م r وشعاع m
∼
مرکز به اقلیدس گوی دهنده ,B(mنشان r) همچنین و یرید.٢ ب نظر در را باشد م Σ−١

بنابراین[۴]: باشد؛

P (X
∼

∈ B(m, r)) > ١ −

p∑
i=١

v(xi)

r٢ ∀r > ٠

عبارت: کردن ساده از پس گرفته، نظر در متغیره p نرمال احتمال ال چ راتابع f(x
∼
) برهان.

f(x
∼
) =

√
| Σ |

(٢π)
p

٢
exp{−١

٢(x
∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }

Σ + tI نیز t > ٠ برای که است واضح باشد م p ابعاد با مثبت معین متقارن ماتریس �Σ اینکه به توجه با

عنوان به تواند م متغیره) چند نرمال توزیع شرایط به توجه (با Σ+ tI درنتیجه باشد، م مثبت معین متقارن

شود. گرفته درنظر متغیره p نرمال توزیع کوواریانس ماتریس معکوس

است شده گرفته نظر در Σ−١ محاسبات سادگ برای کوواریانس ٢ماتریس



۴٣ وابسته الر اس متغیرهای با متغیره چند حالت برای چبیشف نامساوی .٢.٣

ایم: خوانده قبل از آنچه طبق بنابراین

√
| Σ+ tI |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)(Σ + tI)(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
= ١ (٢.٣)

: جبری تغییر کم با

√
| Σ |

√
| I + tΣ−١ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)(Σ + tI)(x

∼
−m)T }d x

∼
= ١

⇒
√

| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)(Σ + tI)(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
= (

√
| I + tΣ−١ |)−١

(t به اخیر(نسبت رابطه از گیری مشتق با

− ١
٢

√
| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

(
∑

(xi −mi)
٢) exp{−١

٢(x
∼
−m

∼
)(Σ + tI)(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
(٣.٣)

= −١
٢(| I + tΣ−١ |)

−
٣
٢d(φ(t,Σ−١))/dt (۴.٣)

:t↘ ٠ قبل رابطه در اینکه به توجه با و زیر رابطه بردن ار ب با و قبل ازلم استفاده با

dφ(t,Σ−١)
dt

|t=٠ = tr(Σ−١) =
p∑

i=١
v(xi)

بنابراین:

√
| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

∑
(xi −mi)

٢

r٢ exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
=

p∑
i=١

v(xi)

r٢



۴۴ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

ر: دی طرف از

P (X
∼
ϵB(m, r)) = ١ −

√
| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Bc(m,r)

exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
(۵.٣)

= ١ −
√

| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

IBc(m,r) exp{−
١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
(۶.٣)

⇒ P (x
∼
ϵB(m, r)) > ١ −

√
| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

∑
(xi −mi)

٢

r٢ exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼
(٧.٣)

= ١ −

p∑
i=١

v(xi)

r٢ (٨.٣)

⇒ P (x
∼
ϵB(m, r)) > ١ −

p∑
i=١

v(xi)

r٢ (٩.٣)

(٧.٣) نامساوی برهان.

بنابراین: باشد، B اقلیدس گوی از خارج ای نقطه اگر

∑
(xi −mi)

٢ > r٢ ⇒
∑

(xi −mi)
٢

r٢ > ١

⇒
∫
Bc(m,r)

∑
(xi −mi)

٢

r٢ f(x
∼
)d x

∼
>

∫
Bc(m,r)

f(x
∼
)d x

∼

⇒
∫
Rp

∑
(xi −mi)

٢

r٢ f(x
∼
)d x

∼
>

∫
Bc(m,r)

f(x
∼
)d x

∼

کنیم. م جمع ی با و ضرب منف در را طرف دو

١ −
∫
Rp

∑
(xi −mi)

٢

r٢ f(x
∼
)d x

∼
6 ١ −

∫
Bc(m,r)

f(x
∼
)d x

∼

⇒ ١ −
√

| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

IBc(m,r) exp{−
١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼

> ١ −
√

| Σ |

(٢π)
p

٢

∫
Rp

(xi −mi)
٢

r٢ exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)Σ(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼



۴۵ وابسته الر اس متغیرهای با متغیره چند حالت برای چبیشف نامساوی .٢.٣

شبیه کاملا بعدی p حالت در چبیشف نامساوی که کرد گیری نتیجه توان م ٢.٢.٣ قضیه به توجه با

بعدیست. تک حالت یافته گسترش بعدی، p حالت ر دی عبارت به باشد م بعدی تک حالت

نماییم. م بررس را متفاوت شرایط با را ری دی مهم نامساوی ادامه در

جنج نامساوی ١.٢.٣

p مثبت معین ماتریس B و متغیره چند نرمال توزیع دارای X
∼

کنید فرض جنج: نامساوی .٣.٢.٣ قضیه

ویژه مقادیر شامل قطری ماتریس D که ،B = JTDJ و ρ١ > ρ٢ > ... > ρp > ٠ ویژهء مقادیر با بعدی،

:[١٢]r > ٠ هر ازای به آنگاه یرید ب نظر در باشد م B ماتریس

P (X
∼
/∈ B(m, r)) =

١√
(٢π)p|B|

∫
Bc(m,r)

exp{−١
٢(x

∼
−m

∼
)B−١(x

∼
−m

∼
)T }d x

∼

> q(
r

√
ρp

)p−٢ exp{−r
٢

٢ρp
}

ندارد. بستگ r به که است ثابت مقدار q

متغیرِ تغییر ، راحت برای که است بردارسطری (x
∼
−m

∼
) کنیم، م آوری یاد برهان از قبل برهان.

گیریم. م نظر در را (x
∼
−m

∼
) → y

∼
T

A =
١√

(٢π)p|B|

∫
∥y∥>r

exp{−١
٢(y

∼
)TB−١ y

∼
}d y

∼

=
١√

(٢π)pρ١ρ٢...ρp

∫
∥y∥>r

exp{−١
٢(y

∼
)TJ−١D−١(JT )−١ y

∼
}d y

∼



۴۶ متغیره چند حالت در چبیشف نامساوی .٣

(. باشد برابر بامعکوسش اش ترانهاده که است ماتریس J) y١
∼

= J y
∼
⇒ d y١

∼
= Jd y

∼
متغیر تغییر با

=
١√

(٢π)pρ١ρ٢...ρp

∫
∥y∥>r

exp{−١
٢ yT١

∼
D−١ y١

∼
}d y١

∼

y٢i =
y١i√
ρi

=
١√
(٢π)p

∫
∑

|ρiy٢
٢i|>r٢

exp{−
∑
y٢

٢i
٢ }d y٢

∼

> ١√
(٢π)p

∫
ρp

∑
|y٢

٢i|>r٢
exp{−

∑
y٢

٢i
٢ }d y٢

∼

قضیه) صورت (طبق است. ویژه مقدار ترین کوچ ρp که است دلیل این به آخر نامساوی

دهیم: م تغییر کروی) (اَبر کروی مختصات به را دکارت مختصات

A = q

∫
R>

r
√
ρp

Rp−١ exp{−R
٢

٢ }dR

= −q[Rp−٢e
−
R٢

٢ ]
R>

r
√
ρp

+ q

∫
R>

r
√
ρp

(p− ٢)Rp−٣ exp{−R
٢

٢ }dR

> −q[Rp−٢e
−
R٢

٢ ]
R>

r
√
ρp

= q(
r

√
ρp

)p−٢e
−
r٢

٢ρp

(برخلاف جنج نامساوی که است یادآوری به لازم است. آمده ٨ شماره پیوست در مشروحتری برهان که

. کند م مطرح را پایین کران چبیشف) نامساوی



۴ فصل

گیری ونتیجه بحث ینسن، نامساوی

۴٧



۴٨ گیری ونتیجه بحث ینسن، نامساوی .۴

کل مباحث در ابتدا که احتمال در مهم نسبتاً نامساویهای از ی شد گفته ١ فصل در که همانگونه

در با احتمال مبحث در نامساوی کردن مطرح از قبل باشد. م ینسن نامساوی است، شده مطرح ریاض

احتمال در نامساوی بحث به بعد آورده را ینسن نامساوی کاربردهای از نمونه چند (١٠.١) رابطه گرفتن نظر

پردازیم. م

نشان ، هندس میانگین دهنده نشان H̄ و حسابی میانگین دهنده نشان X̄ ، نامنف ها Xi هرگاه .۴.٠.۴ مثال

است[٣]. برقرار زیر رابطه دهیم م

H̄ 6 X̄ (١.۴)

برسیم. درست نتیجه به باید فرض این با باشد، برقرار (١.۴) رابطه کنیم م فرض اول) روش

(Πn
i=١xi)

١
n 6

∑
xi
n

(٢.۴)

⇒ ln((Πn
i=١xi)

١
n ) 6 ln(

∑
xi
n

) (٣.۴)

⇒ ١
n

∑
(lnxi) 6 ln(

∑
xi
n

) (۴.۴)

: ((٣.١) (رابطه µ(.) تعریف به توجه با طرف از

µ(f) =
١∑
αk

∑
αkf(xk)

∑
αk = ١

: f(x) = ln(x), g(x) = x زین وجای (١٠.١) رابطه به توجه با

µ(fog) 6 f(µ(g)) (۵.۴)

است. برقرار (١.۴) رسیدیم صحیح رابطه به پس است برقرار (۵.۴) رابطه است، مقعر f تابع اینکه بدلیل

کنیم: م تعریف زیر صورت به را h تابع دوم) روش

h(x) = ex−١ − x⇒ h′(x) = ex−١ − ١ ⇒ h′(١) = ٠



۴٩

شود.بنابراین: م کمینه x = ١ در تابع دوم مشتق بودن مثبت بدلیل

h(x) > h(١) ⇒ ex−١ − x > ٠ ⇒ ex−١ > x x→ xi
x̄

e

xi
x̄

−١
> xi

x̄
⇒ Πe

xi
x̄

−١
> Π

xi
x̄

⇒ e

∑
xi
x̄

−n
> Πxi

(x̄)n

⇒ e

nx̄

x̄
−n

> Πxi
(x̄)n

⇒ x̄n > Πxi

⇒ x̄ > (Πxi)

١
n

دهیم: قرار را ها i ها، xi جای به اگر آوری: یاد

(Πxi)
١/n 6 x̄⇒ (n!)

١
n 6 n(n+ ١)

٢n (۶.۴)

⇒ n! 6 (
n+ ١

٢ )n (٧.۴)

نشان بررسیها ول باشد م مفید بزرگ) های n برای (مخصوصا n! زدن تقریب برای (٧.۴) رابطه نکته:

است. دقیقتر و بهتر بالا تقریب از ١ استرلینگ تقریب دهد م

است[٣]. برقرار زیر رابطه باشند، مثلث داخل زوایای A١, A٢, A٣ گاه هر .۵.٠.۴ مثال

٣
√

٣
٢ −

∑
(π/٣ −Ai) cosAi 6

∑
Ai 6

٣
√

٣
٢

از تر کوچ زاویه که (وقت f(x) = sinx مقعر تابع برای نامساوی جهت اینکه و (١٠.١) رابطه به توجه با
١n! ∼= (n/e)n

√
٢πn
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کنیم. م بازنویس را رابطه شود م عکس باشد.) رادیان π

٠ >
∑

αkF (Ak)F (
∑

αkAk) >
∑

αkAkf(Ak)−
∑

αkAk

∑
αkf(Ak)

٠ >
∑ ١

٣ sinAk − sin(
∑ ١

٣Ak) >
∑ ١

٣Ak cosAk − (
∑ ١

٣Ak)
∑ ١

٣ cosAk

٠ > ١
٣
∑

sinAk − sin(
∑ Ak

٣ ) > ١
٣
∑

Ak cosAk −
١
٣
π

٣
∑

cosAk

٠ > ١
٣
∑

sinAk −
√

٣
٢ > ١

٣
∑

(Ak −
π

٣) cosAk

کنیم. م ضرب ٣ در را طرف دو

٠ >
∑

sinAk −
٣
√

٣
٢ >

∑
(Ak −

π

٣) cosAk

⇒ ٣
√

٣
٢ >

∑
sinAk > ٣

√
٣

٢ +
∑

(Ak −
π

٣) cosAk

٣
√

٣
٢ >

∑
sinAk > ٣

√
٣

٢ −
∑

(Ak −
π

٣ −Ak) cosAk

مثلث داخل زوایای سینوس مجموع که است این آید م بدست بالا رابطه از که واضح نتایج از ی

باشد. م ٣
√

٣
٢ مساوی یا تر کوچ

احتمال در ینسن نامساوی ١.۴

بنویسیم: زیر صورت به را نامساوی توانیم م µ(.) مناسب ذاری باجای نیز احتمال شاخه در

E(gof(X))− g(Ef(X)) > ٠

باشد. م محدب تابع f شد، گفته قبلا که همانطور

نتیجه: در f(x) =| x و| g(x) = xr اگر و

E(| X |r) > (E | X |)r (٨.۴)

باشد. م واریانس بودن مثبت اثبات در ینسن نامساوی رایج بسیار کاربردهای از ی نکته:



۵١ احتمال در ینسن نامساوی .١.۴

ینسن نامساوی بهبود ١.١.۴

ببخشیم. بهبود را (٨.۴) نامساوی بهبودیافته، چبیشف نامساوی از استفاده با خواهیم م اکنون

کنیم م بیان زیر حالت برای را یافته بهبود نامساوی کنیم، بیان را (٨.۴) نامساوی یافته بهبود اینکه از قبل

آوریم: م بدست را جواب نیز µ = ٠ حالت برای سپس

(α(r))rE(| X − µ |r) > (E | X − µ |)r (٩.۴)

م مفید α(r) < ١ که است بدیه باشد�، م بهبودیافته نامساوی آوردن بدست برای ضریبی α(r) نکته:

شود. گرفته نظر در α(r) = ١ باید صورت این غیر در باشد

است[۵]: برقرار زیر رابطه باشد، µ میانگین دارای X تصادف متغیر هرگاه .١.١.۴ قضیه

E | X − µ |6 α(r)E(| X − µ |r)
١
r

گیریم: م نظر در را زیر فرضهای پیش برهان، از قبل

P (| X − µ |> k) 6 C∗(r)E(| X − µ |r)/kr (١٠.۴)

⇒ C∗(r) = sup
krP (| X − µ |> k)

E(| X − µ |r)
(١١.۴)

P = P (X = µ) = ٠ ��� ����� ������ ������ ���� (١٢.۴)

پس: | X − µ |> ٠ اینکه به توجه با برهان.

E | X − µ |=
∫ ∞

٠
P (| X − µ |> x)dx δ > ٠ ثابت برای

6
∫ δ

٠

١
xr١

C∗(r١)E(| X − µ |r١)dx+

∫ ∞

δ

١
xr٢

C∗(r٢)E(| X − µ |r٢)dx

٠ 6 r١ < ١ < r٢ <∞ که وقت

توابع به باتوجه صورت این غیر (در باشند، را هم شده نوشته انتگرالهای که است این برای بالا شرط نکته:

پس بود.) خواهند واگرا انتگرالها ، انتگرال زیر

E | X − µ |6 C∗(r١)
δ١−r١

١ − r١
E(| X − µ |r١) + C∗(r٢)

δ١−r٢

r٢ − ١E(| X − µ |r٢)
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: r١ = ٠ گرفتن نظر در با و r٢ > ١ و δ > ٠ هر برای بویژه

E | X − µ |6 C∗(٠)δ + C∗(r٢)
δ١−r٢

r٢ − ١E(| X − µ |r٢) (١٣.۴)

١١.۴ رابطه به توجه ⇒با E | X − µ |6 δ(١ − p) + C∗(r٢)
δ١−r٢

r٢ − ١E(| X − µ |r٢) (١۴.۴)

کمینه δ حسب بر را (١۴.۴) عبارت باید هستیم، دقیقتر کران دنبال به ما و است، اختیاری δ اینکه به توجه با

کنیم.

b = C∗(r٢)
١

r٢ − ١E(| و a = ١ − p آن در که یریم، ب نظر در aδ + bδ١−r٢ صورت به را (١۴.۴) اگر

شود.زیرا: م کمینه δ = (b(r٢ − ١)/a)١/r٢ نقطه در فوق تابع X − µ |r٢)

m(δ) = aδ + bδ١−r٢ ⇒ m′(δ) = a+ (١ − r٢)bδ
−r٢

m'=0
=⇒ aδr٢ = (r٢ − ١)b⇒ δ = (b(r٢ − ١)/a)١/r٢

:a, b ذاری جای با بنابراین

E | X − µ |6
(C∗(r٢)

E(| X − µ |r٢)

r٢ − ١ )١/r٢(
r٢

r٢ − ١)(r٢ − ١(١/r٢

(١ − p)١/r١−٢

⇒ E | X − µ |6 r٢
r٢ − ١)١ − p)١−١/r٢(C∗(r٢)E(| X − µ |r١((٢/r٢

کنیم.) زین جای توانستیم نم را r١ ول کنیم زین جای توانیم م r٢ > ١ (چون r٢ → r تبدیل با

E | X − µ |6 r

r − ١)١ − p)١−١/r(C∗(r))١/r︸ ︷︷ ︸
α(r)

E(| X − µ |r))١/r (١۵.۴)

⇒ E | X − µ |6 α(r)(E(| X − µ |r))١/r (١۶.۴)

داشت: خواهیم µ = ٠ برای پس باشد، م میانگین عنوان به ثابت عدد اینکه به توجه با نتیجه:

E | X |6 α٠(r)E(| X |r))١/r ≡ (E | X |)r 6 (α٠(r))
rE(| X |r))

α٠(r) =
r

r − ١)١ − p٠)
١−١/r(C∗

٠(r))



۵٣ کل گیری نتیجه .٢.۴

r m = ١ m = ٢ m = ٣ m = ۴
٢ ٠٫ ٨۶۶ ٠٫ ٧١٣ ٠٫ ۶٢٢ ٠٫ ۵۶٠
۴ ٠٫ ٣۶۴ ٠٫ ٣٢١ ٠٫ ٢٨٩ ٠٫ ٢۶۶
۶ ٠٫ ٢٣١ ٠٫ ٢١٠ ٠٫ ۴٣٠ ٠٫ ۴۴٣
٨ ٠٫ ١٧٠ ٠٫ ١۵٨ ٠٫ ٣۵٢ ٠٫ ٣۵٨

(m,١/٢) پارامترهای برای α(r) ضریب و منف ای دوجمله توزیع :١.۴ جدول

r n = ۵ n = ١٠ m = ١۵
۴ ١٫ ١٠٢ ٠٫ ۶٠٧ ٠٫ ٧٠٠
۶ ٠٫ ٩٣٧ ٠٫ ۴٧٧ ١٫ ٠۴٠
٨ ٠٫ ٨۴٩ ١٠٫ ٠۵۵ ١٠٫ ٠١١

(n,١/٢) پارامترهای برای α(r) ضریب و ای دوجمله توزیع :٢.۴ جدول

باشد: پیوسته X اگر خاص درحالت

P٠ = P٠(X = ٠) = ٠

E | X − µ | برای کران آوردن بدست (١۶.۴) نامساوی کاربردهای از α٠(r) =
r

r − ١(c∗٠(r)) بنابراین:

باشد. م

زوج) r ها(مخصوصاً rاز بعض برای ول آوریم بدست صریح بطور را E | X − µ | نتوانیم که مواقع در

باشد. م مفید بسیار کران این شود، محاسبه تر ساده E(| X − µ |r)

برای α(r) ضرایب ١.١.۴ و ١.١.۴ جداول در کنید. مراجعه [١٣] به بیشتر اطلاعات آوردن بدست برای

شده آورده (n,١/٢) پارامترهای با منف ای دوجمله و (m,١/٢) پارامترهای با منف ای دوجمله توزیع

دارد. وجود چبیشف ینسن نامساوی بین نزدی خیل ارتباط که گیریم م نتیجه اینجا در این نابر است.

کل گیری نتیجه ٢.۴

را روابط توان م و باشند م کرانها بهبود جهت در تغییرات دستخوش روز به روز احتمال نامساویهای

م مشخص هدف جهت در روابط واین سازند، م مرتبط ر دی ی به را احتمال نامساوی چند که یافت

نباشند) مفید است ن مم نامساویها ارتباط گونه هر باشند.(زیرا

علوم در هم باز ول باشد(١٨۶٧) م قدیم بسیار نامساوی اینکه با چبیشف نامساوی کنیم دقت اگر
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گیرد؛ م و گرفته صورت تلاشهایی نامساوی این بهبود جهت در دهدکه م نشان واین دارد کاربرد مختلف

نسبت دقیقتری نامساوی جهان از ای گوشه در باشیم؛فردی م شده ارائه مطالب پایان در که شایداکنون

برای و است وسیع چقدر علوم وگسترش دامنه که میدهد نشان این و باشد آورده بدست شد گفته آنچه به

است. باز کنند تلاش خواهند م که افرادی دست پژوهش تحقیق

طرح قابل های ایده ٣.۴

برای است ن مم (که مختلف های ایده است، رسیده ثمر به نامه پایان این در که تلاش اندک به توجه با

در را طرح قابل و مهم مورد چندین شود؛ م مطرح باشد) مفید کارکنند زمینه این بعداًبخواهنددر که کسان

گردد. م بیان گذرا بصورت مابق و شود م بیشتری بحث اول مورد در که آوریم؛ م فصل این پایان

به یافته بهبود نامساوی دهیم قرار را g(x) ومحدب مثبت تابع xr جای به مارکف نامساوی در گاه ١)هر

کند. م تغییر زیر صورت

P (| X |> x) 6 C∗
g (r)

Eg(| X |)
g(x)



۵۵ طرح قابل های ایده .٣.۴

نظر در g(x) = erx تابع و باشد f(x) = λe−λx ال چ تابع با نمایی توزیع دارای X اگر خاص: حالت

داریم: شود، گرفته

P (| X |> x) = P (X > x) 6 C∗
e (r)

Eer|X|

erX

⇒


C∗
e (r) = sup

x>٠

erxP (X > x)

EerX

C∗
e (r) 6 sup

x>٠

erxf(x)

rEerX

⇒ C∗
e (r) = λ sup

x>٠

e−λxerx

EerX

⇒ C∗
e (r) =

λ

EerX
sup
x>٠

ex(r−λ)

تا x↘ ٠ پس x > ٠ اینکه دلیل وبه باشد م سوپریمم دارای صفر نقطه در ex(r−λ) ،(r < λ) فرض با

بیفتد. اتفاق سوپریمم

C∗
e (r) ≃

١
EerX

بهتری کران r ↗ λاگر باشد م دلخواه r چون کنیم، مقایسه (٣.٢) آمده بدست کران با را فوق کران اگر

آید. م بدست

گیرد. قرار بررس مورد نیز ر دی ال چ توابع برای نامساوی این شود م پیشنهاد

. c∗(r) ضریب بر وچوله کشیده توزیع مختلف حالتهای تاثیر ٢)بررس

بهبود چبیشف نامساوی از استفاده با گسسته، توزیعهای از بعض توزیع تابع برای کران آوردن ٣)بدست

یافته.

متغیره. pمقیاس مخلوط نرمال در ال چ تابع و توزیع تابع ۴)مقایسه
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را g(x) بهینه تابع مارکف، نامساوی در بهینه r جای به که بطوری g(x) تابع کردن پیدا ١ بند به توجه ۵)با

آوریم بدست

آوردیم بدست را بهینه r ان ام صورت در
∑

p is prime
e−λp کران مورد ۶)در

کران مسلماً که داد؛ تغییر زیر صورت به ها) r بعض (برای توان م را چبیشف نامساوی رسد م نظر ٧)به

است. بهتری

P (| X |> x) 6 (
E | X |
x

)r(6 E | X |r

xr
)



پیوستآ�

پیوست

۵٧



۵٨ پیوست آ�.

پیوست١
خارج باید باشد ای محدوده از خارج احتمال اینکه برای بعدی دو تصادف متغیر برای دانیم م که همانطور

یرد ب قرار زیر در شده معرف مستطیل از

باشد. م نامنف t٢ 6 ١( (برای ١
k١)٢ − t٢)

[
x٢

σ٢
١
− ٢txy
σ١σ٢

+
y٢

σ٢
٢
] تابع همچنین

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

١
k١)٢ − t٢)

[
x٢

σ٢
١
− ٢txy
σ١σ٢

+
y٢

σ٢
٢
]f(x, y)dxdy

=
١)٢ − tr)

k١)٢ − t٢)
> ١ −

∫ ∫
R
f(x, y)dxdy = P (|X| > kσ١ ∨ |Y | > kσ٢)

باشد. م نظر مورد مستطیل ناحیه R

باشد. م همبستگ ضریب r

کنیم. کمینه را نامساوی چپ سمت عبارت باید حال

٢t(١ − tr) = r(١ − t٢) ⇒ t =
١
r
(١ ±

√
١ − r٢)

t =
١
r
(١ −

√
١ − r٢)

داریم: آمده بدست t برای پس t٢ 6 ١ شرط با

P (|X| > kσ١ ∨ |Y | > kσ٢) 6
١ +

√
١ − r٢

k٢

.[۶]

پیوست٢
±σ١k١ به محدود است مستطیل R ) R ناحیه از خارج در یری انتگرال ناحیه به باتوجه لال: نامساوی

داشت. خواهیم زیر صورت به F (x١, x٢) وتابع ( ±σ٢kو٢

F (x١, x٢) =
١

١ − t٢
(
x٢

١
k١σ٢

١
− ٢tx١x٢
k١k٢σ١σ٢

+
x٢

٢
k٢

٢σ
٢
٢
)

⇒
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (x١, x٢)ϕ(x١, x٢)dx١dx٢ =

١
١ − t٢

(
١
k٢

١
− ٢tr
k١k٢

+
١
k٢

٢
)

> ١ −
∫ ∫

R
ϕ(x١, x٢)dx١dx٢



۵٩

باشد؛ همبستگ ضریب r که هنگام

١ −
∫ ∫

R
ϕ(x١, x٢)dx١dx٢ 6 ١

١ − t٢
(

١
k٢

١
− ٢tr
k١k٢

+
١
k٢

٢
)

⇒ P (|X١| > k١σ١ ∨ |X٢| > k٢σ٢) 6
١

١ − t٢
(

١
k٢

١
− ٢tr
k١k٢

+
١
k٢

٢
)

کنیم. م کمینه t به نسبت را نامساوی راست سمت عبارت حال

(rk١k٢)t
٢ − (k٢

١ + k٢
٢)t+ rk١k٢ = ٠

⇒ t =
(k٢

١ + k٢
٢)±

√
(k٢

١ + k٢
٢)

٢ − ۴r٢k٢
١k

٢
٢

٢rk١k٢

t١ =
(k٢

١ + k٢
٢)−

√
(k٢

١ + k٢
٢)

٢ − ۴r٢k٢
١k

٢
٢

٢rk١k٢

t٢ 6 ١ چون

⇒ P (|X١| > k١σ١ ∨ |X٢| > k٢σ٢) 6
(k٢

١ + k٢
٢) +

√
(k٢

١ + k٢
٢)

٢ − ۴r٢k٢
١k

٢
٢

٢k٢
١k

٢
٢

آید. م بدست برگ نامساوی k١ = k٢ = k ذاری جای ١:با یادآوری

آید: م بدست متغیره تک حالت در نامساوی r = ١ ذاری جای با ٢:و یادآوری

P (|X١| > k١σ١) 6
١
k٢

١

.[٧]

پیوست٣
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٢ فصل اول قضیه ج) قسمت برهان.

f(x) =
١

٢π

∫ ∞

−∞
e−itxψ(t)dt

F (z) =
١

٢π

∫ z

−∞

∫ ∞

−∞
e−itxψ(t)dtdx

=
١
٢ +

١
٢π

∫ z

٠

∫ ∞

−∞
e−itxψ(t)dtdx توزیع بودن متقارن

=
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞
ψ(t)

∫ z

٠
e−itxdxdt

=
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞
ψ(t)

∫ z

٠
(cos tx− i sin tx)dxdt

توزیع بودن متقارن بدلیل هم باز

=
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞
ψ(t)dt[

sintx

t
]z٠

=
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞

sintz

t
ψ(t)dt

⇒ F (x) =
١
٢ +

١
٢π

∫ ∞

−∞

sintx

t
ψ(t)dt

است: شده استفاده ٢ فصل اول قضیه ج) قسمت اثبات در که ری دی عبارت اما

∫ ∞

−∞

sinu

u
du = π

رابطه به توجه با بنابراین باشد م (-١،١) برفاصله نواخت ی توزیع مشخصه تابع sinu
u

که دانیم م قبل از

داریم[١۴]: زیر

f(x) =
١

٢π

∫ ∞

−∞
e−itxψ(t)dt =

١
٢π

∫ ∞

−∞
e−itx sin t

t
dt

⇒ f(x) =
١
٢ = f(٠) = ١

٢π

∫ ∞

−∞

sin t

t
dt

⇒
∫ ∞

−∞

sinu

u
du =

٢π
٢ = π
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پیوست۴
داریم: X ∼ N(٠, σ٢) هرگاه

c̄(r) =
[
٢
r
(
r + ٢

٢ )

r + ٢
٢ e

−r − ١
٢ ]

Γ(
r + ٢

٢ )

آوریم. م بدست را جواب σ = ١ برای σ بودن دلخواه بدلیل برهان.

f(|x|) = ٢√
٢π

e
−
x٢

٢ (آ�.١)

⇒ c̄(r) = sup
x>٠

xr+١f(x)
rE|X|r

=

sup
x>٠

xr+١f(x)

rE|X|r
=

sup
x>٠

xr+١e
−
x٢

٢
√
πrE|X|r√

٢

(آ�.٢)

X ∼ N(٠,١) ⇒ X٢ = |X|٢ ∼ χ(١)٢ (آ�.٣)

⇒ E(|X|٢)
r

٢ =
٢
r

٢Γ(
١
٢ +

r

٢)

Γ(
١
٢)

(آ�.۴)

g′(x) = ٠ ⇒ x = (r + ١)
r

٢ (آ�.۵)

داریم (آ�.٢) رابطه در (آ�.۴) و (آ�.۵) ذاری جای با

c̄(r) =
[٢r/٢(r + ٢)

r + ٢
٢ e

−r − ١
٢ ]

Γ(١/٢)
r٢r/٢Γ(

r + ٢
٢ )

Γ(١/٢)

=
[
٢
r
(
r + ٢

٢ )

r + ٢
٢ e

−r − ١
٢ ]

Γ(
r + ٢

٢ )
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پیوست۵
آنگاه: باشد λ پارامتر با پواسون توزیع دارای X تصادف متغیر اگر

١ − P (X 6 k)=

A︷ ︸︸ ︷∫ λ

٠
e−ttkdt /k! (آ�.۶)

داشت: خواهیم (آ�.۶) رابطه راست طرف گرفتن نظر در با

A =

∫ λ

٠
e−ttkdt tk = u٠, e

−tdt = dv

A = [−e−ttk]λ٠ +

∫ λ

٠
ke−ttk−١dt ktk−١ = u١, شود م تکرار قبل همان v

A = [−e−ttk]λ٠ − [ke−ttk−١]λ٠ +

∫ λ

٠
k(k − ١)e−ttk−٢dt k(k − ١)tk−٢ = u٢

A = [−e−ttk]λ٠ − [ke−ttk−١]λ٠ − [k(k − ١)e−ttk−٢]λ٠

+

∫ λ

٠
k(k − ١)(k − ٢)e−ttk−٣dt k(k − ١)(k − ٢)tk−٣ = u٣

...

A = −e−λλk − ke−λλk−١ − k(k − ١)e−λλk−٢ − k(k − ١)(k − ٢)e−λλk−٣

− k(k − ١)(k − ٢)(k − ٣)e−λλk−۴ − ...− k!(e−λλ− ١ + e−λ)

⇒ A/k! = ١ − e−λ − k!e−λλ

k!
− k!e−λλ٢

٢!k! − ...− e−λλk

k!
= ١ − P (X 6 k)

⇒ P (X > k) =

∫ λ
٠ e

−ttkdt

k!

پیوست۶
داریم: پواسون توزیع در

E(Xn) =
n∑

i=٠
S٢(n, i)λ

i (آ�.٧)



۶٣

بدانیم. بل عدد و دوم نوع استرلینگ عدد درباره مقداری باید (آ�.٧) رابطه برهان نوشتن از قبل برهان.

اعضای از ی هیچ که کنیم افرازبندی طوری را عضوی n مجموعه ,n)S٢):هرگاه i)) دوم نوع استرلینگ عدد

بدست افرازهای (گوناگون) تعداد به باشند؛ تا ”i” آمده بدست های مجموعه زیر تعداد و نباشند ته افراز

میدهند. نشان بالا نماد با و شود م گفته عضوی n مجموعه در ”i” دوم نوع استرلینگ آمده٬عدد

باشیم داشته را {١,٢,٣} عضوی سه مجموعه اگر مثلا

بود. خواهد [({٣}, {١,٢}), ({٢}, {١,٣}), ({١}, {٢,٣})] S(٣,٢)٢ = ٣

.S٢(n,٠) = ٠, S(٠,٠)٢ = ١ قرارداد بنابر یادآوری:

عضوی n مجموعه ی برای i = n تا i = ٠ از را عضوی ”i” افراز تعداد هرگاه :( Bn) بل عدد

Bn =

n∑
i=٠

S٢(n, i) آید: م بدست بل عدد بزنیم جمع

آوریم: م بدست را بل عدد قبل مثال برای

خواهیم م Bn و S٢(n, i) از استفاده با حال B٣ = S(٣,٠)٢+S(٣,١)٢+S(٣,٢)٢+S(٣,٣)٢ = ۵

کنیم. م بیان نیز را کم لم دو اکنون آوریم؛ بدست پواسون توزیع در را n مرتبه مرکزی غیر گشتاور

:[١۵]n > ١ هر برای آ�.١.٠. لم

Xn =

n∑
i=١

S٢(n, i){Πi−١
k=٠(X − k)}

[١۵]: i > ١ هر برای باشد، پواسون توزیع دارای X تصادف متغیر گاه هر آ�.٢.٠. لم

E(h(X){Πi−١
k=٠(X − k)} = λiE(h(X + i)) (آ�.٨)



۶۴ پیوست آ�.

برهان.

E{Πi−١
k=٠(X − k)} = λi h(x) = ١ گرفتن نظر در با

⇒ E(Xn) = E

n∑
i=١

S٢(n, i){Πi−١
k=٠(X − k)}

=

n∑
i=١

S٢(n, i)E{Πi−١
k=٠(X − k)}

=

n∑
i=١

S٢(n, i)λ
i S٢(n,٠) = ٠

=

n∑
i=٠

S٢(n, i)λ
i

⇒ E(Xn) =

n∑
i=٠

S٢(n, i)λ
i

پیوست٧
بعدی[١۶]: p متغیرهای مورد در تقارن

گوییم باشد، برقرار زیر رابطه هرگاه دانیم، م بعدی) تک حالت متقارن(در توزیعهای مورد در که همانگونه

باشد: م متقارن θ نقطه حول X

X − θ
d
= θ −X (آ�.٩)

انواع تقارن، بعدی pحالت در ول شود م تعریف (آ�.١٠) رابطه صورت به فقط بعدی تک حالت در تقارن

دارد. مختلف

بیضوی-کروی-نیم تقارنهای از عبارتند بشناسیم کنون تا ایم توانسته که متغیره p حالت در تقارن انواع

وعلامت. ای-مرکزی وزاویه فضایی

نم مقوله این بیشتر شرح به که نمود، محاسبه نیز را چول توان م بالا، شده گفته تقارنهای براساس

کنیم. م تعریف را کروی تقارن نامه پایان این نیاز برحسب فقط پردازیم؛



۶۵

ماتریس شرایط که Ap×p مثل ماتریس که باشد ای ونه ب X بعدی p تصادف متغیر هرگاه آ�.٣.٠. تعریف

کروی تقارن θ ∽Xحول بردار گوییم باشد، قرار بر زیر رابطه ه بطوری باشد داشته وجود باشد داشته را دوران

دارد.

X
∼
− θ

∼

d
=A(θ

∼
−X

∼
) (آ�.١٠)

پیوست٨
مختصات به تبدیل متغیره( دو حالت ابتدا کروی) ابر کروی( مختصات به دکارت مختصات متغیر تغییر برای

دهیم. م گسترش بالاتر مراتب به را آن و گرفته نظر در تبدیل ژاکوپین با را قطبی)

(x١, x٢) → (ρ, θ١)

x١ = ρcosθ١

x٢ = ρsinθ١

⇒ J =

∣∣∣∣∂x١/∂ρ ∂x١/∂θ١
∂x٢/∂ρ ∂x٢/∂θ١

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos θ١ −ρ sin θ١
sin θ١ ρ cos θ١

∣∣∣∣
= ρ(cos٢ θ١ + sin٢ θ١) = ρ⇒ |J | = ρ

⇒
∫
dxdy =

∫
ρdρdθ١
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آوریم: م بدست نیز را متغیره سه حالت بیشتر فهم برای

(x١, x٢, x٣) → (ρ, θ١, θ٢)

x١ = ρ sin θ١sinθ٢

x٢ = ρsinθ٢ cos θ١

x٣ = ρ cos θ٢

⇒ J =

∣∣∣∣∣∣
∂x١/∂ρ ∂x١/∂θ١ ∂x١/∂θ٢
∂x٢/∂ρ ∂x٢/∂θ١ ∂x٢/∂θ٢
∂x٣/∂ρ ∂x٣/∂θ١ ∂x٣/∂θ٢

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
sin θ٢ sin θ١ ρ sin θ٢ cos θ١ ρ cos θ٢ sin θ١
sin θ٢ cos θ١ −ρ sin θ٢ sin θ١ ρ cos θ٢ cos θ١

cos θ٢ ٠ −ρ sin θ٢

∣∣∣∣∣∣
= cos θ٢

∣∣∣∣ ρ sin θ٢ cos θ١ ρ cos θ٢ sin θ١
−ρ sin θ٢ sin θ١ ρ cos θ٢ cos θ١

∣∣∣∣− ρ sin θ٢

∣∣∣∣sin θ٢ sin θ١ ρ sin θ٢ cos θ١
sin θ٢ cos θ١ −ρ sin θ٢ sin θ١

∣∣∣∣
= ρ٢ cos θ٢(cos

٢ θ١ sin θ٢ cos θ٢ + sin٢ θ١ cos θ٢ sin θ٢)

− ρ٢ sin θ٢(− sin٢ θ٢ sin٢ θ١ − sin٢ θ٢ cos٢ θ١)

= ρ٢ cos٢ θ٢ sin θ٢ + ρ٢ sin٣ θ٢ = ρ٢ sin θ٢(cos
٢ θ٢ + sin٢ θ٢) = sin θ٢

⇒ |J | = ρ٢ sin θ٢

⇒
∫
dx١dx٢dx٣ =

∫
ρ٢ sin θ٢dρdθ٢dθ١

...

⇒
∫
dx١dx٢dx٣...dxp =

=

∫
ρp−١ sin θ٢...(sin θp−٣)

p−۴(sin θp−٢)
p−٣(sin θp−١)

p−٢dρdθp−١...dθ٢dθ١

کنند. م تغییر π تا ٠ از ها θi مابق کند) م تغییر ٢π تا از٠ (که θاز١ غیر به که شود م یادآوری فقط
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