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-ϵ ، صفحه ابر چبیشف، زیرفضاي تقریب، هم بهترین ها: کلیدواژه
تابش،نقطه نقطه دار، 2-نرم فضاي چبیشف، هم - ϵ تقریب، هم بهترین
نگاشت همزمان، چبیشف هم همزمان، تقریب هم بهترین تابش، هم
گون، ستاره توابع محدب، هاي مجموعه انبساطی، غیر نگاشت انقباضی،
حافظ -نگاشت ε تقریب، هم حافظ همزمان،نگاشت تقریب هم -بهترین ε

تقریب. هم
نرم فضاهاي در تقریب هم بهترین ي مسئله نامه، پایان این در چکیده:
ε و همزمان تقریب هم بهترین مفهوم است. گرفته قرار بررسی مورد دار
توسط ابتدا در تقریب هم نظریه است. شده ارائه نیز همزمان تقریب -هم
فضاي یک X که کنیم فرض شد. بیان 1972 سال در فوري و فرانچتی
ي مجموعه زیر یک G که کنیم فرض همچنین باشد ∥ . ∥ نرم با دار نرم
G از x براي تقریب هم بهترین ،g0 ∈ G آنگاه باشد. x ∈ X و X از ناتهی

اگر شود، می نامیده
∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ (∀g ∈ G)

می نشان RG(x) نماد با را G از x هاي تقریب هم بهترین ي مجموعه
C[a, b] روي یکنواخت تقریب هم بهترین به مربوط نتایج همچنین دهیم.

است. شده ارائه



پیشگفتار
به مفهوم این شد. فوري2ارائه و 1 فرانچتی بوسیله ابتدا در تقریب هم مفهوم
این همکارانش و رائو5 آن متعاقب شد. نامگذاري 4 سینگر 3و پاپینی وسیله
سوالاتی به نظریه این از اعظمی قسمت دادند. توجهی قابل توسیع را نظریه
بعضی پردازد. می تقریب هم بهترین ي مشخصه و یکتایی، وجود، قبیل از
همچنین متریک، تصویر هم عملگر پیوستگی و پیوستگی نیم خواص از
فضاهاي روي تقریب هم بهترین قضایاي از برخی 6 ساراوان و رائو توسط
که تعاریفی و مفاهیم اول فصل در راستا این در آمد. بدست قسمت خارج
دوم فصل در و کنیم می بیان را گیرد می قرار استفاده مورد بعد فصول در
هم بهترین خواص و کرده ذکر را چبیشف -هم ε و تقریب -هم ε مفاهیم
ارتباط ابتدا در سوم فصل در کنیم. می ذکر را ها مجموعه این روي تقریب
مفاهیمی ادامه در و کرده ذکر را تقریب هم بهترین و تقریب بهترین بین
کرده بیان را تقریب ε-هم و تقریب هم بهترین حافظ نگاشتهاي همچون
قرار بررسی مورد فضا این روي تقریب هم بهترین و 2-نرم فضاي مفهوم و
ذکر را تقریب هم بهترین تشخیص روشهاي از برخی همچنین و گرفته
آورده را همزمان تقریب هم بهترین مفهوم ابتدا در آخر فصل در ایم. کرده
خارج فضاي روي همزمان تقریب هم بهترین خواص از بعضی ادامه در و
تقریب هم بهترین - ε مفهوم مبحث آخرین بعنوان و کرده بیان را قسمت
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گفتار پیش 1.1
بعدي فصول در که را نرمدار فضاهاي تعاریف و مفاهیم فصل این ابتداي در
در مفاهیمی بیان به همچنین ایم کرده بیان را گیرد می قرار استفاده مورد

پردازیم. می تقریب نظریه مفهوم با رابطه

مقدماتی مفاهیم 2.1
یا حقیقی اعداد میدان ،K از منظور نامه پایان این سراسر در .1.2.1 تذکر

است. مختلط

باشد.تابع (مختلط) حقیقی برداري یکفضاي X فرضکنید تعریف2.2.1.
هرگاه نامیم X روي نرم یک را ∥ . ∥: X −→ [0,∞)

. x = 0 اگر تنها و اگر ∥ x ∥= 0 الف)
.∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،x ∈ X هر و α ∈ K هر ازاي به ب)

.∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،x, y ∈ X هر ازاي به ج)
نرمدار فضاي یک را (X, ∥ . ∥) باشد، داشته وجود X روي ∥ . ∥ نرم اگر

نامیم. می

X روي متر یک باشد ناتهی ي مجموعه یک X کنیم فرض .3.2.1 تعریف
یعنی کند. صدق زیر شرایط در که است d : X × X −→ R مانند نگاشتی

داریم: x, y, z ∈ X هر براي
d(x, y) ≥ الف:0

x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = 0 ب:
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d(x, y) = d(y, x):ج
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y):د

دنباله هر اگر شود می نامیده فشرده (X, d) متریک فضاي .4.2.1 تعریف
باشد. داشته X در همگرا دنباله زیر یک X در

کوشی دنباله هر اگر شود می نامیده Xتام دار نرم فضاي .5.2.1 تعریف
باشد. همگرا X در عنصري به X در

شود. می نامیده باناخ فضاي تام، دار نرم فضاي .6.2.1 تعریف
X از Z و Y فضاي زیر دو مستقیم جمع ،X برداري فضاي .7.2.1 تعریف
نمایش یک x ∈ X هر اگر شود می نوشته X = Y

⊕
Z صورت به که است

. z ∈ Z و y ∈ Y که باشد داشته x = y + z صورت به یکتاي

است پیوسته x0 ∈ Xنقطه در T : (X, d) −→ (Y, d∗)نگاشت .8.2.1 تعریف
آنگاه ،xn −→ x0 اگر

T (xn) −→ T (x0)

هرگاه گوئیم فشرده کراندار طور به X در را G ي مجموعه .9.2.1 تعریف
باشد. داشته X در همگرا ي دنباله زیر ،Gدر کراندار دنباله هر

فشرده کراندار طور به ي یکمجموعه فشرده مجموعه هر که است واضح
است.
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هر ازاي به هرگاه گوئیم محدب را G ⊆ X ي مجموعه .10.2.1 تعریف
هرگاه یعنی گیرد. قرار G در کاملاً y و x بین واصل خط پاره x, y ∈ G

آنگاه x, y ∈ G

[x, y] = {λx+ (1− λ)y : 0 ≤ λ ≤ 1} ⊆ G

زیر فضا، کل به توانیم می محدب هاي مجموعه از مثالهایی عنوان به
کنیم. اشاره تهی ي مجموعه و عضوي تک هاي مجموعه ها، گوي فضاها،

نشان Rc(Y ) و باشند نرمداري فضاهاي Y و X کنیم فرض .11.2.1 تعریف
باشد. Y از ناتهی و بسته هاي مجموعه زیر ي همه ي مجموعه ي دهنده
ي مجموعه اگر شود می نامیده بالایی پیوسته نیم ψ : X −→ Rc(Y ) نگاشت
هر براي یا باشد، باز Y در V باز ي مجموعه هر براي {x ∈ X : ψ(x) ⊆ V }

به باشد. بسته Y در {x ∈ X : ψ(x)∩N ̸= ϕ} ي عه مجمو ،N بسته مجموعه
شود. می تعریف پائینی پیوستگی نیم مفهوم مشابه طور

هم باشد. V خطی فضاي از فضا زیر یک W کنیم فرض .12.2.1 تعریف
شود می داده نشان x+W صورت به W به توجه با x ∈ V عنصر ي مجموعه

شود: می تعریف زیر ي مجموعه صورت به که

x+W = {x+ w : w ∈W}

براي باشد. X برداري فضاي از فضایی زیر Wکنیم فرض .13.2.1 تعریف
باشد. W به توجه با x عنصر ي مجموعه هم Π(x) کنیم فرض ،x ∈ X هر
خارج فضاي که هستند، X/W برداري فضاي عناصر ها مجموعه هم این
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زیر صورت به اسکالر ضرب و جمع اعمال و شود می نامیده W با X قسمت
شود: می تعریف

Π(x) + Π(y) = Π(x+ y), Π(αx) = αΠ(x)

خطی تابعک را K در X دار نرم فضاي از Λ خطی تابع .14.2.1 تعریف
گویند.

متشکل مجموعه باشد. دار نرم فضاي یک X کنید فرض .15.2.1 تعریف
دوگان را آن و دهیم می نشان X∗ با را X روي پیوسته خطی هاي تابعک از

نامیم. می X

راس با مخروط یک را X دار نرم ازفضاي G ي مجموعه زیر .16.2.1 تعریف
باشیم داشته λ > 0 هر ازاي به و x ∈ G هر ازاي به هرگاه گوئیم x0 ∈ G

x0 + λ(x− x0) = λx+ (1− λ)x0 ∈ G

دلخواه نقطه هر در راس با مخروط یک ،X از Gفضاي زیر هر .17.2.1 مثال
نیست. درست همیشه مطلب این عکس ولی است، x0 ∈ G

مجموعه صورت این در .c ∈ R و f ∈ X∗ \ {0} کنیم فرض .18.2.1 تعریف
H = {y ∈ X : f(y) = c}

تعریف همچنین دهیم. می نشان H = ⟨f, c⟩ با را آن و گوئیم ابرصفحه رایک
: کنیم می

Kerf := ⟨f, 0⟩
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از τ ي گردایه باشد. ناتهی ي مجموعه یک X کنید فرض .19.2.1 تعریف
اگر نامند می X روي بر توپولوژي یک را X هاي مجموعه زیر

باشد. X و (∅) تهی ي مجموعه شامل τ الف:
هاي مجموعه از نامتناهی) یا تعداد(متناهی هر اجتماع شامل τ ب:

باشد. آن در موجود
باشد. داشته تعلق τ به τ عضو دو هر اشتراك ج:

نامند. می توپولوژیک فضاي یک را (X, τ) زوج صورت این در

Γ ي باشد.گردایه توپولوژیک فضاي یک S کنیم فرض .20.2.1 تعریف
هر اگر شود، می نامیده pدر موضعی پایه ،p ∈ S نقطه هاي همسایگی از

باشد. Γ از اعضایی شامل p از همسایگی

به باشد X برداري فضاي روي توپولوژي یک τ کنیم فرض .21.2.1 تعریف
طوریکه

باشد. بسته ي مجموعه یک X از نقطه هر الف:
باشد. پیوسته τ توپولوژي به توجه با برداري فضاي ب:اعمال

X و شود می نامیده X روي برداري توپولوژي یک τ شرایط، این تحت
شود. می نامیده توپولوژیک برداري فضاي یک

τ توپولوژي با توپولوژیک برداري فضاي یک X کنیم فرض .22.2.1 تعریف
داشته وجود β موضعی پایه هرگاه شود، می نامیده محدب موضعاً X باشد.
توپولوژي حال باشند. می محدب هاي مجموعه اعضایش طوریکه به باشد،

گویند. می محدب موضعاً توپولوژي را β روي شده تعریف
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خطی فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .23.2.1 تعریف
می نامیده G از x ∈ X تقریب بهترین یک g0 ∈ G عنصر باشد X دار نرم

باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر شود

∥ x− g0 ∥≤∥ x− g ∥

زیر را G باشد، داشته G در تقریب بهترین یک حداقل ،x ∈ X هر اگر
تقریب بهترین ،x ∈ X هر اگر نامند. می X از (وجودي) پذیر تقریب فضاي
هر اگر نامند. می X از چبیشف فضاي زیر را G باشد، داشته G در یکتا
فضاي زیر را G آنگاه باشد، داشته G در تقریب بهترین یک حداکثر ،x ∈ X

نامیم. می X از چبیشف شبه

خطی فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .24.2.1 تعریف
می نامیده G از x ∈ X تقریب هم بهترین یک g0 ∈ G عنصر باشد X دار نرم

باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر شود

∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥

x ∈ X براي تقریب هم بهترین g0 ∈ G عناصر چنین ي همه ي مجموعه
دهیم. می نشان RG(x) نماد با را آن که شوند، می نامیده

هاي تقریب هم بهترین ي همه شامل RG(x) ي مجموعه .25.2.1 تذکر
شود می بیان زیر صورت به که بوده G از ،x ∈ X

RG(x) = {g0 ∈ G :∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥, ∀g ∈ G}
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تقریب هم بهترین شکل :1.1 شکل

زیر را G باشد داشته G در تقریب هم بهترین یک حداقل ،x ∈ X هر اگر
تقریب هم بهترین ،x ∈ X هر اگر نامند. می X از پذیر تقریب هم فضاي
اگر و نامند می X از چبیشف هم فضاي زیر را G باشد داشته Gدر یکتا
زیر را G آنگاه باشد داشته G در تقریب هم بهترین یک حداکثر ،x ∈ X هر

نامند. می X از چبیشف هم شبه فضاي

خطی فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .26.2.1 تذکر
آنگاه باشد، Xاز خطی زیرفضاي G اگر یا 0 ∈ G اگر باشد. X حقیقی نرمدار

.∥ g0 ∥≤∥ x ∥ آنگاه g0 ∈ RG(x) اگر

زیر یک G و دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .27.2.1 تعریف
براي تقریب بهترین −ϵ یک g0 ∈ G ي نقطه باشد. ϵ > 0 و X از مجموعه

باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر شود می نامیده x ∈ X
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∥ x− g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ϵ

x هاي تقریب -بهترین ϵ ي همه ي مجموعه ،x ∈ X براي .28.2.1 تذکر
دهیم می نشان زیر صورت به و داده نشان PG(x, ϵ) نماد با را G در

PG(x, ϵ) = {g0 ∈ G :∥ x− g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ϵ, ∀g ∈ G}

اینکه مگر است X واحد گوي B(X) از منظور نامه پایان این سراسر در
شود. ذکر آن خلاف

X واحد گوي باشد. دار نرم فضاي یک X که کنیم فرض .29.2.1 تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان B(X) نماد با را

B(X) = {x ∈ X :∥ x ∥= 1}

عضو ،x ∈ BX هر براي هرگاه گویند، هموار را X فضاي .30.2.1 تعریف
آن در که ،f(x) =∥ f ∥= 1 طوریکه به باشد موجود f ∈ BX∗ چون یکتایی

است. X∗ واحد گوي ،BX∗

هستند. هموار فضاهاي هیلبرت، فضاهاي و Lp(X)فضاهاي مثال عنوان به
[3]مراجعه منبع از بخش6.10 به توانید می فضاها این همواري اثبات براي

نمائید.

زیر یک G و بوده دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .31.2.1 تعریف
تقریب هم -بهترین ϵ یک g0 ∈ G ي نقطه آنگاه ،ϵ > 0 و باشد X از مجموعه

باشیم داشته g ∈ G هر براي هرگاه شود می نامیده x ∈ X براي

∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥ +ϵ
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تقریب هم -بهترین ϵي همه ي مجموعه ،x ∈ X فرضکنیم .32.2.1 تذکر
کنیم می بیان زیر صورت به و داده نشان RG(x, ϵ) با را G در x هاي

RG(x, ϵ) = {g0 ∈ G :∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥ +ϵ, ∀g ∈ G}

تقریب هم ε-بهترین شکل :2.1 شکل

باشد x, y ∈ X و دار نرم فضاي یک X و ϵ > 0 کنیم فرض .33.2.1 تعریف
هرگاه شود، می داده نشان x ⊥ϵ y نماد با و شود می نامیده y با متعامد - ϵ, x

باشیم داشته ،| α |≤ 1 که α اسکالر هر براي

∥ x+ αy ∥ +ε ≥∥ x ∥

و اگر G1 ⊥ε G2گوئیم می Xاز G2 و G1 ي مجموعه زیر براي چنین هم
.g1 ⊥ε g2 باشیم داشته g2 ∈ G2 و g1 ∈ G1 هر اگربراي فقط

از دلخواه ناتهی محدب ي مجموعه یک A کنید فرض .34.2.1 تعریف
صورت: این در باشد، اسکالر یک 0 ≤ α ≤ 1 و X دار نرم فضاي
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L(A) = {αx+ (1− α)y : x, y ∈ A}

A از دلخواه z هر براي باشد. می A توسط شده تولید خطی منیفلد

L(A)− z := {x− z : x ∈ L(A)}

.dimL(A)− z = dimA همچنین باشد. می X از خطی فضاي زیر یک

اسکالر بنابراین باشد. دلخواه ℓ(A− z) به متعلق τکنیم فرض اثبات براي
طوریکه به دارند وجود x, ξ ∈ A و α

τ = α(x− z) + (1− α)(ξ − z)

= αx− αz + ξ − z − αξ + αz

= [αx+ (1− α)ξ]− z

شود می نتیجه که است ℓ(A)− z به متعلق τ بنابراین

ℓ(A− z) ⊆ ℓ(A)− z (I)

x, ξ ∈ A و α اسکالر بنابراین باشد، ℓ(A)− z به متعلق و دلخواه τکنید فرض
طوریکه به دارد وجود

τ = [αx+ (1− α)ξ]− z

= αx− αz + αz + (1− α)ξ − z

= αx− αz + αz + ξ − αξ − z

= α(x− z) + (1− α)(z − ξ)

دهد می نتیجه که است ℓ(A− z) به متعلق τ بنابراین
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ℓ(A)− z ⊆ ℓ(A− z) (II)

ي مجموعه بعد ℓ(A − z) = ℓ(A) − z که شود می نتیجه (II) و (I) از لذا
متعلق y هر براي کنیم. می تعریف dimA = dim ℓ(A) صورت به را A محدب

داریم A به

dimA = dim ℓ(A)

= dim[(ℓ(A)− y)]

= dim(A− y)

.dimA = dim(A− y) بنابراین

نرمدار فضاي از فضا زیر یک G و بوده ϵ > 0 کنیم فرض .35.2.1 تعریف
کنیم: می تعریف باشد. X

Ğε = {x ∈ X :∥ g ∥≤∥ x− g ∥ +ϵ, ∀g ∈ G}

زیر H و G و باشد دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .36.2.1 تعریف
کنیم می تعریف باشد. ϵ > 0 نیز و باشند X از هاي مجموعه

RG(H, ϵ) = ∪h∈HRG(h, ϵ)

باشند. دار نرم خطی فضاي دو Y و X که کنیم فرض .37.2.1 تعریف
هر براي اگر شود می نامیده تقریب هم حافظ T : X −→ Y مانند نگاشتی

باشیم داشته x ∈ X هر و X از G فضاي زیر

T (RG(x)) = RT (G)(T (x))
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ε > 0 و بوده دار نرم خطی فضاي دو Y و X کنیم فرض .38.2.1 تعریف
و اگر شود می نامیده تقریب هم -حافظ ε ،T : X → Y مانند نگاشتی باشد.

باشیم داشته x ∈ X هر و Xاز G فضاي زیر هر براي اگر فقط

T (RG(x, ε)) = RT (G)(Tx, ε)

نامیده داخلی ضرب فضاي یک X حقیقی خطی فضاي .39.2.1 تعریف
شده تعریف و حقیقی اسکالر x, y ∈ X عناصر از زوج هر براي اگر شود، می

باشد برقرار α ∈ R و x, y, z ∈ Xهر براي زیر خواص طوریکه به ⟨x, y⟩
⟨x, x⟩ ≥ 0 الف:

x = 0 اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = 0 ب:
⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ج:

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ د:
.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ه:

داشته نیز و باشد داخلی ضرب فضاي یک X کنیم فرض .40.2.1 تذکر
است. برقرار زیر هاي گزاره آنگاه ∥ x ∥= (⟨x, x⟩)

1

2 باشیم
داریم x, y ∈ X هر براي شوارتز). کوشی (نامساوي الف:

| ⟨x, y⟩ |≤ ⟨x, x⟩
1

2 .⟨y, y⟩
1

2

داریم x, y ∈ X هر براي مثلث). (نامساوي ب:

∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥

داریم x, y ∈ X هر براي الاضلاع). متوازي (قانون ج:
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∥ x+ y ∥2 + ∥ x− y ∥2= 2(∥ x ∥2 + ∥ y ∥2)

داریم ⟨x, y⟩ = 0 اگر x, y ∈ X هر براي فیثاغورث). (قانون د:

∥ x+ y ∥2=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2

،x, y ∈ X و باشد دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .41.2.1 تعریف
کلی حالت در .∥ x+αy ∥≥∥ x ∥ ،α ∈ C هر براي اگر فقط و اگر x ⊥ y گوئیم
اگر G1 ⊥ G2 کنیم می تعریف باشند، X از هایی مجموعه زیر G2 و G1 اگر

.g1 ⊥ g2 باشیم داشته g2 ∈ G2 و g1 ∈ G1 هر ازاي به اگر فقط و

معناي به تعامد و تعامد مفهوم دو هر نامه پایان این در .42.2.1 تذکر
خودداري (B) اندیس نوشتن از اوقات گاهی لذا باشد. می یکی بیرکهف

ایم. نموده

اگر x ⊥ y داریم، آنگاه باشد داخلی ضرب فضاي یک X اگر .43.2.1 قضیه
⟨x, y⟩ = 0 اگر فقط و

تعریف رو روبه صورت به را α .⟨x, y⟩ ̸= 0 و x ⊥ y کنیم فرض ابتدا برهان.
صورت این در α = −⟨x, y⟩

⟨y, y⟩
کنیم می

∥ x+ αy ∥2 = ⟨x− ⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

y, x− ⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

y⟩

= ⟨x, x⟩ − | ⟨x, y⟩ |
2

⟨y, y⟩

< ⟨x, x⟩ =∥ x ∥2

این و نیست عمود y بر x که دهد می نشان این ،∥ x+αy ∥<∥ x ∥ نتیجه در
. ⟨x, y⟩ = 0 پس است فرض خلاف
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α اسکالر هر براي صورت این در ،⟨x, y⟩ = 0 که کنیم فرض برعکس،
داریم

∥ x+ αy ∥2 = ⟨x+ αy, x+ αy⟩

= ∥ x ∥2 + | α |2∥ y ∥2

≥ ∥ x ∥2

.x ⊥ y نتیجه در
است. صورت این به X = R2 فضاي در تعامد هندسی تعبیر .44.2.1 تذکر
مثلث در دانیم می باشند، X = R2 فضاي در بردار دو y و x که کنیم فرض
اینجا در و است بیشتر دیگر اضلاع از کدام هر اندازه از وتر اندازه الزاویه قائم

باشد. می αy و x دیگر اضلاع سایر و x+ αy همان وتر ،α هر ازاي به
استفاده آن از بعد فصول در که کنیم می بیان را اي گزاره ادامه، در

شود. می زیادي
G و بوده K میدان روي دار نرم فضاي یک ،X کنیم فرض .45.2.1 گزاره
d(x0, G) = d > 0 که باشد اي نه گو به x0 ∈ X همچنین باشد، X از فضایی زیر

: طوریکه به دارد وجود f ∈ X∗ آنگاه ،
f(x0) = 1 الف:

f(G) = 0 (i.e, f(g) = 0,∀g ∈ G) ب:
.∥ f ∥= 1

d
ج:

ي نقطه یک gf ∈ G عنصر آنگاه باشد، f ∈ X کنیم فرض .46.2.1 تعریف
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براي آنگاه gf ∈ RG(f) اگر هرگاه شود می نامیده f با متناظر G از تابش هم
ي نقطه یک G نقطه هر اگر .gf ∈ RG(gf + α(f − g)) بدهد نتیجه α > 0 هر

شود. می نامیده تابش هم ي مجموعه یک G آنگاه باشد G تابش هم



2 فصل
تقریب هم ε-بهترین خواص

چبیشف ε-هم و

17
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گفتار پیش 1.2
کنیم. بیان را چبیشف -هم ε و تقریب -هم ε مفهوم داریم قصد فصل این در
این خواض بررسی به و کنیم می رابیان نرم -2 فضاهاي مفهوم همچنین

پردازیم. می فضا این روي تقریب هم بهترین و فضا،

اولیه خواص 2.2
خطی فضاي از ناتهی زیرمجموعه یک G اگر دهیم می نشان فصل این در
است تقریب هم −εیک G ، ε > 0 و α اسکالر هر بازاء باشد، y ∈ X و X نرمدار
هم −ε ،G دهیم می نشان نیز و باشد تقریب هم −εیک G+y اگر فقط و اگر
RG(y) = ∩ε>0RG(y, ε) و بوده تقریب هم −|α|ε، αG اگر فقط و اگر است تقریب
X نرمدار فضاي از فضایی زیر G اگر که دهیم می نشان همچنین باشد.
X = G + Ğε اگر فقط و اگر است تقریب -هم ϵ ،G آنگاه باشد ε > 0 و بوده
در بعلاوه .X = G

⊕
Ğε اگر فقط و اگر است چبیشف -هم ϵ ،G همچنین

.Ğ =
∩

ε>0 Ğε دهیم می نشان فصل پایان
کنیم می شروع تقریب هم بهترین −ε به راجع قضایایی با را فصل این
ε > 0 و Xدار نرم خطی فضاي از فضایی زیر G کنیم فرض .1.2.2 قضیه

G ⊥ε (x− g0) اگر تنها و اگر g0 ∈ RG(x, ε) ،x ∈ X هر براي آنگاه باشد

، α ̸= 0 و | α |≤ 1 α،که براي باشد g ∈ G و g0 ∈ RG(x, ε) کنیم فرض برهان.
است فضا زیر یک G زیرا ،g1 ∈ G صورت این در g1 = g0−

1

α
g دهیم می قرار

داریم لذا ،g0 ∈ RG(x, ε) آنجائیکه از لذا
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∥ g0 − g1 ∥≤∥ x− g1 ∥ +ε

لذا و ∥ g0 − (g0 −
1

α
g) ∥≤∥ x− (g0 −

1

α
g) ∥ +ε نتیجه، در

∥ 1

α
g ∥≤∥ x− g0 +

1

α
g ∥ +ε

که شود می نتیجه | α | در طرفین ضرب با حال
∥ g ∥≤∥ g + α(x− g0) ∥ + | α | ε ≤∥ g + α(x− g0) ∥ +ε, (| α |≤ 1)

G ⊥ε (x− g0) داریم نتیجه در g ⊥ε (x− g0) بنابراین

که α هر براي آنگاه ،g ∈ G کنیم فرض داریم: عکس قسمت اثبات براي
باشد g ∈ G کنیم فرض ،∥ g1 ∥≤∥ α(x− g0) + g1 ∥ +ε داریم g1 ∈ G و | α |≤ 1

∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ε که شود می نتیجه α = 1 و g1 = g0 − g دادن قرار با
.g0 ∈ RG(x, ε) تعریف طبق بنابراین

خطی فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .2.2.2 قضیه
داریم α اسکالر هر و x, y ∈ X هر براي آنگاه باشد. ε > 0 و بوده X نرمدار

RG+y(x+ y, ε) = RG(x, ε) + y الف:

RαG(αx, αε) =| α | RG(x, ε) ب:

نیز و g0 ∈ G+ y اگر فقط و اگر g0 ∈ RG+y(x+ y, ε) الف: برهان.
∥ g0 − (g + y) ∥≤∥ x+ y − (g + y) ∥ +ε
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∥ (g0−y)−g ∥≤∥ x−g ∥ +ε و g0−y ∈ G اگر فقط و اگر ،g+y ∈ G+y هر براي
g0 ∈ RG(x, ε)+y اگر فقط و اگر ،g0−y ∈ RG(x, ε) اگر فقط و اگر ،g ∈ G هر براي

.RG+y(x+ y, ε) = RG(x, ε) + y بنابراین

است α = 0 که حالتی براي قضیه این : داریم ب قسمت برهان براي
آنگاه ،α ̸= 0 کنیم فرض شود. می صفر طرف دو هر زیرا باشد، می بدیهی

نیز و g0 ∈ αG اگر فقط و اگر g0 ∈ RαG(αx, αε)

∥ g0 − αg ∥≤∥ αx− αg ∥ + | α | ε

اگر فقط و اگر ،( 1

| α |
g0) ∈ RG(x, ε)اگر فقط و اگر ،g ∈ G هر براي
g0 ∈| α | RG(x, ε)

. RαG(αx, αε) =| α | RG(x, ε) بنابراین
X نرمدار فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .3.2.2 نتیجه

داریم. α ̸= 0 اسکالر هر و y ∈ X هر براي آنگاه باشد. ε > 0 و بوده
باشد. تقریب -هم ε ،G+ y اگر فقط اگرو است، تقریب -هم ε ،G الف:
باشد. تقریب -هم | α | ε ،αG اگر فقط و اگر است، تقریب -هم ε ،G ب:

فقط و اگر ،RG(x, ε) ̸= ∅ اگر فقط و اگر است تقریب -هم ε ،G الف: برهان.
و اگر ،RG+y(x + y, ε) ̸= قضیه2.2.2،∅ الف مورد طبق ،RG(x, ε) + y ̸= ∅ اگر

باشد. تقریب -هم ε ،G+ y اگر فقط
RG(x, ε) ̸= ∅ اگر فقط و اگر است، تقریب -هم ε ،G داریم: ب اثبات براي
RαG(αx, αε) ̸= قضیه2.2.2،∅ ب مورد طبق ،| α | RG(x, ε) ̸= ∅ اگر فقط و اگر ،
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باشد. تقریب -هم | α | ε ،αG اگر فقط و اگر ،

می بیان را تقریب هم -بهترین ε و تقریب هم بهترین ارتباط زیر قضیه
کند.

X نرمدار فضاي از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .4.2.2 قضیه
RG(x) = ∩ε>0RG(x, ε) داریم آنگاه باشد، x ∈ X و بوده

RG(x) ⊆ RG(x, ε) داریم ε > 0 هر براي RG(x) و RG(x, ε)تعریف طبق برهان.
∩ε>0RG(x, ε) ⊇ RG(x) بنابراین

داریم ε > 0 هر براي آنگاه ،g0 ∈ ∩ε>0RG(x, ε) کنیم فرض : عکس بر
داریم ε > 0 هر و g ∈ G هر براي بنابراین g0 ∈ RG(x, ε)

∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥ +ε

که معنی بدین ∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥ داریم g ∈ G هر براي بنابراین
.RG(x) = ∩ε>0RG(x, ε) نتیجه در RG(x) ⊇ ∩ε>0RG(x, ε) پس ،g0 ∈ RG(x)

هم - ε تقریب، هم ي مجموعه هر ε > 0 هر ازاي به الف: .5.2.2 نتیجه
است. تقریب

است. چبیشف -هم ε چبیشف، هم ي مجموعه هر ε > 0 هر ازاي به : ب

داریم ε > 0 هر براي آنگاه g0 ∈ RG(x) کنیم فرض الف: برهان.
∥ g0 − g ∥≤∥ x− g ∥≤∥ x− g ∥ +ε
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باشد. می تقریب -هم ε ي مجموعه یک تقریب، هم ي مجموعه هر یعنی
تقریب هم −ε تقریب، هم ي مجموعه هر دادیم نشان بالا قسمت در ب:
g1 = g2 آنگاه باشد g1, g2 ∈ RG(x, ε) اگر دهیم نشان بایستی حال باشد. می

داریم ε > 0 هر براي تعریف طبق
∥ g − g1 ∥≤∥ x− g1 ∥ +ε

نیز و
∥ g − g2 ∥≤∥ x− g2 ∥ +ε

سمت به n که هنگامی رابطه دو هر طرفین از و ε = 1/n دهیم قرار اگر
آنگاه بگیریم، حد کند میل بینهایت

∥ g − g1 ∥≤∥ x− g1 ∥

نیز و
∥ g − g2 ∥≤∥ x− g2 ∥

می چبیشف هم ،G فرض طبق چون حال g1, g2 ∈ RG(x) داریم نتیجه در
.g1 = g2 باشدلذا

باشد ε > 0 و X نرمدار فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .6.2.2 قضیه
X = G+ Ğε اگر فقط و اگر است تقریب -هم ε ،G آنگاه

g0 ∈ RG(x, ε) باشدآنگاه x ∈ X و بوده تقریب -هم ε ،G کنیم فرض برهان.
X = G+ Ğε نتیجه در x = g0 + (x− g0) ∈ G+ Ğε بنابراین (x− g0) ∈ Ğε لذا و
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کنیم فرض : برعکس

X = G+ Ğε = {g0 + y : g0 ∈ G, y ∈ Ğε}

آنجائیکه از باشد. می y ∈ Ğε و g0 ∈ G که x = g0+ y آنگاه باشد. x ∈ X و
y = x− g0 نتیجه در x = g0 + y چون اما ،∥ g ∥≤∥ y − g ∥ +εبنابراین ،y ∈ Ğε

∥ g ∥≤∥ x − (g + g0) ∥ +εدهد می نتیجه این ،∥ g ∥≤∥ (x − g0) − g ∥ +ε لذا
جایگذاري با ،g = g − g0 دهیم می قرار لذا باشد می دلخواه g ∈ G چون و

داریم

∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ε

است. تقریب هم - ε ،G نتیجه در و g0 ∈ RG(x, ε) شودکه می نتیجه لذا و

،G آنگاه باشد X نرمدار ازفضاي فضا زیر یک ،G کنیم فرض .7.2.2 قضیه
X = G

⊕
Ğε اگر فقط و اگر باشد. می چبیشف -هم ε

x ∈ X هر ،6.2.2 قضیه طبق باشد چبیشف هم - ε ،G کنیم فرض برهان.
اکنون y ∈ Ğεو g0 ∈ G آن در که نوشت x = g0 + y صورت به توان می را
آنجائیکه از . g1, g2 ∈ G و y1, y2 ∈ Ğε که ،x = g1 + y1 = g2 + y2 کنیم فرض
طبق بنابراین G ⊥ε (x − g2), G ⊥ε (x − g1) داریم (x − g1), (x − g2) ∈ Ğε

g1 = g2 لذا باشد می چبیشف -هم ε ،G چون .g1, g2 ∈ RG(x, ε)، قضیه1.2.2
X = G

⊕
Ğε داریم نتیجه در و y1 = y2 بنابراین و
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تقریب هم - ε ،G ،6.2.2 قضیه طبق X = G
⊕
Ğεکنیم فرض برعکس:

آنگاه g1, g2 ∈ RG(x, ε) نیز و x ∈ X کنیم فرض است
(x− g1), (x− g2) ∈ Ğε

لذا ،x = g1 + y1 = g2 + y2 طوریکه به دارد وجود y1, y2 ∈ Ğε بنابراین و
باشد. می چبیشف هم -ε ،G نتیجه در و g1 = g2

همچنین بوده X دار نرم فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .8.2.2 قضیه
.Ğ = ∩ε>0Ğε بنابراین و Ğ ⊆ Ğα ⊆ Ğε آنگاه باشد. ε ≥ α > 0

و ، ∥ g ∥≤∥ x − g ∥ داریم ،g ∈ G هر براي آنگاه x ∈ Ğ کنیم فرض برهان.
حال ،Ğ ⊆ Ğα نتیجه در x ∈ Ğα بنابراین ∥ g ∥≤∥ x − g ∥≤∥ x − g ∥ +α لذا
x ∈ Ğε بنابراین ∥ g ∥≤∥ x − g ∥ +α ≤∥ x − g ∥ +ε آنگاه x ∈ Ğα کنیم فرض
ε > 0 چون Ğ ⊆ Ğα ⊆ Ğε داریم فوق روابط طبق حال ،Ğα ⊆ Ğε نتیجه در
.Ğ ⊆ ∩ε>0Ğε لذا است Ğ ⊆ Ğε ، ε > هر0 براي که دادیم نشان و بوده دلخواه
براي یعنی x ∈ Ğε ،ε > 0 هر براي آنگاه x ∈ ∩ε>0Ğε کنیم فرض برعکس:

داریم n ∈ Nهر براي آنگاه ∥ g ∥≤∥ x− g ∥ +ε داریم g ∈ G هر و ε > 0 هر
∥ g ∥≤∥ x− g ∥ +1/n, (∀g ∈ G)

بنابراین ∥ g ∥≤∥ x− g ∥ داریم g ∈ G هر براي لذا کند میل n→∞ اگر حال
Ğ = ∩ε>0Ğε داریم نتیجه در ∩ε>0Ğε ⊆ Ğ و x ∈ Ğ

ε > 0 و بوده X دار نرم فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .9.2.2 گزاره
باشد X از واحد گوي ي دهنده نشان B(X) کنیم فرض همچنین باشد،
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G ∩ Ğε ⊆ G ∩ εB(X) داریم آنگاه

با Ğε تعریف gطبق ∈ G هر براي آنگاه ،x ∈ G ∩ Ğε کنیم فرض برهان.
کامل را اثبات این x ∈ G ∩ εB(X) بنابراین ،∥ x ∥≤ ε داریم g = x جایگذاري

کند. می

و X دار نرم خطی فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .10.2.2 قضیه
موجود h ∈ X∗ اگر فقط و اگر g0 ∈ PG(f, ε) آنگاه باشد ε > 0 و f ∈ X \ G

ونیز h(g) = 0 ،g ∈ G هر براي و ∥ h ∥= 1 طوریکه به باشد

h(f − g0) ≥∥ f − g0 ∥ −ε, (∀g ∈ G)

: داریم g ∈ G هر براي آنگاه ،g0 ∈ PG(f, ε)کنیم فرض برهان.
∥ f − g0 ∥≤∥ f − g ∥ +ε

طوریکه به دارد وجود f0 ∈ X∗ ،45.2.1 قضیه طبق اکنون
f0(f) = 1, ∥ f0 ∥= 1/ ∥ f − g0 ∥

می نظر در را h =∥ f − g0 ∥ f0 تابعک اکنون .f0(g) = 0 ،g ∈ G هر براي
و ∥ h ∥=∥ f − g0 ∥ . ∥ f0 ∥=∥ f − g0 ∥ . ∥ f − g0 ∥−1= 1 و h ∈ X∗ آنگاه گیریم،

داریم همچنین h(g) =∥ f − g0 ∥ f0(g) = 0 نیز
h(f − g0) =∥ f − g0 ∥ f(f − g0) =∥ f − g0 ∥, (∀g ∈ G)

.h(f − g0) ≥∥ f − g0 ∥ −ε لذا، است ε > 0 آنجائیکه از .f(f − g0) = 1 زیرا
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،∥ h ∥= 1 طوریکه به باشد داشته وجود h ∈ X∗ کنیم فرض عکس: بر
این براي g0 ∈ PG(f, ε) دهیم می نشان ،h(f − g0) ≥∥ f − g0 ∥ −ε و h(g) = 0

: کنیم می توجه زیر روابط به منظور

∥ f − g0 ∥ −ε ≤ | h(f − g0) |

= | h(f)− h(g0) |

= | h (f)− h(g) |

= | h(f − g) |

≤ ∥ h ∥ . ∥ f − g ∥

= ∥ f − g ∥

لذا ،∥ f − gf ∥ −ε ≤∥ f − g ∥ داریم g ∈ G هر ازاي به بنابراین
∥ f − gf ∥≤∥ f − g ∥ +ε

.gf ∈ PG(f, ε) نتیجه در

است. شده بیان فضا زیر با خطی منیفلد بین ارتباط بعد تذکر در

بوده، X دار نرم خطی فضاي در اي مجموعه V کنیم فرض .11.2.2 تذکر
به هرگاه گوییم منیفلدخطی یک را V صورت این در باشد. x0 ∈ X نیز و

صورت،

V = x0 +G = {x0 + g : g ∈ G}

باشد. می X خطی فضاي زیر یک G آن در که باشد شده تعریف
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زیر یک G و بوده دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .12.2.2 قضیه
،g ∈ G هر براي اگر باشد. ε > 0 و f ∈ X \ G طوریکه به باشد X از فضا
hg(g0) = hg(f) ،hg(g) ≥∥ g − g0 ∥ −ε طوریکه به باشد، جود مو hg ∈ X∗

g0 ∈ RG(f, ε) آنگاه ∥ hg ∥= 1،

شده تولید خطی منیفلد یک V = ⟨g0, f⟩ و g ∈ G کنیم فرض برهان.
نتیجه در v = αf + (1 − α)g0 آنگاه v ∈ V اگر حال باشد. f و g0 ي بوسیله
ولذا hg(g − g0) ≥∥ g − g0 ∥ −ε بنابراین hg(v) = hg(αf + (1 − α)g0) = 0

قضیه طبق بنابراین و g0 ∈ P⟨g0,f⟩(g, ε) ، 10.2.2 قضیه طبق آنگاه ∥ hg ∥= 1

.g0 ∈ RG(f, ε) داریم 5.6.3

x ∈ X و بوده X دار نرم فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .13.2.2 قضیه
RG(x, ε) ⊆ RG(x, δ) آنگاه ،δ ≥ ε و باشد ε > 0 همچنین باشد،

داریم g ∈ G هر براي آنگاه ،g0 ∈ RG(x, ε) کنیم فرض برهان.
∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ε

نتیجه در ،g0 ∈ RG(x, δ) بنابراین ،∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +δ وضوح به
RG(x, ε) ⊆ RG(x, δ).

خطی فضاي از محدب ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .14.2.2 قضیه
باشد. می محدب RG(x, ε) آنگاه باشد، x ∈ X و بوده X نرمدار

داریم آنگاه g1, g2 ∈ RG(x, ε) کنیم فرض برهان.
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∥ g − g1 ∥≤∥ x− g ∥ +ε, (∀g ∈ G)

و
∥ g − g2 ∥≤∥ x− g ∥ +ε, (∀g ∈ G)

داریم α ∈ [0, 1] هر براي حال
∥ g − (αg1 + (1− α)g2 ∥ = ∥ αg − αg + g − αg1 − g2 + αg2 ∥

= ∥ α(g − g1) + (1− α)(g − g2) ∥

≤ α ∥ g − g1 ∥ +(1− α) ∥ g − g2 ∥

≤ α(∥ x− g ∥ +ε) + (1− α)(∥ x− g ∥ +ε)

= ∥ x− g ∥ +ε

باشد. می محدب RG(x, ε) نتیجه در (αg1 + (1 − α)g2) ∈ RG(x, ε) براین بنا

و بوده X نرمدار خطی فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .15.2.2 تذکر
R−1

G (0, ε) = {x ∈ X :∥ g ∥≤∥ x− g ∥ +ε, ∀g ∈ G} = {x ∈ X : G ⊥ε x}

دهیم. می نشان زیر صورت به را آخري مجموعه طوریکه به
Ğε = {x ∈ X : G ⊥ε x}

تعریف نرم با دار نرم خطی فضاي یک X = R2 کنیم فرض .16.2.2 مثال
ε > 0 و G = {(x, y) : y = x} و باشد. ∥ (x, y) ∥=| x | + | y | صورت به شده
و Ğε = {(x, y) : −2ε < x + y < 2ε} داریم وضوح به آنگاه باشد شده داده

Ğ = {(x, y) : x = −y}نیز
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15.2.2داریم تذکر طبق برهان.
Ğε = {(x, y) ∈ X :∥ (g1, g2) ∥≤∥ (x− g1, x− g2) ∥ +ε,∀(g1, g2) ∈ G}

= {(x, y) ∈ X :| g1 | + | g2 |≤∥ (x− g1, x− g2) ∥ +ε, ∀(g1, g2) ∈ G}

= {(x, y) ∈ X : 2 | g1 |≤| x− g1 | + | x− g2 | +ε, ∀(g1, g2) ∈ G}

دستگاه سوم و اول ربع خاصیت و مثلث نامساوي از استفاده با اکنون
نظر مورد حکم باشد. علامت هم نقطه عرض و طول بایستی که مختصات،

شود. می ثابت

و بوده X نرمدار خطی فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .17.2.2 لم
(x− g0) ∈ Ğε اگر فقط و اگر g0 ∈ RG(x, ε) آنگاه ،ε > 0 همچنین باشد، x ∈ X
فقط و اگر g0 ∈ RG(x, ε) ،15.2.2 نتیجه و 1.2.2 قضیه به توجه با برهان.

اگر
G ⊥ε (x− g0)

.(x− g0) ∈ Ğε اگر فقط و اگر

بوده X نرمدار خطی فضاي از فضا زیر یک G کنیم فرض .18.2.2 نتیجه
.RG(x, ε) = G ∩ (x− Ğε) آنگاه ،x ∈ X همچنین باشد، ε > 0 و

فقط و اگر g0 ∈ (x − Ğε) و g0 ∈ G اگر فقط و اگر g0 ∈ G ∩ (x − Ğε) برهان.
ğ = x − g0 ∈ Ğε و g0 ∈ G اگر فقط و اگر ğ ∈ Ğε که g0 = x − ğو g0 ∈ G اگر

RG(x, ε) = G ∩ (x− Ğε) درنتیجه g0 ∈ RG(x, ε) اگر فقط و اگر
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کنیم. می یادآوري را زیر مطلب ابتدا اینجا در
هاي مجموعه زیر H و G و بوده نرمدار خطی فضاي یک X کنیم فرض

کنیم می تعریف ،ε > 0 همچنین باشند، Xاز

RG(H, ε) = ∪h∈HRG(h, ε)

X نرمدار خطی فضاي از فضاهایی زیر G∗ و G کنیم فرض .19.2.2 قضیه
آنگاه باشد، ε > 0 و x ∈ X،G ⊆ G∗ و بوده

RG(RG∗(x, ε)) ⊆ RG(x, ε)

،g∗0 ∈ RG∗(x, ε) براي g0 ∈ RG(g
∗
0) آنگاه g0 ∈ RG(RG∗(x, ε) کنیم فرض برهان.

بنابراین ،G ⊥ (g∗0−g) تعامد تعریف طبق لذا G∗ ⊥ε (x−g∗0) ،1.2.2 قضیه طبق
داشت خواهیم

∥ g∗ + α(x− g∗0) ∥ +ε ≥∥ g∗ ∥, (| α |< 1, g∗ ∈ G)

و
∥ g + α(g∗0 − g0) ∥≥∥ g ∥, (α ∈ R, g ∈ G)

و | α |≤ 1 براي g + α(g∗0 − g0) ∈ G∗ آنجائیکه از اکنون

∥ g + α(x− g0) ∥ +ε = ∥ g + α(g∗0 − g0) + α(x− g∗0) ∥ +ε

≥ ∥ g + α(g∗0 − g0) ∥

≥ ∥ g ∥

آنجائیکه از لذا
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∥ g + α(x− g0) ∥ +ε ≥∥ g ∥

نتیجه در g0 ∈ RG(x, ε) یعنی G ⊥ε (x−g0) داریم ،g ∈ G هر براي بنابراین
.RG(RG∗(x, ε) ⊆ RG(x, ε) داریم

نرم -2 فضاي 3.2
باشد. 1 از بزرگتر بعد با خطی فضاي یک X کنیم فرض .1.3.2 تعریف
طوریکه به باشد X ×X روي حقیقی مقدار با تابع یک ∥ ., . ∥ کنیم فرض
باشند. خطی ي وابسته بردارهاي y و x اگر تنها و اگر ∥ x, y ∥= 0 الف:

∥ x, y ∥=∥ y, x ∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر براي ب:
∥ x+ y, z ∥≤∥ x, z ∥ + ∥ y, z ∥ باشیم داشته x, y.z ∈ X هر براي ج:

فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) و است. X روي نرم -2 یک ∥ ., . ∥ صورت این در
α ∈ R و x, y ∈ X هر براي هستندو نامنفی نرمها -2 شود. می نامیده 2-نرم
b ∈ X ثابت عضو یک براي حقیقت در ∥ x, y + αx ∥=∥ x, y ∥ داشت خواهیم
P = {Pb : b ∈ X} ي خانواده و است. نرم نیم یک Pb(x) =∥ x, b ∥ ،x ∈ X و
این با کند. می تعریف X روي محدب موضعاً توپولوژي یک نرمها نیم از
محدب موضعاً توپولوژیک برداري فضاي یک نرم -2 فضاي هر توپولوژي،

آوریم. می را زیر مثال 2-نرم فضاهاي بهتر درك براي است.

حقیقی ایهاي جمله چند ي همه ي مجموعه Pn کنیم فرض .2.3.2 مثال
جمع گرفتن نظر در با باشد. [0, 1] بازه روي n مساوي یا کوچکتر درجه از
اعداد میدان روي خطی برداري فضاي یک ،Pn اسکالر ضرب و معمولی
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[0, 1] بازه در مجزا ثابت نقاط {x0, x1, ..., x2n} کنیم فرض باشد. می حقیقی
کنیم: می تعریف زیر صورت به را Pn روي نرم -2 باشدحال

∥ f, g ∥=
∑2n

k=0 | f(xk)g(xk) |

است. نرم -2 فضاي یک (Pn, ∥ ., . ∥) صورت این در

زیر دو W2 و W1 و 2-نرم فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .3.3.2 تعریف
روي خطی دو نگاشت -2 یک f : W1 ×W2 −→ R نگاشت باشند. X فضاي
هر و y1, y2 ∈ W2 و x1, x2 ∈ W1 هر براي هرگاه شود، می نامیده W1 ×W2

باشیم داشته λ1, λ2 ∈ R

f(x1 + x2, y1 + y2) = f(x1, y1) + f(x1, y2) + f(x2, y1) + f(x2, y2)(1
f(λ1x1, λ2y1) = λ1λ2f(x1, y1)(2

نامیده دار کران f : W1 ×W2 −→ R خطی دو نگاشت -2 .4.3.2 تعریف
هر براي طوریکه به باشد موجود M نامنفی حقیقی عدد هرگاه شود، می

باشیم داشته y ∈W2 و x ∈W1

| f(x, y) |≤M ∥ x, y ∥

زیر صورت به f : W1 ×W2 −→ R خطی دو 2-تابعک نرم .5.3.2 تعریف
شود: می تعریف

∥ f ∥= inf{M ≥ 0 :| f(x, y) |≤M ∥ x, y ∥}
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داریم همچنین

∥ f ∥ = sup{| f(x, y) |: (x, y) ∈W1 ×W2, ∥ x, y ∥≤ 1}

= sup{| f(x, y) |: (x, y) ∈W1 ×W2, ∥ x, y ∥= 1}

= sup{| f(x, y) |
∥ x, y ∥

: (x, y) ∈W1 ×W2, ∥ x, y ∥> 0}

از فضایی زیر W 2-نرم، فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .6.3.2 تعریف
و z ∈ X هر براي اگر فقط و اگر x ⊥2 y صورت این در باشد. x ∈ X و X

باشیم داشته y ∈W

∥ x, z ∥≤∥ x+ y, z ∥

براي اگر فقط و اگر W ⊥2 x و x ⊥2 ⟨y⟩ اگر فقط و اگر x ⊥2 y شود می گفته
y ⊥2 ⟨x⟩، y ∈W هر

باشد. 0 ̸= z ∈ Xو نرم -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .7.3.2 تعریف
کراندار خطی دو هاي تابعک -2 ي همه باناخ فضاي را X∗

z صورت این در
می z وسیله به شده تولید فضاي زیر ⟨z⟩ که کنیم می تعریف X × ⟨z⟩ روي

باشد.

فضایی زیر W نرم، -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .8.3.2 تعریف
در x ∈ X از تقریب هم y0،2-بهترین ∈W صورت این باشد.در x ∈ X و X از

باشیم داشته z ∈ X و y ∈W هر براي هرگاه شود می نامیده W

.∥ y − y0, z ∥≤∥ y − x, z ∥
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وجود W در تقریب هم بهترین -2 یک حداقل x ∈ X \W هر براي هرگاه
شود. می نامیده X تقریب 2-هم فضاي زیر W صورت این در باشد، داشته
W در بفرد منحصر تقریب هم بهترین -2 یک ،x ∈ X \W هر براي هرگاه
نامیده X از چبیشف هم فضاي زیر W صورت این در باشد، داشته وجود

: کنیم می تعریف x ∈ X هر براي شود. می

R2
W (x) = {y0 ∈W :∥ y − y0, z ∥≤∥ y − x, z ∥, ∀y ∈W,∀z ∈ X}

ونیز

W̌ 2 = {x ∈W :∥ y, z ∥≤∥ x− y, z ∥, ∀y ∈W,∀z ∈ x}

تقریب هم بهترین شرایطی چه تحت کنیم بررسی خواهیم می زیر مثال در
شوند. می برابر هم با تقریب هم بهترین و2-

هر براي باشد. دار نرم فضاي یک (X, ∥ . ∥) کنیم فرض .9.3.2 مثال
(X, ∥ ., . ∥) صورت این در ،∥ x, y ∥=∥ x ∥∥ y ∥ کنیم: می تعریف ،x, y ∈ X

.R2
W (x) = RW (x) ،x ∈ X هر براي و است 2-نرم فضاي یک

فضاي زیر W و نرم -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .10.3.2 تعریف
باشد. X از ناتهی

هر براي هرگاه شود می نامیده W در -همگرا 2 ،{yn} ي الف:دنباله
∥ yn − y0, z ∥−→ 0 باشیم داشته z ∈ X

و z, y0 ∈ X هر براي هرگاه نامیم می بسته -2 را ،W مجموعه ب:
y0 ∈W باشیم داشته ∥ yn − y0, z ∥−→ 0 با {yn} ⊂W
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اي kz ، z ∈ X هر براي هرگاه نامیم می دار کران -2 را ،W مجموعه ج:
∥ y, z ∥≤ kz، y ∈W هر براي طوریکه به باشد داشته وجود

یک W در {yn} دنباله هر هرگاه نامیم می فشرده - 2 را ،W مجموعه د:
باشد. داشته همگرا دنباله زیر

فضاي تقریبدر بهترینهم تقریبو بهترین 4.2
نرم -2

تقریب هم بهترین و تقریب بهترین قضایاي و تعاریف برآنیم بخش این در
دهیم. تعمیم نرم -2 فضاهاي به را دار نرم فضاهاي در

ناتهی فضاي زیر W و نرم -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .1.4.2 لم
y ⊥2 x− y0 ، y ∈W هر براي اگر فقط و اگر y0 ∈ R2

W (x) آنگاه باشد. X
داریم: 6.3.2 و 8.3.2 تعاریف به توجه با برهان.

y0 ∈ R2
W (x) ⇐⇒ ∥ y − y0, z ∥≤∥ y − x, z ∥, (∀z ∈ X, ∀y ∈W )

⇐⇒ ∥ y, z ∥≤∥ y + y0 − x, z ∥, (∀z ∈ X, ∀y ∈W )

⇐⇒ ∥ ( 1
α
)y, z ∥≤∥ ( 1

α
)y + y0 − x, z ∥, (∀z ∈ X, ∀y ∈W )

⇐⇒ ∥ y, z ∥≤∥ y + α(y0 − x), z ∥, (∀z ∈ X, ∀y ∈W )

⇐⇒ y ⊥2 x− y0

دار نرم فضاهاي مشابه ابتدا است. مهم بسیار که 3.4.2 لم بیان از قبل
کنیم. می بیان را زیر لم
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و X فضاي زیر W نرم، -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .2.4.2 لم
که باشد اي گونه به x0 ∈ X اگر باشد. b ∈ X

δz = inf{∥ x0 − w, z ∥: w ∈W} > 0

که دارد وجود F : X × ⟨z⟩ −→ R کراندار دوخطی تابعک آنگاه

∥ F ∥= 1

δz
, F (x0 − z) = 1, F |W×⟨z⟩= 0

باشد. x ̸= 0 و x, y ∈ X 2-نرم، فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .3.4.2 لم
زیرمعادلند. هاي گزاره آنگاه

x ⊥2 y:الف
و ∥ fz ∥= 1 ،fz(x, z) =∥ x, z ∥ طوریکه به دارند وجود fz ∈ X∗

zو z ∈ X ب:
.fz(y, z) = 0

است، محدب موضعاً X فضاي و x ̸= 0 اینکه از x ⊥2 y کنیم فرض برهان.
پس W = ⟨y⟩ دهیم می قرار .∥ x, z ∥≠ 0 طوریکه به است موجود z ∈ X

طوریکه به دارد وجود Fz ∈ X∗
z ازلم2.4.2، استفاده با ∥ x, z ∥= δz > 0

،fz = δzFz دهیم می قرار ،Fz(y, z) = 0 و Fz(x, z) =∥ x, z ∥ ،∥ Fz ∥=
1

δz

fz(x, z) = δz =∥ x, z ∥ و fz(y, z) = 0 ،∥ fz ∥= 1 بنابراین
،∥ fz ∥= 1 طوریکه به باشد، موجود fz ∈ X∗

z و z ∈ X کنیم فرض عکس: بر
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داشت خواهیم بنابراین ∥ fz(y, z) ∥= 0 و fz(x, z) =∥ x, z ∥

∥ x, z ∥ = fz(x, z) = fz(x+ αy, z)

≤ ∥ fz ∥ . ∥ x+ αy, z ∥

= ∥ x+ αy, z ∥

x ⊥2 y نتیجه در و

فضاي زیر W و نرم -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .4.4.2 نتیجه
معادلند. زیر هاي گزاره آنگاه ، y0 ∈W و 0 ̸= x ∈ X همچنین باشد. X ناتهی

y0 ∈ R2
W (x):الف

اي fz ∈ X∗
z بتوان ،y ∈ W هر براي طوریکه به است موجود z ∈ X ب:

fz(x, z) = fz(y0, z)و fz(y, z) =∥ y, z ∥ ، ∥ fz ∥= طوریکه1 به شود یافت

ناتهی فضاي زیر W و نرم -2 فضاي یک (X, ∥ ., . ∥) کنیم فرض .5.4.2 لم
: آنگاه 0 ̸= x ∈ X و باشد، X

R2
W (x) = {x} صورت این در x ∈W اگر الف:

R2
W (x) = ∅، x ∈W \W هر براي صورت این در ،x /∈W اگر ب:

است. محدب و ،2-بسته R2
W (x) ج:

باشیم داشته 0 < λ < 1 براي و y0 ∈ R2
W (x) هر براي هرگاه د:

(1− λ)x+ λy0 ∈W

آنگاه
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(1− λ)x+ λy0 ∈ R2
W (x)

اثبات از لذا بوده دار نرم فضاهاي مشابه د و الف قسمتهاي برهان برهان.
کنیم. می صرفنظر آنها

دارد وجود W در {yn} ي دنباله بنابراین x ∈ W \ W کنیم فرض ب:
،در y0 ∈ R2

W (x) کنیم فرض ∥ yn − x, z ∥−→ 0 ، z ∈ Xهر براي طوریکه به
،z ∈ X هر براي بنابراین ∥ yn − y0, z ∥≤∥ x − yn, z ∥ ، z ∈ X هر براي نتیجه

R2
W (x) = ∅ نتیجه در y0 = x لذا ∥ yn − y0, z ∥−→ 0

کنیم فرض ج: برهان.

∥ (1− λ)x+ λy0 − y, z ∥ = ∥ (1− λ)x+ λy0 − λy − (1− λ)y, z ∥

≤ (1− λ) ∥ x− y, z ∥ +λ ∥ y − y0, z ∥

داریم ،y0 ∈ R2
W (x) اینکه از

.∥ (1− λ)x+ λy0 − y, z ∥≤∥ x− y, z ∥
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گفتار پیش 1.3
می تقریب هم بهترین و تقریب بهترین خواص بررسی به فصل این در
مساوي هم با دو این شرایطی چه تحت که کنیم می بررسی و پردازیم،
حافظ - ε و تقریب هم حافظ نگاشتهاي بررسی به همچنین شوند. می
خارج فضاهاي روي تقریب هم بهترین همچنین پردازیم، می تقریب هم
بهترین بررسی به فصل این انتهاي در و گرفته قرار بررسی مورد قسمت

پردازیم. می C[a, b] روي تقریب هم

تقریب بهترینهم ارتباطبینبهترینتقریبو 2.3
را زننده همتقریب و زننده تقریب هاي مجموعه بین روابط قسمت این در

کنیم. می بررسی

آنگاه باشد. X مانند داخلی ضرب فضاي یک فضاي زیر G اگر .1.2.3 قضیه
PG(x) = RG(x) داریم x ∈ X هر براي

داریم g ∈ G هر براي یعنی ، x− g0 ⊥ Gآنگاه g0 ∈ PG(x)کنیم فرض برهان.
می نتیجه این و ⟨g, x− g0⟩ = 0 بنابراین ⟨x− g0, g⟩ = 0 نتیجه در x− g0 ⊥ g

لذا است، برقرار g ∈ G هر ازاي به رابطه این چون و g ⊥ x − g0 که دهد
توان می مشابه بطور . PG(x) ⊂ RG(x) پس g0 ∈ RG(x) بنابراین . G ⊥ x− g0

شود. می ثابت حکم و RG(x) ⊂ PG(x) که کرد ثابت

فضاي فرض یا G بودن بودن فضا زیر فرض بالا قضیه در اگر .2.2.3 تذکر
نیست. برقرار کلی حالت در قضیه آنگاه کنیم حذف را X بودن داخلی ضرب
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مرکز x طوریکه به بگیرید نظر در R2 در اي دایره را G اگر .3.2.3 مثال
. RG(x) = ∅ و PG(x) = G آنگاه باشد. آن

کنیم. می معرفی نماد چند بیشتر، بحث از قبل
بین را ⟨, ⟩ داخلی ضرب یک توانیم می ،∥ . ∥ Xبانرم باناخ فضاي هر براي
نشان ∥ . ∥∗ نماد با را دوگان نرم کنیم. تعریف آن دوگان فضاي و X فضاي

کنیم. می تعریف زیر صورت به و داده

کنیم: می تعریف زیر صورت به را نرم مشتق f ∈ X هر براي تعریف4.2.3.
∂ ∥ f ∥= {v ∈ X∗ : ⟨v, f⟩ =∥ f ∥, ∥ v ∥∗≤ 1}

شود: می تعریف زیر صورت به g ∈ X جهت در f از ∥ f ∥ جهتی مشتق

T (f, g) = limt−→0+
∥ f + tg ∥ − ∥ f ∥

t

است. برقرار زیر ي رابطه که داد نشان توان می .5.2.3 نتیجه
T (f, g) = maxv∈∂∥f∥⟨v, g⟩

ضرب فضاي یک از ناتهی ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .6.2.3 قضیه
ارزند. هم زیر هاي گزاره صورت این در باشد. g0 ∈ Gو X داخلی

است. تابش هم نقطه یک g0 الف:
هر ازاي به اگر تنها و اگر است g0 ∈ RG(x) ،x ∈ X \ Gهر ازاي به ب:

باشیم. داشته g ∈ G

T (g0 − g, f − g0) ≥ 0
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، g ∈ Gهر ازاي به اگر وتنها اگر است، g0 ∈ RG(x) ، x ∈ X \Gهر ازاي به ج:
طوریکه به باشد داشته وجود vg ∈ ∂ ∥ g0 − g ∥

⟨vg, f − g0⟩ ≥ 0

و اگر است T (f, g) ≥ 0 که حقیقت این و 5.2.3 نتیجه از استفاده با برهان.
باشیم داشته t > 0 هر ازاي به اگر فقط

∥ f + tg ∥≥∥ f ∥

شود. می ثابت حکم
فضاي در ناتهی محدب ي مجموعه زیر یک G کنیم فرض .7.2.3 لم

داریم x ∈ Xهر براي آنگاه باشد. X هیلبرت
PG(x) ⊂ RG(x)

ازاي به و y ∈ PG(x) ازاي به .PG(x) ̸= ∅ و باشد x ∈ X کنیم فرض برهان.
آنگاه y − g ∈ PG(x− g) چون y ̸= g ∈ G هر

⟨y − g, x− g⟩ = 0

داریم: را زیر روابط نتیجه در
∥ g − y ∥2= ⟨g − y, g − y⟩ = ⟨g − y, g − x⟩ ≤∥ g − y ∥ . ∥ g − x ∥

بنابراین،

∥ g − y ∥≤∥ g − x ∥, (∀g ∈ G \ {y})
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.y ∈ RG(x)دهد می نتیجه که
مینیمم بتواند که شود می باعث G بودن محدب شرط کنیم می توجه
شود. [4]مراجعه منبع به بیشتر اطلاعات کسب براي کند. اختیار را خود

قضیه آنگاه برداریم را بودن محدب شرط اگر فوق قضیه در .8.2.3 تذکر
نیست. برقرار

بهترین و ها تقریب هم بهترین هاي مجموعه ارزي هم براي شرطهایی
است. شده ارائه زیر قضیه در ها تقریب

یک G و x ∈ X و هیلبرت، فضاي یک X که کنیم فرض .9.2.3 قضیه
صورت این در باشد. y راس با X در ناتهی مخروط

RG(x) = PG(x)

هیلبرت فضاي در y راس با ناتهی مخروط یک G که کنیم فرض برهان.
: داریم 6.2.3 قضیه طبق آنگاه ،y ∈ RG(x) کنیم فرض و باشد. X

⟨vg, x− y⟩ ≥ 0 (∀g ∈ G \ {y})

آن در که
vg =

y − g
∥ y − g ∥

: داریم g ∈ G هر براي اکنون
∥ x− y ∥= ⟨x− y, x− y⟩

∥ x− y ∥
≤ ⟨x− g, x− y⟩

∥ x− y ∥
≤∥ g − x ∥
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.y ∈ PG(x) داریم بنابراین
که y ∈ P[y,g](x) ، g ∈ Gهر براي آنگاه y ∈ PG(x) که کنیم فرض برعکس:
ویژگیهاي بنابر رابطه این باشد. می g و y انتهایی نقاط با خطی پاره [y, g]
،⟨x− g, x− y⟩ ≥ 0 که دهد می نشان هیلبرت فضاي یک در تقریب بهترین

شد. ثابت حکم لذا ،y ∈ RG(x)بنابراین

فضاي از G کلی محدب ي مجموعه زیر براي فوق قضیه .10.2.3 تذکر
نیست. برقرار هیلبرت

اقلیدسی نرم با 2-بعدي اقلیدسی فضاي X = R2 کنیم فرض .11.2.3 مثال
فرض باشد. (1, 0) و (0, 0) انتهایی نقاط با خطی پاره ،G کنیم فرض و باشد.
y = (0, 0) ∈ RG(x) دهیم می نشان ، x = (t, 1) دلخواه 0 < t < برايیک1 کنیم

PG(x) ̸= RG(x) بنابراین ، y /∈ PG(x) = {(t, g)}اما ،

باشد می زیر بصورت اقلیدسی نرم که دانیم می برهان.
∥ (x1, x2 ∥=

√
x21 + x22

چون حال
0 ≤ g ≤ 1, 0 ≤ h ≤ 1,−1 ≤ g − h ≤ 1⇒| g − h |≤ 1 ≤

√
(1− h)2 + 1

داریم لذا

RG(x) = {g ∈ G :∥ g − h ∥≤∥ h− x ∥, ∀h ∈ G}

= {(g, 0) :| g − h |≤
√

(1− h)2 + 1}

= {(g, 0) :| g − h |≤
√

(1− h)2 + 1, 0 ≤ h ≤ 1} = G
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.PG(x) = {(t, 0)} اما RG(x) = G نتیجه در و

آنگاه باشد. X دار نرم خطی فضاي از فضا زیر یک G اگر .12.2.3 قضیه
داریم

G ∩ Ǧ = {0}

براي ،g = 0 دهیم نشان خواهیم می باشد. g ∈ G ∩ Ǧ کنیم فرض برهان.
g ∈ G براي 15.2.2 تذکر طبق آنگاه ،g ∈ Ǧ کنیم فرض موضوع این دیدن
بنابراین ،h ⊥ g داریم h ∈ G هر براي که کند می ایجاب این ،G ⊥ g داریم
کنیم فرض اکنون ،∥ h + αg ∥≥∥ h ∥ داریم α اسکالر هر و h ∈ G هر براي
∥ 1/2g ∥≥∥ g ∥ بنابراین و ∥ g − 1

2
∥≥∥ g ∥ داریم، h،آنگاه = g و α = −1/2

دو هر Ǧ و G چون ،{0} ⊆ G ∩ Ǧ اما G ∩ Ǧ ⊆ {0} یعنی g = 0 نتیجه در
داریم بنابراین باشد. می فضا صفر شامل یی فضا زیر هر و بوده فضا زیر

.G ∩ Ǧ = {0}

Xباشد. هموار باناخ فضاي از فضا زیر یک ،G کنیم فرض .13.2.3 گزاره
باشد. می X از بسته خطی فضاي زیر یک Ǧآنگاه

آنجائیکه از ،Ǧ = ∩g∈Gkerfg که کنیم ثابت توانیم می 2.6.3 لم طبق برهان.
باشد. می بسته خطی فضاي زیر یک kerfg

kerfg = {x ∈ X : fg(x) = 0, ∀g ∈ G}

در چون و باشد می دار کران fg خطی تابعک یعنی ،∥ fg ∥= 1 چون و
زیر یک kerfg لذا معادلند، بودن دار کران و پیوستگی دار نرم فضاهاي
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بسته، هاي عه مجمو از دلخواه اشتراك چون و باشد می بسته خطی فضاي
باشد. می X از بسته فضاي زیر یک Ǧ لذا باشد می بسته

باشد. X دار نرم خطی فضاي از مجموعه زیر یک G اگر .14.2.3 قضیه
داریم. g ∈ G هر براي آنگاه

d(g, Ǧ) =∥ g ∥

g ⊥ u داریم، g ∈ G هر براي نتیجه در و بوده G ⊥ u آنگاه u ∈ Ǧ اگر برهان.
α = −1 اگر اکنون ،∥ g+αu ∥≥∥ g ∥ داریم α اسکالر هر و g ∈ G هر براي آنگاه
را g ∈ G اگر حال ،∥ g ∥≤∥ g − u ∥ داریم g ∈ G هر براي آنگاه شود، انتخاب

: داریم آنگاه بگیریم، نظر در ثابت
∥ g ∥≤∥ g − u ∥, (∀u ∈ Ǧ)

داریم بنابراین
∥ g ∥≤ infu∈Ǧ ∥ g − u ∥= d(g, Ǧ) ≤∥ g − 0 ∥=∥ g ∥

.d(g, Ǧ) =∥ g ∥ داریم لذا ،0 ∈ Ǧ که

هموار باناخ ازفضاي تقریب هم زیرفضاي یک G کنیم فرض .15.2.3 قضیه
باشد. می X از تقریب فضاي زیر یک Ǧ آنگاه باشد. X

داریم بنابراین ،X = G+ Ǧ آنگاه باشد. تقریب هم G که کنیم فرض برهان.
بنابراین x− g1 = g2 لذا ،g2 ∈ Ǧ و g1 ∈ G که x = g1 + g2

∥ x− g2 ∥=∥ x− (x− g1) ∥=∥ g1 ∥= d(g1, Ǧ)
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داریم x ∈ X هر براي بنابراین ،∥ x − g2 ∥= d(g1, Ǧ) آنجائیکه از اکنون
داریم توجه باشد. می پذیر تقریب Ǧ یعنی ،PǦ ̸= ∅ نتیجه در و g2 ∈ PǦ(x)

است. X از بسته خطی زیرفضاي Ǧ گزاره13.2.3، طبق که

باناخ فضاي از چبیشف هم زیرفضاي یک G کنیم فرض .16.2.3 قضیه
باشد. می X از چبیشف فضاي زیر یک Ǧ آنگاه باشد. X هموار

،X = G
⊕
Ǧ داریم بنابراین باشد، می چبیشف هم G آنجائیکه از برهان.

کافی اکنون باشد. می X پذیراز تقریب زیرفضاي یک Ǧ ،15.2.3 قضیه طبق
باشد. می عضوي تک x ∈ Xهر براي PǦ(x) ي مجموعه کنیم ثابت است
x−g1 = ǧ1 ∈ Ǧ داریم آنگاه g1, g2 ∈ PǦ(x) فرضکنیم موضوع، این دیدن براي
ǧ1 = ǧ2 ،g1 = g2 نتیجه در x = g1 + ǧ1 = g2 + ǧ2 بنابراین x − g2 = ǧ2 ∈ Ǧ و
یعنی باشد. می عضوي تک PǦ(x) بنابراین G ∩ Ǧ = {0} که دانیم می چون

باشد. می X از چبیشف فضاي زیر یک Ǧ

قسمت خارج فضاي روي تقریب هم بهترین 3.3
کنیم می یادآوري را زیر تعریف ابتدا بخش این آغاز در

Rc(Y ) و باشند دار نرم فضاهاي Y و X که کنیم فرض .1.3.3 تعریف
Y از ناتهی و بسته هاي زیرمجموعه ي همه ي مجموعه ي دهنده نشان
هرگاه شود می نامیده بالایی پیوسته نیم ψ : X −→ Rc(Y ) نگاشت باشد.
مجموعه یا باشد باز Y در v باز هرمجموعه براي {x ∈ X : ψ(x) ⊆ v} مجموعه

باشد. بسته Y در N ي بسته هرمجموعه براي {x ∈ X : ψ(x) ∩N ̸= ∅}
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هم فضاي زیر M و باشد دار نرم فضاي یک X کنیم فرض .2.3.3 قضیه
فقط و اگر باشد می بالایی ي پیوسته نیم RM آنگاه باشد. X از پذیر تقریب

باشد. بسته M در F بسته ي مجموعه هر براي F + Ǧ اگر

بسته ي مجموعه F و بوده بالایی ي پیوسته نیم RM کنیم فرض برهان.
{gn} کنیم فرض است. بسته F + M̌ کنیم ثابت خواهیم می باشد. M در
طوریکه به gn = un + vn آنگاه ،gn −→ g0 باشدکه F + M̌ در اي دنباله
شود می نتیجه un ∈ F ∩ RM (un + vn) آنجائیکه از ،vn ∈ M̌ و un ∈ F

در g0 ∈ {x ∈ X : F ∩ RM (x)} ̸= ∅ بنابراین gn ∈ {x ∈ X : F ∩ RM (x)} ̸= ∅

g0−z ∈ M̌ طوریکه به دارد وجود z ∈ F∩RM (g0)یعنی ،F∩RM (g0) ̸= ∅ نتیجه
.g0 ∈ F + M̌ داریم لذا z ∈ F چون حال

M در F ي بسته ي هرمجموعه براي F + M̌ کنیم فرض برعکس:
باشد. می بالایی ي پیوسته نیم RM کنیم ثابت خواهیم می باشد. بسته
اي دنباله {gn} و M در بسته اي مجموعه F کنیم فرض منظور، این براي

اگر حال باشد. می g0 به همگرا که باشد {x ∈ X : F ∩RM (x)} ̸= در∅
zn ∈ F ∩RM (gn)

براي اکنون ،g0 ∈ F + M̌ بنابراین است، بسته F + M̌ و gn ∈ F + M̌ آنگاه
در z ∈ F ∩ RM (z + x) کند می ایجاب که g0 = z + x داریم x ∈ M̌ و z ∈ F

نتیجه
g0 ∈ {x ∈ X : F ∩RM (x) ̸= ∅}
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باشد می فشرده دار کران طور به X از E ي مجموعه زیر .3.3.3 نتیجه
باشد. فشرده X در B بسته گوي هر براي E ∩B بستار اگر فقط و اگر

X دار نرم فضاي از تقریب هم فضاي زیر M کنیم فرض .4.3.3 قضیه
باشد. می برقرار زیر احکام آنگاه باشد فشرده کراندار طور به M̌ اگر باشد.

باشد. می بالایی ي پیوسته نیم RM الف:
باشد. می فشرده x ∈ X هر براي RM (x) ب:

و gn ∈ F + M̌ و بوده M در بسته اي مجموعه F کنیم فرض الف: برهان.
و un ∈ F براي gn = un + vn و باشد می دار کران {gn} آنگاه ،gn −→ g0 نیز
دار کران {un} بنابراین ∥ un ∥≤∥ un+ vn ∥=∥ gn که∥ شود می نتیجه ،vn ∈ M̌
دنباله زیر آنگاه شود، می دار کران نیز {vn} ي دنباله همچنین شود. می
بسته F و unk −→ g0 − v0 آنجائیکه از دارد. وجود v0 ∈ M̌ به همگرا {vnk

}

g0 ∈ F + M̌ نتیجه در g0 − v0 ∈ F بنابراین باشد می
آنجائیکه از باشد RM (x) در اي دنباله {gn} و بوده x ∈ X کنیم فرض ب:
به که {x − gnk

} ي دنباله زیر آنگاه ،∥ x − gn ∥≤ 2 ∥ x ∥ نیز و x − gn ∈ M̌
g0 ∈ RM (x) داریم بنابراین x − u0 = g0 آنجائیکه از باشد می همگرا u0 ∈ M̌

شود. می ثابت حکم لذا

X دار نرم فضاي از تقریب هم فضایی زیر M کنیم فرض .5.3.3 قضیه
باشد. می چبیشف هم M آنگاه باشد، محدب اي مجموعه M̌ اگر حال باشد.

x − g1, x − g2 ∈ M̌ آنگاه باشد. g1, g2 ∈ RM (x) و x ∈ X کنیم فرض برهان.
x = g1 + ǧ1 = g2 + ǧ2 کنید فرض و x− g2 = ǧ2 و x− g1 = ǧ1 دهیم می قرار
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در ،g1 − g2 ∈ M ∩ M̌ = {0} که شود می نتیجه ،1
2
(ǧ1 − ǧ2) ∈ M̌ آنجائیکه از

.g1 = g2 داریم نتیجه

نرم با دار نرم خطی فضاي یک X = R2 کنیم فرض .6.3.3 مثال
∥ (x, y) ∥=| x | + | y |

باناخ فضاي یک X آنگاه ،M = {(x, y) ∈ R2 : x = y} کنیم فرض و بوده
حقیقت در باشد. می X از چبیشف هم فضاي زیر یک M و بوده حقیقی

داریم

M̌ = {(x, y) : y = −x}

نیز و

RM (x, y) = {(x+ y

2
,
x+ y

2
) : (x, y) ∈ X}

،2.3.3 قضیه طبق است. X از البعد متناهی فضاي زیر M̌ آنجائیکه از حال
باشد. می بالایی ي پیوسته نیم RM

باشد. X دار نرم خطی ازفضاي فضا زیر یک M کنیم فرض .7.3.3 تذکر
مجموعه و x بین ي فاصله ي دهنده نشان d(x,M) کنیم فرض ،x ∈ X براي

یعنی باشد. M

d(x,M) = inf{∥ x− g ∥: g ∈M}

باشد: می زیر نرم به مجهز X

M
قسمت خارج فضاي آنگاه

∥ x+M ∥= inf{∥ y ∥: y ∈ x+M} = d(x,M)
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زیر یک M و باشد باناخ فضاي یک یا دار نرم فضاي یک X که هنگامی
باناخ فضاي یک یا دار نرم خطی فضاي یک X

M
آنگاه باشد X از بسته فضاي

باشد. می
و بوده X دار نرم فضاي از بسته فضاي زیر یک M کنیم فرض .8.3.3 لم
W

M
آنگاه باشد. M شامل X از تقریب هم فضاي زیر یک W کنیم فرض نیز

باشد. می X

M
با تقریب هم

شود. [6]مراجعه منبع به برهان.
باشد X دار نرم ازفضاي بسته فضاي زیر یک M کنیم فرض .9.3.3 نتیجه
هم W

M
اگر باشد. M شامل X از تقریب هم فضاي زیر W کنیم فرض و

باشد. می X در تقریب هم W آنگاه باشد X
M

در تقریب
دار نرم فضاي از چبیشف هم فضاي زیر یک M کنیم فرض .10.3.3 قضیه
X

M
در چبیشف هم W

M
اگر باشد. M شامل X از فضایی زیر W و بوده X

است. X در چبیشف هم W آنگاه باشد.

داریم وضوح به آنگاه y1, y2 ∈ RW (x) و x ∈ X اگر برهان.
y1 +M,y2 +M ∈ RW

M

(x+M)

انجائیکه از اکنون ،y1−y2 ∈M آنگاه باشد می چبیشف هم W

M
آنجائیکه از

براي بنابراین ،M ⊆W و x− yi ∈ W̌ داریم i = 1, 2 براي آنگاه y1, y2 ∈ RW (x)

هچنین 0 ∈ RM (x− yi) داریم i = 1, 2 براي چون و x− yi ∈ M̌ داریم i = 1, 2
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به لذا باشد می چبیشف هم M آنجائیکه از اکنون ،y1 − y2 ∈ RM (x − y2)

.y1 = y2 داریم وضوح

و بوده X دار نرم فضاي از بسته زیرفضایی M کنیم فرض .11.3.3 قضیه
هم W

M
آنگاه باشد. M شامل X از چبیشف هم فضاي زیر W کنیم فرض

باشد. می X

M
در چبیشف

کنیم فرض باشد، می پذیر تقریب هم W

M
،8.3.3 لم طبق برهان.

(x+M) ∈ (
X

M
) \ (W

M
)

و بوده دلخواه
y1 +M,y2 +M ∈ RW

M

(x+M)

داریم i = 1, 2 براي طوریکه به دارد وجود m1,m2 ∈ M ،9.3.3 نتیجه طبق
لذا باشد می چبیشف هم W آنجائیکه از ،mi + yi ∈ RW (x)

m1 + y1 = m2 + y2

است. شده ثابت حکم لذا و y1 +M1 = y2 +M2 نتیجه در

دار نرم فضاي از پذیر تقریب هم فضاي زیر M کنیم فرض .12.3.3 قضیه
اگر باشد. M شامل X از تقریب هم فضاي زیر W کنیم فرض و بوده X

∏
: X −→ X

M

داریم: آنگاه باشد کانونی نگاشت
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∏
(RW (x)) = RW

M

(x+M)

داریم: حالت دراین وضوح به یعنی باشد می بدیهی رفت حالت برهان.
∏
(RW (x)) ⊆ RW

M

(x+M)

هر براي آنگاه ،a ∈ W و g ∈ RW (x) کنیم فرض حالت این در عکس: بر
داریم b ∈M

∥ (g +M)− (a+M) ∥ = d(g − a,M)

≤ ∥ g − (a+ b) ∥

≤ ∥ x− (a+ b) ∥

= ∥ (x− a) + b ∥

نتیجه در
.∥ (g +M)− (a+M) ∥≤∥ (x+M)− (a+M) ∥

ثابت حکم درنتیجه ∏
(g) = g + M ∈ RW

M

(x + M) کند می ایجاب که
شد.

دار نرم فضاي از پذیر تقریب هم فضاي زیر M کنیم فرض .13.3.3 قضیه
باشد. M شامل X از پذیر تقریب هم فضاي زیر W کنیم فرض و بوده X

است. X
M

در چبیشف هم W

M
آنگاه باشد محدب W̌ اگر
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براي باشد. می محدب W̃/M = R−1
W/M (M) که کنیم می ثابت ابتدا برهان.

آنجائیکه از باشد. 0 < λ < 1 و x +M,y +M ∈ W̃

M
کنیم فرض منظور این

قضیه12.3.3 طبق باشد می M ∈ RW/M (y + M) و M ∈ RW/M (x + M)

(زیرا ∏
(g) = M =

∏
(h) طوریکه به دارد وجود h ∈ RW (y)و g ∈ RW (x)،

فرض طبق چون ،x− g, y− h ∈ W̌ بنابراین باشد.) می پوشا طبیعی نگاشت
لذا باشد. می محدب W̌ قضیه

λ(x− g) + (1− λ)(y − h) ∈ W̌

کند می ایجاب که
λg + (1− λ)h ∈ RW (λx+ (1− λ)y)

12.3.3داریم قضیه طبق همچنین
∏
(λg + (1− λ)h) = λg + (1− λ)h+M =M

یعنی
M ∈ RW

M

(λx+ (1− λ)y +M)

ولذا
λ(x+M) + (1− λ)(y +M) ∈ W̃

M

می چبیشف هم W

M
زیرفضاي 8.3.3 لم 11.3.3و قضیه طبق بنابراین

باشد.
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طور به اي مجموعه زیر و پذیر تقریب هم Mکه کنیم فرض .14.3.3 لم
داریم را زیر احکام آنگاه باشد. X دار نرم فضاي از فشرده کراندار

باشد. می بالایی ي پیوسته نیم RM الف:
باشد. می فشرده x ∈ X هر براي RM (x):ب

شود. [6]مراجعه منبع به برهان.
بوده X دار نرم فضاي از بسته فضایی زیر M کنیم فرض .15.3.3 قضیه
می برقرار زیر احکام آنگاه باشد. M شامل X از تقریب هم فضاي زیر W و

باشند.
Π(W̃ ) ⊆ (

W̃

M
) الف:

نیم RW
M

آنگاه باشد پذیر تقریب M و فشرده کراندار طور به W اگر ب:
باشد. می بالایی ي پیوسته

: داریم h ∈M هر براي آنگاه باشد g ∈W و x ∈ W̌ اگر الف: برهان.
∥ g +M ∥≤∥ g + h ∥≤∥ g − x+ h ∥

بنابراین و
∥ g +M ∥≤∥ (g − x) +M ∥

داریم: طبیعی نگاشت تعریف طبق نتیجه در و

Π(x) ∈ (
W̃

M
)
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فشرده کراندار طور به W
M

قسمت خارج فضاي کنیم می ثابت ابتدا ب:
W

M
در دلخواهی دار کران دنباله {gn +M} اگر منظور، این براي باشد می

در دار کران دنباله {gn + hn} طوریکه به دارد وجود hn ∈ M آنگاه باشد
به دارد وجود {gnk

+ hnk
} همگرا دنباله زیر و g0 ∈ W لذا باشد. می W

آنجائیکه از ، gnk
+ hnk

−→ g0طوریکه
d(gnk

− g0,M) = d(gnk
− g0 − hnk

,M) ≤∥ gnk
− hnk

− g0 ∥

چون که است این علت ،gnk
+M −→ g0 +M که شود می نتیجه

d(gnk
− g0,M) ≤∥ gnk

− hnk
− g0 ∥

بنابراین برقراراست. مربوطه حکم لذا ،hnk
+ gnk

−→ g0 فرض طبق طرفی از
می پذیر تقریب هم W

M
آنجائیکه از حال باشد می طورکراندارفشرده به W

M

باشد. می بالایی ي پیوسته نیم RW
M

14.3.3 لم طبق باشد

X دار نرم فضاي از پذیر تقریب فضاي زیر M کنیم فرض .16.3.3 قضیه
براي طوریکه به باشد M شامل X از پذیر تقریب هم فضاي زیر W و بوده
فشرده RW

M

(x +M) ،x ∈ X هر براي آنگاه باشد، فشرده RW (x) ،x ∈ Xهر
است.

پذیر تقریب هم W

M
بنابراین است پذیر تقریب هم W آنجائیکه از برهان.

و باشند دلخواه gn +M ∈ RW

M

(x +M) و x +M ∈ X

M
کنیم فرض است.
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داریم: g +M ∈ W
M

هر براي آنگاه (n = 1, 2, ...)

∥ (gn − g) +M ∥ = ∥ (gn +M)− (g +M) ∥

≤ ∥ (x+M)− (g +M) ∥

= ∥ (x− g) +M ∥

≤ ∥ x− g ∥

ازاي به طوریکه به دارد وجود mn ∈ M است، پذیر تقریب M آنجائیکه از
زیر باشد می فشرده RW (x) آنجائیکه از ،gn + mn ∈ RW (x) داریم n ≥ 1

{gnk
+mnk

} دنباله زیر طوریکه به دارد وجود {gn+mn} از {gnk
+mnk

} دنباله
براي اکنون ،d0 +MW

M

(x +M) نتیجه در بوده d0 ∈ RW (x) عنصر به همگرا
داریم f ∈ (

x

m
)∗ هر

∥ f(gnk
+M) ∥= foΠ(gnk

) = foΠ(gnk
+mnk

) −→ foΠ(do) = f(d0 +M)

{gnk
+M} دنباله زیر شود می نتیجه باشد می f ◦Π ∈ X∗ آنجائیکه از حال

بنابراین (gnk
+mnk

)+M −→ d0+M یعنی باشد، می d0+M عنصر به همگرا
چبیشف هم شبه W

M
لذا باشد، می فشرده RW

M

(x+M) ، x+M ∈ X

M
هر براي
باشد. می

تقریب هم بهتریب حافظ هاي نگاشت 4.3
حافظ هاي نگاشت مفهوم تقریب، بهترین حافظ هاي نگاشت مفهوم مشابه
کردیم بیان اول فصل در که را زیر تعریف ابتدا داریم. را تقریب هم بهترین
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کنیم. می یادآوري را
نگاشت باشند. دار نرم فضايخطی دو Y و X که فرضکنیم تعریف1.4.3.
فضاي زیر هر براي اگر شود می نامیده تقریب هم حافظ T : X −→ Y مانند

باشیم: داشته x ∈ X هر و X از G
T (RG(x)) = RT (G)(T (x))

K میدان روي دار نرم خطی فضاهاي Y و X کنیم فرض .2.4.3 تعریف
نرم حافظ هرگاه شود می نامیده ایزومتري T : X → Yمانند نگاشتی باشند.

باشیم: داشته x ∈ X هر براي یعنی باشد.
∥ Tx ∥=∥ x ∥

T : X −→ Xاگر دارباشد. نرم خطی یکفضاي X فرضکنیم .3.4.3 قضیه
داریم x ∈ X هر و Xاز G فضاي زیر هر براي آنگاه باشد، ایزومتري عملگر

T (RG(x)) = RT (G)T (x)

باشد. می تقریب هم حافظ T : X −→ X ایزومتري عملگر هر یعنی

که کنیم می یادآوري برهان.
T (RG(x)) = {Tg : g ∈ G, ∥ g − y ∥≤∥ x− y ∥, ∀y ∈ G}

و
RT (G)T (x) = {T (g) : g ∈ G, ∥ Tg − Ty ∥≤∥ Tx− Ty ∥, ∀y ∈ G}

باشیم داشته y ∈ G هر ازاي به و g ∈ G اگر فقط و اگر Tg ∈ T (RG(x)) اکنون
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∥ g − y ∥≤∥ x− y ∥

باشیم داشته y ∈ Gهر ازاي به و g ∈ G اگر فقط و ،اگر

∥ T (g − y) ∥≤∥ T (x− y) ∥

y ∈ G هر ازاي وبه Tg ∈ T (G) اگر فقط و اگر باشد) می ایزومتري T (چون
باشیم داشته

∥ Tg − Ty ∥≤∥ Tx− Ty ∥

.T (RG(x)) = RT (G)T (x) بنابراین Tg ∈ RT (G)T (x)اگر فقط و اگر

نگاشت و داربوده نرم خطی فضاي دو Y و X که کنیم فرض .4.4.3 قضیه
X از تقریبی هم فضاي زیر G اگر باشد تقریب هم Tحافظ : X −→ Y خطی

است. Y از تقریبی هم فضاي زیر T (G) آنگاه باشد

آنگاه ،RG(x) ̸= ∅ بنابراین است تقریب هم X در G که آنجایی از برهان.
طوریکه به دارد وجود g0 ∈ RG(x)

T (g0) ∈ T (RG(x)) = RT (G)T (x)

T (G) نتیجه در ،RT (G)(T (x)) ̸= ∅ یعنی این و ،T (g0) ∈ RT (G)(T (x))بنابراین
است. تقریب هم Y در

نگاشت و داربوده نرم خطی فضاي دو Y و X که کنیم فرض .5.4.3 قضیه
X از Gفضاي زیر براي آنگاه باشد. تقریب هم حافظ T : X −→ Y خطی

T (Ǧ) = T (̌G) داریم
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داریم برهان.
T (Ǧ) = {Tx : x ∈ Ǧ} = {Tx :∥ g ∥≤∥ x− g ∥, ∀g ∈ G}

= {Tx :∥ Tg ∥≤∥ Tx− Tg ∥, ∀g ∈ G}

= T ˇ(G)

T : X −→ Y و بوده دار نرم خطی فضاي دو Y و X فرضکنیم .6.4.3 قضیه
فضاي زیر G اگر کند. حفظ را تقریب هم طوریکه به باشد خطی نگاشت

است. Y از چبیشف هم فضاي زیر T (G) آنگاه باشد X از چبیشف هم

فرض نیز و بوده X از چبیشف هم فضاي زیر G که کنیم فرض برهان.
آنجائیکه .از y1 = y2 که دهیم می نشان باشد، y1, y2 ∈ RT (G)(T (x)) که کنیم
و y1 = Tx1 داریم x1, x2 ∈ RG(x) براي بنابراین پس RT (G)(T (x)) = T (RG(x))

تابع یک T آنجائیکه از ،x1 = x2 پس است چبیشف هم G چون y2 = Tx2

چبیشف هم T (G) نتیجه در ،y1 = y2 یعنی ،Tx1 = Tx2 بنابراین پس است
است.

تقریب هم حافظ - ε 5.3
ε > 0 و بوده دار نرم خطی فضاي دو Y و X کنیم فرض .1.5.3 تعریف
و اگر شود می نامیده تقریب هم ε-حافظ ،T : X → Yمانند نگاشت باشد.

باشیم: داشته x ∈ X هر و X از G فضاي زیر هر براي اگر فقط
T (RG(x, ε)) = RT (G)(Tx, ε)
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آنگاه باشد. ε > 0 و داربوده نرم خطی فضاي X کنیم فرض .2.5.3 قضیه
است. تقریب هم -حافظ ε ،T : X → Xایزومتري عملگر هر

،∥ Tx ∥=∥ x ∥ داریم x ∈ X هر براي است ایزومتري T آنجائیکه از برهان.
لذا

T (RG(x, ε)) = {Tg : g ∈ G, ∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ε, ∀g ∈ G}

نیز و
RT (G)(T (x), ε) = {T (g) : g ∈ G, ∥ T (g)− T (g0) ∥≤∥ T (x)− T (g) ∥ +ε, ∀g ∈ G}

و g ∈ G اگر فقط و اگر ،T (g) ∈ T (RG(x, ε))اکنون
∥ g − g0 ∥≤∥ x− g ∥ +ε

نیز و g ∈ G اگر فقط و اگر
∥ T (g − g0) ∥≤∥ T (x− g) ∥ +ε, (∀g ∈ G)

و Tg ∈ TG اگر فقط و اگر است) Tایزومتري (زیرا
∥ Tg − Tg0 ∥≤∥ Tx− Tg ∥ +ε, (∀g ∈ G)

داریم بنابراین ،T (g) ∈ RT (G)(T (x), ε)اگر فقط و اگر
T (RG(x, ε)) = RT (G)(T (x), ε)

بوده ε > 0 و داربوده نرم خطی فضاي دو Y و X کنیم فرض .3.5.3 قضیه
آنگاه باشد تقریب هم حافظ - ε نگاشت، T : X → Y و
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هر براي آنگاه باشد X از فضاي زیر G و باشد خطی نگاشتی T اگر الف:
T (y) ⊥ε T (x) آنگاه y ⊥ε x اگر ،y ∈ G و x ∈ X

T (Ǧε) = T (̆G)ε: ب

y ∈ G و x ∈ X اگر باشد تقریب هم -حافظ ε ،Tکنیم فرض الف: برهان.
داریم لذا ،y ⊥ε x طوریکه به باشند

∥ y + αx ∥ +ε ≥∥ y ∥, (| α |≤ 1)

بنابراین
∥ y − 0 ∥≤∥ y − (−αx) ∥ +ε, (αx ∈ ⟨x⟩)

کند می ایجاب این است. x توسط شده تولید فضاي زیر ⟨x⟩ که
0 ∈ R⟨x⟩(y, ε)

آنگاه
0 = T (0) ∈ T (R⟨x⟩(y, ε)) = RT (⟨x⟩)(Ty, ε)

آنجائیکه از اکنون
T (⟨x⟩) = {T (αx)} = {αT (x)} = ⟨Tx⟩

نتیجه در ،0 ∈ R(⟨Tx⟩)(Ty, ε) لذا
∥ Ty − 0 ∥≤∥ Ty − αTx ∥ +ε

.T (y) ⊥ε T (x) داریم بنابراین ،∥ Ty ∥≤∥ Ty − αTx ∥ +ε لذا
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15.2.2داریم تذکر طبق ب: برهان.
T (Ğε) = {Tg : g ∈ Ğε}

= {Tg :∥ g ∥≤∥ x− g ∥ +ε,∀g ∈ G}

= {Tg :∥ Tg ∥≤∥ Tx− Tg ∥ +ε,∀g ∈ G}

= T (̆G)ε

تقریب هم بهترین یافتن روشهاي از بعضی 6.3
دار نرم فضاهاي در

کنیم. می بیان را زیر تعریف ابتدا
x ∈ X عنصر آنگاه باشد. دار نرم فضاي یک X کنیم فرض .1.6.3 تعریف
طوریکه به باشد داشته وجود f ∈ X∗ یک فقط هرگاه شود، می نامیده نرمال

.∥ f ∥= 1 همچنین f(x) =∥ x ∥ باشیم داشته
از خطی فضاي زیر M و بوده دار نرم فضاي یک X کنیم فرض .2.6.3 لم
،g ∈Mهر براي اگر فقط و اگر g0 ∈ RM (x) آنگاه ،g0 ∈ X \M و x ∈ X باشد، X
fg(g) =∥ g و∥ ∥ fg ∥= 1،fg(x− g0) = 0 طوریکه به باشد داشته وجود fg ∈ X∗

شود. [16]مراجعه منبع به برهان.
از خطی Mزیرفضاي و داربوده نرم یکفضاي X فرضکنیم .3.6.3 نتیجه
،g0 ∈M همچنین x ∈ X\M باشد، نرمال g ،g ∈Mهر براي طوریکه به باشد X
fg(x− g0) = باشیم0 داشته g ∈M هر براي اگر فقط و اگر g0 ∈ RM (x) آنگاه
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بیان را Lp فضاي در تقریب هم بهترین تشخیص راههاي از یکی درادامه
کنیم. می

و X از خطی زیرفضاي M و بوده X = Lp کنیم فرض .4.6.3 نتیجه
فقط و اگر g0 ∈ RM (x) آنگاه باشد. g0 = {an} ∈ M نیز و x = {xn} ∈ X \M

باشیم داشته g = {bn} ∈M هر براي اگر
∑∞

n=1 xnbn =
∑∞

n=1 anbn

شود. مراجعه [6] منبع به برهان.
فضایی زیر G بوده، دار نرم خطی فضاي یک Xکنیم فرض .5.6.3 قضیه

داریم آنگاه باشد. x ∈ X و X از خطی
RG(x) = {g0 ∈ G : g0 ∈ ∩g∈GP⟨g0,x⟩(g)}

است. x و g0 توسط شده تولید منیفلدخطی ⟨g0, x⟩ آن در که

شود. [17]مراجعه منبع به برهان.
زیر G و بوده دار نرم خطی فضاي یک X که کنیم فرض .6.6.3 نتیجه
و اگر g0 ∈ RG(x) ،g0 ∈ G عنصر براي باشد. x ∈ X \ G و X از خطی فضاي

باشیم داشته اگر فقط
G ⊂ P−1

[x−g0]
(0) = {z ∈ X : 0 ∈ P[x−g0](z)}

آن در که
[x− g0] = {α(x− g0) : α ∈ R}
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فضاي زیر G بوده، دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .7.6.3 قضیه
اگر فقط و اگر g0 ∈ RG(x) ،g0 ∈ G عنصر براي باشد. x ∈ X \G و X از خطی

طوریکه به باشد موجود hg ∈ X∗ تابعک g ∈ G هر براي
∥ hg ∥= الف:1

hg(x− g0) ≥ ب:0

hg(g0 − g) =∥ g0 − g ج:∥

شود. مراجعه [16] منبع به برهان.
ابر g ∈ G هر براي که است صورت این به بالا قضیه هندسی تعبیر
طوریکه به دارد وجود g0 ي نقطه در B(g, ∥ g − g0 ∥) گوي شامل Hgصفحه

دارند. قرار صفحه ابر این طرفین در B(g, ∥ g − g0 ∥) و x
زیر یک G بوده، دار نرم خطی فضاي Xیک کنیم فرض .8.6.3 قضیه
صدق g0 ∈ RG(x) در g0 ∈ G عنصر آنگاه باشد. x ∈ X \G و X از خطی فضاي

از fg1 , fg2انتهایی ي نقطه دو g ∈ G هر براي اگر فقط و اگر کند می
BX∗ = {f ∈ X∗ :∥ f ∥≤ 1}

طوریکه به باشند موجود چنان λg1 + λg2 = 1 که λg1, λg2 ≥ 0 عدد دو و
λg1f

g
1 (x) + λg2f

g
2 (x) = λg1f

g
1 (g0) + λg2f

g
2 (g0):الف

λg1f
g
1 (g) + λg2f

g
2 (g) =∥ g ب:∥

شود. مراجعه [16] منبع به برهان.
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به مختلط ضرایب مورد در 8.6.3 قضیه که کنیم می توجه .9.6.3 نتیجه
می برقرار عدد سه با λgi عدد دو جاي به و نقطه، سه با fgi نقطه دو جاي

i = 1, 2, 3 که باشد،
ي مشخصه 8.6.3 قضیه بردن بکار با 2 پاپینی و 1 سینگر .10.6.3 تذکر
پیوسته توابع ي همه از X = C(Q) فضاي در را تقریب هم بهترین عناصر
صورت به شده داده سوپریمم نرم با Q فشرده فضاي روي مقدار حقیقی
نتایج کاربردها، بعضی همچنین آنها دادند. نشان ∥ x ∥= maxq∈Q | x(q) |

نشان X = C([a, b]) فضاي در را تقریب هم بهترین عناصر وجود و مشخصه
C[a, b]درفضاي را تقریب هم هاي اي چندجمله شرح آنها، بخصوص و دادند

کردند. کامل
تقریب هم بهترین یافتن براي راههایی شد، گفته تاکنون که روشهاي
دارد وجود روشهاي هم دیگر فضاهاي مورد در اما بود، دار نرم فضاهاي در
روش این بیان از قبل اما کنیم. می اشاره مورد یک ذکر به اینجا در که

آوریم. می را زیر مهم بسیار تعریف
نرم یا L∞ − norm یا اکید نرم ،f ∈ C[a, b] تابع هر براي .11.6.3 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را سوپریمم
∥ f ∥∞= supt∈[0,1] | f(t) |

می یکنواخت تقریب هم بهترین را نرم این به توجه با تقریب هم بهترین
نامیم.

1Singer
2Papini
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صورت به را f ∈ C[a, b] تابع اکستریم نقاط ي مجموعه .12.6.3 تعریف
کنیم: می تعریف زیر

E(f) = {t ∈ [a, b] :| f(t) |=∥ f ∥∞}

هم بهترین و تقریب بهترین تشخیص معیارهاي ترین مهم از یکی حال
کولوموگروف معیار به که کنیم، می بیان پیوسته توابع فضاي در را تقریب

باشد. می معروف
C[a, b] ي پیوسته توابع فضاي از فضاي زیر G کنیم فرض .13.6.3 قضیه
باشند. می معادل زیر در آمده احکام آنگاه باشد. gf ∈ G و f ∈ C[a, b] بوده،

است. G از f یکنواخت تقریب بهترین gf تابع الف:
داریم g ∈ G تابع هر براي ب:

mint∈E(f−gf )(f(t)− gf (t)).g(t) ≤ 0

بیان زیر ي قضیه طبق یکنواخت، تقریب هم بهترین براي معیارمشابهی
شود. می

ي پیوسته توابع فضاي از اي زیرمجموعه G کنیم فرض .14.6.3 قضیه
،αg ∈ G باشیم داشته α ∈ [0,∞) و g ∈ G هر براي طوریکه به بوده C[a, b]
معادل زیر احکام آنگاه باشد، gf ∈ G و f ∈ C[a, b] \G کنیم فرض همچنین

باشند. می
باشد. می G از f براي یکنواخت تقریب هم بهترین ،gf تابع الف:

: داریم g ∈ G تابع هر :براي ب
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mint∈E(g−gf )(f(t)− gf (t))(g(t)− gf (t)) ≤ 0

t ∈ E(g−gf ي( نقطه آنگاه باشد، برقرار ب که فرضکنیم ب←الف: برهان.
: داریم طوریکه به دارد وجود

(f(t)− gf (t))(g(t)− gf (t)) ≤ 0

که شود می نتیجه g ∈ G هر براي بنابراین

∥ f − g ∥∞ ≥ | f(t)− g(t) |

= | (f(t)− gf (t))− (g(t)− gf (t) |

= | f(t)− gf (t) | + | g(t)− gf (t) |

≥ | g(t)− gf (t) |

= ∥ g − gf ∥∞

g1 ∈ G تابع آنگاه نباشد. برقرار ب که کنیم فرض اکنون : ب الف← برهان.
داریم طوریکه به دارد وجود

(f(t)− gf (t))(g1(t)− gf (t)) > 0, (∀t ∈ E(g1 − gf ))

به دارد وجود c > 0 حقیقی عدد باشد می فشرده E(g1 − gf ) آنجائیکه از اما
داریم طوریکه

(f(t)− gf (t))(g1(t)− gf (t)) > c, (∀t ∈ E(g1 − gf )

t ∈ U هر براي طوریکه به دارد وجود E(g1 − gf از( U همسایگی براین علاوه
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داریم

(f(t)− gf (t))(g1(t)− gf (t)) >
c

2
(2.3)

همچنین

| g1(t)− gf (t) |≥
1

2
∥ g1 − gf ∥∞ (3.3)

به دارد وجود d > 0 حقیقی عدد باشد، می فشرده [a, b] \U آنجائیکه از حال
داریم t ∈ [a, b] \ U هر براي طوریکه

| g1(t)− gf (t) |<∥ g1 − gf ∥∞ −d (4.3)

نگاشت که حقیقت این بردن بکار و مناسب عامل اختصاص و f−gf ضرب با
کنیم می فرض کلیت از کاستن بدون باشد، می همگن تقریب هم بهترین

که

∥ f − gf ∥∞≤ min{d, 1
2
∥ g1 − gf ∥∞} (5.3)

گیریم: می نظر در را زیر حالت دو اکنون
داریم آنگاه ،t ∈ [a, b] کنیم فرض اول: حالت

| f(t)− g1(t) | = | (f(t)− gf (t))− (g1(t)− gf (t)) |

≤ | f(t)− gf (t) | + | g1(t)− gf (t) |

≤ ∥ f − gf ∥∞ + ∥ g1 − gf ∥∞ −d

< ∥ g1 − gf ∥∞
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داریم آنگاه ،t ∈ U کنیم فرض دوم: حالت

| f(t)− g1(t) | = | (f(t)− gf (t))− (g1(t)− gf (t) |

= || f(t)− gf (t) | − | g1(t)− gf (t) ||

= − | f(t)− gf (t) | + | g1(t)− gf (t) |

< | g1(t)− gf (t) |

≤ ∥ g1 − gf ∥∞

داریم ،t ∈ [a, b]هر براي بنابراین
| f(t)− g1(t) |<∥ g1 − gf ∥∞

دهد می نتیجه که
∥ f − g1 ∥∞ <∥ g1 − gf ∥∞

یک که نیست G از f یکنواخت تقریب هم بهترین gf دهد می نشان این و
است. تناقض

قضیه آنگاه باشد، [a, b] بازه بر پیوسته توابع فضاي از زیرفضایی G اگر
یکنواخت تقریب هم بهترین براي کولوموگروف نوعی معیار زیر، در آمده

است.
[a, b] بر پیوسته توابع فضاي از فضایی زیر G کنیم فرض .15.6.3 قضیه
معادل زیر در آمده احکام آنگاه ،gf ∈ G همچنین باشد، f ∈ C[a, b]\G و بوده

باشند. می
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است. G از f براي یکنواخت تقریب هم بهترین ،gf تابع الف:
داریم g ∈ G تابع هر براي ب:

mint∈E(g)(f(t)− gf (t))g(t) ≤ 0

که کنیم فرض حال باشد. برقرار ب که کنیم فرض : الف ← ب برهان.
بنابراین بوده g − gf ∈ G و gf ∈ G آنجائیکه از باشد دلخواه تابع یک g ∈ G

طوریکه به دارد وجود t ∈ E(g − gf ) ي نقطه فرض طبق
(f(t)− gf (t))(g(t)− gf (t)) ≤ 0

باشد. 14.6.3می قضیه شبیه اثبات آخر قسمت
آنگاه نباشد، برقرار ب که کنیم می خلف فرض : ب ← الف برعکس،

داریم t ∈ E(g1) هر براي طوریکه به دارد وجود g1 ∈ G تابع
(f(t)− gf (t))g1(t) > 0

داریم t ∈ E(g2 − g1) هر براي آنگاه ،g2 = g1 + gf کنیم فرض حال
(f(t)− gf (t))(g2(t)− gf (t)) > 0

که دهیم نشان توانیم می 14.6.3 قضیه طبق
∥ f − g2 ∥∞ <∥ g2 − gf ∥∞

یک که نیست G از f یکنواخت تقریب هم بهترین gf دهد می نشان این
است. تناقض
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زیر G و بوده دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .16.6.3 تعریف
براي باشد. ثابت gf ∈ G کنیم فرض همچنین باشد X از اي مجموعه
صورت به gf و g روي پیوسته خطی توابع از ℓ(g, gf ) ي مجموعه ،g ∈ Gهر

شود: می تعریف زیر
ℓ(g, gf ) = {L ∈ G∗ : L(g − gf ) =∥ g − gf ∥, ∥ L ∥= 1}

شده تعریف پیوسته خطی هاي تابعک ي مجموعه دهندي نشان G∗ که
باشد. می G روي

کرد. خواهیم بیان را بخش این قضایاي ترین مهم از یکی اکنون
X دار نرم خطی فضاي از اي مجموعه زیر G کنیم فرض .17.6.3 قضیه

باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر باشد. gf ∈ G و f ∈ X \G بوده،
minL∈ℓ(g,gf ) L(f − gf ) ≤ 0

L(gf ) ≥ L(f) طوریکه به باشد داشته وجود L ∈ ℓ(g, gf ) ، g ∈ Gهر براي اگر یا
است. G از f براي تقریب هم بهترین یک gf آنگاه ،

پیوسته خطی تابعک آنگاه ،minL∈ℓ(g,gf ) L(g − gf ) ≤ 0 کنیم فرض برهان.
دهدکه می نتیجه این ،L(f − gf ) ≤ 0 طوریکه به دارد وجود L ∈ ℓ(g, gf )
∥ g − gf ∥= L(g − gf ) = L(g)− L(gf ) ≤ L(g)− L(f) = L(g − f) ≤∥ g − f ∥

شد. ثابت حکم لذا و
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تقریب هم بهترین تساویهاي از بعضی 7.3
می G به متعلق که بوده f ∈ C[a, b] \ G هاي، تقریب بهترین g2 و g1 اگر

که است واضح آنگاه باشند،
∥ f − g1 ∥=∥ f − g2 ∥

ي رابطه خواهیم می کلی حالت در است. ممکن غیر تقریب، هم باره در اما
تقریبهاي هم بهترین g2 و g1 که هنگامی بیابیم، ∥ f − g2 ∥ و ∥ f − g1 ∥ بین
رابطه چه یکنواخت نرم تحت که دهیم نشان بعدي قضیه در باشند. می f

است. برقرار f − g2 و f − g1 بین اي
g1, g2 ∈ G و بوده C[a, b] از اي زیرمجموعه G کنیم فرض .1.7.3 قضیه
هر براي اگر باشند. Gاز f ∈ C[a, b] \ G براي یکنواخت تقریب هم بهترین

: باشیم داشته g ∈ G \ {gi}

max
t∈E(f−gi)

(f(t)− gi(t))(g(t)− f(t)) ≥ 0 (i = 1, 2) (6.3)

داریم آنگاه
∥ f − g1 ∥∞=∥ f − g2 ∥∞

داریم i = 1, 2 براي طوریکه به دارد وجود t ∈ E(f − gi) ي نقطه برهان.
(f(t)− gi(t))(g(t)− f(t)) ≥ 0
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شود می نتیجه بنابراین

∥ f − g1 ∥∞ ≥ ∥ g1 − g2 ∥∞

≥ | g1(t)− g2(t) |

= | (g1(t)− f(t)) + (f(t)− g2(t)) |

= | g1(t)− f(t) | + | f(t)− g2(t) |

≥ | f(t)− g2(t) |

= ∥ f − g2 ∥∞

لذا
∥ f − g1 ∥∞≥∥ f − g2 ∥∞ (I)

داد نشان توان می مشابه بطور
∥ f − g2 ∥∞≥∥ f − g1 ∥∞ (II)

شود. می ثابت (II) و (I) نامساویهاي به توجه با نتیجه و

موجود شرط اگر حتی است، برقرار تساوي 1.7.3 قضیه در .2.7.3 تذکر
باشیم داشته t ∈ E(f − gi) براي یعنی شود. جایگزین زیر شرط با

Sgn(f(t)− gi(t)) = Sgn(g(t)− f(t)), (i = 1, 2)

بهترین g1, g2 ∈ G و C[a, b] از اي مجموعه زیر G کنیم فرض .3.7.3 گزاره
اگر باشند. G از f ∈ C[a, b] \G براي یکنواخت تقریب هم

maxt∈E(f−g1)∩E(f−g2)(f(t)− g1(t)).(g2(t)− f(t)) ≥ 0
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آنگاه
∥ f − g1 ∥∞=∥ f − g2 ∥∞

طوریکه به دارد وجود ،t ∈ E(f − g1) ∩ (f − g2) ي نقطه برهان.
(f(t)− g1(t)).(g2(t)− f(t)) ≥ 0

که شود می نتیجه 1.7.3 قضیه اثبات مراحل طبق
∥ f − g1 ∥∞≥∥ f − g2 ∥∞

داد نشان توان می مشابه طور به
∥ f − g2 ∥∞≥∥ f − g1 ∥∞

رسد. می پایان به اثبات و

یک دار، کران خطی هاي نگاشت از استفاده با خواهیم می بعد قضیه در
می را زیر تعاریف ابتدا در لذا بیابیم. تقریب هم بهترین براي بالا کران

آوریم.
نرم خطی فضاي از البعد متناهی فضایی زیر G کنید فرض .4.7.3 تعریف
شود می نامیده دار کران ،L : X −→ G خطی نگاشت باشد. X حقیقی دار

هرگاه:
∥ L ∥:= sup{∥ L(f) ∥: f ∈ X, ∥ f ∥≤ 1} <∞

می نامیده تصویر یک L : X −→ Gدار کران خطی نگاشت .5.7.3 تعریف
باشیم: داشته g ∈ G هر براي اگر شود،
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L(g) = g

آوریم، می بدست ∥ g − gf ∥ براي بالایی کران ،g ∈ G هر براي زیر قضیه در
دارند. 1 از کمتر نرم که تصویرهایی براي البته

خطی فضاي از البعد متناهی فضاي زیر یک G کنیم فرض .6.7.3 قضیه
فرض ،∥ L ∥< 1 طوریکه به باشد تصویر یک L : X −→ B و بوده X دار نرم
براي آنگاه باشد، f تقریب هم بهترین یک gf ∈ G و بوده f ∈ X \G که کنیم

داریم g ∈ G هر
∥ g − gf ∥≤

1

1− ∥ L ∥
∥ f − L(f) ∥

داریم 5.7.3 تعریف و مثلث نامساوي طبق برهان.

∥ f − L(f) ∥ = ∥ f − g + g − L(f) ∥

≥ ∥ f − g ∥ − ∥ L(f)− g ∥

= ∥ f − g ∥ − ∥ L(f − g) ∥

≥ ∥ f − g ∥ − ∥ L ∥ . ∥ f − g ∥

= (1− ∥ L ∥) ∥ f − g ∥

≥ (1− ∥ L ∥) ∥ g − gf ∥

کند می ایجاب که
∥ g − gf ∥≤

1

1− ∥ L ∥
∥ f − L(f) ∥



4 فصل
هاي تقریب هم بهترین

همزمان

77
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گفتار پیش 1.4
همزمان تقریب -هم ε و همزمان تقریب هم بهترین مفهوم فصل این در
خارج فضاي روي همزمان هاي تقریب هم بهترین همچنین شده، معرفی
تقریب هم بهترین - ε مفهوم انتها در و گرفته قرار بررسی مورد قسمت

است. گرفته قرار بررسی مورد همزمان

مقدماتی مفاهیم 2.4
زیرمجموعه براي باشد. دار نرم یکفضايخطی X فرضکنیم تعریف1.2.4.
زیر صورت به W مجموعه از x ي نقطه ي فاصله x ∈ X هر و X از W ناتهی

شود: می تعریف
d(x,W ) = infw∈W ∥ x− w ∥

است، x ∈ X براي تقریب بهترین ،w0 ∈W ي نقطه که کنیم می یادآوري
باشیم: داشته اگر

∥ x− w0 ∥= d(x,W )

مجموعه Wزیر باشد. دار نرم یکفضايخطی X فرضکنیم تعریف2.2.4.
کنیم: می تعریف باشد، X در دار کران اي مجموعه B و بوده X از

d(B,W ) = infw∈W supb∈B ∥ b− w ∥

کران مجموعه زیر B و X از اي مجموعه زیر G کنیم فرض .3.2.4 تعریف
نامیده G از B براي همزمان تقریب هم بهترین g0 ∈ G عنصر باشد، X از دار
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باشیم داشته g ∈ G هر براي هرگاه شود، می
∥ g − g0 ∥≤ infx∈B ∥ x− g ∥= d(g,B)

نماد با را G از B همزمان هاي تقریب هم بهترین ي همه ي مجموعه
داریم یعنی دهیم، می نشان RG(B)

RG(B) = {g0 ∈ G :∥ g − g0 ∥≤ infx∈B ∥ x− g ∥, ∀g ∈ G}

هاي مجموعه زیر ي همه مجموعه ي دهنده نشان β(X) که کنیم فرض
می نامیده همزمان تقریبی هم G ي زیرمجموعه باشد. X از دار کران

هم G و باشد عنصر یک حداقل شامل B ∈ β(X) هر براي RG(B) اگر شود
شامل B ∈ β(X) هر براي RG(B) هرگاه شود می نامیده همزمان چبیشف

اگر باشد. عنصر یک دقیقاً

D(Rs
G) = {B ∈ β(X) : RG(B) ̸= ∅}

اي مجموعه تابع اي مجموعه مقادیر نگاشت آنگاه

Rs
G : D(Rs

G) −→ 2G

شود: می تعریف زیر صورت به

B −→ β(X)

متریک تصویر هم همزمان، تقریبهاي هم بهترین همه ي مجموعه
شود. می نامیده اي مجموعه
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بوده X دار نرم خطی فضاي از اي زیرمجموعه G کنیم فرض .4.2.4 قضیه
آنگاه باشد. X از دار کران اي مجموعه زیر B و
RG(B) = ∩x∈BRG(x)

شود. [13]مراجعه منبع به برهان.
ي همه فضاي ي دهنده نشان X = CR[−1, 0] کنیم فرض .5.2.4 مثال
صورت به شده داده نرم با [−1, 0] بازه روي f مقدار حقیقی پیوسته توابع

باشد. زیر
∥ f ∥= maxt∈[−1,0] | f(t) |

،G = {αt : α ≥ 0} و B′ = {t, t3, t5, ...} ،B = {1, t2, t4, ...} کنیم فرض حال
G′ ⊂ G ⊂ X و X از دار کران هاي زیرمجموعه B′ ،B و G′ = {αt : α ≥ 1}

داریم g ∈ G هر و f ∈ B هر براي آنگاه ،g0(t) = α0t ∈ G اگر باشد.
∥ f − g ∥=∥ tm − αt ∥= 1 + α (∀α ≥ 0,m = 0, 2, 4, ...)

ونیز
∥ g − g0 ∥=∥ αt− α0t ∥=| α− α0 | (∀α ≥ 0)

که شود می نتیجه
RG(B) = {α0t :| α− α0 |≤ 1 + α, ∀α ≥ 0}

مجموعه همگراي ،X در هاي مجموعه از {Bn} ي دنباله .6.2.4 تعریف
کند. صدق زیر شرایط در هرگاه شود، می نامیده B ي مجموعه زیر به اي
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،xn ∈ Bn باشیم داشته {xn} ي دنباله در ،n ∈ N هر و x ∈ B هر براي الف:
limn−→∞ xn = x همچنین

هر براي طوریکه به باشد داشته وجود N صحیح عدد ε > 0 هر براي ب:
هاي کره ي همه (اجتماع Bε = ∪x∈BN(x, ε) که Bn ⊂ Bε باشیم داشته n ≥ N
S − limn→∞Bn = B نویسیم می موارد این در ( ε شعاع و B در مرکز با باز
نگاشت باشند. دار نرم خطی فضاهاي Y و X کنیم فرض .7.2.4 تعریف
هرگاه شود، می نامیده β(X) روي اي مجموعه ي پیوسته u : β(X) −→ 2Y

به اي مجموعه همگراي که بوده β(X) در ها مجموعه از اي دنباله {Bn} اگر
باشد. u(B) به اي مجموعه همگراي ،u(Bn) ي دنباله آنگاه باشد، B ∈ β(X)

X دار نرم خطی فضاي از ي ها مجموعه زیر از اي گردایه Λ کنیم فرض
از {Bn} ي دنباله هر براي اگر شود می نامیده اي مجموعه بسته Λ باشد،
باشیم داشته باشد، B ⊂ X به اي مجموعه همگراي که Λ در هاي مجموعه

B ∈ Λ

نگاشت باشند. دار نرم خطی فضاهاي Y و X کنیم فرض .8.2.4 تعریف
u : B(X)→ 2Y

ي رابطه اگر شود، می نامیده اي مجموعه بالاي ي پیوسته -نیم K الف:
y ∈ u(B) که کند ایجاب limn→∞ yn = y و yn ∈ U(Bn) ،S − limn→∞Bn = B

ي مجموعه اگر شود، می نامیده اي مجموعه بالاي ي پیوسته نیم ب:
{B ∈ β(X) : u(B) ∩N ̸= ∅}

باشد. اي مجموعه ي بسته ،N ⊂ Y ي بسته ي مجموعه هر براي



همزمان هاي تقریب هم بهترین .4 82فصل

فضاي روي همزمان تقریبهاي هم بهترین 3.4
قسمت خارج

تقریب بهترین به مربوط ي قضایا از بعضی خواهیم می بخش این در
کنیم. بیان همزمان تقریب هم براي را قسمت خارج فضاي روي همزمان

تعریف زیر صورت به که Π : X → X/M کانونی نگاشت کنیم می یادآوري
باشد. می باز و پیوسته خطی، نگاشت یک شود، می

Π(x) = x+M

فضاي زیر M و بوده دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .1.3.4 لم
ي مجموعه هر براي آنگاه باشد، X از تقریب هم بهترین یک حداقل داراي

داریم X در B ناتهی دار کران
d(B,M) = supb∈B infm∈M ∥ b−m ∥

براي که شود می نتیجه است، تقریب هم فضاي زیر M آنجائیکه از برهان.
داریم طوریکه به دارد، وجود mb ∈ RM (B) ،b ∈ Bهر
∥ m−mb ∥≤ infb∈B ∥ b−m ∥

لذا
d(B,M) = infm∈M supb∈B ∥ b−m ∥≤ supb∈B ∥ b−mb ∥

این تا کنیم، می اختیار m به نزدیک آنقدر را mb لذا بوده mb ∈ M چون
لذا شود. کوچکتر دلخواه ε > 0 هر از تفاضل
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≤ supb∈B infm∈M ∥ b−m ∥ +ε ≤ infm∈M supb∈B ∥ b−m ∥ +ε

طرفین از گیري حد با ، ε =
1

n
دهیم می قرار لذا است دلخواه ε > 0 چون

داریم n→∞ که هنگامی

d(B,M) ≤ sup
b∈B

inf
m∈M

∥ b−m ∥ ≤ inf
m∈M

sup
b∈B
∥ b−m ∥

= d(B,M)

برابر هم با میانی عبارات کلیه لذا شد، برابر هم با نامساوي آخر و اول چون
است. برقرار حکم لذا و شود می

فضاي زیر M و بوده دار نرم خطی فضاي X که کنیم فرض .2.3.4 لم
زیر B کنیم فرض همچنین باشد X از تقریب هم بهترین یک حداقل داراي

معادلند. زیر در آمده احکام آنگاه باشد، X از دلخواهی ي مجموعه
است. X از کراندار ي مجموعه زیر B الف:

است. X
M

از داري کران ي مجموعه زیر B

M
ب:

X از کرانداري ي مجموعه زیر B اگر که است واضح : ب ← الف برهان.
b ∈ B هر براي زیرا است. X

M
از کرانداري ي مجموعه زیر B

M
آنگاه باشد،

داریم
∥ b+M ∥= infm∈M ∥ b−m ∥≤∥ b ∥

بنابراین باشد، X
M

از داري کران ي مجموعه زیر B

M
کنیم فرض : الف ← ب

یک حداقل داراي فضاي زیر M ازآنجائیکه . supb∈B ∥ b +M ∥< ∞ داریم
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بطوریکه دارد وجود mb ∈ RM (B) ،b ∈ B هر براي لذا است تقریب هم بهترین
داریم تقریب هم بهترین تعریف طبق

∥ m−mb ∥≤ infm∈M ∥ b−m ∥

که گیریم می نتیجه 1.3.4 لم طبق

sup
b∈B
∥ b−mb ∥ = sup

b∈B
∥ (b−m+m−mb) ∥

= sup
b∈B
∥ (b−m) + (m−mb) ∥

≤ sup
b∈B
∥ b−m ∥ +sup

b∈B
∥ m−mb ∥

≤ sup
b∈B
∥ b−m ∥ +sup

b∈B
inf

m∈M
∥ b−m ∥

≤ sup
b∈B
∥ b−m ∥ + inf

m∈M
sup
b∈B
∥ b−m ∥

≤ ε+ inf
m∈M

sup
b∈B
∥ b−m ∥

نتیجه در

sup
b∈B
∥ b−mb ∥ ≤ inf

m∈M
sup
b∈B
∥ b−m ∥ +ε

= sup
b∈B

inf
m∈M

∥ b−m ∥ +ε

= sup
b∈B
∥ b+M ∥ +ε

طرفی از اما

sup
b∈B

(∥ b ∥ − ∥ mb ∥) ≤ sup
b∈B
∥ b−mb ∥

≤ supb∈B ∥ b+M ∥ +ε
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داریم نتیجه در
supb∈B(∥ b ∥ − ∥ mb ∥) ≤ supb∈B ∥ b+M ∥ +ε

شود. می ثابت حکم راست سمت به ∥ mb ∥ انتقال با که

X دار نرم خطی فضاي از تقریب هم فضایی زیر M کنیم فرض .3.3.4 لم
اي مجموعه B کنیم فرض همچنین باشد، X از فضایی زیر W ⊆ M بوده،

داریم آنگاه ،m0 ∈ RM (B) اگر باشد. X در دار کران
m0 +W ∈ RM

W

(
B

W
)

2.3.4 لم طبق است، X در دار کران اي مجموعه B آنجائیکه از برهان.
کنیم فرض حال است. X

W
در دار کران اي مجموعه B

W
که شود می نتیجه

بنابراین ،m0 +W /∈ RM
W

(
B

W
) و m0 ∈ RM (B)

sup
m∈M

∥ m−m′ +W ∥ < sup
m∈M

∥ m−m0 +W ∥

< sup
m∈M

∥ m−m0 ∥

< sup
m∈M

inf
b∈B
∥ b−m ∥

= d(B,M) (1.4)

داریم b ∈ B هر براي دیگر، طرف از
∥ m−m′ +W ∥= infw∈W ∥ m−m′ − w ∥
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طوریکه به دارد وجود wb ∈W ،b ∈ B هر و ε > 0 هر براي
∥ m−m′ − wb ∥≤∥ m−m′ +W ∥ +ε

گیریم می نتیجه ،m′ + wb ∈M آنجائیکه از حال

d(B,M) ≤ sup
m∈M

∥ m− (m′ + wb) ∥

≤ sup
m∈M

∥ m−m′ +W ∥ +ε

بنابراین

d(B,M) ≤ sup
m∈M

∥ m−m′ +W ∥ (2.4)

داریم 1.4 2.4و نامساویهاي طبق حال
d(B,M) ≤ supm∈M ∥ m−m′ +W ∥≤ d(B,M)

است. شده ثابت حکم لذا باشد. می ممکن غیر که

هم بهترین یک حداقل داراي فضاي زیر M کنیم فرض .4.3.4 نتیجه
اگر باشد. X از فضایی زیر W ⊆M و بوده X دار نرم خطی فضاي از تقریب
X

W
از همزمان تقریب هم فضاي زیر M

W
آنگاه باشد، همزمان تقریب هم M

است.

باشد. می 3.3.4 ازلم نتیجه برهان.
هم بهترین یک حداقل داراي فضاي زیر M کنیم فرض .5.3.4 نتیجه
اگر باشد. X از فضایی زیر W ⊆M و بوده X نرمدار خطی فضاي از تقریب
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X در B کراندار ي مجموعه هر براي آنگاه باشد، همزمان تقریب هم M

داریم
Π(RM (B)) ⊆ RM

W

(
B

W
)

باشد. می 3.3.4 ازلم نتیجه برهان.
هم بهترین یک حداقل داراي فضاي زیر یک M کنیم فرض .6.3.4 لم
اگر باشد. X از فضا زیر یک M ⊇W و بوده X دار نرم خطی فضاي از تقریب
همچنین w0 ∈ RW (b−m0) طوریکه به باشد X در دار کران اي مجموعه B

داریم آنگاه ،m0 +W ∈ RM
W

(
B

W
)

w0 +m0 ∈ RM (B)

را حکم فرضیات، به توجه با و نویسیم می را قضیه فرضیات ابتدا برهان.
داریم مفروضات به توجه با کنیم. می ثابت

∥ w − w0 ∥≤ infb∈B ∥ (b−m0)− w ∥, (∀w ∈W )

همچنین
∥ (m+W )− (m0 +W ) ∥≤ infb∈B ∥ (b+W )− (m+W ) ∥

دهیم نشان خواهیم می
∥ m− (m0 + w0) ∥≤ infb∈B ∥ b−m ∥, (∀m ∈M)
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نوشت توان می بنابراین

∥ m− (m0 + w0) ∥ = ∥ m− (m0 + w0) + w − w ∥

= ∥ (m−m0 + w) + (w − w0) ∥

≤ ∥ w − w0 ∥ + ∥ (m−m0) + w ∥

≤ inf
b∈B
∥ (b−m0)− w ∥ + inf

b∈B
∥ (b+W )− (m+W ) ∥

≤ ∥ (b−m0)− w ∥ + ∥ inf
b∈B
∥ (b+W )− (m+W ) ∥

≤ ∥ b−m0 ∥ + inf
b∈B
∥ (b−m) +W ∥

≤ ∥ b−m0 ∥ + inf
b∈B
∥ b−m ∥

≤ ε+ inf
b∈B
∥ b−m ∥

کند می میل n → ∞ وقتی طرفین از حدگیري و ε =
1

n
دادن قرار با لذا

شود. می ثابت حکم

همزمان هاي تقریب هم بهترین -ε 4.4
F و X از ناتهی زیرمجموعه G بوده، متریک فضاي یک X کنیم فرض

کنیم: می تعریف ε > 0 براي باشد. X از ناتهی کراندار ي زیرمجموعه
RG(ε)(F ) = {g0 ∈ G : supg∈G d(g, g0) + ε ≤ infg∈G supy∈F d(y, g)}

نامیده G به توجه با F از همزمان تقریب هم -بهترین ε ،g0 ∈ RG(ε)(F عنصر(
شود. می
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براي اگر کند، می صدق (A) شرط در T : X −→ X نگاشت .1.4.4 تعریف
باشیم: داشته x, y ∈ Xهر

d(Tx, y) ≤ d(x, y)

پیوسته نگاشت باشد. متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .2.4.4 تعریف
اگر شود، می نامیده X روي محدب ساختار یک W : X ×X × [0, 1] −→ X

باشیم: داشته u ∈ X نیز و λ ∈ [0, 1] و x, y ∈ X هر براي
d(u,W (x, y, λ)) ≤ λd(u, x) + (1− λ)d(u, y)

نامیده محدب متریک فضاي یک محدب، ساختار با (X, d) متریک فضاي
شود. می

کند، می صدق (I) خاصیت در (X, d) محدب متریک فضاي تعریف3.4.4.
: باشیم داشته λ ∈ [0, 1] و x, y, p ∈ X هر براي اگر

d(W (x, p, λ),W (y, p, λ)) ≤ λd(x, y)

و است X از ثابتی نقطه ولی است، دلخواه p که
W (x, p, λ) = λx+ (1− λ)y, (x, y ∈ X, 0 ≤ λ ≤ 1)

باشد. می
محدب (X, d) محدب متریک فضاي از C ي مجموعه زیر .4.4.4 تعریف
W (x, y, λ) ∈ C باشیم داشته λ ∈ [0, 1] و x, y ∈ C هر براي اگر شود، می نامیده
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P ∈ C یک اگر شود، می نامیده گون ستاره C ي مجموعه .5.4.4 تعریف
باشیم داشته λ ∈ [0, 1] و x ∈ C هر براي طوریکه به باشد داشته وجود
شود، می نامیده گون ستاره C ي مجموعه عبارتی به یعنی ،W (x, p, λ) ∈ C

باشیم: داشته t ∈ [0, 1] و x ∈ C براي طوریکه به باشد، موجود x0 ∈ C هرگاه
tx+ (1− t)x0 ∈ C

زیر یک S و بوده دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .6.4.4 تعریف
اگر شود، می نامیده انبساطی غیر S از T نگاشت خود باشد. X از مجموعه

باشیم: داشته x, y ∈ S هر براي
∥ Tx− Ty ∥≤∥ x− y ∥

نامیده انقباضی T نگاشت آنگاه ،x ̸= y که ∥ Tx − Ty ∥<∥ x − y ∥ اگر حال
شود. می

فضاي زیر M گوئیم می باشد. M ≤ H و A ∈ B(H) اگر .7.4.4 تعریف
اگر دیگر بعبارت یا ،h ∈M که هنگامی Ah ∈M اگر باشد می A براي پایایی
و AM ⊆M اگر است A براي کاهشی فضاي زیر یک M گوئیم ،می A ⊆M

AM⊥ ⊆M⊥

خودش بتوي (X, d) تام متریک فضاي از نگاشتی T کنیم فرض .8.4.4 لم
اعداد c و b ، a و بوده x, y ∈ X طوریکه به کند، صدق زیر رابطه در و باشد
در u مانند یکتایی ثابت نقطه T آنگاه ،2a + 2b + 2c ≤ 1 که هستند نامنفی

دارد. X
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d(Tx, Ty) ≤ a[d(x, Tx) + d(y, Ty)] + b[d(y, Tx) + d(x, Ty)] + cd(x, y)

شود. مراجعه لم2.4 [14] منبع به برهان.
خاصیت در که بوده محدب متریک فضاي (X, d) کنیم فرض .9.4.4 قضیه
زیر نامساوي و (A) شرط در که بوده خودنگاشت یک T و کند می صدق (I)

2a+2b+c ≤ 1 رابطه در که اند، نامنفی اعداد c و b و a طوریکه به کند، صدق
داریم آنگاه کنند، می صدق

d(Tx, Ty) ≤ a[d(x, Tx)+d(y, Ty)]+b[d(y, Tx)+d(x, Ty)]+cd(x, y), (∀x, y ∈ X)

زیر F کنیم فرض همچنین باشد، X از اي مجموعه زیر G که کنیم فرض
ستاره و فشرده RG(ε)(F ) طوریکه به بوده Xاز ناتهی کراندار اي مجموعه

باشد. می -پایا T نقطه یک شامل RG(ε)(F ) آنگاه باشد. گون

داریم برهان.
d(Tg0, g) + ε ≤ d(g0, g) + ε ≤ infg∈G supy∈F d(y, g)

آنجائیکه از .T : RG(ε)(F ) −→ RG(ε)(F ) یعنی Tg0 ∈ RG(ε)(F ) بنابراین و
طوریکه به دارد، وجود p ∈ RG(ε)(F ) ي نقطه باشد، می گون ستاره RG(ε)(F )

فرض حال .W (z, p, λ) ∈ RG(ε)(F داریم( λ ∈ [0, 1] و z ∈ RG(ε)(F ) هر براي
kn → 1 که باشد حقیقی اعداد از اي دنباله ، 0 ≤ kn < 1 بطوریکه ⟨kn⟩ که کنیم
Tn(z) = W (Tz, p, kn) صورت به را Tn کنیم می تعریف ،n → ∞ که هنگامی
RG(ε)(F ) روي نگاشت خود یک T آنجائیکه از باشد. می z ∈ RG(ε)(F ) که
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RG(ε)(F ) از تعریف خوش نگاشتی Tn و است گون ستاره RG(ε)(F ) و است
لذا باشد. می RG(ε)(F ) بتوي

d(Tny, Tnz) = d(W (Ty, p, kn),W (Tz, p, kn))

≤ knd(Ty, Tz)

≤ kn[a[d(y, Ty) + d(z, Tz)] + b[d(z, Ty) + d(y, Tz)] + cd(y, z)]

ثابت نقطه یک Tn هر 8.4.4 لم طبق بنابراین .kn[2a + 2b + 2c] ≤ 1 که
آنجائیکه از ،Tnxn = xn داریم n هر براي یعنی دارد. xn ∈ RG(ε)(F ) یکتا
طوریکه به دارد {xni} مانند دنباله زیر یک ⟨xn⟩ باشد، می فشرده RG(ε)(F )

که هنگامی Tx = x کنیم می ادعا اکنون ،xni → x ∈ RG(ε)(F )

d(xni , Tx) ≤ d(xni , x)

-پایا T ،x یعنی Tx = x بنابراین .xni → Tx داریم n → ∞ دادن میل با
شد. ثابت حکم نتیجه در باشد. می

داریم. تقریب -هم ε مورد در را زیر ي نتیجه ،x ∈ X که F = {x} براي
صدق (A) شرط در که بوده نگاشت خود یک T کنیم فرض .10.4.4 نتیجه
محدب متریک فضاي روي که باشد، X از اي زیرمجموعه G و کند می
ستاره و ناتهی فشرده، RG(ε)(x) طوریکه به کند می صدق (I)شرط در (X, d)

آنگاه باشد، انبساطی غیر RG(ε)(X) روي T کنیم فرض همچنین باشد، گون
.Tg0 = g0 طوریکه به دارد وجود g0 ∈ RG(ε)(x)
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ي مجموعه F = {x1, x2}, x1, x2 ∈ X براي که کنیم می دقت .11.4.4 تذکر
و x1 نقاط زوج براي همزمان تقریب هم -بهترین ε ي مجموعه ،RG(ε)(F )

باشد. می برقرار نیز همزمان تقریب -بهترین ε براي مشابه نتایج است. x2
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