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براي نامه پايان اين از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه ت΋ثير، و چاپ از اعم حقوق كلية
است. محفوظ شاهرود دانشΎاه

است. آزاد مأخذ ذكر با مطالب نقل





است) قبول مورد داوران هيأت اصل امضاي با ۴ يا ٣ پيوست (فرم داوران هيأت توسط نامه تصويب صفحة





ͳقدردان

شدم. کامران او ح΋مت منتهای بر کردم طلب هرچه که را خدا ش΋ر
و ͳروح آرامش که دلسوزم و مهربان مادر و پدر بخصوص عزیزم خانواده زحمات از که م�ͳدانم خود وظیفه ابتدا در
را سپاسΎزاری کمال برسانم پایان به را مجموعه این جانبه�شان همه حمایت�های با تا نمودند فراهم ف΋ری آسایش

نمایم. ادا
ب�ͳشائبه�شان همت با که ͳعلیشاه میثم دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد زحمات از است لازم همچنین

نمایم. تش΋ر و تقدیر ساختند بارور درونم در را علم سرای گلشن
ͳجعفرفتحعل دکتر و ͳطاهرخان ͳعل دکتر جعفری�راد، نادر دکتر آقایان از را تش΋ر و تقدیر مراتب است لازم خاتمه در

نمایم. اعلام



چ΋یده
مهم ابزار به�عنوان را ͳدودوی ماتریس�های از نوع سه همچنین و م�ͳدهیم ارائه را ایستا ͳگروه آزمون پایان�نامه، این در
دو حداکثر ͳشناسای برای ایستا ͳآزمون�گروه که م�ͳدهیم نشان م�ͳکنیم. تعریف ایستا ͳآزمون�گروه ساختن و فهم در
همچنین و م�ͳکنیم استفاده �ͳگروه آزمون ساختار در گراف�ها از دارد. آزمون ٢t حداقل به نیاز نفر ٢t میان از بیمار
ایستای ͳآزمون�گروه تعمیم�یافته پترسن گراف از استفاده با م�ͳتوان گروه اندازه روی ͳشرایط تحت که �دهیم ͳم نشان
وجود آزاد، خطا حالت به را آنها و م�ͳدهیم ارائه را ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های ادامه در ساخت. را بهینه�ای
کاربردهای به�همراه جدیدی ͳترکیبیات ساختارهای همچنین و م�ͳدهیم تعمیم آستانه مدل و هم�تافت مدل پوچΎرها،
که م�ͳدهیم، ΁پاس پرسش این به انتها در �م�ͳدهیم. ارائه را پوچΎر وجود با بهینه ایستای ͳگروه آزمون روی بر آن
بزرگترین N(d) ،d ثابت برای که م�ͳکنیم فرض است؟ بهینه انفرادی آزمون ایستا، ͳگروه آزمون Έی در موق΄ چه
N(d) = (d+١)٢ ،d = ١,٢,٣,۴ برای که م�ͳدهیم نشان است. بهینه انفرادی آزمون آن برای که باشد n مقدار

است.

مجزا غیر�انطباقͳ،ماتریس ͳگروه آزمون کلیدی: واژه�های



پیشΎفتار

را بیمار افراد آزمایش انجام با م�ͳخواهیم هستند. بیمار آن�ها از تا d حداکثر نفر n بین در م�ͳکنیم فرض

آزمایش زیاد تعداد خون فسادپذیری به توجه با همچنین و هستند هزینه�بر آزمایش�ها اکثر ͳطرف از کنیم. ͳشناسای

در واق΄ افراد همه�ی م�ͳتوانیم باشد افراد کل از زیرمجموعه Έی S اگر نیست. ام΋ان�پذیر بیمار افراد ͳشناسای برای

لذا هستند. سالم S افراد همه�ی بΎیریم نتیجه باشد ͳمنف آزمایش نتیجه اگر و دهیم قرار آزمایش مورد ی΋باره را S

افراد بتوانیم ͳگروه آزمایش تعداد کمترین با که است ͳوریتمΎال Έی یافتن م�ͳشود مطرح راستا این در که ͳهدف

کنیم. ͳشناسای را بیمار و سالم

و م�ͳکنیم تقسیم گروه چند به را افراد خون ابتدا الΎوریتم این در است. ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�ها این از ͳ΋ی

بیمار افراد تمام باشیم قادر باید ما آزمایش انجام از بعد م�ͳدهیم انجام آزمایش گروه�ها تمام روی همزمان بطور سپس

روش این در به�وضوح باشند مشخص ابتدا در باید گروه�ها همه�ی ایستا الΎوریتم� در که آنجا از کنیم. ͳشناسای را

(٠,١)-ماتریس Έی م�ͳتوان الΎوریتم این به است. افراد �خون نمونه کردن گروه�بندی ͳΎونΎچ ͳاصل مسئله�ی

ببینیم باید حال باشد. شخص Έی با متناظر آن ستون هر و گروه Έی با متناظر آن سطر هر به�طوری�که داد نسبت

م�ͳدهد. نتیجه را ایستا الΎوریتم Έی ͳخاصیت�های چه با و ͳماتریس�های چه

م�ͳشود. اشاره ͳاجمال بصورت نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ،ͳگروه آزمون تاریخچه به نامه پایان این اول فصل در

قرار مطالعه مورد هستند، ایستا الΎوریتم با متناظر که (٠,١)-ماتریس�ها از نوع سه نامه پایان این دوم فصل در

است. شده بیان ی΋دیΎر با ماتریس��ها این ارتباط ͳΎونΎچ در ͳقضیه�های همچنین و گرفته�اند

نتای; در خطا وجود فرض با که م�ͳشود مشاهده و م�ͳدهیم تعمیم آزاد خطا حالت به را ماتریس�ها این ادامه در

[۶١] مقاله�های کنند. ΀تصحی را آمده بوجود خطای م�ͳتوانند ͳهای�ͳویژگ چه با و ͳماتریس�های چه گروه�ها، آزمایش

هستند. فصل این ͳاصل مراج΄ [۴] و

باشد. داشته را بیمار فرد dتشخیص ͳتوانای آزمون آن اگر خاصیتd-قدرت�تشخیصاست دارای ͳآزمون�گروهΈی

خاصیتd-قدرت�تشخیص دارای ،ͳآزمون�گروه با متناظر ماتریس Έی این΋ه برای ͳکاف و لازم شرط سوم فصل در

دو حداکثر ͳشناسای برای ایستا ͳآزمون�گروه که م�ͳدهیم نشان م�ͳکنیم. اثبات و عنوان قضیه Έی درقالب را باشد



دارد. آزمون ٢t حداقل به نیاز نفر ٢t میان از بیمار

م�ͳدهیم نشان م�ͳکنیم. استفاده d = ٢ برای ایستا ͳآزمون�گروه ساختار برای گراف�ها از فصل این از سوم بخش در

گراف اگر تنها و اگر است d-قدرت�تشخیص خاصیت Mدارای آنΎاه باشد G گراف وقوع ماتریس M اگر که

از استفاده با که نمود ͳطراح را ͳگراف شده مطرح قضیه�ی از استفاده با واکیل باشد. ͳچهارتای یا سه دور فاقد G

کرد. استفاده گروه ۵٠ با بهینه ͳگروه� آزمون Έی از نفر ١٧۵ میان از بیمار دو حداکثر ͳشناسای برای م�ͳتوان آن

است. [٣١] فصل این مرج΄

مدل پوچΎر، مدل ،ͳمعمول مدل برای را ͳگروه� آزمون الΎوریتم�های ،[۵] و [۶] مراج΄ براساس چهارم فصل در

تعمیم� آزاد خطا به�حالت را الΎوریتم�ها این از Έی هر همچنین و م�ͳدهیم ارائه پوچΎر با هم�تافت مدل و هم�تافت

حالت با متناظر الΎوریتم دو و م�ͳدهیم تعمیم �آستانه مدل به را ͳمعمول� ͳگروه� آزمون فصل این انتهای در م�ͳدهیم.

به�ظاهر ارتباط Έی آستانه مدل خاص درحالت م�ͳکنیم. ͳمعرف را آستانه مدل ͳعموم مدل و آستانه مدل خاص

م�ͳشود. پیدا جستجوی�گراف مسئله�ی و حالت این بین نامربوط

بیمار افراد دقیق تعداد اول حالت در م�ͳکنیم. ͳبررس حالت دو با را پوچΎرها با ͳگروه آزمون مسأله پنجم فصل در

ارائه را ͳترکیبیات ساختارهای فصل این در همچنین داریم. را بیمار افراد از بالا کران دوم حالت در و م�ͳدانیم را

ͳگروه آزمون در بیمار افراد ͳشناسای برای که ͳتست�های تعداد روی بهینه پایین کران آن�ها از استفاده با که �م�ͳدهیم

[١۶]هستند. [٨]و مقاله�های براساس نتای; این م�ͳآوریم. بدست را است لازم پوچΎرها با

در n از مقادیری چه برای ،d بودن معلوم فرض با که اینست م�ͳگیرد قرار مطالعه مورد ششم فصل در که آنچه

باشد n مقدار بزرگترین N(d) ،d ثابت برای که م�ͳکنیم فرض است. بهینه انفرادی آزمون ایستا، ͳگروه آزمون

ایستا، الΎوریتم در ͳشرایط درنظرگرفتن با که م�ͳکنیم اثبات فصل این در است. بهینه انفرادی آزمون آن برای که

این نتای; است. N(d) = (d + ٢(١ ،d = ١,٢,٣,۴ برای که م�ͳکنیم اثبات همچنین و N(d) = (d + ٢(١

است. [٢٠] مرج΄ براساس فصل
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١ فصل

تاریخچه و مقدمه

تاریخچه ١.١

حد تا ١ ͳگروه آزمون منشأ برم�ͳگردند مختلف مناب΄ و پیش قرن�ها به که ͳریاض مسائل از بسیاری برخلاف

داده نسبت ٢ �دورفمˆن روبرت به و پیوند�خورده (١٩۴٢ − ۴٣) �دوم ͳجهان� Ίجن اخیر نسبتاً حادثه�ی به زیادی

به مبتلا مورد، ١٠٠٠ ،ͳاندک تعداد فقط آن�ها بین از که داشتند حضور Ίجن در سرباز میلیون�ها م�ͳشود[١٣].

ͳمال آمار اداره�ی ͳتحقیقات شعبه�های از ͳ΋ی در ٣ �روزن�بلات دِیوید و دورفمن بودند. شده سیفیلیس ویروس

به حضار تمام بود شده برگزار اقتصاددان تعدادی حضور با اداره این در که جلسه�ای در م�ͳکردند، کار واشنΎتن

مورد انفرادی به�صورت را سرباز میلیون�ها خون نمونه بیمار، ͳاندک تعداد کردن پیدا برای اگر که رسیدند نتیجه این

شد مطرح جلسه در افراد از ͳ΋ی توسط ͳگروه آزمون است. ب�ͳفایده�ای عمل دهیم قرار ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه

داشته اقتصادی مش΋لات خون نمونه�های کردن بندی گروه� است مم΋ن که داشت اظهار فردی دیΎر طرف از ͳول

اشاره روزن�بلات هم΋اری به مقالاتش در (دورفمن روزن�بلات هم΋ارش و دورفمن اما شد. رد ایده این و باشد

در را صفحه�ای چهار یادداشت Έی دورفمن ͳکوتاه مدت از بعد پذیرفتند. جدی به�صورت را ایده این م�ͳکند)

شد. منتشر ͳآمارریاض سالیانه�ی مجله در که نمود ارائه واشنΎتن �آمار انجمن جلسه�ی

دورفمن: از [٩] ͳاصل گزارش به توجه با

١group testing
٢Robert Dorfman
٣�David Rosenblatt

١



٢ تاریخچه و مقدمه .١ فصل

م�ͳشود: تقسیم مرحله دو به آزمایش م�ͳگیرد قرار سیفیلیس می΋روب آزمایش�خون معرض در که سربازی هر

م�ͳشود. دریافت افراد خون نمونه .١

سیفیلیس آنت�ͳژن عدم�وجود یا وجود که م�ͳگیرد قرار ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه Έی درمعرض خون نمونه .٢

م�ͳدهد. نشان را

میان از ویروس به شده مبتلا افراد ͳشناسای به�منظور ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه n شود استفاده فرآیند این ͳوقت

است. نیاز n اندازه�ی به ͳجمعیت

م�ͳشود. ͳشناسای زیر به�صورت می΋روب شده پیشنهاد روش به توجه با

را ͳگروه هر خون�های نمونه م�ͳکنیم، تقسیم ͳتای پن; گروه�های به را افراد از شده دریافت خون نمونه از مقداری

ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه معرض در را مخزن داخل خون نمونه حال م�ͳریزیم مخزن Έی در و کرده ترکیب هم با

ͳول ،ͳمنف آزمایش جواب نباشد سیفیلیس می΋روب حاوی مخزن داخل خون نمونه پن; از Έی �Ϳهی اگر م�ͳدهیم قرار

آزمایش�های است. مثبت آزمایش جواب باشد می΋روب این حاوی مخزن داخل خون�های نمونه از ͳ΋ی لااقل اگر

شوند. ͳبررس مجدداً انفرادی به�صورت باید مثبت آزمایش�های ͳول شده گذاشته کنار ͳمنف

امروزه ͳول بود نشده مطرح کاربردی به�صورت خون، نمونه�های کردن گروه�بندی امیدبخش، ایده�ی این روز آن در

است. گذاشته صنعت و ͳ΋پزش جامعه�ی روی بر ͳمهم و جدید تأثیرات دورفمن ایده�ی

عنوان تحت احتمالات زمینه در ۴ فلر معروف کتاب تدوین باعث ١٩۵٠ سال در دورفمن خون آزمایش مسأله

.[١٨] شد آن، کاربرد و احتمال تئوری بر مقدمه�ای

اشاره ͳگروه آزمون از جدیدی مفهوم به خود مقاله�های در بل آزمایشΎاه از دانشمند دو [٣٢] ۶ گرول و ۵ سوبل

تحت را ͳگروه آزمون گرول و سوبل دورفمن، کرد. اشاره صنعت در ͳگروه آزمون به م�ͳتوان مثال برای نمودند

حداقل به را هدف و کردند نواقصضمیمه تمام روی بر احتمال توزی΄� Έی مثال برای نموده�اند ͳبررس ͳاحتمال مدل
۴�Feller
۵��Sobel
۶�Groll



٣ ͳترکیبیات ͳگروه آزمون .٢.١

دادند. قرار نواقض ͳشناسای برای لازم آزمایش�های تعداد رساندن

.[٢۵] گرفت قرار مطالعه مورد ٧ ͳل توسط ابتدا ͳترکیبیات ͳگروه آزمون

م�ͳشود. پرداخته ͳترکیبیات �ͳگروه آزمون به نامه پایان این در

ͳترکیبیات ͳگروه آزمون ٢.١

عدد گروه افراد کل تعداد به نسبت بیمار افراد تعداد به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را سالم و بیمار افراد از ͳگروه

کل به بیمار افراد نسبت م�ͳتوانیم جامعه Έی در ͳتجرب داده�های به توجه با که کنید دقت باشد. ͳ΋کوچ ͳخیل

کنیم. فرض ثابت داده Έی را جامعه

باشد قرار اگر حال م�ͳشود. گرفته گروه افراد ͳتمام از خون آزمایش این�کار برای و است بیمار افراد ͳشناسای هدف

ذیل دلایل به است مم΋ن بΎیرند قرار آزمایش مورد انفرادی به�صورت گروه افراد از �شده گرفته �خون�های نمونه

باشند: داشته به�دنبال را ͳلات΋مش

دربردارد. را ͳبالای هزینه�های آن�ها تجزیه�ی که دارند وجود آزمایش�ها از ͳبعض الف.

ͳاهΎآزمایش دستΎاه�های کمبود همچنین و م�ͳکند سپری را زیادی زمان آزمایش�ها از ͳبعض تحلیل و تجزیه ب.

م�ͳسازد. غیرمم΋ن را کوتاه زمان در انفرادی آزمون گرفتن

است. ͳگروه آزمایش� بیماران ͳشناسای برای مهم ابزار Έی لذا

را گروه این افراد کل کنیم. ͳشناسای آن�ها بین از را بیمار افراد م�ͳخواهیم و داریم n-نفری گروه Έی کنید فرض

گروه Έی روی آزمایش نتیجه م�ͳنامیم. گروه Έی را G مانند N از ͳناته زیرمجموعه�ی هر م�ͳدهیم. نمایش N با

باشد. داشته قرار G در بیمار فرد Έی لااقل اگر است مثبت و باشند سالم گروه اعضای همه اگر است ͳمنف

را بیمار افراد همه گروه�ها این آزمایش نتیجه به�طوری�که است G١, G٢, . . . , Gt گروه t شامل ͳگروه آزمون Έی

م�ͳکند. مشخص
٧�Li
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با n مشخص اندازه�ی به ͳجمعیت میان در بیمار d حداکثر وجود فرض با که است این هدف ͳگروه آزمون در

آزمایش�ها تعداد کاهش در زیر ن΋ته دو درنظرگرفتن که کنیم. ͳشناسای را بیمار افراد بتوانیم مم΋ن آزمایش حداقل

دارد: اهمیت

باشد بزرگ گروه�ها اندازه اگر است افراد کل تعداد از کوچ΋تر ͳخیل ͳبطورنسب بیماران تعداد که ͳآنجای از الف.

دارای عمل در گروه�ها اندازه لذا داریم حساس ͳخیل آزمون Έی به نیاز مثبت نتیجه آوردن بدست برای آن�گاه

است. محدودیت

است. محدودیت دارای شخص این شامل گروه�های تعداد شخص هر برای آزمایش نوع به توجه با ب.

این از م�ͳتوانند که ͳگروه�های تعداد لذا و است محدود شخص هر از ͳدریافت خون نمونه مقدار مثال برای

باشد. زیاد نم�ͳتواند کنند استفاده خون نمونه

م�ͳشوند: تقسیم دسته دو به ͳگروه آزمون الΎوریتم�های ͳکل بطور

٨ پویا. الΎوریتم�های .١

٩ الΎوریتم�های�ایستا. .٢

در و شود انجام ( ͳ΋ی�ͳ΋ی ) به�ترتیب گروه�ها روی آزمایش هرگاه م�ͳنامیم پویا را ͳگروه آزمون الΎوریتم Έی

هستند. مشخص ͳقبل گروه�های آزمایش نتیجه آزمایش برای گروه Έی انتخاب

از بعد و بΎیرند قرار آزمایش مورد همزمان بطور گروه�ها تمام اگر م�ͳنامیم ایستا را ͳگروه آزمون الΎوریتم Έی

گروه�بندی چΎونه ͳاصل مسأله الΎوریتم این در کنیم، ͳشناسای را سالم غیر و سالم افراد بتوانیم آزمایش�ها تمام انجام

است. افراد کردن

تعداد به پویا الΎوریتم Έی لذا باشیم داشته بهتری گروه�بندی تا م�ͳکند Έکم ͳاضاف اطلاعات داشتن که آنجا از

٨�sequential algorithms
٩�nonadaptive algorithms



۵ گروه�ͳایستا آزمون .٣.١

زمان در لذا م�ͳشوند انجام همزمان بطور ایستا الΎوریتم�های که آنجا از و دارد، نیاز آزمایش برای کمتری گروه�های

دارد. وجود ١٠ چندمرحله�ای الΎوریتم�های ایستا و پویا الΎوریتم�های بین م�ͳشود. ͳصرفه�جوی

م�ͳپردازیم. �ایستا الΎوریتم�های ͳبررس به نامه پایان این در

گروه�ͳایستا آزمون ٣.١

متناظر آن سطر هر به�طوری�که داد نسبت M = (mij) (٠,١)-ماتریس، Έی م�ͳتوان �ایستا ͳگروه آزمون Έی به

اگر تنها و اگر دارد تعلق i-ام گروه به j-ام شخص است. شخص Έی با متناظر آن ستون هر و گروه Έی با

است. صفر برابر این�صورت غیر در و mij = ١

این اعضای که گرفت درنظر M سطرهای از زیرمجموعه Έی عنوان به م�ͳتوان را M از C ستون Έی همچنین

از زیرمجموعه�ای را S یΈاست. برابر C در آن�ها متناظر درایه�ی که Mهستند از ͳسطرهای همان دقیقاً زیرمجموعه

م�ͳگیریم Mدرنظر ماتریس ستون�های از S زیرمجموعه�ی اجتماع را U(S) م�ͳکنیم، Mفرض ماتریس ستون�های

که: است S ستون�های ͳدودوی جم΄ U(S)

١+ ١ = ١ ١+ ٠ = ١ ٠+ ٠ = ٠.

:S = {c١, c٢, c۴} م�ͳکنیم فرض زیر ماتریس در مثال برای

c١ c٢ c٣ c۴
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠

U(S)
١
١
١
٠
٠

است. دو برابر c٣ ستون وزن فوق ماتریس در است ستون Έی وزن برابر ستون Έی در واق΄ Έی درایه�های تعداد

Έی درایه�ی دارای که سطر آن به برخوردکننده ستون�های از مجموعه�ای به�وسیله�ی را سطر Έی م�ͳتوان مشابه بطور

م�ͳگیریم. درنظر سطر آن Έی درایه�های تعداد را سطر Έی وزن و دهیم نمایش است

١٠�multi stage
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هر برای اگر تنها و اگر است V ≤ V ′ ،V ′ = (v′١, v
′
٢, . . . , v

′
t) و V = (v١, v٢, . . . , vt) ͳدودوی بردار دو برای

باشد. vi ≤ v′i ،١ ≤ i ≤ t

را P p-عضوی مجموعه�ی دارد وجود بیمار d حداکثر آن�ها بین در که داریم n-نفری گروه Έی کنید فرض

است. d برابر حداکثر آن اندازه�ی که م�ͳگیریم درنظر n-نفری گروه Έی در بیماران تمام مجموعه�ی

درایه�ی اگر ،j = ١,٢, . . . , n برای، که م�ͳشود نامیده ١١ بیمار اشخاص� بردار Dn×١ ͳدودوی بردار الف.

.Dj = ٠ این�صورت غیر در و است بیمار j-ام شخص ͳیعن Dj = ١

ͳیعن Ri = ١ درایه�ی اگر ،i = ١,٢, . . . , t برای، م�ͳشود. نامیده ١٢ نتیجه بردار Rt×١ ͳدودوی بردار ب.

.Ri = ٠ این�صورت غیر در و است مثبت گروه i-امین نتیجه

م�ͳآید: بدست زیر به�صورت R نتیجه بردار D بردار و M شده داده ماتریس برای

Rt×١ = Mt×nDn×١ .

بیمار افراد با متناظر ستون�های C١, C٢, . . . , Cp اگر مثلا̈ است. M ستون�های ͳترکیب�خط MD دیΎر به�عبارت

باشند:

Rt = C١ ⊕ C٢ ⊕ . . .⊕ Cp

بیمار: افراد با متناظر ستون�های اجتماع با است برابر نتیجه بردار به�وضوح و

R = U(P ).

١١�vector of defective items(vod)
١٢�result vector



٧ گروه�ͳایستا آزمون .٣.١

هستند. ایستا الΎوریتم Έی با متناظر که دهیم ارئه را ͳماتریس�های م�ͳخواهیم

مطرح Mt×n (٠,١)-ماتریس، برای را ١۶ ͳشدن -جدا d̄ و ١۵ d-مجزا مفهوم دو ١۴ سینΎلوت̃ن و ١٣ کاتز

.[٢۴] کردند

زیرمجموعه�ی دو برای که است ΀واض کند ͳشناسای را بیمار افراد م�ͳتواند که است ماتریس Έی M کنید فرض

Έی خاصیت این با ماتریس Έی به .U(S) ̸= U(S ′) باید M ستون�های از S ′ و S d-عضوی حداکثر متمایز

م�ͳگوییم. ͳجداشدن-d̄ ماتریس

از S ′ و S d-عضوی و متفاوت زیرمجموعه�ی دو هر برای هرگاه م�ͳگوییم ١٧ ͳجداشدن-d را M ماتریس

.U(S) ̸= U(S ′) باشیم داشته M ستون�های

الΎوریتم�ها آسان ͳکدگشای برای لذا برسد بنظر شلوغ کاری است مم΋ن ماتریس برای شرط چنین داشتن ͳبررس اما

م�ͳکنیم. جایΎزین را دیΎری ضعیف حالت

نامیده d-مجزا ،M ماتریس آن�گاه نباشد ماتریس از دیΎر ستون d اجتماع در ͳستون Ϳهی اگر M ماتریس در

باشیم: داشته M از C٠, C١, . . . , Cd ستون d+ ١ هر برای دیΎر به�عبارت یا م�ͳشود

|C٠ \ ∪d
i=١Ci| ≥ ١.

آن در ،١ ≤ i ≤ d ،Ci ستون هر و Έی درایه دارای سطر آن در C٠ که است موجود سطر Έی حداقل این΋ه ͳیعن

باشد سالم فرد C٠ و باشند بیمار افراد C١, C٢, . . . , Cd اگر که است ͳمعن بدین این است. صفر درایه دارای سطر

ͳمنف آزمون این نتیجه لذا نیست بیماری Ϳهی شامل ͳول است سالم فرد شامل که دارد وجود یΈگروه حداقل آن�گاه

م�ͳشوند. ͳشناسای بیماران و است

ستون هر برای زیرا .C ∈ P آن�گاه C ≤ U(P ) باشیم Mداشته ماتریسd-مجزا�ی از C ستون برای اگر بنابراین

١٣�Kautz
١۴�Singleton
١۵�d-disjunct
١۶� d̄-separable
١٧�d-separable
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م�ͳکند. جدا P ستون�های اجتماع از را C٠ که دارد وجود سطر Έی حداقل C٠ /∈ P

d-مجزا) ،ͳجداشدن-d̄ ) ͳجداشدن-dخاصیت دارای ماتریسکه هر که گرفت نتیجه م�ͳتوان تعاریف از استفاده با

روابط همچنین و است نیز ،١ ⩽ k < d < n ،( k-مجزا ،ͳجداشدن-k̄ ) ͳجداشدن-k ماتریس Έی آن�گاه باشد،

:[١٣] داریم را زیر

ͳجداشدن-d ⇐ ͳجداشدن-d̄ ⇐ d-مجزا ⇐ ͳجداشدن-d+ ١

بیمار d ͳشناسای برای که ͳآزمون�های تعداد کمترین را t(d, n) داریم بیمار d حداکثر آن�ها میان در که نفر n برای

d ،Mt×n ماتریس، Έی آن برای که n مقدار بزرگترین را n(d, t) همچنین و م�ͳکنیم تعریف است، نیاز مورد

م�ͳکنیم. تعریف داریم، -مجزا�

برابر باشیم داشته ١-مجزا� ماتریس Έی این΋ه برای n مقدار بزرگترین آزمون، t با که داد نشان [٣٣] ١٨ اسپِنس̃ر

.n(١, t) =
(

t
⌊ t
٢ ⌋

)
با است

d بودن معلوم فرض با حال است آزمایش n به نیاز نفر n برای �انفرادی آزمون Έی در شد اشاره قبلا̈ که همان�طور

که: است این سوال

است؟ بهینه انفرادی آزمون� n از مقدار چه� برای

،n ⩽ ٣d اگر تنها و اگر است بهینه انفرادی آزمون� که زدند حدس [١٩] ٢١ Ίوین و ٢٠ Ίوان ١٩ هویو،

به را ͳکاف شرط [١٠] Ίوان و ٢٢ دو شد. اثبات n ⩽ ٢ · ۵d برای ͳکاف شرط و کرده اثبات را لازم شرط آن�ها

n ⩽ ٢d برای ح΋م بود داده نشان که را [٢٢] Ίوان توسط شده اثبات نتیجه و دادند توسعه n ⩽ ٢ · ۶٢۵d

عدد بزرگترین را N(d) ،d ثابت مقدار برای است. مانده ͳباق باز هنوز حدس ͳول بخشیدند بهبود است، برقرار

را ͳپایین کران [١۴] ٢٣ باسالایΎو است. بهینه انفرادی آزمون بیمار، d و نفر n برای که م�ͳگیریم درنظر n ͳطبیع

١٨�Spencer
١٩�Hu
٢٠�Hwang
٢١�Wang
٢٢�Du
٢٣�Bassalygo



٩ گروه�ͳایستا آزمون .٣.١

نمود. ارائه N(d) برای

.N(d) ≥
(
d+٢
٢

)
.١.٣.١ لم

که: زدند حدس [۵٠] ٢۶ فورِدی و ٢۵ ف̃رین΋ال ، ٢۴ اˡردیش

lim N(d)
d٢

= ١

قوی�تر حالت در و

N(d) ⩽ (d+ ٢(١.

کنند. اثبات d ≤ ٣ برای را قوی حالت م�ͳتوانند که دادند ΀توضی همچنین آن�ها

N(d) ≤ (d+ ٢(١ است، اول عدد Έی از ͳتوان برابر d+ ١ زمان�ͳکه برای کرد خواهیم اثبات پایان�نامه این در

م�ͳکنیم: اثبات را زیر رابطه لذا و است

(
d+٢
٢

)
≤ N(d) ≤ (d+ ٢(١.

٢۴Erdős
٢۵�Frankl
٢۶Fűredi



١٠ تاریخچه و مقدمه .١ فصل

ͳشناس مل΋ول در آن وکاربردهای ͳگروه آزمون ۴.١

و کدگذاری تئوری ،ͳارتباط� کانال�های آزمایش�خون، مانند ͳمختلف مسائل برای که مهم است ابزاری ͳگروه آزمون

رود. ب΋ار م�ͳتواند مسائل سایر

با دنباله�ای و ͳکلون آزمایش�های مثال برای �است. �شده واق΄ ٢٧مفید ͳول�شناس΋مل نظریه�ی در ͳگروه آزمون اخیراً

.[۵۴ ،۴٠] ٢٨ شدن ͳخنث اثر از استفاده

را DNA از شده انتخاب قطعه Έی تا م�ͳبرند ب΋ار را PCR ٢٩ زنجیره�ای واکنش �نام به ͳروش محققان امروزه

ساعت چند عرض در نمونه Έی از م�ͳتواند واکنش این Έکم به واکنش�گر .( DNA کردن (کلون کنند ت΋ثیر

بسازد. نظر مورد DNA از نسخه میلیون چند

باعث حرارت م�ͳدهند حرارت کنند ت΋ثیر را آن� م�ͳخواهند که را رشته�ای DNAدو از نمونه�ای ابتدا واکنش این در

درهم به تمایل بΎیرند قرار هم کنار در مجدداً رشته دو این اگر البته م�ͳشود، هم از DNA رشته�ی دو جداشدن

و م�ͳکنند سرد سپس را مخلوط این م�ͳنامند، �شدن ͳخنث را رشته�ها تنیده�شدن درهم به تمایل این دارند را شدن تنیده

پرایمر م�ͳسازند، ͳمصنوع به�صورت را پرایمر م�ͳکنند، اضافه آن به را پرایمر نام به DNA از Έکوچ قطعه�ی Έی

را آزاد نوکلئوتیدهای و DNA آنزیم سپس م�ͳشود متصل م�ͳشود آغاز آن�ها از همانندسازی که DNA از ͳنقاط به

به �م΋مل نوکلئوتیدهای اتصال به م�ͳکند شروع DNA آنزیم شود آغاز سازی همانند تا م�ͳکنند اضافه مخلوط به

و ی΋دیΎر با که است DNA مل΋ول دو تولید فرایند این نتیجه�ی م�ͳشود DNA رشته شدن طویل باعث و پرایمر

نمونه ی΋بار دقیقه هرچند و م�ͳشود ت΋رار بارها و بارها همانندسازی و ͳگرماده فرایند هستند مشابه اولیه مل΋ول با

م�ͳآید[١٢]. بدست اولیه نمونه�ی از نسخه میلیون�ها ͳکوتاه زمان در و م�ͳشود برابر دو DNA

شده�ا�ند تنیده� هم به ناجور به�صورت کلون�ها از Έکدامی که م�ͳشود مشخص آزمایش Έی با ͳآزمون�کلون مسأله�ی در

�است. ͳمنف این�صورت غیر در و است مثبت کلون آن باشد پیوندخورده ناجور ͳجنس با ͳکلون اگر

٢٧molecular biology
٢٨�hybridization
٢٩polymer chain resaction



١١ ͳشناس مل΋ول در آن وکاربردهای ͳگروه آزمون .۴.١

Έی وجود این΋ه ͳیعن م�ͳکنند ͳخنث را مثبت کلون�های که دارد وجود ٣٠ پوچΎرها بنام کلون�ها از دیΎری نوع

[۵١] ٣١ Έف̃ری توسط ابتدا پوچΎر مدل م�ͳدهد. ͳمنف نتیجه مثبت کلون�های وجود از صرفنظر گروه هر در پوچΎر

در [۴۵] ٣٣ و̵کرو و ��بونیز دِ ،٢٠٠۵ سال در [۴۴] ٣٢ ��بونیز دِ مطالعه�ی مورد سپس و شد مطرح ١٩٩٧ سال در

گرفت. قرار ٢٠٠٣ سال در [٢٣] ٣۵ لایو و Ίوان ،٢٠٠٧ سال در [۴٢] ٣۴ Ίچان ،١٩٩٨ سال

بودن ͳمنف یا و مثبت خاصیت این΋ه بجای کاربردها از ͳبرخ در هستند، مل΋ول�ها همان افراد م�ͳکنیم فرض حال

٣۶ هم�تافت مدل را ͳمدل چنین م�ͳشود تعریف مل΋ول�ها از زیرمجموعه�ای روی شود تعریف مل΋ول Έی روی

مسائل سایر به هم�تافت ͳگروه آزمون مدل شد. مطرح ١٩٩٩ سال در [٣۴] ٣٧ تورنای توسط ابتدا در که م�ͳنامیم

.[۴٣ ،٢ ،۴٩ ،۵٢ ،٣٩] است مرتبط مسائل سایر و ٣٨ امن کلید توزی΄� آزمون�گراف، مانند

گرفتن قرار هم کنار در به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را N زیرمجموعه�های از P = {Pi} خانواده هم�تافت مدل در

مل΋ول�ها از مجموعه�ای م�ͳشود. مثبت نتیجه�ی و بیولوژی یΈپیامد ایجاد به منجر (Pi) �ها مل΋ول از زیرمجموعه�ای

حداقل با که است این هدف م�ͳشود. گفته مثبت هم�تافت�های P مجموعه�ی اعضای به و م�ͳشوند نامیده� هم�تافت

کنیم. ͳشناسای را P مجموعه�ی هم�تافت�های بتوانیم آزمایش�ها

X ′ ⊆ X رابطه�ی در X ′ و X هم�تافت، دو Ϳهی که است این بر ͳاصل فرض هم�تافت مدل در مهم ن΋ته�ای به�عنوان

ͳگروه�های همه�ی در ،ͳگروه آزمون در آن�گاه +Xباشد بیمار هم�تافت� Xشامل مانند ͳهم�تافت اگر زیرا نم�ͳکنند صدق

م�ͳشود ظاهر X که ͳگروه�های همه�ی �نتیجه�ی بنابراین و م�ͳشود ظاهر نیز X+ هم�تافت دارد وجود X هم�تافت که

شود. ͳشناسای نم�ͳتواند X هم�تافت لذا است. مثبت

٣٠inhibitor
٣١Farach
٣٢De Bonis
٣٣Vaccaro
٣۴Chang
٣۵Liu
٣۶complex
٣٧Torney
٣٨ secure key distribution



١٢ تاریخچه و مقدمه .١ فصل

به�طوری�که شود داده ارتباط H ابرگراف روی ͳگروه آزمون به م�ͳتواند هم�تافت مدل شد اشاره که همانطور

هدف گراف آزمون در و است H ابرگراف از یال Έی نشان�دهنده�ی هم�تافت هر و رأس Έی به�عنوان مل΋ول هر

که م�ͳکنیم فرض کنیم. ͳشناسای را است مثبت یال�های از مجموعه�ای شامل که ،P پنهان زیرگراف که است این

که است این م�ͳدانیم که چیزی تنها و ( باشد رأس r حداکثر شامل یال (هر باشد r مرتبه از گراف Έی H گراف

ستون�های همه�ی فصل�مشترک را ∩S آن ستون�های از زیرمجموعه Έی S Mو -ماتریس (٠,١) برای .|P | ≤ d

م�ͳکنیم. تعریف S در واق΄

Hr̄)-مجزا : d) است ستون n دارای که را M (٠,١)-ماتریس است. رأس n با ابرگراف Έی H کنید فرض

باشیم: داشته Hr̄ گراف از e٠, e١, . . . , ed یال d+ ١ هر ازای به اگر م�ͳگوییم

∩
e٠ ⊈

∪d
i=١(

∩
ei).

که ͳیال هر برای زیرا کرد. ͳشناسای را P زیرگراف م�ͳتوان است فوق خاصیت دارای که ماتریس Έی از استفاده با

زیرگراف یال�های از Έی� Ϳهی ͳول است یال آن شامل که دارد وجود گروه Έی حداقل بΎیریم درنظر P از خارج

است. ͳمنف گروه این آزمون نتیجه لذا و ندارد دربر را P

داشته آن از C١, C٢, . . . , Cd+r ستون d + r هر برای اگر م�ͳشود نامیده ,d)-مجزا r] -ماتریس (٠,١) Έی

باشیم:

|
∩r

i=١Ci \
∪d+r

i=r+١Ci| ≥ ١.

و Έی درایه دارای سطر این در ستون r تمام که است موجود سطر Έی حداقل ستون d+ r هر به�ازای این΋ه ͳیعن

هستند. صفر درایه�ی دارای دیΎر ستون d از Έی هر

نام�های تحت ͳماتریس چنین بعدها شد. مطرح ۴٠[۵٣] پای�پِر و ٣٩ میچِل افراد توسط ابتدا ,d)-مجزا r]ماتریس

٣٩Mitchell
۴٠Piper



١٣ ͳشناس مل΋ول در آن وکاربردهای ͳگروه آزمون .۴.١

قرار مطالعه مورد امن �کلید توزی΄ زمینه�ی در کاربرد برای ۴٢ دهنده پوشش ابر کدهای و ۴١ آزاد پوشش خانواده

.[۵٩ گرفت[۵٨،

داد: نشان و کرد برقرار امن �کلید توزی΄ مسأله�ی و هم�تافت مدل بین ارتباط Έی [۴٣] ۴٣ چن

.Hr̄ هر برای ͳمجزای-(Hr̄ : d) ⇐= ͳمجزای-(d, r]

کند. حل را هم�تافت مدل مسأله�ی م�ͳتواند ,d)-مجزا r] ماتریس هر که م�ͳدهد نتیجه رابطه�ای چنین برقراری لذا

ͳگروه آزمون در آزاد خطا مدل ١.۴.١

بر آزمایش نتای; خطا، وجود صورت در کرد صرف�نظر نم�ͳتوان آزمون خطاهای از ͳشناس� مل΋ول کاربردهای در

با ͳتعریف ارائه�ی به نیاز بنابراین م�ͳشود اشتباه ͳمنف و �مثبت نتای; از بسیاری و بوده اعتماد قابل غیر گروه�ها روی

است. مطلوب خطا وجود فرض با بیماران ͳشناسای ͳتوانای

�باشیم: داشته C٠, C١, . . . , Cd ستون d+ ١ هر برای اگر م�ͳشود نامیده� ,d)-مجزا z) ،Mt×n ͳدودوی ماتریس

|C٠ \
∪d

i=١Ci| ≥ z.

دارای ،١ ≤ i ≤ d ،Ci ستون هر و Έی درایه دارای C٠ سطرها آن در که دارند وجود سطر z حداقل این΋ه ͳیعن

است. صفر درایه

(١,d)-مجزا، بجای حالت این در ،[١١] است ی΋سان بودن بودن d-مجزا تعریف با فوق تعریف z = ١ ͳوقت

م�ͳگوییم. d-مجزا

م�ͳتواند ,d)-مجزا z) ماتریس Έی ͳخروج بردار در خطا ⌊ z−١
٢ ⌋ حداکثر وجود فرض با که داد خواهیم نشان

کند. ͳشناسای را بیمار d حداکثر

۴١cover - free families
۴٢superimposed codes
۴٣Chen



١۴ تاریخچه و مقدمه .١ فصل

�باشیم: داشته ستون d+ r هر برای اگر �م�ͳشود نامیده ,d)-مجزا r, z] ،Mt×n -ماتریس (٠,١)

|
∩r

i=١Ci \
∪d+r

i=r+١Ci| ≥ z.

دیΎر ستون d از Έی هر و Έی درایه دارای ستون r تمام سطرها دراین که دارد وجود سطر z حداقل این΋ه ͳیعن

هستند. صفر درایه�ی دارای

داریم. ,d)-مجزا r, z] ،Mt×n ماتریس Έی آن برای که باشد ای t کوچ΋ترین t(n, d, r, z) م�ͳکنیم فرض

دادند[١]: ارائه t(n, d, r, z) برای را زیر بالای کران Ίوان و ۴۴ فو چن،

t(n, d, r, z) < z(
k

r
)r(

k

d
)d[١+ k(١+ ln(

n

k
+ ١))]. (١.١)

.k = d+ r که

۴۴Fu



٢ فصل

و ͳجداشدن-d ، ماتریس�هایd-مجزا
ͳجداشدن-d̄

مقدمه ١.٢

گرفته�اند. قرار مطالعه مورد ͳگروه آزمون مسأله در که دارند وجود (٠,١)-ماتریس�ها از نوع سه

ͳجداشدن- d̄ماتریس گرفت، قرار مطالعه مورد d = ٢ برای [١٧] ١ موس̃ر و اردیش توسط ͳجداشدن- dماتریس

نیز ماتریسd-مجزا همچنین و شد ͳبررس UDd به�نام کدها از خاص نوع Έی برای [٢۴] سینΎلوتن و کاتز توسط

ͳجداشدن-dماتریسΈی تبدیل برای ͳروش [٣]Ίوان و چن اخیراً گرفت. قرار مطالعه اشخاصمورد همین توسط

دادند. گسترش آزاد خطا مدل به را نتای; این [١٢] Ίوان و ٢ دو دادند. ارائه d-مجزا ماتریس Έی به

١Moser
٢Du

١۵



١۶ ͳجداشدن-D̄ و ͳجداشدن-D ، D-مجزا ماتریس�های .٢ فصل

آزاد حالتخطا ٢.٢

وجود با این΋ه ͳیعن هستند آزاد خطا حالت دارای ماتریسd-مجزا، مانند ،ͳجداشدن-d̄ و ͳجداشدن-d ماتریس�های

کنند. ͳشناسای را بیمار افراد م�ͳتوانند ͳخروج در خطا

از S ′ و S d-عضوی زیرمجموعه�ی دو هر برای اگر م�ͳشود نامیده ͳجداشدن-(d, z) ،M (٠,١)-ماتریس

باشیم: داشته M ستون�های

|U(S)△ U(S ′)| ≥ z.

ماتریس آن�گاه دهیم، تغییر عضو d حداکثر با زیرمجموعه�ای دو به را بالا در d-عضوی زیرمجموعه�ی دو هر اگر

م�ͳشود. نامیده ͳجداشدن-(d̄, z) ،M

ͳتای-d زیرمجموعه�ی هر برای اگر م�ͳشود نامیده ,d)-مجزا z) ،M ماتریس شد اشاره Έی فصل در که همان�طور

باشیم: داشته C مانند دیΎری ستون هر Mو ستون�های از S

|C \ U(S)| ≥ z.

سطرها آن در S ستون هر و است Έی درایه دارای سطرها آن در C ستون که است موجود سطر z حداقل این΋ه ͳیعن

است. صفر درایه دارای

م�ͳدهیم ,H(Xنمایش Y ) با که را Y Xو ٣ Ίهمین فاصله م�ͳگیریم درنظر را n به�طول Y Xو ͳدودوی بردار دو

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت

H(X, Y ) = |{i ; ١ ≤ i ≤ n , X(i) ̸= Y (i)}|.

٣Hamming distance



١٧ آزاد خطا حالت .٢.٢

H(x, y) اگر باشد. ,d)-مجزا z) ،t× n ماتریس Έی M و ١ ≤ d ≤ n م�ͳکنیم فرض [١۶] .١.٢.٢ گزاره

به M ستون�های از متمایز زیرمجموعه�ها�ی T و S همچنین و باشد t به�طول ͳدودوی بردار دو بین Ίهمین فاصله�

آن�گاه: باشند d حداکثر اندازه

.H(U(S), U(T )) ≥ z آن�گاه S ⊂ T اگر الف.

.H(U(S), U(T )) ≥ ٢z سپس T ⊈ S و S ⊈ T اگر ب.

خاصیت به بنا لذا دارد. وجود C٠ /∈ S که C٠ ∈ T ستون Έی حداقل لذا S ⊂ T آنجای�ͳکه از الف. اثبات.

ستون�های تمام و Έی درایه�ی دارای سطرها آن در C٠ که است موجود سطر z حداقل بودن ,d)-مجزا z)

است. برقرار ح΋م که هستند صفر برابر سطرها این در S

خاصیت به بنا که است موجود C١ /∈ T که C١ ∈ S ستون و C٠ /∈ S که C٠ ∈ T ستون مسأله فرض بنابر ب.

نتیجه لذا و هستند Mمجزا از سطر z حداقل به�وسیله (C١, T ) و (C٠, S) مجموعه�های بودن ,d)-مجزا z)

است. برقرار

برای م�ͳتواند ͳمجزای-(d, z) خاصیت داشتن با ماتریس Έی ،(١.٢.٢) گزاره و ͳقبل مطالب از استفاده با

شود. استفاده خطا تعداد Έی کردن ΀تصحی

را خطا ⌊ z−١
٢ ⌋ حداکثر م�ͳتواند ͳمجزای-(d, z)خاصیت داشتن سپس باشد d برابر حداکثر P اندازه م�ͳکنیم فرض

مشاهده خطای از حاصل بردار ε و بیفتد اتفاق R نتیجه بردار در خطا ⌊ z−١
٢ ⌋ حداکثر م�ͳکنیم فرض کند. ΀تصحی

ستون�های از S زیرمجموعه�های همه کردن ͳبررس به�وسیله .H(R, ε) = H(U(P ), ε) ≤ ⌊ z−١
٢ ⌋ لذا باشد شده

S ̸= P اگر زیرا است. S = P که H(U(S), ε) ≤ ⌊ z−١
٢ ⌋ داریم S Έی فقط برای d حداکثر اندازه به M

داریم: (الف) قسمت (١.٢.٢) گزاره بنابر آن�گاه
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H(U(S), ε) +H(ε,R) ≥ H(U(S), R) = H(U(S), U(P )) ≥ z

.H(U(S), ε) > ⌊ z−١
٢ ⌋ لذا H(ε,R) ≤ ⌊ z−١

٢ ⌋ آنجاکه از و

΀تصحی را خطا z − ١ م�ͳتواند ,d)-مجزا z) ماتریس Έی سپس باشد d برابر دقیقاً اندازه�ی دارای P اگر حال

را شده مشاهده خطای از حاصل بردار که بیفتد اتفاق R ͳخروج بردار در خطا z− ١ حداکثر م�ͳکنیم فرض کند.

زیرمجموعه�های همه کردن ͳبررس به�وسیله H(R, δ) = H(U(P ), δ) ≤ z − ١ داریم این�صورت در م�ͳنامیم δ

به بنا زیرا است. S = P که H(U(S), δ) ≤ z − ١ داریم S Έی فقط برای d اندازه به M ستون�های از S

آن�گاه: S ̸= P اگر (ب) قسمت (١.٢.٢) گزاره

H(U(S), δ) +H(δ, R) ≥ H(U(S), R) = H(U(S), U(P )) ≥ ٢z

است. تناقض این که H(U(S), δ) > z لذا H(δ, R) ≤ z − ١ آنجای�ͳکه از و

م�ͳتواند ,d)-مجزا z)ماتریس Έی ،P بودن عضوی d فرضحداکثر با آیا که است این م�ͳآید پیش که ͳسوال حال

ایستا ͳگروه آزمون اگر است خیر جواب است. خیر هم و بله هم سوال این جواب کند؟ ΀تصحی را خطا z − ١

باشد. مطلوب

م�ͳدهد. نشان را موضوع این زیر نقض مثال

بیماران با متناظر ماتریس اول ستون دو م�ͳکنیم فرض است. z = ٢ و d = ٢ با ,d)-مجزا z) ،M٠ ماتریس

فرض باشد عضوی Έی بیماران مجموعه�ی اگر حال داریم. را R١ خطای بدون و نتیجه بردار این�صورت در باشند

حال داریم. را R٢ خطای بدون و نتیجه بردار این�صورت در که باشد بیمار آن با متناظر ماتریس اول ستون م�ͳکنیم

خطا Έی با بنابراین . بود خواهد Έی برابر δ از R٢ و R١ بردار دو Ίهمین فاصله آن�گاه باشد δ خطا بردار اگر

کرد. ͳشناسای را فرد به منحصر و مثبت زیرمجموعه�ی نم�ͳتوان



١٩ آزاد خطا حالت .٢.٢

M٠ =


١ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ١

 , R١ =


١
١
١
١
٠
٠

 , R٢ =


١
١
٠
٠
٠
٠

 , δ =


١
١
١
٠
٠
٠

.

حداکثر P اندازه به�طوری�که ,d)-مجزا z)ماتریس Έی از استفاده و ͳایستای خاصیت با که م�ͳدهد نشان فوق مثال

,d)-مجزا z)ماتریس دومرحله�ای ͳبدیه روش Έی از استفاده با اما کرد. ΀تصحی را خطا z − ١ نم�ͳتوان �باشد d

ͳتمام مرحله این در که م�ͳشود اضافه دوم مرحله دومرحله�ای، ͳبدیه روش در کند. ΀تصحی را خطا z−١ م�ͳتواند

را خطا م�ͳتواند انفرادی تست هر لذا و م�ͳگیرند قرار آزمایش مورد انفرادی بطور Έکوچ نسبتاً گروه Έی افراد

م�ͳکنیم. توصیف زیر در را روش این حال کند. ΀تصحی

z − ١ حداکثر م�ͳکنیم فرض همچنین و باشد d حداکثر اندازه�ی دارای P مثبت زیرمجموعه�ی م�ͳکنیم فرض

ستون�های از S زیرمجموعه��ها�ی باشد. δ ͳخروج شده�ی مشاهده بردار و بیفتد اتفاق R نتیجه بردار در خطا

چنین از تا دو S٢ و S١ م�ͳکنیم فرض م�ͳگیریم. درنظر را H(U(S), δ) ≤ z − ١ با d حداکثر اندازه به M

قسمت (١.٢.٢) گزاره بر بنا نباشد چنین اگر که S٢ ⊂ S١ یا S١ ⊂ S٢ یا این��صورت در باشند، ͳزیرمجموعه�های

تناقض که H(U(S٢), δ) > z−١ ,(S١)H(Uیا δ) > z−١ یا لذا است. H(U(S١), U(S٢)) ≥ ٢z (ب)

H(U(S), δ) ≤ z−١ که S مانند d حداکثر Mبه�اندازه ستون�های از ͳزیرمجموعه�های تمام مجموعه�ی لذا است.

با که است زنجیر اعضای از ͳ΋ی P پس H(U(P ), δ) = H(R, δ) ≤ z − ١ آنجای�ͳکه از و هستند زنجیر Έی

م�ͳشود. مشخص انفرادی آزمون



٢٠ ͳجداشدن-D̄ و ͳجداشدن-D ، D-مجزا ماتریس�های .٢ فصل

مهم ونتای; قضایا ٣.٢

است. ͳجداشدن-(d,٢z) ماتریس Έی آنΎاه باشد ,d)-مجزا z) ،Mماتریس اگر [١٢] .١.٣.٢ لم

دلخواه و متمایز ͳتای-d زیرمجموعه�ی دو S ′ و S که است ,d)-مجزا z) ماتریس Έی M م�ͳکنیم فرض اثبات.

همچنین و نیست U(S ′) در که است سطر z حداقل دارای C ∈ S \S ′ هر سپس Mباشند. ماتریس ستون�های از

٢z حداقل در U(S ′) و U(S) بنابراین نیست U(S) در که است سطر z حداقل دارای C ′ ∈ S ′ \ S ستون هر

است. ͳجداشدن-(d,٢z) ،M ماتریس این΋ه با است معادل این که هستند متمایز سطر

مثبت عدد هر برای M آن�گاه ،d < n که باشد ستون n با ͳجداشدن-d ماتریس Έی M اگر [۴] .٢.٣.٢ لم

است. ͳجداشدن-k ،k ≤ d

زیر�مجموعه�ی دو ͳیعن نباشد ͳجداشدن-k ،k < d برای اما باشد ͳجداشدن-d ،M ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

ͳستون Cx م�ͳکنیم فرض .U(S) = U(S ′) به�طوری�که دارد وجود M ماتریس ستون�های از S ′ و S ͳتای-k

دو هر به را ͳهای Cx چنین از ستون d − k .Cx ∪ U(S) = Cx ∪ U(S ′) لذا باشد S ′ یا S ͳΎهمسای در

م�ͳشود ستون d با S ′
d و Sd متمایز زیرمجموعه�ی دو ایجاد به منجر امر این که م�ͳکنیم اضافه S ′ و S زیرمجموعه�ی

نیست. ͳجداشدن-d ،M بنابراین .U(Sd) = U(S ′
d) که

ستون�های از جفت d − k − l این�صورت در باشد موجود Cx ستون��های چنین از تا l < d − k فقط اگر حال

نیست. S در اما است S ′ در Cz و نیست S ′ در ͳول دارد وجود S در Cy به�طوری�که م�ͳکنیم انتخاب (Cy, Cz)

ها Cx بقیه�ی جایΎزین م�ͳتوانند زوج�ها این بنابراین .Cz ∪ U(S) = U(S ′) = U(S) = Cy ∪ U(S ′) سپس

Sd متمایز زیرمجموعه�ی دو ایجاد به منجر به�طوری�که دارند وجود همواره (Cy, Cz) و Cx ستون d− k لذا باشند.

است. تناقض این و U(Sd) = U(S ′
d) که م�ͳشوند ستون d با S ′

d و
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م�ͳدهد. نشان را موضوع این زیر مثال است. لازم شرط Έی (٢.٣.٢) لم در d < n شرط شود توجه

نیست. ͳ٢-جداشدن ͳول است ͳ٣-جداشدن ͳبطوربدیه M١ ماتریس

M١ =

 ١ ١ ٠
١ ٠ ١
٠ ١ ١

.

م�ͳدهیم. تعمیم زیر آزاد خطا به�حالت را (٢.٣.٢) لم حال

،k ⩽ d مثبت عدد هر برای آن�گاه باشد (d < n) ͳجداشدن-(d, z) ستون n با M ماتریس اگر [۴] .٣.٣.٢ لم

است. ͳجداشدن-(k, z)

-(d − ١, z) ،M م�ͳکنیم فرض است. ͳجداشدن-(d − ١, z) ،M ماتریس دهیم نشان تا است ͳکاف اثبات.

.|U(S)△U(S ′)| < z استکه Mموجود از ستون d−١ شامل S ′ و S متمایز زیرمجموعه�های لذا نباشد ͳجداشدن

به�طوری�که باشد داشته وجود (Cx, Cy) ستون�های جفت Έی باید آن�گاه |S \ S ′| = |S ′ \ S| ≥ ٢ اگر حال

داریم: ͳطرف از Cy ∈ S ′ \ S و Cx ∈ S \ S ′

|U(S ∪ {Cy})△ U(S ′ ∪ {Cx})| ≤ |U(S ∪ {Cy})△ U(S ′)| ≤ |U(S)△ U(S ′)| < z

است. M ماتریس بودن ͳجداشدن-(d, z) خاصیت با تناقض این و

ماتریس از C ستون Έی لذا d < n که ͳآنجای از و |S ∪ S ′| = d به�وضوح |S \ S ′| = |S ′ \ S| = ١ اگر حال

داریم: ͳطرف از و دارد وجود S ′ یا S ستون��های بجز M

|U(S ∪ {C})△ U(S ′ ∪ {C})| ≤ |U(S)△ U(S ′)| < z

است. M ماتریس بودن ͳجداشدن-(d, z) با تناقض نامساوی این و

پس .|U(S)△U(S ′)| ≤ z Mداریم ستون�ها�ی از d−١ اندازه به S ′ و S متمایز زیرمجموعه�ی دو هر برای لذا

گرفت. نتیجه را قضیه ح΋م م�ͳتوان فوق روند دادن ادامه با و است ͳجداشدن-(d− ١, z) ،M
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اضافه�کردن با آن�گاه باشد n ≥ ٢d+١ که ستون n با ͳ٢)-جداشدنd, z)ماتریسΈیM اگر [۴] .۴.٣.٢ قضیه

آورد. بدست ,d)-مجزا ⌈ z٢⌉) ماتریس Έی م�ͳتوان M ماتریس به سطر ⌈ z٢⌉ حداکثر

که دارد وجود چنان ستون d با S زیرمجموعه�ی و C ستون لذا نباشد ,d)-مجزا ⌈ z٢⌉) ،M م�ͳکنیم فرض اثبات.

دارای C ستون سطرها، این در که م�ͳکنیم اضافه Mطوری ماتریس به را سطر ⌈ z٢⌉ حداکثر .|C \U(S)| < ⌈ z٢⌉

.|C\U(S)| ≥ ⌈ z٢⌉ این�صورتداریم در که باشند، صفر برابر ͳΎهم سطرها این در S ستون�های و درایه�ییΈباشد

M از دیΎر ستون d از مجموعه�ای S ′ و M از ͳستون C ′ که (C ′, S ′) مانند دیΎری زوج Έی است مم΋ن البته

این که دهیم نشان باید ͳول کرد. عمل بالا روش به م�ͳتوان سپس |C ′ \U(S ′)| < ⌈ z٢⌉ که باشد داشته وجود باشد

C ∈ S ′ ،|C \U(S)| < ⌈ z٢⌉ به�طوری�که (C
′, S ′) و (C, S) جفت دو نم�ͳتواند ͳیعن نیست خودمتناقض فرایند

باشند. داشته وجود |C ′ \ U(S ′)| < ⌈ z٢⌉ و

باشد. داشته وجود بالا به�صورت شده توصیف ،|S| = |S ′| = d که (C, S) و (C ′, S ′) جفت دو م�ͳکنیم فرض

م�ͳکنیم: تعریف

S٠ = {C ′} ∪ S ∪ S ′, S١ = S٠ \ {C}, S٢ = S٠ \ {C ′}.

لذا: |S٠| = s م�ͳکنیم فرض

s ≤ ٢d+ ١, |S١| = |S٢| = s− ١ ⩽ ٢d.

بودن ͳ٢)-جداشدنd, z) با تناقض این که است z از کمتر U(S٢) و U(S١) متقارن تفاضل که م�ͳدهیم نشان حال

داریم: |C ′ \ U(S ′)| < ⌈ z٢⌉ و است C
′ نیست S٢ در اما است S١ در که ͳستون تنها که ͳآنجای از است. M

|U(S١) \ U(S٢)| < ⌈ z٢⌉

داریم: مشابه بطور و

|U(S٢) \ U(S١)| < ⌈ z٢⌉.
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لم با دارد تناقض این و نیست ͳجداشدن-(s − ١, z) ،M ماتریس ͳیعن این و |U(S١) △ U(S٢)| < z لذا

است. تمام اثبات لذا و (٣.٣.٢)

کردن اضافه با آن�گاه باشد n ≥ ٢d+ ١ که ستون n با ͳ٢-جداشدنd ماتریس Έی M اگر [۴] .۵.٣.٢ نتیجه

م�ͳآید. بدست d-مجزا ماتریس Έی M به سطر Έی حداکثر

است. برقرار ح΋م (۴.٣.٢) قضیه�ی در z = ١ دادن قرار با اثبات.

م�ͳکنیم: فرض است. لازم (۵.٣.٢) نتیجه در n ≥ ٢d+ ١ شرط که م�ͳدهد نشان زیر مثال

M٢ =


١ ١ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١


بود. نخواهد ٢-مجزا جدید سطر Έی کردن اضافه با که است ͳ۴-جداشدن ،M٢ به�وضوح

ماتریس Έی نم�ͳتوان سطر ⌈ z٢⌉ کردن اضافه با و است ͳ٢)-جداشدنd, z) ستون ٢d با ͳماتریس هر مشابه بطور

اضافه با اما است ͳ(۴,۴)-جداشدن ماتریس Έی M٣ مثال Έی به�عنوان ساخت. ستون ٢d با ,d)-مجزا ⌈ z٢⌉)

نیست. هم (١,٢)-مجزا ͳحت ساخت (٢,٢)-مجزا ما�تریس Έی نم�ͳتوان سطر ٢ کردن

M٣ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١


مرتب زوج هر برای ͳمجزای- (١,٢) خاصیت بنابر باشند، M٣ از ستون چهار C۴ و C٣, C٢, C١ م�ͳکنیم فرض

Ci شامل سطر دو این از Έی هر که است سطر دو حداقل به نیاز M٣ ماتریس ستون��های از ،i ̸= j ،(Ci, Cj)

کردن اضافه به نیاز سطر دومین برای ͳول م�ͳشود فراهم M٣ ماتریس توسط سطر اولین نباشد Cj شامل ͳول باشد

دوازده به نیاز لذا دارد وجود انتخاب ۴× ٣ = ١٢ ،(Ci, Cj) مرتب زوج برای است. ماتریس به جدید سطرهای

دادن قرار با کار این که کند، ایجاد م�ͳتواند را (١,٠) زوج چهار حداکثر جدید سطر Έی است. (١,٠) جفت

ایجاد را زوج دوازده از (١,٠) زوج هشت حداکثر جدید سطر دو لذا م�ͳشود، انجام صفر درایه دو و Έی درایه دو

نیست. ͳکاف ͳ(١,٢)-مجزای خاصیت داشتن برای سطر دو کردن اضافه بنابراین م�ͳکند



٢۴ ͳجداشدن-D̄ و ͳجداشدن-D ، D-مجزا ماتریس�های .٢ فصل

عدد هر برای آن�گاه باشد n ≥ ٢d+ ١ که ستون n با ͳ٢)-جداشدنd, z) ،M ماتریس اگر [۴] .۶.٣.٢ نتیجه

ساخت. M به سطر k حداکثر کردن اضافه� با ,d)-مجزا k) ماتریس Έی م�ͳتوان k ≤ ⌈ z٢⌉ مثبت

Cو ∈ S ′ ،|C\U(S)| < ⌈ z٢⌉ که (C ′, S ′) و (C, S)جفت دو که �دادیم نشان (۴.٣.٢) قضیه اثبات در اثبات.

به�طوری�که کرد، جایΎزین k مانند ͳمثبت یΈعدد با را ⌈ z٢⌉ م�ͳتوان حقیقت در ندارند. وجود |C ′\U(S ′)| < ⌈ z٢⌉

با را ,d)-مجزا k)ماتریس م�ͳتوانیم k ≤ ⌈ z٢⌉ هر برای بنابراین است z از کمتر U(S٢) و U(S١) متقارن تفاضل

ساخت. M به سطر k حداکثر کردن اضافه�

−d)-مجزا ١, z) و ͳجداشدن-(d, z) ،M اگر تنها و اگر است ͳجداشدن-(d̄, z) ،M ماتریس [۴] .٧.٣.٢ لم

باشد.

زیرمجموعه�ی(١−d)-عضوی لذا نباشد. -مجزا (d−١, z) اما باشد ͳجداشدن-(d̄, z) ،M فرضم�ͳکنیم اثبات.

داریم: ،|C \ U(S)| < z که دارند وجود M ستون�های از C ستون و S

|U(S ∪ {C})△ U(S)| = |U(S ∪ {C}) \ U(S)| < z،

به�وضوح و ,١−d)-مجزا z) ،M ماتریس بنابراین دارد. M ماتریس بودن ͳجداشدن- (d̄, z) با تناقض این که

است. ͳجداشدن-(d, z)

زیرمجموعه�ی دو هر برای که دهیم نشان است ͳکاف باشد ,١−d)-مجزا z) و ͳجداشدن-(d, z) ،M م�ͳکنیم فرض

. |U(X)△ U(Y )| ≥ z داریم M از Y و X d-عضوی، حداکثر

داریم: (٣.٣.٢) لم بر بنا و است ͳجداشدن-(d, z) ،M ماتریس این΋ه به توجه با ،|X| = |Y | ≤ d اگر

|U(X)△ U(Y )| ≥ z.

خاصیت از استفاده با نیست X به متعلق که دارد وجود Cy ∈ Y ستون لذا |X| < |Y | ≤ d م�ͳکنیم فرض حال

م�ͳشود. کامل اثبات لذا |U(X)△ U(Y )| ≥ z بنابراین |Cy \ U(X)| ≥ z داریم ͳمجزای-(d− ١, z)



٢۵ مهم ونتای; قضایا .٣.٢

،M ماتریس ١ ≤ k ≤ d − ١ هر برای آن�گاه باشد ͳجداشدن-d ،M ماتریس اگر [۶١] .٨.٣.٢ قضیه

باشد. k-مجزا ماتریس Έی M اگر تنها و اگر است ͳجداشدن-k + ١

وجود M ستون�های از S ′ و S k)-عضوی + ١) حداکثر زیرمجموعه�ی دو م�ͳکنیم فرض :ͳکاف شرط اثبات.

و متمایز زیرمجموعه�ی دو هر جم΄ ،ͳجداشدن-d خاصیت داشتن با حال .U(S) = U(S ′) به�قسم�ͳکه باشد داشته

وجود C ستون بنابراین |S| < |S ′| ≤ k + ١ �م�ͳکنیم فرض نیست، برابر هم با M ماتریس ستون�های از ͳتای-d

کنیم فرض اگر حال C ≤ U(S) پس U(S) = U(S ′) چون و C ≤ U(S ′) داریم لذا C ∈ S ′ \ S که دارد

م�ͳرسیم. تناقض به M ͳمجزای- k خاصیت با |S| = k

Mوجود ماتریس ستون�های از S ͳتای- k مجموعه�ی و C ستون لذا نباشد k-مجزا ،M م�ͳکنیم فرض لازم: شرط

بنابراین |S|, |S ′| ≤ k + ١ که U(S) = U(S ′) داریم S ′ = S ∪ {C}فرض با حال C ≤ U(S) که دارند

است. تناقض این که بود نخواهد ͳجداشدن-k + ١ ،M

ماتریس به یΈسطر حداکثر کردن اضافه با آن�گاه باشد ͳ٢-جداشدنdماتریس ΈیM اگر [۶١] .٩.٣.٢ قضیه

ساخت. ͳجداشدن-d+ ماتریس١ Έی م�ͳتوان M

M به سطر Έی حداکثر کردن اضافه با (۵.٣.٢) قضیه به توجه با باشد ͳ٢-جداشدنd ،M م�ͳکنیم فرض اثبات.

Έی M لذا ١ ≤ d ≤ ٢d − ١ چون (٨.٣.٢) قضیه به توجه با و آورد بدست d-مجزا ماتریس Έی م�ͳتوان

است. ͳجداشدن-d+ ١ ماتریس



٣ فصل

ͳگروه آزمون برای بهینه کران�های

مقدمه ١.٣

کل تعداد با ͳگروه آزمون�های تعداد n ≤ ۵ برای کردند مشاهده که بودند ͳاشخاص اولین ٢ سین�ها و ١ ساها

افراد ͳشناسای برای نیاز مورد آزمون�های تعداد کاهش در ایستا و پویا ͳگروه آزمون ساختار .[۵۶] است برابر افراد

مورد آزمون�های تعداد روی را بهینه�ای کران فصل این در هستند. مفید نفر شش حداقل با مجموعه�ای میان از بیمار

دو حداکثر ͳشناسای برای ایستا ͳگروه آزمون که م�ͳدهیم نشان و م�ͳآوریم بدست ایستا و پویا ͳگروه آزمون در نیاز

ͳگروه آزمون ٢t ماکزیمم با پویا چندمرحله�ای ͳگروه آزمون و دارد آزمون ٢t حداقل به نیاز نفر ٢t میان از بیمار

پترسن گراف از استفاده با م�ͳتوان گروه اندازه روی ͳشرایط تحت که �دهیم ͳم نشان همچنین و م�ͳکنیم ͳمعرف را

ساخت. را بهینه�ای ͳگروه آزمون تعمیم�یافته

-قدرت�تشخیص dخاصیت و ایستا ͳگروه آزمون ساختار ٢.٣

ͳتوانای آزمون آن اگر است -قدرت�تشخیص d خاصیت دارای ͳگروه آزمون Έی [۵۵ ،۴١] تعریف١.٢.٣.

باشد. داشته را بیمار فرد d تشخیص

با Έبه�ی�Έی تناظر در R نتیجه بردار آن�گاه �باشد d-قدرت�تشخیص خاصیت دارای ͳآزمون�گروه Έی اگر

١Saha
٢Sinha

٢۶



٢٧ -قدرت�تشخیص D خاصیت و ایستا ͳگروه آزمون ساختار .٢.٣

است. D بیمار افراد مجموعه

متناظر ستون Ci که Ci = Cj اگر زیرا باشند. هم از Mمتمایز ͳستون بردارهای باید بودن ١-قدرت�تشخیص برای

دارد وجود j شخص که ͳگروه هر در این��صورت در باشد j سالم شخص با متناظر ستون Cj و i بیمار شخص با

شخص نم�ͳتوان این��صورت در که است مثبت دارد وجود j سالم شخص که ͳآزمون هر نتیجه لذا هست نیز iشخص

کرد. ͳشناسای را j

متفاوت دیΎر دلخواه ستون دو ͳدودوی جم΄ با دلخواه ستون دو هر ͳدودوی جم΄ باید بودن ٢-قدرت�تشخیص برای

ستون دو ͳدودوی جم΄ برابر b و a بیمار شخص دو با متناظر ستون دو ͳدودوی جم΄ اگر این�صورت غیر در باشد.

بیمار Έی حداقل دارد وجود هردو یا و d یا c که ͳگروه هر در این��صورت در باشد d و c سالم شخص دو با متناظر

باشند. سالم فرد دو این شامل و باشند ͳمنف آن�ها نتیجه�های که یافت نم�ͳتوان را ͳگروه�های یا گروه لذا دارد وجود هم

دارای این΋ه� برای ،ͳگروه آزمون Έی با متناظر ،Mt×n ماتریس برای ͳکاف و لازم شرط [٣١] .٢.٢.٣ قضیه

w(X) ≤ d که ،n×١ مرتبه از Y Xو ͳدودوی بردار دو هر ازای به که �است این باشد خاصیتd-قدرت�تشخیص

باشیم: داشته w(Y ) ≤ d و

MX = MY =⇒ X = Y .

متناظر افراد م�ͳکنیم فرض همچنین و �باشد خاصیتd-قدرت�تشخیص Mt×nدارای ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

خاصیت به بنا R١ = R٢ اگر لذا .MY = R٢ و MX = R١ که باشند بیمار افراد همان Xn×١ سطرهای با

لذا است بیمار افراد با Έبه�ی�Έی تناظر در نتیجه بردار همچنین و w(X) ≤ d این΋ه Mو بودن d-قدرت�تشخیص

.X = Y

باشد: Έبه�ی�Έی f(X) = MX تاب΄ م�ͳکنیم فرض م�ͳکنیم اثبات را قضیه ع΋س حال

f : {X| Xn×١ w(X) ≤ d} −→ {Y| Yt×١ ; f(X) = Y}.



٢٨ ͳگروه آزمون برای بهینه کران�های .٣ فصل

w(X) ≤ d که X هر برای (X, f(X)) نمایش :١.٣ جدول
X X١ X٢ · · · Xk

F (X) F (X١) F (X٢) · · · F (Xk)

م�ͳنویسیم. (١.٣) جدول در را (X, f(X)) ،w(X) ≤ d که X هر برای

که:

k = ١+
(
n
١

)
+
(
n
٢

)
+ . . .+

(
n
d

)
.

لذا: باشد d حداکثر بیماران تعداد اگر است شده Y نتیجه بردار و کرده�ایم مشخص را آزمون جواب م�ͳکنیم فرض

Y ∈ {f(X١), f(X٢), . . . , f(Xk)}.

م�ͳکند. مشخص را بیمار افراد Xi این��صورت در Y = f(Xi) م�ͳکنیم فرض

حداقل دارای مثبت تست هر که باشد بΎونه�ای ستون l ≤ d اگر که م�ͳکنیم ادعا دوم: قسمت برای دیΎری اثبات

C١, C٢, . . . , Cl م�ͳکنیم فرض هستند. بیمار ͳΎهم ستون l این آن�گاه باشد ستون l این در ناصفر درایه�ی Έی

شده مثبت که سطری هر لذا �باشند. C ′
١, C

′
٢, . . . , C

′
p بیمار افراد با متناظر ستون�های ͳول باشند، ͳستون�های چنین

داریم: فرض به بنا همچنین و باشد Έی درایه�ی دارای C ′
i ،١ ≤ i ≤ k ستون�های از ͳ΋ی در لااقل باید است

∪l
i=١Ci =

∪p
i=١C

′
i

است. تناقض این است بیمار افراد با Έبه�ی�Έی تناظر در نتیجه بردار که ͳآنجای از و

است. برقرار d = ١ برای زیر قضیه

t نمایش آن ستون�های که باشد ͳماتریس Mt×n ماتریس و ٢t−١ ≤ n < ٢t م�ͳکنیم فرض [٣١] .٣.٢.٣ قضیه

آزمون Έی ساختار با متناظر ماتریس به�عنوان Mt×n ماتریس آن�گاه باشد ،j = ١,٢, . . . , n ،j عدد ͳدودوی بیت

دارد. را بیمار Έی تشخیص قدرت و است تست�ها تعداد t و افراد تعداد n که است ͳگروه



٢٩ -قدرت�تشخیص D خاصیت و ایستا ͳگروه آزمون ساختار .٢.٣

است: زیر به�صورت آن ͳدودوی بیت t نمایش x عدد برای اثبات.

x = at−١٢t−١ + at−٢٢t−٢ + . . .+ a١٢+ a٠ ai ∈ {٠,١} ∀ i = ٠,١, . . . , t− ١ .

م�ͳشود: حاصل زیر به�صورت M ماتریس که

M =



٠ ٠ ٠
.

. . . .
.

٠ ٠ ٠
٠ ١ ١
١ ٠ ١


t×n

بوده متمایز M ماتریس ستون�های پس است متمایز دوبه�دو j = ١,٢, . . . , n اعداد ͳدودوی نمایش که ͳآنجای از

است. ١-قدرت�تشخیص خاصیت دارای و

ستون Έی کردن اضافه با دارد وجود بیمار فرد Έی دقیقاً که بدانیم (٣.٢.٣) قضیه در اگر [٣١] .۴.٢.٣ نتیجه

کنیم. کار ٢t−١ ≤ n ≤ ٢t با م�ͳتوانیم ماتریس به ͳته

ماتریس ساختار به توجه با زیرا است. ⌈n
٢
⌉ برابر گروه اندازه ماکزیمم (٣.٢.٣) قضیه در ،M ماتریس، برای

است. ١,٢, . . . , n اعداد ͳدودوی بسط در ٢i ضریب�های نشان�دهنده ،i = ٠,١, . . . , t − ١ ،Gi سطر هر M

سطر در صفر درایه�ی ٢i دارای ٠,١,٢, . . . ,٢i−١ ستون�های ازای به آوریم. بدست را |Gi|این�است هدف حال

به�همین و هستیم سطر این در Έی درایه�ی ٢i دارای ٢i,٢i + ١, . . . ,٢i+١ − ١ ستون�های ازای به و هستیم Gi

است. ⌈n
٢
⌉ برابر Gi اندازه ماکزیمم ستون nفرض با حال بود خواهیم صفر درایه دارای بعدی ستون ٢i در ترتیب

است. t برابر M ماتریس ستون�های وزن ماکزیمم n = ٢t − ١ فرض با

دارد. نیاز آزمون ٢t حداقل به ایستا ͳگروه آزمون هر d = ٢ و n = ٢t درحالت [٣١] .۵.٢.٣ قضیه

نتیجه بردار برای .g ≤ ٢t−١ که باشد ٢-قدرت�تشخیص خاصیت Mg×nدارای ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

ͳطرف از داریم. نتیجه بردار حالت، ٢٢t−١ حداکثر پس g ≤ ٢t−١ چون و دارد وجود متفاوت حالت ٢g ،Yg×١

است: زیر به�صورت داریم بیمار دو حداکثر که ͳزمان بیمار اشخاص بردار برای مم΋ن انتخاب�های حداکثر



٣٠ ͳگروه آزمون برای بهینه کران�های .٣ فصل

١+
(
n
١

)
+
(
n
٢

)
= ١+ ٢t−١ + ٢٢t−١ > ٢٢t−١

بیمار دو برای ͳشناسای قدرت M لذا نیست. بیمار افراد بردار با Έی به Έی تناظر در نتیجه بردار ͳیعن این و

است. تناقض این و ندارد را

یافته تعمیم پترسن گراف روی ͳگروه آزمون ساختار ٣.٣

دو کنیم. استفاده d = ٢ برای ایستا ͳگروه آزمون ساختار برای گراف�ها از که �است این هدف بخش این در

V که است (V,E) مانند �شده�ای مرتب زوج G گراف .[١١] پرداخته�اند موضوع این به مختصر بطور Ίوان و

است {vi, vj} به�صورت یال�ها از مجموعه��ای E و م�ͳشود نامیده G گراف رأس�های که است ͳغیر�ته مجموعه�ی

داشته وجود گراف در رأس دو این بین ͳیال اگر تنها و اگر مجاورند رأس دو هستند. گراف رأس�های vj و vi که

وقوع ماتریس باشند. Gگراف یال�های و رأس�ها به�ترتیب e١, e٢, . . . , em و v١, v٢, . . . , vn م�ͳکنیم فرض باشد.

vi رأس به ej یال اگر تنها و اگر است Έی آن از درایه ,i)-امین j) که است n×m مرتبه از ماتریس ΈیM(G)

دارای ستون هر لذا م�ͳگذرد رأس دو از فقط یال هر که ͳآنجای از است. صفر این�صورت غیر در باشد برخوردکرده

رأس n از دنباله Έی ͳتای-n دور Έی متمایزاند. M ستون�های باشیم، نداشته چندگانه یال اگر است. دو وزن

و بوده G گراف یال�های (ai, ai+١) ،١ ≤ i ≤ n ،i هر برای به�طوری�که است a١, a٢, ..., an به�صورت متمایز

.a١ = an+١

G گراف وقوع ماتریس M م�ͳکنیم فرض و م�ͳگیریم درنظر را G چندگانه یال فاقد گراف [٣١] .١.٣.٣ قضیه

باشد. ͳچهارتای یا سه دور فاقد G گراف اگر تنها و اگر است ٢-قدرت�تشخیص خاصیت دارای M باشد.

فرض و است ٢-قدرت�تشخیص خاصیت دارای که باشد Gگراف وقوع ماتریس ،M م�ͳکنیم فرض (⇐) اثبات.

مانند دو حداکثر وزن با Y و X متمایز و ͳدودوی بردارهای م�ͳتوان باشد. ͳچهارتای یا سه دور دارای G م�ͳکنیم

پس Mاست بودن ٢-قدرت�تشخیص خاصیت با تناقض این (٢.٢.٣) قضیه بنابر MXو = MY که یافت زیر
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نیست. ͳچهارتای یا سه دور دارای G

است: زیر وقوع ماتریس دارای باشد ͳسه�تای دور دارای G اگر

M =


١ ٠ ١ . . .
١ ١ ٠ . . .
٠ ١ ١ . . .
٠ ٠ ٠ . . .
. . . . . .
. . . . . .


دارند: وجود زیر مانند دو حداکثر وزن با Y و X متمایز و ͳدودوی بردار دو

X =



١
١
٠
.
.
.
٠


Y =



٠
١
١
٠
.
.
٠


: که

MX = MY =



١
١
١
٠
.
.
.


.

است: زیر وقوع ماتریس دارای باشد ͳچهار�تای دور دارای G اگر

M =



١ ٠ ٠ ١ . .
١ ١ ٠ ٠ . .
٠ ١ ١ ٠ . .
٠ ٠ ١ ١ . .
٠ ٠ ٠ ٠ . .
. . . . . .
. . . . . .


: است موجود زیر به�صورت ͳدودوی بردار دو این��صورت در
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X =



١
٠
١
٠
.
.
٠


Y =



٠
١
٠
١
٠
.
.
٠


: که

MX = MY =



١
١
١
١
٠
.
.


.

خاصیت Mدارای ماتریس فرضم�ͳکنیم همچنین و نیست ͳچهارتای یا سه دور گرافGدارای فرضم�ͳکنیم (⇒)

دارند وجود دو وزن حداکثر با Y و X متمایز ͳدودوی بردار دو (٢.٢.٣) قضیه بر بنا لذا نباشد ٢-قدرت�تشخیص

.MX = MY که

اثبات برای هستند. دو وزن دارای Y و X بردارهای از کدام هر است، چندگانه یال فاقد G گراف که ͳآنجای از

م�ͳگیریم: درنظر را زیر حالت�های ادعا این

w(X) = w(Y ) = ١: اول حالت

بردار لذا است دو وزن Mدارای ستون هر که آنجا از باشد. Έی درایه�ی دارای i-ام سطر Xدر بردار م�ͳکنیم فرض

هستند، ناصفر درایه�ی دارای Mکه از i-ام ستون متناظر سطرهای در که است Έی درایه�ی دو MXدارای ͳستون

دو دارای MY قبل حالت مشابه باشد. Έی درایه�ی دارای j ̸= i سطر در Y بردار م�ͳکنیم فرض دارند. قرار

ستون�های و i ̸= j چون و هستند j ستون در ناصفر درایه�ی دارای که است M از ͳسطرهای با متناظر Έی درایه�ی

است. تناقض این که MX ̸= MY لذا هستند هم از متمایز M

بلع΋س. یا و w(Y ) = ٢ و w(X) = ١ دوم: حالت

این که MX ̸= MY لذا است. w(MY ) = ۴ یا w(MY ) = ٣ و w(MX) = ٢ به�وضوح حالت این در
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است. تناقض

w(Y ) = ٢ و w(X) = ٢ : سوم حالت

X بردار م�ͳکنیم فرض است. چهار یا سه وزن =)MXدارای MY این�صورت( در که است برقرار سوم حالت لذا

باشند داشته اشتراک Έی M ماتریس از j و i ستون�های اگر حال باشد ناصفر درایه�ی دارای j و i سطرهای در

M از را زیر ماتریس زیر لازم ستون�های و سطر ͳجابه�جای با که است سه وزن دارای MX بردار این��صورت در

داشت: خواهیم ١ ٠ ١
١ ١ ٠
٠ ١ ١


م�ͳدهند. ͳتای سه دور تش΋یل معادل�اند فوق ستون�های با که ͳیال�های حال

که است چهار وزن MXدارای بردار این��صورت در باشند نداشته ͳاشتراکM ماتریس از j و i ستون�های اگر حال

داشت: خواهیم M از را زیر ماتریس زیر لازم ستون�های و سطر ͳجابه�جای با
١ ٠ ٠ ١
١ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١


است. برقرار ح΋م لذا م�ͳدهند. ͳتای چهار دور تش΋یل معادل�اند فوق ستون�های با که ͳیال�های حال

در شوند. داده ارجاع ͳگروه آزمون ساختار گراف�های به م�ͳتوانند م�ͳکنند صدق فوق قضیه در که ͳگراف�های

ͳگروه آزمون ساختار گراف�های نوع از آن�ها که م�ͳدهیم نشان و م�ͳکنیم ͳمعرف را یافته تعمیم پترسن گراف ادامه

یافته تعمیم پترسن گراف از استفاده با را ٣ واکیل توسط شده مطرح مسأله برای متناوب حل Έی همچنین هستند.

است. ۴ پترسن گراف یال پانزده و رأس ده با ،P (١٠,١۵) زیر، گراف .[٣۶ ،٣۵] م�ͳدهیم ارائه

داد: نشان زیر به�صورت آن�را م�ͳتوان که است، سه درجه از رأس هر و است ͳچهارتای یا سه دور فاقد گراف این

٣Vakil
۴Petersen graph



٣۴ ͳگروه آزمون برای بهینه کران�های .٣ فصل

پترسن گراف :١.٣ ش΋ل

پترسن گراف از دیΎر ͳنمایش :٢.٣ ش΋ل

به�صورت n ̸= ۶ ،n ⩾ ۵ برای یال ٣n و رأس ٢n با P (٢n,٣n) یافته تعمیم پترسن گراف م�ͳتوانیم همچنین

زیرساخت:

م�ͳگیریم. درنظر را B = (b١, b٢, . . . , bn) و A = (a١, a٢, . . . , an) مانند مجزا ͳتای-n دور دو با گراف Έی

و ٢ ≤ k ≤ n− ٢ که j ≡ ik + c (mod n) اگر دارد وجود یال bj و ai رأس دو بین i = ١,٢, . . . , n برای

اضافه یال�های مجموعه .١ ≤ c ≤ n−١ لذا م�ͳشود برده n پیمانه به cثابت مقدار و است اول n به نسبت k ثابت
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یافته تعمیم پترسن گراف از ͳنمایش :٣.٣ ش΋ل

(٢.٣) ش΋ل در پترسن گراف� �یال�های مجموعه مثال برای م�ͳدهیم. نمایش A (n,k,c)
=⇒ B با را B به A از شده

است. A (۵,٣,٣)
=⇒ B به�صورت

است. ͳچهارتای یا سه دور بدون فوق روش به شده ایجاد گراف که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت

داریم: لذا باشند مجاور bj و ai م�ͳکنیم فرض

j ≡ ik + c (mod n).

باشد داشته وجود ͳیال bj به ai+١ از باشد قرار اگر حال دارد، وجود یال ai+١ به ai از لذا است دور ΈیA چون

باشد: برقرار زیر رابطه باید

j ≡ (i+ ١)k + c ≡ ik + c+ k ≡ j + k (mod n).

لذا: است اول n به نسبت k چون

j + k ̸≡ j (mod n).

است. ͳسه�تای دور بدون گراف نتیجه در

ͳیال bj به ai از م�ͳکنیم فرض حال دارد. وجود یال bj+١ به bj از و ai+١ به ai از لذا هستند دور B و A چون

باشیم: داشته باید باشد موجود ͳیال bj+١ به ai+١ از اگر حال باشد داشته وجود
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j + ١ ≡ (i+ ١)k + c ≡ ik + c+ k ≡ j + k (mod n).

لذا k ⩾ ٢ چون

j + k ̸≡ j + ١ (mod n).

که م�ͳگیریم درنظر را B٢ به A٢ از و B١ به A١ از ͳیال�های مجموعه� با G٢ و G١ ،P (٢n,٣n) پترسن گراف دو

.A٢
(n,k,c)
=⇒ B٢ و A١

(n,k,c)
=⇒ B١

که A١
(n,k,c٠)
=⇒ B٢ همچنین و A٢

(n,k,c)
=⇒ B١ به�صورت ͳیال�های مجموعه کردن اضافه با را G٢ و G١ گراف دو

م�ͳدهیم. ارتباط c ̸= c٠

ͳچهارتای و سه دور فاقد گراف :۴.٣ ش΋ل
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ͳچهارتای یا سه چرخه دارای ͳگراف چنین که داد نشان بالا مانند م�ͳتوان c٠ و k, c ثابت مقادیر انتخاب با

نیست.

گراف در به�وضوح م�ͳشود داده نشان G١
(n,k,c,c٠)
=⇒ G٢ به�وسیله G٢ و G١ دوگراف بین یال�ها کردن اضافه فرایند

است. چهار رأس هر درجه حاصل

را آن از یال هر و p(٢m,٣m) پترسن گراف با را G رأس هر م�ͳگیریم درنظر را G ،p(٢n,٣n) پترسن، گراف

فاقد که است یال ١٢mn و رأس ۴mn با حاصل G∗ گراف م�ͳکنیم جایΎزین (n, k, c, c٠) یال�های مجموعه با

است. ͳچهارتای یا سه دور

گراف Έی با را رأس هر و م�ͳکنیم شروع (ͳتای چهار و سه دور (بدون ͳگروه آزمون گراف Έی با ابتدا واق΄ در

گراف Έی این��صورت در م�ͳکنیم جایΎزین (n, k, c, c٠) یال�های مجموعه با را یال هر و p(٢m,٣m) پترسن

م�ͳشود. حاصل ͳگروه آزمون گراف Έی (١.٣.٣) قضیه به بنا لذا داریم ͳچهارتای و سه دور بدون

برخوردکننده�ی ویال��های رأس�ها از زیرمجموعه��ای کردن حذف با ͳگراف هر ͳگروه آزمون ساختار در بنابراین

م�ͳشود. حاصل فوق گراف�های

استفاده مورد ͳگروه آزمون گراف نتای; از استفاده با بیمار افراد ͳشناسای در م�ͳتواند �است آمده ادامه در که قواعدی

گیرد. قرار

افراد با متناظر یال�های که هستند گروه�ها �دهنده نشان رأس�ها و افراد نشان�دهنده یال�ها ͳگروه آزمون گراف�های در

که �است این هدف لذا م�ͳشوند. نامیده� مثبت رأس�های مثبت گروه�های با متناظر راس�های و بیمار یال�های بیمار

نداشتن به دلیل مثبت رأس نداشتن که است ΀واض کنیم. ͳشناسای شده ارائه مثبت رأس�های براساس را بیمار یال�های

است. مثبت یال

Έی فقط ͳیعن این و است بیمار یال تنها رأس دو این بین دهنده ارتباط یال داریم بیمار رأس دو فقط این΋ه مورد در

دارد. وجود بیمار فرد

یال رأس�ها این به دهنده ارتباط یال دو بیمار رأس سه مورد در داریم بیمار رأس چهار یا سه بیمار فرد دو مورد در



٣٨ ͳگروه آزمون برای بهینه کران�های .٣ فصل

رأس سه این با دهنده ارتباط یال دو فقط بنابراین ندارد وجود ͳتای سه دور گراف در که ͳآنجای از ) است بیمار

گراف در چون ) باشد رأس چهار این از ͳگراف زیر در یال سه یا دو م�ͳتواند بیمار رأس چهار مورد در دارد). وجود

یال سه این یال، سه مورد در و هستند بیمار یال به�عنوان یال دو این یال دو مورد در ( ندارد وجود ͳتای چهار دور

که آنجا از هستند. بیمار یال�های زنجیر این از ͳانتهای یال دو به�وضوح که م�ͳدهند تش΋یل سه به�طول زنجیر Έی

باشد. بیمار رأس چهار از بیشتر نم�ͳتواند d = ٢

برای که م�ͳکند استفاده بهینه ͳگروه آزمون ساختن برای را بنیادی ت΋نی�Έهای ساختار ͳمعین موارد در واکیل

است. آزمون ۵٠ و نفر ١٧۵ با بهینه ͳگروه آزمون Έی شامل d = ٢

واکیل پیشنهادی گراف :۵.٣ ش΋ل

i-ام دایره فوق گراف در م�ͳگیریم. درنظر را C١, C٢, . . . C١٠ مجزای دوبه�دو ͳپن;�تای دور ده شامل گراف Έی

مجموعه م�ͳکند وصل هم به را آن�ها که ͳان�های΋پی و م�ͳدهد نمایش i = ١,٢, . . . ,١٠ برای را Ci ͳپن;�تای دور

م�ͳشود. اضافه گراف به زیر به�صورت که است ͳیال�های
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است: زیر به�صورت Ci+۵ و Ci±٣ ،Ci±١ به Ci از شده اضافه یال�های مجموعه i = ١,٣,۵,٧ برای

Ci
p

=⇒ Ci±١،

Ci
q

=⇒ Ci±٣،

Ci
r

=⇒ Ci+۵

رابط اگر به�وضوح م�ͳشوند. داده ارجاع رابط�ها به�عنوان r = (۵,٢,١) و q = (۵,٢,٢) ،p = (۵,٢,٠) که

بود. خواهد x̄ = (۵,٣,٢c) به�صورت A به B رابط باشد داشته وجود B به A از x = (۵,٢, c)

از بدون باشد موجود گراف در Cc و Cb ،Ca ͳسه�تای دور م�ͳکنیم فرض ندارد. وجود ͳسه�تای دور فوق گراف در

دور از ͳیال�های مجموعه که آنجا از و است زوج c و فرد b لذا باشد زوج a م�ͳکنیم فرض� مسأله کلیت دادن دست

است. ͳسه�تای دور بدون گراف پس ندارد وجود ( فرد به فرد (یا زوج به زوج

، Cb ، Ca ͳپن;�تای دور چهار دارای باید گراف در دوری چنین زیرا ندارد وجود ͳچهارتای دور گراف در همچنین

زیر رابط�های از ͳ΋ی باید ͳچهارتای دور .این است زوج b, d و فرد c لذا است فرد a م�ͳکنیم فرض باشد Cd و Cc

باشد:

qr̄qr̄ , pq̄qq̄ , pq̄qr̄ , pq̄rq̄ , pr̄qq̄ , pp̄qr̄ , pp̄rq̄ , pq̄p̄r , pq̄pq̄ , pr̄pr̄ , pp̄pq̄

شد. نخواهند ͳچهارتای دور Έی ایجاد به منجر هیچ΋دام که م�ͳبینیم ͳبه�سادگ گراف روی حالت�ها این ͳبررس با
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مرحله چند با ͳگروه آزمون ۴.٣

م�ͳگیرد. انجام ایستا آزمون Έی مرحله هر در که م�ͳگیریم درنظر را چندمرحله با پویا ͳگروه آزمون بخش این در

xy اول مرحله در که دارد وجود دومرحله با پویا ͳگروه آزمون Έی نفر، xy و d = ٢ برای [٣١] .١.۴.٣ قضیه

م�ͳشود. انجام آزمون y − ١ حداکثر دوم مرحله ودر آزمون

م�ͳدهیم. نمایش x برمبنای رقم y با را آن�ها و م�ͳکنیم شماره�گذاری xy−١ تا ٠ اعداد با را فرد xy ابتدا در اثبات.

افرادی ͳتمام شامل Gj
i که م�ͳدهیم تش΋یل را Gj

i گروه�های j = ٠,١, . . . , x − ١ و i = ١,٢, . . . , y برای

،i هر برای لذا است نفری xy−١ گروه Έی Gj
i ،j ثابت برای به�وضوح دارند. i-ام م΋ان در را j عدد که است

م�ͳدهند. تش΋یل را فرد xy با بخش Έی G٠
i , G

١
i , . . . , G

x−١
i

i = ١ G٠
١ G١

١ . . . Gx−١
١ ،

i = ٢ G٠
٢ G١

٢ . . . Gx−١
٢ ،

... ...

i = y G٠
y G١

y . . . Gx−١
y .

نداریم. بیماری فرد Ϳهی آن�گاه باشیم نداشته ͳمثبت نتیجه�ی اگر م�ͳکنیم. آزمایش را Gj
i گروه xy اول مرحله در

به توجه با که داریم بیمار فرد Έی دقیقاً آن�گاه است مثبت Gj
i که باشد موجود j مقدار Έی فقط ،i هر به�ازای اگر

دو یا Έی برای i هر به�ازای لذا d = ٢ چون ͳطرف از کرد. ͳشناسای را بیمار فرد م�ͳتوان ͳبه�راحت مثبت گروه�های

باشد مثبت نتیجه دارای Gj
i ،j از دومقدار برای که باشد موجود i Έی حداقل اگر دارد. مثبت نتیجه Gj

i ،j عدد

م�ͳرویم. دوم مرحله سراغ به و است موجود بیمار فرد دو قطعاً آن�گاه

باشد چنین j از مقدار دو اگر حال است. مثبت نتیجه دارای Gj
i ،j از مقدار دو برای حداکثر i هر برای که دیدیم

مقدار برابر را i٢ و i١ باشد مثبت Gj
i ،j از مقدار Έی برای فقط اگر و باشند i٢ و i١ عنصر دو آن م�ͳکنیم فرض



۴١ مرحله چند با ͳگروه آزمون .۴.٣

بنابراین نیست). بودن متمایز به نیاز (که داریم عنصر ٢y کل در و عنصر دو i هر به�ازای بنابراین م�ͳدهیم. قرار j

بیمار آن�ها با متناظر افراد که دارد وجود حالت دو حالات این بین از که داریم حالت ٢y حداکثر ͳتای- y هر برای

باشند. متفاوت مقدار دو i٢ و i١ ،i = ١ برای که م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل مسأله کلیت به این΋ه بدون هستند.

است، گرفته قرار ١١ رقم آن�ها اول م΋ان در که افرادیست ͳتمام شامل که را G گروه بالا، در نفر ٢y میان از

با (۴.٢.٣) نتیجه بنابر که دارد بیمار فرد Έی دقیقاً که است نفر ٢y−١ شامل گروه این بنابراین م�ͳگیریم. درنظر

دوم بیمار فرد ͳبه�راحت بیمار فرد اولین تشخیص از بعد کرد. ͳشناسای را بیمار فرد م�ͳتوان تست y − ١ از استفاده

آزمون xy+ y− ١ به نیاز پویا آزمون در نفر xy ازمیان بیمار فرد دو حداکثر تشخیص برای پس م�ͳشود. ͳشناسای

است.

٢n ازمیان را بیمار فرد دو حداکثر م�ͳتواند که دارد وجود چندمرحله�ای ͳگروه آزمون Έی [٣١] .٢.۴.٣ قضیه

کند. ͳشناسای آزمون ٢n حداکثر با نفر

گروه�های به�وضوح م�ͳدهیم. نمایش ͳدودوی بیت n با را آن�ها و م�ͳکنیم مرتب ٢n−١ تا ٠ از را نفر ٢n ابتدا در

گروه�های روی آزمایش نتیجه اگر هستند. ٢n تمام شامل گروه دو این لذا نفراند ٢n−١ دارای کدام هر G١
١ و G٠

١

دقیقاً آن�گاه باشند داشته مثبت نتیجه�ی گروه، دو هر اگر و ندارد وجود بیماری فرد Ϳهی ͳیعن باشد ͳمنف G١
١ و G٠

١

دارد. وجود بیمار فرد دو یا Έی آن�گاه باشد مثبت Gj١
١ مثل گروه Έی نتیجه اگر حال دارد. وجود بیمار فرد دو

j١ که افرادیست ͳتمام شامل Gj
٢ ،j = ٠,١ برای به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را G١

٢ و G٠
٢ گروه دو حالت این در

برای را روند این و م�ͳدهیم انجام آزمایش گروه دو این روی و است بیت دومین به�عنوان j و بیت اولین به�عنوان

(١+r)-امین م�ͳکنیم فرض حال باشیم. بیمار فرد Έی دقیقاً دارای به�طوری�که م�ͳدهیم انجام دیΎر زوج�های تمام

Gj١
١ , G

j٢
٢ , . . . , G

jr
r گروه�های م�ͳکنیم فرض باشیم. مثبت نتیجه دو دقیقاً دارای که باشد مرحله�ای اولین مرحله،

گروه دو هر r)-ام + ١) مرحله در و مثبت) آزمون Έی مرحله هر (در هستند مثبت نتیجه دارای اول مرحله r در

م�ͳگیریم: درنظر را زیر گروه دو این��صورت در مثبت�اند. G١
r+١ و G٠

r+١
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است. j١, j٢, . . . , jr,٠ آن�ها اول بیت r + ١ که افرادیست ͳتمام شامل اول گروه

است. j١, j٢, . . . , jr,١ آن�ها اول بیت r + ١ که افرادیست ͳتمام شامل دوم گروه

n− r− ١ با (۴.٢.٣) نتیجه بر بنا لذا دارند بیمار فرد Έی دقیقاً که است نفر ٢n−r−١ دارای گروه هر به�وضوح

آنجا از و است نیاز مورد آزمون ٢(n− r− ١) به مرحله این در بنابراین کرد ͳشناسای را بیمار فرد م�ͳتوان آزمایش

٢(n − r − ١) + ٢(r + ١) = ٢n با بنابراین م�ͳگیرد صورت آزمایش ٢(r + ١) اول مرحله r + ١ در که

کرد. ͳشناسای نفر ٢n میان از را بیمار دو حداکثر م�ͳتوان آزمایش



۴ فصل

آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های

مقدمه ١.۴

خطا وجود فرض با که ͳوریتمΎال همچنین و م�ͳشود ͳمعرف ͳگروه آزمون ͳمعمول مدل الΎوریتم ابتدا فصل این در

بخش در با�خطا پوچΎر مدل و پوچΎر مدل الΎوریتم�های م�ͳدهیم. ارائه کند، ͳشناسای را بیمار افراد تمام م�ͳتواند

م�ͳشوند. ͳمعرف هم�تافت مدل الΎوریتم�های چهارم بخش در م�ͳگیرند. قرار ͳبررس مورد فصل این سوم

که است ͳگروه آزمون ͳمعمول مدل از ͳتعمیم آستانه مدل م�ͳکنیم. �ͳمعرف را ١ آستانه ͳگروه آزمون انتها در

مثبت افراد، کل از زیرمجموعه�ای روی ͳگروه آزمون نتیجه مدل این در .[٧] شد مطرح ٢ Έدِم̃ش توسط اولین�بار

باشد. داشته وجود زیرمجموعه در بیمار l(< u) حداکثر اگر است ͳمنف و باشد بیمار u حداقل شامل اگر است

ͳمعمول مدل الΎوریتم�های ٢.۴

به�طوری�که م�ͳشود. ͳمعرف ماتریس -(٠,١)Έی با معمولا˦ ایستا ͳگروه آزمون شد، اشاره اول فصل در که همانطور

Έی (ͳمنف) مثبت ͳخروج با گروه Έی م�ͳدهند. تش΋یل را ماتریس ستون�های افراد، و ماتریس سطرهای گروه�ها،

همچنین و باشد بیمار فرد Έی با متناظر مثبت، ستون به�عنوان C+ م�ͳکنیم فرض م�ͳشود. نامیده (ͳمنف) مثبت گروه

م�ͳکنیم: تعریف است، R بردار�نتیجه این΋ه فرض با باشد. سالم فرد Έی با متناظر ،ͳمنف ستون به�عنوان C−

١threshold group testing
٢Damaschke

۴٣
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tR٠ (C) ≡ |C \R|.

به�وضوح م�ͳدهد. نشان را م�ͳشود ظاهر آن�ها Cدر ستون با متناظر فرد که ͳمنف ͳخروج با ͳگروه�های تعداد tR٠ (C) که

tR٠ (C
+) = ٠ ،C+ مثبت ستون هر برای و است tR٠ (C−) ≥ ١ ،C− ͳمنف ستون هر برای ایستا ͳگروه آزمون در

م�ͳکنیم: تعریف همچنین است.

tR١ (C) ≡ |C ∩R|.

م�ͳدهد. نشان را م�ͳشود ظاهر آن�ها در C ستون با متناظر فرد که مثبت ͳخروج با ͳگروه�های تعداد tR١ (C) که

است. ͳمعمول ͳگشای کد برای ابزار Έی زیر الΎوریتم

ITEM SELECTION(N,R,D, e)

٠ for each item C ∈ N

١ compute tR٠ (C)
٢ if tR٠ (C) ≤ e
٣ then D ←− D ∪ C

۴ return D

تعداد حداکثر e و م�ͳدهد نشان را ͳگروه آزمون در شرکت�کننده افراد کل با متناظر ستون�های N فوق الΎوریتم در

D مجموعه و م�ͳآورد بدست را tR٠ (C) مقدار فرد هر برای الΎوریتم است. ͳخروج بردار در افتاده اتفاق خطاهای

مثبت گروه e حداکثر در ،R مجموعه ͳخروج تحت که، است افرادی همه شامل D مجموعه م�ͳشود. برگردانده

پارامترهای اما هستند، الΎوریتم زیر به�عنوان فوق الΎوریتم دارای الΎوریتم�ها همه فصل این در م�ͳشوند. ظاهر

الΎوریتم دارد، وجود N مجموعه در مثبت ستون d حداکثر این΋ه فرض با است. متفاوت مدل هر نیاز به بسته آن�ها

داریم. را زیر ٣ d-پایه

٣d-basic algorithm
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d−BASIC ALGORITHM

٠ use a d− disjunct matrix

١ R← the outcome− set
٢ D ← ∅
٣ ITEM SELECTION(N,R,D,٠)

م�ͳکند. ͳشناسای را بیمار فرد d حداکثر d-پایه الΎوریتم [۶] .١.٢.۴ قضیه

ͳمنف ستون دارد. وجود N مجموعه در مثبت ستون d حداکثر م�ͳکنیم فرض .tR٠ (C+) = ٠ است ΀واض اثبات.

ستون که دارد وجود سطر Έی حداقل ͳمجزای-d خاصیت بنابر م�ͳگیریم. درنظر را مثبت ستون d اجتماع و C−

بنابراین هستند. صفر درایه�ی دارای سطر این در ستون d این از Έی هر ͳول Έی درایه�ی دارای سطر آن در C−

م�ͳکنند. صدق مثبت ستون�های فقط tR٠ (C) = ٠ شرط در لذا .tR٠ (C−) ≥ ١ پس است ͳمنف سطر این ͳخروج

است. بیمار) (افراد مثبت ستون�های با مجموعه�ای D بنابراین

آزاد خطا مدل الΎوریتم ١.٢.۴

را بیمار d حداکثر م�ͳتواند ͳخروج در خطا e حداکثر وجود فرض با که م�ͳدهیم ارائه را ͳوریتمΎال بخش این در

ستون d+١ هر برای اگر م�ͳنامیم -مجزا (d, e) را ماتریس Έی شد یΈگفته فصل در که همانطور کند. ͳشناسای

باشیم: داشته C٠, C١, ...Cd

|C٠ \ ∪d
i=١Ci| ≥ e.

١ ≤ i ≤ d ،Ci ستون هر و است Έی درایه دارای C٠ سطرها این در که است موجود سطر e حداقل این΋ه ͳیعن

است. صفر درایه دارای

آن به�اختصار که داریم را زیر ۴ آزاد ,d)-خطا e) الΎوریتم ͳخروج در خطا e و بیمار d حداکثر وجود فرض با

م�ͳدهیم. نمایش (d, e)− E الΎوریتم با، را

۴ (d, e) - error-tolerant algorithm
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(d, e)− E ALGORITHM

٠ use a (d;٢e+ ١)− disjunct matrix
١ R← the outcome− set

٢ D ← ∅
٣ ITEM SELECTION(N,R,D, e)

کند. ͳشناسای را بیمار فرد d حداکثر م�ͳتواند آزاد ,d)-خطا e) الΎوریتم Έی [۶] .٢.٢.۴ قضیه

وجود N مجموعه در مثبت ستون d حداکثر همچنین و دهد رخ ͳخروج در خطا e حداکثر م�ͳکنیم فرض اثبات.

از استفاده با C− ͳمنف ستون هر برای م�ͳگیریم. درنظر را مثبت ستون d اجتماع و C− ͳمنف ستون باشد. داشته

است Έی درایه�ی دارای سطر�ها آن در C− که دارد وجود سطر ٢e + ١ حداقل ͳمجزای- (d,٢e + ١) خاصیت

ͳمنف باید سطرها این با متناظر گروه�های نتیجه بنابراین هستند. صفر درایه�ی دارای مثبت ستون d از Έی هر ͳول

تا e + ١ حداقل نتیجه حالت این در که باشد داشته وجود ͳخروج در خطا e که است این حالت بدترین باشند.

هر برای ͳخروج در خطا e حداکثر گرفتن درنظر با ͳطرف از .tR٠ (C−) ≥ e + ١ لذا هستند، ͳمنف گروه�ها از

ͳشناسای را سالم و بیمار افراد م�ͳتوانیم tR٠ (C) تاب΄ از استفاده با بنابراین .tR٠ (C+) ≤ e داریم C+ مثبت ستون

کنیم.
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(EI)رΎپوچ با آزاد خطا مدل ٣.۴

افراد درنظرگرفتن بدون گروه Έی در پوچΎر Έی حداقل وجود که باشد، پوچΎرها از مجموعه�ای I م�ͳکنیم فرض

با آزاد ,d)-خطا h, e) الΎوریتم ͳخروج در پوچΎر h حداکثر وجود فرض با م�ͳکند. ͳمنف را گروه نتیجه بیمار

(d, h, e)−EI الΎوریتم با، به�اختصار را پوچΎر با آزاد ,d)-خطا h, e) الΎوریتم Έی داریم. را زیر ۵ پوچΎر

م�ͳدهیم. نمایش

(d, h, e)− EI ALGORITHM

٠ use a (d+ h;٢e+ ١)− disjunct matrix

١ R← the outcome− set
٢ D ← ∅
٣ O ← ∅
۴ for every item C ∈ N
۵ compute tR١ (C)
۶ if tR١ (C) ⩽ e
٧ then O ← O ∪ C

٨ for all h− subsets S ⊆ O
٩ R← R ∪ (

∪
∈sC)

١٠ ITEM SELECTION(N \O,R,D, e)

کردن پیدا را ͳاصل هدف و نمود ارائه خطا بدون پوچΎر مدل برای را ایستا الΎوریتم Έی ابتدا [۴٧] ۶ دیاچ΋وو

h ≤ h′ که Nرا از زیرمجموعه
(
n
h′

)
تمام الΎوریتم این در داد. قرار پوچΎرها توسط شده ͳخنث مثبت خروج�ͳهای

این در کردند. ͳمعرف خطا گرفتن درنظر با را بهتری کدگشای الΎوریتم� [٢٣] لایو و Ίوان م�ͳکنیم. جستجو

در است. بیمار فرد بدون و پوچΎرها همه مجموعه O که م�ͳکند پیدا کاهش
(|O|

h

)
به تعدادجستجو��ها الΎوریتم

زیرمجموعه چهار به را N مجموعه سپس و م�ͳکنیم محاسبه فرد هر برای را tR٠ (C) و tR١ (C) ابتدا الΎوریتم این

در که م�ͳدهیم ارائه� را ساده�ای الΎوریتم حال هستند. جدا بیمار افراد از پوچΎرها به�طوری�که م�ͳکنیم تقسیم�بندی

۵ (d, e) - error-tolerant inhibitor algorithm
۶D,yachkov



۴٨ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

م�ͳشناسیم مثبت ستون به�عنوان را C ستون م�ͳکنیم. جم΄�آوری را ،O پوچΎرها، همه مجموعه�ی ابتدا الΎوریتم این

. S توسط شده تنظیم ͳخروج بردار تحت ،tR٠ (C) ≤ e به�طوری�که باشد داشته وجود S ⊆ O اگر

ͳشناسای (d, h, e) − EI مدل تحت را بیمار افراد همه م�ͳتواند (d, h, e) − EI الΎوریتم [۶] .١.٣.۴ قضیه

کند.

شامل O م�ͳدهیم نشان ابتدا م�ͳکند. کار (d, h, e)−E مدل برای (d, h, e)−E الΎوریتم م�ͳدهیم نشان اثبات.

ͳشخص هر ͳمجزای - (d + h,٢e + ١) خاصیت بنابر نیست. بیماری فرد Ϳهی شامل ͳول است پوچΎرها همه

گروه e حداکثر در C+ مثبت ستون م�ͳکنیم فرض نیست. بیمار باشد داشته وجود مثبت گروه e حداکثر در که

است. سالم دلخواه ستون Έی C− که م�ͳگیریم درنظر را (P ∪ I ∪ C−) \ C+ ستون d+ h باشد. داشته وجود

آن در فوق ستون d+ h از Έی هر که دارد وجود سطر ٢e+ ١ حداقل ͳمجزای-(d+ h,٢e+ ١) بنابرخاصیت

C+ ستون که ͳآنجای از است. Έی درایه�ی دارای سطرها آن در C+ ستون ͳول هستند صفر درایه�ی دارای سطرها

گروه e حداکثر با تناقض این که هستند مثبت سطرها این با متناظر پوچΎر بدون گروه�های ͳخروج لذا است مثبت

است. برقرار ͳخروج در خطا e حداکثر وجود با حالت، بدترین در ͳحت موضوع این است. C+ شدن ظاهر مثبت

است. بیمار بدون و پوچΎرها همه� شامل O بنابراین

زیرمجموعه هر برای م�ͳگیریم. درنظر را بیمار ستون d حداکثر با P مجموعه و C− ∈ N \ O سالم ستون

هر به�طوری�که دارد وجود سطر ٢e + ١ حداقل ͳمجزای- (d + h,٢e + ١) بنابرخاصیت O از S h-عضوی

دارای سطرها این در C− ͳول هستند صفر درایه�ی دارای سطرها این در K = P ∪ S ستون d + h از Έی

با حال باشد. ͳمنف خطا از صرفنظر با سطرها این با متناظر گروه�های ͳخروج باید به�وضوح است. Έی درایه�ی

الΎوریتم بر بنا حال .tR٠ (C−) ≥ (٢e + ١) − e = e + ١ داریم ͳخروج در خطا e حداکثر گرفتن درنظر

مجموعه بنابراین نم�ͳکند صدق tR٠ (C
−) ≤ e شرط در C− هر ITEM SELECTION(N \O,R,D, e)

نیست. ͳسالم فرد Ϳهی دارای D



۴٩ (EI)رΎپوچ با آزاد خطا مدل .٣.۴

ͳخروج با ͳگروه�های در فقط ،N \ O از C+ بیمار فرد هر م�ͳگیریم. درنظر را O از S -عضوی h زیرمجموعه

حداکثر در C+ دارد وجود ͳخروج در خطا e که حالت بدترین در م�ͳشود. ظاهر R∪ (
∪

C∈S C) مجموعه جدید

فوق مباحث به توجه با م�ͳشود. ظاهر D مجموعه در بیمار فرد هر بنابراین م�ͳشود. ظاهر ͳمنف نتیجه� با گروه e

است. بیمار افراد تمام با مجموعه�ای (d, h, e)− EI الΎوریتم ͳخروج که گرفت نتیجه م�ͳتوان

(GEI)رΎپوچ با آزاد خطا ͳمعمول مدل ١.٣.۴

از صرفنظر گروه Έی در پوچΎر Έی تنها وجود که است پوچΎرها از نوع ساده�ترین قبل بخش در شده بحث مدل

وجود به�طوری�که داد تعمیم -پوچΎر k مدل به م�ͳتوان را مدل این م���ͳدهد.[۴۶] ͳمنف� نتیجه آن در بیمار افراد وجود

م�ͳتوان مثلا̈ باشیم، داشته را پیچیده�تری فرضیات م�ͳتوانیم همچنین م�ͳدهد. ͳمنف نتیجه گروه Έی در پوچΎر k

م�ͳکند. ͳخنث را بیمار فرد g با مجموعه�ای پوچΎر k با مجموعه هر کرد فرض

مدل تحت -مجزا (d + h,٢e + ١) ماتریس Έی که است این شد مطرح [۴٢] ٧ Ίچان توسط که نتیجه Έی

است این مدل این هدف م�ͳکند. ͳشناسای را بیمار افراد تمام (d, h, e) − EI مدل ͳبه�خوب (d, h, e) − GEI

افراد از پوچΎرها کردن جدا مدل این در اما م�ͳدهد، نمایش را پوچΎرها توسط شده� ͳخنث مثبت نتای; همه�ی که

تمام O h-عضوی زیرمجموعه�های تمام کردن جستجو بجای بنابراین نم�ͳگیرد. انجام پیشرفته به�صورت بیمار

داریم را زیر پوچΎر با آزاد ,d)-خطا h, e) ͳمعمول الΎوریتم م�ͳکنیم. جستجو را N h-عضوی زیر�مجموعه�های

م�ͳدهیم. نمایش (d, h, e)−GEI الΎوریتم با، را آن به�اختصار که

(d, h, e)−GEI ALGORITHM

٠ use a (d+ h;٢e+ ١)− disjunct matrix
١ R← the outcome− set

٢ D ← ∅
٣ for all h− subsets S ⊂ N
۴ R← R ∪ (

∪
∈S C)

۵ ITEM SELECTION(N \ S,R,D, e)
٧Chang



۵٠ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

ͳشناسای (d, h, e)−GE مدل تحت را بیمار افراد تمام م�ͳتواند (d, h, e)−GEIوریتمΎال [۶] .٢.٣.۴ قضیه

کند.

است. (١.٣.۴) قضیه اثبات مشابه اثبات.

(EC) آزاد هم�تافتخطا مدل برای الΎوریتم�هایکدگشا ۴.۴

برای م�ͳگیریم. درنظر ͳخروج در خطا e حداکثر گرفتن درنظر با هم�تافت مدل روی را مسأله EC مدل در

م�ͳکنیم: تعریف افراد از X زیرمجموعه��ی

tR١ (X) ≡ |(∩X) ∩R| tR٠ (X) ≡ | ∩X \R|،

∩X م�ͳدهند. نمایش را م�ͳشوند ظاهر آن�ها در X اعضای از Έی هر که را ͳمنف یا و مثبت گروه�های تعداد که

دارند. وجود آن�ها در X اعضای از Έی هر که م�ͳدهد نشان را ͳگروه�های مجموعه

دادند. ارائه را -مجزا (d, r] ماتریس آزاد خطا حالت [۵٧] استینسون و ٨ وی

باشیم: داشته C١, C٢, ..., Cd+r ستون d+ r هر برای اگر م�ͳشود نامیده -مجزا (d, r; z] ͳدودوی ماتریس Έی

|
∩r

i=١Ci \
∪d+r

i=r+١Ci| ≥ z.

COMPLEX SELECTION(H,R,D, e)

٠ for each item X ∈ H
١ compute tR٠ (X)
٢ if tR٠ (X) ≤ e
٣ then D ←− D ∪X

۴ return D

٨Wei



۵١ (EC) آزاد خطا هم�تافت مدل برای کدگشا الΎوریتم�های .۴.۴

زیر ٩ آزاد ,d)-هم�تافتخطا r; e) الΎوریتم م�ͳدهد نشان را هم�تافت هر اندازه حداکثر r پارامتر این΋ه فرض با

م�ͳدهیم. نمایش (d, r; e)− EC الΎوریتم با، به�اختصار را آن که م�ͳگیریم درنظر را

(d, r; e)− EC ALGORITHM

٠ use a (d, r;٢e+ ١]− disjunct matrix
١ R← the outcome− set

٢ D ← ∅
٣ COMPLEX SELECTION(H,R,D, e)

ͳشناسای (d, r; e)−EC مدل تحت را مثبت هم�تافت�های م�ͳتواند (d, r; e)−EC الΎوریتم [۶] .١.۴.۴ قضیه

کند.

.tR٠ (X+) ≤ e این�صورت در باشد داشته وجود �ͳخروج بردار در خطا e که است این حالت بدترین اثبات.

در چنان را T -عضوی d مجموعه و X−شامل K r-عضوی مجموعه م�ͳگیریم. درنظر را X− سالم هم�تافت

خاصیت به توجه با باشد. اشتراک Έی حداقل دارای مثبت هم�تافت هر با و T ∩ K = ϕ که م�ͳگیریم نظر

Ϳهی به�وضوح نیستند. T شامل اما هستند K شامل که دارد وجود سطر ٢e+ ١ حداقل ͳمجزای- (d, r;٢e+ ١]

بدترین در ͳحت است. ͳمنف گروه�ها این از Έی هر نتیجه لذا نیست، مثبت هم�تافت شامل گروه ٢e+١ این از Έی

.tR٠ (X+) ≥ e+ ١ ͳیعن م�ͳشود، دیده ͳمنف گروه e+ ١ حداقل در X− دارد وجود ͳخروج در خطا e که حالت

کنیم. جدا ͳمنف هم�تافت�های از را مثبت هم�تافت�های� م�ͳتوانیم الΎوریتم این از استفاده با لذا

(EIC)رΎپوچ با آزاد هم�تافتخطا مدل الΎوریتم ١.۴.۴

که ͳهم�تافت�های بین در که فرض این با م�ͳکنیم، ͳمعرف پوچΎر وجود و خطا وجود با را هم�تافت مدل بخش این در

حداکثر م�ͳکنیم فرض همچنین و دارد وجود r-عضوی حداکثر بیمار، هم�تافت d حداکثر هستند افراد زیرمجموعه

Έی زیر در م�ͳگیریم. درنظر را پوچΎر مدل ساده�ترین دارد. وجود ͳخروج در خطا e حداکثر و داریم پوچΎر h

٩ (d, r; e) - error-tolerant complex algorithm



۵٢ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

هم�تافت�ها با را افراد که تفاوت این با م�ͳدهیم. ارائه را (d, h, e) − EI الΎوریتم به شبیه که رمزگشا الΎوریتم

م�ͳکنیم. جایΎزین

الΎوریتم با، به�اختصار را آن که م�ͳگیریم درنظر را زیر ١٠ پوچΎر با آزاد ,d)-هم�تافتخطا h, r, e) الΎوریتم

م�ͳدهیم. نمایش (d, h, r, e)− EIC

(d, h, r, e)− EIC ALGORITHM

٠ use a (d+ h, r;٢e+ ١]− disjunct matrix

١ R← the outcome− set
٢ D ← ∅
٣ O ← ∅
۴ for every complex X ∈ H

۵ compute tR١ (X)
۶ if tR١ (X) ⩽ e
٧ then O ← O ∪X

٨ for all h− subsets S ⊆ O
٩ R← R ∪ (

∪
∈s(∩X))

١٠ COMPLEX SELECTION(H \O,R,D,O, e)

(d, h, r, e) − EIC مدل تحت را مثبت هم�تافت�های همه (d, h, r, e) − EIC الΎوریتم [۶] .٢.۴.۴ قضیه

م�ͳکند. ͳشناسای

نشان ابتدا م�ͳکنیم. جایΎزین هم�تافت�ها با را افراد که تفاوت این با است (١.٣.۴) قضیه به شبیه اثبات اثبات.

هم�تافت م�ͳکنیم فرض نیست. بیمار هم�تافت Ϳهی شامل به�طوری�که است پوچΎرها تمام شامل O مجموعه �م�ͳدهیم

م�ͳگیریم. درنظر Xرا هم�تافت شامل R -عضوی r مجموعه شود. دیده� مثبت نتیجه با گروه e حداکثر Xدر بیمار

خاصیت بنابر لذا م�ͳگیریم. درنظر را T ∩R = ϕ که را پوچΎر h حداکثر شامل T -عضوی (d+ h) مجموعه�ی

چون نیستند. T شامل ͳول هستند R شامل که دارد وجود سطر ٢e + ١ حداقل ͳمجزای- (d + h, r;٢e + ١]

e وجود فرض با ͳحت باشد. مثبت سطر ٢e + ١ این با متناظر گروه�های ͳخروج باید پس است بیمار هم�تافت X

١٠ (d, r; e) - error-tolerant inhibitor complex algorithm



۵٣ (EC) آزاد خطا هم�تافت مدل برای کدگشا الΎوریتم�های .۴.۴

که است این با تناقض این که م�ͳشود ظاهر مثبت ͳخروج با گروه e + ١ حداقل در X هم�تافت ͳخروج در خطا

م�ͳشود. دیده مثبت ͳخروج با گروه e حداکثر در X هم�تافت

خاصیت به بنا O از S -عضوی h زیرمجموعه هر برای م�ͳگیریم. درنظر را X− ∈ H \ O سالم هم�تافت

-(d + h) مجموعه اجتماع سطرها این در که دارد وجود سطر ٢e + ١ حداقل ͳمجزای-(d + h, r;٢e + ١]

حداقل دارای مثبت هم�تافت هر با که -عضوی d مجموعه Έی اعضای شامل و S مجموعه� شامل که ،T عضوی

هستند. Έی درایه�ی دارای X− شامل R r-عضوی مجموعه ͳول هستند صفر درایه�ی دارای است، اشتراک Έی

.tR٠ (X−) = |
∩

X− \R| ≥ ٢e+ ١ لذا هستند. ͳمنف سطر ٢e+ ١ این با متناظر گروه�های ͳخروج به�وضوح

هم�تافت D مجموعه لذا tR٠ (X−) ≥ e + ١ داریم ͳخروج در خطا e گرفتن درنظر با حالت بدترین در همچنین

ندارد. سالم

X+ ∈ H \ O بیمار هم�تافت هر م�ͳگیریم. درنظر را پوچΎر h حداکثر شامل O از S h-عضوی زیرمجموعه

ͳخروج در خطا e که حالت بدترین در م�ͳشود. ظاهر R ∪ (
∪

X+∈S(∩X)) مجموعه ͳخروج با ͳگروه�های در

در بیمار هم�تافت هر بنابراین .tR٠ (X+) ⩽ e ͳیعن م�ͳشود. ظاهر ͳمنف گروه e حداکثر در هم�تافت این دارد وجود

است. D مجموعه



۵۴ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

آستانه ͳگروه آزمون برای ایستا الΎوریتم�های ۵.۴

که شد مطرح Έدمش توسط ابتدا جدید مدل این که است ͳمعمول ͳگروه آزمون از ͳتعمیم آستانه ͳگروه آزمون

م�ͳشود. توصیف زیر صورت به مسأله

S زیرمجموعه برای ͳگروه آزمون نتیجه م�ͳشوند. نامیده بالا و پایین آستانه ترتیب به l < u که u و l ͳغیرمنف اعداد

باشد. بیمار l حداکثر دارای S اگر است ͳمنف و باشد بیمار u حداقل شامل S زیرمجموعه اگر است مثبت افراد، از

Έی ͳمعمول ͳگروه آزمون به�وضوح است. اختیاری آزمون نتیجه باشد u و l بین S زیرمجموعه�ی بیماران تعداد اگر

فرض عنوان به |P | روی پایین کران آستانه مدل در است. u = ١ و l = ٠ با آستانه ͳگروه آزمون از خاص حالت

از مم΋ن زیرمجموعه�های ٢n تمام روی آزمون نتیجه این�صورت در |P | ≤ u− ١ اگر مثال برای است لازم ͳقبل

.u ≤ |P | ≤ d که م�ͳکنیم فرض فصل این ادامه در بنابراین گرفت. نم�ͳتوان را نتیجه�ای Ϳهی لذا است ͳمنف افراد

استفاده آستانه مدل برای نم�ͳتواند شد مطرح بیماران ͳشناسای برای ͳمعمول ͳگروه آزمون برای که ͳوریتم�هایΎال

Έی ساختن و فهمیدن برای باشد. پایین و بالا آستانه ١١بین اختلاف g ≡ u − l − ١ کنیم ͳم فرض شود.

به را آستانه ͳگروه آزمون همچنین و م�ͳشود کار g = ٠ خاص حالت با آستانه، مدل برای موثر ایستای الΎوریتم

م�ͳدهیم. گسترش آزاد خطا حالت

آستانه مدل (g = اختلاف(٠ حالتبدون ١.۵.۴

م�ͳشود. پیدا ١٢ جستجویگراف مسأله و آستانه مدل خاص حالت بین نامربوط ظاهر به ارتباط Έی حالت این در

مطرح اختلاف بدون آستانه مدل برای ایستا الΎوریتم Έی مجزا، ماتریس�های از استفاده با نتیجه، Έی به�عنوان

م�ͳدهیم. ارائه زیر به�صورت را بخش این در شده مطرح گراف جستجوی مسأله�ی حال م�ͳشود.

شده�ی داده رأس�های مجموعه روی شده تعریف H پنهان گراف که است این هدف گراف جستجوی مسأله�ی در

است این سوال V از K زیرمجموعه برای بسازیم. زیر به�صورت ͳسوال�های پرسیدن با را V = {١,٢,٣, ..., n}

١١gap
١٢graph search
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است؟ H از یال Έی حداقل شامل K آیا که،

همه�ی تا است این هدف باشد. H گراف از یال Έی حداقل شامل K اگر تنها و اگر است مثبت گروه Έی نتیجه

گراف در یال�ها تعداد ∥H∥ م�ͳکنیم فرض کنیم. پیدا فوق جستجو�ی مدل از استفاده با Hرا یال�هایگرافپنهان

توسط شده القا رأس�های تعداد |H| م�ͳکنیم فرض بخش این در م�ͳشود. محدود d ثابت توسط بالا از که باشد H

است. H یال�های

مجموعه م�ͳگیریم. درنظر را H = (V, F ) ابرگراف هستند. ابرگراف م�ͳشوند مطرح بخش این در که ͳگراف�های

است V زیرمجموعه�های از خانواده�ای F = {E١, E٢, . . . , Em} م�ͳشود. نامیده ابرگراف رئوس V ͳمتناه

م�ͳشوند. نامیده H ابرگراف یال�های ها Ei به�طوری�که

M م�ͳکنیم فرض باشد. رأس u دقیقاً شامل ابرگراف از یال هر اگر م�ͳشود گفته ١٣ u-ابرگراف ابرگراف Έی به

عضوی - u زیرمجموعه هر اگر تنها و اگر Mاست به نسبت ١۴ ابرگرافu-کامل Έی باشد V از زیرمجموعه�ای

باشد. گراف ابر از یال Έی M از

- u هر باشد. داشته وجود خطا e حداکثر ایستا ͳگروه� آزمون ͳخروج در م�ͳکنیم فرض [۵] .١.۵.۴ قضیه

-مجزا (d − u + ١, u,٢e + ١] ماتریس Έی از استفاده با م�ͳتوانیم را |H| ⩽ d که H = (V, F ) ابرگراف

بسازیم.

است. مثبت �است، داده رخ خطا آن�ها در که ͳگروه�های بجز H از یال Έی حداقل شامل گروه هر نتیجه اثبات.

داریم X+ ∈ F -عضوی u زیرمجموعه�ی هر برای است اشتباه گروه�ها از تا e نتیجه که حالت بدترین در

.tR٠ (X+) ⩽ e

م�ͳکنیم فرض .tR٠ (X) ⩾ e + ١ ، X ̸∈ F u-عضوی زیرمجموعه هر برای دهیم نشان تا است ͳکاف حال

داریم: X /∈ F -عضوی u زیرمجموعه هر برای باشد. F یال�های توسط شده القا رأس�های Mمجموعه

١٣u-hypergraph
١۴u-complet
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|X ∩M | ⩽ u− ١ یا |X ∩M | = u .

به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را X از متمایز Y −d)-عضوی u+ ١) زیرمجموعه آن�گاه |X ∩M | ⩽ u− ١ اگر

است. u− ١ حداکثر ندارد وجود Y در ͳول دارد وجود M در که ͳرأس�های تعداد

همه شامل که باشد X از متمایز -عضوی (d− u+ ١) زیرمجموعه� Y م�ͳکنیم فرض آن�گاه |X ∩M | = u اگر

استفاده با ندارد. وجود Y خارج رأس�های توسط شده القا یال Ϳهی فوق حالت دو هر در Mاست. \X رأس�های

Y شامل ͳول است X شامل که دارد وجود سطر ٢e + ١ حداقل ͳمجزای-(d− u + ١, u,٢e + ١] خاصیت از

ͳمنف گروه ٢e + ١ حداقل پس نیستند F از ͳیال Ϳهی شامل سطرها این با متناظر گروه��های که ͳآنجای از نیست.

ͳمنف گروه e+ ١ حداقل در X باشد اشتباه گروه�ها از تا e نتیجه که حالت بدترین در ͳحت دارد. وجود X شامل

تنها و اگر است F به متعلق X یال که گرفت نتیجه م�ͳتوان بالا مباحث از .tR٠ (X) ⩾ e+ ١ ͳیعن م�ͳشود ظاهر

.tR٠ (X) ⩽ e اگر

(P (مجموعه بیماران تمام تا است این هدف که داریم یاد به برم�ͳگردیم. اختلاف بدون آستانه مدل به مجدداً

باقراردادن کنیم. ͳشناسای خیر، یا است بیمار u حداقل شامل گروه Έی این΋ه آزمایش با را N شده داده مجموعه

مدل ،F مجموعه یال�های به�عنوان P از u-عضوی زیرمجموعه�های تمام خانواده و V مجموعه� رئوس به�عنوان N

ͳمناسب مدل است، -کامل u ،P به نسبت که H = (V, F ) پنهان ابرگراف ساختن برای اختلاف بدون آستانه

است. |H| ≤ d با گراف -ابر u Έی باشد -کامل u ،P به نسبت که H = (V, F ) ابرگراف به�وضوح است.

موجود xای اگر حال .P ⊆M آن�گاه باشد H یال�های توسط شده القا های رأس مجموعه ،M مجموعه اگر زیرا

است. M بودن عضوی d حداکثر با تناقص این آن�گاه x /∈ P و x ∈M که باشد
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-مجزا (d− u+ ١, u,٢e+ ١] ماتریس Έی اختلاف، بدون و آزاد خطا آستانه مدل برای [۵] .٢.۵.۴ قضیه

شود. استفاده بیمار افراد تمام ͳشناسای برای م�ͳتواند

از u-عضوی زیرمجموعه�های تمام F خانواده و ،N افراد، برابرمجموعه� V که H = (V, F ) گراف ابر اثبات.

متعلق X اعضای آن�گاه tR٠ (X) ⩽ e ،N از X -عضوی u زیرمجموعه هر برای اگر م�ͳگیریم. درنظر است، P

آید. بدست P مجموعه این΋ه تا داده ادامه را روند این هستند. P به

فرد d حداکثر ͳشناسای برای م�ͳتواند که ماتریسd-مجزا Έی نتای; با معادل�اند نتای; e = ٠ و u = ١ برای

توصیف زیر به�صورت P مجموعه ͳشناسای برای زیر الΎوریتم رود. ب΋ار ͳمعمول ͳگروه آزمون مسأله روی بیمار

م�ͳشود.

اختلاف) بدون آزاد خطا آستانه (مدل :١ الΎوریتم

-مجزا. (d− u+ ١, u,٢e+ ١] ماتریس Έی ابزار:

مجموعه�ای S و است N از عضوی -u زیرمجموعه نشان�دهنده که باشد متغیری X م�ͳکنیم فرض : ͳگشای کد

لذا . tR٠ (X) ⩽ e بقسمی΋ه است، X اعضای شامل

S = {x : x ∈ X and tR٠ (X) ≤ e}.

. t٠(X) ⩽ e که کنیم ͳبررس X -عضوی u زیرمجموعه هر برای تا است ͳکاف S مجموعه محاسبه برای

موفقیت�آمیزی بطور که دارد وجود ایستا اختلافیΈالΎوریتم بدون و آزاد خطا آستانه مدل برای [۵] قضیه۵.۴.٣.

حداکثر به نیاز و م�ͳکند ͳشناسای را بیمار فرد d حداکثر

(٢e+ ١)(d+١
u
)u( d+١

d−u+١)
d−u+١]١+ (d+ ١)(١+ ln( n

d+١ + ١))]،

دارد. آزمون

t با م�ͳتوان d)-مجزا − u + ١, u,٢e + ١] ،t × n ماتریس، Έی از استفاده با (٢.۵.۴) قضیه به بنا اثبات.

است. برقرار ح΋م (١.١) نامساوی بنابر و کرد ͳشناسای را P مجموعه آزمون



۵٨ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

آستانه مدل ͳحالتعموم ٢.۵.۴

پایین و بالا آستانه بین g ̸= ٠ اختلاف حالت این در م�ͳگیریم. درنظر را آستانه مدل ͳعموم حالت بخش این در

آستانه مدل به نسبت بیماران مجموعه ͳشناسای حالت این در که داریم پیچیده�تری الΎوریتم به نیاز لذا دارد. وجود

|P \P ′| ≤ g و |P ′ \P | ≤ gفرض با P ′ مجموعه کردن پیدا که داد نشان Έدمش است. متفاوت اختلاف بدون

شده گفته خاصیت با P ′ مجموعه تا م�ͳکنیم ͳسع آستانه مدل ͳعموم حالت برای است[٧]. مم΋ن نتیجه بهترین

کنیم. پیدا P مجموعه دقیق ͳشناسای بجای را بالا در

آزاد) خطا و ͳعموم آستانه (مدل :٢ الΎوریتم

−d)-مجزا. l, u,٢e+ ١] ،t× n ماتریس از استفاده : ابزار

: ͳگشای کد

یال Έی N از X u-عضوی زیرمجموعه و V = N که م�ͳسازیم طوری را Hu = (V, F گراف( ابر : اول گام

.tR٠ (X) ≤ e اگر تنها و اگر است F در

م�ͳدهیم قرار طوری | p١ |<| p٢ |< . . . <| pm | که را ها pi رئوس مجموعه i = ١,٢, . . . ,m برای دوم: گام

گراف از اختیاری یال Έی رأس u تمام را اولیه p١ باشد. u-کامل ها pi به نسبت Hu = (V, F ) ابرگراف که

از A g)-عضوی + ١) مجموعه آوردن بدست برای مم΋ن حالت�های همه� p٢ کردن پیدا برای م�ͳکنیم. انتخاب

u-کامل ،(p١ ∪A) \B به نسبت Hu به�طوری�که م�ͳکنیم ͳبررس را p١ از B g-عضوی مجموعه و V (Hu) \ p١

pm زمان�ͳکه تا را روند این .p٢ = (p١ ∪ A) \ B م�ͳدهیم قرار سپس باشد داشته وجود B و A چنین اگر باشد.

است. p′ = pm مجموعه ͳخروج این�صورت در م�ͳدهیم. ادامه | pm |≥ d این΋ه یا و نباشد گسترش قابل

g حداکثر دارای X ،X ∈ F -عضوی u زیرمجموعه هر برای اول گام از بعد ٢ الΎوریتم در [۵] .۴.۵.۴ لم

باشد. F در باید P از X+ u-عضوی زیرمجموعه�ی هر همچنین است. P از خارج فرد

بدترین در ͳحت م�ͳشود. ظاهر مثبت نتیجه با ͳگروه��های در P +Xاز u-عضوی زیرمجموعه�ی هر به�وضوح اثبات.
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F در P از X+ u-عضوی زیرمجموعه هر بنابراین است. tR٠ (X) ≤ e دارد، وجود ͳخروج در خطا e که حالت

است.

است. tR٠ (X) > e ،P از خارج فرد g + ١ حداقل شامل X u-عضوی زیرمجموعه�ی هر م�ͳدهیم نشان حال

زیرا است. بیمار l حداکثر دارای باشد، P از خارج فرد g + ١ حداقل دارای که X u-عضوی زیرمجموعه هر

-(d − l) زیرمجموعه حال است. P از بیمار u − (g + ١) = l حداکثر شامل X زیرمجموعه�ی این�صورت در

خاصیت از استفاده با نباشد. Y در بیمار l حداکثر که م�ͳکنیم انتخاب طوری را است، X از مجزا که ،Y عضوی

نیستند. Y شامل ͳول هستند X شامل کدام هر که دارد وجود سطر ٢e+ ١ حداقل ͳمجزای- (d− l, u,٢e+ ١]

شامل آن�ها از کدام هر زیرا باشند، ͳمنف باید سطرها این با متناظر گروه�های نتیجه اشتباه نتای; گرفتن درنظر بدون

ͳمنف گروه e+ ١ حداقل در X است، اشتباه گروه�ها از تا e نتیجه که حالت بدترین در ͳحت است. بیمار l حداکثر

است. tR٠ (X) > e ،P از فرد g + ١ حداقل با X u-عضوی زیرمجموعه هر بنابراین م�ͳشود. ظاهر

م�ͳکند. صدق |P \ P ′| ≤ g و |P ′ \ P | ≤ g درشرط ٢ الΎوریتم ͳخروج در P ′ مجموعه [۵] .۵.۵.۴ قضیه

است. P از خارج فرد g حداکثر دارای م�ͳکند صدق دوم گام� در که Pi هر (۴.۵.۴) لم از استفاده با اثبات.

.|P ′ \ P | ≤ g داریم بنابراین

این΋ه به توجه با |P ′| ≥ d م�ͳکنیم فرض م�ͳیابد. خاتمه ٢ الΎوریتم |P ′| ≥ d یا نباشد گسترش قابل P ′ ͳوقت

حداکثر دارای P \P ′ لذا است بیمار d حداکثر دارای P است. بیمار d− g حداقل دارای P ′ لذا |P ′ \P | ≤ g

.|P \ P ′| ≤ g ͳیعن این و است بیمار d− (d− g) = g

.|P \ P ′| ≤ g آن�گاه نباشد گسترش قابل P ′ اگر که دهیم نشان است ͳکاف حال

که B g-عضوی مجموعه و P \ P ′ از A g-عضوی + ١ زیرمجموعه�ی .|P \ P ′| > g م�ͳکنیم فرض

است، عضو u > g دارای اولیه P ′ و |P ′ \ P | ≤ g که آنجا از م�ͳگیریم. درنظر را P ′ \ P ⊆ B ⊆ P ′

به نسبت Hu نتیجه در است. P زیرمجموعه (P ′ ∪ A) \ B مجموعه بنابراین است. Bموجود مجموعه لذا



۶٠ آستانه مدل و ایستا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های .۴ فصل

نیست. گسترش قابل P ′ این΋ه با دارد تناقض این که است u-کامل ،(P ′ ∪ A) \B

برای م�ͳتواند -مجزا (d− l, u,٢e+ ١] ،t×nماتریس آزاد خطا ͳعموم آستانه مدل برای [۵] .۶.۵.۴ نتیجه

شود. استفاده |P ′ \ P | ≤ g و |P \ P ′| ≤ g که P ′ مجموعه ͳشناسای

|P \P ′| ≤ g که P ′ مجموعه ͳشناسای برای ایستا الΎوریتم آزاد خطا ͳعموم آستانه مدل برای [۵] .٧.۵.۴ قضیه

حداکثر به�طوری�که دارد وجود |P ′ \ P | ≤ g و

(٢e+ ١)(d+u−l
u

)u(d+u−l
d−l

)d−l[١+ (d+ u− l)(١+ ln( n
d+u−l

+ ١))]،

م�ͳکند. استفاده تست

تست t با م�ͳتوان d)-مجزا − l, u,٢e + ١] ،t × n ماتریس، Έی از استفاده با (۶.۵.۴) قضیه به بنا اثبات.

است. برقرار ح΋م (١.١) نامساوی بنابر و کرد ͳشناسای را P ′ مجموعه
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آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای
پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای

مقدمه ١.۵

از دیΎری نوع سالم و بیمار افراد وجود بر علاوه که است ͳمعمول ͳگروه آزمون نوع Έی پوچΎرها با ͳگروه آزمون

گروه آن اگر تنها و اگر است مثبت گروه Έی روی آزمایش نتیجه مدل این در دارد. وجود آن در پوچΎر به�نام افراد

صرفنظر پوچΎر، فرد Έی حداقل شامل گروه هر آزمایش نتیجه باشد. پوچΎر بدون و بیمار فرد Έی حداقل شامل

است. ͳمنف گروه، آن در بیمار افراد وجود از

بیمار افراد از بالا کران اول حالت در م�ͳکنیم. ͳبررس حالت دو با را پوچΎرها با ͳگروه آزمون مسأله فصل این در

ایستا ͳگروه آزمون در بیمار افراد ͳشناسای برای نیاز مورد آزمون�های تعداد روی پایین کران Έی سپس و داریم را

آزمون در بیمار افراد ͳشناسای برای نیاز مورد آزمون�های تعداد روی بهینه پایین کران همچنین م�ͳدهیم. ارائه را

م�ͳدانیم. را بیمار افراد دقیق تعداد دوم حالت در م�ͳآوریم. بدست را پوچΎرها با ͳگروه

بطورکامل مرحله دو با ͳوریتم�هایΎال م�ͳدانیم، را بیمار افراد دقیق تعداد زمان�ͳکه پوچΎرها، �با ͳگروه آزمون در دِبونز

کرد. ͳمعرف پویا ͳگروه آزمون الΎوریتم�های موثرترین به�عنوان را ایستا

و دهنده ابرپوشش کدهای خاص حالت عنوان به م�ͳدهیم. ارائه را جدیدی ͳترکیبیات ساختارهای فصل این در

بحث شمول ماتریس�های از ͳبعض ͳمجزای خاصیت�های مورد در فصل انتهای در م�ͳدهیم. ارائه را انتخابΎرها

۶١



۶٢ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

γ(n, d, k)ماتریس و [٢٩] در π(q, n, d, k)ماتریس و [٢٨ ،١۵] در δ(n, d, k,Γ, r) شمول ماتریس م�ͳکنیم.

گرفت. قرار مطالعه مورد [٣٨] در

. نم�ͳدانیم را بیمار افراد دقیق تعداد ٢.۵

حداکثر و بیمار d حداکثر N عضوی n مجموعه�ی در م�ͳدانیم ͳول نداریم را بیمار افراد دقیق تعداد بخش این در

م�ͳکنیم. ͳبررس مرحله Έی با ͳوریتم�هایΎال با را، پوچΎر به�همراه ͳگروه آزمون مسأله�ی و دارد وجود پوچΎر r

یΈمرحله با ͳوریتم�هایΎال ١.٢.۵

قرار آزمایش مورد همزمان بطور گروه�ها همه آن در که است ایستا کاملا̈ الΎوریتم Έی مرحله Έی با الΎوریتم

م�ͳگیرند.

به�اندازه ͳدودوی کد Έی را است شده تش΋یل t بطول ͳدودوی بردار n از که C = {C١, C٢, ..., Cn} مجموعه�ی

درایه�ی i-امین ͳبمعن Cj(i) ،١ ≤ i ≤ t هر، برای و م�ͳشود نامیده کدواژه Cj هر م�ͳنامیم. t طول و n

و j = ١,٢, ..., n که M =∥ Cj(i) ∥ ،t × n (٠,١)-ماتریس، Έی با م�ͳتواند C ͳدودوی کد است. Cj

به�صورت ͳکددودویΈی لذا هستند. C کدواژه�های ماتریس ستون�های بطوری�که شود داده نمایش i = ١,٢, ..., t

اعداد مجموعه�ی فصل ادامه�ی در م�ͳشود. داده نمایش آن با متناظر (٠,١)-ماتریس یا کدواژه�ها از مجموعه�ای

�M ماتریس از Cj ستون با متناظر را j-ام شخص j ∈ [n] هر برای م�ͳدهیم. نمایش [n] با را {١,٢, ..., n}مثبت

م�ͳکنیم. تعریف را Ti = {j ∈ [n] ; Cj(i) = ١} Mزیرمجموعه�ی ماتریس از i سطر هر برای م�ͳگیریم. درنظر

را Cl١ , Cl٢ , ..., Clq ( ͳدودوی ستون�های ) واژه�ی کد q > ١ باشد. t طول به ͳدودوی کد Έی C م�ͳکنیم فرض

ͳدودوی ستون دو م�ͳدهیم. نمایش (Cl١ ∪ Cl٢ ∪ . . . ∪ Clq) با را کدواژه�ها این ͳدودوی جم΄ م�ͳگیرم. درنظر

آن�گاه Ch(i) = ١ که i هر برای اگر م�ͳشود پوشیده Cj ستون به�وسیله Ch ستون م�ͳگیریم. درنظر را Cj و Ch

.Cj(i) = ١



۶٣ . نم�ͳدانیم را بیمار افراد دقیق تعداد .٢.۵

م�ͳکنیم: تعریف ،Q ∩ J = ϕ بطوری�که J ⊆ C و Q ⊆ C مجموعه�ی دو هر برای

R(Q, J) = (R(١), R(٢), ..., R(t))،

: i = ١,٢, ..., t هر برای که

R(i) =

{
١

∪
x∈Q x(i) = ١ و

∪
x∈J x(i) = ٠

٠ صورت این غیر در
.

با ͳسادگ برای را R(Q, J) بردار C ′ ∈ C که Q = {C ′} اگر .R(Q, J) =
∪

x∈Q x(i) داریم J = ϕ برای

است. J ⊂ (C \ C ′) که م�ͳدهیم نمایش R(C ′, J)

(٠,١)-ماتریس همچنین و م�ͳگیریم درنظر d + r ≤ n به�طوری�که را r و d , n اعداد [٨] .١.٢.۵ تعریف

و P٢ و P١ d-عضوی حداکثر و متمایز زیرمجموعه�های برای اگر م�ͳگیریم. درنظر را سطر t و ستون n با M

P١ ∩ I١ = ϕ Mبه�طوری�که ماتریس ستون�های از I٢ و I١ r-عضوی حداکثر و متمایز زیرمجموعه�های همچنین

١ پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی M ماتریس به آن�گاه R(P١, I١) ̸= R(P٢, I٢) باشیم داشته P٢ ∩ I٢ = ϕ و

م�ͳگوییم.

م�ͳدهیم. نمایش N١(d, r, n) با را n اندازه به پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی طول مینیمم

r حداکثر وجود فرض با را بیمار d حداکثر آمیزی بطورموفقیت که است مرحله�ای Έی الΎوریتم ΈیM ماتریس

Έی M ماتریس اگر زیرا باشد. پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی M ماتریس اگر تنها و اگر م�ͳکند، ͳشناسای پوچΎر

و P١ = P٢ باید (٢.٢.٣) قضیه بنابر این�صورت در R(P١, I١) = R(P٢, I٢) که �باشد مرحله�ای Έی الΎوریتم

.R(P١, I١) ̸= R(P٢, I٢) باشد برقرار شرایط سایر و P١ ̸= P٢ اگر همچنین

و نتیجه بردارهای بین Έبه�ی�Έی تناظر Έی آن�گاه باشد پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی M ماتریس اگر بنابراین
١inhibitory (d,r) -design



۶۴ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

است. مرحله�ای Έی الΎوریتم Έی M ماتریس لذا دارد وجود ستون�ها انتخاب از مم΋ن حالت�های

افراد مجموعه با متناظر ستون�های مجموعه I و بیمار افراد مجموعه�ی با متناظر M از ͳستون�های مجموعه P ∪اگر
x∈P x(i) = ١ آن�گاه باشد R(P, I)(i) = ١ اگر زیرا است. R(P, I) برابر R نتیجه بردار آن�گاه باشد، پوچΎر

گروه نتیجه لذا است. پوچΎر بدون و بیمار فرد Έی حداقل دارای i-ام سطر ͳیعن این و است
∪

x∈I x(i) = ٠ و

و
∪

x∈P x(i) = ١ آن�گاه باشد R(P, I)(i) = ٠ اگر همچنین است. R(i) = ١ دیΎر بعبارت است مثبت i-ام

بعد حالت�های برای .R(i) = ٠ ͳیعن است پوچΎر و بیمار شخص دارای i-ام سطر لذا است
∪

x∈I x(i) = ١

داریم. ترتیب همین به هم

هر برای و M از ستون d حداکثر با P ′ مجموعه�ی هر برای براین΋ه م�ͳکند دلالت پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی

.P = P ′ اگر تنها و اگر R(P ′, I ′) = R(P, I) ،P ′ ∩ I ′ = ϕفرض Mبا از ستون r حداکثر با I ′ مجموعه�ی

م�ͳکنیم. ͳمعرف را پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی از N١(d, r, n) طول مینیمم روی پایین کران Έی ادامه در

دهنده ,d)-ابرپوشش q) کدهای داریم. دهنده ,d)-ابرپوشش q) کدهای تعریف به نیاز کران این ͳمعرف از قبل

d = ١ ͳوقت نم�ͳشود. پوشیده دیΎر ستون q هر جم΄ به�وسیله ستون d هر جم΄ که هستند خاصیت این دارای

با را دهنده ,d)-ابرپوشش q)Έی طول مینیمم است. برابر آزاد پوشش خانواده�ی یا ͳمعمول کدهای با کدها این

:[۴٨] داریم زیر به�صورت را آن بالای و پایین کران�های که م�ͳدهیم. نشان N(d, q, n)

N(d, q, n) =

{
Ω( q٢

d(logq)
log n

q
) q ≥ ٢d

Ω(qlog n
d
) q < ٢d

(١.۵)

N(d, q, n) = O(
q٢

d
log

n

q
). (٢.۵)



۶۵ . نم�ͳدانیم را بیمار افراد دقیق تعداد .٢.۵

به پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی طول مینیمم ،n ≥ d + r با r و d , n مثبت عدد هر برای [٨] .٢.٢.۵ قضیه

است: زیر به�صورت n اندازه

N١(d, r, n) ≥ N(١, d+ r − ١, n) = Ω( (d+r)٢

log(d+r)
log n

d+r
).

,١)-ابرپوشش�دهنده d+r−١, n)Έی ،M پوچΎر، ,d)-ساختار r)ماتریس هر که دهیم نشان است ͳکاف اثبات.

دهنده ,١)-ابرپوشش d + r − ١, n) ͳول باشد پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی M ماتریس فرض�م�ͳکنیم است.

توسط C ستون بطوری�که دارد وجود C,C١, C٢, ..., Cd+r−١ متمایز ستون d + r ،M ماتریس در پس نباشد.

را I = {Cd, ..., Cd+r−١} و P = {C١, ..., Cd−١} مجموعه�های م�ͳشود. پوشیده C١ ∪C٢ ∪ . . .∪Cd+r−١

چون باشد C(i) = ١ اگر است. R(C ∪ P, I)(i) = R(P, I)(i) سپس باشد C(i) = ٠ اگر م�ͳگیریم. ∪درنظر
C∈I C(i) = ١ یا

∪
C∈P C(i) = ١ که گرفت نتیجه م��ͳتوان م�ͳشود، پوشیده P∪I ستون�های Cبه�وسیله ستون

و R(C ∪ P, I)(i) = R(P, I)(i) این�صورت در
∪

C∈P C(i) = ١ اگر حال هستند. برقرار تساوی دو هر یا و

با لذا است. پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی M این΋ه با دارد تناقض تساوی این که R(C ∪ P, I) = R(P, I) لذا

است. برقرار ح΋م (١.۵) رابطه به توجه

بیمار فرد d ≥ ١ حداکثر شامل به�طوری�که باشد، فرد n شامل N مجموعه�ی م�ͳکنیم فرض [٨] .٣.٢.۵ قضیه

ͳشناسای را N در بیمار افراد بطورموفقیت�آمیزی که مرحله�ای Έی الΎوریتم هر باشد. پوچΎر r ≥ ١ حداکثر و

م�ͳکند. استفاده تست N(١, d+ r − ١, n) = Ω( (d+r)٢

log(d+r)
log n

d+r
) حداقل م�ͳکند

حداکثر وجود با را بیمار افراد تمام بطورموفقیت�آمیزی که است، مرحله�ای Έی الΎوریتم ΈیM ماتریس اثبات.

برقرار ح΋م (٢.٢.۵) قضیه�ی از و باشد پوچΎر ,d)-ساختار r)ΈیM اگر تنها و اگر م�ͳکند، ͳشناسای پوچΎر r

است.



۶۶ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

,d)-ساختار r)Έی آن�گاه م�ͳگیریم. درنظر را d+ r ≤ n شرط با r و d , n ΀صحی اعداد [٨] .۴.٢.۵ قضیه

دارد. وجود t = N(١, d+ r, n) = O((d+ r)٢log( n
d+r

)) طول و n اندازه به پوچΎر

است. پوچΎر ,d)-ساختار r) Έی دهنده ,١)-ابرپوشش d + r, n) ماتریس Έی دهیم نشان است ͳکاف اثبات.

حداکثر و متمایز دلخواه، زیرمجموعه�های همچنین و P٢ و P١ d-عضوی حداکثر و متمایز دلخواه، زیرمجموعه�های

حال درنظرم�ͳگیریم. P٢ ∩ I٢ = ϕ و P١ ∩ I١ = ϕ به�طوری�که را M ماتریس ستون�های از I٢ و I١ r-عضوی

درنظر را عضو p + r حداکثر با I٢ و P١ ستون�های مجموعه و ( C ∈ P١ \ P٢ یا ) C ∈ P٢ \ P١ ستون

که دارد وجود چنان i سطر حداقل لذا C ≰ P١ ∪ I٢ ، دهنده ,١)-ابرپوشش p+ r, n) خاصیت به بنا م�ͳگیریم.

i-ای لذا هستند. صفر درایه�ی دارای سطر این در I٢ و P١ ستون��های و است Έی درایه�ی دارای سطر این در C

.R(P١, I١) ̸= R(P٢, I٢) ͳیعن این و R(P١, I١)(i) ̸= R(P٢, I٢)(i) که دارد وجود

پوچΎر r ≥ حداکثر١ و بیمار d ≥ ١ حداکثر با و نفر n با مجموعه�ای N م�ͳکنیم فرض [٨] .۵.٢.۵ قضیه

حداکثر با را N در بیمار افراد تمام م�ͳتواند موفقیت�آمیزی بطور که دارد وجود مرحله�ای Έی الΎوریتم Έی باشد.

کند. ͳشناسای تست t = N(١, d+ r, n) = O((d+ r)٢log( n
d+r

)

است موجود م�ͳکند ͳشناسای پوچΎر r حداکثر وجود با را بیمار افراد تمام که مرحله�ای Έی الΎوریتم Έی اثبات.

است. برقرار ح΋م (۴.٢.۵) قضیه�ی بر بنا لذا باشد. پوچΎر ,d)-ساختار r) اگر تنها و اگر



۶٧ انتخاب�گرها و یافته تعمیم دهنده�ی پوشش ابر کدهای .٣.۵

انتخاب�گرها و یافته تعمیم پوششدهنده�ی ابر کدهای ٣.۵

P = {p١, p٢, ..., ps} مثبت اعداد از مجموعه�ای باشند. مثبت عدد دو q و n فرضم�ͳکنیم [٨] تعریف۵.١.٣.

-(P, q) Έی سطر t و ستون n با M ماتریس م�ͳگیریم. درنظر را q +
∑s

i=١ pi ≤ n و |P| = s ≥ فرض١ با

|B| = q Mبا ستون�های از A١, A٢, ..., As, B متمایز زیرمجموعه�های s+١ هر برای اگر است دهنده ابرپوشش

در B ستون�های با متناظر درایه�های همه�ی به�طوری�که باشد Mموجود از یΈسطر ،i = ١,٢, ..., s ،|Ai| = pi و

مقدار Έی حداقل شامل Ai ستون�های با متناظر درایه�های i ∈ {١,٢, ..., s} هر برای و باشند صفر برابر سطر این

,P)-ابرپوشش q)Έی طول مینیمم است. دهنده ,P)-ابرپوشش q) طول t و اندازه n باشند. سطر این در صفر غیر

م�ͳدهیم. نمایش N(P, q, n) با را n اندازه به دهنده

تعریف و است دهنده ,d)-ابرپوشش q)تعریف برابر دهنده ,P)-ابرپوشش q)تعریف P = {d} برای به�وضوح

هر فصل�مشترک که ͳمجموعه�های خانواده��ی سرانجام است. دهنده ,{١})-ابرپوشش r)تعریف برابر r-پوشش�آزاد

P به�طوری�که دهنده ,P)-ابرپوشش q) با است معادل نباشد دیΎر عضو q هر اجتماع شامل خانواده اعضای از تا s

است. Έی برابر عدد s شامل

این برای م�ͳکنیم. مطرح را دهنده ,P)-ابرپوشش q)Έی از N(P, q, n) طول مینیمم برای بالا کران Έی ادامه در

م�ͳدهیم. ارائه دِبونز از را ,k,m)-انتخابΎر n) تعمیم�یافته��ی حالت ابتدا منظور

را ١ ≤ m ≤
(
k
w

)
و ١ ≤ w < k ≤ n که k و m,w, n اعداد م�ͳکنیم فرض [٨] .٢.٣.۵ تعریف

M ماتریس زیر هر اگر ٢است ,k,m,w)-انتخابΎر n) Έی ستون n و سطر t با M داریم.(٠,١)-ماتریس

را t عدد باشد. Έی برابر درایه�ی w دقیقاً با سطر m حداقل شامل M ستون�های از اختیاری ستون k انتخاب با

نمایش t(k,m,w, n) با را -انتخابΎر (k,m,w, n)Έی اندازه مینیمم م�ͳنامیم. ,k,m,w)-انتخابΎر n) اندازه

م�ͳدهیم.

٢(k,m,w,n)-selector



۶٨ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

m =
(
k
w

)
−
∏s

i=١ pi+١ و k = q+
∑s

i=١ pi پارامترهای با ,k,m,w)-انتخابΎر n)Έی که دید م�ͳتوان

اندازه روی بالا کران Έی آوردن بدست با لذا است. دهنده ,p١})-ابرپوشش p٢, ..., ps}, q) Έی w = s و

به دهنده ,p١)-ابرپوشش p٢, ..., ps, q) طول مینیمم روی بالا کران Έی م�ͳتوان n بطول یافته تعمیم انتخابΎرهای

آورد. بدست n اندازه

n ≥ k٢w و ١ ≤ m ≤
(
w
k

)
و ١ ≤ w < k ≤ n به�طوری�که k و m,w, n عدد هر برای [٨] .٣.٣.۵ قضیه

با: دارد وجود t اندازه به انتخابΎر -(k,m,w, n) Έی

t < ekw+١

z
ln⌈n

k
⌉ − ewkw

z
lnw + ekw

z
(w +m+ k + z − ١)،

است. نپر عدد e zو =
(
k
w

)
−m+ ١ که

ابرگراف باشد. X زیرمجموعه�های از خانواده Έی F و باشد ͳمتناه مجموعه�ی� Έی X م�ͳکنیم فرض اثبات.

T ⊆ X زیرمجموعه��ی است. ابریال�ها Fمجموعه�ی و رأس�ها مجموعه�ی X که م�ͳگیریم درنظر را H = (X,F )

H ابرگراف از پوشش Έی اندازه�ی مینیمم . T ∩ E ̸= ϕ ،E ∈ F هر برای اگر م�ͳنامیم H از پوشش Έی را

نمود[٢٧]: ارائه زیر به�صورت را H پوشش از τ(H) بالای کران ٣ لواژ م�ͳدهیم. نمایش τ(H) با را

τ(H) <
| X |

minE∈F | E |
(١+ ln△), (٣.۵)

که ز

△ = maxx∈X |{E : E ∈ F , , x ∈ E}|.

برابر درایه�ی b ≥ w با n به�طول x = (x(١), x(٢), ..., x(n)) ͳدودوی بردارهای مجموعه�ی X م�ͳکنیم فرض

برای باشد. Έی برابر درایه�ی w با k بطول ͳدودوی بردارهای مجموعه�ی U م�ͳکنیم فرض همچنین و باشد Έی

٣Lovász



۶٩ انتخاب�گرها و یافته تعمیم دهنده�ی پوشش ابر کدهای .٣.۵

ͳدودوی بردار هر برای و ١ ⩽ i١ ⩽ i٢ ⩽ ... ⩽ ik ⩽ n با s = {i١, i٢, ..., ik} اندیس�های از زیرمجموعه هر

م�ͳکنیم: تعریف را زیر ͳدودوی بردارهای مجموعه u = (u(١), u(٢), ..., u(k)) ∈ U

Eu,s = {x = (x(١), x(٢), ..., x(n)) ∈ X : x(i١) = u(١), ...x(ik) = u(k)}.

|s| = k با s ⊆ {١,٢, . . . , n} مجموعه�ی هر و r = ١,٢, . . . ,
(
k
w

)
که r اندازه به A ⊆ U مجموعه�ی هر برای

م�ͳکنیم: تعریف

Fr = {EA,s : A ⊂ U, | A |= r, s ⊆ {١,٢,٣, ..., n}, | s |= k},

که

EA,s =
∪

u∈AEu,s.

z =
(
k
w

)
−m+ ١ م�ͳکنیم فرض م�ͳگیریم. درنظر را Hr = (X,Fr) ابرگراف ،r = ١,٢, . . . ,

(
k
w

)
هر برای

Hz از پوشش Έی T م�ͳکنیم فرض است. ,k,m,w)-انتخابΎر n) Έی Hz از T پوشش هر که م�ͳدهیم نشان و

سطر m− ١ حداکثر دارای �که دارد وجود s = {i١, i٢, . . . , ik} ستون�های با T از ͳزیرماتریس به�طوری�که باشد

باشند. ͳسطرهای چنین q ≤ m − ١ که uj١ , uj٢ , . . . , ujq م�ͳکنیم فرض است. Έی برابر درایه��ی w با متمایز،

بردارهای از Έی Ϳهی شامل که دارد وجود |A| = z =
(
k
w

)
−m + ١ اندازه به U از A زیرمجموعه�ی بنابراین

دارد تناقض این و نیست Hz از EA,s متناظر یال�های از ͳراس Ϳهی شامل T این΋ه ͳیعن نیست. uj١ , uj٢ , . . . , ujq

نامساوی از حال است. -انتخابΎر (k,m,w, n) Έی T بنابراین است. Hz برای پوشش Έی T این΋ه فرض با

کمیت�های محاسبه به نیاز منظور این برای کنیم. مشخص را t روی بالا کران Έی این΋ه تا م�ͳکنیم استفاده (٣.۵)

داریم: ،Hz ابرگراف برای زیر،

min{|E| : E ∈ Fz} ، ∆ و |X|.
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|X| =
(
n
b

)
بنابراین یΈاست، برابر درایه b با n بطول ͳدودوی بردارهای تمام Xشامل مجموعه�ی این΋ه به توجه با

است.

Eu,s متمایز مجموعه�ی تا z اجتماع EA,s ∈ Fz ابریال هر که م�ͳدانیم ،min{|E| : E ∈ Fz} محاسبه به�منظور

|EA,s| = z
(
n−k
b−w

)
اندازه دارای EA,s ابریال هر بنابراین است. بردار

(
n−k
b−w

)
شامل Eu,s مجموعه�ی هر و است

است.

وجود ،x شامل Eu,s متمایز مجموعه�های
(
b
w

)(
n−b
k−w

)
،x ∈ X هر برای به�وضوح کنیم. محاسبه را ∆ باید حال

هر درنتیجه دارند. وجود u شامل z اندازه به U از A متمایز زیرمجموعه�های
(
z+m−٢
z−١

)
،u ∈ U هر برای و دارند

دارد. تعلق یال ابر ∆ =
(
b
w

)(
n−b
k−w

)(
z+m−٢
z−١

)
به x ∈ X

داریم: (٣.۵) رابطه از بنابراین

t = τ(Hz) <

(
n
b

)
z
(
n−k
b−w

) [١+ ln

((
b

w

)(
n− b

k − w

)(
z +m− ٢

z − ١

))]
. (۴.۵)

م�ͳدهیم. قرار را b = n
k
،(۴.۵) نامساوی در و باشد k از ͳمضرب n م�ͳکنیم فرض ͳسادگ برای

روی بالا کران )ابتدا
n
n
k

)(
n−k
n
k
−w

) ،
داریم: k = ٢ برای که م�ͳکنیم پیدا )را

n
n
k

)(
n−k
n
k
−w

) =

(
n
n
٢

)(
n−٢
n
١−٢

) < ٢e.

داریم: k ≥ ٣ برای )و
n
n
k

)(
n−k
n
k
−w

) = k

(∏k−w
i=١

n− i

n− n
k
− i+ ١

)(∏w−١
i=١

n− k + w − i
n
k
− i

)
)که

n
n
k

)(
n−k
n
k
−w

) ≤ k

(
n− k + w

n− n
k
− k + w + ١

)k−w (
n−k+١
n
k
−w+١

)w−١
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= k

(
n− k + w

n− n
k
− k + w + ١

)k−١ (
n−k+w

n−n
k
−k+w+١

)−(w−١)

×
(

n−k+١
n
k
−w+١

)w−١

= k

(
k(n− k + w)

k(n− k + w)− (n− k)

)k−١

×

(n− n
k
− k + w + ١)(n− k + ١)

(n− k + w)(
n

k
− w + ١)

w−١

. (۵.۵)

داریم: ͳطرف از و

(
k(n−k+w)

k(n−k−w)−(n−k)

)k−١
=

(
١+ n−k

k(n−k+w)−(n−k)

)k−١

<
(
١+ ١

k−١

)k−١
< e.

داریم: همچنین −(nو n
k
− k + w + ١)(n− k + ١)

(n− k + w)(
n

k
− w + ١)

w−١

= kw−١
(
(n− n

k
− k + w + ١)(n− k + ١)

(n− k + w)(n− kw + k)

)w−١

≤ kw−١
(
n− n

k
− k + w + ١

n− kw + k

)w−١

n ≥ k٢w آنجاکه از

≤ kw−١
(
n− kw − k + w + ١

n− kw + k

)w−١

.

< kw−١

داریم: )بنابراین
n
n
k

)(
n−k
n
k
−w

) < ekw, (۶.۵)

داریم:
(
a
b

)
≤ ( ea

b
)b نامساوی به توجه با
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∆ =
(n

k
w

)(
n−n

k
k−w

)(
z+m−٢
z−١

)
≤ ( n

kw
)w(

n−n
k

k−w
)k−w( z+m−٢

z−١ )z−١ek+z−١

= (n
k
)k( ١

w
)w

(
k−١
k−w

)k−w( z+m−٢
z−١

)z−١
ek+z−١

<
(
n
k
)k( ١

w

)w (
k

k−w

)k−w (
z+m−٢
z−١

)z−١
ek+z−١

= (n
k
)k( ١

w
)w(١+ w

k−w
)k−w(١+ m−١

z−١ )
z−١ek+z−١.

داریم:
(
١+ m−١

z−١

)z−١ ≤ em−١ و
(
١+ w

k−w

)k−w ≤ ew آنجای�ͳکه از

∆ ≤ (
n

k
)k(

١
w
)wewem−١ek+z−١. (٧.۵)

داریم: (٧.۵) و (۶.۵) ،(۴.۵) نامعادلات از

τ = τ(Hz) <
ekw

z

(
١+ ln

(
(n
k
)k( ١

w
)wew+m+k+z−٢)) .

دارد وجود ,k,m,w)-انتخابΎر n′)Έی بالا مبحث از ،n′ = k⌈n
k
⌉ م�ͳدهیم قرار آن�گاه نباشد k از ͳمضرب n اگر

که:

t < ekw

z

(
١+ ln

(
⌈n
k
⌉k( ١

w
)wew+m+k+z−٢)) .



٧٣ پوچΎر با ͳگروه آزمون مسأله برای گام دو با الΎوریتم Έی .۴.۵

پوچΎر با ͳگروه آزمون مسأله برای گام دو با یΈالΎوریتم ۴.۵

این فرض که م�ͳکنیم ͳمعرف پوچΎر با ͳگروه آزمون مسأله�ی برای را گام دو با الΎوریتم Έی بخش این در [٨]

م�ͳشود: توصیف زیر به�صورت گام دو این م�ͳدانیم. را بیمار افراد از ͳدقیق تعداد که است

را بیمار افراد و پوچΎرها همه�ی شامل ٢r)-عضوی + ٢p − ٢) حداکثر مجموعه�ی گام این در اول: گام

+٢r,p)-ابرپوشش p−١)ΈیM٢ و دهنده ابرپوشش -({p, r}, r)ΈیM١ م�ͳکنیم فرض م�ͳکنیم. ͳشناسای

نشان م�ͳدهیم. انجام همزمان بطور را M٢ و M١ سطرهای به مربوط آزمون��های همه�ی گام این در باشد. دهنده

بردار متمم، م�ͳکند. مشخص را پوچΎر افراد شامل M١مجموعه�ای سطرهای به مربوط آزمون��های نتای; که م�ͳدهیم

به مربوط آزمون نتیجه اگر تنها و اگر است Έی برابر آن درایه�ی i-امین که م�ͳدهیم نمایش w با را M١ نتیجه�ی

پوشیده w بردار با که M١را از ͳستون�های مجموعه است. صفر این�صورت غیر در و باشد ͳمنفM١ از سطر i-امین

از درایه i-امین اگر باشد I در ͳشخص با متناظر M١ از ͳستون x م�ͳکنیم فرض م�ͳدهیم. نمایش X با م�ͳشوند

i-امین ΁پاس نتیجه در و است پوچΎر Έی حداقل شامل گروه i-امین که است ͳمعن بدین این باشد Έی برابر x

،I در ͳشخص با متناظر ،x ستون، هر M١برای ماتریس در نتیجه در است. w(i) = ١ ͳیعن این و است ͳمنف تست

X از ͳستون�های که م�ͳدهیم نشان است. بیمار افراد با متناظر ستون��های از ͳبعض شامل X به�وضوح است. x ∈ X

.| X \P |≥ ٢r م�ͳکنیم فرض .| X \P |≤ ٢r−١ ͳیعن است، ٢r−١ حداکثر نیستند بیمار افراد با متناظر که

متناظر ستون�های شامل به�طوری�که دارد وجود X \ P از A r-عضوی زیرمجموعه�ی لذا | I |≤ r آنجای�ͳکه از

همه�ی که دارد وجود چنان i-ام سطر است دهنده ,p})-ابرپوشش r}, r) ΈیM١ آنجای�ͳکه از نیست. I افراد با

از ستون Έی و P از ستون Έی حداقل و هستند صفر برابر درایه�ی دارای سطر این در I افراد با متناظر ستون�های

Έی حداقل شامل i-ام، تست ΁پاس این΋ه بر م�ͳکند دلالت این و هستند Έی برابر درایه�ی دارای سطر این در A

A از ستون Έی حداقل لذا است صفر برابر w بردار درایه�ی i-امین بنابراین است. مثبت پوچΎر، بدون و بیمار فرد

بیماری افراد همه�ی شامل p+ | P \X | از کمتر اندازه�ی به مجموعه�ای باید حال نم�ͳشود. پوشیده w بردار توسط
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سطرهای به مربوط تست�های نتیجه�ی بردار z م�ͳکنیم فرض� کنیم. مشخص را ندارد ͳاشتراک X ستون�های با که

باشد: زیر صورت به ͳستون�های مجموعه Y م�ͳکنیم فرض همچنین و باشد M٢

Y = {C : م�ͳشود پوشیده z با R(C,X) و C /∈ X که است M٢ از ͳستون C }.

اگر زیرا م�ͳشود. پوشیده z توسط R(C, I) آن�گاه باشد بیمار فرد Έی با متناظر C /∈ X دلخواه ستون اگر

سطر این در و است Έی برابر i-ام سطر در بیمار، فرد Έی با متناظر ،C ستون این΋ه ͳیعن باشد R(C, I)(i) = ١

است. R(i) = ١ ͳیعن است مثبت تست این ΁پاس این�صورت در هستند صفر برابر I ستون�های

زیرا م�ͳشود. پوشیده R(C, I) توسط R(C,X) ،C /∈ X ستون هر ازای به بنابراین ،I ⊆ X که دادیم نشان�

هم را I که ،X ستون�های تمام و است Έی درایه دارای i سطر در C ستون آن�گاه باشد R(C,X)(i) = ١ اگر

Έی با متناظر ستون C /∈ X اگر نتیجه در است. R(C, I)(i) = ١ لذا هستند صفر برابر سطر این در شامل�اند،

.P \X ⊆ Y لذا م�ͳشود پوشیده z توسط R(C,X) بردار سپس باشد بیمار فرد

p-عضوی زیرمجموعه�ی باشد. |Y | ≥ p + |P \X| م�ͳکنیم فرض است. |Y | < p + |P \X| م�ͳکنیم ادعا

Έی M٢ آنجاکه از دارد. وجود L مجموعه�ی |Y ∩ P | ⩽ |P \X| آنجاکه از م�ͳگیریم، درنظر را Y \ P از L

به دارد وجود i مانند سطری لذا ،|X ∪ P | ≤ p+ ٢r − ١ همچنین و است دهنده ,p)-ابرپوشش p+ ٢r − ١)

دارای سطر این X∪Pدر ستون�های همه�ی و یΈاست برابر درایه�ی دارایi-امین L از یΈستون حداقل طوری�که

.z(i) = R(P, I)(i) = ٠ لذا نیست بیماری فرد Ϳهی دارای گروه i-امین نتیجه در هستند. صفر برابر درایه�ی

این در ͳول است Έی درایه دارای i-ام سطر در که دارد وجود C ′ ∈ L ⊂ Y ستون Έی حداقل دیΎر عبارت به

توسط y ∈ Y هر این΋ه با دارد تناقض این که R(C ′, X)(i) = ١ پس هستند صفر برابر X ستون�های همه سطر

م�ͳشود. پوشیده z

قرار آزمایش مورد را X ∪ Y ستون�های به متناظر افراد انفرادی آزمون به�صورت گام این در دوم: گام

م�ͳنماییم. اعلام را بیمار افراد آن�گاه م�ͳدهیم.



٧۵ شمول ماتریس�های .۵.۵

دارد. دنبال به را زیر نتیجه فوق الΎوریتم

حداکثر و بیمار فرد p ≥ ١ دقیقاً شامل که باشد فرد n از مجموعه�ای O که م�ͳکنیم فرض [٨] .١.۴.۵ قضیه

را O در بیمار افراد تمام آمیزی موفقیت بطور که دارد وجود مرحله�ای دو الΎوریتم Έی است. پوچΎر r ≥ ١

م�ͳکند. ͳشناسای تست N({p, r}, r, n) +N(p, p+ ٢r − ١, n) + ٢p+ ٢r − ٢ حداکثر به�وسیله�ی

به نیاز M٢ ماتریس و دارد تست N({p, r}, r, n) به نیاز M١ ماتریس فوق، الΎوریتم ساختار به توجه با اثبات.

که دارد تست ٢p + ٢r − ٢ حداکثر به نیاز X ∪ Y مجموعه�ی همچنین و دارد تست N(p, p + ٢r − ١, n)

ͳشناسای را بیمار افراد تمام مرحله�ای دو الΎوریتم با م�ͳتوان که است ͳتست�های تعداد حداکثر آن�ها حاصل�جم΄

کرد.

ماتریس�هایشمول ۵.۵

م�ͳدهیم. نمایش
(
[n]
k

)
با را [n] از k-مجموعه�ها تمام و م�ͳنامیم ۴ k-مجموعه را [n] از k-عضوی مجموعه�ی

از K٢ و K١ k-مجموعه هر ازای به به�طوری�که باشد [n] روی k-مجموعه��ها از خانواده Έی Γ م�ͳکنیم فرض

مینیمم با ͳدودوی کد Έی Γ اعضای ( n بطول ) وقوع بردارهای دیΎر به�عبارت باشد. |K١ \ K٢| ≥ r ،Γ

م�ͳدهند. تش΋یل را ٢r Ίفاصله�همین

مینیمم با [n] روی k-مجموعه��ها از خانواده Έی Γ و ١ ≤ d ≤ k ≤ n م�ͳکنیم فرض [١۶] تعریف۵.۵.١.

به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را
(
n
d

)
× |Γ| مرتبه از δ(n, d, k,Γ, r) (٠,١)-ماتریس باشد. ٢r Ίهمین فاصله�

م�ͳدهند. تش΋یل Γ اعضای را آن ستون�های و
(
[n]
d

)
اعضای را آن سطرهای

اگر تنها و اگر است Έی برابر δ(n, d, k,Γ, r) ماتریس از (D,K)-ام درایه�ی K ∈ Γ و D ∈
(
[n]
d

)
برای

باشد. D ⊆ K

۴k-set



٧۶ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

δ(۴,٢,٣) :١.۵ جدول
δ(۴,٢,٣) {١,٢,٣} {١,٢,۴} {١,٣,۴} {٢,٣,۴}
{١,٢} ١ ١ ٠ ٠
{١,٣} ١ ٠ ١ ٠
{١,۴} ٠ ١ ١ ٠
{٢,٣} ١ ٠ ٠ ١
{٢,۴} ٠ ١ ٠ ١
{٣,۴} ٠ ٠ ١ ١

وزن به�وضوح م�ͳدهیم. نمایش δ(n, d, k) با ͳسادگ برای را δ(n, d, k,Γ,١) (٠,١)-ماتریس ،Γ =
(
[n]
k

)
اگر

داریم. را δ(۴,٢,٣) Έی (١.۵) درجدول است.
(
k
d

)
و
(
n−d
k−d

)
به�ترتیب δ(n, d, k) ماتریس Έی ستون و سطر

α ∈
(
[n]
d

)
[q]d م�ͳدهیم. نمایش

(
[n]
k

)
[q]k با را k وزن و n بطول ͳتای-q بردارهای همه�ی مجموعه�ی ،k ≤ n برای

م�ͳنامیم. τ از درایه i-امین و α از درایه i-امین به�ترتیب را τ(i) و α(i) م�ͳگیریم، درنظر را τ ∈
(
[n]
k

)
[q]k و

م�ͳکنیم فرض� مثال برای است. α ≺ τ آن�گاه α(i) = τ(i) داشته�باشیم α(i) ̸= ٠ و ١ ≤ i ≤ n برای اگر

است. ٠٣٠١٠ ≺ ٠٣١١٢ لذا ٠٣١١٢ ∈
(
[۵]
۴

)
[٣]۴ و ٠٣٠١٠ ∈

(
[۵]
٢

)
[٣]٢

مرتبه از π(q, n, d, k) ماتریس -(٠,١) .q ≥ ١ و ١ ≤ d ≤ k ≤ n م�ͳکنیم فرض [١۶] .٢.۵.۵ )تعریف
[n]
k

)
qk اعضای را آن ستون�های و

(
[n]
d

)
qd اعضای را آن سطرهای به�طوری�که م�ͳگیریم، درنظر را

(
n
d

)
qd×

(
n
k

)
qk

م�ͳدهند. تش΋یل

تنها و اگر است Έی برابر π(q, n, d, k) ماتریس از ,α)-ام τ) درایه�ی τ ∈
(
[n]
k

)
qk و α ∈

(
[n]
d

)
qd برای

در است.
(
k
d

)
و
(
n−d
k−d

)
qk−d به��ترتیب π(q, n, d, k) ماتریس Έی ستون و سطر وزن به�وضوح باشد. α ≺ τ اگر

داریم. را π(٢,۴,٢,٣) Έی (٢.۵) جدول



٧٧ شمول ماتریس�های .۵.۵

π(٢,۴,٢,٣) :٢.۵ جدول

π(٢,۴,٢,٣) ٠١١١ ٠١١٢ ٠١٢٢ ٠٢١٢ ٠٢٢٢ ١٠١١ ١٠١٢ ١٠٢١ ١٠٢٢ ١١٠١ · · · ٢٢٢٠
٠٠١١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠٠١٢ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠٠٢١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠٠٢٢ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠١٠١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠١٠٢ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠١١٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠١٢٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

...
...

...
٢١٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

م�ͳدهیم. نمایش F n
q با را Fq روی بعدی n برداری فضای باشد. اول عدد Έی از ͳتوان q م�ͳکنیم فرض

زیرفضاهای خانواده�ی و است
(
n
k

)
q
ͳگاوس ضریب برابر F n

q روی k-بعدی زیرفضاهای تعداد ١ ≤ k ≤ n برای

داریم: [٣٧] از م�ͳدهیم. نمایش
(
[n]
k

)
q
با را F n

q روی k-بعدی

(
n
k

)
q
=

∏k−١
i=٠ (q

n−i − ١)(qk−i − ١−(١.

(٠,١)-ماتریس باشد. اول عدد Έی از ͳتوان برابر q و ١ ≤ d ≤ k ≤ n م�ͳکنیم فرض� [١۶] تعریف۵.۵.٣.

تش΋یل
(
[n]
k

)
q
اعضای را آن ستون�های و

(
[n]
d

)
q
اعضای را آن سطرهای به�طوری�که م�ͳگیریم، درنظر را γ(n, d, k)

م�ͳدهند.

Dزیرمجموعه�ی اگر تنها و اگر است Έی برابر ماتریس از درایه (D,K)-امین ،K ∈
(
[n]
k

)
q
Dو ∈

(
[n]
d

)
q
برای

است.
(
k
d

)
q
و
(
n−d
k−d

)
q
به��ترتیب γ(n, d, k) ماتریس Έی ستون و سطر وزن به�وضوح باشد. K ( فضای زیر (یا

است. e =
(
k−s
d−s

)
− ١ و ١ ≤ q ،١ ≤ s ≤ d ≤ k ≤ n م�ͳکنیم فرض [١۶] .۴.۵.۵ گزاره

است. ,s)-مجزا e+ ١) ، δ(n, d, k) (٠,١)-ماتریس الف.

است. ,s)-مجزا e+ ١) ، π(q, n, d, k) (٠,١)-ماتریس ب.



٧٨ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

دلخواه -مجموعه�های k از (١+s)-عضوی خانواده�ای S = {K٠, K١, . . . , Ks} م�ͳکنیم فرض الف. اثبات.

که دارد وجود d-عضوی مجموعه�ی
(
k−s
d−s

)
حداقل که دهیم نشان است ͳکاف باشد. δ(n, d, k) ستون�های

نیستند. ،١ ≤ i ≤ s ها، Ki از Έی�Ϳهی زیرمجموعه�ی ͳول هستند. K٠ زیرمجموعه�ی

: لذا |K٠| = |Ki| و K٠ ̸= Ki ،١ ≤ i ≤ s برای که آنجا از

∃ x١ ∈ K٠ \K١

∃ x٢ ∈ K٠ \K٢

...

∃ xi ∈ K٠ \Ki

...

∃ xs ∈ K٠ \Ks.

.|B| = s′ ≤ s و B = {x١, x٢, . . . , xs} م�ͳکنیم فرض

هستند ͳسطرهای همان است آن�ها زیرمجموعه�ی B که K٠ از d-عضوی زیرمجموعه�های تعداد به�وضوح

چنین تعداد نم�ͳشوند. پوشیده ،١ ≤ i ≤ s ها، Ki از Έی Ϳهی توسط ͳول م�ͳشوند پوشیده K٠ توسط که

با: است برابر ͳزیرمجموعه�های

(
k−s′

d−s′

)
=

(
k−s′

k−d

)
≥

(
k−s
k−d

)
=

(
k−s
d−s

)
.

(الف). قسمت مشابه ب. اثبات.

روی -مجموعه�ها k از خانواده�ای Γ م�ͳکنیم فرض ١ ≤ r < k و ١ ≤ d ≤ k ≤ n برای [١۶] .۵.۵.۵ گزاره

م�ͳدهیم: قرار باشد. ٢r Ίهمین فاصله مینیمم با [n]



٧٩ شمول ماتریس�های .۵.۵

p = ⌈(
(
k
d

)
−

(
k−r
d

)
)(
(
k−r
d

)
−

(
k−٢r
d

)
)−١⌉،

م�ͳدهیم: قرار ١ ≤ s ≤ p برای هچنین و

e =
(
k
d

)
−

(
k−r
d

)
− (s− ١)(

(
k−r
d

)
−

(
k−٢r
d

)
)− ١،

است. ,s)-مجزا e+ ١) ،δ(n, d, k,Γ, r) ماتریس ١ ≤ s ≤ p برای سپس

ستون�های دلخواه k-مجموعه�های از خانواده�ای(١+s)-عضوی S = {K٠, K١, . . . , Ks} فرضم�ͳکنیم اثبات.

زیرمجموعه�ی که دارد وجود مجموعه�یd-عضوی e+١ حداقل که دهیم نشان است ͳکاف باشد. δ(n, d, k,Γ, r)

نیستند. ،١ ≤ i ≤ s ها، Ki از Έی�Ϳهی زیرمجموعه�ی ͳول هستند K٠

در زیرا .|K٠ ∩ Ki| = k − r م�ͳکنیم فرض ١ ≤ i ≤ s برای شود وارد ͳخلل قضیه کلیت به این΋ه بدون

م�ͳپوشاند. را K٠هستند در که ͳمجموعه�های-d از مم΋ن تعداد حداکثر {K١, K٢, . . . , Ks} خانواده )این��صورت
k−r
d

)
−
(
k−٢r
d

)
لذا |K٠ ∩Ki ∩Ki+١| ≥ k− ٢r که آنجا از م�ͳپوشاند. را K٠ از d-مجموعه ،

(
k−r
d

)
،K١

برقرار نتیجه لذا نم�ͳشود. پوشیده Ki به�وسیله اما م�ͳشود پوشیده Ki+١ به�وسیله که است ͳمجموعه�های-d تعداد

است.

م�ͳدهیم: قرار ١ ≤ d ≤ k ≤ n برای باشد. اول عدد Έی از ͳتوان برابر q م�ͳکنیم فرض [١۶] .۶.۵.۵ گزاره

p = ⌈(
(
k
d

)
q
−

(
k−١
d

)
q
)(
(
k−١
d

)
q
−

(
k−٢
d

)
q
)−١⌉،

م�ͳدهیم: قرار ١ ≤ s ≤ p برای هچنین و

e =
(
k
d

)
q
−

(
k−١
d

)
q
− (s− ١)(

(
k−١
d

)
q
−
(
k−٢
d

)
q
)− ١،

است. ,s)-مجزا e+ ١) ،γ(n, d, k) ماتریس ١ ≤ s ≤ p برای سپس



٨٠ پوچΎرها با ͳگروه آزمون برای آن کاربردهای و جدید ͳترکیبیات ساختارهای .۵ فصل

ستون�های از دلخواه -بعدی k زیرفضای (s+١) از خانواده�ای S = {K٠, K١, . . . , Ks} م�ͳکنیم فرض اثبات.

هستند K٠ فضای زیر که دارد وجود بعدی d زیرفضای e+ ١ حداقل که دهیم نشان است ͳباشد.کاف γ(n, d, k)

نیستند. ،١ ≤ i ≤ s ها، Ki از Έی�Ϳهی زیرفضای ͳول

زیرا باشد. k − ١ برابر K٠ ∩Ki بعد م�ͳکنیم فرض ١ ≤ i ≤ s برای شود وارد ͳخلل قضیه کلیت به این΋ه بدون

م�ͳپوشاند. را هستند K٠ در که d-بعدی زیرفضاهای تعداد حداکثر {K١, K٢, . . . , Ks} خانواده این�صورت در

بعدی -(k−١) زیرفضای دو هر فصل�مشترک که ͳآنجای از م�ͳپوشاند. K٠را از d-بعدی زیرفضای ،
(
k−١
d

)
،K١

به�وسیله که K٠ از d-بعدی زیرفضاهای تعداد لذا است k)-بعدی − ٢) زیرفضای k-بعدی، زیرفضای Έی از

است. برقرار ح΋م لذا است،
(
k−١
d

)
q
−
(
k−٢
d

)
q
برابر نم�ͳشود پوشیده Ki به�وسیله ͳول م�ͳشود پوشیده Ki+١

داریم. را زیر نتیجه فوق گزاره از

م�ͳدهیم: قرار ١ ≤ s ≤ q برای باشد. اول عدد Έی از ͳتوان برابر q م�ͳکنیم فرض [١۶] .٧.۵.۵ نتیجه

e = qk−١ − (s− ١)qk−٢ − ١،

است. ,s)-مجزا e+ ١) ،γ(n,١, k) ماتریس ١ ≤ s ≤ q برای سپس



۶ فصل

آزمون� ایستا، ͳگروه آزمون برای موق΄ چه
است؟ بهینه انفرادی

مقدمه ١.۶

تمام بتوانیم مم΋ن آزمایش حداقل با نفر n میان در بیمار d وجود فرض با که است این هدف ͳگروه آزمون در

حداکثر بودن معلوم فرض با که است این م�ͳگیرد قرار مطالعه مورد فصل این در که آنچه کنیم. ͳشناسای را بیماران

از که ͳبدیه الΎوریتم Έی است. بهینه انفرادی آزمون ایستا، ͳگروه آزمون در n از مقادیری چه برای ،d مقدار

نیاز نفر n برای لذا م�ͳکند آزمایش انفرادی به�صورت را افراد همه که است این نم�ͳکند، استفاده ͳگروه تست ایده

بهینه انفرادی آزمون آن برای که باشد n مقدار بزرگترین N(d) ،dثابت برای که م�ͳکنیم فرض است. آزمایش n به

همچنین و N(d) = (d + ٢(١ ایستا الΎوریتم در ͳشرایط گرفتن درنظر با که م�ͳکنیم اثبات فصل این در است.

است. N(d) = (d+ ٢(١ ،d = ١,٢,٣,۴ برای که م�ͳکنیم اثبات

٨١



٨٢ است؟ بهینه انفرادی آزمون� ایستا، ͳگروه آزمون برای موق΄ چه .۶ فصل

یΈشرطلازم ٢.۶

داریم. d-مجزا ،Mt×n ماتریس Έی آن برای که باشد ای t مقدار کمترین t(d, n) م�ͳکنیم فرض

.N(d) ≤ t آن�گاه t < n که باشد d-مجزا ماتریس Έی Mt×n اگر [٢٠] .١.٢.۶ لم

سطر n با -مجزا d ماتریس Έی برای را آزمون�ها تعداد کمترین و است ͳغیر�کاهش t(d, n) که م�ͳدانیم اثبات.

بیمار d م�ͳتوان که م�ͳکند دلالت امر این بر t < n که -مجزا d ،Mt×n ماتریس Έی وجود بنابراین م�ͳدهد. نشان

الΎوریتم، بهترین n = t + ١ برای بΎوییم که است معادل این و کرد مشخص آزمون t با نفر t + ١ میان از را

.N(d) ≤ t لذا و نیست ͳبدیه الΎوریتم

م�ͳدهیم قرار ،M (٠,١)�-ماتریس Έی برای و م�ͳدهیم نمایش λCC′ با را C ′ و C ستون دو ͳضرب�داخل

(٠,١)-ماتریس هر است. شده گرفته M از C ′ و C ستون�های همه�ی روی ماکسیمم آن در که λ = maxλCC′

باشد. w وزن دارای آن ستون هر اگر است w وزن دارای

است. -مجزا
(
⌈w
λ
⌉ − ١

)
،w وزن با ͳماتریس هر [٣٠] .٢.٢.۶ لم

ستون d لذا نباشد. -مجزا d ،d =

(
⌈w
λ
⌉ − ١

)
برای ͳول باشد w وزن Mدارای ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

ستون d این اجتماع زیر�مجموعه�ی C که دارند وجود چنان ستون d این از متمایز C ستون و Ci١ , Ci٢ , . . . , Cid

داریم: لذا است.

w ≤
∑d

j=١CCij ≤
∑d

j=١ λ = dλ

⇒ w

λ
+ ١ ≤ ⌈w

λ
⌉

⇒ ⌈w
λ
⌉ − w

λ
≥ ١.

است. برقرار ح΋م لذا و است تناقض این که



٨٣ لازم شرط Έی .٢.۶

است. w)-مجزا − ١) ،w وزن با ماتریس Έی آن�گاه λ = اگر١ [٢٠] .٣.٢.۶ نتیجه

است. برقرار ح΋م (٢.٢.۶) لم در λ = ١ دادن قرار با اثبات.

است. زیر قضیه�ی بخش این مهم نتیجه

.N(d) ≤ (d+ ٢(١ آن�گاه باشد، عدداول Έی از ͳتوان برابر d+ ١ اگر [٢٠] .۴.٢.۶ قضیه

و d + ١ وزن با M(d+١)٢×n ماتریس، Έی تا است ͳکاف (٣.٢.۶) نتیجه و (١.٢.۶) لم از استفاده با اثبات.

دوبه�دو مرب΄�لاتین d لذا است عدداول Έی از ͳتوان برابر d + ١ که آنجا از بسازیم. (d + ٢(١ < n که λ = ١

درایه�های شماره که دارد درایه (d+١)٢ مرب΄�لاتین هر .[٢۶] دارد وجود d+١ مرتبه از L١, L٢, . . . , Ld متعامد

روی مناسب جایΎشت اعمال با حال است. {٠,١, ..., (d + ٢(١ − ١} از زیرمجموعه�ای آن ستون و سطر هر

قراردارند. ٠,١, ..., d اعداد به�ترتیب لاتین مرب΄ d هر اول سطر در که کنیم فرض م�ͳتوانیم لاتین مرب΄ هر درایه�های

در درنظرم�ͳگیریم. i(d + ١) + j عدد معادل را ،٠ ≤ i, j ≤ d ،(i, j) درایه�ی حالت این در که کنید دقت

ماتریس از ستون هر و دارد وجود ٠,١, ..., (d + ٢(١ − ١ شماره�های به سطر (d + ٢(١ ،M(d+١)٢×n ماتریس

از ͳخانه�های شماره مجموعه�ی ٠ ≤ k ≤ d هر برای ͳیعن م�ͳکند. مشخص را آن سطرهای از زیرمجموعه�ای M

ستون d + ١ م�ͳتواند لاتین مرب΄ هر لذا م�ͳدهیم. قرار M از ͳستون �عنوان به را هستند k درایه�ی دارای که را L١

و سطر هر در {٠,١, ..., d} مجموعه�ی اعداد از Έی هر لاتین، مرب΄ تعریف به توجه با بسازد. را M ماتریس از

ازای به� همچنین و است d + ١ برابر L١ از شده تولید ستون�های وزن لذا م�ͳشود. ظاهر ی΋بار دقیقاً L١ از ستون

است. λCC′ = ٠ ،L١ از شده تولید ستون�های مجموعه از C ′ و C ستون دو هر

مرب΄�لاتین�های سایر برای را روند این و م�ͳکنیم ایجاد را دیΎر ستون d+ ١ و م�ͳرویم L٢ لاتین مرب΄ سراغ به حال

م�ͳدهیم. انجام دیΎر

،(a, b) زوج هر آن�گاه دهیم قرار هم روی را متعامد لاتین مرب΄ دو اگر �متعامد، لاتین مرب΄ تعریف به توجه با

شده تولید C ′ دلخواه ستون و Li از شده تولید C دلخواه ستون اگر م�ͳشود. ظاهر ی΋بار دقیقاً ،٠ ≤ a, b ≤ d



٨۴ است؟ بهینه انفرادی آزمون� ایستا، ͳگروه آزمون برای موق΄ چه .۶ فصل

از ستون d(d + ١) م�ͳتوان متعامد لاتین� مرب΄ d از استفاده با بنابراین است. λCC′ = ١ بΎیریم درنظر را Lj از

است. d+ ١ ستون هر وزن و λ = ١ به�طوری�که ساخت را M ماتریس

΀واض �است. شده پر i(d+١)+j مقدار با (i, j) درایه�ی آن در که م�ͳگیریم درنظر را S(d+١)×(d+١) ماتریس حال

را آن�ها م�ͳتوان لذا است. {٠,١, ..., (d+ ٢(١ − ١} از زیرمجموعه�ای نشان�دهنده�ی S از ستون و سطر هر است

،Sماتریس (سطرهای) ستون�های از شده تولید ستون دو هر به�ازای کرد. اضافه M ماتریس به ͳستون�های به�عنوان

ͳستون از شده تولید ،C ستون هر به�ازای .λCC′ = ٠ لذا ندارند باهم ͳاشتراک Ϳهی (سطرها) ستون�ها این چون

λCR = ١ هستند اشتراک Έی دقیقاً دارای چون ،S ماتریس از سطری از شده تولید ،R ستون و ،S ماتریس از

هر برای لذا م�ͳشود ظاهر بار Έی دقیقاً درایه هر لاتین مرب΄ Έی از ستون و سطر هر در که آنجا از همچنین است.

ساختیم طریق این به که M ماتریس برای بنابراین .λCC′ = ١ ،C ′ مانند آن ͳقدیم ستون و M از C جدید ستون

لذا: است. d+ ١ نیز ستون هر وزن و λ = ١

n = d(d+ ١) + ٢(d+ ١) = (d+ ١)(d+ ٢) > (d+ ٢(١.

(٣.٢.۶) نتیجه طبق لذا ساختیم. d+١ وزن همچنین λو = ١ و n > (d+١)٢ n×٢(١+d)Mبا پسیΈماتریس

است. N(d) ≤ (d+ ٢(١ ،(١.٢.۶) لم طبق و بوده �d-�مجزا ،M ماتریس

λ = تحت١ ͳکاف و لازم شرط ٣.۶

است. ͳل΋مش کار (٣.٢.۶) نتیجه به�وسیله شده ارائه روش�های متداول�ترین و ساده�ترین با -مجزا dماتریس ساختن

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد λ = ١ تحت را فصل عنوان در شده ارائه مسأله بخش این در

سطرهای را آن رأس�ها�ی که باشد ͳگراف G گراف م�ͳکنیم فرض و م�ͳگیریم درنظر را Mt×n (٠,١)-ماتریس

رأس دو آن متناظر سطرهای ͳضرب�داخل اگر فقط و اگر دارد وجود یال رأس دو بین و م�ͳدهند تش΋یل ماتریس

م�ͳکنیم. تعریف G گراف در v رأس درجه�ی را dG(v) باشد. غیرصفر
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زیرگراف n شامل G(M)گراف آن�گاه باشد، λ = ١ و d+١ وزن Mt×nدارای ماتریس اگر [٢٠] .١.٣.۶ لم

است. مجزا یال Kd+١ کامل

تولید را d درجه از کامل گراف Έی ماتریس ستون n از Έی هر لذا است d+ ١ ستون هر وزن آنجاکه از اثبات.

وجود کامل زیرگراف دو حداقل این�صورت غیر در داریم. مجزا یال کامل زیرگراف n ͳیعن λ = ١ چون م�ͳکنند.

م�ͳگیریم درنظر را زیرگراف دو این با متناظر ستون دو حال هستند. aiaj مشترک یال Έی حداقل دارای که دارد

است. مسأله فرض با تناقض این که λ > ١ داریم لذا دارند. Έی درایه�ی aj و ai سطرهای در که

d+١ حداکثر وزن با دیΎر ماتریسd-مجزای Έی به م�ͳتواند λ = ١ با مجزا - dماتریس هر [۶٠] .٢.٣.۶ لم

کند. پیدا کاهش

ستون�های شود وارد ͳخلل مسأله کلیت به این΋ه بدون درنظرم�ͳگیریم. را λ = ١ با d-مجزا ،Mt×n ماتریس اثبات.

بΎیرند. ماتریسقرار اولیه ستون�های در d+١ از بیشتر وزن دارای ستون�های که م�ͳکنیم جابه�جا به�گونه�ای را ماتریس

از ͳ΋ی اگر که م�ͳدهیم نشان .w(C١) ≥ d + ٢ ͳیعن باشد، d + ١ از بیشتر وزن دارای C١ ستون م�ͳکنیم فرض

ͳباق -مجزا d ماتریس Έی همچنان حاصل M١ ماتریس کنیم تبدیل صفر به را ستون این در واق΄ Έی درایه��های

ستون سراغ به سپس شود، d + ١ ،C١ ستون وزن که م�ͳدهیم ادامه ͳجای تا را روند این این�صورت در م�ͳماند.

م�ͳرویم. دیΎر

زیرمجموعه�ی هر به�ازای شود. ماتریسM١ایجاد تا م�ͳکنیم تبدیل صفر به C١را ستون در درایه��هاییΈواق΄ از ͳ΋ی

پیدا ستون d این از خارج را ͳستون نم�ͳتوان باشد C١ ستون شامل که M١ ماتریس ستون�های از ،| D |= d ،D

است. بوده -مجزا d ،M ماتریس زیرا باشد ستون d این اجتماع زیرمجموعه�ی که کرد

ماتریس بودن -مجزا d بنابر این�صورت در نباشد. اول ستون شامل D زیرمجموعه�ی م�ͳکنیم فرض بعد حالت در

که �م�ͳدهیم نشان حال نیست. ستون d این اجتماع زیرمجموعه�ی C١ احتمالا˦ بجز M١ ماتریس ستون� هر ،M

اجتماع زیرمجموعه��ی M١ ماتریس در C١ ستون م�ͳکنیم فرض نیست. ستون d این اجتماع زیرمجموعه��ی نیز C١
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لذا: باشد. D در واق΄ ستون�های

∑
j∈D C١Cj ≥ d+ ١،

داریم: لذا C١Cj ≤ ١ چون ͳطرف از

d+ ١ ≤
∑

j∈D C١Cj ≤| D |= d،

است. �d-مجزا ،Mنیستپسماتریس١D در واق΄ ستون d اجتماع C١زیرمجموعه�ی لذا تناقضاست. این که

دارای ai ستون در تنها که باشد موجود سطر Έی حداقل هرگاه ١گوییم منفرد را M ماتریس در ai ستون

باشد. داشته وجود ai شامل عضوی Έت گروه Έی حداقل دیΎر بعبارت باشد. Έی درایه�ی

داریم. Mt×n d-مجزای، ماتریس Έی آن برای به�طوری�که م�ͳکنیم تعریف n مقدار بزرگترین را n(d, t)

آن�گاه: باشد، داشته منفرد ستون Έی Mt×n d-مجزای ماتریس اگر [٢٠] .٣.٣.۶ لم

n ≤ ١+ n(d, t− ١).

همچنان M(t−١)×(n−١) حاصل ماتریس ،Mt×n ماتریس در آن با متناظر سطر و منفرد ستون حذف با اثبات.

.n− ١ ≤ n(d, t− ١) بنابراین م�ͳماند. ͳباق d-مجزا

است. منفرد d حداکثر وزن با هرستون آن�گاه باشد، -مجزا d ،Mt×n ماتریس اگر [۴٨] .۴.٣.۶ لم

این΋ه بدون باشد. w ≤ d وزن دارای C١ ستون همچنین و باشد -مجزا d ،Mt×n ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

باشند. اول سطر w در C١ ستون در ناصفر درایه�ی w این که کرد فرض م�ͳتوان شود وارد ͳخلل مسأله کلیت به

درایه�ی دارای که دارد وجود C١ بجز ستون Έی لااقل ،١ ≤ i ≤ w ،i سطر هر برای نباشد درست ح΋م اگر حال

درایه�ی ͳیعن ،٢ ≤ x(i) ≤ n که است ناصفر x(i) ستون در i-ام سطر م�ͳکنیم فرض است. سطر این در Έی

١isolated
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را |W | ≤ w که W = {x(١), x(٢), ..., x(w)} در واق΄ ستون�های است. ناصفر ١ ≤ i ≤ w برای (i, x(i))

C١ ستون که است ͳبدیه م�ͳکنیم. اضافه آن به را ستون�ها باقیمانده از دیΎر دلخواه ستون d− |W | و درنظرگرفته

است. تناقض در M بودن d-مجزا با این و است ستون d این اجتماع زیرمجموعه��ی

داریم: آن�گاه باشد، d+ ١ حداقل ستون هر وزن ،λ = ١ Mt×nبا -مجزای dماتریس در اگر [٢٠] .۵.٣.۶ لم

n ≤ ⌊ t(t−١−r)
d(d+١) ⌋،

است. d Ίهن به t− ١ باقیمانده r آن در که

م�ͳکنیم تبدیل صفر به را است k ≥ d + ٢ وزن دارای که را Mt×n ماتریس از ͳستون�های Έی درایه�های اثبات.

این م�ͳماند. ͳباق -مجزا d همچنان حاصل ماتریس (٢.٣.۶) لم بنابر شود. d+ ١ برابر ستون هر وزن که ͳجای تا

n شامل گراف این (١.٣.۶) لم طبق م�ͳگیریم. درنظر را G(M∗) گراف حال م�ͳنامیم. M∗
t×n را جدید ماتریس

رأس هر برای لذا است رأس t دارای G(M∗) که آنجا از .d|dG(v) بنابراین ١+Kdاست، مجزای یال کامل گراف

در یال�ها تعداد این΋ه به توجه با باشد. dG(v) ≤ t− ١− r باید لذا و d|dG(v) اما است. dG(v) ≤ t− ١ ،v

با: است برابر G گراف در یال�ها تعداد بنابراین است
(
d+١
٢

)
برابر Kd+١ کامل گراف

n×
(
d+١
٢

)
=

∑
dG(v)
٢ ≤ t[(t−١)−r]

٢ .

م�ͳشود. نتیجه آن از ح΋م ͳبه�سادگ که
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است. زیر قضیه�ی بخش این مهم نتیجه

. N(d) = (d+ ٢(١ آن�گاه باشد، اول عدد Έی از ͳتوان برابر d+ ١ و λ = ١ اگر [٢٠] .۶.٣.۶ قضیه

.N(d) ≥ (d+ ٢(١ دهیم نشان تا است ͳکاف حال ،N(d) ≤ (d+ ٢(١ دادیم نشان (۴.٢.۶) قضیه در اثبات.

نیست. بهینه انفرادی آزمون n = (d+١)٢ برای ͳیعن این و N(d) ≤ (d+١)١−٢ و نباشد چنین م�ͳکنیم فرض

م�ͳتوانیم نیاز صورت در سطر کردن اضافه با همچنین و t < n که داریم Mt×n مانند d-مجزا ماتریس Έی لذا

با حال باشد. λ = ١ با d-مجزا ،M[(d+١)١−٢]×(d+١)٢ ماتریس م�ͳکنیم فرض .t = (d + ٢(١ − ١ کنیم فرض

حالت دو است. d + ١ حداکثر وزن دارای M ماتریس ستون هر که کرد فرض م�ͳتوان (٢.٣.۶) لم از استفاده

داریم: را زیر

که: آنجا از باشد. d+ ١ وزن دارای M ماتریس از ستون هر اول: حالت

t = (d+ ٢(١ − ١ ⇒ t− ١ = (d+ ٢(١ − ٢ = d(d+ ١) + d− ١ ⇒ t− ١− r = d(d+ ١)،

داریم: (۵.٣.۶) لم از استفاده با

n ≤ t(t−١−r)
d(d+١) = t(d+١)d

d(d+١) = t.

است. تناقض در t < n فرض با این ͳول

فرضم�ͳکنیم همچنین و باشد داشته Mوجود ماتریس در d حداکثر وزن با ͳستون�های فرضم�ͳکنیم : دوم حالت

است. منفرد C ∈ S ستون هر (۴.٣.۶) لم به توجه با باشد. d حداکثر وزن Mبا ماتریس از ͳستون�های مجموعه�� S

با M ماتریس از آمده به�دست M ′ ماتریس حال باشد. C ستون به کننده برخورد سطر تنها r(C) �م�ͳکنیم فرض

(t−|S|)×(n−|S|) مرتبه از است ͳماتریسM ′ این�صورت در درنظرم�ͳگیریم. را {r(C), C ∈ S} و C حذف

آنجاکه: از و λ = ١ و d+ ١ وزن با

t− |S| − ١ = d(d+ ١) + d− ١− |S| ⇒ t− ١− |S| − r = d(d+ ١).
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داریم: (۵.٣.۶) لم به توجه با

(n− |S|) ≤ ⌊ (t−|S|)d(d+١)
d(d+١) ⌋،

است. تناقض نیز حالت این در nکه ≤ t لذا

dΈکوچ مقادیر آوردنN(d)برای بدست ۴.۶

کرد. اثبات را زیر لم [١۴] در باسالایΎو

آن�گاه باشد، w وزن با M ماتریس از ͳستون C و -مجزا d ماتریس Έی Mt٠×n اگر .١.۴.۶ لم

t٠ ≥ w + t(d− ١, n− ١).

با d)-مجزا − ١) ماتریس Έی این�صورت در م�ͳکنیم. حذف را آن به برخوردکننده سطرهای و C ستون اثبات.

برای که است ͳآزمون�های تعداد کمترین t(d− ١, n− ١) آنجاکه از م�ͳآید. به�وجود سطر t٠−w و ستون n− ١

لذا: داریم −d)-مجزا ١) ،Mt×(n−١) ماتریس Έی آن

t٠ − w ≥ t(d− ١, n− ١) ⇒ t٠ ≥ w + t(d− ١, n− ١).

داریم. زیر به�صورت را اسپنسر معروف لم

.n(١, t) =
( t

⌊
t

٢
⌋

)
[٣٣] .٢.۴.۶ لم

.N(١) = ۴ [٢٠] .٣.۴.۶ قضیه

n(١,٣) = ٣ ،(٢.۴.۶) لم بنابر .N(١) ≤ ۴ ،(۴.٢.۶) قضیه�ی بنابر لذا است ͳاول عدد d+ ١ = ٢ اثبات.

است. ٣ برابر داریم ١-مجزا ،M٣×n ماتریس Έی آن برای nکه مقدار بزرگترین ͳیعن است،
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سطر کردن اضافه با نیاز صورت در .t < ۴ که داریم ١-مجزا ،Mt×۴ یΈماتریس آن�گاه ،N(١) = n٠ < ۴ اگر

.N(١) ≥ ۴ که گرفت نتیجه م�ͳتوان پس است. تناقض این که n(١,٣) ≥ ۴ لذا و t = ٣ که کرد فرض م�ͳتوان

.N(١) = ۴ لذا

.n(٢,٧) = ٧ [٢٠] .۴.۴.۶ لم

داریم: را زیر حالت دو م�ͳگیریم. درنظر را ٢-مجزا ،M٧×n ماتریس اثبات.

است. N(٢) = ٩ ،(۶.٣.۶) قضیه از استفاده با است ͳاول عدد d + ١ = ٣ چون باشد λ = اگر١ الف.

،M٧×n ماتریس Έی آن برای که n مقدار بزرگترین دیΎر بعبارت باشد، n(٢,٧) = k فرض�م�ͳکنیم

لم به توجه با لذا داریم. ٢-مجزا ،M∗
٨×٧ ماتریس Έی لذا k > ٧ اگر است. k برابر داریم ٢-مجزا

داریم همواره ͳطرف از و k ≤ ٧ پس است. N(٢) = ٩ با تناقض در این (٢)Nکه ≤ ٧ ،(١.٢.۶)

.n(٢,٧) = ٧ نتیجه در است). d-مجزا ماتریس ΈیIt×t ماتریس زیرا ) n(٢,٧) = k ≥ ٧

منفرد یا C ستون این�صورت در .λCC′ > ١ که است موجود C ′ و C ستون دو م�ͳکنیم فرض حالت این در ب.

زیرا: است چهار حداقل وزن دارای این΋ه یا و است

یΈهستند. درایه�ی دارای سطرها این در C ′ و C ستون�های که دارند وجود r٢ و r١ سطرهای لذا λCC′ > ١ چون

درایه C ′ ستون و Έی درایه دارای سطر آن در C ستون که دارد وجود r٣ مانند سطری ͳ٢-مجزای خاصیت بنابر

صفر درایه C ستون و Έی درایه دارای سطر آن در C ′ ستون که دارد وجود r۴ مانند سطری همچنین و دارد صفر

دارد.

است. منفرد C ستون باشد صفر C ستون درایه�ی بجز درایه�ها تمام r٣ سطر در اگر حال

C C ′

r١ ١ ١
r٢ ١ ١
r٣ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
r۴ ٠ ١
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(چون ͳ٢-مجزای خاصیت بنابر باشد Έی درایه�ی دارای r٣ سطر در که باشد داشته وجود C ′′ مانند ͳستون اگر

C ′′ و C ′ ͳول باشد Έی درایه�ی دارای C سطر آن در که باشد داشته وجود r۵ مانند سطری باید ( C ⊈ C ′ ∪C ′′

است. چهار حداقل C ستون وزن پس باشند. صفر درایه�ی دارای

C C ′ C ′′

r١ ١ ١
r٢ ١ ١
r٣ ١ ٠ ١
r۴ ٠ ١
r۵ ١ ٠ ٠

م�ͳشود: ͳبررس وضعیت دو در مسأله ب حالت در پس

دارای C ستون در تنها که ماتریس از سطری حذف و C ستون حذف با آن�گاه باشد منفرد C ستون اگر اول: حالت

م�ͳگیریم. درنظر را زیر حالت دو حال داریم. را M ′
۶×(n−١) ٢-مجزای، ماتریس است Έی درایه�ی

داریم. ٢-مجزا ،M۶×٧ ماتریس Έی این�صورت در ،n(٢,۶) = k > ۶ م�ͳکنیم فرض باشد. λ = ١ اگر .١

.N(٢) = ۶ پس N(٢) ≥
(۴
٢

)
= ۶ داریم ،(١.٣.١) لم بنابر و N(٢) ≤ ۶ داریم ،(١.٢.۶) لم بنابر

از و k ≤ ۶ که م�ͳشود نتیجه رسیدیم تناقض به که حال .N(٢) = ٩ داریم (۶.٣.۶) لم طبق ͳطرف از

.n(٢,٧) ≤ ١+ n(٢,۶) ≤ ١+ ۶ = ٧ لذا .n(٢,۶) = ۶ پس n(٢,۶) = k ≥ ۶ ͳطرف

λC′′C′′′ > که دارند وجود C ′′′ و C ′′ ستون دو لذا است. λ > ١ ،M ′
۶×(n−١) ماتریس در که فرضم�ͳکنیم .٢

است. چهار حداقل وزن دارای یا و است منفرد یا C ′′ ستون لذا است. ١

ماتریس Έی آن با مرتبط سطر و C ′′ ستون حذف با باشد منفرد M ′
۶×(n−١) ماتریس در C ′′ اگرستون

داریم. ٢-مجزا ،M۵×۶ ماتریس Έی آنΎاه n − ٢ > ۵ اگر حال است. ٢-مجزا که داریم M∗
۵×(n−٢)

لذا و رسیدیم تناقض به که حال N(٢) ≥ ۶ ،(١.٣.١) لم بنابر ͳطرف از و N(٢) ≤ ۵ ،(١.٢.۶) لم بنابر

.n(٢,٧) = ٧ پس n(٢,٧) ≥ ٧ ͳطرف از و n(٢,٧) ≤ ٧ ͳیعن این و باشد n− ٢ ≤ ۵ باید

و C ′′ ستون باشد. چهار مساوی یا بیشتر وزن دارای M ′
۶×(n−١) ماتریس در C ′′ ستون م�ͳکنیم فرض�
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سطر دو Mحداکثر ′′
s×(n−٢) ماتریس این�صورت در که م�ͳکنیم حذف را آن با متناظر کننده برخورد سطرهای

. n ≤ ۴ یا n− ٢ ≤ ٢ ،(٢.۴.۶) لم از استفاده با است. ١-مجزا و دارد

این�صورت در م�ͳکنیم. حذف را آن با مرتبط سطرهای و C ستون باشد چهار حداقل وزن دارای C اگر دوم: حالت

یا n − ١ ≤ ٣ ،(٢.۴.۶) لم به�وسیله که است -مجزا ١ و است سطر سه حداکثر دارای یافته کاهش ماتریس

.n ≤ ۴

.N(٢) = ٩ [٢٠] .۵.۴.۶ قضیه

ͳکاف بنابراین .N(٢) ≤ ٩ داریم (۴.٢.۶) قضیه طبق است، اول عدد Έی d + ١ = ٣ آنجای�ͳکه از اثبات.

فرض است. برقرار ح΋م (۶.٣.۶) قضیه طبق λ = ١ برای .n(٢,٨) = ٨ یا N(٢) ≥ ٩ که دهیم نشان تا است

داشته وجود λC,C′ > ١ n×M٨که ماتریس از C ′ و C ستون دو و باشد -مجزا ٢ ماتریس ΈیM٨×n که م�ͳکنیم

م�ͳکنیم: ͳبررس را زیر حالت دو این�صورت در باشد.

بوده ٢-مجزا همچنان کاهش�یافته ماتریس آن با مرتبط سطر و C ستون حذف با باشد منفرد ستون C اگر .١

داریم: (۴.۴.۶) و (٣.٣.۶) لم دو طبق و

n ≤ ١+ n(٢,٧) = ٨،

.n(٢,٨) = ٨ لذا ،n(٢,٨) ≥ ٨ همچنین و

ماتریس آن به کننده برخورد سطرهای و C ستون حذف با باشد، چهار حداقل وزن دارای C اگرستون حال .٢

داریم: (٢.۴.۶) لم از استفاده با که است سطر چهار حداکثر دارای M ′
s×(n−١) ١-مجزای

s ≤ ۴ ⇒ n− ١ ≤ ۶ ⇒ n ≤ ٧،
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. n(٢,٨) ≤ ٧ لذا

Έی آن�گاه n ≥ ٩ اگر حال است. ۴ وزن حداقل دارای C ستون فرضکنید . ٢ قسمت برای دیΎری اثبات

،(٢.۴.۶) لم بنابر ͳطرف از .٨ ≥ ۴+ t(١,٨) داریم (١.۴.۶) لم بنابر داریم. ٢-مجزا ،M٩×٨ ماتریس

.n(٢,٨) = ٨ لذا n ≤ ٨ پس نیست. ام΋ان�پذیر این ͳول t(١,٨) ≥ ۵ باید

.N(٣) ≥ ١٣ [٢٠] .۶.۴.۶ نتیجه

نامنفرد ستون Έی حداقل با Mt×n ٣-مجزای ماتریس Έی برای (١.۴.۶) و (۴.٣.۶) لم از استفاده با اثبات.

داریم:

t ≥ (d+ ١) + t(d− ١, n− ١).

،n ≥ ١٣ برای بنابراین .t(٢,١٢) ≥ ٩ لذا n(٢,٨) = ٨ آنجاکه از

t ≥ ۴+ t(٢, n− ١) ≥ ١٣.

.N(٣) ≥ ١٣ درنتیجه و t(٣, n) = n ،n ≤ ١٣ برای لذا

مجموعه�ی از ،b ≥ ٢ زیرمجموعه�هایb-عضوی، خانواده�ی را I(C) ،Mt×n یΈماتریس Cاز ستون هر برای

که دارد وجود C ستون از متفاوت C ′ ستون Έی لااقل ، T ∈ I(C) هر برای که م�ͳگیریم درنظر {١,٢, ..., t}

.C ′ ∩ C = T

فصل که دارد وجود C١ مانند ͳستون حداقل این΋ه ͳیعن I(C) = {(١,٢), (١,٣,۴)} اگر مثال به�عنوان

آن مشترک فصل که دارد وجود C٢ مانند ستون Έی حداقل و است دو و Έی سطرهای در C ستون با آن مشترک

است. چهار و سه ،Έی سطرهای در C ستون با

λ ≤ ٢ این�صورت در باشد. منفرد ستون بدون و w = ۴ وزن با ٢-مجزا ،t×n١ ͳماتریسM١ م�ͳکنیم فرض حال
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و r٢, r١ سطرهای در که دارد M١وجود ماتریس از Cj و Ci ستون دو حداقل ͳیعن باشد، λ ≥ ٣ اگر زیرا است.

r۴ مانند دیΎری سطر در Ci ستون م�ͳکنیم فرض لذا است چهار ماتریس وزن که ͳآنجای از دارند. Έی درایه�ی r٣

برابر r۴ سطر در که دارد وجود Ck مانند دیΎری ستون لذا ندارد منفرد ستون ماتریس آنجاکه از است. Έی برابر

است. (M١)t×n١ بودن ٢-مجزا با تناقض این که است. Έی

کاهش سه به چهار از ماتریس وزن که کنیم حذف به�گونه�ای را M١ ماتریس درایه�های از ͳبعض م�ͳخواهیم حال

کاهش ماتریس M i
١ ) بماند ͳباق (i ≥ ٠) ،M i

١ ماتریس در بودن بودن ٢-مجزا خاصیت همچنین و کند پیدا

Έی درایه هر کردن حذف که کنید توجه است). M١ ماتریس روی کردن حذف عملیات بار i-امین از بعد یافته

کردن حذف مرحله هر از بعد بنابراین شود. آن تغییر باعث است مم΋ن و گذارد ͳم اثر I(C ′) روی C ستون از

و i ≥ ٠ که M i
١ ماتریس از را چهار وزن با Cj ستون دهیم. تش΋یل C چهار وزن با ستون برای را I(C) باید

I(Cj) که دید م�ͳتوان ͳبه�راحت کنیم. ͳم اجرا را زیر دستورهای کردن حذف برای که م�ͳگیریم درنظر I(Cj) ̸= ϕ

م�ͳکند: صدق زیر حالت دو از ͳ΋ی در و است عضو سه دارای حداکثر

باشد: زیر به�صورت M i
١ I(Cj)در اگر .١

I(Cj) ⊆ {(xj, yj), (xj, zj), (xj, vj) ; xj ̸= yj ̸= vj ∈ {١,٢, ..., t}}

کاهش ستون این لذا م�ͳکنیم). تبدیل صفر به واق΄ (در کنیم ͳم حذف را Cj ستون از xj سطر در واق΄ درایه

قبلا̈ زیرا است. Έی حداکثر ماتریس ستون�های سایر با آن ͳداخل حاصل�ضرب و است سه وزن دارای یافته

مشترک آن�ها تمام در xj سطر که بود Έی درایه دارای ی΋سان سطر دو در حداکثر ستون�ها سایر با Cj ستون

ستون�ها سایر با Cj ͳداخل حاصل��ضرب به�وضوح Cj ستون و xj سطر در Έی درایه�ی حذف با حال بوده،

است. Έی حداکثر

است Cj آن�ها از ͳ΋ی که ستون دو Ϳهی اجتماع به�وضوح م�ͳماند. ͳباق -مجزا ٢ همچنان M i
١ ماتریس

شامل نیز Cj از غیر دیΎر ستون دو Ϳهی اجتماع همچنین و نیست M i
١ ازماتریس دیΎری ستون Ϳهی شامل
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جواب خیر؟ یا است Cj شامل Cj بجز ستون دو اجتماع آیا این΋ه نیست. Cj از غیر دیΎری ستون Ϳهی

دارای Cj ستون و است سطر Έی حداکثر ستون�ها سایر با Cj ستون مشترک فصل م�ͳدانیم زیرا است. خیر

م�ͳماند. ͳباق -مجزا ٢ ماتریس M i
١ لذا نیست. Cj ستون شامل ستون، دو هر اجتماع لذا است سه وزن

باشد: زیر به�صورت M i
١ در I(Cj)اگر .٢

I(Cj) = {(xj, yj), (xj, zj), (yj, zj)}،

نم�ͳدهیم. انجام کاری Ϳهی فعلا̈ حالت این در

اتفاق اول حالت آن چهار وزن با ستون�های از Έی Ϳهی برای که رسید خواهیم (M∗
١)t×n١ ماتریس Έی به سرانجام

را M∗
٢ ماتریس است. تمام عملیات ندهد رخ دوم حالت چهار، وزن با ستون��های مورد در اگر حال افتد. ͳنم

زیر خاصیت سه دارای ماتریس این هستند. دوم نوع از آن ستون�های همه�ی که بΎیرید درنظر M∗
١ از ͳزیرماتریس

است:

Cj مانند ͳستونM∗
٢ در آنجاکه از است. چهار وزن دارای ستون هر که است ستون چهار حداقل ∗Mدارای

٢ الف.

دارد: وجود زیر به�صورت

I(Cj) = {(xj, yj), (xj, zj), (yj, zj)}،

C ∩ Cj = {xj, yj} که باشد M∗
١ از ͳستون C م�ͳکنیم فرض است. ستون چهار حداقل دارای M∗

٢ لذا

C ستون مورد در باید پس بوده چهار وزن دارای M١ ستون هر که آنجا از نباشد. M∗
٢ به متعلق C ͳول

زیر: حالات از ͳ΋ی ͳیعن باشد افتاده اتفاق اول حالت

I(C) ⊆ {(xj, yj), (xj, zj), (xj, vj)}،

I(C) ⊆ {(xj, yj), (zj, yj), (vj, yj)}،
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.C ∩ Cj = {xj, yj} با است تناقض این که شود حذف آن از yj یا xj باید حالت دو این طبق لذا

این که م�ͳشود نتیجه C ∩ Cj = {zj, yj} یا C ∩ Cj = {xj, zj} که C ستون هر برای بطور�مشابه

دارد. ستون چهار حداقل ماتریس این لذا است M∗
٢ ماتریس به متعلق ستون�ها

است. دوم نوع از Cj زیرا .I(Cj) = {(xj, yj), (xj, zj), (yj, zj)} آن�گاه Cj ∈ C(M∗
اگر(٢ ب.

م�ͳکنیم فرض .Ci ∈ M∗
٢ آن�گاه باشد، |Ci ∩ Cj| = ٢ که باشد M١ از Ci ستون و Cj ∈ M∗

٢ اگر پ.

باشد اول نوع از Ci اگر حال است. چهار وزن دارای M١ ماتریس در Ci که م�ͳدانیم .|Ci ∩ Cj| = ٢

Έی ستون�ها سایر با Ci ͳداخل حاضرب که م�ͳرسیم ͳماتریس به اول حالت طبق آن Έی درایه حذف با لذا

.Ci ∈M∗
٢ بنابراین و بوده دوم نوع از لذا است. متناقض |Ci ∩ Cj| = ٢ فرض با که است

است. فوق خاصیت�های دارای همچنین و هستند دوم نوع از آن ستون�های همه که است ͳماتریس M∗
٢ پس

Ϳهی دارای M ′
١ ͳیعن باشد مینیمال خاصیت سه این به نسبت که گرفت M∗

١ از ͳزیرماتریس م��ͳتوان Mرا ′
١ لذا

نیست. کند، صدق فوق شرایط در که کمتر ستون�های تعداد با ͳزیرماتریس

هستند: زیر مجموعه�ی در واق΄ سطرهای آن سطر q که M ′
١ از است ͳزیرماتریس (M ′′

١ )q×n
′
١
م�ͳکنیم فرض حال

{xi, yi, zi : Ci ∈ C(M ′
١) , I(Ci) = {(xi, yi), (xi, zi), (yi, zi)}}.

.n′
١ ≥ q داریم (M ′′

١ )q×n′
١
ماتریس برای [٢٠] .٧.۴.۶ لم

باید M ′′
١ در z و y, x سطر هر پس .I(C) = {(x, y), (x, z), (y, z)} لذا C ∈ M ′

١ م�ͳکنیم فرض اثبات.

در ی�Έبار م�ͳشود، ظاهر C در ی�Έبار ،Έی درایه�ی x سطر برای مثال برای باشند. داشته Έی درایه�ی سه حداقل

فرض حال م�ͳشود. ظاهر مشترکاست، (x, z) Cدر با که ͳستون با ی�Έبار و ,x)مشترکاست y) Cدر با که ͳستون

M ′′
١ تعریف طبق لذا است. شده Mظاهر ′′

١ از v-ام سطر در که باشد Έی درایه�ی چهارمین دارای C ستون م�ͳکنیم

.I(C ′) = {(x′, y′), (x′, z′), (y′, z′)} که باشد موجود M ′
١ در ای C ′ ستون بطوری�که ،v ∈ {x′, y′, z′} باید
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وزن دارای که باشد M ′′
١ در ͳستون�های تعداد k م�ͳکنیم فرض دارد. Έی درایه�ی چهار حداقل v-ام سطر بنابراین

داریم: ستون�ها و سطرها بوسیله ی�Έها تعداد شمارش با حال است. چهار

٣n′
١ + k = م�ͳشوند ظاهر M ′′

١ در که ͳهای�Έی تعداد ،حداکثر

لذا:

٣n′
١ + k ≥ ٣q + k ⇒ n′

١ ≥ q.

.I(C) = {(x, y), (x, z), (y, z)} Cو = {x, y, z, v} Mداریم ′
١ Cاز ستون هر برای فرضکنید [٢٠] لم۴.۶.٨.

.v ̸∈ C ′ آن�گاه C ′ ∩ {x, y, z} ≠ ϕ همچنین و باشد ماتریس٢-مجزا Έی M ′
١ اگر این�صورت در

کلیت دادن دست از بدون ،C ′ ∩ {x, y, z} ̸= ϕ چون است. v شامل که باشد ͳستون C ′ م�ͳکنیم فرض اثبات.

(y, z) ،C ستون با آن فصل�مشترک که دیΎری ستون به�همراه C ′ ستون اجتماع حال .x ∈ C ′ م�ͳکنیم فرض مسأله

است. بودن ٢-مجزا با تناقض این که است C ستون شامل است

م�ͳدهیم. ارائه را زیر تعریف بعد لم اثبات برای

طرح t− (v, k, λ) یا t-طرح Έی از منظور باشند. ͳطبیع اعداد t < k < v فرض با λ و v ،k ،t م�ͳکنیم فرض

زیرمجموعه�های از خانواده�ای B و نقاط از عضوی v مجموعه�ای X آن در که است (X,B) به�صورت زوج Έی

٢ − (v,٣,١) Έی شوند. واق΄ بلوک λ دقیقاً در X از نقطه t هر بطوری��که است بلوک بنام X از k-عضوی

م�ͳشود. نامیده ٢ STS(v) Έی به�اختصار یا اشتاینر ͳسه�تای سیستم طرح،

٢Steiner triple system



٩٨ است؟ بهینه انفرادی آزمون� ایستا، ͳگروه آزمون برای موق΄ چه .۶ فصل

.n(٢,٩) = ١٢ [٢٠] .٩.۴.۶ لم

بلوک�ها و ماتریس سطرهای X نقاط که Mرا ماتریس حال م�ͳگیریم. درنظر را طرح ٢− (٩,٣,١)Έی اثبات.

ظاهر ی΋سان ستون Έی دقیقاً در ماتریس از سطر دو هر که ͳآنجای از م�ͳگیریم. درنظر م�ͳدهند، تش΋یل را ستون�ها

t− (v, k,١) Έی بلوک�های تعداد حداکثر [١٢] از است. ٢-مجزا ،M ماتریس که است ΀واض لذا و م�ͳشوند

دوازده حداکثر دارای B خانواده ٢طرح، − (٩,٣,١) Έی در لذا .⌊ v
k
⌊ v−١
k−١ . . . ⌊

v−t+١
k−t+١⌋ . . .⌋⌋ با است برابر

است. بلوک دوازده با طرح ٢− (٩,٣,١) Έی زیر در شده ͳمعرف طرح که است بلوک

B = {{١,٢,٩}, {٣,۴,٩}, {۵,۶,٩}, {٧,٨,٩}, {١,٣,۵}, {٢,۴,۶}, {٢,٣,٧}, {١,۴,٨},

{١,۶,٧}, {٢,۵,٨}, {٣,۶,٨}, {۴,۵,٧}}

داریم: زیر به�صورت را M ماتریس طرح این به توجه با

M =



١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


.n(٢,٩) ≥ ١٢ گرفت نتیجه م�ͳتوان بنابراین

حال .n ≥ ١٣ که باشد ٢-مجزا ماتریس Έی M٩×n کنید فرض .n(٢,٩) ≤ ١٢ که دهیم نشان باید حال

Έی ستون این با متقاط΄ سطرهای و ستون این حذف با بΎیرید. درنظر را w وزن با M از دلخواه ستون Έی

باید (٢.۴.۶) لم به بنا لذا n− ١ ≥ ١٢ که آنجا از است. ١-مجزا که م�ͳشود حاصل M
′

(٩−w)×(n−١) ماتریس

است. ٣ حداکثر وزن دارای که است ٢-مجزا ماتریس Έی M بنابراین .w ≤ ٣ دیΎر به�عبارت و ٩− w ≥ ۶

لم به بنا لذا و است منفرد ستون این ،(۴.٣.۶) لم بنابه آن�گاه باشد ٣ از کمتر وزن با ستون Έی دارای M اگر
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که n ≤ ٩ ͳیعن این و n(٢,٨) = ٨ م�ͳدانیم (۵.۴.۶) قضیه�ی به بنا اما .n ≤ ١ + n(٢,٨) باید (٣.٣.۶)

و ٢-مجزا ماتریس Έی M و است ٣ وزن دارای M از ستون هر بنابراین است. تناقض در n ≥ ١٣ فرض با

در سطرها از عضوی دو زیرمجموعه دو هر دید م�ͳتوان ͳبه�سادگ بودن ٢-مجزا به توجه با است. منفرد ستون فاقد

است. متناقض فرض با که n ≤ ١٢ ͳیعن این و
(٩
٢

)
٣
≥ n بنابراین م�ͳشود. واق΄ ستون Έی حداکثر

.n(٢,١٠) ≤ ١٣ [٢٠] .١٠.۴.۶ لم

Έی حداقل n×M١٠دارای ماتریس اگر حال باشد. ٢-مجزا ماتریس ΈیM١٠×n ماتریس م�ͳکنیم فرض اثبات.

داریم: (٣.٣.۶) و (٩.۴.۶) لم طبق آن�گاه باشد منفرد ستون

n ≤ ١+ n(٢,٩) = ١+ ١٢ = ١٣ ⇒ n ≤ ١٣.

M ستون هر وزن (۴.٣.۶) لم نقیض ع΋س طبق (لذا نباشد منفردی ستون Ϳهی دارای M ماتریس و λ = ١ اگر

r ≡ t−١ ≡ ١−١٠ ≡ ١ (mod ٢) که آنجا از (۵.٣.۶) لم از استفاده با لذا باشد) آن از بیشتر یا d+١ باید

داریم:

n ≤ ⌊ t(t−١−r)
(d+١)d ⌋ = ١٣⇒ n ≤ ١٣.

وزن ماکسیمم با ͳستون C م�ͳکنیم فرض .λ > ١ و نباشد منفرد ستون دارای M١٠×n ماتریس م�ͳکنیم فرض حال

این΋ه و λ ≥ ٢ به توجه با w < ۴ اگر زیرا باشد. چهار حداقل وزن دارای باید C آن�گاه باشد، ماتریس در w

رسید. تناقض به بودن ٢-مجزا با م�ͳتوان نیست منفرد ستون دارای ماتریس

داریم: (١.۴.۶) لم از استفاده با باشد چهار از بیشتر C ستون وزن اگر .١

t(٢, n) ≥ ۵+ t(١, n− ١)،

١٠ ≥ ۵+ t(١, n− ١) ⇒ t(١, n− ١) ≤ ۵

.n(٢,١٠) ≤ ١١ داریم (٢.۴.۶) لم از یا و
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است. چهار C ستون وزن م�ͳکنیم فرض .٢

و wC = ۴ این΋ه با توجه با λ ≥ ٣ اگر (زیرا است λ = ٢ با مجزا -٢ ماتریس Έی M ماتریس پس

وزن دارای M ماتریس از ستون هر رسید). تناقض به بودن ٢-مجزا با م�ͳتوان ندارد منفرد ستون ماتریس

رسید). تناقض به بودن ٢-مجزا با م�ͳتوان λ = ٢ این΋ه به توجه با w = ٢ اگر زیرا ) است چهار یا سه

ماتریس Έی M٢ و چهار وزن با ١٠ × n١ ماتریس Έی M١ که M = M١ ∪ M٢ م�ͳکنیم فرض

�باشد. سه وزن با ١٠× (n− n١)

و هستند ٢-مجزا دو هر M٢ و M١ لذا است λ = ٢ با -مجزا ٢ ماتریس Έی M ماتریس آنجاکه از

ستون دو لذا باشد λ = ٢ اگر زیرا است، λ = ١ ،M٢ ماتریس در و λ = ٢ ،M١ ماتریس در همچنین

M چون شوند ͳبررسM ماتریس در ستون دو این اگر حال λC١C٢ = ٢ که دارند M٢وجود در C٢ و C١

تناقض این که است C١ شامل C٢ با آن اجتماع که است موجود C ′ مانند ͳستون لذا است منفرد ستون بدون

به�وضوح: است. بودن -مجزا ٢ با

∀ C١ ∈M١ , C٢ ∈M٢ λC١C٢ ≤ ١

ماتریس به�طوری�که کند پیدا کاهش λ = ١ با ماتریس Έی به م�ͳتواند λ = ٢ با M١ ماتریس ͳطرف از

،M∗
٢ ،M∗

١ ماتریس�های به این�صورت در که م�ͳکنیم استفاده را قبل روش بماند. ͳباق -مجزا ٢ همچنان

است. تمام کار باشند نداشته وجود M ′′
١ و M ′

١ ماتریس�های اگر که م�ͳرسیم M ′′
١ و M ′

١

از I(C١) که م�ͳدانیم باشد. {١,٢,٣,۴} برابر C١ ستون به�طوری�که م�ͳکنیم جابه�جا به�گونه�ای را سطرها

باید زیر زیرماتریس که دارد این بر دلالت I(C١) = {(١,٢), (١,٣), (٢,٣)} بودن کامل است دوم نوع

باشد. M ′
١ در

لم به بنا داریم. بیشتر سطر Έی حداقل به نیاز I(C۴) و I(C٣) ،I(C٢) بودن کامل برای که شود توجه

Ϳهی لذا است اشتراک دارای {x, y, z} با C۴ و C٣ ،C٢ ستون�های از Έی هر که ͳآنجای از (٨.۴.۶)
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سطر در C٢ ستون م�ͳکنیم فرض حال نیستند. Έی درایه�ی دارای چهارم سطر در ستون�ها این از Έی

سطر در C۴ و C٣ ستون�های لذا C٣, C۴ ∩ {x, y, z} ̸= ϕ آنجای�ͳکه از و باشد Έی درایه�ی دارای پنجم�

چون و باشد Έی درایه�ی دارای ششم سطر در C٣ ستون م�ͳکنیم فرض نیستند. Έی درایه�ی دارای پنجم

دلایل مشابه و نیستند Έی درایه�ی دارای سطر این در C۴ و C٢ ستون�های لذا C٢, C۴ ∩ {x, y, z} ̸= ϕ

دارای سطر این در دیΎر ستون�های به�طوری�که است Έی درایه�ی دارای هفتم سطر در نیز C۴ ستون فوق

نیستند. Έی درایه�ی

C١ C٢ C٣ C۴
r١ ١ ١ ١
r٢ ١ ١ ١
r٣ ١ ١ ١
r۴ ١
r۵ ١
r۶ ١
r٧ ١

این کرد. اضافه ستون این به را دیΎری Έی درایه�ی باید لذا است چهار وزن C٢دارای ستون آنجای�ͳکه از

لذا است. تناقض این که م�ͳشود λC١,C٢ = ٣ این�صورت در زیرا بΎیرد. قرار نم�ͳتواند سوم سطر در درایه

داریم دیΎری ستون دو به نیاز I(C٢) بودن کامل برای ͳطرف از بΎیرد. قرار هشتم سطر در باید درایه این

داشته اشتراک C۴ و C٣ با باید C٢ باشد q = ۴ اگر حال باشد. داشته اشتراک درایه دو در C٢ با که

زیر ش΋ل مانند م�ͳشوند. C۴کامل C٣و ،C٢ این�صورت در است. ام΋ان�پذیر هشتم سطر در فقط این و باشد

C١ C٢ C٣ C۴
r١ ١ ١ ١
r٢ ١ ١ ١
r٣ ١ ١ ١
r۴ ١
r۵ ١
r۶ ١
r٧ ١
r٨ ١ ١ ١
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Έی دارای حداکثر ستون دو هر که م�ͳشود مشاهده فوق ش΋ل در شده مشخص درایه�های حذف با حال

را فوق مراحل و دهیم گسترش را M ′
١ ستون�های اگر حال است. λ = ١ ،M ′

١ در بنابراین هستند اشتراک

به�ازای همچنین و است λ = ١ ،M٢ در آنجای�ͳکه از است. λ = ١ که M١م�ͳرسیم ماتریس به دهیم انجام

با ٢-مجزا ماتریس Έی به M ماتریس لذا .λC١,C٢ ≤ ١ داریم M٢ از C٢ ستون و M١ از C١ ستون هر

پس t − ١ − r = ٨ ،(۵.٣.۶) لم از استفاده با لذا است. کرده پیدا کاهش چهار یا سه وزن و λ = ١

.n ≤ ⌊٨×١٠
٢×٣ ⌋ = ١٣

لم از استفاده با دارد. وجود I(C۴) و I(C٣), I(C٢) کردن کامل برای دیΎری راه�های q ≥ ۵ اگر حال

مینیمال M ′′
١ که آنجا از باشد. M ′′

١ در جدیدی ستون C۵ م�ͳکنیم فرض� .n′
١ ≥ q ≥ ۵ داریم (٧.۴.۶)

کلیت به این΋ه بدون باشد. داشته اشتراک {(١,٢), (١,٣), (٢,٣)} مجموعه�ی با باید I(C۵) لذا است

C٣ , C٢ , C١ ستون�های با C۵ ستون که آنجا از (١,٢) ∈ I(C۵) م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل مسأله

اشتراک ستون�ها این Έی درایه�ها�ی چهارمین با C۵ ستون نباید (٨.۴.۶) لم بنابر لذا دارد اشتراک C۴ و

م�ͳگیرند. قرار نه و هشت جدید سطرهای در ستون این Έی درایه� دو لذا باشد داشته

C١ C٢ C٣ C۴ C۵
r١ ١ ١ ١ ١
r٢ ١ ١ ١ ١
r٣ ١ ١ ١
r۴ ١
r۵ ١
r۶ ١
r٧ ١
r٨ ١
r٩ ١

م�ͳکنیم فرض شد. خواهیم اول درایه�ی دو بودن متقارن متوجه �ستون�ها بقیه با C۵ ستون ارتباط ͳبررس با

و Έی سطرهای در Έی درایه�ی دو با C۶ ستون به نیاز I(C۵) بودن کامل برای که ،(١,٨) ∈ I(C۵)

قرار م�ͳتواند هفتم سطر در C۶ ستون لذا ندارد اشتراک C۴ ستون با تنها C۶ ستون که آنجا از هستیم. هشت

I(C٣), I(C٢) بودن کامل برای و م�ͳدهیم قرار r١٠ سطرجدید در را آن Έی درایه�ی چهارمین و باشد داشته
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داریم. بیشتر سطر Έی حداقل به نیاز I(C۴) و

C١ C٢ C٣ C۴ C۵ C۶
r١ ١ ١ ١ ١ ١
r٢ ١ ١ ١ ١
r٣ ١ ١ ١
r۴ ١
r۵ ١
r۶ ١
r٧ ١ ١
r٨ ١ ١
r٩ ١
r١٠ ١

.n(٣,١٣) = ١٣ [٢٠] .١١.۴.۶ لم

م�ͳگیریم. درنظر را ٣-مجزا ،M١٣×n ماتریس اثبات.

n(٣,١٣) = k > ١٣ م�ͳکنیم فرض .N(d) = ١۶ لذا d+ ١ = ۴ چون (۶.٣.۶) لم بنابر λ = ١ اگر .١

چهاردهم سطر به�عنوان عضوی Έت گروه Έی افزودن با حال داریم. ٣-مجزا ،M∗
١×١٣۴ ماتریس Έی لذا

،(١.٢.۶) لم به بنا که داریم ٣-مجزا ،M ′
١۴×١۵ یΈماتریس یΈاست درایه�ی دارای پانزده�ام ستون در که

تساوی لذا n(٣,١٣) ≥ ١٣ ͳطرف از و k ≤ ١٣ لذا است. N(d) = ١۶ با تناقض این که N(d) ≤ ١۴

است. برقرار

یا است منفرد ستون C �این�صورت در .λC١,C٢ > ١ که دارند وجود C ′ و C ستون دو م�ͳکنیم فرض حال .٢

است. پن; حداقل وزن دارای

داریم: (۶.۴.۶) نتیجه از و آن با متناظر سطر و آن حذف با باشد منفرد C ستون اگر الف.

N(٣) ≥ ١٣ ⇒ n(٣,١٢) = ١٢،



١٠۴ است؟ بهینه انفرادی آزمون� ایستا، ͳگروه آزمون برای موق΄ چه .۶ فصل

داریم: (٣.٣.۶) لم از و

n ≤ ١+ n(٣,١٢) = ١+ ١٢ = ١٣.

م��ͳکنیم. حذف را آن به برخورد�کننده سطرهای و C ستون باشد پن; حداقل وزن دارای C ستون اگر حال ب.

.n ≤ ٩ ͳیعن n− ١ ≤ ٨ لذا n(٢,٨) = ٨ چون است. q ≤ ٨ با ٢-مجزا ،M ′
q×(n−١) حاصل ماتریس

.n(٣,١۴) = ١۴ [٢٠] .١٢.۴.۶ لم

م�ͳگیریم. درنظر را ٣-مجزا ،M١۴×n ماتریس اثبات.

n(٣,١۴) = k م�ͳکنیم فرض .N(d) = ١۶ لذا d + ١ = ۴ چون (۶.٣.۶) لم بنابر باشد λ = اگر١ .١

سطر در عضوی Έت گروه Έی افزودن با حال داریم. ٣-مجزا ،M∗
١۴×١۵ ماتریس Έی لذا .k > ١۴ که

لم به بنا که داریم، ٣-مجزا ،M ′
١۵×١۶ ماتریس Έی است Έی درایه�ی دارای شانزدهم ستون در که پانزدهم

n(٣,١۴) ≥ ١۴ ͳطرف از .k ≤ ١۴ لذا دارد N(d) = ١۶ با تناقض این N(d)که ≤ ١۵ ،(١.٢.۶)

. n(٣,١۴) = ١۴ پس

وزن دارای یا و است منفرد C یا لذا .λC,C′ > ١ که دارند وجود C ′ و C ستون دو م�ͳکنیم فرض حال .٢

است. پن; حداقل

است. n ≤ ١+ n(٣,١٣) = ١۴ ،(١١.۴.۶) و (٣.٣.۶) لم از استفاده با باشد منفرد ستون C اگر الف.

یΈماتریس لذا حذفم�ͳکنیم آن�را به کننده برخورد سطرهای Cو ستون باشد، پن; حداقل وزن Cدارای اگر ب.

n ≤ ١+n(٢,٩) = ١٣ (٩.۴.۶) و (٣.٣.۶) لم از استفاده با داریم. ٢-مجزا و q ≤ ٩ Mبا ′′
q×(n−١)

است.



١٠۵ D Έکوچ مقادیر N(D)برای آوردن بدست .۴.۶

.N(٣) = ١۶ [٢٠] .١٣.۴.۶ قضیه

تا است ͳکاف بنابراین .N(٣) ≤ ١۶ ،(۴.٢.۶) قضیه از استفاده با لذا ،d + ١ = ٢٢ آنجای�ͳکه از اثبات.

قضیه از استفاده با م�ͳگیریم درنظر را M١۵×n ٣-مجزا، ماتریس .n(٣,١۵) = ١۵ یا N(٣) ≥ ١۶ کنیم ثابت

.λC,C′ > ١ که دارند وجود C ′ و C ستون دو م�ͳکنیم فرض (۶.٣.۶)

داریم: (١٢.۴.۶) و (٣.٣.۶) لم از استفاده با باشد منفرد C اگر الف.

n ≤ ١+ n(٣,١۴) = ١۵.

داریم: (١٠.۴.۶) و (١.۴.۶) لم از استفاده با باشد چهار حداقل وزن دارای C اگر ب.

n ≤ ١+ n(٢,١٠) ≤ ١+ ١٣ = ١۴.

.N(۴) = ٢۵ داد نشان م�ͳتوان ͳبه�راحت
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ͳالفبای فهرست

٨ ، n(d, t)
٨ ،N(d)

٨ ،t(d, n)
٩۴ ، I(C)

۵ ، U(S)

۵۶ ،∥H∥
۶۵ ،N(d, q, n)

٧۶ ،[n]
٧۶ ،

(
[n]
k

)
٧٧ ،

(
[n]
k

)
[q]k

۶٩ ،τ(H)

١۶ ،H(X, Y )

١۴ ، t(n, d, r, z)
٧۶ ،δ(n, d, k,Γ, r)
٧٧ ،π(n, d, k,Γ, r)
٧٨ ،γ(n, d, k,Γ, r)

٧ d-مجزا،
٧ ، ͳجداشدن-d
٧ ، ͳجداشدن-d̄
١٢ ,d)-مجزا، r]
١٣ ,d)-مجزا، z)

١۴ ، ,d)-مجزا r, z]
١٢ Hr̄)-مجزا، : d)

١۶ ، ͳجداشدن-(d, z)
١۶ ، ͳجداشدن-(d̄, z)
٢۶ ، تشخیص d-قدرت

۵۶ ، u-کامل
۵۶ ، u-ابرگراف

۶٨ ، ,k,m,w)-انتخابΎر n)

۶۴ پوچΎر ,d)-ساختار r)
۵ ، (٠,١)-ماتریس

١٠ ، ͳکلون آزمایش

١ ، ͳگروه آزمون
۴۴ ، آستانه ͳگروه آزمون

۵ ، پویا ͳگروه آزمون
۵ ، مرحله�ای چند ͳگروه آزمون

۵ ، ایستا ͳگروه آزمون
۴ ، پویا الΎوریتم
۴ ، ایستا الΎوریتم

۵۶ ، اختلاف

۶ ، بیمار اشخاص بردار
۶ ، نتیجه بردار

٢ ، بیمار

١١ ، پوچΎر

١٣ ، امن کلید توزی΄

۵۵ ، گراف جستجوی

١٣ ، آزاد پوشش خانواده
١٣ ، آزاد خطا
١٠ ، شدن ͳخنث

٩٨ ، اشتاینر ͳسه�تای سیستم

٧٨ ، ͳگاوس ضریب

١۶ ، Ίهمین فاصله

١٣ ، دهنده پوشش ابر کدهای

۵۶ ، پنهان گراف
٣١ ، پترسن گراف

١١١



١١٢ ͳالفبای فهرست

٧۶ ، شمول ماتریس
٢ ، مثبت

٨٧ ، منفرد
٢ ، ͳمنف

۵ ، وزن
١١ ، هم�تافت



ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

d-disjunct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d-مجزا
d-separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجداشدن-d
d̄-separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجداشدن-d̄
(d, r]-disjunct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,d)-مجزا r]
(d, r, z)-disjunct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجداشدن-(d, r, z)
(Hr̄ : d)-disjunct. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hr̄)-مجزا. : d)

(d, z)-separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجداشدن-(d, z)
(d̄, z)-separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجداشدن-(d̄, z)
d-detectpower . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشخیص. d-قدرت
u-complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u-کامل.
u-hypergraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u-ابرگراف.
inhibitory (d, r)-design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچΎر ,d)-ساختار r)
(k,m,w, n)-selector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,k,m,w)-انتخابΎر n)
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Abstract

In this thesis,we present nonadabtive group testing. Also, three types of binary matrices
have been found to be major tools in understanding and constructing pooling designs;
we give their definitions. We shall show that nonadabtive group testing needs at least �t
group tests for identifying all the defective items from a group of �t items having at most �
defective items. we use of graphs on group testing designs. Also we shall show that under
restrictions on group size, optimal nonadabtive group testing can be constructed using
Generalized Peterson Graphs. We present nonadabtive group testing algorithms, then
those Generalize to error-tolerant model, presence of inhibitors, complex model and
threshold model.We define new combinatorial structures with applications to efficient
group testing with hinhibitors. Let N(d) denote the largest n for fixed d for which
individual testing is optimal. In the rest of this thesis, we answer to query as follow;
when is individual testing optimal for nonadabtive group testing? We shall show that
N(d) = (d+ �)� for d = �, �, �, �.

Keywords: nonadaptive group testing, disjunct matrix.
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