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ЈماЇنگ) (۸گـروه ریاԭیґΟ-۲ی درس تـرم پایان اϲ̻حان
Ԋˌбی҉ی۰۳- ۱۴۰۲ سال اول Ц͇̖سال

نیست. مجاز حساب ماشین از استفاده نمایید. خودداری مداد با نوشتن از : توجه
نمͳ شود. داده پاس ͳسوال هیچ به امتحان طول در

۱۵نمره f(x, y, z) = xsin(y + ۲z) تابع سویی مشتق محاسبه است مطلوب

.u = i+ j + k بردار امتداد در و A = (۲, ۱,
−۱
۲
) نقطه در

⁃ ۱ سوال

۱۵نمره I =

ˆ ۲

۰

ˆ ۱

y
۲

y ex
۳
dxdy دوگانه انتگرال انتگرالΎیری، ناحیه رسم با

کنید. حل را

⁃ ۲ سوال

۱۵نمره مخروط و z =
√
۹− x۲ − y۲ نیمره به محدود ناحیه حجم

آورید. بدست را z۲ = x۲ + y۲
⁃ ۳ سوال

۲۰نمره استوانه درون که z =
√
۴− x۲ − y۲ نیمره از ͳقسمت مساحت
کنید. محاسبه را دارد قرار x۲ + y۲ = ۲y

⁃ ۴ سوال

۲۰نمره
˛
C

(۲y + ex
۲
)dx+ (x+ sin y)dy منحنͳ الخط انتگرال

کنید. محاسبه مستقیم) بطور (یا گرین قضیه از استفاده با را
و x = ۱− y۲  ͳمنحن به محدود ناحیه مرز C مسیر

مͳ شود. پیموده ساعت عقربه های حرکت خلاف جهت در که است x+y = ۱

y

x
۱

۱

۰

C
⁃ ۵ سوال

۱۵نمره برداری میدان که بیابید چنان را b و a مقادیر
F = (a x sin y)i+ (x۲ cos y + ۲b z۲)j + (۲yz)k

نقطه از C مسیر Έی روی F توسط شده انجام کار سپس و باشد پایستار
کنید. محاسبه را (۱, π۲ , ۱) نقطه تا (۰, ۰, ۰)

⁃ ۶ سوال

۲۰نمره
x
S

F · n dS دوگانه انتگرال (دیورژانس)، واگرایی قضیه از استفاده با

F = (x+ y)i+ (y + z)j + (z + x)k آن در که کنید محاسبه را
سهمیΎون دو به محدود ناحیه سط S و S بر ͳخارج قائم ͳانی بردار n

(dσ = dS) است. z = ۱۶− x۲ − y۲ و z = ۱۵x۲ + ۳y۲

⁃ ۷ سوال

باГࠤد ϋوق

۱
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: از است عبارت f تابع گرادیان و v =
u

|u|
= (

۱√
۳
,
۱√
۳
,
۱√
۳
) با است برابر u با موازی یه بردار ⁃ سوال۱ پاس

∇f(x, y, z) = (sin(y + ۲z), x cos(y + ۲z), ۲x cos(y + ۲z))
: کنیم محاسبه را v یه بردار امتداد در و A تقطه در f تابع سویی مشتق مقدار مͳ توانیم اکنون

Dvf(A) = ∇f(۲, ۱,
−۱
۲

) · v = (۰, ۲, ۴) · ( ۱√
۳
,
۱√
۳
,
۱√
۳
) = ۲

√
۳

I =
۲́

y=۰

۱́

x= y
۲

y ex
۳
dxdy =

۱́

x=۰

۲x́

y=۰
y ex

۳
dydx =

۱́

x=۰

[
(y

۲

۲ )e
x۳
]۲x
۰
dx ⁃ سوال۲ پاس

I =
۱́

x=۰
۲x۲ex۳dx =

[
۲
۳
ex

۳
]۱
۰
=

۲
۳
(e− ۱)

۱

۲

۰

y
=
۲x

: مͳ کنیم استفاده کروی مختصات از نظر، مورد ناحیه به توجه با ⁃ سوال۳ پاس

V =
۲π́

θ=۰

π/۴´
φ=۰

۳́

ρ=۰
ρ۲ sinφdρdφdθ = (

۲π́

θ=۰
dθ)(

π/۴´
φ=۰

sinφdφ)(
۳́

ρ=۰
ρ۲dρ)

V = ([θ]۲π۰ )([− cosφ]π/۴۰ )(
[ ۱

۳ ρ
۳
]۳
۰) = ۲π × (−

√
۲
۲ + ۱)× ۹

V = ۹(۲−
√
۲)π

۳

π
۴

است x۲ = (y − ۱)۲ = ۱ دایره داخل ناحیه z = ۰ صفحه روی بر نظر مورد سط تصویر ⁃ سوال۴ پاس

نتیجه در و zx =
−x√

۴− x۲ − y۲
, zy =

−y√
۴− x۲ − y۲

داریم همچنین مͳ نامیم. D را آن که

cos γ =
۱√

z۲x + z۲y + ۱
=

۱
۲
√
۴− x۲ − y۲

شده داده سط مساحت و dS =
۱

cos γ
dxdy =

۲dxdy√
۴− x۲ − y۲

داریم اکنون

A =
s
S

dσ =
s
D

۲dxdy√
۴− x۲ − y۲

: با است برابر
۲

۲

۱

مͳ کنیم. حل قطبی مختصات Έکم به را انتگرال این
مͳ شود. نوشته r = ۲ sin θ صورت به قطبی مختصات در x۲ + (y − ۱)۲ = ۱ دایره معادله

A =
s
D

۲dxdy√
۴− x۲ − y۲

=
π́

θ=۰

۲ sin θ´
r=۰

۲rdrdθ√
۴− r۲

=
π́

θ=۰

[
−۲

√
۴− r۲

]۲ sin θ

r=۰ dθ

= ۴
π́

θ=۰
(۱− | cos θ|)dθ = ۸

π/۲´
θ=۰

(۱− cos θ)dθ = [θ − sin θ]
π/۲
θ=۰ = ۸(

π

۲
− ۱) = ۴(π − ۲)

: داریم گرین قضیه Έکم به مͳ نامیم. D را شده داده ͳسهم و خط به محدود ناحیه ⁃ سوال۵ پاس
I =

s
D

( ∂
∂x
(x+ sin y)− ∂

∂y
(۲y + ex

۲
))dxdy = −

s
D

dxdy

= −
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y=۰

۱−y۲´
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dxdy = −
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+
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⁃ سوال۶ پاس
ⅭurⅼF = ۰ : باشیم داشته باید باشد پایستار F نیروی اینکه برای

ⅭurⅼF = (۲z − ۴b z)i+ (۰− ۰)j + (۲x cos y − a x cos y)k = ۰
→ ۲z − ۴b z = ۰ , ۲x cos y − a x cos y → b = ۱

۲ , a = ۲
انتگرال سه محاسبه با و F = (۲x sin y)i+ (x۲ cos y + z۲)j + (۲yz)k داریم ´اکنون

(۲x sin y)dx ,
´
(x۲ cos y + z۲)dy ,

´
(۲yz)dz

کنیم محاسبه را C مسیر روی F توسط شده انجام کار مͳ توانیم اکنون F = ∇(x۲ sin y + yz۲) که دید خواهیم
W =

´
C

F · dr = [x۲ sin y + yz۲]
(۱,π۲ ,۱)
(۰,۰,۰) = ۱+ π

۲

سط و S۱ را است z = ۱۶− x۲ − y۲ رویه به متعلق که بالایی سط است. قسمت دو شامل S سط ⁃ پاسسوال۷
مشترک C بسته ͳمنحن Έی در S۲ و S۱ سط دو مͳ نامیم. S۲ را است z = ۱۵x۲ + ۳y۲ رویه به متعلق که را پایین

: داریم مͳ کنیم. مشخص را C ͳمنحن مͳ کنیم ͳسع ابتدا هستند.
۱۵x۲ + ۳y۲ = ۱۶− x۲ − y۲ → ۱۶x۲ + ۴y۲ = ۱۶ → ۴x۲ + y۲ = ۴

بر C ͳمنحن تصویر مͳ دهد نشان که مͳ کند صدق ۴x۲ + y۲ = ۴ شرط در C ͳمنحن بر واق΄ (x،y،z) نقطه هر پس
ͳبیض این ͳدرون ناحیه xy صفحه روی بر S۲ و S۱ سط دو هر تصویر و است ۴x۲ + y۲ = ۴ ͳبیض xy صفحه روی

مͳ نامیم. D را آن که است
: داریم و مͳ نامیم V را S سط به محدود ناحیه واگرایی، قضیه از استفاده sبرای

S

F · n dσ =
t
V

ⅾivF dV ، ⅾivF = ∂
∂x
(x+ y) + ∂

∂y
(z + y) + ∂

∂z
(z + x) = ۳

صورت به ͳدکارت مختصات دستگاه در گانه سه انتگرال این

J =
۱́

x=−۱

۲
√
۱−x۲´

y=−۲
√
۱−x۲

۱۶−x۲−y۲´
z=۱۵x۲+۳y۲

۳dzdydx =
۱́

x=−۱

۲
√
۱−x۲´

y=−۲
√
۱−x۲

۱۲(۴− ۴x۲ − y۲)dydx

تغییرمتغیر از کار ͳراحت برای اما است حل قابل هم صورت همین به دوگانه، انتگرال این مͳ آید. در
کنیم. ͳم استفاده x = r cos θ , y = ۲r sin θ

J = ۴۸
۱́

r=۰

۲π́

θ=۰
(۱− r۲)rdθdr = ۹۶π

۲π́

θ=۰
(r − r۳)dr = ۹۶π(

۱
۲
− ۱

۴
) = ۲۴π

۳


