
 1 

 

 

 
 

 

 

 



 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 زوه درسـج

 یات مهندسیـریاض

 حـاستاد فات

 

 

 



 3 

 

 

 بارم بندی :

 نمره پایان ترم   ___ .1

 نمره میان ترم  ___  .2

 نمره فعالیت کلاسی ___  .3

 نمره حل تمرین ___  .4

 __/__/__میان ترم :    امتحان *تاریخ

  



 4 

 فهرست مطالب

 6 .......................................................................................................................................................... فصل اول

 6 ................................................................................................................................................. اعداد مختلط

 9 .................................................................................................................................... :در صفحه مختلط ینواح

 10 .......................................................................................................... یلیتحل ،مشتق،تابعیوستگید،پتابع مختلط،ح

 14 ..................................................................................................................................... مانیر-یمعادله کوش

 14 ............................................................................................................... یدر مختصات قطب مانیر-یروابط کوش

 17 ................................................................................................................................................... ییتابع نما

 18 ................................................................................................................................... یو هذلول یتوابع مثلثات

 𝝅2 ................................................................................................................................. 18توابع متناوب با دوره 

 18 ............................................................................................................................ یو توان عموم یتمیتابع لگار

 19 ........................................................................................................................ یو هذلول یتوابع معکوس مثلثات

 20 ................................................................................................................................................ فصل اول نیتمر

 21 ........................................................................................................................................................فصل دوم

 21 ............................................................................................................................................. انتگرال مختلط

 22 ........................................................................................................................ خط یانتگرال رو یخواص اساس

 23 ....................................................................................................................................... گورسا-یکوش هیقض

 24 ............................................................................................................................ (ی)فرمول انتگرال کوشهیقض

 𝑠𝑖𝑛𝜃 ................................................................................................................... 26و  cos𝜃از  ایگو یانتگرال توابع

 28 ............................................................................................................................................... فصل دوم نیتمر

 29 ....................................................................................................................................................... فصل سوم

 29 ......................................................................................................................................... ها یدنباله ها و سر

 29 ..................................................................................................................................................... دنباله ها

 29 .............................................................................................................................................. دنباله کراندار

 29 ......................................................................................................................................................... یسر

 30 ..................................................................................................................... لوران یلور،سریت ی،سریتوان یرس

 31 ................................................................................................................................................... لوریت هیقض

 32 ........................................................................................................... مهم یاز توابع مقدمات یبسط مک لورن برخ

 34 ................................................................................................................................................. لوران یسر

 38 ............................................................................................................................................... فصل سوم نیتمر



 5 

 39 ..................................................................................................................................................... فصل چهارم

 39 .......................................................................................................................... به روش مانده ها یریرال گانتگ

 39 .................................................................................................................................. محاسبه مانده یروش ها

 40 .................................................................................................................................................. مانده هیقض

 44 .................................................................................................................. ناسره  یقیحق یانتگرال ها یحاسبه م

 47 ............................................................................................................................................. فصل چهارم نیتمر

 48 ....................................................................................................................................................... فصل پنجم

 48 ...................................................................................................................................... هیو انتگرال فور یسر

 51 ........................................................................................................................... و توابع زوج و فرد هیفور یسر

 56 ............................................................................ هیفور یو سر لیها به کمک تبد یاز سر یبرخ ریبه دست آوردن مقاد

 57 .............................................................................................................................................. دامنه میبسط ن

 59 .............................................................................................................هیفور یجمله به جمله از سر یریانتگرال گ

 60 ............................................................................................................................................. پارسوال یتساو

 61 ........................................................................................................ مختلط هیفور بی،ضرا هیصورت مختلط سر فور

 61 ............................................................................................................................................... هیانتگرال فور

 62 ........................................................................................................................... موسوم به لاپلاس یانتگرال ها

 64 ............................................................................................................ هیفور لی، تبد هیصورت مختلط انتگرال فور

 68 ............................................................................................................................................... فصل پنجم نیتمر

 69 ....................................................................................................................................................... فصل ششم

 69 ................................................................................................................................... ییمعادلات با مشتق جز

 73 ............................................................................................................................................... فصل ششم نیتمر

 

  



 6 

 فصل اول
 اعداد مختلط

1 + 𝑖 

2 + 𝑖 

𝑖 = √−1
2

 = 𝑖2 = (√−1
2

)
2
= −1 

 

 

𝑋2ی مثال: معادله + 4 =  را حل کنید. 0

 𝑋2 = −4 ⟹ 𝑋 = ± √−4
2

= ±2√−1
2

= ±2𝑖 

 

      𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌             𝑍1 = 𝑋1 + 𝑖𝑌1                   𝑍2 = 𝑋2 + 𝑖𝑌2 

𝑍1مثال: + 𝑍2  و𝑍1 − 𝑍2  و𝑍1 ∗ 𝑍2  و𝑍1

𝑍2
 را محاسبه نمایید. 

 𝑍1 + 𝑍2 = (𝑋1 + 𝑋2) + 𝑖(𝑌1 + 𝑌2) 

 𝑍1 − 𝑍2 = (𝑋1 − 𝑋2) + 𝑖(𝑌1 − 𝑌2) 

 𝑍1 ∗ 𝑍2 = 𝑋1𝑋2 − 𝑌1𝑌2 + 𝑖(𝑋1𝑌2 + 𝑋2𝑌1) 

 
𝑍1
𝑍2
= 
𝑋1 + 𝑖𝑌1
𝑋2 + 𝑖𝑌2

= 
(𝑋1 + 𝑖𝑌1)(𝑋2 − 𝑖𝑌2)

(𝑋2 + 𝑖𝑌2)(𝑋2 − 𝑖𝑌2)
=  
𝑋1𝑋2 + 𝑌1𝑌2

𝑋2
2 + 𝑌2

2 + 𝑖 
𝑋2𝑌1 − 𝑋1𝑌2

𝑋2
2 + 𝑌2

2   

 مثال:حاصل عبارات زیر را بدست آورید.

𝑍1 = 2 + 3𝑖        𝑍2 = 6𝑖 

𝑍1 + 𝑍2 = ?      𝑍1 − 𝑍2 = ?      𝑍1 ∗ 𝑍2 = ?      
𝑍1
𝑍2
=? 

𝑍1 + 𝑍2 = 2 + 9𝑖      𝑍1 − 𝑍2 =  2 − 3𝑖      𝑍1 ∗ 𝑍2 = −18 + 12𝑖     
𝑍1
𝑍2
= 
1

2
−
1

3
𝑖 

 

 اعداد مختلط در دستگاه قطبی

* * 

Im 

Re 

 گویند. �̅�را  𝑍مختلط مزدوج 
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𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 cos𝜃 + 𝑖𝑟 sin𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

𝑟 = |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2
2

         𝜃 = 𝑧 آرگومان 

𝜃 = arg 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 tan
𝑦

𝑥
 (−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋)  ⟸ tan𝜃 =  

ضلع مقابل

ضلع مجاور
= 
𝑦

𝑥
 

𝑍1
𝑍2
= 
𝑟1
𝑟2
𝑒𝑖(𝜃1−𝜃2)     𝑍1𝑍2 = 𝑟1𝑟2𝑒

𝑖(𝜃1+𝜃2) 

𝑍 = 𝑟𝑒𝑖(𝜃) 

𝑍1 = 𝑟1𝑒
𝑖(𝜃1)      𝑍2 = 𝑟2𝑒

𝑖(𝜃2) 

 

 را در دستگاه دکارتی بدست آورید؟ 𝑒𝑖(2𝜋)مثال : مقدار 

𝑒𝑖(2𝜋) = 𝑟 cos𝜃 + 𝑖𝑟 sin𝜃 = 𝑟(cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 1(cos 2𝜋 + 𝑖 sin2𝜋) = 1 

 

 ر:فرمول اویل

𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  ⟹ Z = 𝑟𝑒𝑖𝜃  

 ر:وفرمول موآ

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos𝑛𝜃 + 𝑖 sin𝑛𝜃 

𝑤 مثال:جواب معادله = 𝑍
1

𝑛 .را بدست آورید 

𝑤 = 𝜌𝑒𝑖𝜑  ⟹ 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜑 = 𝑟𝑒𝑖𝜃  

θ 

𝑟 

𝑥 

𝑦 

{
𝑋 = 𝑟 cos𝜃
𝑌 = 𝑟 sin 𝜃

 

𝑒𝑖𝜃  2متناوب با دوره تناوب𝜋 .است 
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𝜌𝑛 = 𝑟  ⟹  ρ = √𝑟
𝑛
       𝑛𝜑 = 𝜃 + 2𝑘𝜋 ⟹  𝜑 =

𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
  

𝑤𝑘 = √𝑟
𝑛
 𝑒
𝑖(
𝜃+2𝑘𝜋
𝑛

)
     𝑘 = 0,1,2,… , 𝑛 − 1 

 

𝑋4مثال:معادله + 16 =  را حل کنید. 0

𝑋4 = −16 = 16𝑒𝑖𝜋 

𝑋 = 𝜌𝑒𝑖𝜑 

𝜌 = √16
4

= 2       4𝜑 = 𝜋 + 2𝑘𝜋 ⟹  𝜑 =
𝜋 + 2𝑘𝜋 

4
    𝑘 = 0,1,2,3 

   𝑘 = 0 ⟹  𝜑 =
𝜋

4
                                                                              𝑘 = 1 ⟹  𝜑 =

3𝜋

4
 

  𝑘 = 2 ⟹ 𝜑 =
5𝜋

4
                                                                               𝑘 = 3 ⟹  𝜑 =

7𝜋

4
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 :نواحی در صفحه مختلط

 

∀ε(𝑧0) = {𝑧|𝑧 ∈ ℂ , |𝑧 − 𝑧0| < 𝜀} 

∀ε(𝑧0) = {𝑧|𝑧 ∈ ℂ , |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝜀} 

∀ε(𝑧0) = {𝑧|𝑧 ∈ ℂ , |𝑧 − 𝑧0| = 𝜀} 

 

|𝑧 − 𝑧0| > ε  نقاط بیرون دایره 

𝜀1 < |𝑧 − 𝑧0| < ε2 نقاط بین دو دایره متحدالمرکز 

 

 ای از نقاط در صفحه مختلط باشند.مجموعه 𝑆حال فرض کنید

𝑁𝜀(𝑧0)وجود داشته باشد که  𝑧0سایگی از هم 𝜀: یک  𝑆نقطه داخلی  ⊂ 𝑆 . 

𝑁𝜀(𝑧0)وجود داشته باشد که  𝑧0همسایگی از  𝜀: یک  𝑆نقطه خارجی  ⊂ ℂ − 𝑆 . 

 : اگر نقطه نه داخلی باشد نه خارجی. 𝑆نقطه مرزی 

 نقطه های داخلی باشند. 𝑆مجموعه باز: اگر نقاط متعلق به 

 نقطه های داخلی و مرزی باشند. 𝑆ر نقاط متعلق به اگ مجموعه بسته:

𝑁اگر عدد حقیقی مجموعه کراندار:  > 𝑍وجود داشته باشد به قسمی که برای هر  0 ∈ 𝑆 ، |𝑍| < 𝑁. 

 نقاط روی یک خط مجمعه کراندار نیست.

 به هم وصل کند. 𝑆همبند: هردو نقطه دلخواه آن را به وسیله یک خط درون 

  

 : نقاط درونی دایره

 نقاط درون و روی دایره :

 نقاط روی دایره :

* 𝑧0 

ε 
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 :یوستگی،مشتق،تابع تحلیلیتابع مختلط،حد،پ

𝑊 = f(𝑧) 

𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌          𝑊 = 𝑈 + 𝑖𝑉 

f(𝑧)مثال:اگر  = 𝑧2  آنگاه𝑢 و 𝑣 .را محاسبه کنید 

f(𝑧) = (𝑋 + 𝑖𝑌)2 = 𝑋2 − 𝑌2 + 2𝑖𝑋𝑌             𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋2 − 𝑌2    𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑋𝑌 

 

lim                                                  حد تابع در صورت وجود منحصر به فرد است:   
𝑧→𝑧0

f(z) = 𝑊0 

lim نکته:
𝑧→0

sin 𝑧

𝑧
= 1                                                                                                                     

zرا در  f(z)تابع  = 𝑧0 سته گوییم هرگاه:پیو                                                lim
𝑧→𝑧0

f(z) = f(z0) 

 

limاگر 
𝑧→𝑧0

f(z) = 𝐿  وlim
𝑧→𝑧0

𝑔(z) = M :آنگاه روابط زیر را خواهیم داشت 

lim
𝑧→𝑧0

[f(z) ± 𝑔(z)] = L ± M 

lim
𝑧→𝑧0

[f(z)𝑔(z)] = LM 

lim
𝑧→𝑧0

[
f(z)

𝑔(z)
] =

L

M
 ,M ≠ 0 

zهردو در  𝑔(z)و  f(z)اگر  = 𝑧0  پیوسته باشند،آنگاه توابع[f(z) ± 𝑔(z)]  وf(z)𝑔(z)  وf(z)

𝑔(z)
در  

z = 𝑧0 (پیوسته اند𝑔(z0) ≠  (.در ریشه های مخرج برابر با صفر حـد نداریم.0

 اط پیوسته اند.در تمام نق zای برحسب توابع چندجمله

 توابع گویا در تمام نقاط به جـز ریشه های مخرج پیوسته اند.

limاگر 
𝑧→𝑧0

f(z) =  کراندار باشد آنگاه رابطه زیر برقرار است: 𝑧0در یک همسایگی از  𝑔(z)و  0

lim
𝑧→𝑧0

f(z)𝑔(z) = 0 

 

 

 : Zتابعی از 
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f(z)اگر تابع  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  و𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 :خواهیم داشت 

 lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

f(z) =  lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑣(𝑥, 𝑦) 

 و پیوسته است اگر 𝑧0در   f(z) توان بررسی نمود.تابعرا می 𝑣و  𝑢برای بررسی حد و پیوستگی توابع حقیقی 

𝑧0در  𝑣و  𝑢ابع اگر توفقط = (𝑥0, 𝑦0) .پیوسته باشد 

f(z)مثال: =
𝑅𝑒(𝑧)

|𝑧|
𝑧در   =  دارای حـد نیست. 0

lim
𝑦→0

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥 = 0) = 0                                   lim

𝑥→0+

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑦 = 0) =

𝑥

|𝑥|
= 1 

lim
𝑥→0−

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑦 = 0) =

𝑥

|𝑥|
= −1                

lim مثال:
𝑧→0

1−cos𝑧

sin 𝑧2
 را محاسبه کنید.

lim
𝑧→0

2𝑠𝑖𝑛2 (
𝑧
2
) 

sin 𝑧2
= lim
𝑧→0

2 (
𝑧
2
)
2
 

𝑧2
=
1

2
 

 

 

f د:                       شوبه صورت مقابل تعریف می 𝑧0در  f(z)مشتق تابع  ′(𝑧0) = lim
ℎ→0

f(𝑧0+ℎ)−f(𝑧0)

ℎ
 

 مشتق پذیر است. 𝑧0در  fمشروط به این که حـد فوق موجود باشد.در این صورت گوئیم 

f(z)مثال:تابع  = 𝑧2  به ازای کدام یک از مقادیرz مشتق پذیر است؟ 

f ′(𝑧) = lim
ℎ→0

f(𝑧 + ℎ) − f(𝑧)

ℎ
= lim
ℎ→0

(z + h)2 − 𝑧𝟐

ℎ
=
𝑧2 + ℎ2 + 2𝑧ℎ − 𝑧2

ℎ
= 2𝑧 

 در تمام نقاط مشتق پذیر است. fچون حدموجود است، 

 کند.از توابع حقیقی در مشتق گیری از توابع مختلط صدق مینکته:تمام قواعد مشتق پذیری 
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f(z)مثال:وضعیت مشتق پذیری تابع  = 𝑧̅ .را بررسی کنید 

درنظر  متغییررا  𝑥را ثابت و  𝑦را متغیر و بار دیگر  𝑦را ثابت و  𝑥برای بررسی مشتق پذیری،یک بار 

𝑦∆اگر جواب یکی شد آنگاه . گیریم. اگر جواب ها متفاوت بود مشتق نداردمی = 𝑚∆𝑥 دهیم و قرار می

 بستگی نداشت مشتق داریم. 𝑚کنیم.اگر به دوباره رابطه را بررسی می

f ′(𝑧) = lim
ℎ→0

f(𝑧 + ℎ) − f(𝑧)

ℎ
= lim
∆𝑥→0
∆𝑦=0

𝑥 + ∆𝑥 − 𝑖𝑦 − 𝑥 + 𝑖𝑦

∆𝑥
= 1 

f ′(𝑧) = lim
ℎ→0

f(𝑧 + ℎ) − f(𝑧)

ℎ
= lim
∆𝑦→0
∆𝑥=0

𝑥 − 𝑖(𝑦 + ∆𝑦) − 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑖∆𝑦
= −1 

f ′(𝑧) = lim
ℎ→0

f(𝑧 + ℎ) − f(𝑧)

ℎ
= lim

∆𝑥→0
∆𝑦=𝑚∆𝑥

𝑥 + ∆𝑥 − 𝑖(𝑦 + ∆𝑦) − 𝑥 + 𝑖𝑦

∆𝑥 + 𝑖∆𝑦
= 

lim
∆𝑥→0
∆𝑦=𝑚∆𝑥

𝑥 + ∆𝑥 − 𝑖(𝑦 +𝑚∆𝑥) − 𝑥 + 𝑖𝑦

∆𝑥 + 𝑖𝑚∆𝑥
= lim

∆𝑥→0
∆𝑦=𝑚∆𝑥

∆𝑥 − 𝑖(𝑚∆𝑥)

∆𝑥 + 𝑖𝑚∆𝑥
= 

lim
∆𝑥→0
∆𝑦=𝑚∆𝑥

∆𝑥(1 − 𝑖𝑚)

∆𝑥(1 + 𝑖𝑚)
=
(1 − 𝑖𝑚)

(1 + 𝑖𝑚)
 

ℎ = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦 

f(z)دار برابری باهم ندارند پس تابع چون دو حـد فوق مق = 𝑧̅ .مشتق پذیر نیست 

f(z)توابع  = 𝑅𝑒(𝑧)  وf(z) = 𝐼𝑚(𝑧) .هیچ جا مشتق پذیر نیستند 

 1تمرین : تمرین شماره ی 

 پذیر اند. ای در تمام نقاط مشتق پذیر و توابع گویا به جـز در ریشه های مخـرج مشتقتوابع چندجمله

𝑧در  f(z)قضیه:اگر  = 𝑧در  f(z)مشتق پذیر باشد،آنگاه  0 = 𝑧0 .پیوسته است 

f(z)عکس قضیه فوق صادق نیست.برای مثال  = |𝑧|  هیچ جا مشتق پذیر نیست اما در تمام نقاط پیوسته

 است.

 مشتق پذیر باشد. 𝑧0در تمام نقاط یک همسایگی  fتحلیلی نامیم اگر  𝑧0را در نقطه  fتابع 

 تحلیلی باشد. Dدر هر نقطه  fتحلیلی خوانیم اگر  Dرا در حوزه  fتابع 

 در کلیه نقاط صفحه مختلط تحلیلی باشد آن را تابع تام نامیم. f(z)اگر تابع 
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تکین را یک نقطه  𝑧0تحلیلی باشد،آنگاه  𝑧0تحلیلی نباشد اما در نقطه ای در همسایگی  𝑧0در نقطه  fاگر 

  گویند. fتابع 

f(z) مثال: =
1

𝑧
 ،𝑧 ≠ 𝑧در نقطه  0 =  باشد.دارای یک نقطه تکین می 0

f ′(𝑧) =
−1

𝑧2
     𝑧 ≠ 0 ⟹  به جز 0 در تمام صفحه مشتق پذیر است  
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 :ریمان-معادله کوشی

f(z) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)               𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   ∆𝑧 = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦       

کند و به سمت صفر میل می 𝑥∆ها برابر باشد. یکبار . باید جوابکنیممسیر مختلف مشتق را اعمال می واز د

∆𝑦 ( و یکبار یکبار 1)رابطه  شودصفر مطلق قرار داده می∆𝑦 کند و به سمت صفر میل می∆𝑥  صفر مطلق

 (.2)رابطه شودقرار داده می

∂f(z)

∂𝑧
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥  

∂f(z)

∂𝑧
=
𝜕𝑢

𝑖. 𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝑖𝜕𝑦
= −𝑖𝑢𝑦 + 𝑣𝑦 

(1)=(2) ⟹ 𝒖𝒙 = 𝒗𝒚 , 𝒗𝒙 = −𝒖𝒚  

 اگر رابطه بالا برقرار نباشد،تابع مشتق پذیر نیست.

 برقرار بودن رابطه بالا دلیل بر مشتق پذیر بودن تابع نیست و فقط شرط لازم برای مشتق پذیری است.

f(z)ه تابع شرط لازم و کافی برای آن ک = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  در حوزهD  تحلیلی باشد،آن است که

𝑢𝑥  ،𝑢𝑦  ،𝑣𝑥  و𝑣𝑦  درD ریمان صدق کنند.-پیوسته و در معادلات کوشی 

f(z)مثال:وضعیت تحلیلی بودن تابع  = 𝑧2 .را در کلیه نقاط صفحه مختلط بررسی کنید 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 
f(z)=𝑧2 
⇒      f(z) = 𝑥2 − 𝑦2 + 2ixy ⟹ 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 , 𝑣 = 2xy 

𝑢𝑥 = 2𝑥 , 𝑢𝑦 = −2𝑦 , 𝑣𝑥 = 2𝑦 , 𝑣𝑦 = 2𝑥 

کنند ریمان صدق می-در کلیه نقاط پیوسته هستند و همچنین در معادلات کوشی 2𝑦و  2𝑥چون توابع 

( 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦  , 𝑣𝑥 = −𝑢𝑦 نقاط صفحه مختلط تحلیلی است.(،پس تابع مربوطه در کلیه 

 2تمرین : تمرین شماره ی 

 :ریمان در مختصات قطبی-روابط کوشی

𝑢𝑟 =
1

𝑟
𝑣𝜃      ,     𝑣𝑟 = −

1

𝑟
𝑢𝜃 

 3تمرین : تمرین شماره ی 

f(z)مثال:وضعیت تحلیلی بودن تابع  = 𝑧̅ .را بررسی کنید  𝑧̅ = 𝑥 − 𝑖. 𝑦 

𝑢 = 𝑥 , 𝑣 = −𝑦 ⟹ 𝑢𝑥 = 1 ≠ 𝑣𝑦 = −1 

(1)  

(2) 
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 ای تحلیلی نیست.یمان برقرار نیست،لذا در هیچ نقطهر-چون معادلات کوشی
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همساز گوییم اگر در آن حوزه دارای  𝑥𝑦از صفحه  Dرا در حوزه  𝑦و  𝑥از دو متغیر حقیقی  ℎتابع حقیقی 

 مشتقات جـزئی مرتبه اول و دوم پیوسته باشد و در معادله لاپلاس صدق کند.

∇2ℎ =
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
∂2h

∂y2
= 0 

f(z)حال فرض کنید تابع  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  در حوزهD  تحلیلی باشد، آنگاه مشتقات جـزئی

 کنند.یعنی:ریمان صدق می-در معادله کوشی 𝑣و  𝑢مرتبه اول 

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦  ⟹ 𝑢𝑥𝑥 = 𝑣𝑦𝑥  , 𝑢𝑥𝑦 = 𝑣𝑦𝑦    

𝑣𝑥 = −𝑢𝑦  ⟹ 𝑣𝑥𝑥 = −𝑢𝑦𝑥  , 𝑣𝑥𝑦 = −𝑢𝑦𝑦 

 مشتق گرفته شده است. 𝑦و یک بار نسبت به  𝑥*یک بار نسبت به 

𝑢𝑥𝑦پیوستگی مشتقات جـزئی متضمن آن است که  = 𝑢𝑦𝑥  و𝑣𝑥𝑦 = 𝑣𝑦𝑥 :بنابراین خواهیم داشت 

𝑢𝑥𝑥 = −𝑢𝑦𝑦  ⟹ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 , 𝑣𝑥𝑥 = −𝑣𝑦𝑦⟹ 𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = 0 

 همسازند. Dدر  𝑣و  𝑢تحلیلی باشد،توابع  Dدر حوزه  f(z)بنابراین اگر 

ریمان صدق -همساز باشند و مشتقات جـزئی مرتبه اول آن ها در معادلات کوشی  Dدر  𝑣و  𝑢اگر دو تابع 

 است. 𝑢یک مزدوج همساز  𝑣کنند،گوییم 

f(z)زم و کافی برای تحلیلی بودن تابع قضیه:شرط لا = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  در حوزهD  آن است که𝑣 

 باشد. Dدر  𝑢یک مزدوج همساز 

 باشد. Dدر  𝑣نیز یک مزدوج همساز  𝑢باشد،لازم نیست که  Dدر  𝑢یک مزدوج همساز  𝑣اگر 

 ورد.ت آسیمان بدر-توان از معادلات کوشی*مزدوج یک تابع همساز را می

𝑥2مثال:نشان دهید تابع − 𝑦2  𝑢  همساز است و مزدوج آن را بیابید. =

𝑢𝑥𝑥 = 2  , 𝑢𝑦𝑦 = −2 , 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦  ⟹ 2𝑥 = 𝑣𝑦 , 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥⟹ 𝑣𝑥 = 2𝑦  

𝑣 = ∫2𝑥𝑑𝑦 + ℎ(𝑥) = 2𝑥𝑦 + ℎ(𝑥) + 𝑐 = 2𝑥𝑦 + ℎ(𝑥)⏞

جدید

 

𝑣𝑥 = 2𝑦 + ℎ
′(𝑥) = 2𝑦 ⟹ ℎ′(𝑥) = 0 ⟹  ℎ(𝑥) = 𝑐 ⟹ 𝑣 = 2𝑥𝑦 + 𝑐 
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 یمان را برای توابع زیر بررسی نمایید.ر-مثال:روابط کوشی

f(z) = |𝑧| ⟹ f(z) = √𝑥2 + 𝑦2 = 𝑢 + 0𝑖.1 

𝑢𝑥 =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
≠ 𝑣𝑦   

f(z) = arg 𝑧 ⟹ f(z) = 𝜃.2 

𝑣𝑟 = 0 ≠ −
1

𝑟
= −

1

𝑟
𝑢𝜃 

f(z) = ln 𝑧      z = 𝑟𝑒𝑖𝜃      ln 𝑧 = ln 𝑟 + ln 𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 ⟹ f(z) = ln 𝑟 + 𝑖𝜃.3 

𝑢𝜃 = 0⟹ −
1

𝑟
𝑢𝜃 = 𝑣𝑟   , 𝑢𝑟 =

1

𝑟
=
1

𝑟
𝑣𝜃  

,𝑣(𝑥مثال:اگر  𝑦)  یک مزدوج همساز تابع𝑢 = (𝑥2 − 𝑦2 + 1)2 − 4𝑥2𝑦2  باشد و داشته باشیم

𝑣(0,0) =  را محاسبه نمایید. 𝑣(1,1)، آنگاه مقدار  0

𝑢𝑥 = 4𝑥(𝑥
2 − 𝑦2 + 1) − 8𝑥𝑦2 = 𝑣𝑦 ⟹ 𝑣 = ∫(4𝑥3 − 12𝑥𝑦2 + 4𝑥)𝑑𝑦 + f(𝑥) 

𝑣 = 4𝑥3𝑦 − 4𝑥𝑦3 + 4𝑥𝑦 + f(x) 

𝑣𝑥 = −𝑢𝑦⟹ 12𝑥2𝑦 − 4𝑦3 + 4𝑦 + f ′(x) = 4𝑦(𝑥2 − 𝑦2 + 1) + 8𝑥2𝑦 

f ′(x) = 0 ⟹ f(x) = 𝑐 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 4𝑥3𝑦 − 4𝑥𝑦3 + 4𝑥𝑦 + 𝑐 

𝑣(0,0) = 0 ⟹ 𝑐 = 0 , 𝑣(1,1) = 4  

 :تابع نمایی

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) 

(𝑒𝑧)′ = 𝑒𝑧  , |𝑒𝑧| = 𝑒𝑥   , arg 𝑒𝑧 = 𝑦  , 𝑧̅ = 𝑟𝑒−𝑖𝜃   , (𝑒𝑧)𝑛 = 𝑒𝑛𝑧  

                                        𝑒2𝜋𝑖 = cos2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋 = 1 ⟹ 𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 . 𝑒2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 

 را بیابید. 𝑒𝑧+𝑖یک عدد مختلط باشد،اندازه و آرگومان عدد  𝑧اگر مثال:

𝑒𝑧+𝑖 = 𝑒𝑥+𝑖(𝑦+1) = 𝑒𝑥𝑒𝑖(𝑦+1)⟹ |𝑒𝑧+𝑖| = 𝑒𝑥  , arg 𝑒𝑧+𝑖 = 𝑦 +1 
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 :توابع مثلثاتی و هذلولی

sin 𝑧 =
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧)                      cos 𝑧 =

1

2
(𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧) 

 :𝝅2توابع متناوب با دوره 

sin 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ = sin 𝑧̅                                          cos 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ = cos 𝑧̅ 

sinℎ𝑧 =
1

2
(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)                       cos ℎ𝑧 =

1

2
(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧) 

 هستند. 2𝜋𝑖باشد و هردو متناوب و با دوره تناوب تحلیلی می 𝑧توابع فوق به ازای کلیه مقادیر 

cosℎ𝑧 = cos 𝑖𝑧                                    sin ℎ𝑧 = −𝑖 sin 𝑖𝑧 

cosℎ2𝑧 − sinℎ2𝑧 = 1 

 :تابع لگاریتمی و توان عمومی

𝑙𝑜𝑔 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 

𝜃 = 𝜑 + 2𝑛𝜋 , 𝑛 = 0,±1,±2,…    (−𝜋 < 𝜑 < 𝜋) 

 l𝑜𝑔 𝑧 تابعی چندمقداری است،مقداری از l𝑜𝑔 𝑧 که متناظر با مقدار اصلیarg 𝑧  مقدار اصلی است را

 l𝑜𝑔 𝑧امیده و آن را با ن𝐿𝑜𝑔 𝑧 دهیم.نشان می 

𝐿𝑜𝑔 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜑          (−𝜋 < 𝜑 < 𝜋) 

 l𝑜𝑔 𝑧 =  𝐿𝑜𝑔 𝑧 ± 2𝑛𝜋𝑖  , 𝑛 = 1,2,3,… 

𝐿𝑜𝑔 𝑖 =
𝜋

2
𝑖   ,  l𝑜𝑔 𝑖 =

𝜋

2
𝑖, −

3𝜋

2
𝑖,
5𝜋

2
𝑖, ……. 

 :مثال

                                                                             𝐿𝑜𝑔 (−2− 2𝑖) = ln√8 −
3𝜋

4
𝑖 

 lo𝑔 𝑧𝑛 ≠ 𝑛 log 𝑧  , 𝑛 = 1,2,3,… 

𝑧 = 𝑒𝑤 ⟺𝑤 = 𝑙𝑜𝑔 𝑧   ,   
𝑑

𝑑𝑥
𝐿𝑜𝑔 𝑧 =

1

𝑧
   (|𝑧| > 0,−𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋 ) 

𝑧𝑐 = 𝑒𝑐 log 𝑧 

 را بدست آورید. 𝑖𝑖مثال:مقدار 
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𝑧𝑐 = 𝑒𝑐 log 𝑧⟹ 𝑖𝑖 = 𝑒𝑖 log 𝑖 = 𝑒
𝑖(
𝜋
2
𝑖±2𝑛𝜋𝑖)

= 𝑒−𝜋/2+
−2𝑛𝜋  

 :توابع معکوس مثلثاتی و هذلولی

sin−1 𝑧 = −𝑖 log (𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2) 

 اثبات:

𝑧 = sin𝑤                     𝑒𝑖𝑤 = cos𝑤 + 𝑖 sin𝑤 = √1 − sin2𝑤 + 𝑖 sin𝑤 

𝑒𝑖𝑤 = √1 − 𝑧2 + 𝑖𝑧 ⟹ 𝑖𝑤 = log (𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2) ⟹ 𝑤 = −𝑖 log (𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2) 

 

cos−1 𝑧 = − 𝑖 log (𝑧 + 𝑖√1 − 𝑧2) 

tan−1 𝑧 =
𝑖

2
log
𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧
 

sinh−1 𝑧 = log (𝑧 + √𝑧2 + 1) 

cosh−1 𝑧 = log (𝑧 + √𝑧2 − 1) 

tanh−1 𝑧 =
1

2
log
1 + 𝑧

1 − 𝑧
 

𝑑

𝑑𝑧
sin−1 𝑧 =

1

√1 − 𝑧2
 

𝑑

𝑑𝑧
cos−1 𝑧 =

1

√1 + 𝑧2
 

 4تمرین : تمرین شماره 

1)مثال:مقدار اصلی  + 𝑖)(1−𝑖) .را بدست آورید 

𝑧𝑐 = 𝑒𝑐 log 𝑧⟹ (1 + 𝑖)(1−𝑖) = 𝑒(1−𝑖) log(1+𝑖) 

Log(1 + 𝑖) = ln√2 + 𝑖
𝜋

4
, مقدار اصلی     (1 + 𝑖)(1−𝑖) = 𝑒(1−𝑖)(ln√2+𝑖

𝜋
4) 

= 𝑒
(ln√2+

𝜋
4
)+𝑖(− ln√2+

𝜋
4
)
= √2 𝑒

𝜋
4 (cos(

𝜋

4
− ln√2) + 𝑖 sin (

𝜋

4
− ln√2)) 

 5تمرین : تمرین شماره 
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 تمرین فصل اول
𝑓(𝑧)ثابت کنید -1 = |𝑧|2  فقط درz=0 مشتق پذیر است؟ 

𝑓(𝑧)ثابت کنید -2 = 𝑧̅ در هیچ نقطه ای از صفحه مختلط تحلیلی نیست ؟ 

 یمان در مختصات قطبی را ثابت کنید؟ر-وابط کوشیر-3

 را به دست آورید ؟  𝑖√مقدار -4

𝑤تابع -5 = log 𝑧 را به ازای عدد مختلط𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑧 و−𝜋 < 𝜃 < 𝜋 ریف چنین تع

𝑙𝑜𝑔 𝑧میکنیم. = 𝑙𝑛𝑟 + 𝑖𝜃.  اگر𝑧 = 𝑒𝑖 3
𝜋

𝑙𝑜𝑔آن گاه  4 𝑧2 را به دست آورید ؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 21 

 فصل دوم
 انتگرال مختلط

𝑧ای از نقاط مجموعه، Cقوس)منحنی(  = (𝑥, 𝑦)  شود:زیر بیان می با رابطه است ودر صفحه مختلط 

𝑧 = 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖 𝑦(𝑡)          𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

f(z)ای باشد و پیوسته قطعه Cروی  f(z)فرض کنید تابع  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) :آنگاه 

∫ f(z)

𝐶

𝑑𝑧 = ∫ f(z(𝑡))
𝑏

𝑎

𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡 

∫ f(z)

𝐶

𝑑𝑧 = ∫(𝑢 + 𝑖𝑣)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)

𝐶

= ∫ 𝑢 𝑑𝑥 − 𝑣 𝑑𝑦 + 𝑖∫ 𝑣 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑑𝑦

𝐶𝐶

= ∫ (𝑢 + 𝑖𝑣)(𝑥′ + 𝑖𝑦′)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ (𝑢𝑥′ − 𝑣𝑦′)𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ (𝑣𝑥′ + 𝑢𝑦′)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 

∫مثال:مطلوبست محاسبه  |𝑧|
𝐶

𝑑𝑧  از𝐴 = 𝑧 = −𝑖  تا𝐵 = 𝑧 = +𝑖  درطول 

 ه استصفحه چپ واقع شدای که در نیمب( نیم دایره یکه                                         𝐴𝐵 الف( پاره خط

𝐶                                                       الف: = 𝑧(𝑡) = 𝑖𝑡      − 1 < 𝑡 < +1    𝑑𝑧 = 𝑖 𝑑𝑡 

∫|𝑧|

𝐶

𝑑𝑧 = ∫ |𝑖𝑡|⏟
تابع زوج 

𝑖 𝑑𝑡
+1

−1

= 2𝑖∫ 𝑡 𝑑𝑡 = (𝑖𝑡2| 10)
+1

0

= 𝑖 

𝐶      ب:                                                        = 𝑧(𝑡) = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡      −
𝜋

2
< 𝑡 <

𝜋

2
 

∫|𝑧|

𝐶

𝑑𝑧 = ∫ √cos2 𝑡 + sin2 𝑡
+
𝜋
2

−
𝜋
2

 𝑑𝑡 = ∫ (− sin 𝑡 + 𝑖 cos 𝑡) 𝑑𝑡
+
𝜋
2

−
𝜋
2

= (cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡 |
+
𝜋
2

−
𝜋
2

) = 2𝑖 
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 :خواص اساسی انتگرال روی خط

∫تقسیم کنیم:               2Cو  1Cبه دوقسمت  ار Cاگر مسیر  f(z)
𝐶

𝑑𝑧 = ∫ f(z)
𝐶1

𝑑𝑧 + ∫ f(z)
𝐶2

𝑑𝑧 

∫ f(z)
𝑏

𝑎

𝑑𝑧 = −∫ f(z)
𝑎

𝑏

𝑑𝑧 

∫[𝐴f1(z) + 𝐵f2(z)]

𝐶

𝑑𝑧 = 𝐴∫ f1(z)

𝐶

𝑑𝑧 + 𝐵∫ f2(z)

𝐶

𝑑𝑧 

𝐿  مسیر طول منحنیC  و𝑀 تابع از آن مقدار کمتر است. هعدد حقیقی که در هر نقط  

   |∫ f(z)
𝐶

𝑑𝑧| ≤ 𝑀𝐿 

 (𝑧0و مرکز  𝑟 دایره است به شعاع cثابت است.  𝑧0عدد صحیح و 𝑚مثال:مقدار انتگرال زیر را حساب کنید)

∮(𝑧 − 𝑧0)
𝑚

𝐶

𝑑𝑧 

𝑧(𝑡)نویسیم:      به فرم مقابل می = 𝑧0 + 𝑟(cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡) = 𝑧0 + 𝑟𝑒
𝑖𝑡         0 < 𝑡 < 2𝜋 

(𝑧 − 𝑧0)
𝑚 = 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝑡              𝑧′(𝑡) = 𝑟𝑖𝑒𝑖𝑡 

∫ f(z(𝑡))
2𝜋

0

𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝑡. 𝑟𝑖𝑒𝑖𝑡
2𝜋

0

 𝑑𝑡 = 𝑖𝑟𝑚+1∫ 𝑒𝑖(𝑚+1)𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

∮(𝑧 − 𝑧0)
𝑚

𝐶

𝑑𝑧 = {
2𝜋𝑖     𝑚 = −1
0         𝑚 ≠ −1
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 :گورسا-قضیه کوشی

 تحلیلی باشد آنگاه: Cدر تمام نقاط درون و روی منحنی ساده بسته  f(z)اگر 

∮ f(z)

𝐶

𝑑𝑧 = 0 

∮مثال:در  �̅�
𝐶

𝑑𝑧 توان از قضیه بالا استفاده کرد چون نمی𝑧̅ .تحلیلی نیست 

∮مثال:انتگرال 
𝑧+1

𝑧3−2𝑧2𝐶
𝑑𝑧 (را حساب کنیدC ای به معادلهدایره= 2  |𝑧 − 1 − 2𝑖| است) 

∮
𝑧+1

𝑧3−2𝑧2𝐶
𝑑𝑧 = ∮

𝑧+1

𝑧2(𝑧−2)𝐶
𝑑𝑧 = {

|0 − 1 − 2𝑖| = √5 > بیرون دایره 2

|2 − 1 − 2𝑖| = √5 > بیرون دایره 2
  

 پس جواب صفر است زیرا درون ناحیه مربوطه تابع تحلیلی است.

 مسیرهای دلخواهی مانند شکل زیر باشند آنگاه: 2Cو  1Cتحلیلی باشد و  Dناحیه در  fهرگاه 

∫ f(z)

𝐶1

𝑑𝑧 = ∫ f(z)

𝐶2

𝑑𝑧 

 

 است. Dمستقل از مسیر  𝑧2تا  𝑧1از  f(z)بنابراین انتگرال 

عادله به شکل زیر نوشته تحلیلی باشد،م)ناحیه بین دو منحنی(  𝐶و ناحیه  𝐶2و  𝐶1روی مرز  fاگر تابع 

 شود:می

{
  
 

  
 
∫ f(z) 𝑑𝑧 = ∫ f(z) 𝑑𝑧

𝐶2𝐶1

     ∶ 𝐶2 و 𝐶1  همجهت

∫ f(z) 𝑑𝑧 =

𝐶1

− ∫ f(z) 𝑑𝑧 ∶ 𝐶2 و 𝐶1  غیرهمجهت
𝐶2

 

 D ای دردر صفحه مختلط را حوزه همبند ساده گوییم اگر منحنی بسته ساده Dحوزه  حوزه همبند ساده:

 باشد. Dفقط شامل نقاط 

 ، ناحیه بین دو بیضی Dناحیه  مثال نقض:

𝑐2 

𝑐1 

𝑧2 𝑧1 

𝑐2 

𝑐1 
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 تحلیلی باشد،داریم: Dدر حوزه همبند ساده  f(z) قضیه:اگر

∫ f(z)
𝑏

𝑎

𝑑𝑧 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

∫مثال:مقدار  (𝑧2 + 1)2 𝑑𝑧
𝐶

𝑡به معادله پارامتری زیر از نقطه  𝐶را در امتداد منحنی   = 𝑡تا  0 = 2𝜋 

 محاسبه نمایید.

{
𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)
𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡)

 

 حل: 

𝑡 = 0 ⟹ {
𝑥 = 0
𝑦 = 0

   𝑧𝑎 = 0                                       𝑡 = 2𝜋 ⟹ {
𝑥 = 2𝜋𝑎
𝑦 = 0

    𝑧𝑏 = 2𝜋𝑎  

∫ (𝑧2 + 1)2 𝑑𝑧 = (
𝑧5

5
+
2𝑧3

3
+ 𝑧| 2𝜋𝑎

0
)

2𝜋𝑎

0

⟹
(2𝜋𝑎)5

5
+
2(2𝜋𝑎)3

3
+ (2𝜋𝑎) = 2𝜋𝑎(48𝜋4𝑎4 + 40𝜋2𝑎2 + 15) 

 :قضیه)فرمول انتگرال کوشی(

و هر مسیر بسته ساده  Dاز  𝑧0تحلیلی باشد،آنگاه به ازای هرنقطه  Dدر حوزه همبند ساده  f(z)فرض کنید 

𝐶  درD  که𝑧0 ای در درون آن باشد،داریم:نقطه 

∮                                       شود.             ت مثبت انجام میانتگرال درجه
f(z)

𝑧−𝑧0
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖f(𝑧0)𝐶

 

∮ مثال: 
1

𝑧
𝑑𝑧

𝐶
 روی هر مسیر بسته ساده که شامل مبداء باشد و شامل مبداء نباشد را بدست آورید.

f(z)                                  :باشد شامل مبداء = 1 ,𝑧0 = 0 , f(0) = 1⟹:  ∮
f(z)

𝑧𝐶
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 

∮                                                                                  شامل مبداء نباشد:      
f(z)

𝑧𝐶
𝑑𝑧 = 0 

∮ : مثال:انتگرال 
𝑒𝑧

𝑧
𝑑𝑧

𝐶
|𝑧|از دایره  عبارت است 𝐶را محاسبه نمایید) = 2) 

f(z) = 𝑒𝑧 , 𝑧0 = 0⟹ ∮
𝑒𝑧

𝑧
𝐶

= 2𝜋𝑖. 𝑒0 = 2𝜋𝑖 

 تحلیلی باشد داریم: Dدر حوزه  f(z)قضیه:اگر 

 شود.در درون آن قرار دارد و درجهت مثبت پیموده می 𝑧0است که  Dای در مسیر بسته ساده 𝐶که 
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∮
f(z)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1
𝑑𝑧

𝐶

=
2𝜋𝑖f(𝑛)(𝑧0)

𝑛!
 

2𝑧)                               نکته مهم:شکل استاندارد حائز اهمیت است:            − 1)2 = 4(𝑧 −
1

2
)2 

∮مثال:انتگرال 
3𝑧+1

𝑧3−𝑧2
𝑑𝑧

𝐶
 حل کنید. 𝐶را محاسبه نمایید.مسئله را با حالت های مختلف برای  

|𝑧| الف:  =
1

2
|𝑧|ب:            =  (  درجهت عکس حرکت عقربه های ساعت) 2

𝑧| ج:  :تمرین − 2 − 𝑖| = 2  

𝑧الف: فقط  =  داخل دایره است.پس داریم: 0

∮
3𝑧 + 1

𝑧2(𝑧 − 1)
𝑑𝑧

𝐶

⟹ f(z) =
3𝑧 + 1

𝑧 − 1
 , 𝑛 + 1 = 2⟹ 𝑛 = 1 

∮
3𝑧 + 1

𝑧2(𝑧 − 1)
𝑑𝑧

𝐶

=
2𝜋𝑖

1!
∙ (
3𝑧 + 1

𝑧 − 1
)
′

= 2𝜋𝑖.
3(𝑧 − 1) − 3𝑧 − 1

(𝑧 − 1)2
|
𝑧 = 0

= −8𝜋𝑖 

 ب: تفکیک کسرها: چون باید توابع صورت تحلیلی باشند که بتوان از رابطه استفاده کرد.

3𝑧 + 1

𝑧2(𝑧 − 1)
=
𝐴

𝑧2
+
𝐵

𝑧
+

𝐶

𝑧 − 1
 

𝐵 = (f(z)(𝑧2))
′
|
𝑧 = 0

= (
3𝑧 + 1

(𝑧 − 1)
)
′

|
𝑧 = 0

=
3(𝑧 − 1) − (3𝑧 + 1)

(𝑧 − 1)2
|
𝑧 = 0

= − 4 

𝐴 = f(z)(𝑧2) |
𝑧 = 0

= −1 

𝐶 = f(z)(𝑧 − 1) |
𝑧 = 1

= 4 

∮
3𝑧 + 1

𝑧2(𝑧 − 1)
𝑑𝑧

𝐶

= −∮
𝑑𝑧

𝑧2
𝐶

− 4∮
𝑑𝑧

𝑧
𝐶

+ 4∮
𝑑𝑧

𝑧 − 1
𝐶

= 2𝜋𝑖.
(−1)′

1!
− 4(2𝜋𝑖) + 4(2𝜋𝑖) = 0 

 2و 1تمرین : تمرین شماره 
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 تلطرال مخهای حقیقی به کمک انتگمحاسبه برخی انتگرال

∫                                        مثال:حاصل انتگرال حقیقی مقابل را محاسبه کنید.
𝑑𝜃

𝑎+cos𝜃

𝜋

0
  , 𝑎 > 1 

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃      𝑟 = 1,−𝜋 < 𝜃 < 𝜋  ⟹ 
d𝑧

dθ
= 𝑖𝑒𝑖𝜃 = 𝑖𝑧 ⟹ dθ =

d𝑧

𝑖𝑧
 

cos𝜃 =
1

2
(𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃) =

1

2
(𝑧 + 𝑧−1) 

𝐼 =
1

2
∫

𝑑𝜃

𝑎 + cos𝜃

𝜋

−𝜋

=
1

2
∮

d𝑧

𝑖𝑧 (𝑎 +
𝑧 + 𝑧−1

2
)|𝑧|=1

=
1

2
∮

d𝑧

𝑖
2
𝑧2 + 𝑖𝑎𝑧 +

𝑖
2|𝑧|=1

 

= استاندارد 1

2
∮

d𝑧
𝑖

2
(𝑧2+2𝑎𝑧+1)|𝑧|=1

= −𝑖 ∫
d𝑧

(𝑧2+2𝑎𝑧+1)
 

𝑧2 + 2𝑎𝑧 + 1 = 0⟹ 𝑧 =
−2𝑎 ± √4𝑎2 − 4(1)(1)

2
= −𝑎 ± √𝑎2 − 1 

−𝑎 + √𝑎2 − 1  ∶ −          داخل دایره 𝑎 − √𝑎2 − 1  ∶   خارج دایره

𝐼 = −𝑖∫
d𝑧

(𝑧 + 𝑎 + √𝑎2 − 1)(𝑧 + 𝑎 − √𝑎2 − 1)
= 2 𝜋𝑖. f(z0)

= 2 𝜋𝑖. −𝑖.
1

−𝑎 + √𝑎2 − 1 + 𝑎 + √𝑎2 − 1
=

𝜋

√𝑎2 − 1
 

  6و 5و 4و 3تمرین : تمرین های 

𝐜𝐨𝐬انتگرال توابعی گویا از  𝜽  و𝒔𝒊𝒏 𝜽 : 

𝐼برای محاسبه انتگرال هایی از نوع  = ∫ 𝐹(cos𝜃 , 𝑠𝑖𝑛 𝜃)𝑑𝜃 
2𝜋

0
 و cos𝜃توابعی گویا از  𝐹که در آن  

𝑠𝑖𝑛 𝜃  0و در فاصله ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 شود:متناهی است.به صورت زیر عمل می 

𝑧 = 𝑒𝑖𝜃         cos 𝜃 =
1

2
(𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃) =

1

2
(𝑧 +

1

𝑧
)         𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

1

2𝑖
(𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃) =

1

2𝑖
(𝑧 −

1

𝑧
) 

𝑑𝜃 =
dz

iz
                    ∮ 𝐹 (

𝑧 + 𝑧−1

2
,
𝑧 − 𝑧−1

2𝑖
)
dz

iz
𝐶

 

|𝑧|دایره  𝐶که در آن  =  .شودو در جهت مثلثاتی پیموده می 1
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 7تمرین : تمرین شماره ی 

∮                                                تگرال مقابل را محاسبه نمایید.نامثال:مقدار 
𝑒𝑧

𝑧3(𝑧2+1)|𝑧|=
1

2

d𝑧 =? 

𝑧 = 0 ⟹ 0 <
1

2
 ∶  درون دایره

𝑧 = 𝑖 ⟹ |𝑖| = 1 >
1

2
  ∶  بیرون دایره

𝑧 = −𝑖 ⟹ |−𝑖| = 1 >
1

2
  ∶  بیرون دایره

f(z) =
𝑒𝑧

(𝑧2 + 1)
⟹ f ′(z) =

𝑒𝑧(𝑧2 + 1)− 2𝑧𝑒𝑧

(𝑧2 + 1)2
=
(𝑧 − 1)2𝑒𝑧

(𝑧2 + 1)2
=
(𝑧 − 1)2

(𝑧2 + 1)2
𝑒𝑧 

f ′′(z) = 2(
𝑧2 + 1− 2𝑧2 + 2𝑧

(𝑧2 + 1)2
)(
𝑧 − 1

𝑧2 + 1
)𝑒𝑧 + (

𝑧 − 1

𝑧2 +1
)
2

𝑒𝑧 

f ′′(0) = −1   , 𝑛 + 1 = 3⟹𝑛 = 2 ⟹ ∮
𝑒𝑧

𝑧3(𝑧2 + 1)
d𝑧

|𝑧|=
1
2

=
2 𝜋𝑖. f ′′(0)

2!
= −𝜋𝑖 

 10و  9و  8تمرین : تمرین شماره 
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 تمرین فصل دوم
∮حاصل -1

ln(1+𝑧2)

(2𝑧−𝑖)2𝑐
𝑧|منحنی c، که   −

𝑖 

2
 | =

1

3
 ؟در جهت مثبت است را محاسبه کنید  

∮مقدار انتگرال -2
sin𝜋𝑧2+cos𝜋𝑧2

𝑧−2
| 𝑧|را در صورتی که    =

1

3
c:  را به دست آورید ؟ 

∮حاصل -3
𝑒𝑧 

(𝑧2−6𝑧)
𝑑𝑧

|𝑧|=5
 را به دست آورید ؟ 

∮حاصل  -4
𝑧+1 

(𝑧3−2𝑧2)
𝑑𝑧

|𝑧|=1
 را به دست آورید ؟ 

∮مقدار انتگرال  -5
sin𝜋𝑧2+cos𝜋𝑧2

(𝑧−1)(𝑧−2)
| 𝑧|را در صورتی که    = 3c:  را به دست آورید ؟ 

∫حاصل انتگرال -6
𝑑𝜃

5

4
−sin𝜃

2𝜋

0
 را محاسبه کنید ؟ 

∮باشد ، آن گاه مقدار انتگرال  z=x+iyاگر -7
𝑧 

𝑧3(𝑧2+1)
𝑑𝑧

|𝑧|=1
 را به دست آورید ؟ 

∮ال انتگر-8
𝑒𝑧

𝑧2(𝑧+2)
 را به دست آورید ؟ 

,U(xاگر -9 y) = 2𝑥(1 − 𝑦)   و تابعu یک مزدوج همسازu ،باشد𝑓∕(𝑧)  را به دست آورید ؟ 

,U(xو  F(0)=0اگر -10 y) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2  ،f(z) را به دست آورید ؟ 
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 فصل سوم
 دنباله ها و سری ها

 :دنباله ها

,z1نسبت داده شود،آنگاه گوییم اعداد  z𝑛عددی مانند  𝑛هر عدد صحیح مثبت اگر به  z2, … , z𝑛   یک دنباله

limرا همگرا گوییم اگر:                                                {z𝑛}دهند.دنباله را تشکیل می
𝑛→∞

z𝑛 = 𝑍 عدد 

 شود.ا نامیده میواگر اگر دنباله همگرا نباشد،

z𝑛ای که جملات آن به فرم مثال:دنباله =
𝑛−3

2𝑛+1
 است.به چه عددی همگرا است؟ 

lim
𝑛→∞

𝑛 − 3

2𝑛 + 1
=
1

2
 

,z1دنباله  قضیه: z2, … , z𝑛  که در آنz𝑛 = x𝑛 + 𝑖y𝑛  بهz = 𝑥+ 𝑖𝑦 اگردنباله فقط و همگرا است اگر

,x1 حقیقیقسمت های  x2, … , x𝑛  به𝑥  و دنباله های قسمت های موهومیy1, y2, … , y𝑛  به𝑦  همگرا

 باشد.

 :دنباله کراندار

   :وجود داشته باشد به طوری که 𝑀را کراندار گوییم اگر عددی مثبت مانند  {z𝑛}دنباله 

                                                                 ∀𝑛 ∈ 𝑁 , |z𝑛| < 𝑀  

 ای کراندار نباشد آن را بیکران نامیم.    اگر دنباله

 هر دنباله همگرا،کراندار است. قضیه:

 :سری

,z1اگر  z2,  مجموع زیر را سری نامتناهی یا سری نامیم. ای از اعداد مختلط باشد،دنباله …

∑𝑧𝑖 = z1 + z2 +⋯

∞

𝑖=1

   (∗) 

z𝑛قضیه:اگر  = x𝑛 + 𝑖y𝑛  باشد،گوییم سری همگرا بهz = 𝑥+ 𝑖𝑦 ،های اگر سری قسمتفقط و اگر است

∑حقیقی و سری قسمت های موهومی یعنی 𝑥𝑖
∞
𝑖=1  و∑ 𝑦𝑖

∞
𝑖=1  به ترتیب به𝑥  و𝑦 .همگرا باشند 

 سری زیر همگرا باشد: را همگرای مطلق نامیم هرگاه (∗)سری 
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∑|𝑧𝑖| = |z1| + |z2| +⋯

∞

𝑖=1

(∗∗) 

 واگرا باشد،سری را همگرای مشروط نامیم. (∗∗)همگرا ولی سری  (∗)اگر سری 

limهمگرا باشد،آنگاه:                                                                         (∗)هرگاه سری 
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 0 

 :سری توانی،سری تیلور،سری لوران

𝑧یک سری توانی برحسب توان های  − 𝑧0 شود:به صورت زیر تعریف می 

∑ 𝐶𝑚(𝑧 − 𝑧0)
𝑚 = 𝐶0 + 𝐶1(𝑧 − 𝑧0) + 𝐶2(𝑧 − 𝑧0)

2 +⋯

∞

𝑚=0

   (∗) 

𝑧0اگر  =  آید)بسط مک لورن(بدست می  𝑧، حالت خاص سری توانی برحسب توان های  0

∑ 𝐶𝑚(𝑧)
𝑚 = 𝐶0 + 𝐶1(𝑧) + 𝐶2(𝑧)

2 +⋯

∞

𝑚=0

 

 توان با استفاده از آزمون نسبت معین نمود:ناحیه همگرایی را می

1

𝑅
= lim
𝑛→∞

|
𝐶𝑛+1
𝐶𝑛
| 

𝑅اگر  =  همگرا است. 𝑧، سری برای همه مقادیر  ∞

𝑅اگر  =  همگرا است. 𝑧0، سری فقط به ازای  0

0اگر  < 𝑅 < 𝑧|که  𝑧تمام مقادیر ، آنگاه سری برای  ∞ − 𝑧0| < 𝑅  همگرا بوده و برای𝑧  هایی که

|𝑧 − 𝑧0| > 𝑅 باشد.واگرا می 

 𝑅 ،را شعاع همگرایی|𝑧 − 𝑧0| = 𝑅  ،را دایره همگرایی|𝑧 − 𝑧0| < 𝑅 .را قرص همگرایی نامند 

𝑧در نقطه  (∗)قضیه:اگر سری  = 𝑧1 ،این سری به ازای هر  همگرا باشد𝑧 ی         رابطه که در 

|𝑧 − 𝑧0| < |𝑧1 − 𝑧0| .صدق کند به طور مطلق همگرا است 
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 مثال:همگرایی سری زیر را بررسی نمایید.

∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

⇒
1

𝑅
= lim
𝑛→∞

|

1
(𝑛 + 1)!
1
𝑛!

| = lim
𝑛→∞

|
1

𝑛 + 1
| = 0 ⇒ 𝑅 = ∞ 

 است. )متناهی( به طور مطلق همگرا 𝑧به ازای هر 

باشد:به صورت زیر میمشتق گیری از سری   

∑𝐶𝑛(𝑧)
𝑛

∞

𝑛=0

مشتق
⇒   ∑𝑛𝐶𝑛(𝑧)

𝑛−1

∞

𝑛=1

= 𝐶1 + 2𝐶2𝑧 + ⋯ 

 قضیه:شعاع همگرایی سری مشتق یک سری توانی برابر با شعاع همگرایی سری اصلی است.

رایی سری اصلی همگرایی آن برابر با شعاع همگ باشد که شعاعانتگرال گیری از سری به صورت زیر می قضیه:

 است.

∑𝐶𝑛(𝑧)
𝑛

∞

𝑛=0

انتگرال
⇒   ∑

𝐶𝑛
𝑛 + 1

(𝑧)𝑛+1
∞

𝑛=0

= 𝐶0𝑧 +
𝐶1
2
𝑧2 +⋯ 

𝑅قضیه:هر سری توانی با شعاع همگرایی  >  در داخل همگرایی خود،تابع تحلیلی است. 0

 :قضیه تیلور

𝑧تحلیلی باشد و  Dه در حوز f(z)فرض کنید  = 𝑧0 ای در نقطهD  باشد،در این صورت دقیقاً یک سری به

 دهد.این سری به صورت زیر است:را نشان می f(z)وجود دارد که  𝑧0مرکز 

f(z) = ∑ 𝐶𝑚(𝑧 − 𝑧0)
𝑚

∞

𝑚=0

   , 𝐶𝑚 =
1

𝑚!
f
(𝑚)(𝑧0)   ,𝑚 = 0,1,2,… 

𝑧0را بدست آورید)در بسط مک لورن  𝑒𝑧مثال:بسط مک لورن  = 0) 

𝐶𝑚 =
1

𝑚!
f (𝑚)(𝑧0) =

1

𝑚!
𝑒𝑧 |
𝑧 = 𝑧0

=
1

𝑚!
𝑒0 =

1

𝑚!
 

𝑒𝑧 = ∑ 𝐶𝑚(𝑧)
𝑚

∞

𝑚=0

= ∑
1

𝑚!
(𝑧)𝑚

∞

𝑚=0

= 1+ 𝑧 +
𝑧2

2!
+ ⋯      |𝑧| < ∞ 
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1

𝑅
= lim
𝑛→∞

|
𝐶𝑚+1
𝐶𝑚

| = lim
𝑛→∞

|

1
(𝑚 + 1)!
1
(𝑚)!

| = 0 ⇒ 𝑅 = ∞ 

 

 :بسط مک لورن برخی از توابع مقدماتی مهم

1

1 − 𝑧
= ∑𝑧𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑧 + 𝑧2 +⋯          |𝑧| < 1 

cos 𝑧 = ∑(−1)𝑛
𝑧2𝑛

(2𝑛)!
=

∞

𝑛=0

1 −
𝑧2

2!
+ ⋯          |𝑧| < ∞ 

𝑠𝑖𝑛 𝑧 = ∑(−1)𝑛
𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 𝑧 −

𝑧3

3!
+ ⋯

∞

𝑛=0

           |𝑧| < ∞ 

 مثال:بسط مک لورن توابع زیر را بدست آورید.

1در بسط 

1−𝑧
–ها  𝑧جای تمامی اگر به  𝑧 آید.   قرار دهید بسط مربوطه بدست می 

            1

1+𝑧
=

1

1−(−𝑧)
  

1

1 + 𝑧
= ∑(−1)𝑛𝑧𝑛 = 1 − 𝑧 + 𝑧2 −⋯

∞

𝑛=0

         |𝑧| < 1 

cosدر بسط  𝑧  اگر به جای𝑧  ،𝑖𝑧 آید.               قرار دهیم بسط مربوطه بدست میcos ℎ𝑧 = cos 𝑖𝑧 

cos ℎ𝑧 =∑(−1)𝑛 ×
(𝑖𝑧)2𝑛

(2𝑛)!
=

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑛 ×
(𝑖)2𝑛 ∗ (𝑧)2𝑛

(2𝑛)!
=

∞

𝑛=0

∑
𝑧2𝑛

(2𝑛)!
= 1 +

𝑧2

2!
+ ⋯

∞

𝑛=0

   |𝑧| < ∞ 

𝑠𝑖𝑛 ℎ𝑧 = −𝑖 sin 𝑖𝑧 

𝑠𝑖𝑛 ℎ𝑧 =∑(−1)𝑛 × −𝑖 ×
(𝑖𝑧)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
=

∞

𝑛=0

∑
(−1)𝑛 × −𝑖 × 𝑖2𝑛+1⏞  

(𝑖2)
𝑛
.𝑖

× 𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= ∑
(𝑧)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

      |𝑧|<∞ 

ln|1 + 𝑧| = ∫
1

1 + 𝑧
𝑑𝑧 = ∫1 − 𝑧 + 𝑧2 −⋯𝑑𝑧 = 𝑧 −

𝑧2

2
+⋯           |𝑧| < 1 

 1تمرین : تمرین شماره 
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 مثال:شعاع همگرایی سری زیر را بدست آورید.

∑
(2𝑛)!

(𝑛!)2

∞

𝑛=0

𝑧𝑛 ⇒
1

𝑅
= lim
𝑛→∞

|
𝐶𝑛+1
𝐶𝑛
| = lim

𝑛→∞ |

|

(2(𝑛 + 1))!

((𝑛 + 1)!)
2

(2𝑛)!
(𝑛!)2

|

|
= lim
𝑛→∞

|
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)2
| = lim

𝑛→∞
|
4𝑛2

𝑛2
| = 4 ⇒ 𝑅

=
1

4
 

 نکته مهم:

𝑒 = lim
𝑛→∞
(1 +

1

𝑛
)
𝑛

                 𝑒 = lim
𝑛→∞
(1 −

1

𝑛
)
−𝑛

              
1

𝑒
= 𝑒−1 = lim

𝑛→∞
(1 −

1

𝑛
)
𝑛

 

 توان معین نمود:ستفاده از آزمون کشی نیز میناحیه همگرایی را با ا

1

𝑅
= lim

𝑛→∞
√𝐶𝑛
𝑛  

 مثال:شعاع همگرایی سری توانی زیر را بدست آورید.

∑(1−
1

𝑛
)
𝑛2∞

𝑛=0

𝑧𝑛 ⇒
1

𝑅
= lim

𝑛→∞
√𝐶𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞

√(1 −
1

𝑛
)
𝑛2𝑛

= lim
𝑛→∞
(1 −

1

𝑛
)
𝑛

⇒ 𝑅 = 𝑒 

 2تمرین : تمرین شماره 

f(z):سری تیلور تابع مثال = cos2 𝑧  را حول نقطهz =  بدست آورید. 0

cos2 𝑧 =
1

2
(1 + cos2𝑧) =

1

2
+
1

2
∑
(−1)𝑛(2𝑧)2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

f(z0)هرگاه  گوییم f(z)را صفر تابع Dمتعلق به  z0باشد،نقطه تحلیلی Dدرحوزه  f(z)اگر تابع  =  باشد. 0

 fz0که 𝑛باشد،کوچکترین عدد صحیح f(z) یک صفر تابع z0فرض کنید
(𝑛) ≠  f(z)باشد را مرتبه صفر 0

 گوییم.

f(z)مثال:مرتبه صفر تابع  = 𝑧2  را در𝑧 =  پیدا کنید. 0

f ′(z) = 2𝑧 ⇒ f ′(0) = 0 ، f ′′(z) = 2 ⇒ f ′′(0) = 2 ⇒ f ′′(0) ≠ 0 

 است. 2مرتبه صفر برابر بنابراین 
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چ نقطه دیگری وجود داشته باشد که هی Aنامیم اگر یک همسایگی از  Aرا نقطه تنها  Aای از مجموعه نقطه

 را شامل نشود. Aاز 

ای که تابع در آن نقطه تکین است بسط داده شود. حول نقطه f(z)در بسیاری از موارد لازم است که تابع 

 کنیم.ر این موارد به کار برد. برای این منظور از سری لوران استفاده میتوان دقضیه تیلور را نمی

 :سری لوران

را  f(z)و در طوق بین آن ها تحلیلی باشد،آنگاه  𝑍0به مرکز  𝐶1 و 𝐶2روی دو دایره متحدالمرکز  f(z)اگر 

 توان با سری لوران زیر نمایش داد:می

f(z) = ∑𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

+∑
𝑎𝑛

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=1

= 𝐶0 + 𝐶1(𝑧 − 𝑧0) + ⋯+
𝑎1

𝑧 − 𝑧0
+

𝑎2
(𝑧 − 𝑧0)

2
+⋯ 

 که در آن

𝐶𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮

f(z)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧     ,     𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮(𝑧 − 𝑧0)

𝑛−1f(z)

𝐶

𝑑𝑧 

 که در طوق قرار دارد و درجهت مثبت  𝐶ای مانند روی مسیر بسته ساده هریک از انتگرال ها

 فرمول به صورت خلاصه شده مطابق زیر می باشد:

f(z) = ∑ 𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=−∞

          𝐶𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮

f(z)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

𝑑𝑧   , 𝑛 = 0,±1,±2,… 

میت است.زیرا وق همگراییش منحصر به فرد است و این یکتا بودن حائز اهسری لوران یک تابع تحلیلی،در ط

رای محاسبه آن آیند و ما از روش های دیگری باز فرمول های داده شده به دست نمیضرائب مربوطه  معمولاً

 کنیم.استفاده می

f(z)مثال:سری لوران تابع  =
𝑒−𝑧

𝑧3
 را بدست آورید. 

𝑒𝑧 = ∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 ⇒  𝑒−𝑧 = ∑
(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑒−𝑧

𝑧3
=
1

𝑧3
−
1

𝑧2
+
1

2𝑧
−
1

6
+
𝑧

24
−⋯ 
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f(z)مثال:سری لوران تابع  =
cos2𝑧

𝑧2
 را بدست آورید. 

cos2𝑧

𝑧2
=
1

𝑧2
(1 −

(2𝑧)2

2!
+
(2𝑧)4

4!
−⋯) =

1

𝑧2
− 2 +

2𝑧2

3
−
4𝑧4

45
+⋯ 

 

f(z)مثال:بسط تابع  =
1

𝑎−𝑧
𝑧را حول   = 𝑎بدست آورید) 0 > 0.) 

1

1 − 𝑧
= ∑𝑧𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑧 + 𝑧2 +⋯          |𝑧| < 1 

f(z) =
1

𝑎 − 𝑧
=

1

𝑎 (1 −
𝑧
𝑎
)
=
1

𝑎
∑(

𝑧

𝑎
)
𝑛

∞

𝑛=0

          |𝑧| < 𝑎 

f(z) =
1

𝑎 − 𝑧
=

1

−𝑧 (1 −
𝑎
𝑧
)
=
−1

𝑧
∑(

𝑎

𝑧
)
𝑛

∞

𝑛=0

          |𝑧| > 𝑎 

f(z) =
1

𝑎 − (𝑧 − 𝑧0)
=

1

−(𝑧 − 𝑧0) (1 −
𝑎

𝑧 − 𝑧0
)
=

−1

𝑧 − 𝑧0
∑(

𝑎

𝑧 − 𝑧0
)
𝑛

∞

𝑛=0

    |𝑧 − 𝑧0| > 𝑎 

𝑧ای مانند در نقطه f(z)اگر تابع  = 𝑧0 وران که در یک توان آن را با سری لتکینی تنها داشته باشد،می

𝑧همسایگی  = 𝑧0  به جز در(𝑧 = 𝑧0.اعتبار دارد نمایش داد ) 

f(z) = ∑𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

+∑
𝑎𝑛

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑧در نزدیکی  f(z)سری دوم را بخش اصلی  = 𝑧0 نامیم.می 

 زیر بیان شود: مله باشد یعنی سری بالا به صورتبخش اصلی در بسط لوران دارای تعداد متناهی جاگر تابع 

f(z) =∑𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

+  
𝑎0

(𝑧 − 𝑧0)
+⋯+

𝑎𝑚
(𝑧 − 𝑧0)

𝑚
 

𝑎𝑛و  = 𝑛برای هر  0 >𝑚  تکینf  در𝑧 = 𝑧0  و قطب را𝑚  نامیم.میمرتبه قطب را 

limتوان برای تعیین مرتبه قطب می
𝑧→0
(𝑧 − 𝑧0)

𝑚f(z)  را به ازای𝑚 =  محاسبه کنیم. …,1,2,3

 که به ازای آن برای اولین بار،حـــد فوق برابر مقداری متناهی شود،مرتبه قطب است. 𝑚مقدار 
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 نامیم. نقطه ویژه اساسییا  𝑓 تکین ضروری، تکینی غیر از قطب داشته باشد،این تکین را  𝑓اگر تابع تحلیلی 

 

 زیر دارای چه قطب هایی و از چه مرتبه هایی است؟مثال:تابع 

f(z) =
2

𝑧(𝑧 − 1)3
+

−5

(𝑧 − 1)2
 

f(z) =
2 − 5(𝑧)(𝑧 − 1)

𝑧(𝑧 − 1)3
=
−5𝑧2 + 5𝑧 + 2

𝑧(𝑧 − 1)3
 

𝑧 = 𝑧قطب ساده و 0 =  است. 3قطب مرتبه  1

𝑒مثال:تابع 
1

𝑧 دارای چه نقاط تکینی است؟ 

𝑒
1
𝑧 = ∑

1

𝑛! 𝑧𝑛

∞

𝑛=0

= 1 +
1

𝑧
+

1

2! 𝑧2
+⋯ 

𝑧تکین ضروری تنها :  = 0 

𝑧در  f(z)اگر تابع تحلیلی  = 𝑎 دارای قطبی باشد،آنگاه اگر 𝑧 → 𝑎            :خواهیم داشت|f(z)| → ∞ 

𝑧مثال:درمورد تابع زیر نقاط  = 𝑧و  2 =  چه نقاطی هستند؟ 2−

f(z) =
𝑧7

(𝑧2 − 4)2𝑒
1
𝑧−2

=
𝑧7

(𝑧 − 2)2(𝑧 + 2)2𝑒
1
𝑧−2

 

𝑧 = 𝑧نقاط تکین تابع و  ±2 = 𝑧و  قطب مرتبه دوم  2− =  باشد.مینقطه ویژه اساسی  2

zنقطه  = z0  گوییم اگر تابع  تکین برداشتنیرا یکf(z)  درz = z0  تحلیلی نباشد ولی بتوان آن را در

z = z0  شود.به نحوی تعریف کرد که در آن نقطه تحلیلی 

zمثال:نقطه  = f(z)در تابع  0 =
1−cos𝑧

𝑍
 چه نقطه است؟ 

f(z) =
1 − cos 𝑧

𝑍
=  
1

𝑍
(1 − 1 +

𝑍2

2!
−
𝑍4

4!
+ ⋯) =

𝑍

2!
−
𝑍3

4!
 

 z =  نقطه تکین برداشتنی است. 0

 3تمرین : تمرین شماره 
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f(z):سری لوران تابع تمرین =
1

𝑍2−1
𝑍|در ناحیه   − 1| >  ت آورید.را بدس 2

𝑍نویسیم که تمام عبارت های آن شامل ابتدا تابع را به نحوی می −  باشد. 1

f(z) =
1

(𝑍 − 1)(𝑍 + 1)
=  

1

(𝑍 − 1)((𝑍 − 1) + 2)
 

 

f(z)مثال:سری لوران تابع  =
3

2+𝑍−𝑍2
1در ناحیه   < |𝑍| <  را بیابید. 2

f(z) =
3

2 + 𝑍 − 𝑍2
= 

𝐴

1 + 𝑍
+

𝐵

2 − 𝑍
=

1

1 + 𝑍
+

1

2 − 𝑍
 

1

1 + 𝑍
= 
−1

−𝑍
∑(

1

−𝑧
)
𝑛∞

𝑛=0

     |𝑍| > 1   ⇒  ∑
(−1)𝑛

𝑍𝑛+1

∞

𝑛=0

= ∑
(−1)𝑛−1

𝑍𝑛

∞

𝑛=1

    |𝑍| > 1 

1

2 − 𝑍
=
1

2
(
1

1 −
𝑧
2

) =
1

2
∑(

𝑍

2
)
𝑛∞

𝑛=0

    |𝑍| < 2   ⇒  ∑
𝑍𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

     |𝑍| < 2    

f(z) = ∑
(−1)𝑛−1

𝑍𝑛

∞

𝑛=1

+ ∑
𝑍𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

 4تمرین : تمرین شماره 

f(z)مثال:سری لوران تابع  =
1−2𝑧

𝑧4−1
|𝑍|در ناحیه   <  را بدست آورید.  1

f(z) = (2𝑧 − 1)
1

1 − 𝑧4
= (2𝑧 − 1)∑ 𝑧4𝑛

∞

𝑛=0

= 2∑𝑧4𝑛+1
∞

𝑛=0

−∑𝑧4𝑛
∞

𝑛=0

 

f(z)مثال:سری لوران تابع  =
sin 𝑧

𝑧−𝜋
𝑧حول نقطه   = 𝜋 .را بدست آورید 

sin((𝑧 − 𝜋) + 𝜋)

𝑧 − 𝜋
= −

sin(𝑧 − 𝜋)

(𝑧 − 𝜋)
=

−1

(𝑧 − 𝜋)
∑(−1)𝑛

(𝑧 − 𝜋)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

𝑠𝑖𝑛 𝑧 = ∑(−1)𝑛
𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 𝑧 −

𝑧3

3!
+ ⋯

∞

𝑛=0

           |𝑧| < ∞ 

f(z) = ∑(−1)𝑛+1
(𝑧 − 𝜋)2𝑛

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0
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 تمرین فصل سوم
| 𝐿𝑛بسط مک لورن -1

1+𝑧

1−𝑧
 را به دست آورید ؟ |

∑شعاع هم گرایی سری-2
𝑛!

𝑛𝑛
𝑧𝑛𝑛=0  را به دست آورید ؟ 

𝑒در تابع  z=1نقطه -3
−1

(𝑧−1)2 چه نوع نقطه ای است ؟ 

𝐹(𝑧)سری لوران تابع -4 =
3

𝑧2+𝑧−2
|𝑧 |در ناحیه   >  را به دست آورید ؟  2
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 فصل چهارم
 انتگرال گیری به روش مانده ها

f(z) = ∑𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

+
𝐶−1
𝑧 − 𝑧0

+
𝐶−2
𝑧 − 𝑧0

+⋯ 

𝐶−1 =
1

2𝜋𝑖
∮

f(z)

(𝑧 − 𝑧0)
−1+1

𝑑𝑧

𝐶

=
1

2𝜋𝑖
∮ f(z)𝑑𝑧   ⇒  ∮ f(z)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖. 𝐶−1 

𝑧در نقطه  f(z)را مانده  𝐶−1ضریب  = 𝑧0 دهند:گویند و آن را با نماد زیر نشان می 

𝐶−1 =
𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑧0

  

 :روش های محاسبه مانده

𝑧در نقطه  f(z)اگر  = 𝑎 :دارای یک قطب ساده باشد،آنگاه 

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑎

= 𝐶−1 = lim
𝑧→𝑎
(𝑧 − 𝑎) f(z) 

f(z)اگر  =
 p(z)

 q(z)
𝑧در  q(z)و  p(z)و   = 𝑎  تحلیلی وp(𝑎) ≠ دارای یک صفر ساده در  q(z)و  0

𝑧 − 𝑎 :باشد،آنگاه 

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑎

= 𝑅𝑒𝑠 
 p(z)

 q(z)
𝑧 = 𝑎

=
 p(a)

 q′(a)
 

𝑧اگر  = 𝑎  یک قطب مرتبه𝑚  تابعf(z) :باشد،آنگاه 

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑎

=
1

(𝑚 − 1)!
lim
𝑧→𝑎

[
𝑑𝑚−1

𝑑𝑧𝑚−1
(𝑧 − 𝑎)𝑚f(z)] 
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 :قضیه مانده

مرز ساده و بسته ای باشد که در درون و روی آن به جز در تعداد متناهی از نقاط منفرد  𝐶فرض کنید 

𝑍1،𝑍2،...،𝑍𝑛  که در داخل𝐶 :واقع اند،تحلیلی است،آنگاه 

 

∫ f(z)

𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑
𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 

f(z)مثال:مانده تابع  =
𝑧

(𝑧−1)(𝑧+1)2
𝑧در   =  را حساب کنید. ±1

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = +1

= lim
𝑧→+1

[f(z)] =
1

4
                  

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = −1

=
1

(1)!
lim
𝑧→−1

[
𝑑

𝑑𝑧
(
𝑧

𝑧 − 1
)] = lim

𝑧→−1

−1

(𝑧 − 1)2
=
−1

4
 

f(z)مثال:مانده سری لوران تابع  =
𝑒
1
𝑧

1−𝑧
𝑧در مجاورت   =  را بدست آورید. 0

f(z) = (1 + 𝑧 + 𝑧2 +⋯) (1 +
1

𝑧
+

1

2! 𝑧2
+

1

3! 𝑧3
+⋯) 

1باید ضریب جمله 

𝑧
 را پیدا کنیم: 

f(z) = 1 +
1

𝑧
+⋯+

1

2! 𝑧
+ ⋯+

1

3! 𝑧
 

1له پس ضریب جم

𝑧
 برابر است با: 

∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 همچنین داریم:

𝑒𝑧 = ∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 ⇒ 𝑒1 = ∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0

    

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑎

= 𝑒 

𝐶 در جهت مثبت 
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z𝑒مثال:مانده تابع 
−1

𝑧−1  درz =  بدست آورید. 1

f(z) = 𝑧∑
(−1)𝑛

𝑛! (𝑧 − 1)𝑛

∞

𝑛=0

= (𝑧 − 1) (1 −
1

𝑧 − 1
+

1

2! (𝑧 − 1)2
−⋯) 

+(1 −
1

𝑧 − 1
+

1

2! (𝑧 − 1)2
−⋯) = (𝑧 − 1) − 1 +

1

2! (𝑧 − 1)
−⋯+ 1 −

1

𝑧 − 1
 

1ضریب 

𝑧−1
1−برابر با  

2
 است. 

 

  3و  2و  1تمرین : تمرین شماره 

 

f(z)مثال:مبداء مختصات چه نوع ویژگی برای تابع  =
sin𝑍

𝑍2
 است و مانده تابع در این نقطه چند است؟ 

lim
𝑍 →0

(𝑍 − 0)𝑚 f(z)           𝑚 = 1 , 2 , … 

 شود و مرتبه قطب است.که مقدار آن متناهی می 𝑚اولین 

lim
𝑍 →0

(𝑍)𝑚
sin 𝑍

𝑍2
= 1 

𝑍بنابراین  =  قطب ساده است. 1

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 0

= lim
𝑍 →0

(𝑍)𝑚
sin 𝑍

𝑍2
= 1 

 

f(z)بع مثال:نوع نقاط تکین تا =  
1

1−cos𝑧
𝐼و مقدار   =  ∫

𝑑𝑧

1−cos𝑧𝐶
:𝐶وقتی   |𝑍| = در جهت  1

 مثبت باشد را بدست آورید.

1 − cos 𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 = 2𝑘𝜋      𝑘 = 0 , 1 , 2 , … 

 

𝑧فقط  = |𝑍|درون دایره  0 =  است.برای بدست آوردن مرتبه این قطب داریم : 1

lim
𝑍 →0

𝑧

1 − cos 𝑧
=  lim

𝑍 →0

𝑧

2 sin2
𝑧
2

=   lim
𝑍 →0

𝑧

2 (
𝑧
2
)
2 = ∞ 

 نقاط تکین 
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lim
𝑍 →0

𝑧2

1 − cos 𝑧
= lim
𝑍 →0

𝑧2

2 sin2
𝑧
2

=   lim
𝑍 →0

𝑧2

2 (
𝑧
2
)
2 =       متناهی و دوم مرتبه قطب           2

𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 0

=
1

1!
lim
𝑍 →0

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑧2

1 − cos 𝑧
) = lim

𝑍 →0

2𝑧(1 − cos 𝑧) − sin 𝑧 (𝑧)2

(1 − cos 𝑧)2

= lim
𝑍 →0

2𝑧(1 − cos𝑧) − 𝑧2sin 𝑧

1 + cos2 𝑧⏟  
1−sin2 𝑧

− 2cos 𝑧

= lim
𝑍 →0

2𝑧 (sin2
𝑧
2
) − 𝑧2sin 𝑧

−sin2𝑧 + 2(1 − cos𝑧⏟      

sin2
𝑧
2

)

= lim
𝑍 →0

2𝑧 ∗ 
𝑧2

4
− 𝑧3

−𝑧2 + 2(
𝑧
2
)
2 = 𝑧 = 0 

𝐼 = 2𝜋𝑖∑
𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑧𝑗

= 0

𝑛

𝑗=1

 

مجموع مانده های تابع در قطب های واقع در  𝑀که در آن  2𝜋𝑖𝑀مثال:اگر مقدار انتگرال زیر برابرر است با 

:𝐶دایره در جهت مثبت  درون |𝑍| =  است.در این صورت مقدار این انتگرال  3

∮
𝑒𝑧𝑑𝑧

(𝑧2 + 4)(𝑧 − 4)
𝐶

 

 

(𝑧2 + 4)(𝑧 − 4) = 0  ⇒ 𝑧 = 4 , 2𝑖 , −2𝑖 

|𝑍|درون دایره  2𝑖±نقاط =  است. 3

|2𝑖 + 1| + |2𝑖 − 1| = 2√5 < 4√3 

|−2𝑖 + 1| + |−2𝑖 − 1| = 2√5 < 4√3 

|4 + 1| + |4 − 1| = 8 > 4√3 

 برابر است: 𝐶2با مقدار انتگرال روی  𝐶هستند و مقدار انتگرال روی  𝐶2درون  2𝑖±اط پس نق

∮
𝑒𝑧𝑑𝑧

(𝑧2 + 4)(𝑧 − 4)
𝐶2

= 2𝜋𝑖𝑀  
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بیضی  𝐶فرض کنید مثال:
(𝑋+4)2

9
+
𝑌2

16
= fدر جهت مثبت مثلثاتی باشد.آنگاه مقدار  1 زیر   را  (2)′

 بدست آورید.

f(𝑤) = ∮
𝑧2 − 𝑧 + 1

𝑧(𝑧 − 𝑤)
𝐶

𝑑𝑧 

𝑧 = 0 ⟹ 
16

9
>    خارج دایره 0

𝑧به ازای  = 𝑤  که خارج از بیضی استf(𝑤) = fو  0 ′(2) = 𝑤که  0 =  خارج ببیضی است. 2

𝑧به ازای  = 𝑤 که داخل از بیضی است           :                          f(𝑤) = 2𝜋𝑖 ∗  
𝑤2−𝑤+1

𝑤
 

 

 6و  5و  4: تمرین شماره  تمرین

 و مرکز مبدا را بدست آورید. 𝑒ای است به شعاع دایره 𝐶مثال:انتگرال زیر را باتوجه به این که 

∮ sin(
z

z − 1
)

𝐶+

 

𝑧 = 1 ∶   درون دایره

sin (1 +
1

z − 1
) = sin(1) cos(

1

z − 1
) + cos(1) sin (

1

z − 1
) 

cos (
1

z − 1
) =  ∑

(−1)n

2n!
∗ (

1

𝑧 − 1
)
2𝑛

⟹𝑅𝑒𝑠(1) = 0

∞

n=0

 

I =  ∮ sin (
z

z − 1
)

𝐶+

= 2πi ∗ (𝑅𝑒𝑠(1) + 𝑅𝑒𝑠(2)) = 2πi ∗ cos(1) 
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𝐼مقدار انتگرال   مثال : = ∮
1

𝑧−1
sin

1

𝑧
 𝑑𝑧

𝑐
:𝐶  1=که در آن   |𝑧| است را به دست آورید ؟ 

𝑅𝑒𝑠 𝐹(𝑧) = lim sin
1

𝑧
= sin1 

𝐹(𝑧) =
−1

1 − 𝑧
𝑠𝑖𝑛
1

𝑧
= (1 + 𝑧 + 𝑧2 +⋯)(

−1

𝑧
+

1

3! 𝑧3
+⋯) 

1

𝑧
= −1 +

1

3!
−
1

5!
+ ⋯ = −sin1 

𝑅𝑒𝑠 𝐹(𝑧) = −sin 1 

𝐼 = 2𝜋𝑖(−sin 1 + sin 1) = 0 

 7تمرین : تمرین شماره 

 

± 2√±مربعی با راس های   Cمثال : فرض کنید مرز  𝑖√2  در این صورت در جهت مبت پیموده شده اند. 

 ∮
cosℎ𝜋𝑧

𝑧(𝑧2+1)
 𝑑𝑧

𝑐
 را به دست آورید ؟ 

 

∮
cos ℎ𝜋𝑧

𝑧(𝑧2 + 1)
 𝑑𝑧

𝑐

= 2𝜋ه [𝑅𝑒𝑠 𝑓(𝑧)
𝑧 = 0

+
𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = 𝑖

+ 𝑅𝑒𝑠 f(z)
𝑧 = −𝑖

] 

= 2𝜋𝑖 [
cosh0

1
+
cosh 𝑖

2𝑖2
+
cosh𝜋𝑖

−2𝑖(−𝑖)
] 

= 2𝜋𝑖 [
cosh0 𝑖

1
+
cosh 𝑖2𝜋

−2
+
cosh−𝑖2𝜋

−2
] = 4𝜋𝑖 

 محاسبه ی انتگرال های حقیقی  ناسره

دو درجه  ها نباشد و درجه مخرج حداقل Xتابعی گویا و دارای قطب روی محور های   f(z)اگر  قضیه :

  بیشتر از درجه صورت باشد ، آن گاه

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠 𝑓(𝑧)

𝑦>0

+∞

−∞
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𝐼 مثال : مقدار انتگرال = ∫
2𝑥2−1

𝑥4+5𝑥2+4

∞

0
 را محاسبه کنید ؟ 

 زوج است ، پس داریم :  F(x)تابع 

𝐼 =
1

2
∫

2𝑥2 − 1

𝑥4 + 5𝑥2 +4

+∞

−∞

𝑑𝑥 =
1

2
× 2𝜋𝑖 [

𝑅𝑒𝑠 𝑓 (𝑧)

𝑧 = 2𝑖
+
𝑅𝑒𝑠 𝑓 (𝑧)
𝑧 = 𝑖  

] 

 

= 𝜋𝑖 [
lim(𝑧 − 2𝑖)𝑓(𝑧) 

𝑧 → 2𝑖
+
lim(𝑧 − 𝑖)𝑓(𝑧)

𝑧 → 𝑖
] 

 

=  𝜋𝑖 [
2 × (2𝑖)2

4𝑖 × ((2𝑖)2 + 1)
+

2𝑖2 − 1

2𝑖 × (𝑖2 + 4)
] = 𝜋𝑖 ×

9 − 6

12𝑖
=  
𝜋

4
 

 

 8 تمرین : تمرین شماره

 

=f(x) تابعی گویا به صورت   f(x)فرض کنید 
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
باشد ،  مخالف صفر x  ،f(x)و به ازای مقدار حقیقی 

 قضیه مانده ها میتواند در محاسبه ی انتگرال های زیر مفید باشند :

∫
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)

+∞

−∞

cos𝑎𝑥  𝑑𝑥 =𝑅𝑒𝑎𝑙 [2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠 𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧
𝑦>0

] 

∫
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)

+∞

−∞

sin𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠 𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧
𝑦>0

] 

 

 

∫ار انتگرال ناسره  مقدمثال :
cos 2𝑥

𝑥2
+∞

−∞
 𝑑𝑥را به دست آورید ؟ 

 

∫
cos2𝑥

𝑥2

+∞

−∞

 𝑑𝑥 = 𝑅𝑒𝑎𝑙 [2𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠 
𝑒2𝑖𝑧

𝑧2 + 1
] = 𝑅𝑒 [2𝜋𝑖

𝑒−2

2𝑖
] =

𝜋

𝑒2
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𝐼 مثال : انتگرال غیر عادی = ∫
𝑤𝑠𝑖𝑛 𝑤𝑥

𝑤2+1

+∞

0
 𝑑𝑤 آرید ؟ را به دست 

𝐼 =
1

2
∫

𝑤𝑠𝑖𝑛 𝑤𝑥

𝑤2 + 1

+∞

−∞

 𝑑𝑤 =
1

2
 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠 

𝑧

𝑧2 + 1
𝑒𝑖𝑥𝑧] 

=
1

2
 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠 

𝑖

2𝑖
𝑒−𝑥] =

𝜋

2
𝑒−𝑥  

 

 

𝐼 مثال : انتگرال غیر عادی = ∫
cos𝑚𝑥

(𝑥2+1)2
+∞

0
 𝑑𝑥    (m>0)  ؟ ریدورا به دست آ 

 

𝐼 =
1

2
∫

cos𝑚𝑥

(𝑥2 + 1)2

+∞

−∞

 𝑑𝑥 =
1

2
𝑅𝑒 [2𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠  

𝑒𝑖𝑚𝑧

(𝑧 + 𝑖)2(𝑧 − 𝑖)2
] 

𝑅𝑒
𝑒𝑖𝑚𝑧

(𝑧 + 𝑖)2(𝑧 − 𝑖)2
= lim
𝑧−>𝑖

[
𝑑

𝑑𝑧

𝑒𝑖𝑚𝑧

(𝑧 + 𝑖)2
] =   

lim
𝑧−>𝑖

[
𝑖𝑚𝑒𝑖𝑚𝑧(𝑧 + 𝑖)2 − 2𝑒𝑖𝑚𝑧(𝑧 + 𝑖)

(𝑧 + 𝑖)4
]= lim

𝑧−>𝑖
[
𝑖𝑚𝑒𝑖𝑚𝑧(𝑧 + 𝑖) − 2𝑒𝑖𝑚𝑧

(𝑧 + 𝑖)3
] 

=
−2𝑚𝑒−𝑚 − 2𝑒−𝑚

−8𝑖
=
𝑒−𝑚(1 + 𝑚)

4𝑖
=> 𝐼 = 𝑅𝑒 [𝜋𝑖 ×

𝑒−𝑚(1 + 𝑚)

4𝑖
]

=
𝜋

4
𝑒−𝑚(1 + 𝑚) 

 

 9تمرین : تمرین شماره
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 تمرین فصل چهارم
𝑓(𝑧)ار مانده تابع مقد-1 = (𝑧 − 1)5 cos   (

−1

𝑧−1
 را محاسبه کنید ؟ z=1در  (

 مقدار مانده تابع -2
𝑧2

(𝑧−1)(𝑧2+1)
 را به دست آورید ؟ iدر نقطه 

1مقدار مانده تابع  -3

𝑧(𝑧+2)3
 را به دست آورید ؟ z=-2در  

∫انتگرال --4 tan 𝑧   𝑑𝑧 
𝑐

:𝑐 =دایره  cکه   |𝑧| در جهت مثبت مثلثاتی باشد را حساب کنید ؟ 

𝐼انتگرال   -5 = ∫
sin 𝑧

𝑧4
𝑑𝑧

𝑐
:𝑐 3 =دایره cکه در  |𝑧| را حساب کنید ؟ 

𝐼انتگرال  -6 = ∫ 𝑧2𝑒
1

𝑧 را محاسبه کنید ؟ 

𝐼انتگرال  -7 = ∫ (𝑧 +
1

𝑧
)𝑒
1

𝑧
|𝑧|=1

  را محاسبه کنید ؟ 

𝐼 گرالانت -8 = ∫
 𝑥2−1

𝑥4+5𝑥2+4

+∞

−∞
 𝑑𝑤 را محاسبه کنید ؟ 

∫ عدد درست باشد ، آن گاه  n>0اگر  -9 𝑒𝑐𝑜𝑠 𝜃
2𝜋

0
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃)  را  به دست آورید ؟ 
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 فصل پنجم
 سری و انتگرال فوریه

F(x)   متناوب با دوره ی تناوبP  :F(x+P)=F(x) 

 F(x)دوره تناوب تابع  P>0کوچکترین عدد 

Sin x  وcos x  2متناوب با دورهی تناوب∏ 

cos2𝑥 => 2𝑥 = 2𝜋 => x = π                        دوره تناوب   

cos
𝑥

2
 =>

𝑥

2
= 2𝜋 => x = 4π                           دوره تناوب   

sin (2𝑋 + 𝜋)  => 2𝑥 = 2𝜋 => x = π            بتناو    دوره 

𝑓(𝑥)باشند ، آن گاه   Pتوابعی متناوب با دوره تناوب 𝑓2(𝑥)  و 𝑓1(𝑥) اگرنکته : = 𝑎𝑓1(𝑥) + 𝑏𝑓2(𝑥) 

(a  وb  نیز تابعی متناوب با دوره تناوب )ثابتP .است 

اد متناهی زیر فاصله درا در یک فاصله به طور قطعه ای پیوسته گوییم هرگاه بتوان فاصله را به تع  f(x)*تابع 

در هر   f(x)بع پیوسته و حد چپ و راست تا f(x)تقسیم کرد به طوری که در هر یک از این زیر فواصل تابع 

 انتهایی زیر فاصله ها متناهی باشد. یک از نقاط

 ه باشیم تعریف شده و در خارج این فاصله داشت (L-وLدر فاصله ی ) f(x)تابع تعریف : فرض کنید 

  𝑓(𝑥 + 2𝐿) = 𝑓(𝑥) یعنی تابعf(x)   2دارای تناوبL  باشد.سری وریه یا بسط فوریه متناظر باf(x) 

 به صورت زیر است :

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
)

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

−𝑙

 

𝑎𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

−𝑙
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𝑏𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

−𝑙

 

 را از فرمول های زیر نیز میتوان به دست آورد. 𝑏𝑛و𝑎𝑛ضرایب 

𝑎𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑐+2𝑙

𝑐

 

𝑏𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑐+2𝑙

𝑐

 

 است ، نمبدانیم همگرا است یا خیر. 𝑓(𝑥)سری بالا فقط یک سری متناظر با 

,𝑙−)در فاصله  𝑓(𝑥)قضیه ) شرایط دیریکله ( : فرض کنید تابع  𝑙) .تعریف شده است 

𝑓(𝑥) و𝑓′(𝑥)  در(−𝑙, 𝑙)  به طور قطعه ای پیوسته باشند ، آنگاه سری بالا به سمت 

 یک نقطه هم گرایی باشد. xهم گرا است اگر 𝑓(𝑥) الف (

 ب(
𝑓(𝑥+0)+𝑓(𝑥−0)

2
 یک نقطه نا پیوستگی باشد. xهم گراست ، اگر  

 ، میتوان نوشت : xبنابراین در هر نقطه پیوستگی 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
)

∞

𝑛=1

 

کافی هستند ولی لازم نیستند .یعنی اگر شرایط برقرار باشند هم گرایی شرایط اعمال شده در قضیه بالا ، شرایط 

تضمین می شوند و اگر شرایط برقرار نباشد ممکن است سری هم گرا یا واگرا باشد .یعنی هم گرایی سری فوریه 

 تضمین میشود . 𝑓(𝑥)صورت پیوستگی در 

𝑓(𝑥)مثال ( دوره تناوب تابع  = |sin 𝑥| را به دست آورید ؟ 

𝑓(𝑥 + 𝜋) = |sin( 𝑥 + 𝜋)| = |− sin𝑥| = |sin𝑥| = 𝑓(𝑥) 

𝑥به فرم زیر است . مقدار این تابع را در  𝑓(𝑥)مثال (تابع  =
𝑙

2
 به دست آورید ؟

𝑓(𝑥) =   {
0            𝑥 >

𝑙

2

         1           𝑥 <    
𝑙

2
      

 

 با توجه به شرایط دیریکله در نقاط ناپیوستگی داریم :
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𝑓
𝑙

2
=
1

2
 (𝑓(𝑥 + 0) + 𝑓(𝑥 − 0)) =

1

2
(1 + 0) =

1

2
 

 

𝑓(𝑥)مثال : هرگاه سری فوریه مثلثاتی  به صورت زیر باشد ، آنگاه برای  = (sin𝑥 + cos2𝑥)2  مقدار

𝑏3 ر ا به دست آورید ؟ 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 cos𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin𝑛𝑥 )       𝑦 = 𝑓(𝑥),−𝜋 < 𝑥 < 𝜋 , 𝑇 = 2𝜋 

 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+ 𝑎1 cos 𝑥 + ⋯+ 𝑏1 sin𝑥 +⋯+ 𝑏3 sin 3𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥 + 2 sin𝑥 cos 2𝑥 =
1 − cos2𝑥

2
+
1 + cos4𝑥

2
+ sin3𝑥 − sin𝑥 => 𝑏3 = 1  

 

 مثال : بسط فوریه تابع دلتای دیراک را به دست آورید ؟

𝑎0 =
1

𝜋
 ∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡 =

1

𝜋
 

𝜋

−𝜋

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 ∫ 𝛿(𝑡) cos𝑛𝑡 𝑑𝑡 =

1

𝜋
 

𝜋

−𝜋

 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
 ∫ 𝛿(𝑡) sin𝑛𝑡 𝑑𝑡 = 0 
𝜋

−𝜋

 

𝛿(𝑡) =
1

2𝜋
+
1

𝜋
∑cos𝑛𝑡 

 

 

𝑓(𝑡)مثال :سری فوریه مثلثاتی تابع  = 𝑠𝑖𝑛2𝑡 ∗ cos2𝑡  2 را با تناوب𝜋  را به  دست آورید ؟ 

𝑓(𝑡) =
1

2
 (1 − cos2𝑡) cos 2𝑡 =

1

2
cos2𝑡 −

1

2
𝑐𝑜𝑠22𝑡 =

1

2
cos2𝑡 −

1

4
−
1

4
cos4𝑡  
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 را به دست آورید؟ 2lبا یک دوره تناوب  fتابع متناوب مثال :سری فوریه مثلثاتی 

𝑓(𝑥) = {
1                                            

𝑙

2
≤ 𝑥 <

3𝑙

2

0                  0 ≤ 𝑥 <
𝑙

2
 یا 
3𝑙

2
< 𝑥 < 2𝑙 

 

 

𝑎0 =
1

𝑙
∫ 𝑑𝑥 = 1
3
𝑙
2

𝑙
2

 

𝑏𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 𝑑𝑥 =  

1

𝑙
 ∫ sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

3𝑙/2

𝑙
2

2𝑙

0

 𝑑𝑥 =
1

𝑙
 ×
−𝑙

𝑛𝜋
cos
𝑛𝜋𝑥

𝑙
]𝑙/2
3𝑙/2

= 
−1

𝑛𝜋
[cos

3𝑛𝜋

2
− cos

𝑛𝜋

2
] = 0 

n  فرد هردو cos  صفر 

n   0=1-1یا    0=1+1-زوج 

𝑎𝑛 =
1

𝑙
∫ cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙 
 𝑑𝑥 =

1

𝑛𝜋
sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
]

3𝑙
2
𝑙
2

 =
1

𝑛𝜋
 (sin

3𝑛𝜋

2
− sin

𝑛𝜋

2
) 

3𝑙
2

𝑙
2

 

= {

𝑛زوج                      0 = 2𝑘

2(−1)𝑘

(2𝑘 − 1) 𝜋
𝑛 فرد             = 2𝑘 − 1 

 

 سری فوریه و توابع زوج و فرد

, 𝑥𝜖 𝐷𝑓∀  تابع زوج 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

, 𝑥𝜖 𝐷𝑓∀  تابع فرد 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

Sin x تابعی فرد و cos x .تابعی زوج است 

𝑓(𝑥)زوج => ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

−𝑙

 

𝑓(𝑥)فرد => ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑙

−𝑙

0 



 52 

 جتناب کرد.اتابعی زوج یا فرد باشد ،در تعیین ضرایب فوریه میتوان از محاسبات غیر ضروری  f(x)اگر 

 تنها یک سری فوریه کسینوسی است . 2lبا دوره تناوب  f(x)زوج  قضیه : سری فوریه تابع

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

 

𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

0

 

 تنها یک سری فوریه سینوسی است . 2lه تناوب با دور f(x)قضیه : سری فوریه تابع فرد 

𝑓(𝑥) = ∑𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

0

 

 مثال : سری فوریه تابع زیر را بنویسید ؟

f(𝑡) = {

𝜋

4
t               

−𝜋

2
< t <

𝜋

2
𝜋(𝜋 − 𝑡)

4
         

𝜋

2
< t <

3𝜋

2

 

 

+ 

- 

+ 

 

Sin 𝑛𝑡  𝜋 − 𝑡 

 
−1

𝑛
cos𝑛𝑡 -1 

−1

𝑛2
sin 𝑛𝑡 0 

Sin 𝑛𝑡  t 
−1

𝑛
cos𝑛𝑡 1 

−1

𝑛2
sin 𝑛𝑡 0 
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𝑎0 = 0  , 𝑎𝑛 = 0     

𝑏𝑛 =
2

𝜋
[∫

𝜋𝑡

4
sin 𝑛𝑡 𝑑𝑡 +

𝜋
2

0

 ∫
𝜋(𝜋 − 𝑡)

4

𝜋

𝜋
2

sin𝑛𝑡 𝑑𝑡] = 

1

2
[∫ 𝑡 sin 𝑛𝑡 𝑑𝑡 +

𝜋
2

0

 ∫ (𝜋 − 𝑡)
𝜋

𝜋
2

sin𝑛𝑡 𝑑𝑡] = 

1

2
[
−1

𝑛
𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑡]

𝜋
2
0
+
1

𝑛2
sin𝑛𝑡  ]

𝜋
2
0
−
1

𝑛
(𝜋 − 𝑡) cos𝑛𝑡]

𝜋
𝜋
2
−
1

𝑛2
sin𝑛𝑡]

𝜋
𝜋
2
] = 

1

2
[
−1

𝑛

𝜋

2
cos
𝑛𝜋

2
+
1

𝑛2
sin
𝑛𝜋

2
−
1

𝑛
×
−𝜋

2
cos
𝑛𝜋

2
+
1

𝑛2
sin
𝑛𝜋

2
] =

1

𝑛2
sin
𝑛𝜋

2
= 

{

𝑛 زوج                                  0

(−1)𝑘+1

(2𝑘−1)2
𝑛 فرد                     = 2𝑘 − 1      𝑘 = 1,2, … 

 

   

𝑓(𝑡) =∑
(−1)𝑘+1

(2𝑘 − 1)2
sin((2𝑘 − 1)𝑡)  

 

 ست آورید ؟درا به   f(t)به صورت زیر تعریف شده باشد .آن گاه سرس فوریه تابع  f(t)مثال :اگر تابع 

f(𝑡) = {
t               0 ≤ t < 1
2 − 𝑡         1 ≤ t < 2

 

 

+ 

- 

+ 

𝑎0 = 2∫ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

= 1  , 𝑏𝑛 = 0     

cos  𝑛𝜋𝑡  t 
1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑡 1 

−1

(𝑛𝜋)2
cos 𝑛𝜋𝑡 0 
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𝑎𝑛 = 2∫ 𝑡 cos𝑛𝜋𝑡 𝑑𝑡
1

0

= 2 [
𝑡

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑡 +

cos 𝑛𝜋𝑡

(𝑛𝜋)2
 ] =

2(cos𝑛𝜋 − 1)

(𝑛𝜋)2
= 

{
𝑛زوج                      0

−4

((2𝑘−1)𝜋)2
𝑛 فرد             = 2𝑘 − 1

  

𝑓(𝑡) =
1

2
−
4

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)2
cos((2𝑘 − 1)𝜋𝑡)  

 

 1تمرین های شماره تمرین : 

𝑓(𝑥)مثال :تابع  = cos𝛼𝑥 ,−𝜋 < 𝑥 < 𝜋 با𝛼  عدد ثابت نادرست مفروض است .سری فوریه این تابع

 را به دست آورید ؟

𝑎0 =
2

𝜋
∫ cos𝛼𝑥   𝑑𝑥
𝜋

0

=
2 sin𝛼𝜋

𝛼𝜋
  , 𝑏𝑛 = 0     

𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ cos𝛼𝑥 cos𝑛𝑥   𝑑𝑥 =

2

𝜋

𝜋

0

∫
1

2
[cos(𝛼 + 𝑛)𝑥 + cos(𝛼 − 𝑛)𝑥]

𝜋

0

𝑑𝑥 = 

1

𝜋
[
sin(𝛼 + 𝑛)𝑥

𝛼 + 𝑛
]
𝜋

0
+
sin(𝛼 − 𝑛)𝑥

𝛼 − 𝑛
]
𝜋

0
] = 

1

𝜋
[
1

𝛼 + 𝑛
sin(𝛼 + 𝑛)𝜋 +

1

𝛼 − 𝑛
sin(𝛼 − 𝑛)𝜋] = 

1

𝜋
[
1

𝛼 + 𝑛
(sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋 + cos𝛼𝜋 sin 𝑛𝜋) + 

1

𝛼 − 𝑛
(sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋 − sin 𝑛𝜋 cos𝛼𝜋)] 

1

𝜋
[
𝛼 sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋 − 𝑛 sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋 + 𝛼 sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋 + 𝑛 sin𝛼𝜋 cos𝑛𝜋

𝛼2 − 𝑛2
] = 

2𝛼 sin𝛼𝜋

𝜋(𝛼2 − 𝑛2)
∙ cos𝑛𝜋 =

{
 

 
2𝛼 sin𝛼𝜋

𝜋(𝛼2 − 𝑛2)
𝑛زوج                  

−2𝛼 sin𝛼𝜋

𝜋(𝛼2 − 𝑛2) 
𝑛 فرد                  

 

𝑓(𝑥) =
sin𝛼𝜋

𝛼𝜋
+∑(−1)𝑛

2𝛼 sin𝛼𝜋

𝜋(𝛼2 − 𝑛2)
cos𝑛𝑥

𝑛=1
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 2: تمرین شماره تمرین 
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 از سری ها به کمک تبدیل و سری فوریهبرخی به دست آوردن مقادیر 

 

∑مثال : حاصل سری 
1

(2𝑘−1)2
∞
𝑘=1   را به کمک بسط فوریه تابع متناوب𝑓(𝑥) = |𝑥|   در فاصله 

 بیابید ؟ (1,1-)

 

+ 

- 

+ 

𝑎0 = 2∫ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

= 1  , 𝑏𝑛 = 0     

𝑎𝑛 = 2∫ 𝑥 cos𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 2 [
𝑥

𝑛𝜋
sin𝑛𝜋𝑥]

1

0
+

1

(𝑛𝜋)2
cos𝑛𝜋𝑥]

1

0
 ] = 

{

𝑛       زوج                              0         

−4

(2𝑘 − 1)2𝜋2
𝑛      فرد                 

 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋

𝑙
 𝑥 𝑑𝑥 +∑𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝑙
 𝑥 𝑑𝑥 

𝑓(𝑥) =
1

2
−
4

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)2
cos(2𝑘 − 1)𝜋𝑥

∞

𝑘=1

 

xاگر  =  باشد داریم:  0

|𝑥| =
1

2
−
4

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)2
 =>∑

1

(2𝑘 − 1)2
=
𝜋2

8

∞

𝑘=1

 

 

 

 

 

cos 𝑛𝜋𝑥  x 
1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥 1 

−1

(𝑛𝜋)2
cos 𝑛𝜋𝑥 0 
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𝜋اگر مثال : 

4
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝜋

−𝜋
𝑑𝑥 = 2 + ∑

(1+cos𝑛𝑥)2

(𝑛2−1)2
∞
𝑛=2  وn  .آن گاه مقدار عبارتعددی زوج است 

1

12∗32
+

1

32∗52
 را به دست آورید ؟  ⋯+

𝑥به ازای  =  ، طرف دوم رابطه به صورت زیر است : 0

2 +∑
(1 + cos𝑛𝑥)2

(𝑛2 − 1)2

∞

𝑛=2

= 2 + 4(
1

12 × 32
+

1

32 × 52
+⋯) 

 از طرفی داریم :

𝜋

4
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥
+𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
𝜋

2
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋

4
∫ (1 − cos 2𝑥)
+𝜋

0

𝑑𝑥 =
𝜋

4
(𝑥 −

sin 2𝑥

2
)]
𝜋

0
=
𝜋2

4
 

𝜋

0

 

𝜋2

4
= 2 + 4(

1

12 × 32
+

1

32 × 52
+⋯) => (

1

12 × 32
+

1

32 × 52
+⋯) =

𝜋2 − 8

16
 

 

 بسط نیم دامنه

 فاصله متناهی تعریف شده اند.در وابعی که تبه دست آوردن سری فوریه در 

0بر فاصله ای مانند  𝑓(𝑥)مثلا تابع ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 خواهیم روی همین فاصلهتعریف شده است و می، 𝑓(𝑥)  را

 سری فوریه نمایش دهیم. با یک

این تابع به علت متناوب نبودن دارای بسط فوریه نیست اما می توان توابع زوج یا فردی را چنان تعریف نمود 

0در فاصله که سری فوریه آن ها  ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 بر تابع 𝑓(𝑥)منطبق باشد ،مثلا تابع 𝑓1(𝑥) را به صورت زیر

 تعریف میکنیم :

𝑓1(x) = {
𝑓(x)        0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

g(x)     − 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 0
                             𝑓1(x + 2𝑙) = 𝑓1(x) 

 g(x)اما سری های فوریه متناظر از گسترش زوج و فرد  تواند باشد.هر تابع دلخواهی می𝑓(𝑥)  کاربردی

 ترند.

𝑔(𝑥)در گسترش زوج قرار می دهیم: = 𝑓(−𝑥) و داریم : 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1
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𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0

 

𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

𝑐

 

𝑔(𝑥)در گسترش فرد قرار می دهیم: = −𝑓(−𝑥) و داریم : 

𝑓(𝑥) = ∑𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥                  𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

0

 

 

𝑓(𝑡)بسط نیم دامنه ی کسینوس فوریه تابعمثال: = 1 −
𝑡

2
    , 0 < 𝑡 <  را به دست آورید؟ 2

 

+ 

-     

+ 

 

𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (1 −

𝑡

2
)𝑑𝑡 = 𝑡 −

𝑡2

4
]0
2 = 1

2

0

𝑙

0

 

𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑡)
𝑙

0

cos
𝑛𝜋𝑡

𝑙
𝑑𝑡 = ∫ (1 −

2

0

𝑡

2
) cos

𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡 = 

(1 −
𝑡

2
)
2

𝑛𝜋
sin
𝑛𝜋𝑡

2
 ]
2

0
−
1

2
(
2

𝑛𝜋
)2 cos

𝑛𝜋𝑡

2
 ]
2

0
= −

1

2
∗ (
2

𝑛𝜋
)2[(−1)𝑛 − 1] 

cos
𝑛𝜋𝑡

2
 1 −

𝑡

2
 

2

𝑛𝜋
sin
𝑛𝜋𝑡

2
 

−1

2
 

−(
2

𝑛𝜋
)2 cos

𝑛𝜋𝑡

2
 0 
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𝑎𝑛 = {

𝑛زوج                      0 = 2𝑘

4

(2𝑘 − 1)2𝜋2
𝑛 فرد             = 2𝑘 − 1 

 

𝑓(𝑡) =
1

2
−
4

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)2
cos(

(2𝑘 − 1)𝜋𝑡

2
)  

 انتگرال گیری جمله به جمله از سری فوریه

𝑙−در فاصله تناوب  𝑓(𝑥) قضیه :اگر سری فوریه تابع پیوسته قطعه ای < 𝑥 < 𝑙  به صورت زیر بیان شده

 باشد :

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+∑𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑛=1

)

∞

𝑛=1

 

 گاه : آن

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑎0
2
𝑥 +∑

𝑙

𝑛𝜋
(𝑎𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
− 𝑏𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
)

∞

𝑛=1

𝑥

0

+ 𝐶 

 

f(x)اگر بسط فوریه مثال: = {
−1         − π < x < 0
1              0 <  x < π

𝑓(𝑥)به صورت   =
4

𝜋
(
sin𝑥

1
+
sin 3𝑥

3
+∙∙) 

f(x)باشد ، آن گاه بسط فوریه تابع  = |𝑥|      ,      − 𝜋 < 𝑥 < 𝜋 را به دست آورید ؟ 

|𝑥| =
−4

𝜋
 ∑

cos(2𝑘 + 1)𝑥

(2𝑘 + 1)2

∞

𝑘=0

+ 𝐶 

𝑥 =
𝜋

2
 => 

𝜋

2
= 0 + 𝐶 => 𝐶 =

𝜋

2
 

𝑓(𝑥)مثال : اگر سری فوریه تابع  =
𝑥

2
    . −𝜋 < 𝑥 < 𝜋    به صورت زیر باشد ، بسط فوریه تابع 

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 −
sin2𝑥

2
+
sin 3𝑥

3
−⋯                      ,   𝑇 = 2𝜋 

𝑔(𝑥) گاه سری فوریه تابع  آن = 𝑥2    .−𝜋 < 𝑥 < 𝜋     , 𝑇 = 2𝜋 را به دست آورید ؟ 

𝑥2

4
= −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 

𝑐𝑜𝑠 2𝑥

4
−
𝑐𝑜𝑠 3𝑥

9
+⋯+ 𝐶      𝐶 =

𝑎0
2
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𝑎0 =
2

𝜋
∫
𝑥2

4
 𝑑𝑥 =

2

𝜋
 
𝑥3

12
]
𝜋

0
=
𝜋2

6  
  => 𝐶 =

𝜋2

12  

𝜋

0

 

𝑥2 = 4 ∗ (− cos𝑥 +
𝑐𝑜𝑠 2𝑥

4
−
𝑐𝑜𝑠 3𝑥

9
+⋯) +

𝜋2

3  
 

 تساوی پارسوال

.𝑙−]در فاصله متناوب  𝑓(𝑥)اگر تابع  𝑙] : در شرایط قضیه دیریکله صدق کند و داریم 

1

𝑇
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎0
2

4

𝑇

0

+
1

2
∑𝑎𝑛

2

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛
  یا     2

1

𝑙
∫ [𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥 =

𝑎0
2

2
+

𝑙

−𝑙
∑ 𝑎𝑛

2∞
𝑛=1 + 𝑏𝑛

2  

𝑓(𝑥)اگر بسط مثال : = sin 𝑥     ,    0 < 𝑥 < 𝜋 . به صورت زیر باشد 

f(x) =
2

𝜋
−
2

𝜋
∑(

1+ cos𝑛𝜋

𝑛2 − 1
)

∞

𝑛=2

cos𝑛𝑥 

1مقدار سری 

12×32
+

1

32×52
 عددی زوج است .( nرا محاسبه کنید ؟) ⋯+

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
−
2

𝜋
∑(

2

(2𝑘)2 − 1
)

∞

𝑘=1

cos 2𝑘𝑥 

1

𝜋
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎0
2

4
+
1

2
∑𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2

∞

𝑛=1

=
4

𝜋2

𝜋

0

+
1

2
 ∑(

16

𝜋2 (4𝑘2 − 1)2
)

∞

𝑘=1

 

1

𝜋
∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
      

𝜋

0

 

1

2
=
4

𝜋2
+∑

8

𝜋2 (2𝑘 − 1)2(2𝑘 + 1)2
 

1

2
=
4

𝜋2
+
8

𝜋2
∑

1

(2𝑘 − 1)2(2𝑘 + 1)2
 

1

2
=
4

𝜋2
+
8

𝜋2
(

1

12 × 32
+

1

32 × 52
+⋯) 

(
1

12 × 32
+

1

32 × 52
+⋯) =

𝜋2 − 8

16
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 فوریه ،ضرایب فوریه مختلط یصورت مختلط سر

𝑒𝑖𝜃استفاده از فرمول اویلر با  = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃       .       𝑒−𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃        

 :را به صورت زیر می توان نوشت 𝑓(𝑥)سری فوریه 

 سری فوریه مختلط:

𝑓(𝑥) =∑𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋
𝑙
𝑥

+∞

−∞

  

 ضرایب:

𝑐𝑛 =
1

2𝑙
∫𝑓(𝑥)

𝑙

−𝑙

𝑒−
𝑖𝑛𝜋
𝑙 𝑥 𝑑𝑥  

پیوسته نباشند ،  𝑥و  𝑓(𝑥)پیوسته است . هرگاه 𝑥 در 𝑓(𝑥)فرض بر آن است که شرایط دیریکله برقرارند و 

1طرف چپ رابطه را با 

2
(𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−))   . جایگزین می کنیم 

 انتگرال فوریه

شامل توابعی  فی شد ، ولی برای بسیاری از مسایل عملی*در قسمت قبل سری فوریه برای توابع متناوب معر

 هستند که متناوب نیستند.

 بع غیر متناوب را نیز شامل شود.ا*می توان روش فوریه را تعمیم داد تا تو

𝑦*تابع نا متناوب  = 𝑓(𝑥) وریه ندارند ولی اگر تابع متناوبتعریف شده برای اعداد حقیقی ، سری ف 𝑓𝑙(𝑥) 

متناوب نیست ولی حاصل  𝑓(𝑥)میل کرده اگرچه تابع  ∞را به سمت  lرا بررسی کرده و  2lناوب با دوره ت

 آن را به صورت حد سری فوریه یک تابع دیگر نمایش داده ایم.

 

 قضیه )انتگرال فوریه(

ه و قطعه ای و در هر نقطه دارای مشتق چپ و راست بود در هر فاصله متناهی پیوسته 𝑓(𝑥)فرض کنید تابع 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
را در هر نقطه پیوستگی میتوان با انتگرال فوریه زیر نمایش  𝑓(𝑥)آن گاه تابع  موجود باشد.



 62 

در آن نقطه  𝑓(𝑥)داد و در نقاط ناپیوستگی ، مقدار انتگرال فوریه برابر با میانگین حد چپ و راست تابع 

 است.

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫[𝐴(𝑤) cos𝑤𝑥 +  𝐵(𝑤)sin𝑤𝑥] 𝑑𝑤

∞

0

 

𝐴(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑤𝑡)  𝑑𝑡       ,         𝐵(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑤𝑡)  𝑑𝑡  

+∞

−∞

 

+∞

−∞

 

 

𝐵(𝑤)تابعی زوج باشد ،انتگرال فوریه آن کسینوسی است و  𝑓(𝑥)*اگر  =  است و داریم : 0

𝐴(𝑤) = 2∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑤𝑡) 𝑑𝑡      ,      

+∞

0

 𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫[𝐴(𝑤) cos𝑤𝑥]  𝑑𝑤

∞

0

 

𝐴(𝑤)تابعی فرد باشد ،انتگرال فوریه آن سینوسی است و  𝑓(𝑥)*اگر  =  است و داریم : 0

𝐵(𝑤) = 2∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑤𝑡) 𝑑𝑡      ,      

+∞

0

 𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫[𝐵(𝑤) sin𝑤𝑥]  𝑑𝑤

∞

0

 

 

 انتگرال های موسوم به لاپلاس

∫
cos(𝑤𝑥)

𝑘2 +𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤 =
𝜋

2𝑘
 𝑒−𝑘𝑥                (𝑥 > 0 , 𝑘 >     رابطه  اول     (0

∫
w sin(𝑤𝑥)

𝑘2 + 𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤 =
𝜋

2
 𝑒−𝑘𝑥              (𝑥 > 0 , 𝑘 >  رابطه  دوم     (0

 اثبات رابطه اول:

∫
cos(𝑤𝑥)

𝑘2 +𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤 =
1

2
∫
cos(𝑤𝑥)

𝑘2 + 𝑤2

∞

−∞

 𝑑𝑤 =
1

2
 𝑅𝑒 [2𝜋𝑖∑

𝑒𝑖𝑥𝑧

𝑘2 + 𝑧2
𝑦>0

] = 𝑅𝑒 [
𝜋𝑖𝑒−𝑥𝑘

2𝑖𝑘
] 

=
𝜋

2𝑘
 𝑒−𝑘𝑥 
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 مثال : انتگرال فوریه تابع زیر را حساب کنید؟

f(x) = {
1       |x| < 1     
0       |x| > 1

 

𝐴(𝑤) = 2∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑤𝑡) 𝑑𝑡 =    2∫(1 ∗ cos𝑤𝑡 )  𝑑𝑡 =  
2

𝑤
sin𝑤

1

0

   

+∞

0

 

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫ [ 

2

𝑤
 sin𝑤 cos𝑤𝑥 ]  𝑑𝑤

∞

0

 

 فوریه تابع زیر را حساب کنید؟مثال : انتگرال 

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥     , 𝑥 > 0   , 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) 

 وجه به فرمول لاپلاس داریم :با توجه به این که تابع زوج است و با ت

𝐴(𝑤) = 2∫ 𝑒−𝑡 cos(𝑤𝑡) 𝑑𝑡      

+∞

0

 

 گیریم.های موسوم به لاپلاس بهره مینیست. از این رو از انتگرال 𝐴(𝑤)امکان محاسبه 

∫
cos(𝑤𝑥)

1 + 𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤 =
𝜋

2
 𝑒−𝑥 => 𝑒−𝑥 =

2

𝜋
 ∫
cos(𝑤𝑥)

1 + 𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤  

 3تمرین : تمرین شماره 

𝑓(𝑥)مثال :اگر  =
1

𝜋
∫ [𝑎(𝑤) cos𝑤𝑥] 𝑑𝑤
∞

0
 در نمایش 𝐴(𝑤)باشد ، آن گاه   

 𝑥 ∗ 𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫ [𝐴(𝑤) sin𝑤𝑥] 𝑑𝑤
∞

0
 را محاسبه کنید ؟  

𝑎(𝑤) = 2∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑤𝑡) 𝑑𝑡

+∞

0

 

𝑑 𝑎(𝑤)

𝑑 𝑤
= −2∫ 𝑡 𝑓(𝑡) sin(𝑤𝑡) 𝑑𝑡

+∞

0

 

𝐵(𝑤)تابعی فرد است ، یعنی   𝑥 𝑓(𝑥)زوج است ، پس  𝑓(𝑥)چون  = 𝐴(𝑤) : و داریم 
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𝑥 𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫[ 𝐵(𝑤) sin𝑤𝑥] 𝑑𝑤

∞

0

 

𝐵(𝑤) = 2∫ 𝑡 𝑓(𝑡) sin(𝑤𝑡) 𝑑𝑡     =>     𝐴(𝑤) = −
𝑑 𝑎(𝑤)

𝑑 𝑤
    

+∞

0

 

 وریهصورت مختلط انتگرال فوریه ، تبدیل ف

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫[ ∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝑤(𝑥−𝑡)

∞

−∞

𝑑𝑡]𝑑𝑤

∞

−∞

 

 سیم :رابطه بالا را شکل مختلط انتگرال فوریه می نامیم و آن را به صورت زیر می توانیم ینوی

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋
∫ 𝐹(𝑤)

∞

−∞

𝑒𝑖𝑤𝑥   𝑑𝑤 

𝐹(𝑤) =
1

√2𝜋
∫ 𝐹(𝑡)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝑤𝑡  𝑑𝑡 

 

 𝐹(𝑤)  را تبدیل فوریه تابع𝑓(𝑥)  و𝑓(𝑥)  را تبدیل فوریه معکوس𝐹(𝑤) . می نامیم 

و تبدیل   𝑐(𝑤)با نماد  𝑓(𝑥)با توجه به انتگرال های فوریه کسینوسی و سینوسی ، تبدیل فوریه کسینوسی 

 به صورت زیر هستند : 𝑠(𝑤)فوریه سینوسی با نماد 

𝑐(𝑤) = √
2

𝜋
 ∫ 𝑓(𝑡) cos𝑤𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

𝑓(𝑥) = √
2

𝜋
 ∫ 𝑐(𝑤) cos𝑤𝑥 𝑑𝑤

∞

0

 

𝑠(𝑤) = √
2

𝜋
 ∫ 𝑓(𝑡) sin𝑤𝑡 𝑑𝑡

∞

0
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𝑓(𝑥) = √
2

𝜋
 ∫ 𝑠(𝑤) sin𝑤𝑥 𝑑𝑤

∞

0

 

 

 مثال : انتگرال فوریه به صورت مختلط تابع زیر را محاسبه کنید ؟ 

f(x) = {
1       |x| < π     
0       |x| > π

 

𝐹(𝑤) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑤𝑡
∞

−∞

  𝑑𝑡 =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑤𝑡
𝜋

−𝜋

𝑑𝑡 =
1

√2𝜋
×
−1

𝑖𝑤
𝑒−𝑖𝑤𝑡]−𝜋

𝜋 = 

−𝑒−𝑖𝑤𝜋 + 𝑒+𝑖𝑤𝜋

√2𝜋 𝑖𝑤
=
2 sin𝑤𝜋

√2𝜋 𝑤
 

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫
sin𝑤𝜋

 𝑤

∞

−∞

𝑒𝑖𝑤𝑥   𝑑𝑤 

𝑓(𝑡) ل فوریه تابعمثال :اگر تبدی =
𝑡

𝑡2+𝑎2
𝑤 )صورت زیر باشد ، مقدار آن  را حساب کنید ؟ هب    > 0) 

𝐹(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝑤𝑡  𝑑𝑡 

∫
𝑡

𝑡2 + 𝑎2

∞

−∞

(cos𝑤𝑡 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑤𝑡)   𝑑𝑡 = ∫
𝑡

𝑡2 + 𝑎2

∞

−∞

(−𝑖 sin𝑤𝑡)      ,     𝑤 > 0 

−2𝑖∫
𝑡

𝑡2 + 𝑎2
sin𝑤𝑡 𝑑𝑡 = −2𝑖 ×

𝜋

2
 𝑒−𝑎𝑤 = −𝜋𝑖 

∞

0

𝑒−𝑎𝑤 

 لاپلاس برای حل انتگرال نهایی استفاده شده است. های موسوم بهاز انتگرال

∫
w sin(𝑤𝑥)

𝑘2 + 𝑤2

∞

0

 𝑑𝑤 =
𝜋

2
 𝑒−𝑘𝑥              (𝑥 > 0 , 𝑘 > 0)     
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 را تعیین کنید ؟  𝑓(𝑥)در رابطه زیر صدق می کند.  𝑓(𝑥) تابع مثال :

∫ f(x) cos ∝ 𝑥 𝑑𝑥

∞

0

= {
1−∝             0 ≤ ∝ ≤ 1     
0                    ∝ > 1

 

𝐴(𝑤) = 2∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑤𝑡) 𝑑𝑡      ,      

+∞

0

 𝑓(𝑥) =
1

𝜋
∫[𝐴(𝑤) cos𝑤𝑥]  𝑑𝑤

∞

0

 

𝐴(𝛼) = 1−∝           0 <∝≤ 1 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
 ∫ (1−∝) cos ∝ 𝑥  𝑑𝛼 =  

2(1 − cos𝑥)

𝜋𝑥2

1

0

 

 شود.کمک جز به جز حل میبالا به انتگرال 

 4 تمرین : تمرین شماره 

𝑓(𝑡)اگر مثال :  = − sin 𝑡  و𝑔(𝑡) = cos(
𝑡

2
را بر حسب  𝑔(𝑡)  ،𝐺(𝑤)باشند ، تبدیل فوریه  (

𝑓(𝑤) به دست آورید ؟ 

 است.𝑓(𝑤)در  𝑖𝑤( مشتق گیری در حیطه ی فوریه معادل ضرب1

 است. (شیفت مقدار)𝑒𝑖𝑤( شیفت در حیطه زمان معادل ضرب تبدیل فوریه در 2

انبساط و انقباظ درحیطه زمان معادل انبساط و انقباظ در حیطه فوریه است که ضریب مربوطه را نیز باید  (3

 تبدیل خواهد شد. 2𝑓(2𝑤)به  𝑓(𝑤)تبدیل شود،  t/2به  tیعنی اگر  لحاظ کرد.

𝑓(𝑡) = − sin 𝑡 => 
𝑑(−sin (𝑡))

𝑑𝑡
= −cos(𝑡) = cos (𝑡 + 𝜋) and 𝐺(𝑤) = 𝑖𝑤 𝑓(𝑤) 

cos(𝑡 + 𝜋) => cos(𝑡) 𝑎𝑛𝑑  𝐺(𝑤) = 𝑖𝑤 𝑓(𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝜋 

cos(𝑡) => cos(
𝑡

2
)   𝑎𝑛𝑑    𝐺(𝑤) = 2𝑖𝑤𝑓(2𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝜋 

2(2𝑖𝑤𝑓(2𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝜋) = 4𝑤𝑖𝑓(2𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝜋 

 (2راه حل 

𝐺(𝑤) = ∫ cos (
𝜋

2
) 𝑒−𝑖𝑤𝜋  𝑑𝑡

4𝜋

0

 

𝐺(𝑤) ∶ 𝑡 = 2𝑇 + 2𝜋 => 𝑑𝑡 = 2𝑑𝑇 
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𝑡 = 0 => 2𝑇 + 2𝜋 = 0 => 𝑇 = −𝜋 

𝑡 = 4𝜋 => 2𝑇 + 2𝜋 = 4𝜋 => 𝑇 = 𝜋 

𝐺(𝑤) = ∫ 2 cos(𝑇 + 𝜋)𝑒−𝑖𝑤2𝜋 ∙ 𝑒−𝑖𝑤2𝑇 𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

 

𝐺(𝑤) = 2𝑒−𝑖𝑤2𝜋 ∫ cos(𝑡 + 𝜋) 𝑒−𝑖𝑤2𝑇 

𝜋

−𝜋

 

∫ cos(𝑡 + 𝜋) 𝑒−𝑖𝑤2𝑇 

𝜋

−𝜋

𝑑𝑇 = 

𝑒−𝑖𝑤2𝑇 sin(𝑇 + 𝜋)]
𝜋

−𝜋
− ∫ cos(𝑇 + 𝜋) × (−2𝑤𝑖)𝑒−𝑖𝑤2𝑇 𝑑𝑇

𝜋

−𝜋

 

= 2𝑖𝑤∫−sin𝑇 × 𝑒−𝑖𝑤2𝑇  𝑑𝑇 = 2𝑖𝑤 𝑓(2𝑤) => 4𝑖𝑤𝑒−𝑖𝑤2𝜋𝑓(2𝑤) 
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 تمرین فصل پنجم
 سری فوریه تابع زیر را بیابید ؟ -1

f(x) = {
−𝑘          − π < x < 0
                                               
k                0 < x < π

        𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥) 

 

0 سری فوریه مثلثاتی تابع  -2 < 𝑥 < 2𝜋   , 𝑓(𝑥) = |sin 𝑥| را بیابید ؟ 

 انتگرال فوریه تابع زیر را به دست آورید ؟ -3

f(x) = {
cos 𝑥       |x| <

π

2

0           |x| ≥
π

2

 

 

𝐼مقدار عددی انتگرال  -4 = ∫
𝑠𝑖𝑛2 𝑥

2
 𝑑𝑥

∞

0
 را به دست آورید ؟ 
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 فصل ششم
 معادلات با مشتق جزیی

 حل معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی با استفاده از روش ضربی یا جداسازی متغییر ها

 

 :  با رابطه کرانه های )مرزی ( و اولیه زیر را حل کنیم (1)می خواهیم معادله موج یک بعدی

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2 

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
                   𝑢 ≠  معادله ی موج         (1)                          0

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0     𝑡 > 0                          (2) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)                                                      (3) 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)                                                    (4) 

 

 بی از معادله ی موج است که در شرایط مرزی صدق کند.*سوال ما پیدا کردن جوا

 مرحله ی زیر را انجام می دهیم : 3برای این منظور 

 د.( با به کار بردن روش جدا کردن مغییرها ، دو معادله ی دیفرانسیل معمولی ایجاد می شو1

 ی کنیم.( صدق می کند را معین م2( جواب هایی از دو معادله را که در شرایط کرانه های )2

( 4( و )3)( باشد و در شرایط 1( جواب ها را طوری ترکیب می کنیم که عبارت حاصل ، جواب معادله )3

 صدق کند.

 مرحله ی اول (

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐹(𝑥)𝐺(𝑡)  

𝐹(𝑥)𝐺′′(𝑡) = 𝑐2  𝐹′′(𝑥)𝐺(𝑡) 

𝐹′′(𝑥)

𝐹(𝑥)
=
𝐺′′(𝑡)

𝑐2 𝐺(𝑡)
                          

𝐹′′(𝑥)

𝐹(𝑥)
=
𝐺′′(𝑡)

𝑐2 𝐺(𝑡)
=  𝑘  

𝐹′′(𝑥) − 𝑘𝐹(𝑥) = 0     ,      𝐺′′(𝑡) − 𝑐2 𝐺(𝑡) = 0 
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,𝑢(𝑥را طوری تعیین می کنیم که  G وFمرحله ی دوم ( حال جواب های  𝑡) = 𝐹(𝑥)𝐺(𝑡)  در رابطه دوم

  ( صدق کند.2)

𝐹′′(𝑥) − 𝑘𝐹(𝑥) = 0      

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 

𝐺 اگر  = 𝑢نتیجه می دهد 0 ≡ ≠ Gکه جواب ما نیست و 0 𝐹(0) است و   0 = 𝐹(𝑙) = 0 

𝐹"−𝐾𝐹اگر در = 0  ،𝐾 = 𝐹(𝑥)باشد آن گاه  0 = 𝑎𝑥 + 𝑏 که مورد نظر نیست و داریم 

𝐹(0) = 𝑏 = 0
             

𝐹(𝑙) = 𝑎𝑙 = 0  => 𝑎 = 0
 => 𝐹(𝑥) ≡ 0 => 𝑢 ≡  که مورد نظر نیست            0

𝐾به ازای  = 𝜇2  جواب عمومی به صورت زیر به دست می آید    

𝐹′′(𝑥) − 𝑘𝐹(𝑥) = 0    =>  𝐹′′(𝑥) − 𝜇2𝐹(𝑥) = 0                   𝐹(𝑥) = 𝐴𝑒𝑠𝑡 

𝐴𝑠2𝑒𝑠𝑡 − 𝜇2𝐴𝑒𝑠𝑡 = 0           𝑠2 = 𝜇2  => 𝑠 = ±𝜇 

𝐹(𝑥) = 𝐴𝑒𝜇𝑡 + 𝐵𝑒−𝜇𝑡 

𝐹(0) = 𝐴 + 𝐵 = 0 => 𝐴 = −𝐵  =>   𝐹(𝑥) = 𝐴𝑒𝜇𝑡 − 𝐴𝑒−𝜇𝑡 

𝐹(𝑙) = 𝐴(𝑒𝜇𝑡 − 𝑒−𝜇𝑡) = 0 => 𝑒𝜇𝑡 = 𝑒−𝜇𝑡  =>    {
𝑥 = غ ق ق   0

𝜇 = غ ق ق 0
 

=> 𝐴 = 0   𝐹(𝑥) = 0 => 𝑢 =  خلاف فرض          0

 𝑘 = −𝜇2 : یعنی عددی منفی است 

𝐹′′(𝑥) + 𝜇2𝐹(𝑥) = 0      ,      𝑠2 + 𝜇2 = 0    ,         𝑠 = ±𝑖𝜇  

𝐹(𝑥) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜇𝑥 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑥      𝐹(0) = 𝐴 = 0 => 𝐹(𝑥) = 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑥 

𝐹(𝑙) = 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑙 = 0 {
𝐵 = 0

sin𝜇𝑙 = 0
  => 𝐵 = 0 , 𝐹(𝑥) = 0   ,    𝑢 =  خلاف  فرض    0

𝑖𝑓  𝐵 = 1 => 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑙 = 0  ,   𝜇𝑙 = 𝑛𝜋    ,    𝑛 = 1,2,3,… 

𝜇 =
𝑛𝜋

𝑙
    ,    𝑘 = −(

𝑛𝜋

𝑙
)
2

      ,     𝐹(𝑥) = 𝐵 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

𝑙
𝑥 

𝐺′′(𝑡) + 𝑐2 (
𝑛𝜋

𝑙
)
2

𝐺(𝑡) = 0     ,    𝜆𝑛 =
𝑛𝜋

𝑙
𝑐 

𝐺′′(𝑡) + 𝜆2𝑛 𝐺(𝑡) = 0      ,     𝑠
2 + 𝜆2𝑛 = 0       ,      𝑠 = ±𝑖 𝜆𝑛  
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𝐺(𝑡) = 𝐴′ sin𝜆𝑛𝑡 + 𝐵
′ sin 𝜆𝑛𝑡 

 ت.( خطی همگن است ، پس مجموع جواب ها نیز جواب اس1معادله )مرحله سوم : با توجه به این 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝑢𝑛(𝑥 + 𝑡) =

∞

𝑛=1

∑(𝐵𝑛 cos 𝜆𝑛𝑡 +𝐵
∗
𝑛 sin 𝜆𝑛𝑡 +) 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑙
𝑥

∞

𝑛=1

 

𝑢(𝑥, 0) = ∑𝐵𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

𝑙
𝑥 = 𝐹(𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝐵𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝐹(𝑥) 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑙
𝑥  𝑑𝑥                 𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

0

 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = ∑𝐵∗𝑛𝜆𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

𝑙
𝑥

∞

𝑛=1

= 𝑔(𝑥)  

𝐵∗𝑛 =
2

𝑐𝑛𝜋
∫ 𝑔(𝑥) 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝑙
𝑥  𝑑𝑥                 𝑛 = 1,2,3,…

𝑙

0

  

 

 مثال : جواب سوال زیر را به دست آورید ؟

{

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥          ;                    0 < 𝑥 < 𝜋      ,    𝑡 > 0             

𝑢(𝑥, 0) = 0   ;      𝑢𝑡(𝑥, 0) = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥   ,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋   

𝑢(𝑡, 0) = 0    ;                  𝑢(𝜋, 𝑡) = 0    ,   𝑡 ≥ 0              
 

 

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐
2𝑢𝑥𝑥         ,     𝑐 = 1      ,      𝑙 = 𝜋      ,       𝑓(𝑥) = 0    ,     𝑔(𝑥) = 2 sin𝑥 

𝐵𝑛 =
2

𝜋
∫ 0 × sin

𝑛𝜋

𝜋
 𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝜋

0

 

𝐵∗𝑛 =
2

𝑛𝜋
∫ 2 sin𝑥 sin

𝑛𝜋

𝜋
 𝑥 𝑑𝑥 =

2𝑛𝜋

𝜋
∫ (cos(1 − 𝑛)𝑥 − cos(1 + 𝑛)𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

0

𝜋

0

 

=> {
𝑛 = 1
𝑛 ≠ 1

 

  𝑖𝑓    𝑛 ≠ 1 =>
2

𝑛𝜋
 
sin(1 − 𝑛)𝑥

1 − 𝑛
]
𝜋

0
 − 

2

𝑛𝜋
 
sin(1 + 𝑛)𝑥

1 + 𝑛
]
𝜋

0
= 
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2

𝑛𝜋
(sin(1 − 𝑛)𝜋 − sin(1 + 𝑛)𝜋 = 0 => {

2      𝑛 = 1
0      𝑛 ≠ 1

 

  𝑖𝑓    𝑛 = 1 =>
2

𝜋
∫ 2 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝜋

𝜋

0

 ∫ (1 − cos2𝑥) 𝑑𝑥 =
𝜋

0

 

 
2

𝜋
(𝑥 −

sin 2𝑥

2
)]
𝜋

0
=>

2

𝜋
(𝜋 − sin

2𝜋

2
) = 2 

 1: تمرین شماره تمرین 

𝑢𝑥مثال : جواب معادله ی  + 𝑢𝑦 = 2(𝑥 + 𝑦)𝑈 دست آورید؟را به 

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥)𝐺(𝑦) 

𝐹′(𝑥)𝐺(𝑦) + 𝐹(𝑥)𝐺′(𝑦) = 2(𝑥 + 𝑦)𝐹(𝑥)𝐺(𝑦) 

𝐹′(𝑥)

𝐹(𝑥)
+
𝐺′(𝑦)

𝐺(𝑦)
= 2𝑥 + 2𝑦   =>

𝐹′(𝑥)

𝐹(𝑥)
− 2𝑥 = 2𝑦 −

𝐺′(𝑦)

𝐺(𝑦)
= 𝐶 

𝐹′(𝑥)

𝐹(𝑥)
= 𝐶 + 2𝑥 => 𝐿𝑛 𝐹(𝑥) = 𝐶𝑥 + 𝑥2 + 𝑐1  =>  𝐹(𝑥) = 𝑐2𝑒

𝑐𝑥+𝑥2   

𝐺′(𝑦)

𝐺(𝑦)
= 2𝑦 − 𝐶 => 𝐿𝑛 𝐺(𝑦) = 𝑦2 − 𝐶𝑦 + 𝑐3  =>  𝐺(𝑦) = 𝑐4𝑒

𝑦2−𝑐𝑦  

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥)𝐺(𝑦) => 𝑐2𝑐4𝑒
𝑐𝑥+𝑥2+𝑦2−𝑐𝑦 = 𝑘𝑒𝑥

2+𝑦2+𝑐(𝑥−𝑦)  

  2 : تمرین شمارهتمرین 

𝑢𝑥𝑥ه ی مثال : معادل = 𝑢𝑡𝑡  با تغییر متغیر𝑟 = 𝑥 + 𝑡  و𝑠 = 𝑥 − 𝑡 به چه صورتی می شود؟ 

𝜕𝑟

𝜕𝑡
= 1   ,     

𝜕𝑠

𝜕𝑡
= 1 

𝑢𝑡 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
×
𝜕𝑟

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑠
×
𝜕𝑠

𝜕𝑡
= 𝑢𝑟 − 𝑢𝑠 

𝑢𝑡𝑡 =
𝜕(𝑢𝑟 − 𝑢𝑠)

𝜕𝑟
×
𝜕𝑟

𝜕𝑡
+
𝜕(𝑢𝑟 − 𝑢𝑠)

𝜕𝑠
×
𝜕𝑠

𝜕𝑡
= 𝑢𝑟𝑟 − 𝑢𝑠𝑟 + 𝑢𝑠𝑠 

𝑢𝑟𝑟 − 2𝑢𝑠𝑟 + 𝑢𝑠𝑠  = 𝑢𝑡𝑡   

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑟𝑟 + 2𝑢𝑠𝑟 + 𝑢𝑠𝑠 =>  𝑢𝑟𝑟 − 2𝑢𝑠𝑟 + 𝑢𝑠𝑠 − 𝑢𝑟𝑟 − 2𝑢𝑠𝑟 + 𝑢𝑠𝑠 = 0 

−4𝑢𝑠𝑟 = 0 => 𝑢𝑠𝑟 = 0 

  3: تمرین شماره تمرین 
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 ن فصل ششمتمری
 جواب سوال زیر را به دست آورید ؟ -1

{

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥          ;                    0 < 𝑥 < 𝜋      ,    𝑡 > 0             

𝑢(𝑥, 0) = 1   ;      𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0              ,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋   

𝑢(𝑡, 0) = 0    ;                  𝑢(𝜋, 𝑡) = 0    ,   𝑡 ≥ 0              
 

= 𝑥𝑢𝑥جواب معادله ی -3 𝑦𝑢𝑦  را به دست آورید ؟ 

= 𝑢𝑥𝑥معادله با مشتق جزیی -2 4𝑢𝑦𝑦    بعد از تغییر متغیر𝑢 = 𝑦 + 2𝑥  و  𝑧 = 𝑦 − 2𝑥 به چه

 صورتی می شود ؟

 


