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فهرست و عناوین درس

.I(توصیفی)مقدماتیآمار:اولبخش
مقدماتیآمار1.

کشیدگیوچولگی،گشاورهاپراکندگی،اندازه‌گیری2.

داده‌هابرمنحنیوخطبرازش3.

همبستگیضریبوبعدیدوتوزیع‌های4.

.IIاحتمال
نمونهفضایواحتمال1.

متعددعناصربانمونهفضای2.

نابستگیوشرطیاحتمالات3.

ریاضیامیدوتوزیعتابعاحتمال،چگالیتابع4.

گسستهتوزیع‌های5.

مهمپیوستهتوزیع‌های6.

برآوردنظریه7.

فرضآزمون‌های8.
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منابع
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فرضآزمون های
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:فهرست مطالب این فصل
مفاهیم‌اولیه-1
مراحل‌انجام‌آزمون‌فرض-2
فرض‌آماری‌روی‌پارامترهای‌جامعهآزمون‌هایانواع‌-3
آزمون‌خی‌دو‌ساده-آزمون‌برازش-4
آزمون‌استقلال-5
(p-value)یا‌pمقدار‌-6
طرز‌محاسبه‌احتمال‌خطای‌نوع‌دوم‌بودن‌داشتن‌ناحیه‌بحرانی-7
طرز‌محسبه‌احتمال‌خطای‌نوع‌اول‌و‌دوم‌با‌داشتن‌ناحیه‌بحرانی-8
تعیین‌اندازه‌نمونه‌در‌آزمون‌فرض-9
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دربارهکهادعایییاحکمدوازابتدابایدفرضیهآزمونبحثدر
(°𝐻)صفرفرضنامبهفرضیه‌ایرایکیاستجامعهمجهولپارامتر

.می‌نامیم(𝐻1)مقابلفرضرادیگریو
مقابلفرضکداموصفرفرضکدامکهکنیمبیانکهاستمهمبسیار

بایدتاسمعتبرادعایییاحکمکهکنیمنتیجه‌گیریآنکهازقبل.است
ویهربنابراین.باشدداشتهوجودآنتاییدبرایکافیدلایلوشواهد

رمگمی‌دانیمغلطراادعایاحکماستصورتبدینفرضیهآزموندر
°𝐻فرضبنابراین.نمایدتاییدقویاًراآنخلافکافیشواهداینکه

.دهندنشانراآنخلافآماریداده‌هایکهآنمگراستصحیح

مفاهیم اولیه

𝐻°: ادعا نقیض

𝐻1: ادعا
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آزمونآمارهتعریف:

یاردرافرضیهیکآنشدهمشاهدهمقادیربراساسکهآماره‌ای
.داردنامآزمونآمارهکنیم،میقبول

بحرانیناحیهتعریف:

گاهآنباشد،ناحیهاینبهمتعلقآزمونآمارهمقدارکهاستناحیه‌ای
.کردردرا(°𝐻)صفرفرضباید
تعریف:

سادهفرضکندمشخصکاملاًراجامعهتوزیعکهآماریفرضهر
.گویندمرکبفرضنکندمشخصراجامعهتوزیعکهفرضیو

مفاهیم اولیه
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اولنوعخطایتعریف:

خطایباشد،درستفرضکهدرصورتی(°𝐻)صفرفرضکردنرد
معنی‌دارسطحیا𝛼اولنوعخطایاحتمالبهومی‌باشداولنوع
.می‌شودگفته

دومنوعخطایتعریف:

درست(°𝐻)صفرفرضکهدرصورتی(°𝐻)صفرفرضپذیرش
گفته𝛽دومنوعخطایاحتمالبهومی‌باشددومنوعخطای،نباشد

.می‌شود

مفاهیم اولیه

𝛽 = 𝑃 𝐻° پذیرش باشد درست 𝐻1)

𝛼 = 𝑃 𝐻° رد باشد درست 𝐻°)
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آزمونتوانتعریف:

یعنیباشد،درست𝐻1درصورتیکه°𝐻صفرفرضکردنرداحتمال
توان.گویندآزمونتوانرادرستیبه°𝐻فرضکردنرداحتمال
.استدومنوعخطایمکملآزمون

مفاهیم اولیه

∗𝛽=توان آزمون = 𝜋 = 𝑃 𝐻° کردن رد باشد درست 𝐻1) =

1 − 𝑃 𝐻° پذیرش باشد درست 𝐻1) = 1 − 𝛽
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استممکنمی‌شوداتخاذجامعهپارامتررویکهفرض‌هاییدر
بمرتکاستممکنآنهاآزمونبرایوباشدمرکبیاسادهفرض
درکهشویمدومیااولنوعتواماًیادومنوعیااولنوعخطای

.می‌دهیمقراربحثموردرادومواولنوعخطایفقطفصلاین

مفاهیم اولیه
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مقدار𝛼مشخصهافرضیهآزمونانجامابتدایدرهمیشه
را𝛽مقدار𝛼داشتننگاهثابتباکهمی‌شودسعیومی‌شود
.کردحداقلراآنهادویهرهم‌زماننمی‌توانکهچرا.دهندکاهش

مفاهیم اولیه
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اولنوعخطایاحتمال(𝛼)دومنوعخطایاحتمالو(𝛽)معکوسرابطهیکدیگربا
.بالعکسومی‌یابدکاهشدیگرییکی،افزایشبادارند،

نمونهحجمافزایشبا(n)مقادیر𝛼و𝛽می‌یابدکاهش.

مقادیرمجموعهمواره𝛼و𝛽استیکمساوییاکمتر(𝛼 + 𝛽 ≤ 1).

اولنوعخطایاحتمال(𝛼)1)آزمونتوانو − 𝛽)دارندمستقیمرابطهیکدیگربا.

اولنوعخطایاحتمال(𝛼)باeداردمعکوسرابطه(برآورددقت)برآوردخطای.

دومنوعخطایاحتمال(𝛽)باeداردمستقیمرابطه(برآورددقت)برآوردخطای.

مفاهیم اولیه
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دارمعنیسطح𝛼چیست؟

یعنیآماریفرضیه‌هایکردنمشخصپس𝐻°و𝐻1مقداریکردنمشخصبعدمرحله
این،می‌دهدنشانراجامعهپارامترواقعیومقدارشدهادعامقداربیناختلافکهمی‌باشد
معمولا𝛼ًمقدار.نداردمشخصیقاعدهومی‌شودانتخابدادیقرارصورتبهاحتمال
.می‌شودگرفتهنظردر0/1یا0/05یا0/01

انتخاب𝛼درقیممستتاثیرمعنی‌دارسطح.استمسالهنوعبهبستهزیادیبسیارعواملبه
.می‌کندمشخصراآنمسالهشروعازقبلمحققلذادارد°𝐻قبولیارد

فرضیههمیشهکهشودتوجه𝐻°فرضیههموارهیعنی.نمی‌شودرداینکهیامی‌شودرد
.می‌گیردقراربررسیموردصفر

مفاهیم اولیه
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فرضیهکههاییفرضیهبه𝐻1استنامساویصورتبهآنها
𝜇1مانند ≠ 𝜇2یهفرضکهفرضیه‌هاییبهودامنهدوفرضیه‌های
𝐻1مانند،داردجهتیکفقطآنها𝜇1 < 𝜇2و𝜇1 > 𝜇2

.گوینددامنهیکفرضیه‌های

آزمونهای یک دامنه و دو دامنه

دامنه‌آزمون‌یک‌

دامنه‌آزمون‌یک‌

دامنه‌آزمون‌دو‌
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(𝐻1)مقابلو(𝐻0)صفرفرض‌هایتعیین-1

گرفتهنظردر0/1یا0/05یا0/01معمولاًکه(𝛼)معنی‌داریسطحتعیین-2
.می‌شود

محاسبهو(𝜇,𝜎2,𝑝)جامعهپارامترهایبامتناسبآزمونآمارهتعیین-3
.آزمونآماری

حسطوآزمونمقابلفرضآزمون،آمارهبراساسکهبحرانیناحیهتعیین-4
کهناحیه‌اییعنیمی‌شودرد𝐻0فرضیهکهاستجایی.می‌باشد(𝛼)معنی‌دار
.استمعنی‌دارتفاوت

قراربحرانیناحیهدرآزمونآمارهشدهمحاسبهمقداراگر:نتیجه‌گیری-5
.نداردوجود𝐻0ردبردلیلیاینصورتغیردرومی‌کنیمردرا𝐻0فرضگرفت

مراحل انجام آزمون فرض
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.(استمعلومجامعهواریانس)جامعهمیانگینرویبراستنباط-1

𝑛نمونهحجمونامعلومجامعهواریانس)جامعهمیانگینرویبراستنباط-2 ≥ .(است30

𝑛نمونهحجمونامعلومجامعهواریانس)نرمالجامعهمیانگینرویبراستنباط-3 < .(است30
.(شفبیچینامساویازاستفادهنامشخص،جامعهتوزیع)جامعهمیانگینرویبراستنباط-4

.(𝜎2)نرمالجامعهواریانسرویبراستنباط-5

.(p)جامعهنسبترویبراستنباط-6
.(استمعلومجامعهدوواریانس)مستقلجامعهدومیانگینرویبراستنباط-7

𝑛1,𝑛2ومساویولینامعلومدوجامعهواریانس)نرمالجامعهدومیانگینرویبراستنباط-8 < 30).
.شدهزوجهاینمونهدرجامعهمیانگینرویبراستنباط-9

𝑛1,𝑛2)جامعهدونسبترویبراستنباط-10 ≥ 30).
.جامعهدوواریانسرویبراستنباط-11

فرض آماری روی پارامترهای جامعهآزمون هایانواع 
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جامعهاستنباط بر روی میانگین -1
(جامعه معلوم استواریانس )

𝑛 ≥ 30 یانرمالجامعه
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انتخاب9معیارانحرافبانرمالجامعه‌ایازتایی36نمونهیک:مثال
0/05دارمعنیسطحدرباشد،42/5بابرابرنمونهاینمیانگیناگر.کرده‌ایم

؟می‌باشدقبول45ازکمترجامعهکلمیانگینفرضآیا

جواب:

.شودمیردصفرفرضیهگیردمیقراربحرانیناحیهدر(-1/67)آزمونآمارهمقداربهتوجهبا

جامعهاستنباط بر روی میانگین -1
(جامعه معلوم استواریانس )

 
𝐻°: 𝜇 ≥ 45
𝐻1: 𝜇 < 45

, 𝛼 = 0.05, 𝑛 = 36, 𝜎 = 9,  𝑋 = 42.5, 𝜇0 = 45

𝑍 =
42.5 − 45

9

36

= −1.67, 𝑍 < −𝑍𝛼; −𝑍𝛼= −1.65
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استنباط بر روی میانگین جامعه -2
𝑛واریانس جامعه نامعلوم و حجم نمونه ) ≥ (است30
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نرمالاستنباط بر روی میانگین جامعه -3
(.است𝑛<30جامعه نامعلوم و حجم نمونه واریانس )
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صورتبهاحتمالوآماردرسدردانشجویاننمراتازتایی8نمونه:مثال
می‌خواهیمجامعهتوزیعبودننرمالفرضبا9و16و11و13و19و8و7و12

است؟کدامآزمونآمارهمقداردهیم،انجامرازیرآزمون

جواب:

استنباط بر روی میانگین جامعه نرمال-3
(.است𝑛<30و حجم نمونه نامعلومجامعه واریانس)

 
𝐻°: 𝜇 = 11
𝐻1: 𝜇 ≠ 11

 𝑋 =
 𝑥𝑖
𝑛

= 11.875

𝑆2 =
 𝑥𝑖 −  𝑋 2

𝑛 − 1
= 16.696, 𝑆 = 4.086

𝑡 =
 𝑋 − 𝜇

𝑆
𝑛

→ 𝑡 = 0.61
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جامعهاستنباط بر روی میانگین -4
(جامعه نامشخص، استفاده از نامساوی چی بی شفتوزیع )
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(.2𝜎)استنباط بر روی واریانس جامعه نرمال -5
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(p)استنباط بر روی نسبت جامعه -6

𝑛 ≥ 30
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معیوبمحمولهایندررایانه8اگراست،رایانه50شاملمحموله‌ای:مثال
ازکمترجامعهدرمعیوبنسبتگفتمی‌تواندرصد5سطحدرآیاباشد،
است؟20%

جواب:

آزمونآماره

𝑃جدولمقدار 𝑍 < 𝑍𝛼 = 0.05 → −𝑍𝛼 = 𝑍چوناست1.64− < −𝑍𝛼نیست
.می‌شودپذیرفته°𝐻فرضپس

(p)استنباط بر روی نسبت جامعه -6

𝐻°: 𝑃 ≥ 0.2
𝐻1: 𝑃 < 0.2

𝑛 = 50, 𝑥 = 8, 𝛼 = 0.05, 𝑃° = 0.2

𝑍 =

𝑋
𝑛 − 𝑃°

𝑋
𝑛
(1 −

𝑋
𝑛
)

𝑛

=

8
50

− 0.2

8
50

(1 −
8
50

)

50

= −0.7715
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استنباط بر روی میانگین دو جامعه مستقل -7
(واریانس دو جامعه معلوم است)

𝑛1, 𝑛2 ≥ 30 یانرمالجامعهدوتوزیع
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استنباط بر روی میانگین دو جامعه نرمال-8
𝑛1,𝑛2ولی مساوی وواریانس دو جامعه نامعلوم) < (است30
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استنباط بر روی میانگین جامعه در نمونه های زوج شده-9

صورتبهتصادفینمونهدواگر.وابسته‌اندنمونه‌هاکهاستاینبرفرضاینجادر(𝑋𝑖,𝑌𝑖)

𝑑𝑖صورتایندرشونداختیار = 𝑋𝑖 − 𝑌𝑖بهتفاضل‌هااینواریانسوکنیممیتعریفرا

𝑆𝑑صورت
2 =

 𝑑𝑖−  𝑑 2

𝑛−1
.می‌گرددمحاسبه
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استنباط بر روی میانگین جامعه در نمونه های زوج شده-9

اینازپیشراآنهاوزنودهیممیمختصریتغییراردویکدررانفر5غذاییجیره:مثال
مقدار.می‌کنیمآزمونراآنهاوزنافزایشفرض.می‌کنیماندازه‌گیریآنازپسسهوتغییر
است؟کداممناسبآزمونآماره

جواب:

 
𝐻0: 𝜇𝑥 ≥ 𝜇𝑦
𝐻1: 𝜇𝑥 < 𝜇𝑦

⟹  
𝐻0: 𝜇𝑑 ≥ 0
𝐻1: 𝜇𝑑 < 0

 𝑑 =  𝑋 −  𝑌 = −3

𝑆𝑑 =
 𝑑𝑖 −  𝑑

2

𝑛 − 1
= 3.74 𝑡 =

 𝑑

𝑆𝑑
𝑛

=
−3

3.74

5

= −1.79

i 1 2 3 4 5

از‌رژیم‌غذاییپیش 162 192 138 182 159

از‌رژیم‌غذاییپس 166 196 136 190 160
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𝑛1,𝑛2)استنباط بر روی نسبت دو جامعه -10 ≥ 30)

زیربصورتشدهتعریفآمارهنشوندانتخابجامعهیکازنظرموردنمونه‌هایهرگاه
.می‌باشد
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جامعهاستنباط بر روی واریانس دو -11

𝐹𝛼,𝑛1−1,𝑛2−1 =
1

𝐹1−𝛼,𝑛2−1,𝑛1−1
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جامعهتوزیعکهکردیمفرضاستشدهمطرحتاکنونکهآزمون‌هاییدر
عهجامتوزیعمی‌خواهیمکهمی‌گیریمنظردرراحالتیاینجادرباشد،نرمال

زیعتواینجادریعنیکنیمآزمونراآنودادهنسبتمشخصیتوزیعبهرا
.استمجهولجامعه

سادهآزمون خی دو -برازشآزمون 



34دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، آزمون های فرض

زیرجدولصورتبهماشینکارکرداطلاعاتکارخانه،یکدر:مثال
طحسدارد؟یکنواختتوزیعجدولاینآیاکهببینیممی‌خواهیمحال.می‌باشد
.می‌باشد%5برابرمعنی‌دار

جواب:

ردصفرفرضبنابراین،نمی‌گیردقراربحرانیناحیهدر(2/6)آزمونآمارهاینکهبهتوجهبا
.استیکنواختماشینکارکردتوزیعیعنی،نمی‌شود

سادهآزمون خی دو -برازشآزمون 

Xiساعات‌کار 1 2 3 4 5 6 7 8

Oiتعداد‌خرابی 18 17 22 20 23 19 24 17

𝑛 = 18 + 17 + 22 +⋯+ 17 = 160

𝑒𝑖 = 𝑛 × 𝑝𝑖 = 160 ×
1

8
= 20

𝜒𝑜𝑏𝑠
2 =  

𝑜𝑖 − 𝑒𝑖
2

𝑒𝑖
= 2.6, 𝑑𝑓 = 𝑘 − 1 = 8 − 1 = 7

𝜒𝑜𝑏𝑠
2 > 𝜒𝛼,𝑘−1

2 ; 𝜒𝛼,𝑘−1
2 = 𝜒0.05,7

2 = 14.067
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نآزموراتصادفیمتغیردواستقلالفرضمی‌خواهیماستقلالآزموندر
ازیکیکمدستآزمونایندر.استراستبهدامنهیکآزموناین.کنیم

.استکیفیمتغیرها

صفتدومشاهداتکنیدفرضX,Yشاملجدولیدرزیرصورتبهsسطر
.داشتخواهیمفرضیه‌هاصورتایندر.باشدستونtو

استقلالآزمون 

y1 y2 … yj … yt Oi.

x1 O11 O12 … O1j … O1t O1.

x2 O21 O22 … O2j … O2t O2.

: :

xj

:

xs Os1 Os2 … Osj … Ost Os.

no.j O.1 O.2 O.t no.j=N
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استقلالآزمون 
جودووابستگیصفتدوبینکهشویممتوجهآزمونازپساگر

بدستزیررابطهازاستفادهباراوابستگیاینقدرتدارد،
.می‌شودگفتهتوافقیضریبمقداراینبه.می‌آوریم

𝐶 =
𝜒2

𝜒2 +𝑁
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جنسبرحسبموسسهیککارکنانفراوانیتوزیع:مثالXشغلوYزیرجدولطبق
𝛼سطحدرآیا.استشدهمرتب = است؟مستقلجنسازشغل0.05

جواب:

در(14/87)آزمونآمارهمقداراینکهبهتوجهبا

قرار(خوردههاشورقسمت)بحرانیناحیه

،می‌شودردصفرفرضبنابراین،می‌گیرد

.نیستمستقلجنسازشغلیعنی

استقلالآزمون 
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ازمقداریکمترینداد،نشانفیشرآقای𝛼(آزمونسطح)نمونه‌یباکه
.داردنامp_value،می‌گرددصفرفرضردموجبشدهمشاهده

برایکهمقداریکوچکترین𝛼تاگرفتدرنظرمی‌توان𝐻0بابرابرشود،رد
پژوهشگرکه𝛼اینازp_valueاگراست(p_value)احتمالمقدار

بهنیازیروشاینبا.می‌شودرد𝐻0فرضباشدکمتراستکردهانتخاب
.نیستآزمونبرایبحرانیناحیهداشتن

محاسبهطرزp_value:اگرTوآزمونآمارهtباشد،آنیافتهمقدار

(p-value)یا pمقدار 
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آزموندر:مثال 
𝐻0: 𝜇 ≤ 100
𝐻1: 𝜇 > 100

و12معیارانحرافبانرمالیتوزیعدر

𝑋 و36نمونهحجماگر.است0/05آزمونسطح = مقدارباشد106
p_valueاست؟چقدر

جواب:

(p-value)یا pمقدار 

p_value=P(  𝑋 ≥ 106|𝜇 = 100)=P(Z ≥
106 − 100

12

36

)=P(Z ≥ 3)=P(Z ≤ −3)=0.0013
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باشدچپبهدامنهیکآزموناگر:

باشدراستبهدامنهیکآزموناگر:

باشددامنهدوآزموناگر:

.می‌باشدµواقعیمقدارازایبهµپارامتربامتناسبآزمونآمارهمقدارKاینجادر

بحرانیبودن داشتن ناحیه ( 𝛽)دوم طرز محاسبه احتمال خطای نوع 

 
𝐻0: 𝜇 ≤ 𝜇0
𝐻1: 𝜇 > 𝜇0

⟹ 𝛽 = 𝑃𝐻1
(𝑍 > 𝐾 − 𝑍𝛼)

 
𝐻0: 𝜇 ≥ 𝜇0
𝐻1: 𝜇 < 𝜇0

⟹ 𝛽 = 𝑃𝐻1
(𝑍 < 𝐾 − 𝑍𝛼)

 
𝐻0: 𝜇 = 𝜇0
𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0

⟹ 𝛽 = 𝑃𝐻1
(𝐾 − 𝑍𝛼

2
< 𝑍 < 𝐾 + 𝑍𝛼

2
)
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کهکنیدفرض:مثالXاحتمالیچگالیباتصادفیمتغیر

𝑓 𝑥 =
1

𝜃
𝑒
−𝑥

𝜃 ,𝑥 > 𝜃آزمونبرایباشد0 = 𝜃برابردر1000 = 2000

𝑋1اگراست،شدهاختیارn=1حجمبهمشاهده‌ای > 𝐻0فرضباشد1000

است؟کدام𝛼,𝛽مقادیر.می‌کنیمردرا

:جواب

ناحیه با داشتن ( 𝛽)و دوم ( )اول طرز محاسبه احتمال خطای نوع 
بحرانی

𝛽 = 𝑃 𝐻° پذیرش باشد نادرست 𝐻0) = 𝑃 𝑋1 < 1000|𝜃 = 2000 =  
0

1000 1

2000
𝑒

−𝑥
2000𝑑𝑥 = 1 − 𝑒−1/2

𝛼 = 𝑃 𝐻° رد باشد درست 𝐻°) = 𝑃 𝑋1 > 1000|𝜃 = 1000 =  
1000

∞ 1
1000

𝑒
−𝑥
1000𝑑𝑥 = 𝑒−1
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آزموندر:الف 
𝐻0: 𝜇 = 𝜇0
𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0

مقادیرازایبهنمونهاندازه،می‌باشددامنهدوصورتبهکه

:بااستبرابرومعلوم

(راستبهیاچپبه)یکطرفهآزمون‌هایدر:ب 
𝐻0: 𝜇 ≤ 𝜇0
𝐻1: 𝜇 > 𝜇0

 یا
𝐻0: 𝜇 ≥ 𝜇0
𝐻1: 𝜇 < 𝜇0

اندازه،

:بااستبرابرومعلوممقادیرازایبهنمونه

فرضاندازه نمونه در آزمون تعیین 

𝑛 =
𝑍𝛼
2
+ 𝑍𝛽

2𝜎2

𝜇1 − 𝜇0
2

𝑛 =
𝑍𝛼 + 𝑍𝛽

2
𝜎2

𝜇1 − 𝜇0
2
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ادعایقبولیاردمنظوربه:مثال𝐻0: 𝜇 = :𝐻1برابردر60 𝜇 < چه60
𝛼احتمالسطحدرتاکنیمانتخابنمونهتعداد = 𝛽و0.01 = 0.05

𝜇جامعهواقعیمیانگین = 𝜎2و62.5 = .باشد62.5

جواب:

تعیین اندازه نمونه در آزمون فرض

 
𝛼 = 0.01 ⟹ 𝑍0.01 = 1.28
𝛽 = 0.05 ⟹ 𝑍0.05 = 1.65

⟹ 𝑛 =
1.28 + 1.65 262.5

62.5 − 60 2
= 85.85 ≈ 86



44دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، آزمون های فرض

تشکر از توجه شما


