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رگیدیریگ‌هنومنزابشورکی:فیان‌کج

تروصهبعقاورد.تسایریگ‌هنومنزابشورکی،یزاس‌نادرگدوخدننامفیان‌کجشور

.دنک‌یملمعیرتماراپان

.دشیفرعمیریگ‌هنومنزابیاه‌شورزارگیدیضعبویزاس‌نادرگدوخزارتدوزیلیخشورنیا

یکوتطسوتسپسویبیرادروآربیاربلانییوکطسوت١٩۴٩لاسردشورنیاعقاورد

.دشداهنشیپ،درادناتسایاطخدروآربیارب(١٩۵٨)

LOO)Leaveلباقتمیجنسرابتعایعونهبهیبشفیان‌کجشور One Out(دنک‌یملمع

.درکمیهاوختبحصنآدرومردهک

xدینکضرف = (x١, . . . , xn)دشابهدشهدهاشمهنومن.iابارفیان‌کجهنومننیماx(i)
فذحهنومنهدهاشمنیماiهکتوافتنیاابتساxهنومننامههکیروطهب،میهد‌یمناشن

:ینعی.دشابهدش

x(i) = (x١, . . . , xi−١, xi+١, . . . , xn).
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فیان‌کجشورهبیبیرادروآرب

θ)طابنتسایارب(رظندرومیعباتدینکضرف = t(F)دشاب.

θ̂رگا = Tn(x)،دروآربهاگنآiیارب،فیان‌کجنیماi = ١, . . . ,n،زاتسترابع

θ̂(i) = Tn−١(x(i)).

θ̂ینعی،یبرجتعیزوتساساربهدش‌یراذگیاجرگدروآربنامهθ̂رگدروآرب = t(Fn)،تسا.

،اه‌هدادردکچوکتارییغتهاگره،دنیوگراومهارθ̂دننامیراذگیاجرگدروآربکی:فیرعت

.دنکداجیاθ̂ردیزیچانتارییغت

θ̂(i)مینک‌یمفیرعت،دشابراومهرگدروآربکیθ̂رگا = t(Fn−١(x(i)))یبیرادروآربو

:زاتسترابعفیان‌کج

b̂jack = (n − ١)(θ̄(·) − θ̂),

نآردهک

θ̄(·) =
١

n

n∑
i=١

θ̂(i).
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یبیرادروآرب

هاگ‌نآ،دشاببیراانθ̂رگا

E(θ̄(·)) =
١

n

n∑
i=١

E(θ̂(i)) = θ.

:میراداهرگدروآربیاربلاومعماما

E(θ̂) = θ +
a
n
+

b
n۲

+ O(n−٣).

هجیتنرد

E(θ̄(·) − θ̂) =
a

n(n − ١)
+ O(n−٣).

θ̂jack،هدش‌حیحصتیبیراابفیان‌کجرگدروآربنیاربانب = θ̂ − bjack،بیراانرگدروآربکی

)؟ارچ(تسا،۲هبترمات،θیارب
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هنومنسنایراو:یبیرادروآرب
.دشابهعماجسنایراوθیعباتدینکضرف،یلبقطباوررتهبکردیارب

زاتسترابعnمجحهبیا‌هنومنبسحربسنایراویراذگیاجرگدروآربنیاربانب

θ̂ = ١/n
∑n

i=١(xi − x̄)۲.

:تسابیرارگدروآربنیا

b(θ̂) = E(θ̂ − σ۲) =
n − ١

n
σ۲ − σ۲ = −σ۲

n
.

−فیان‌کجهنومنرهردیبیراهجیتنرد σ۲

n−رهیاربسپ.تسا١i = ١, . . . ,nمیراد:

E(θ̂(i) − θ̂) = E(θ̂(i) − θ)− E(θ̂ − θ) = b(θ̂(i))− b(θ̂)

= − σ2

n − 1
− (−σ2

n
) = − σ2

n(n − 1)
=

b(θ̂)
n − 1

.

:تساسنایراوبیراانرگدروآربنامههدش‌حیحصتیبیراابدروآرباج‌نیارد

θ̂jack = S۲ = ١
n−١

∑n
i=١(xi − x̄)۲.

١٣٩٣۵/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نامسناپعونیاه‌هداد:لاثم
نآیارب.دشهدروآیتشادهبنامسناپیاه‌هدادیاربیلاثم،یزاس‌نادرگدوخشورثحبمرد

.مینکدروآرباریبیرا،فیان‌کجشورابمیهاوخ‌یم،لاثم

data(patch, package = "bootstrap")
n <- nrow(patch)
y <- patch$y
z <- patch$z
theta.hat <- mean(y) / mean(z)
> print (theta.hat)
[1] -0.0713061
# compute the jackknife replicates, leave-one-out estimates
theta.jack <- numeric(n)
for (i in 1:n){
theta.jack[i] <- mean(y[-i]) / mean(z[-i])

}
bias <- (n - 1) * (mean(theta.jack) - theta.hat)

> print(bias) # jackknife estimate of bias
[1] 0.008002488
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فیان‌کجریداقم‌هبش

:تسافیان‌کجریداقم‌هبشبسحرب،فیان‌کجرگدروآربیفرعمیاربیرگیدهار

θ̃i = nθ̂ − (n − ١)θ̂(i), i = ١, . . . ,n.

:دشاب‌یمهدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربنامهاه‌نآنیگنایم،ریداقم‌هبشنیایفرعماب

١

n

n∑
i=١

θ̃i = nθ̂ − (n − ١)θ̄(·) = θ̂ − bjack .

هدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربدنهد‌یمهزاجاامهبهکتسانیا،ریداقم‌هبشنابیتشپهدیا

.میهدناشنلقتسمرادقمnنیگنایمهداسلکشهبارفیان‌کج
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ریداقم‌هبشیاه‌یگژیو

یطخهرامآهکیصاختلاحیاربهتبلا.دنتسینلقتسمیلکروطهب{θ̃i}ریداقم‌هبش•

θ̂ینعی،تسا = n−١
∑

i a(xi)،میرادθ̃i = a(xi).نیگنایمیاربلاثمناونعهب

θ̃i = xi.

وiidتادهاشمیطخیاه‌بیرقتناونعهباهθ̃iنتفرگرظنرد،یقطنمهدیاکینیاربانب•

.تساθ̂jackفیان‌کجهدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربناونعهباه‌نآزانتفرگنیگنایم

،θ̂سنایراویاربیرگدروآرب،ریداقم‌هبشهنومنسنایراوناونعهبS̃۲ندادرارقاب•
σ۲(θ̂)،دوبدهاوخریزتروصهب:

vjack =
S̃۲

n
.
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درادناتسایاطخفیان‌کجدروآرب

ترابعزاناوت‌یم،ریداقم‌هبشربینتبملومرفربهولاعفیان‌کجدرادناتسایاطخدروآربیارب

:درکهدافتسا،تساراومهθ̂رگدروآربهکینامز،مهریز

ŝejack =

(
n − ١

n

n∑
i=١

(θ̂(i) − θ̄(·))
۲

)١/۲

.

١−nبیرضزاارچ،فیان‌کجدرادناتسایاطخهبساحمیارب:نیرمت
nهدافتسالاابلومرفرد

؟تساهدش

‌،نارامیبیتشادهبنامسناپیاه‌هدادیاربیلبقلاثمردفیان‌کجیاهدروآربزا،لاثمیارب
:مینک‌یمهدافتسا

se <- sqrt((n-1) *
mean((theta.jack - mean(theta.jack))^2))

> print(se)
[1] 0.1055278
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فیان‌کجنانیمطالصاوف

:تخاسناوتبریزلکشهبینانیمطالصاوفاتدنک‌یمکمکفیان‌کجریداقم‌هبش

θ̂jack ∓ t١−α
۲
;n−١sejack

عبات.دنکارجاارفیان‌کجشورهکدیسیونبjackknifeمساهبRردیلکعباتکی:نیرمت

هبتسایعباتکیرگنایبهکthetaوتساه‌هدادرگنایبهکx:دشابیدوروودیاراددیاب

لماشیتسیلدیابعباتنیا.دنک‌دیلوتارییاهدروآرب،دنک‌یملمعxیوریتقوهکیروط

:دنادرگربارریزیاه‌هفلوم

•bias:یبیرافیان‌کجدروآرب

•se:درادناتسایاطخفیان‌کجدروآرب

•values:فیان‌کجیاهدروآرب{θ̂(i)}
•pseudo.values:فیان‌کجریداقم‌هبش{θ̃i}
•lower .ci:فیان‌کجنانیمطاهلصافنییاپنارک

•upper .ci:فیان‌کجنانیمطاهلصافیلاابنارک
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؟تسایبوخرگدروآربvjackایآ

رگدروآربابتسالداعماریزتسابوخ،σ۲(x̄)زایدروآربناونعهبvjackهکتساحضاو

.نآلومعم)بیراان(

.تسابوخوبسانمزینیطخهرامآرهیاربرگدروآربنیا،)هباشمیقطنماب(هباشمروط‌هب

تساهدشهدادناشن،دشاب،µ،هعماجنیگنایمردریذپ‌قتشمهتسویپروط‌هبیعباتgرگایتح

:تساg(x̄)سنایراویاربراگزاسیرگدروآربvjackهک

vjack
σ۲(g(x̄))

P−→ ١

.تسینرگدروآربکیسنایراویاربیبسانمرگدروآربvjackهکدنراددوجویدراوماما

فیعضvjack،تسیناه‌هدادزاراومهیعباترگدروآربهکینامز،تساهدشهدادناشنهژیو‌هب

.دنک‌یملمع

.تساهنایم،راومهانرگدروآربکیزاهداسلاثمکی

١٣٩٣١١/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هنایمیورربفیان‌کجیارجا

,١}هنومندینکضرف ۲, . . . , ٩, .دشابهدشهدهاشم{١٠

؟دوبدنهاوخروطهچفیان‌کجیاهدروآرب

۶ات۵و۵ات۵زادنترابعفیان‌کجیاهدروآرب

،رارکتn/۲ابمادکره،θ̂(i)یارباتکیرادقمودهشیمه،جوزnابهدادهعومجمرهیارب

.دشدهاوخهدهاشم

سنایراودروآربیاربیبوخهدیافیان‌کجیاهدروآربنیازاهدافتسادسر‌یمنرظنهبنیاربانب

.تسینمههتبلاودشابهنایم

:تساσ۲(θ̂)یاربراگزاسانیرگدروآربvjackتساهدشهدادناشن

vjack

σ۲(θ̂)

d−→
(
χ۲
۲

۲

)۲

.
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هنایمدرادناتسایاطخ:لاثم
,١}حیحصدادعازاییات١٠هنومنکیهنایمدرادناتسایاطخ،لاثمنیارد . . . , ١٠٠}
:دوش‌یمهبساحم

set.seed(123) # for the specific example given
n <- 10
x <- sample(1:100, size = n)
# jackknife estimate of se
M <- numeric(n)
for (i in 1:n) { # leave one out

y <- x[-i]
M[i] <- median(y)

}
Mbar <- mean(M)
> print(sqrt((n-1)/n * sum((M - Mbar)^2)))
[1] 1.5
# bootstrap estimate of se
Mb <- replicate(1000, expr = {

y <- sample(x, size = n, replace = TRUE)
median(y) })

> print(sd(Mb))
[1] 13.69387
> print(x)
[1] 29 79 41 86 91 5 50 83 51 42
> print(M)
[1] 51 50 51 50 50 51 51 50 50 51
> print(Mb)

رد.دنرادفلاتخامهابیلیخفیان‌کجونادرگدوخدروآربدوش‌یمهظحلامهکروطنامه

.تسینقفوم،هنایمندوبراومهانلیلدهبفیان‌کجشورعقاو
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یفذح‐dفیان‌کج

یفذح‐dفیان‌کج،تساهدشداهنشیپهکفیان‌کجزارگیدهخسنکی
)delete − d jackknife(دوش‌یمهدیمان.

هعومجمهبساحمیاربهدهاشمکیفذحرابرهیاجهب،تسادیپنآمانزاهکروطنامه

{θ̂(i)}،رابرهdدوش‌یمفذحهدهاشم.

:تساییایازمیارادتفایهرنیا

ارباتک١٩۴هحفص(دوشباختنابسانمروطهبdرگاتساهدشهدادناشنهلمجزا

.دوبدهاوخراگزاسهنایمیاربسنایراویفذح‐dفیان‌کجرگدروآربهاگ‌نآ،)دینیبب

دروآربnهبساحمیاجهباریز.تسانآرب‌نامزیلیختابساحم،درادشورنیاهکیبیعهتبلا

دادعت،یلومعمفیان‌کجرد

(
n
d

)
دناوت‌یمnزارتگرزبیلیخهکدرادزاینیفذح‐dدروآرب

.دشاب
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دنادبدیابینادرامآرههکیزیچ،لباقتمیجنسرابتعا

Cross،لباقتمیجنسرابتعا Validation،)CV(ناوتیبایزرایاربتسایشور

یرامآلدمکی)ییوگشیپ(

نیاهبخساپیاربیبوخیاهامنهار،لدمشزارب)یاه‌هرامآ(یاهرایعمهکدناد‌یمینادرامآره

.دنتسین،درکدهاوخییوگشیپیتقدهچابلدمکیهکلاوس

:تسینلدمنآندوببوخینعمهبًاموزللدمکییاربگرزبR۲،لاثمناونعهب

،)لدمشزارب‌شیبیترابعهب(لدمکیهبرتشیبیاهرتماراپندوزفاابناوت‌یمیگداسهب•

.دادشیازفازینارR۲رادقم

شزاربابیلدمناوت‌یمرتلاابهبترمابتلامجندوزفااب،یا‌هلمجدنچنویسرگرکیرد•

.دروآتسدهباه‌هدادهبرتهب

.دوبدهاوخرتدبهدش‌شزارب‌شیبلدمکیرددیدجیاه‌هدادیورربلدمیاه‌ییوگشیپاما

ییوگشیپردفیعضدرکلمع=شزارب‌شیب
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نومزآویشزومآیاه‌هعومجم

زایا‌هعومجمیورربنآندومزآ،لدمکیییوگشیپتردقیریگ‌هزادنایاربشورکی

.دنشابهتفرگنرارقهدافتسادروملدمشزاربردهکتساه‌هداد

هعومجمهبونومزآهعومجم،یا‌هعومجمنینچهباهواک‌هدادوینیشامیریگدایناصصختم

.دنیوگ‌یمیشزومآهعومجم،تساهدشهدافتسالدمشزاربیاربهکیا‌هداد

نومزآهعومجمیورربهکنآMSEابناوت‌یمارلدمکیییوگشیپتقد،لاثمناونعهب

.درکیریگ‌هزادنا،تساهدشهبساحم

هبتبسنMSEنیا،دنا‌هدشنهدافتسالدمشزاربردنومزآیاه‌هدادهکاج‌نآزا،یلکروط‌هب

MSEدوبدهاوخرتگرزب،یشزومآهعومجمزاهدش‌هبساحم.
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اه‌بیع:نومزآویشزومآیاه‌هعومجم

:درادیساسابیعودتفایهرنیازاهدافتسا

ناونعهباه‌نآزایشخبنتفرگرظنردتسانکمم،تسامکاه‌هدادمجحهکیدراومرد١

.دشابنبسانمنومزآهعومجم

هباه‌هدادندرکمیسقترگا،تسایکتنومزآ‐و‐شزومآشیامزآکیتفایهرنیانوچ۲

دنناوت‌یماه‌طابنتسا،دشابهدشنماجنابسانمروط‌هبنومزآوشزومآهعومجمود

.دنشابهدننک‌هارمگ

نومزآویشزومآیاه‌هعومجمزایرت‌هدیچیپیاه‌تروصنتفرگرظنرداباه‌تیدودحمنیا

:دنوش‌یمعفترم

• Leave-one-out cross-validation (LOOCV)
• Leave-k-out cross-validation
• K-Fold cross-validation
• ...
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LOOCV
,y١لقتسمهدهاشمNدینکضرف . . . , yNمیرادار.

:دنیآ‌یمتسدهبریزتروصهبتقدیاه‌هزادنا،LOOCVشوررد

شزاربتادهاشمهیقبابارلدمودهدلیکشتارنومزآهعومجمماiهدهاشمدینکضرف١

e∗iیاطخسپس.میهد = yi − ŷiنیاهب.مینک‌یمهبساحمهدش‌فذحهدهاشمیاربار

.دنیوگ‌یمزینییوگشیپیاطخیهاگاطخ

iیاربار١هلحرم۲ = ١, . . . ,Nمینک‌یمرارکت.

٣MSEبسحربارe∗١, . . . , e∗Nیاطخمودیاه‌ناوتنیرتمکنآهبهکمینک‌یمهبساحم

.دنیوگ‌یم،MSPE،ییوگشیپ
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LOOCV:همادا

هدهاشمکیاهنتهلحرمرهرداریز.تسادوجومیاه‌هدادزایرتاراکیلیخهدافتسا،شورنیا

.دوش‌یمفذح

.دشابرب‌نامزیلیخدناوت‌یم،یطخیاه‌لدمیاربزج،شورنیاهتبلا

PRESSهرامآطبترمرایعمکی.دنا‌هبساحملباقهباشمروطٰ‌هبMAEدننامیرگیدیاهرایعم
Nرباربهکتسا × MSPEدشاب‌یم.
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هدهاشمkرابرهفذحابلباقتمیجنسرابتعا

هدهاشمkمجحابنومزآیاه‌هعومجملیکشتلماش،لباقتمیجنسرابتعایاه‌تروصزایکی
.تساهلحرمرهرد

دیابkباختناهوحندرومرداما.تسانآرتمکتابساحم،تفایهرنیایاه‌تیزمزایکی
.تشادیفاکهجوتوتقد

kلومعمباختناکی = .تسا١٠
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یفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعا

kلباقتمیجنسرابتعا،لباقتمیجنسرابتعایاه‌شورزارگیدیکی foldهنومننآردهکتسا

ناونعهباه‌نآزایکی،هلحرمرهردودوش‌یممیسقتهنومنریزkهبیفداصتروطهبیلصا
.دوش‌یمهتفرگرظنردنومزآهعومجم

+۶٣۲·رگیدلوادتمهخسنکی bootstrap(١٩٩٧)یناریشبیتونورفاطسوتهکتسا
.تساهدیچیپنآیارجااما،درادیرتهبیاه‌یگژیوودشیفرعم

Efron, B. & Tibshirani, R. (1997), Improvements on Cross-Validation:
The .632+ Bootstrap Method, JASA, 92, 548-560
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اهدربراک

تردقابیرامآلدمناوت‌یم،)هباشمیاه‌هرامآای(MSPEندرکممین‌یمابیلکروط‌هب

.درکباختنااررتهبییوگشیپ

هدافتسا،لدمباختناهژیو‌هب،یرامآطابنتسازایفلتخمیاه‌تمسقردلباقتمیجنسرابتعازا

:دوش‌یم

لدمنیرتهبباختناواه‌لدمشزاربییوکینشجنس•

اهرتماراپیاهدروآربیرادیاپیبایزرا•

یدنب‌هدریاه‌متیروگلایدنب‌هدرتقدشجنس•

tuning،زاس‌نازیمیاهرتماراپباختنا• parameters،دننامفلتخمیرامآیاه‌لدم:

،یگیاسمهنیرتکیدزن‐kشورردkرتماراپ،یرتماراپانزاسراومهکییدازآهجرد
kNN،شورردهتسهیاهرتماراپSVM.

یاه‌نومزآربینتبملدمباختنازارتهبیلیخCVساساربلدمباختنا،یلمعروطهب

.دنک‌یمهیارادیدجیاه‌هدادیاربیعقاوMSEزابیراانهزادناکیًابیرقتوتسایرامآ
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لاثم

هبنهآنازیمیریگ‌هزادنا۵٣لماش،دندوجومDAAGهتسبردهکironslagهدادهعومجم

.تسایسیطانغموییایمیششورود

ودنیانیبهطبارتسانکممهکدراددوجوساسحانیا،اه‌هدادشنکارپلکشهبهجوتاب

.دشابنیطخ،ریغتم

یاه‌لدمومیریگ‌یمرظنردیمتیراگلوییامن،ودهجرد:رگیدهطبارهساه‌هدادنیایارب

:مینک‌یمیفرعمریزتروصهباراه‌نآهبطوبرم

Linear : Y = β0 + β1X + ε

Quadratic : Y = β0 + β1X + β2X2 + ε

Exponential : log(Y ) = β0 + β1X + ε

Logarithmic : log(Y ) = β0 + β1 log(X) + ε

ربلاثمنیارد.دنراددوجو،فدهبسحرب،لدمنیرتهبباختنایاربیتوافتمیاه‌شور

.میوش‌یمزکرمتم،تسادروآربلباقCVابهکییوگشیپیاطخربینتبمشور

١٣٩٣۲٣/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح
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ییوگشیپیاطخهبساحم

:درکدروآربریزتروصهبناوت‌یمارییوگشیپیاطخLOOCVساسارب

iیارب١ = ١, . . . ,nهدهاشم(xi , yi)اه‌هدادهیقبزاودیریگبرظنردنومزآهعومجمار

:دینکدافتسالدمشزاربیارب

nابارلدم)فلا − xj)هدهاشم١ , yj)،نآردهکj 6= i،رد

.دیهدشزاربیشزومآهعومجم

لاثم.دیروآتسدهبنومزآهعومجمیاربارŷiییوگشیپریداقم)ب

ŷiتروصهبیطخلدمیارب = β̂٠ + β̂١xiدوبدهاوخ.

e∗iییوگشیپیاطخ)ج = yi − ŷiدینکهبساحمار.

۲MSEتروصهبارییوگشیپیاهاطخMSPE = ١
n
∑n

i=١ e∗۲iدینکهبساحم.

.دوش‌یمباختنالدمنیرتهبناونعهب،دشاب‌MSPEنیرتمکیارادهکیلدم
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لدمنیرتهبباختنا

n <- length(magnetic) #in DAAG ironslag
e1 <- e2 <- e3 <- e4 <- numeric(n)
# fit models on leave-one-out samples
for (k in 1:n) {

y <- magnetic[-k]
x <- chemical[-k]

##
J1 <- lm(y ~ x)
yhat1 <- J1$coef[1] + J1$coef[2] * chemical[k]
e1[k] <- magnetic[k] - yhat1

##
J2 <- lm(y ~ x + I(x^2))
yhat2 <- J2$coef[1] + J2$coef[2] * chemical[k] +

J2$coef[3] * chemical[k]^2
e2[k] <- magnetic[k] - yhat2

##
J3 <- lm(log(y) ~ x)
logyhat3 <- J3$coef[1] + J3$coef[2] * chemical[k]
yhat3 <- exp(logyhat3)
e3[k] <- magnetic[k] - yhat3

##
J4 <- lm(log(y) ~ log(x))
logyhat4 <- J4$coef[1] + J4$coef[2] * log(chemical[k])
yhat4 <- exp(logyhat4)
e4[k] <- magnetic[k] - yhat4

}
> c(mean(e1^2), mean(e2^2), mean(e3^2), mean(e4^2))
[1] 19.55644 17.85248 18.44188 20.45424
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؟درکهدافتساCVزاناوت‌یمهشیمهایآ

.تسینیریگراکهبلباقهشیمهلباقتمیجنسرابتعاهکدینکتقد

ناسکیًاقیقدریداقمابهدهاشمودزارتشیبایودرگا،ینویسرگرلدمکیرد،لاثمناونعهب

هدهاشمکیندرکجراخهاگ‌نآ،دشابهتشاددوجوyخساپریغتموینییبتیاهریغتمهمهیارب

)LOOCV(دوبدهاوخنرثوم.
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CVابلدمراگزاسدروآرب

دوجوتسردلدم،اه‌لدمزایا‌هدررد،رگاهاگره،دنیوگراگزاسارلدمباختنارایعمکی

.دنکییاسانشارنآnشیازفاابدناوتب،دشابهتشاد

.دوش‌یمنیهتنمراگزاسیدروآربهب‌LOOCVدادناشن(١٩٩٧)وئاش،فورعمهلاقمکیرد

Shao, J. (1997), An Asymptotic Theory for Linear Model Selection,
Statistica Sinica, 7, 221-264

LOOCVینعی.تسینلدمباختنایاربیراگزاسرایعم،LOOCVرگیدترابعهب
:)تشادهجوتدیابسکابروهشمهتفگهبهتبلا(تسینتسردلدمندرکادیپهبرداقهراومه

دندیفماه‌نآزایخرباما،دنتسرداناه‌لدمهمه

!!تسینهنانیب‌عقاونادنچ،رظندرومیاه‌لدمهدرردتسردلدمدوجونتفریذپ،یترابعهب
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همادا:CVابلدمراگزاسدروآرب

هکینامزرت‌قیقدروط‌هب(هدهاشمkفذحابلباقتمیجنسرابتعازایصخشمعاونا،لباقمرد
kابهارمهnدوبدنهاوخراگزاس،)دبای‌یمشیازفا.

دایزرییغتثعابدناوت‌یماه‌هدادردکچوکرییغتهکتسانآرایعمنیالکشمکی،لمعرد

.دوشهدشباختنالدمرد

kلباقتمیجنسرابتعاهکدنا‌هتفایردیفلتخمنیققحم fold،یرتهبدرکلمعیاراد،رظنمنیازا

.تسا
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یطخیاه‌لدمیاربلباقتمیجنسرابتعا

.دشابهنیزهرپورب‌نامزرایسبیتابساحمرظنزادناوت‌یمCVیلکروط‌هب

.تساهداسوعیرسرایسبLOOCVهبساحم،یطخیاه‌لدمیارباما

:دیریگبرظنرداریطخلدم

Y = Xβ + ε.

میناد‌یم

β̂ = (X ′X)−١X ′Y

:دنوش‌یمهبساحمریزتروصهبهدش‌شزاربریداقمو

Ŷ = X β̂ = X(X ′X)−١X ′Y = HY

.دنیوگ‌یمhatسیرتامنآهب،دوش‌یمهدافتساHزاŶهبساحمیاربنوچ

١٣٩٣٣٠/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



همادا:یطخیاه‌لدمیاربلباقتمیجنسرابتعا

,h١ابارHیلصارطقیورریداقمرگا . . . , hnنامه(لباقتمیجنسرابتعاهرامآ،میهدناشن

MSEییوگشیپیاه‌هدنام‌یقابe∗i(تساهبساحملباقریزتروصهب:

MSPE =
١

n

n∑
i=١

[
ei

١− hi

]۲
,

.تساهدهاشمnهمهیورربلدمشزاربزالصاحیاه‌هدنام‌یقابei،نآردهک

.دوشهدادشزاربادجلدمnتسینمزلایطخلدمیاربنیاربانب

لدمرابکیاهنتMSPEهبساحمیاربهکدزاس‌یمرسیمارناکمانیا،بلاجرایسبهجیتننیا

.دوشهدادشزارباه‌هدادلکیوررب
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اهرایعمریاسابهطبار

رارقهدافتسادرومودنرادرادفرطرامآردتدشهبنآابطبترمیاهرایعموCVیاه‌هرامآ

.دنریگ‌یم

هدشنهدادناشن،حضاوروط‌هب،CVیاه‌هرامآابلدمباختنایاهرایعمریاسهطباردوجو

:مینک‌یمهراشاهدش‌هتخانشدرومدنچهباج‌نیارد.تسا

هباشمفیان‌کجرگدروآرب،دشحرطمیلبقیاهدیلاساردهکروطنامه:فیان‌کج•

LOOCVیاه‌هدنام‌یقابهبساحمیاجهبهکتوافتنیااب،دوش‌یمهبساحمe∗iرهرد

.دوش‌یمهبساحمθرظندرومیعبات،رارکت

•AIC:تروصهبکییاکآعلاطارایعمAIC = −۲ logL+ ۲pهکدوش‌یمفیرعت

روط‌هب.تسالدمدازآیاهرتماراپدادعتpوییامنتسردعباتممیسکامرادقمL،نآرد

رهیاربهجیتننیا.تساCVهرامآندرکممین‌یملداعمAICندرکممین‌یم،یبناجم

فدههکینامزتساهدشثعابیگژیونیا.تسارارقرب،یطخلدمطقفهن،یلدم

.دوشهیصوتAICزاهدافتسا،تساییوگشیپ
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همادا:اهرایعمریاسابهطبار

•BIC:تروصهبیزیبعلاطارایعمBIC = −۲ logL+ p log(n)دوش‌یمفیرعت.

باختناBICطسوتهکیلدم،AICهبتبسنرایعمنیارت‌نیگنسهمیرجلیلدهب

وئاش.رتمکرتماراپدادعتابیلدمایتساAICساسارببختنملدمنامهایدوش‌یم

لداعمBICندرکممین‌یمیبناجمروط‌هب،یطخیاه‌لدمیارب،دادناشن(١٩٩٧)

هکیروط‌هب،تساهدهاشمνفذحابلباقتمیجنسرابتعا

ν = n[١− ١/(log(n)− ١)].

.تسا(۲٠١٠)هسیلسوتولرآ،لباقتمیجنسرابتعایاه‌شوریاربیلاعوعماجعبنمکی

Arlot, S. & Celisse, A. (2010), A Survey of Cross-Validation Procedures
for Model Selection, Statistics Surveys, 4, 40-79
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ینامزیاه‌یرسیاربلباقتمیجنسرابتعا

کینتشاذگرانکاریز،دوش‌یمرتتخسیلیخCVیارجا،دنتسینلقتسماه‌هدادهکیتقو

.دنک‌یمنفذح،تادهاشمریاسابیگتسباولیلدهب،ارنآابطبترمتاعلاطامامتهدهاشم

،تساه‌نآندوبنامزهبهتسباوتیهاملیلدهباه‌هدادنیبیگتسباوهکیصاختلاحیارب

:دیآ‌یمتسدهبریزتروصهبCVهرامآکی،)ینامزیاه‌یرسردینعی(

,y١یاه‌هدادهبارلدم١ . . . , ytوهدادشزاربŷt+هدهاشمیاربینیب‌شیپرادقمار١

١+e∗tیاطخسپس.میهد‌یمرارقیدعب = yt+١ − ŷt+میروآ‌یمتسدهبار١.

tیاربار١هلحرم۲ = m, . . . ,n − دادعتممین‌یمmنآردهک،مینک‌یمرارکت١
.میرادزاینلدمشزاربیاربهکتسایتادهاشم

,١+e∗mیاربارMSEرادقم٣ . . . , e∗nمینک‌یمهبساحم.

یاه‌لدمدننام،هدیچیپیگتسباویاهراتخاسابهتسباویاه‌هدادیاربلباقتمیجنسرابتعا

.دشابهنیزهرپولکشمیلیخدناوت‌یم،ییاضفایهتخیمآ
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RردCVیارجا

،یرامآیاه‌لدمزایصخشمیاه‌هدرردهکدنراددوجویتوافتمعباوتواه‌هتسبRرد

:مینک‌یمهراشااه‌نآزااتهسهباجنیارد.دننک‌یمارجاارلباقتمیجنسرابتعا

ارجاارCVشور،کیتسجلویطخیاه‌لدمیاربDesignهتسبردvalidateعبات•

نینچمهویزاس‌نادرگدوخشورربینتبمیجنسرابتعا،عباتنیا.دنک‌یم

·۶٣۲+ bootstrapتساهدروآمهارفییاه‌باختناناونعهبزینار.

شورهکتساCVbinaryوcv.lm،CVlmعباتهسیارادهتسبنیا:DAAGهتسب•

،هداسنویسرگربیترتهبیاه‌لدمرداریفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعا

.دنک‌یمارجا،کیتسجلوهناگدنچنویسرگر

ارییاتkیفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعاشورcv.glmعبات:bootهتسب•
واماگ،نوساوپ،یسواگ،یا‌هلمجودهلمجزا)GLM(هتفای‌میمعتیطخیاه‌لدمیارب

LOOCVشورهاگ‌نآ،دوشصخشمتادهاشمدادعترباربkرگا.دنک‌یمارجا،هریغ
.تسانیمهزینعباتضرف‌شیپهکدوبدهاوخ
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