
هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

)ییارگمههبندادتعرسولرتنک،یبایزرا(ولراکتنومیاه‌شور:متشههسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣نابآ٢٣

١٣٩٣١/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



سنایراوشهاک
(θ̂١)Varرگا،θ̂٢وθ̂١رگدروآربودیارب < Var(θ̂٢)طسوتسنایراوشهاکدصردهاگنآ

θ̂زاتسترابع١:

١٠٠

(
Var(θ̂٢)− Var(θ̂١)

Var(θ̂١)

)
.

دینکضرف

X (j) = (X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, . . . ,m,

نیاربانب.دشابXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکی

Y (j) = h(X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, . . . ,m,

Yعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکی = h(X١, . . . ,Xn)دینکضرفوتسا

E(Ȳ ) = E

 ١

m

m∑
j=١

Yj

 = θ.
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θ̂ینعی،ولراکتنومرگدروآربنیاربانب = Ȳ،رباربنآسنایراووتسابیراان

Var(θ̂) =
Varf (h(X))

m

.تسا

دبایشیازفا،m،ولراکتنومهنومنمجحردقچرههکتساحضاوسنایراولومرفزا

.دبای‌یمشهاکرگدروآربسنایراو

یاربلاثم.دوشدیلوتیگرزبهنومنمجحدیاب،رایعمفارحناردیکچوکنازیمشهاکیارباما

٠٫زاشهاک ٠٫هب٠١ .دوشدیلوترتشیبرارکت١٠٠٠٠ًابیرقتدیاب٠٠٠١

اما،دبای‌یمشهاکرگدروآربسنایراوییولراکتنومهنومنمجحشیازفاابهچرگانیاربانب

شورییاراکوسنایراوشهاکنازیمنیبدیابسپ.دوبدهاوخدایززینتابساحمهنیزه

.درکداجیایلداعت)رگدروآربندروآتسدهبتعرس(

مهیدایزیتابساحمهنیزههکیلاحرددنا‌هدشیفرعمسنایراوشهاکیاربیفلتخمیاه‌شور

.میزادرپ‌یماه‌نآزایخربیفرعمهبهسلجنیاردهکدنرادنربرد
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وس‌مهانیاهریغتم

Var(U١ + U٢

٢
) =

١

۴
{Var(U١) + Var(U٢)}+

١

٢
Cov(U١,U٢).

یگتسبمهیارادریغتمودنیاهاگرهدوبدهاوخU٢وU١سنایراوزارتمکنیگنایمسنایراو

.دنشابوس‌مهانرگیدترابعهبای.دنشابیفنم

.دنک‌یمیفرعمسنایراوشهاکتهجیشور،هداستیعقاونیمه

,X١)دینکضرف . . . ,Xm)و(Y١, . . . ,Ym)زاهنومنودfدروآربیارب

J =

∫
<

h(t)f (t)dt,

هلیسوهب

Ĵ١ =
١

m

m∑
j=١

h(Xj) & Ĵ٢ =
١

m

m∑
j=١

h(Yj),

.دشابσ٢ناشسنایراووJاه‌نآنیگنایمهکیروطهب،دنشاب
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سنایراوشهاک

Var( Ĵ١ + Ĵ٢

٢
) =

σ٢

٢
+

١

٢
Cov(Ĵ١, Ĵ٢).

هاگنآ،دنشابیفنمهتسبمههنومنودرگا

Cov(Ĵ١, Ĵ٢) ≤ ٠

.دنهد‌یمدوبهباررگدروآربمجح‌مهولقتسمهنومنودهجیتنردو
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,X١دینکضرف . . . ,Xnرهیازاهبینعی.دنشابهدشدیلوتلامتحالارگتنالیدبتشوراب

،mرارکت
١UjعیزوتزاU (٠, تساهدشدیلوت(١

٢X (j) = F−١
X (Uj), j = ١, . . . ,n

−١وUمیناد‌یم Uنیربانب.دنشاب‌یمیفنمیگتسبمهیارادودنتسهعیزوت‌مه

Yj = h(F−١
X (U (j)

١ ), . . . ,F−١
X (U (j)

n )),

و

Y ′
j = h(F−١

X (١− U (j)
١ ), . . . ,F−١

X (١− U (j)
n )),

.دنتسهعیزوت‌مه
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YوYjیاهریغتم،دشاباونکیhعباترگا ′
jدنتسهیفنمهتسبمه

درادرارقباتک١٢٩هحفصردنآتابثا
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؟تساهنوگچشوریارجاروتسد

ربارباراه‌نآ٢/m،دشابمزلاولراکتنومهنومنmرگا

Yj = h(F−١
X (U (j)

١ ), . . . ,F−١
X (U (j)

n )),

رباربار٢/mهیقبو

Y ′
j = h(F−١

X (١− U (j)
١ ), . . . ,F−١

X (١− U (j)
n )),

Uهکیروطهب،میهد‌یمرارق (j)
i , i = ١, . . . ,n; j = ١, . . . ,m/زایفداصتیاه‌هنومن,٢

U (٠, .دنتسه(١

:زاتساترابعوس‌مهانیاهریغتمشورزالصاحرگدروآربهجیتنرد

θ̂ =
١

m/٢

m/٢∑
j=١

(
Yj + Y ′

j
٢

)
.

ابیرگدروآربودوش‌یمدیلوت٢/nmمجحهبیا‌هنومن،هنومنnmدیلوتیاجهبشورنیااب

.تشادمیهاوخرتمکسنایراو
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لاثم

Φ(x) =
∫ x

−∞

١√
٢π

e−t٢/٢dt.

θهبساحمهبدوش‌یملیدبتلارگتنانیاهبساحم،ریغتملیدبتاب = EU

[
xe−(xU)٢/٢

]
ردهک

Uنآ ∼ U (٠, ١).

دیلوتابهجیتنردودوبدهاوخاونکیhعبات،xتبثمریداقمنتفرگرظنرداب

u١, . . . , um/٢ ∼ U (٠, :میراد(١

Yj = h(j)(u) = xe−(xuj)٢/٢, j = ١, . . . ,m/٢.

:مینک‌یمدیلوتریزتروصهبارهنومن٢/mهیقب

Y ′
j = xe−(x(١−uj))٢/٢, j = ١, . . . ,m/٢.
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نیاربانب

θ̂ =
١

m/٢

m/٢∑
j=١

xe−(xuj)٢/٢ + xe−(x(١−uj))٢/٢

٢
−→ θ

MC.Phi <- function(x, R = 10000, antithetic = TRUE) {
u <- runif(R/2)
if (!antithetic) v <- runif(R/2) else

v <- 1 - u
u <- c(u, v)
cdf <- numeric(length(x))
for (i in 1:length(x)) {

g <- x[i] * exp(-(u * x[i])^2 / 2)
cdf[i] <- mean(g) / sqrt(2 * pi) + 0.5

}
cdf

}

١٣٩٣١٠/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



x <- seq(.1, 2.5, length=5)
Phi <- pnorm(x)
set.seed(123)
MC1 <- MC.Phi(x, anti = FALSE)
set.seed(123)
MC2 <- MC.Phi(x)
> print(round(rbind(x, MC1, MC2, Phi), 5))

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
x 0.10000 0.70000 1.30000 1.90000 2.50000
MC1 0.53983 0.75825 0.90418 0.97311 0.99594
MC2 0.53983 0.75805 0.90325 0.97132 0.99370
Phi 0.53983 0.75804 0.90320 0.97128 0.99379
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ردوس‌مهانیاهریغتمشورطسوتxمولعمرادقمکییاربناوت‌یمارسنایراویبیرقتشهاک

:درکهبساحم،درادناتسایولراکتنومشورلباقم

m <- 1000
MC1 <- MC2 <- numeric(m)
x <- 1.95
for (i in 1:m) {

MC1[i] <- MC.Phi(x, R = 1000, anti = FALSE)
MC2[i] <- MC.Phi(x, R = 1000)

}
> print(sd(MC1))
[1] 0.006874616
> print(sd(MC2))
[1] 0.0004392972
> print((var(MC1) - var(MC2))/var(MC1))
[1] 0.9959166

٩٩٫دیدجرگدروآرب،وس‌مهانیاهریغتمشورابهکدینک‌یمهدهاشم ردسنایراوشهاک۵٪

xهطقن = ١٫ .تساهدرکداجیا٩۵
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هتکندنچ

بوسحماراکیشور،دشابنآیارجاناکمارگایلوتسینارجالباقهشیمهشورنیا•

دوش‌یم

Yjدیهدرارق،دشابنراقتمfرگا• = ٢µ− Xjنآردهکµنیگنایمfدشاب‌یم.

رداهXjیریگ‌هنومنینعی،یا‌هیلایریگ‌هنومناب،دنکزارفاارXریغتمهاگ‌هیکتi(Ai)رگا•

دادشهاکارسنایراوناوت‌یم،Aiره
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یلرتنکیاهریغتم

زاهدافتسا،E(h(X))ییولراکتنومیاهرگدروآربسنایراوشهاکیاربرگیدیتفایهر

.تسایلرتنکیاهریغتم

دینکضرف

J =

∫
h(x)f (x)dx,

ومولعمان

J٠ =

∫
h٠(x)f (x)dx,

.Ĵ٠ابJ٠ودوش‌یمدروآربĴابJ.دشابمولعم
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همادا:یلرتنکیاهریغتم

:میرادرگدروآربودبیکرتاب

Ĵ ∗ = Ĵ + β(Ĵ٠ − J٠)

Ĵتلاحنیارد وتسابیراانJیارب∗

Var(Ĵ ∗) = Var(Ĵ ) + β٢Var(Ĵ٠) + ٢βCov(Ĵ , Ĵ٠).
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هنیهبلرتنک

:زاتسترابعβیاربهنیهبباختنا

β∗ = −Cov(Ĵ , Ĵ٠)

Var(Ĵ٠)

نینچمه

Var(Ĵ ∗) = (١− ρ٢)Var(Ĵ ),

ابتسارباربسنایراوشهاکنازیمنیاربانب.تساĴ٠وĴنیبیگتسبمهبیرضρنآردهک

١٠٠ρ٢

h(xi)نویسرگربیرض.تسانویسرگرزاهدافتسا،∗βندروآتسدهبیاربلومعملحهار
.داددهاوختسدهبارهنیهب∗βنامه(xi)h٠یور

.دوبدهاوخرتشیبسنایراوشهاکنازیم،دشابرتشیبĴ٠وĴنیبیگتسبمهنازیمهچره
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لاثم

θ =

∫ ١

٠

e−x

١+ x٢
dx,

Xهکیروطهب ∼ U (٠, ١).

(x)h٠میهدرارقرگا = e−٠٫۵

١+x٠)هلصافردهاگنآ،٢, یگتسبمهینعی،تساکیدزنh(x)هب(١

و،دنرادییلااب

E(h٠(x)) = e−٠٫۵

∫ ١

٠

١

١+ t٢
dt = e−٠٫۵ arctan(١) = e−٠٫۵π

۴
.

١٣٩٣١٧/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



f <- function(u)
exp(-.5)/(1+u^2)

g <- function(u)
exp(-u)/(1+u^2)

set.seed(510) #needed later
u <- runif(10000)
B <- f(u)
A <- g(u)
## beta^*
cor(A, B)
a = -cov(A,B) / var(B) #est of beta*
> a
[1] -2.436228
## Control variate estimate
m <- 100000
u <- runif(m)
T1 <- g(u)
T2 <- T1 + a * (f(u) - exp(-.5)*pi/4)
> c(mean(T1), mean(T2))
[1] 0.5253543 0.5250021
> c(var(T1), var(T2))
[1] 0.060231423 0.003124814
# Percent of reduced variance
> (var(T1) - var(T2)) / var(T1)
[1] 0.9481199
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نویسرگرزاهدافتساابتابساحم

set.seed(510)
u <- runif(10000)
f <- exp(-.5)/(1+u^2)
g <- exp(-u)/(1+u^2)
c.star <- - lm(g ~ f)$coeff[2] # beta[1]
mu <- exp(-.5)*pi/4
> c.star

f
-2.436228
u <- runif(10000)
f <- exp(-.5)/(1+u^2)
g <- exp(-u)/(1+u^2)
L <- lm(g ~ f)
theta.hat <- sum(L$coeff * c(1, mu)) #pred. value at mu
> theta.hat
[1] 0.5253113
> summary(L)$sigma^2
[1] 0.003117644
> summary(L)$r.squared
[1] 0.9484514
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هتکندنچ

نویسرگرزاتروصنیارد.درکهدافتسایلرتنکریغتمدنچزاریغتمکییاجهبناوت‌یم•

نینچمه.دربهرهبناوت‌یمسنایراوشهاکنازیموهنیهببیارضدروآربیاربهناگدنچ

یلرتنکیاهریغتمنیگنایمطاقنردنویسرگرعباتزالصاحیوگشیپرادقمدیدجدروآرب

.تسا

.تسانویسرگرنییعتبیرضنامه،سنایراوشهاکنازیم•

MSE/nنامهینویسرگرلدمرد،یلرتنکیاهریغتمشورابدیدجرگدروآربسنایراو•
تسا

دراددوجومیقتسمهطباریلرتنکووس‌مهانیاهریغتمیاه‌شورنیب•
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