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یهانتمهعماجکیزایریگهنومن

درکهدافتساsampleروتسدزاناوتیم،یهانتمهعماجکیزاهنومنکیدیلوتیارب

> # tose some coins
> sample(0:1, size=10, replace=TRUE)
[1] 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
> # choose some lottery numbers
> sample(1:100, size=6, replace=FALSE)
[1] 53 33 12 91 3 89
> # sample from a multinomial distribution
> x <- sample(1:3, size = 100, replace = TRUE,
prob = c(.2, .3, .5))
> table(x)
x
1 2 3
18 40 42
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.دوشیمبیکرتفورحنیاابهکتساهدشهتفرگرظنردیراصتخامانکی،عیزوترهیارب

یفرعملابقهکRربیاهمدقمعبنمهب،عیزوترهابطبترمیراصتخایاهمانزاعلاطایارب

.دینکهعجارم،میاهدرک

رظنردنآیاربیرتماراپتوافتملکشودناوتیمهک،اماگلثمییاهعیزوتیاربدینکتقد

Rهباردوخرظندرومیرتماراپلکشعونscaleایrateرتماراپندرکصخشماب،تفرگ
.دیهدیمحیضوت

rgamma(n, shape, rate = 1, scale = 1/rate)
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یفداصتیاهریغتمدیلوتیاهشور

رداما،دنراددوجویعباوتهدرتسگروطهبRردیفداصتیاهریغتمدیلوتیاربهکنآدوجواب

ایتسینانشآاهنآ)لامتحا(یلاگچعباتمرفهکمیوشیمهجاومییاهعیزوتابیدایزدراوم

.درادندوجواهنآیاربیاهتسبمرفًلاصا

دوجویفلتخمیاهشور،لومعمریغولومعمیاهعیزوتزایفداصتیاهریغتمدیلوتیارب

.میزادرپیماهنآزاشوردنچهباجنیاردهک،دنراد

سوکعملیدبتشور•

در‐شریذپشور•

لیدبتیاهشور•

هتخیمآیاهعیزوتزادیلوت•

هریغتمدنچیاهعیزوتزادیلوت•
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یفداصتیاهریغتمدیلوتیاهشور

رداما،دنراددوجویعباوتهدرتسگروطهبRردیفداصتیاهریغتمدیلوتیاربهکنآدوجواب

ایتسینانشآاهنآ)لامتحا(یلاگچعباتمرفهکمیوشیمهجاومییاهعیزوتابیدایزدراوم

.درادندوجواهنآیاربیاهتسبمرفًلاصا

دوجویفلتخمیاهشور،لومعمریغولومعمیاهعیزوتزایفداصتیاهریغتمدیلوتیارب

.میزادرپیماهنآزاشوردنچهباجنیاردهک،دنراد
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سوکعملیدبتشور

هاگنآ،دشابFX(x)عیزوتعباتابهتسویپیفداصتریغتمکیXرگا.لامتحالارگتنالیدبت

U = FX(X) ∼ U (۰, ۱).

هبناوتیمارسوکعملیدبت.درکدیلوتاریفداصتیاهریغتمناوتیم،هیضقنیازاهدافتسااب

:درکفیرعتریزتروص

F−۱
X (u) = inf{x : FX(x) = u}, ۰ < u < ۱.

Uرگا ∼ U (۰, xرهیاربهاگنآ،(۱ ∈ <،

P(F−۱
X (U ) ≤ x) = P(inf{t : FX(t) = U} ≤ x) = P(U ≤ FX(x)) = FX(x),

F−۱نیاربانب
X (U دیابXزایققحتدیلوتیاربسپ.تساعیزوتمهXاب(

F−۱سوکعمعبات•
X (u)دینکهبساحمار

Uعیزوتزاهدهاشمکی• (۰, دینکدیلوت(۱

xتروصهبریغتمهدهاشم• = F−۱
X (u)دوبدهاوخ
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هتسویپتلاح:لاثم

fX(x) = ۳x۲, ۰ < x < ۱.

FX(x) = x۳ −→ F−۱
X (u) = u۱/۳.

> n <- 1000
> u <- runif(n)
> x <- u^(1/3)
> # density histogram of sample
> # main = expression(f(x)==3*x^2)
> hist(x, prob = TRUE, main = bquote(f(x)==3*x^2))
> y <- seq(0, 1, .01)
> lines(y, 3*y^2) #density curve f(x)

rexpروتسدابوهدرکدیلوتییات۰۰۰۱هنومنکی،۲نیگنایمابییامنعیزوتیارب.نیرمت
دینکهسیاقم
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هتسسگتلاح:لاثم

.تساهدافتسالباقمههتسسگیاهعیزوتیاربشورنیا

·ودشابهتسسگیفداصتریغتمکیXرگا · · < xi−۱ < xi < · · عباتیگتسویپانطاقن·

FX(xi−۱)هکینامزسوکعملیدبتهاگنآ،دنشابFX(x)عیزوت < u ≤ FX(xi)تسترابع

F−۱زا
X (u) = xi.نیاربانب

دینکدیلوتهدهاشمکی،درادناتساتخاونکیعیزوتزا•

F(xi−۱)هاگره• < u ≤ F(xi)،رادقمxiدینادرگربهدشدیلوتهدهاشمناونعهبار

F(xi−۱)هبساحمهکدینکتقد < u ≤ F(xi)لکشمیلیخدناوتیماهعیزوتزایضعبیارب

دشاب
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یلونربعیزوت

Xدینکضرف ∼ Ber(p = FX(۰)نیاربانب.(۰/۴ = f (۰) = ۱− pوFX(۱) = ۱.

uرگانیاربانب > F−۱هاگنآ،۰/۶
X (u) = uهکینامزو۱ ≤ ۰/۶،F−۱

X (u) = ۰

> n <- 1000
> p <- 0.4
> u <- runif(n)
> x <- as.integer(u > 0.6) #(u > 0.6) is a logical vector
> ####
> mean(x)
[1] 0.399
> var(x)
[1] 0.240039
> ## rbinom(n, size = 1, prob = p)
> ## sample(c(0,1), size = n, replace = TRUE, prob = c(.6,.4))

تساpنامهعیزوتنیگنایم.دناهدشهسیاقممهابیعقاوعیزوتوهنومنیاهرواتشگاجنیارد

−p(۱سنایراوو p) = ۰/۲۴.
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یسدنهعیزوت

f (x) = pqx , x = ۰, ۱, ۲, · · ·

pهکیروطهب = ۱
qو۴ = ۱− p.

xیگتسویپانطاقنرد = ۰, ۱, ۲, · · ·،F(x) = ۱− qx+۱.ارریزیواسماندیابنیاربانب

:مینکلح

۱− qx < u ≤ ۱− qx+۱.

:دوشیمهجیتن

x <
log(۱− u)

log(q)
≤ x + ۱.

زاتسترابعخساپنیاربانب

x + ۱ = d log(۱− u)
log(q)

e,

.تسینرتکچوکtزاهکتسایحیحصددعنیرتکچوکdte،نآردهک
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> n <- 1000
> p <- 0.25
> u <- runif(n)
> k <- ceiling(log(1-u) / log(1-p)) - 1
> # more efficient
> # k <- floor(log(u) / log(1-p))

−۱وUهکدینکتقد Uدنتسهعیزوتمه.

هبسوکعملیدبتشوراب،دوبهداسیسدنهعیزوتیاربهدشرکذیواسمانلحنوچدینکتقد

.درکدیلوتهنومنعیزوتنیازاناوتیمیتحار
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.درکدیلوتهنومنعیزوتنیازاناوتیمیتحار
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رتلکشمدراوم

هدشرکذیواسمانزاناوتیمنxیاربهکنوچتسارتهدیچیپنوساوپعیزوتیاربهباشمیشور
درکادیپتساررسلومرفکی

زاهدافتساابعیزوتعباتهریخذودیلوت،λرتماراپابنوساوپریغتمکیدیلوتیاربهیاپشور

:تساریزلکشهبیتشگزابلومرفکی

f (x + ۱) =
λf (x)
x + ۱

, F(x + ۱) = F(x) + f (x + ۱).

هبعیزوتعباتریداقمرادربردودوشیمدیلوتدرادناتساتخاونکیریغتمکی،تلاحنیارد

F(xیواسمانهکمیدرگیمیاهدهاشملابند − ۱) < u ≤ F(x)دشابرارقربنآیارب.
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یمتیراگلعیزوت

عیزوتیاربهکدینکتقد.دنکیمحیرشتارنوساوپعیزوتابطبترمتاحیضوت،لاثمنیا

.درادندوجوRردیعبات،یمتیراگل

f (x) = P(X = x) = aθx

x
, x = ۱, ۲, · · ·

۰،نآردهک < θ < aو۱ = (− log(۱− θ))−۱.

f (x + ۱) =
θx

x + ۱
f (x).

لحهارکی.دنتسینرادروخربیفاکتقدزاتابساحم،گرزبیاهxیارب،طباورنیااب

زاهدافتسا

exp(log a + x log θ − log x),

.تسا
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rlogarithmic <- function(n, theta) {
#returns a random logarithmic(theta) sample size n
u <- runif(n)
#set the initial length of cdf vector
N <- ceiling(-16 / log10(theta))
k <- 1:N
a <- -1/log(1-theta)
fk <- exp(log(a) + k * log(theta) - log(k))
Fk <- cumsum(fk)
x <- integer(n)
for (i in 1:n) {

x[i] <- as.integer(sum(u[i] > Fk)) #F^{-1}(u)-1
while (x[i] == N) {

#if x==N we need to extend the cdf
#very unlikely because N is large
logf <- log(a) + (N+1)*log(theta) - log(N+1)
fk <- c(fk, exp(logf))
Fk <- c(Fk, Fk[N] + fk[N+1])
N <- N + 1
x[i] <- as.integer(sum(u[i] > Fk))

}
}
x + 1

}
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> n <- 1000
> theta <- 0.5
> x <- rlogarithmic(n, theta)
> # compute density of logarithmic(theta) for comparison
> k <- sort(unique(x))
> p <- -1 / log(1 - theta) * theta^k / k
> se <- sqrt(p*(1-p)/n) # standard error
> round(rbind(table(x)/n, p, se),3)

1 2 3 4 5 6 8 9
0.713 0.194 0.060 0.019 0.009 0.002 0.001 0.002

p 0.721 0.180 0.060 0.023 0.009 0.004 0.001 0.000
se 0.014 0.012 0.008 0.005 0.003 0.002 0.001 0.001
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوتیمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوتیمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوتیمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوتمهXاب،درشورابهدششریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوتمهXاب،درشورابهدششریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوتمهXاب،درشورابهدششریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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اتبعیزوت

,Beta(۲یلاگچعبات fتروصهب(۲ (x) = ۶x(۱− x), ۰ < x < دینکضرف.تسا۱

g(x)دشابدرادناتساتخاونکی.

∀۰ < x < ۱;
f (x)
g(x)

≤ ۶ −→ c = ۶.

رگادوشیمهتفریذپxریغتمکی

f (x)
cg(x)

=
۶x(۱− x)

۶(۱)
= x(۱− x) > u.

cnهبزاین،۱۰۰۰مجحهبهنومنکیدیلوتیاربطسوتمروطهب = رباربهک(رارکت۶۰۰۰

.میراد)تسایفداصتددع۱۲۰۰۰دیلوت
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n <- 1000
k <- 0 #counter for accepted
j <- 0 #iterations
y <- numeric(n)

while (k < n) {
u <- runif(1)
j <- j + 1
x <- runif(1) #random variate from g
if (x * (1-x) > u) {

#we accept x
k <- k + 1
y[k] <- x

}
}

> j
[1] 5921
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> p <- seq(.1, .9, .1)
> Qhat <- quantile(y, p) # quantiles of sample
> Q <- qbeta(p, 2, 2) # theoretical quantiles
> se <- sqrt(p * (1-p) / (n * dbeta(Q, 2, 2)^2))
> round(rbind(Qhat, Q, se), 3)

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%
Qhat 0.193 0.287 0.373 0.450 0.516 0.577 0.629 0.701 0.788
Q 0.196 0.287 0.363 0.433 0.500 0.567 0.637 0.713 0.804
se 0.010 0.010 0.010 0.011 0.011 0.011 0.010 0.010 0.010

دادشیازفاارهنومنمجحدیاب،تقدندشرتهبیارب

> round(rbind(Qhat, Q, se), 3)
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%

Qhat 0.198 0.292 0.370 0.439 0.504 0.573 0.641 0.719 0.804
Q 0.196 0.287 0.363 0.433 0.500 0.567 0.637 0.713 0.804
se 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوتیمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاهشورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهدیمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوتیمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاهشورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهدیمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوتیمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاهشورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهدیمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوتیمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاهشورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهدیمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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اتبعیزوت

U ∼ Gamma(r , λ),V ∼ Gamma(s, λ) −→ X =
U

U + V
∼ Beta(r , s)

> n <- 1000
> a <- 3
> b <- 2
> u <- rgamma(n, shape=a, rate=1)
> v <- rgamma(n, shape=b, rate=1)
> x <- u / (u + v)
> q <- qbeta(ppoints(n), a, b)
> qqplot(q, x, cex=0.25, xlab="Beta(3, 2)", ylab="Sample")
> abline(0, 1)
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یمتیراگلعیزوت

> n <- 1000
> theta <- 0.5
> u <- runif(n) #generate logarithmic sample
> v <- runif(n)
> x <- floor(1 + log(v) / log(1 - (1 - theta)^u))
> k <- 1:max(x) #calc. logarithmic probs.
> p <- -1 / log(1 - theta) * theta^k / k
> se <- sqrt(p*(1-p)/n)
> p.hat <- tabulate(x)/n
> print(round(rbind(p.hat, p, se), 3))

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9]
p.hat 0.729 0.171 0.062 0.029 0.005 0.003 0.000 0.000 0.001
p 0.721 0.180 0.060 0.023 0.009 0.004 0.002 0.001 0.000
se 0.014 0.012 0.008 0.005 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001
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یمتیراگلعیزوت

rlogarithmic <- function(n, theta) {
stopifnot(all(theta > 0 & theta < 1))
th <- rep(theta, length=n)
u <- runif(n)
v <- runif(n)
x <- floor(1 + log(v) / log(1 - (1 - th)^u))
return(x)

}

۲۹/۲۹هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح


