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متقارن  ضخیمهاي جدار ي حاکم بر استوانه، معادله)PET( ي مستويالاستیسیته نظریه ه ازبا استفاددر این مقاله  - چکیده
جایی هاي شعاعی و محیطی و نیز جابهدر حالت کلّی استخراج شده و سپس تنش FGاز مواد ناهمگن  ساخته شده محوري

معادله مشخصه با در نظر گرفتن شرایط انتهایی هاي مختلط هاي مضاعف و ریشههاي حقیقی، ریشهازاي ریشهشعاعی استوانه به
ها آمده است. تنش دستبهدقیق)  حل( نامقید، به صورت تحلیلی - مقید و دو سر بسته - متفاوت استوانه: دو سر باز، دو سر  بسته

در این مقاله،  همگن مقایسه شده است. ضخیمي جدار جایی با تغییرات ضرایب ناهمگنی بررسی و با حالت استوانهو جابه
وضعیت تحلیل شده توسط یکی از پژوهشگران مقایسه و  تنها دست آمده و سپس باهب ،هاي متفاوتروابط تحلیلی در وضعیت

ي ناهمگن و همسانگرد با تغییرات مدول الاستیسیته در ي ایشان تصحیح و تکمیل شده است. جنس استوانه، مادهاشتباه مقاله
  .استتوانی و با نسبت پواسون ثابت  راستاي شعاعی به صورت

  ي مستوي.الاستیسیته، FGي ناهمگن ، مادهضخیمي جدار : استوانهکلید واژگان
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Abstract- In this paper, an analytical formulation of FGM axisymmetric thick-walled cylinders based on 
the plane elasticity theory is presented. The stresses and displacements in thick cylindrical shells are 
calculated using the real, double and complex roots of characteristic equation. Solutions are obtained 
under generalized plane stress, plane strain and closed-ends cylinder assumptions. It is assumed that the 
material is isotropic and heterogeneous with constant Poisson's ratio and radially varying elastic 
modulus. The results have been compared with findings of the researcher (2001) [hoop stress is 
incorrect], and we have present corrected version as well as supplementary findings.  
Keywords: Thick-walled cylinder, FGM, Plane elasticity. 
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  مقدمه - ۱
ی خمیده هستند که در برابر یهاها به طور کلّی، سازهپوسته

. اي دارندنیروها و لنگرهاي وارد شده، مطلوبیت ویژه
دور مورد توجه ي نه چندان ااز گذشته ي این رفتارمطالعه

 ،فراوان و به دلیل کاربرد زیادي قرار گرفته پژوهشگران
هاي سازه  . از میان انواعهمچنان ادامه دارد این توجه

اي جدار نازك و جدار استوانهي هاپوسته، ياپوسته
در  پژوهشگرانتري دارند و همواره ، اهمیت ویژهضخیم

 هاپوستهاین  يبر روي ضخامت و ماده یتغییراتاعمال  پی
بتوانند مقاومت آنها را در برابر نیروهاي وارد  تااند بوده

شده افزایش و در صورت امکان، وزن آنها را کاهش 
  دهند.
با استفاده از ] 1[ 1852 سال بار در نخستین 1لامه 

 ضخیم هايدقیق استوانه حل، 2ي مستويالاستیسیته نظریه
ي همگن و از مادهبا جدار ثابت  متقارن محوري

ه کرد و توزیع ئهمسانگرد تحت فشار یکنواخت را ارا
 حلّکه آن در  آورد دستبهي توخالی تنش را در استوانه

و در متن کتب  شده مسایل مختلف مهندسی استفاده
  .]2[ درسی گنجانیده شد

ي الاستیسیته نظریه] 3[ 1950 سال در 3لخنیتسکی
ي ساخته هاوستهپبندي کرد. در را فرمول 4اجسام مرکّب

دلیل تغییر ناگهانی ساختار ماده و یا شده از مواد مرکّب به
ي ناهمساز در کنار یکدیگر و درنتیجه ترکیب دو ماده

تغییر ناگهانی در رفتار مواد، مسایل و نواقصی در پوسته 
ها آید که تمرکز تنش و گسستگی در مرز لایهوجود میبه

(مکانیکی،  تدریجی خواصشود. مواد با تغییر میایجاد 
 و همکاران در 6توسط نینو FGM5حرارتی، مغناطیسی) یا 

هاي آخر ] مطرح شد که پس از آن در سال4[ 1984 سال
قرن بیستم و شروع قرن جدید، مطالعات تحلیلی قابل 

                                                        
1. Lamé  
2. Plane Elasticity Theory (PET)  
3. Lekhnitskii 
4. Composite Bodies 
5. Functionally Graded  Materials   ( FGM) 
6. Niino  

هاي ساخته شده از این مواد در نقاط توجهی بر روي سازه
 .شدمختلف جهان انجام 

] روابط الاستیک 5[ 1992 سال در 7کافوکویی و یامانا
تحت فشار داخلی  FGM ضخیمهاي جدار حاکم بر لوله

 هبه کمک معادلات لام 8ايرا در حالت کرنش صفحه
ند. کردکوتا حل - نگااستخراج و آنها را به روش عددي ر

هاي حرارتی پایدار را ] تنش6[ 1994 سال در 9اُباتا و نودا
استخراج و  FGMتوخالی ي استوانه و یک کرهدر یک 

سال  در 10دست آوردند. هورگان و چاني بهینه را بهماده
را  FGMي توخالی استوانه] معادلات حاکم بر 7[ 1999

اي با توزیع توانی مدول در حالت کرنش صفحه
 هالاستیسیته در راستاي شعاعی به کمک معادلات لام

دست هبهاي مثبت ازاي تواناستخراج و توزیع تنش را به
ها را در آوردند. هورگان و چان با همین منطق، تنش

  ].8[ هاي دوار نیز بررسی کردنددیسک
دقیق  حل] 9[ 2001 سال در 11توتونچو و ازُترك

 FGM اي و کروي جدار ثابتاستوانهمخازن تحت فشار 
اي کرنش صفحهاستوانه را در حالت کردند. ایشان  ارائهرا 

oE ستیسیتهبا توزیع توانی مدول الا E r   در راستاي
شعاعی، تحلیل و توزیع تنش شعاعی و محیطی را به ازاي 

ي ناهمگنی در محدوده ثابتهاي مثبت و منفی توان
  2 ي مشخصه هاي مثبت معادلهبه ازاي ریشه 2

وط به ي ایشان رابطه و نمودار مربند. در مقالهکردبررسی 
که در  دارداشتباه  و نمودار تنش شعاعی تنش محیطی

، استفاده شده است. جباري پسینهاي برخی از پژوهش
حل عمومی  ]10[ 2003 سال اسلامی درو  پورسهراب

ي توخالی استوانههاي مکانیکی و حرارتی در یک تنش
تحت بارهاي پایدار نامتقارن محوري را با توزیع توانی 

 12کردند. اراسلان و آکیز ارائهی و حرارتی خواص مکانیک

                                                        
7. Fukui & Yamanaka  
8. Plane Strain  
9. Obata & Noda  
10. Horgan & Chan  
11. Tutuncu & Ozturk  
12. Eraslan & Akis 
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محور و دیسک توپر دوار را در  حل 2006 سال در
اي با خواص و کرنش صفحه 1ايهاي تنش صفحهحالت
 حل] و 11[ ي مکانیکی به صورت نمایی و سهمیپیوسته

ي تحت فشار را در حالت کرنش پلاستیک لوله-الاستیک
 در 2جونو هونگ ] بررسی کردند. ژیفاي12[ ايصفحه

هاي توخالی با تغییرات استوانهدقیق  حل] 13[ 2006 سال
خطی خواص مکانیکی در راستاي شعاعی را با روش چند 

ها به صورت اي کردن استوانه، که هر کدام از لایهلایه
(همگن و همسانگرد) در  همگن با خواص مکانیکی ثابت

] 14[ 2007ال سدند. ایشان در کر ارائهاند، نظر گرفته شده
همانند گذشته با در نظر گرفتن تغییرات خواص مکانیکی 

را با روش  FGMي استوانهبه صورت خطی و توانی، 
 توتونچو حلاستوانه، تحلیل و با اي کردن چند لایه

دند و در نتیجه به دلیل تفاوت کر) مقایسه 2001(
ي مورد نظر بردند. توتونچو نمودارها، پی به اشتباه مقاله

پیشین ولی با در نظر  ي] مشابه مقاله15[ 2007 سال در
گرفتن تغییرات مدول الاستیسیته به صورت نمایی، توزیع 

در  دست آورد.هبي ناهمگن استوانهها را در یک تنش
هاي جدار جایی در استوانهها و جابهي حاضر، تنشمقاله

متقارن محوري تحت فشار یکنواخت  FGM ضخیم
 دست آمده است.ههاي مختلف بتداخلی در حال

  
 روابط اساسی - ۲

شود که مقاطع ي مستوي، فرض میالاستیسیته نظریهدر 
استوانه، پس از اعمال عمود بر محور مرکزي  و مستوي

فشار و تغییر شکل، همچنان مستوي و عمود بر محور 
هاي ایجاد شده نسبت به مانند. تغییر شکلاستوانه باقی می

باشند و مقدارشان در امتداد طول متقارن می محور استوانه،
کند. تغییر مکان شعاعی در امتداد محیط استوانه تغییر نمی

عبارت کند، بهثابت است ولی در راستاي شعاعی تغییر می
دیگر، تغییر مکان شعاعی فقط تابع شعاع  r ru  .است

                                                        
1. Plane Stress  
2. Zhifei & Hongjun 

داراي مقادیر  x و کرنش طولی x بنابراین تنش طولی
  .هستندهاي اصلی هاي عمودي، تنشثابتند و تنش

)1( x r     

ي تعادل تنش در غیاب نیروهاي حجمی برابر معادله
  است با:

)2( 0rrd
dr r

  
   

 .محوري و روابط سینماتیک در حالت تقارن

r   و    )3( r
r

du u
dr r    

 .و روابط رفتاري براي مواد ناهمگن و همسانگرد

)4( ( )r rA B
E r

B A 

 
 
    

    
    

 

  
A  وB ) تابع نسبت پواسون.const  هستند و (

شوند. مدول استوانه تعریف میشرایط انتهایی  براساس
  شود.ی از شعاع فرض میالاستیک به صورت توانی، تابع

)5( ( )
n

n
i i

i i

r rE r E E r r
r r

 
   

 
     و   

  
iE وir  مدول الاستیک و شعاع در سطح داخلی

بدیهی است  ي آن است.ناهمگنی ماده ثابت nاستوانه و 
0nکه اگر  ماند، یعنی یباشد، مدول الاستیک ثابت م

  ماده همگن است.
  .)2ي () در رابطه4 و 3( با جایگزینی روابط

)6( 

( )

( )( ) 0

r r

r r

du ud E r A B
dr dr r

du u
E r A B

r dr r

    
  

       
  

1
  

  0rE  

)7(   0r r
r

d u du Br n r n u
dr Adr

      
 

2
2

2 1 1   

  ی است.کوش -ي اویلر) یک معادله7ي (معادله
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)8(     0r r rr u n ru n u     2 1 1   

Bمقدار 
A

    بر اساس شرایط انتهایی استوانه تعریف
) مقـدار 7ي (شود. اگر در معادلهمی  m

r ru r   گذاشـته
  .آیددست میي زیر بهشود، معادله مشخصه

  
)9(   0m nm n   2 1   

  .هاي معادله مشخصهو ریشه

)10(    &m n n n       2
1,2

1         4 12  

هاي معادله مشخصه، ریشه بر اساس مقادیر مختلف 
هاي مضاعف ریشه -2هاي حقیقی، ریشه -1ممکن است: 

-حالتاین از کدام  هاي مختلط باشند که در هرریشه -3و 

- تنش صفحه -الف تواند:شرایط انتهایی استوانه میها، 

 استوانه بسته باشد. - اي و پکرنش صفحه -اي، ب

  
 شرایط انتهایی استوانه -۳

 ي مستويالاستیسیته نظریهدو سر استوانه با حفظ شرایط 
تواند باز یا بسته باشد، یعنی (تحلیل دو بعدي مسایل) می

  تنش و کرنش طولی، مقداري ثابت دارند.
  

  توانه با دو سر باز):(اس اي(الف) تنش صفحه
0 0x x     و     

A B

B
A




 

 

    

2 2
1     و   

1 1  )11( 

 مقید):و  (استوانه با دو سر بسته اينش صفحهر(ب) ک 
0 0x x     و    

     
A B

B
A



  
 

       


   



1 1    و    1 2 1 1 2

1

 )12( 

 نامقید):و  (استوانه با دو سر بسته 1ي بسته(پ) استوانه
0 0x x     و    

x x
E

 



1 2  )13(  

       
A B

B
A



 
 

       


   



2 2    و   3 1 1 2 2 1 1 2
3

2

 )14( 

  
  هاي ناهمگناستوانه حل - ۴

هاي حقیقی، ) را با در نظر گرفتن ریشه7ي (اکنون معادله
مضاعف و مختلط و لحاظ کردن شرایط انتهایی استوانه، 

دست آمده، روابط ههاي بکدام از حالت هر کرده و در حل
جایی شعاعی پارامتري تنش شعاعی، تنش محیطی و جابه

  م.کنیرا استخراج می
  
  هاي حقیقیریشه - ۴-۱

0)،10ي (اگر در رابطه  هاي باشد، معادله داراي ریشه
 شود.حقیقی می

)15( 
 

n nm m

n n

 
     

   

1 2
2

2   و   2 2 2
4 1

 

  لت:) در این حا8ي (معادلهپاسخ 
)16( ( ) m m

ru r C r C r 1 21 2  
  
r  و  ست آورده دبه) 3معادلات (را با استفاده از

  گذاریم.) می4ي (و در معادله
)17(  

   m mn
r iE r C Am B r C Am B r       

1 21 1
1 1 2 2  

  
 .با اعمال بارگذاري در سطح داخلی و خارجی استوانه

)18( 0r r
oi

P
r rr r

   


    و   

                                                        
1  . Closed Cylinder 
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  آیند.دست میهب C2و C1هايدر نتیجه ثابت

)19( 

   

  

1( )

( )

m m
i

m m
i

o i
m m

i
m m

i

Pk r
C

E Am B k k

k r r

Pk r
C

E Am B k k






 

 
 

   

2

2 1

1 2

2 1

1
1

1

1
2

2

 

C1 وC2  گذاریم) می4و  16معادلات (را در.  

)20 -1(  Prn
m m m m

r m m k r k r
k k




 


2 1 1 2
1 2

1
 

)20 -2( 

Pr n
m m

m m

m m

A Bm k r
Am Bk k

A Bm
k r

Am B


  

 
 


 

 

2 1
1 2

1 2

1
1

1

2
2

 

)20 -3( 

Pr
( )

m mi
r m m

i

m m

u k r
Am BE k k

k r
Am B


   


  

2 1
1 2

1 2

1

2

1

1
 

  
وابسته  Bو  Aمستقیماً به  r شود کهملاحظه می

  بستگی دارد. nناهمگنی  ثابتو  نیست، ولیکن به

وابستگی مستقیم دارند. اکنون معادلات  Bو  Aبه  ruو 
صورت زیر ) با توجه به شرایط انتهایی استوانه، به20(

  شوند.نوشته می
 

  اي:(الف) تنش صفحه

)21 -1( 

Prn
m m

m m

m m

m k r
mk k

m k r
m










  
   


  

2 1
1 2

1 2

1
1

1

2

2

1

1
 

)21 -2( 

 
 

Pr

1

i

m m
m m

r
i

m m

k k
u k r

mE

k r
m












  


  

1 2

2

2 1

1 2

1

2

1 1
 

 اي:(ب) کرنش صفحه

)22 -1( 
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m m
m m

m m

k k

m
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2 1

1 2
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1
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1
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i

m m
m m

m m

u
E

k r
mk k

k r
m

 
 

 


 


  


 

  

2 1
1 2

1 2

1

2

1 1 2 1
1

1
1

 

  
  :ي بسته(پ) استوانه

)23 -1( 

 
 

 
 

Pr n

m m
m m

m m

k k

m
k r

m

m
k r

m


 
 

 
 






  


 
 

 
  

1 2

2 1

1 2

1
1

1

2

2

2 3
2 3

2 3
2 3

 

)23 -2( 

Pr ( )( )

( ) ( )

( )

i
r m m

i

m m

m m

u
E k k

k r
m

k r
m

 

 

 

 





  


   

1 2

2 1

1 2

1

2

2 1 1 2 1
2 3
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] تنش شعاعی و تنش محیطی را فقط به ازاي 9[ مرجع
0  ست آورده است. هاي بصفحه در حالت کرنش
r را درست و مقاله 9ي (رابطه ( رابطه) 10ي 

دست آورده است. براي تصحیح ه) را نادرست بمقاله

a رابطه، به جاي
R


 
 
 

1
rRباید 

a


 
 
 

1
را بر اساس  

) مرجع مذکور 2( مذکور قرار داد. نمودار يدهاي مقالهنما
اي این مقاله، صحیح آن نشان داده نتهاشتباه است که در ا

 شود.می
 
 هاي مضاعفریشه - ۴-۲

ــه  ــر در رابط 0)، 10ي (اگ    ــه داراي ــد، معادل باش
  شود.هاي مضاعف میریشه
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)24( nm m m   1 2 2  

  ) در این حالت:8ي (معادلهپاسخ 
)25(  ( ) ln m

ru r C C r r 1 2  
  
r  و  دست آورده ه) ب3معادلات (را با استفاده از

  گذاریم.) می4ي (و در معادله
)26(  

    lnn m
r iE r C Am B C A Am B r r       

1
1 2  

 
، در نتیجـه  )18 يرابطـه ( بارگـذاري شـرایط  با اعمال 

 آیند.دست میهب C2و C1هاي ثابت

)27( 
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m
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P A Am B r
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C1 وC2  گذاریم) می4و  25معادلات (را در. 

)28 -1( 
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r
k

k r


      
 

1
 

)28 -2(  

 

( )Pr
ln

ln
m n

k
B A A Bm k

Am B rAm B


 


   

  

1 2 2

2  

 

)28 -3(  
Pr

ln
ln

m
i

r
i

r A k
u

E k Am B rAm B
  


 
   

 

  
مستقیماً به  rشود که مشابه حالت پیشینملاحظه می

A  وB وابسته نیست، ولیکن به ناهمگنی  ثابت وn 
وابستگی مستقیم دارند.  Bو  Aبه  ruو  بستگی دارد.

به شرایط انتهایی استوانه،  توجه) با 28اکنون معادلات (
  شوند.صورت زیر نوشته میبه

 

  اي:(الف) تنش صفحه
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 اي:(ب) کرنش صفحه
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 هاي مختلطریشه - ۴-۳

0)،10ي (اگر در رابطه  هاي اشد، معادله داراي ریشهب
  شود.مختلط می

)32(   &

m z iy m z iy

nz y n n 

   


       

1 2

2

   و  

            4 12 2
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  ) در این حالت:8ي (معادلهپاسخ 
)33(  ( ) cos( ln ) sin( ln ) z

ru r C y r C y r r 1 2  
  
r  و  دست آورده ه) ب3معادلات (را با استفاده از

  گذاریم.) می4ي (و در معادله
)34(  
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وابسته  Bو  Aه مستقیماً ب rشود که ملاحظه می

 بستگی دارد.  nناهمگنی  ثابتو  نیست، ولیکن به

وابستگی مستقیم دارند. اکنون معادلات  Bو  Aبه  ruو

صورت زیر به شرایط انتهایی استوانه، به توجه) با 37(
  شوند.نوشته می
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  اي:(ب) کرنش صفحه 
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  هاي همگناستوانه حل - ۵
هاي همگن و همسانگرد، مدول الاستیک و در استوانه

) 5ي (. اگر در معادلههستندنسبت پواسون، هر دو ثابت 
0nمقدار   هآید.دست میهي همگن بگذاشته شود، ماد 

)41( .iE E const   

 کوشی:- ي اویلرعادلهو م
)42( 0r r rr u ru u   2  

 هاي آن:معادله مشخصه و ریشه
)43( 0m m    2

1,21     1  

هاي معادله مشخصه، حقیقی شود که ریشهمشاهده می
0 يها در مجموعهو از این رو پاسخ هستند   قرار

ي معادلات، به ) و بقیه16ي (هگیرند. اگر در معادلمی
1m جاي  1  2وm  1  گذاشته شود، همان روابط

 آیند.دست میههاي همگن بي استوانهشناخته شده

)44( ( )r
Cu r C r
r
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وابسته نیست  Bو  Aبه   و rشود که ملاحظه می
وابستگی ندارد. در حقیقت تنش شعاعی و  Eو نیز به 

هاي همگن و تنش محیطی ایجاد شده براي استوانه
همسانگرد با مدول الاستیک متفاوت تحت فشار ثابت و 

ي یکسان، به یک میزان است که این مقدار مستقل هندسه
و نیز  Bو  Aبه  ru . ولیکناستی استوانه از شرایط انتهای

E جایی شعاعی وابستگی مستقیم دارد، یعنی مقدار جابه
ها با شرایط بالا، با تغییر مدول الاستیک و در استوانه

) را 3- 46ي (شرایط انتهایی، یکسان نیست. اکنون معادله
  نویسیم.می در شرایط انتهایی استوانه، به صورت زیر

 
  اي:(الف) تنش صفحه
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 اي:(ب) کرنش صفحه 
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  :ي بسته(پ) استوانه 
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  بررسی نتایج - ۶

دست آمده هي موردي و بررسی نمودارهاي ببراي مطالعه
با مشخصات  ضخیمي جدار یک استوانه از نتایج عددي،

در  جدارزیر را با توزیع متفاوت مدول الاستیک در امتداد 
ي جدار ثابت به شعاع داخلی گیریم. استوانهنظر می

ir mm orشعاع خارجی و  40 mm تحت فشار   60
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P یکنواخت داخلی MPa رار گرفته است. مدول ق  80
iEالاستیک سطح داخلی استوانه  GPa و نسبت   200

پواسون  0/3 باشد.می  
  
 ي همگناستوانه - ۶-۱

هاي همگن و هاي شعاعی و محیطی در استوانهتنش
همسانگرد مستقل از خواص مکانیکی و شرایط انتهایی 

جایی شعاعی به آنها وابسته لیکن جابهباشند، واستوانه می
توزیع تنش شعاعی فشاري را بر اساس  1است. شکل 

توزیع تنش محیطی کششی را  2) و شکل 1-46ي (رابطه
-) در استوانه نسبت به شعاع بی2- 46ي (بر اساس رابطه

 بعد
i

rr
r

 3جایی شعاعی در شکل دهد. جابهنشان می 

در همان استوانه، نشانگر  49و  48، 47ابط براساس رو
(تنش  ي بازجایی شعاعی در استوانهآنست که مقدار جابه

(نامقید) کمترین  ي بستهاي) بیشترین و در استوانهصفحه
  .است

  
 ي همگنتوزیع تنش شعاعی در استوانه ١شکل 

  
  ي همگنش محیطی در استوانهتوزیع تن ٢شکل 

 ي ناهمگناستوانه - ۶-۲
هاي شعاعی و هاي ناهمگن و همسانگرد، تنشدر استوانه

جایی شعاعی، مستقل از خواص مکانیکی و محیطی و نیز جابه

Bو  nشرایط انتهایی استوانه نیستند، بلکه از طریق 
A

   به
  شوند.استوانه وابسته میخواص مکانیکی و شرایط دو سر 

  

 
  ي همگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع جابه ۳شکل 

 
مدول الاستیک استوانه در راستاي شعاع با تابع توانی 

( ) n
iE r E r تعریف کهn  ي در محدودهn  2 2 

توزیع  4شود. شکل ی] در نظر گرفته م9،13،14،15[

مدول الاستیک را نسبت به شعاع استوانه 
n

i i

E r
E r

 
  
 

به  

نسبت پواسون  دهد.نشان می n ازاي مقادیر صحیح
0استوانه، ثابت  0/5  باشد که بر اساس آن می

 0 شود. در این مقاله،می 1 0/3  در نظر گرفته
  بر اساس شرایط انتهایی برابر است با: شده که مقدار 

)50( 
اي  تنش صفحه
 ايکرنش صفحه

ي بستهاستوانه



 



0/3     
0/4286
0/5294

 

جایی در شرایط انتهایی ها و جابهتوزیع نرمال تنش
ي با یکدیگر ندارند، از این امختلف، تفاوت قابل ملاحظه

ي بسته براي حالت استوانه 7تا  4رو نمودارهاي اشکال 
  رسم شده که نتایج همانند نتایج دو حالت دیگر است.
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ي ناهمگن را توزیع نرمال تنش شعاعی استوانه 5شکل 
دهد. این نسبت در ي همگن نشان مینسبت به استوانه

] و 9[(در  است یک استوانه ي خارجو لایه ي داخللایه
، یعنی رفتار رسم نشده است) یک ي خارجی] در لایه14[

در  باشد.ي همگن میهمانند رفتار ماده ي ناهمگنماده
0nبه ازاي  استوانه جدار  و به  ، کاهشتنش شعاعی
0nازاي   اهش یا یابد. میزان کتنش شعاعی افزایش می

 بستگی دارد. nافزایش تنش به مقدار 

ي ناهمگن را توزیع نرمال تنش محیطی استوانه 6شکل 
دهد. این نسبت در ي همگن نشان مینسبت به استوانه

] این نمودار 9[ مرجع (در نیست یک ي داخل استوانهلایه
 رجعم ولیکن در مشابه نمودار تنش شعاعی رسم شده

0nاست). تنش محیطی به ازاي ] اصلاح شده14[   در
ي ي همگن و در نیمه، بیشتر از مادهجداري داخلی نیمه

باشد و به ي همگن می، کمتر از مادهجدارخارجی 
0nازاي  هجداري داخلی برعکس در نیمهکمتر از ماد ،-

ي ، بیشتر از مادهجداري خارجی ر نیمهي همگن و د
n  (تنش بیشینه) در حالت تنش محیطی همگن است. 1 

ماند که از نظر کنترل تقریباً ثابت می استوانه در طول جدار
باشد. اي امتیاز ویژه تواند، میضخیمتنش در استوانه جدار 

رفتار تنش محیطی ي میانی استوانه، ي لایهدر محدوده
  شود.ي همگن میهمانند رفتار ماده

ي جایی شعاعی استوانهتوزیع نرمال جابه 7شکل 
دهد. این ي همگن نشان میناهمگن را نسبت به استوانه

-نمی یک هاي مختلف در هیچ حالتی nنسبت به ازاي 
0nشود. به ازاي   هجایی استوانه نسبت به جابهي ماد

0nهمگن بیشتر است و به ازاي   شود، ولیکن کمتر می
ماند، یعنی تقریباً ثابت می جداراین نسبت در طول 

ي ناهمگن مشابه تغییرات ماده درجایی تغییرات جابه
ي همگن است و میزان تفاوت به مقدار جایی در مادهجابه

n .بستگی دارد 

 گیرينتیجه - ۷
مثبت یا منفی، تنش  nتوان نتیجه گرفت که به ازاي می

ي دیگر افزایش محیطی در یک نیمه، کاهش و در نیمه
-مثبت، تنش شعاعی افزایش و جابه n یابد. به ازايمی

منفی،  n دهد و به ازايجایی شعاعی کاهش نشان می
یابد زایش میجایی شعاعی افتنش شعاعی کاهش و جابه

ي اي و استوانهاي، کرنش صفحه(در شرایط تنش صفحه
بزرگتر باشد، تغییرات بیشتر  nبسته) و هر چقدر 

n به ازاي شود. بنابراینمشاهده می  1  20حدود %
 ي همگن مشاهدهمادهتغییرات در رفتار ماده نسبت به 

جایی یا تنش در د که برحسب نیاز به کاهش جابهوشمی
توان از مقدار مثبت یا منفی آن ي ناهمگن، میاستوانه

  .کرداستفاده 
  

 توزیع مدول الاستیک در راستاي شعاعی ۴شکل 

  

 ي ناهمگنتوزیع تنش شعاعی در استوانه ۵شکل 
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  ي ناهمگنتوزیع تنش محیطی در استوانه ۶شکل 
 

 ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع جابه ۷شکل 
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