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و

 چکیده

رای تخمین ب یافتهترده از فیلتر کالمن توسعه، به طورگس یاب جهانی و اینرسیموقعیتدر تلفیق سیستم 

ی خطی است و وقتی اول از سیستم غیرشود. با این حال، این فیلتر یک تقریب مرتبهحالات استفاده می

 یابد.بودن سیستم زیاد شود، دقت تخمین تنزل میخطیغیر

با  به نویز های آغشتهگیریهم حالت جاری یک سیستم پویا از اندازهسرپشتفیلتر بیزین به فرآیند تخمین 

ی مکعبی، فیلتر بیزین تقریبی جدیدی برای مسئلهاستفاده از قانون بیز اشاره دارد. فیلتر کالمن حجم

بینی ی این فیلتر فرض شده است که چگالی پیشگسسته است. برای توسعه-خطی زمانکردن غیرفیلتر

ی گیری، گوسی است. به این طریق، فیلتر بیزین بهینه به مسئلهاندازه-ک متغیر تصادفی حالتمشتر

ها، رالی عددی این انتگیابد. برای محاسبهبعدی با وزن گوسی تقلیل میای چندهای لحظهی انتگرالمحاسبه

ای از کعبی، مجموعهمشود. این قانون حجمی سه پیشنهاد میشعاعی درجه-مکعبی کروییک قانون حجم

تر کند. به این ترتیب فیلکند که به صورت خطی با بعد بردار حالت رشد میمکعبی را فراهم مینقاط حجم

کند.خطی دارای ابعاد زیاد فراهم میکردن غیرحل مؤثری را حتی برای مسائل فیلترمکعبی، راهکالمن حجم

مکعبی توسط بسط تیلور مورد تحلیل قرار گرفته و حجمخطی کالمن نامه، روش فیلتر غیردر این پایان 

گرفتن نظرشود. سپس با درخطی نشان داده میی بالاتر سیستم غیرتوانایی این فیلتر در حفظ عبارات مرتبه

یاب جهانی و اینرسی، عملکرد این دو فیلتر بر خطی از وضعیت زوایا در سیستم تلفیق موقعیتمدلی غیر

گیرد.پذیری زوایا، مورد تحلیل قرار میتیی رواساس درجه

المن فیلتر ک –اینرسی سیستم ناوبری – یاب جهانیسیستم موقعیت -پذیری تیور کلمات کلیدی:

 مکعبیفیلتر کالمن حجم -یافتهتوسعه
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 مقدمه 7-7

، مشخصات عملکردی مکمل یکدیگر 2(INS) لختیو سیستم ناوبری  7(GPS) یاب جهانیسیستم موقعیت

های امواج مستعد تأثیرپذیری از پارازیت هستند و به علت محدودیت GPSهای سیستم دارند. داده

تواند سیستمی مستقل است که می INSالکترومغناطیسی، ممکن است از دست بروند. از طرفی سیستم 

ه گیری نسبت بهای زمانی کوتاه، انتگرالدر اختیار بگذارد. برای بازه موقعیت، سرعت و وضعیت جسم را

، منتج به تخمین دقیقی از موقعیت، سرعت و INSشده توسط ای رصدزمان از شتاب خطی و سرعت زاویه

حلی مناسب برای فراهم راه GPSو  INSیابد. اجتماع با زمان افزایش می تخمینشود؛ اما خطای وضعیت می

باشد. این اجتماع به سیستمی ناوبری است که مزایای همزمان هر یک از این دو سیستم را دارا میکردن 

 گیرد.طور معمول از طریق فیلتر کالمن صورت می

شده به صورت گوسی، در شرایط عملی به سختی قابل بودن و نویز توزیعملزومات فیلتر کالمن در خطی

استفاده  9هیافتخطی از فیلتر کالمن توسعههای غیرکالمن در سیستمحصول است. برای به کار بردن فیلتر 

یافته کند. با اینکه فیلتر کالمن توسعهخطی عمل میی اول از تابع غیرشود که بر اساس بسط تیلور مرتبهمی

هایی مثل تنزل در دقت کند، دارای نقصمحاسبات حفظ میکارآمدی کارآمدی فیلتر کالمن را از لحاظ 

 شود.خطی ناشی میی بالاتر سیستم غیرهای مرتبهپوشی از عبارتمین است که از چشمتخ

، از یک سری نقاط 5مرکزی اختلافو فیلتر کالمن  4بوگیری قطعی، فیلتر کالمن بیبر اساس چارچوب نمونه

ر قطعی از نقاط سیگما به طو .[1,2] کنندبرای انتشار حالات و ماتریس کوواریانس استفاده می  سیگما

                                                             
7 Global Positioning System 
2 Inertial Navigation System 
9 Extended Kalman Filter (EKF) 
4 Unscented Kalman Filter (UKF) 
5 Central Difference Kalman Filter (CDKF) 
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هر دو فیلتر  .[3] شوندی دوم ماتریس کوواریانس متغیر تصادفی پیشین انتخاب میی ریشهمیانگین و تجزیه

UKF  وCDKF های ها در روشی فیلترهای کالمن نقاط سیگما تعلق دارند. تفاوت اصلی بین آنبه خانواده

کند، در حالی که بو تولید مینقاط سیگما را از راه تبدیل بی UKF فیلتر .[3,4] تولید نقاط سیگما است

CDKF کند. فیلترهای یابی استرلینگ برای تولید نقاط سیگما استفاده میاز فرمول میانUKF  وCDKF 

 بنابراین از لحاظ تئوری، دقت ی دوم از سیستم غیر خطی به کار روند.توانند به عنوان تخمینی مرتبهمی

استفاده شده و نشان داده شده است  GPS/INSاز این دو فیلتر  در ترکیب  دارند. EKFاز تخمین بالاتری 

 .[8-3,5] دهداز خود نشان می EKFکه عملکرد بهتری از 

-توسعه یافته و بر اساس قانون مکعبی کروی خطی است که اخیراًاز فیلترهای غیر 7مکعبیحجمفیلتر کالمن 

خطی ضرب در چگالی هایی به فرم یک تابع غیری انتگرالشعاعی بنا نهاده شده است که برای محاسبه

کار  خطی بهی دوم از سیستم غیرتواند به عنوان تخمینی مرتبه. این فیلتر می [11-9]رودگوسی به کار می

های بالاتر هم به از مرتبه CKFهمچنین  های با ابعاد بالا ارایه کند.سیستمثر حتی برای ؤحلی مو راه رود

 2n+1که از  UKFبرخلاف  پیشنهاد شده است.[14-12] تر از یک سیستم غیر خطی در عنوان تقریبی دقیق

حالت و ماتریس کوواریانس را  CKFکند، بو برای انتشار حالت و ماتریس کوواریانس استفاده میی بینقطه

ی ماتریس یکسانی های تجزیهوقتی که روشدهد که به همین خاطر مکعبی انتشار میی حجمنقطه 2nبا 

اً کمتری بار محاسباتی نسبت CKFولسکی به این دو فیلتر اعمال شود، چی مقادیر ویژه یا روش مثل تجزیه

ی فیلترهای کالمن همچنان متعلق به خانواده CKFمکعبی، های حجمبا وجود اعمال نقطه دارد. EKFاز 

دهد، از خود نشان می UKFی پایداری عملکرد بهتری نسبت به در زمینه CKFنقاط سیگما است. فیلتر 

 .[11-9] باشد 9مخصوصاً وقتی که بعد سیستم بالاتر از 

                                                             
7 Cubature Kalman Filter (CKF) 
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ی فیلتر کالمن مکعبی با ، به معرفی و مقایسهدر فصل اول مقدماتی پس از مرور مباحث، نامهپایاندر این 

ه تحلیل ، بسازی در فصل سهبعد از انجام شبیهپردازیم و سپس می در فصل دوم یافتهفیلتر کالمن توسعه

 پردازیم.نتایج می

 های مختصاتدستگاه 7-2

گاه شود زمین یک دسته فرض میشود، در حالی کدر مسائل مکانیکی ساده، حرکت، نسبت به زمین مدل می

گونه عمل کرد؛ توان اینشود. برای مسائل ناوبری نمینظر میاست و از چرخش آن صرف لختمختصات 

گاه ی چند دستی ناوبری، یک مسئلهطور مسئلهچرخش زمین نقش بسزایی در محاسبات ناوبری دارد. همین

ر که کاربگیرند و یا ایناندازه می لختصات باشد؛ سنسورها حرکتشان را نسبت به مختمختصاتی می

 خواهد مکانش را نسبت به زمین بداند.می

 1(ECIمرکز )-زمین لختدستگاه مختصات  1-2-1

چرخد. گیرد یا نمیی جهان، شتاب نمیآن است که نسبت به بقیه لختدر فیزیک، یک دستگاه مختصات 

ه کار ب لختتری از مختصات کند. در ناوبری، شکل مشخصاین، یک دستگاه مختصات یکتا را تعریف نمی

شکل  شود. نشان داده می i نماد شود و بامرکز شناخته می-زمین لخترود که با عنوان دستگاه مختصات می

دهد. چرخشی که نشان داده شده است، چرخش زمین نسبت به را نشان می ECIای دستگاه محوره( 7-7)

 xهمواره در امتداد محور چرخش زمین و از مرکز به سمت قطب شمال است. محورهای  zفضا است. محور 

لوتر از درجه ج y  ،31چرخند اما محور ها همراه با زمین نمیی استوایی زمین قرار دارند. آندر صفحه yو 

کند و لازم است در جهت چرخش زمین است. این به طور یکتا دستگاه مختصات را تعریف نمی xمحور 

( منطبق ببینیدرا  2-2-7 بخش) ECEFبا محورهای مختصات  لختزمانی را که محورهای مختصات 

                                                             
7 Earth-Centered Inertial Frame 
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شود، دو دستگاه را میشوند را مشخص کنیم. یک راه این است که به راحتی، وقتی که حل ناوبری آغاز می

 منطبق کنیم.

 

 ECIمحورهای دستگاه  :(1-1) شکل

، حرکت را نسبت اینرسیاز آن جهت در ناوبری حائز اهمیت است که سنسورهای  لختدستگاه مختصات 

 سازد.ترین شکل معادلات ناوبری را برای استفاده مهیا میگیرند و همچنین این دستگاه، سادهبه آن اندازه می

 7(ECEFمتصل)-مرکز زمین-دستگاه مختصات زمین 1-2-2

 گویند، مشابهمتصل، که معمولاً آن را به اختصار دستگاه زمین می-مرکز زمین-دستگاه مختصات زمین

با نماد  ECEFمانند. دستگاه که تمام محورها نسبت به زمین متصل باقی میاست، به جز این ECIدستگاه 

e کند، که به طور تقریبی ای است که سطح زمین را مدل میرکز بیضیشود و مرکزش در منشان داده می

 .قرار دارددر مرکز جرم 

همواره در امتداد محور چرخش زمین و  zدهد. محور را نشان می ECEFمحورهای دستگاه ، (2-7) شکل

النهار مرجع است که طول در راستای تقاطع استوا و نصف xاز مرکز به سمت قطب شمال است. محور 

                                                             
7 Earth-Centered Earth-Fixed Frame 
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شده با قانون دست راست را ی متعامد تشکیلهم مجموعه yکند. محور درجه را تعریف می صفرجغرافیایی 

 کند.تکمیل می

خواهد مکانش را نسبت به زمین بداند، بنابراین دستگاه زمین از آن جهت در ناوبری مهم است که کاربر می

 شود.عمولاً از این دستگاه هم به عنوان دستگاه مرجع و هم دستگاه حل استفاده میم

 

 ECEFمحورهای دستگاه : (2-1) شکل

 7دستگاه مختصات ناوبری محلی 1-2-3

ای است که در آن به دنبال یک حل شود. مرکز آن، نقطهدادن این دستگاه استفاده میبرای نشان nاز نماد 

محورهای دستگاه مختصات محلی ( 9-7) شکلی مورد نظر(. ناوبری هستیم )یعنی مثلاً در مرکز جرم وسیله

ت بردار عمود بر سطح شود، به صور( هم شناخته میD، که با عنوان محور پایین )zدهد. محور را نشان می

(، تصویر خط بین Nیا محور شمال ) xشکل مدل زمین و تقریباً به سمت مرکز زمین است. محور بیضی

 yی متعامد، محور است. با کامل کردن مجموعه zی متعامد بر محور بر روی صفحهکاربر تا قطب شمال 

 همچنین( 9-7) در شکل شود.می( نامیده E) همیشه به سمت شرق است و به همین خاطر محور شرق

 شوند، آورده شده است.نشان داده می λو  Lطول جغرافیایی که به ترتیب با نمادهای  عرض و

                                                             
7 Local Navigation Frame 
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ای خود را خواهد وضعیت زاویهدستگاه مختصات محلی از آن جهت در ناوبری اهمیت دارد که کاربر می 

و پایین بداند. این دستگاه، دستگاه حل راحت و مناسبی را برای مکان و  شرقهای شمال، نسبت به جهت

 شود.کند، اما به عنوان دستگاه مرجع از آن استفاده نمیسرعت فراهم می

 

 محورهای دستگاه محلی: (3-1) شکل

 7بدنهدستگاه مختصات  1-2-4

گیری شیئی را که به دنبال حل ناوبری برای آن هستیم را دستگاه مختصات جسم یا وسیله، مرکز و جهت

شود. مرکز این دستگاه، منطبق با مرکز دستگاه مختصات محلی است، اما محورها متصل به جسم شامل می

معمول حرکت(، محور محور جلو )جهت  xشوند که محور مانند و معمولًا به این صورت تعریف میباقی می

z  محور پایین )جهت معمول جاذبه(، و محورyی متعامد است. ی مجموعهکننده، محور راست و تکمیل

                                                             
7 Body Frame 
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( 4-7) شکل نامند.را به ترتیب محورهای رول، پیچ و یاو هم می z، و x ،yای، محورهای برای حرکت زاویه

 دهد.محورهای این دستگاه را نشان می

 

 دستگاه مختصات بدنه :(4-1) شکل

 نمادگذاری 1-3

های شود. اکثر کمیتدیگری بیان میبه ای یک دستگاه مختصات با توجه در ناوبری، حرکت خطی و زاویه

xای، با سه دستگاه مختصات سروکار دارند ، مثل مکان، سرعت، شتاب و سرعت زاویهشناسیجنبش
βα

γ: 

 گیرد، نام می 7هدفشود، که دستگاه دستگاهی که حرکت آن تشریح میβ. 

 گیرد، نام می 2شده نسبت به این دستگاه بوده و دستگاه مرجعدستگاهی که حرکت انجامα. 

 گیرد، نام می 9شود و دستگاه حلشده، در این دستگاه بیان میدستگاهی که حرکت انجامγ. 

 

 

                                                             
7 Object Frame 
2 Reference Frame 
9 Resolving Frame 
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 مدل زمین 1-4

ها، متداول است که زمین را به صورت یک بیضی مرجع مدل شدگی نسبی زمین در قطببه دلیل پهن

 .شوندتعریف می (7-7جدول )، پارامترهای WGS84 7کنند. مطابق این مدل و بر اساس استاندارد می

 پارامترهای مدل زمین (:1-1جدول)

a 2)بزرگ( اصلی شعاع = 6378137.0 m 

b 9(کوچک) شعاع فرعی = a(1 − f) = 6356752.3142m 

f 4فشردگی بیضی = (a − b)/a =  1/298.257223563 

e 5خروج از مرکزیت اصلی = [f(2 − f)]1/2 = 0.0818191908426 

Ω نرخ چرخش زمین = 7.292115 × 10−5 rad/s 

 

و  RNالنهار شده، برای عرض جغرافیایی مشخص، شعاع نصفکردن زمین مطابق بیضی مرجع گفتهبا مدل

 آیند:با معادلات زیر به دست می REشعاع متقاطع 

(7-7) RN =
a(1 − e2)

(1 − e2sin2L)3/2
 

(7-2) RE =
a

(1 − e2sin2L)1/2
 

 

                                                             
7 World Geodetic System 1984 
2 Length of the semi-major axis 
9 Length of the semi-minor axis 
4 Flattening of the ellipsoid 
5 Major eccentricity of the ellipsoid 
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 ی زمینمدل جاذبه 1-5

استفاده شده است. در  (g) ی زمینکردن جاذبهبرای مدل [15]شده در ئهارا مرجعنامه از مدل در این پایان

سطح دریا داده شده و نرخ تغییرات آن با تغییرات میزان جاذبه با عرض جغرافیایی در ( 9-7)ی معادله

 .آورده شده است( 4-7) در  (h) افزایش ارتفاع

(7-9) g(0) = 9.780318(1 + 5.3024 × 10−3sin2L − 5.9 × 10−6sin22L) m/s2  

(7-4) g(h) =
g(0)

(1 + h/R0)
2
 

  که:

(7-5) R0 = (RERN)1/2 

 

 ایسرعت زاویهبردار  1-6

ωβαای بردار سرعت زاویه 
γ  سرعت چرخش دستگاه مختصات𝛼  نسبت به دستگاه مختصاتβ  است که در

ای مربوط به آن را ، چرخش و همینطور جهت بردار سرعت زاویه(5-7) شکل شود.بیان می γمختصات 

 ی چرخش عمود است.ای بر صفحهدهد. بردار سرعت زاویهنمایش می

 

 ایبردار سرعت زاویه :(5-1) شکل
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 استفاده خواهد شد: INSای زیر در معادلات حاکم بر در ادامه از بردارهای سرعت زاویه

(7-6) ωie
n = [Ω cosL     0  − Ω sin L]T 

(7-1) ωen
n = [

vE

R0 + h
   

−vN

R0 + h
   

−vE tan L

R0 + h
]T 

(7-8) ωin
n = ωie

n + ωen
n  

ve سرعت هایمؤلفه Dvو  Nv ،Ev  که
n در راستاهای شمال، شرق و پایین هستند . 

 سنجو شتاب سکوپفاکتورهای کلیدی عملکرد ژیرو 1-7

 توان به موارد زیر اشاره کرد:از عوامل تاثیرگذار در عملکرد ژیروسکوپ می

 دهد.ی نویز سفید فرکانس بالا رخ میخطای متوسطی که در نتیجه :1نویز یا گام تصادفی زاویه

تواند مقداری را به اشتباه ثبت کند که به آن خطای بایاس ثابت می سکوپیک ژیرو :2خطای آفست بایاس

آل )یعنی بدون تغییر دما، برای یک محیط ایده C°25گویند. این انحراف از صفر، معمولاً در دمای آفست می

 شود.لرزش، شوک یا میدان مغناطیسی( داده می

نس ی تکنیک واریاکه به وسیله آلت و محیط ایدهناپایداری آفست بایاس در هر دمای ثاب :3ناپایداری بایاس

 شود.گیری میاندازه 4لنآ

توان با کند. این مورد را میآفست بایاس یک ژیرو با تغییرات دمایی تغییر میحساسیت دمایی: 

 کالیبراسیون بهبود بخشید.

                                                             
7 Angle Random Walk (ARW) 
2 Bias Offset Error 
9 Bias Instability 
4 Allan Variance 
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دل م سکوپژیروتوان با نویز و آفست بایاس در خروجی شوک و لرزش را میحساسیت به شوک و لرزش: 

 ها را به آسانی با کالیبراسیون بهبود داد.توان آنشوند که نمیکرد که باعث خطاهای بزرگی می

سنج هم نقش دارند. در ادامه به بررسی عامل گام تصادفی شده در عملکرد شتابعواملی مشابه عوامل یاد

 سنج خواهیم پرداخت.در ژیروسکوپ و شتاب

 تصادفی زاویهگام  1-7-1

برداری تحت مزاحمت نویزهای ترمومکانیکی است که با نرخی بسیار بالاتر از نرخ نمونه سکوپژیرو خروجی

 با یهای به دست آمده از سنسور، تحت مزاحمت نویز سفیدشود. در نتیجه نمونهسنسور، بالا و پایین می

 است. σ2واریانس 

رای که از قانون مستطیلی ب کنیممی فرضشده گرفتهی تأثیر این نویز بر سیگنال انتگرالبرای مشاهده

ی نویز سفید باشد. هر امین متغیر تصادفی در سلسله-Ni  ،iگیری استفاده شده است. فرض کنید انتگرال

Ni  به طور مشابه با میانگینE(Ni) = Var(Ni)و واریانس 0 = گیری کاری بهتوزیع شده است. نتیجه 0

tی زمانی در بازه ϵ(t)ویز سفید گیری سیگنال نقانون مستطیلی برای انتگرال = n. δt :به صورت زیر است 

(7-3) ∫ ϵ(t) =
t

0

 δt ∑Ni

n

i=1

 

 

ها برداریزمان بین نمونه δtی زمانی است و های برداشته شده توسط دستگاه در بازهتعداد نمونه nکه 

E(aXهای با استفاده از فرمول است. + bY) = aE(X) + bE(Y) و 

Var(aX + bY) = a2Var(X) + b2Var(Y) + 2abCov(X, Y) گیری کرد که:توان نتیجهمی 
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(7-71) E(∫ ϵ(τ)
𝑡

0

𝑑𝜏) = 𝑛. 𝛿𝑡. E(n) = 0 

(7-77) Var (∫ ϵ(τ)
𝑡

0

𝑑𝜏) = 𝛿𝑡2. n. Var(N) = 𝛿𝑡. 𝑡. 𝜎2 

کند که شده تولید میگرفتهدر نتیجه نویز، یک خطای گام تصادفی با میانگین صفر در سیگنال انتگرال

 انحراف معیارش به صورت زیر است:

(7-72) σθ(t) = σ.√δt. t 

 کند.انحراف معیار متناسب با جذر زمان رشد مییعنی 

ها معمولاً نویز شده مطالعه کنیم، سازندهگرفتهمندیم تأثیر نویز را بر سیگنال انتگرالاز آنجا که معمولاً علاقه

 کنند:مشخص می (ARW)را با گام تصادفی زاویه 

(7-79) ARW = σθ(1) 

انحراف معیار خطای ،  h√/°0.2برابر با  ARWبا  سکوپبرای مثال یک ژیرو. است h√/°که دارای واحد 

 خواهد بود و به همین ترتیب. °2√0.2و بعد از دو ساعت برابر با  °0.2اش بعد از یک ساعت زاویه

 سنجگام تصادفی در شتاب 1-7-2

نشان داده  7-1-7 سنج تحت تأثیر نویز سفید قرار دارند. در بخشآمده از شتابدستهای خروجی بهنمونه

رشد  t√کند که انحراف معیارش متناسب با گیری از نویز سفید، یک گام تصادفی ایجاد میشد که انتگرال

ده شای را روی سرعت محاسبهتصادفیسنج، چنین گامکند. در نتیجه نویز سفید روی خروجی شتابمی

مشابه  شده، تحلیلیانی محاسبهسنج روی موقعیت مککند. برای بررسی تأثیر نویز سفید شتابایجاد می

 گیریم.سنج، دو بار انتگرال میآمده از شتابدستهای بهدهیم و از نمونهانجام می
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(7-74) ∫ ∫ ϵ(τ)
t

0

t

0

dτdτ = δt ∑δt ∑Nj = δt2
i

j=1

n

i=1

∑(n − i + 1)

n

i=1

Ni 

 

 آید:خطای مورد انتظار برای موقعیت به صورت زیر به دست می

(7-75) E(∫ ∫ ϵ(τ)
t

0

t

0

dτdτ) = δt2 ∑(n − i + 1)

n

i=1

E(Ni) = 0 

 شود:واریانس به صورت زیر محاسبه میو 

(7-76) 

Var (∫ ∫ ϵ(τ)
t

0

t

0
dτdτ) = δt4 ∑ (n − i + 1)2n

i=1 Var(Ni) =

δt4n(n+1)(2n+1)

6
Var(N) ≈ 1

3
 . δt . t3 . σ2 

 

برداری بزرگ است(. این کوچک است )یعنی فرکانس نمونه δtزدن با این فرض صورت گرفته که که تقریب

در  𝜎𝑠(t)سنج یک گام تصادفی با میانگین صفر و انحراف معیار دهد که نویز سفید شتابتحلیل نشان می

 کند که:تولید میموقعیت 

(7-71) σs(t) ≈ σ . t
3

2⁄  . √
σt

3
 

 فیلتر کالمن 1-8

 7یافتهتر کالمن توسعهلگیرد. فیفیلتر کالمن صورت میاز طریق  GPSو  INSطور که گفته شد، اجتماع همان

 شود.ترین فیلتر برای این کار است که در این بخش به اختصار توضیح داده میمعمول

                                                             
7 Extended Kalman Filter (EKF) 
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 سیستم خطی گسسته زیر را در نظر بگیرید:

(7-78) xk = Φk−1xk−1 + wk−1 

 (7-73) zk = Hkxk + vk 

نویز اندازه گیری بوده و هر دو فرایند نویز سفید، ناهمبسته، با میانگین صفر و  vkنویز پردازش و ، wkکه 

 می باشند. Rkو  Qkدارای ماتریس کوواریانس به ترتیب 

تعیین  z0 ،z1  ، ... ،zkی خروجی را بر اساس معلومات دنباله xkی فیلتر کالمن، تخمین جاری بهینه

E[ekekاست که برابر  Pkکوواریانس خطای تخمین  نکردنیممکند. معیار تخمین بهینه، میمی
T]  می باشد

خواهیم . یعنی آنکه میبردار خطا است که از تفاضل تخمین بهینه از بردار حالت به دست می آید ekو 

بردار دلخواه -nیک  αکه در آن  α∗P(k)αی دوم را چنان تعیین کنیم که شکل درجه xkی تخمین بهینه

E[ekنیمم است، آنگاه میانگین مربع خطا می P(k)نیمم باشد. همچنین هنگامی که است می
Tek] نیمم می

 رسانی مطابق زیر است:روزبینی و بهی پیشالگوریتم فیلتر کالمن در دو مرحله شود.می

 بینیی پیشمرحله

(7-21) xk|k−1 = Φkxk−1|k−1 

(7-27) Pk|k−1 = ΦkPk−1|k−1Φk
T + Qk 

 رسانی روزبهی مرحله

(7-22) Kk = Pk|k−1Hk
T(HkPk|k−1Hk

T + Rk)
−1 

(7-29) xk|k = xk|k−1 + Kk(zk − Hkxk|k−1) 

(7-24) Pk|k = Pk|k−1 − KkHkPk|k−1 

 بهره کالمن است. Kkکه 
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 رید:خطی گسسته زیر را در نظر بگیسیستم غیرباشند. خطی میها دارای معادلات غیردر عمل بیشتر سیستم

(7-25) xk = f(xk−1) + wk−1 

(7-26) zk = h(xk) + vk 

.)fکه  .)hو  ( سازی به خطی با استفاده از بسط تیلور، اقدام، EKFالگوریتم خطی هستند. در توابعی غیر (

.)fهای ژاکوبین توابع ماتریسکنیم. به این صورت که اگر سیستم می .)h و ( توانیم بنامیم، می Hkو  Φkرا  (

 یافته استفاده کنیم.برای فیلتر کالمن توسعه( 24-7( تا )21-7های )از فرمول
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 فصل دوم

مکعبیحجمبررسی فیلتر کالمن 
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 فیلتر بیزین   2-1

 معادلات سیستم شامل مدل سیستم و مدل مشاهده به صورت زیر را در نظر بگیرید:

(2-7) xk = f(xk−1 , uk−1) + qk−1 

(2-2) 
zk = h(xk , uk) + rk 

، ناهمبسته، با میانگین صفر گوسینویز اندازه گیری بوده و هر دو فرایند نویز  rkنویز پردازش و ، qk−1که  

ی تابع در تخمین بیزین هدف اصلی، محاسبهمی باشند.  Rkو  Qk−1و دارای ماتریس کوواریانس به ترتیب 

در  است. kتا  7از زمان  هاو ورودی گرفتهصورتمشاهدات  Dkاست که در آن  p (xk |Dk)چگالی احتمال 

 :[10] رسیممی Pk | k−1و کوواریانس  x̂k|k−1ی میانگین برای محاسبهبینی به معادلات زیر ی پیشمرحله

(2-9) x̂k|k−1 =  ∫ f ( xk−1, uk−1) 𝒩 (xk−1;  x̂k−1 | k−1 , P k−1 | k−1 )dxk−1 
 

ℝnx

 

(2-4) 

Pk | k−1

= ∫ f ( xk−1, uk−1)f
T ( xk−1, uk−1) 𝒩 (xk−1;  x̂k−1 | k−1 , P k−1 | k−1 )dxk−1 

 

ℝnx

 

− x̂k|k−1 x̂k | k−1
T + Qk−1 

.)𝒩که  , . راکی بودن اشتبا فرض گوسیگیری، سازی اندازهی بهنگامبرای مرحلهنماد چگالی گوسی است.  (

 :[10] گیری داریماندازه-حالت

(2-5) p(xk|Dk) = 𝒩(xk; x̂k|k, Pk|k) 

(2-6) x̂k|k = x̂k|k−1 + Wk(zk − ẑk|k−1) 

(2-1) 
Pk|k = Pk|k−1 − WkPzz,k|k−1Wk

T 

 که:
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(2-8) Wk = Pxz,k|k−1Pzz,k|k−1
−1  

(2-3) Pxz,k|k−1 = ∫ xkh
T(xk, uk)𝒩(xk; x̂k|k−1, Pk|k−1)dxk

ℝnx

− x̂k|k−1ẑk|k−1
T  

(2-71) Pzz,k|k−1 = E[(zk − ẑk|k−1)(zk − ẑk|k−1)
T
|Dk−1] 

=∫ h(xk, uk)h
T(xk, uk)𝒩(xk; x̂k|k−1, Pk|k−1)dxkℝnx

− ẑk|k−1ẑk|k−1
T + Rk 

(2-77) 
ẑk|k−1 = E[(zk|Dk−1]=∫ h(xk, uk)𝒩(xk; x̂k|k−1, Pk|k−1)dxkℝnx

 

 قوانین حجم مکعبی   2-2

 کنیم:توجه خود را به انتگرالی به شکل زیر معطوف می

(2-72) I(f) = ∫ f(x) exp(−xTx) dx
ℝn

 

xیعنی با تبدیل  با تغییر متغیر از مختصات کارتزین به مختصات کروی = ry این انتگرال به دو انتگرال ،

 یک انتگرال شعاعی ؛شودمیتفکیک 

(2-79) I(f) = ∫ S(r)rn−1 exp(−r2) dr
∞

0

 

 و یک انتگرال کروی

(2-74) S(r) = ∫ f(ry)dσ(y)
Sn

 

Snای است که با سطح کره Snکه  = {yϵℝn|yTy = .)σشود و تعریف می {1  Snالمان سطحی روی  (

 مکعبی کروی وتوان به طور جدا و به ترتیب با قانون حجمحال این دو انتگرال کروی و شعاعی را میاست. 

 محاسبه کرد. 7قانون تربیع گوسی

                                                             
7 Gaussian Quadrature Rule 
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د. به انتوزیع شده مبدأمکعبی متقارن، نقاط با وزن یکسان به طور متقارن، حول در یک مجموعه نقاط حجم

u به شکل uهای لفهی مؤاین مجموعه گویند اگر برا 7ی مولد، نقطهuی نقطه =

(u1, u2, … , ur, 0,… ,0) ∈ ℝn  داشته باشیم: 

1-, i=1,2,…,r >0i+1≥uiu 

 زیر است حجم مکعبی ی مجموعه نقاطنماینده ℝ ∋ [1]2برای مثال، 

{(
1

0
) , (

0

1
) , (

−1

0
) , (

0

−1
)} 

1)که 
0
 مولد است. (

ی سه تخمین تواند با یک قانون حجم مکعبی کروی درجهمی (74-2) ، انتگرال2عدم تغیری با توجه به قضیه

 رسیم:زده شود که در نتیجه به حاصل جمع زیر می

(2-75) ∫ f(ry)dσ(y) ≈ ω∑ f([u]i)

2n

i=1Sn

 

ی حجم نقطه 2nتحت جایگشت و تغییر علامت، نامتغیر است، که به معنی آن است که  [u] مجموعه نقاط 

dnهای ایجملهمکعبی برای تخمین انتگرال کافی است. برای انتخاب بالا، تک
n…yd2

2yd1
1y  که مجموع

∑ di
n
i=1 شوند.گیری میفرد باشد، به طور دقیق انتگرال 

ی سه دقیق سازیم، نیاز داریم که قانون برای ایهای تا درجهجملهی تکبرای اینکه این قانون را برای همه

∑ابعاد زوج  di = {0,2}n
i=1 .ای از جملهاین کار با حل پارامترهای نامعلوم برای یک تابع تک دقیق باشد

                                                             
7 Generator 
2 Invariance Theory 
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f(y)و  f(y)=1را به شکل  (.)f شود. ما دو تابعمحقق می n=2و  n=0ی درجه = y1
گیریم. در نظر می 2

 رسیم:ی زیر میاز این کار به دو معادله

(2-76) f(y) = 1:                     2nω = ∫ dσ(y) = An
Sn

 

(2-71) f(y) = y1
2:                   2ωu2 = ∫ y1

2dσ(y) =
1

n
An

Sn

 

𝑢2دهد که حل این معادلات نتیجه می. بعدی استn- ی واحد ی سطحی کرهناحیه Anکه  = 𝜔      و 1 =

𝐴𝑛

2𝑛
ی واحد و محورها ای انتخاب شوند که در تقاطع کرهتوانند به گونه. در نتیجه نقاط حجم مکعبی می 

 .واقع شده باشند

tبا یک تغییر متغیر دیگر به صورت ( 79-2)ی شده در معادلهانتگرال شعاعی تعریف = r2 تواند به فرم ، می

 :دهدتبدیل شود، که نتیجه می 7لاگر-انتگرال گوس

(2-78) ∫ S(r)
∞

0
rn−1 exp(−r2) dr =

1

2
∫ S̃(t)

∞

0
t
n

2
−1 exp(−t) dt = ∑ ωi

m
i=1 S̃(ti)  

 آیند:ی زیر به دست میتوسط رابطه ωiهای است و وزن mL(t)ای لاگر ی چند جملهامین ریشه - ti  ،iکه 

(2-73) ωi =
ti

(m + 1)2(Lm+1(ti))
2 

S ̃(t)ی اول برای لاگر درجه- گوسیک قانون  = {1, t}  یا به طور معادل برای(S(r) = {1, r2}  ) دقیق

شعاعی ترکیبی به علت – مکعبی کروی که در قبل آمده، قانون کرویبه خاطر خصوصیات قانون حجم است.

شعاعی برای  -شود. بنابراین برای اینکه قانون کرویی فرد، صفر میایهای درجهجملهی چندتقارن برای همه

                                                             
7 Gauss-Laguerre 
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ی اول لاگر درجه -از قانون گوس دقیق باشد کافی است n∈ ℝ xی سه در ایهای تا درجهجملهی چندهمه

 به فرم زیر استفاده شود:

(2-21) ∫ S̃i(t)
∞

0

t
n
2
−1 exp(−t) dt = ω1S̃i(t1),      i = {0,1} 

 

S̃0(t)که  = S̃1(t)و  1 = t .  ی ی اول با استفاده از نقطهلاگور درجه -گوستخمینt1 =
n

2
ω1و وزن    =

Γ(
n

2
.)Γساخته شده است که  ( ی تواند با استفاده از معادلهتابع گاما است. تخمین فرم شعاعی نهایی می (

 به شکل زیر نوشته شود:( 2-78)

(2-27) ∫ S(r)
∞

0

rn−1 exp(−r2) dr ≈
1

2
Γ (

n

2
)S (√

n

2
) 

 

ی حجم ی سوم از نقطهداریم، که قانون درجه( 75-2)ی حال ما یک تخمین برای انتگرال کروی معادله

Anو وزن  [1]مکعبی 

2n
2برابر است با  𝐴𝑛ی سطحی آید که ناحیهبه دست می  

πn/2

Γ(n/2)
گیری نتایج کار. با به 

کنیم تا یک تخمین را ترکیب می( 27-2)و  (75-2) آمده برای انتگرال کروی و شعاعی، معادلاتدستبه

 به صورت زیر به دست آوریم: (72-2) ی سه برایحجم مکعبی درجه

(2-22) I(f) ≈
√πn

2n
∑f(

2n

i=1

√
n

2
[1]i) 

ی سه را برای یک انتگرال دلخواه به شعاعی درجه -مکعبی کرویتوانیم قانون حجمر متغیر مییبا یک تغی

 ، به دست آوریم. نتیجه به صورت زیر است:خطی ضرب در گوسیتابع غیرشکل 

(2-29) ∫ f(x)𝒩(x|μ, Σ)dx ≈ ∑ωif(√Σξi + μ)

2n

i=1ℝn
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ξiمکعبی به صورت که نقاط حجم = √n[1]i  اوزان به صورت ،ωi =
1

2n
نقاط تقاطع بین  𝑖[1]، و نقاط  

 بعدی واحد هستند. – nی محورهای کارتزین و کره

 مکعبیحجمکالمن فیلتر    2-3

 شود.روزرسانی ارائه میبینی و بهی پیشمکعبی در دو مرحلهدر این بخش الگوریتم فیلتر کالمن حجم

 یبینی پیشمرحله  2-3-1

, ξiمکعبی نقاط حجم .7 i = 1, … ,2n ی واحد را از تقاطع کرهn – بعدی و محورهای کارتزین به دست

 ضرب کنید. یعنی: n√ها را در آورید. سپس آن

(2-24) ξi = {
√nei, , i = 1, … , n

−√nei−n, , i = n + 1, … ,2n
 

 مثلثی است.پایین 7ولسکیچفاکتور  ،ی دوممکعبی را انتشار دهید. ماتریس ریشهنقاط حجم .2

(2-25) Xi,k−1|k−1 = √Pk−1|k−1ξi + x̂k−1|k−1 

 مکعبی را با تابع دینامیک مدل، ارزیابی کنید.نقاط حجم .9

(2-26) Xi,k|k−1
∗ = f(Xi,k−1|k−1) 

 شده را تخمین بزنید.بینیمیانگین حالت پیش .4

(2-21) x̂k|k−1 =
1

2n
∑ Xi,k|k−1

∗

2n

i=1

 

                                                             
7 Cholesky Factor 
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 شده را تخمین بزنید.بینیکوواریانس خطای پیش .5

(2-28) Pk|k−1 =
1

2n
∑Xi,k|k−1

∗ Xi,k|k−1
∗T − x̂k|k−1x̂k|k−1

T + Qk−1

2n

i=1

 

 رسانیروزی بهمرحله  2-3-2

, ξiمکعبی نقاط حجم .7 i = 1, … ,2n ی واحد را از تقاطع کرهn – بعدی و محورهای کارتزین به

 ضرب کنید. n√ها را در دست آورید. سپس آن

 مکعبی را انتشار دهید.نقاط حجم .2

(2-23) Xi,k|k−1 = √Pk|k−1ξi + x̂k|k−1 

 گیری ارزیابی کنید.تابع مدل اندازهمکعبی را با کمک نقاط حجم .9

(2-91) Zi,k|k−1 = h(Xi,k|k−1) 

 شده را تخمین بزنید.بینیی پیشاندازه .4

(2-97) ẑk|k−1 =
1

2n
∑Zi,k|k−1

2n

i=1

 

 را تخمین بزنید. 7ماتریس کوواریانس تغییر .5

(2-92) Pzz,k|k−1 =
1

2n
∑Zi,k|k−1Zi,k|k−1

T − ẑk|k−1ẑk|k−1
T + Rk

2n

i=1

 

 را تخمین بزنید. 2ماتریس کوواریانس متقابل .6

                                                             
7 Innovation Covariance Matrix 
2 Cross_covariance Matrix 
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(2-99) Pxy,k|k−1 =
1

2n
∑ Xi,k−1|k−1𝑍

T − x̂k|k−1ẑk|k−1
T

2n

i=1

 

 شده را حساب کنید.روزو میانگین و کوواریانس حالت به Wk ی کالمنبهره .1

(2-94) Wk = Pxz,k|k−1Pzz,k|k−1
−1  

(2-95) x̂k|k = x̂k|k−1 + Wk(zk − ẑk|k−1) 

(2-96) Pk|k = Pk|k−1 − WkPzz,k|k−1Wk
T 

 CKF و EKFی فیلترهای مقایسه   2-4

و دقت تخمین آن با استفاده از بسط تیلور مورد ارزیابی قرار گرفته و ارتباط  CKFدر این بخش، عملکرد 

 در تحلیل آورده شده است. EKFو  CKFبین 

 رسانی زمانیروزبه  2-4-1

 x̂k−1|k−1با میانگین  xk−1|k−1متغیر تصادفی  دهیم. با در نظر گرفتنعبارات تیلور بسط میبه  را CKFابتدا 

,xk−1|k−1~𝒩(x̂k−1|k−1که از توزیع گوسی  Pk−1|k−1و ماتریس کوواریانس  Pk−1|k−1) ند و کتبعیت می

xk−1|k−1به صورت  xk−1|k−1∆با تعریف  − x̂k−1|k−1  با توزیع گوسی∆xk−1|k−1~𝒩(0, Pk−1|k−1)  ،

 :به یک سری تیلور بسط داده شود x̂k−1|k−1 مطابق زیر حول تواند می f(xk−1|k−1) حالتتابع گذار 

(2-91) 

f(xk−1|k−1) = f(x̂k−1|k−1 + ∆xk−1|k−1) 

= f(x̂k−1|k−1) + D∆xk−1|k−1
f +  

D∆xk−1|k−1
2 f

2!
+

D∆xk−1|k−1
3 f

3!
+

D∆xk−1|k−1
4 f

4!
+ ⋯ 

 

 

D∆xfکه  = [(∆xT∇)f(x)T]T|x=x̂  دیفرانسیل  ∇و ،f(x) .است 
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χi,k−1|k−1 مکعبیجایگذاری نقاط حجمبا   = x̂k−1|k−1 + √nPk−1|k−1[1]i مقدار   (91-2) یمعادله در ،

 زیر است: مکعبی به صورتی حجمی تابع گذار حالت برای هر نقطهشدهبینیپیش

(2-98) 
χi,k|k−1
∗ = f(χi,k−1|k−1) = f(x̂k−1|k−1 + ∆xk−1|k−1) = 

f(x̂k−1|k−1) + D∆xk−1|k−1
f + 

D∆xk−1|k−1
2 f

2!
+

D∆xk−1|k−1
3 f

3!
+

D∆xk−1|k−1
4 f

4!
+ ⋯ 

 شده برای میانگین به صورت زیر است:بینیتخمین پیش

(2-93) 

xk|k−1 =
1

2n
∑ χi,k|k−1

∗2n
i=1 =

1

2n
∑ f(x̂k−1|k−1 + ∆xk−1|k−1)

2n
i=1   

=
1

2n
∑( f(x̂k−1|k−1) + D∆xk−1|k−1

f +
D∆xk−1|k−1

2 f

2!
+ 

D∆xk−1|k−1

3 f

3!

2n

i=1

 

+
D∆xk−1|k−1

4 f

4!
+ ⋯) 

 

حاصل جمع صفر را  ،به صورت متقارن توزیع شده است، تمام لحظات فرد xk|k−1∆با در نظر گرفتن اینکه 

 شود:به صورت زیر محاسبه می xk|k−1دهند. بنابراین می

(2-41) 

 

xk|k−1 = f(x̂k−1|k−1) +
1

2n
∑(

D∆xk−1|k−1

2 f

2!
+

D∆xk−1|k−1

4 f

4!
+ ⋯ )

2n

i=1

 

 

 ی دو داریم:با صرف نظر از عبارات بالاتر از مرتبه

(2-47) xk|k−1 = f(x̂k−1|k−1) + E [
D∆xk−1|k−1

2 f

2!
] 

 

D∆xk−1|k−1که 

2 f/2! = D∆xk−1|k−1
(D∆xk−1|k−1

f)/2! = (∇T∆xk−1|k−1∆
Txk−1|k−1∇/2!)f . 

E[∆x∆xT]با توجه به تعریف ماتریس کوواریانس که  = P ی دوم در بسط تیلور به صورت، عبارت مرتبه 

(2-42) E [
D∆xk−1|k−1

2 f

2!
] =

∇TPk−1|k−1∇f

2!
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 آید.به دست می

 آید:به این صورت به دست می CKFحالت توسط  بینیپیش نتیجه در

(2-49) xk|k−1 = f(x̂k−1|k−1) +
∇TPk−1|k−1∇f

2!
 

 

 ی زیر است:به صورت رابطه Pk|k−1آورده شده،  CKFاز الگوریتم  (28-2ی )معادلههمانطور که در 

(2-44) Pk|k−1 = E [(χi,k|k−1
∗ − xk|k−1)(χi,k|k−1

∗ − xk|k−1)
T
] + Qk 

 

χi,k|k−1، ی سومبالاتر از مرتبهپوشی از عبارات پس از چشم
∗ − xk|k−1 شود:به صورت زیر محاسبه می 

(2-45) 

χi,k|k−1
∗ − xk|k−1 

= D∆xk|k−1
f +

D∆xk|k−1
2 f

2!
+ 

D∆xk|k−1
3 f

3!
−  E [

D∆xk|k−1
2 f

2!
] 

 

شود و ماتریس برابر صفر می xk|k−1∆، مقدار میانگین تمام عبارات فرد xk|k−1∆با در نظر گرفتن تقارن 

 شود:به این صورت محاسبه می کوواریانس حقیقی

(2-46) 

Pk|k−1 = E[D∆xk|k−1
f(D∆xk|k−1

f)T +
D∆xk|k−1

f (D∆xk|k−1

3 f)
T

3!
 

+
D∆xk|k−1

2 f (D∆xk|k−1

2 f)
T

2 × 2!
+

D∆xk|k−1

3 f (D∆xk|k−1
f)

T

3!
] 

− E [
D∆xk|k−1

2 f

2!
]  E [

D∆xk|k−1

2 f

2!
]

T

+ Qk 

 

 ی زیر برقرار باشداگر رابطه

(2-41) D∆xf = ΦkΔx 

 بازنویسی شود. (48-2ی )رابطهتواند به شکل می (46-2) یمعادلهاست،  (.)fماتریس ژاکوبین  Φ𝑘که 
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(2-48) 

Pk|k−1 = ΦkPk−1|k−1Φk
T +  E[

D∆xk−1|k−1
f(D∆xk−1|k−1

3 f)
T

3!
 + 

D∆xk−1|k−1
2 f(D∆xk−1|k−1

2 f)
T

2×2!
+

D∆xk−1|k−1
3 f(D∆xk−1|k−1

f)
T

3!
] −

[(
∇TPk−1|k−1∇

2!
) f] [(

∇TPk−1|k−1∇

2!
) f]

T

+ Qk 

 

 

ی دوم یک قادر به نگهداری و تولید عبارات مرتبه CKFتوان فهمید که می (48-2)و  (49-2) معادلاتاز 

شده اعمال شود، عبارات سازیحال اگر این فیلتر به یک سیستم خطی یا خطیاینخطی است. باسیستم غیر

 EKFمشابه  (48-2)و  (49-2) معادلاتی دوم، صفر خواهد شد. در نتیجه، ی بالاتر از جمله مرتبهمرتبه

 خواهد شد.

 گیریرسانی اندازهروزبه  2-4-2

با توزیع گوسی  Pk|k−1و ماتریس کوواریانس  x̂k|k−1با میانگین   xk|k−1با در نظر گرفتن متغیر تصادفی 

xk|k−1~𝒩(x̂k|k−1, Pk|k−1)  تعریفو با ∆xk|k−1 به عنوان xk|k−1 − x̂k|k−1  توزیع گوسی باو 

∆xk|k−1~𝒩(0, Pk|k−1)  ،گیری در تحلیل قبل نشان داده شد، تابع اندازهطور که همانh(xk|k−1) 

  بسط داده شود: x̂k|k−1تواند به یک سری تیلور حول می

(2-43) 

h(xk|k−1) = h(x̂k|k−1 + ∆xk|k−1) = h(x̂k|k−1) + D∆xk|k−1
h +

D∆xk|k−1
2 h

2!
+ 

D∆xk|k−1
3 h

3!
+

D∆xk|k−1
4 h

4!
+ ⋯ 

 

xi,k|k−1با جایگذاری نقاط حجم مکعبی  = x̂k|k−1 + √nPk|k−1[1]i  بینی هر ، پیش (43-2) یمعادلهدر

 .است (51-2ی )رابطهگیری به صورت ی حجم مکعبی توسط تابع اندازهنقطه
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(2-51) 

Zi,k|k−1 = h(χi,k|k−1) = h(x̂k|k−1 + ∆xk|k−1) = h(x̂k|k−1) +  

D∆xk|k−1
h +

D∆xk|k−1

2 h

2!
+

D∆xk|k−1

3 h

3!
+

D∆xk|k−1

4 h

4!
+ ⋯ 

 

ی بالاتر، مقدار حالت، با صرف نظر از عبارات مرتبهی تابع گذار شدهبینیهمانند محاسبات در مقدار پیش

 به این صورت است: گیریمیانگین نقاط حجم مکعبی اندازه

(2-57) zk|k−1 = h(x̂k|k−1) +
∇TPk|k−1∇h

2!
 

 داریم: Pzz,k|k−1طبق تعریف 

(2-52) 
Pzz,k|k−1 = E [(Zk|k−1 − zk|k−1)(Zk|k−1 − zk|k−1)

T
] + Rk 

 

Zk|k−1عبارت  − zk|k−1 محاسبه شود:تواند به صورت زیر می 

(2-59) 
Zk|k−1 − zk|k−1 = D∆xk|k−1

h +
D∆xk|k−1

2 h

2!
  +

D∆xk|k−1
3 h

3!
− E [

D∆xk|k−1
2 h

2!
] 

 

 

شود و ماتریس برابر صفر می xk|k−1∆ فردی مرتبه، مقدار میانگین تمام عبارات  xk|k−1∆با اعمال تقارن 

 شود:کوواریانس به این صورت محاسبه می

(2-54) 

Pzz,k|k−1 = E[D∆xk|k−1
h (D∆xk|k−1

h)
T

 +
D∆xk|k−1

h(D∆xk|k−1
3 h)

T

3!
 

+
D∆xk|k−1

2 h(D∆xk|k−1
2 h)

T

2×2!
 +

D∆xk|k−1
3 h(D∆xk|k−1

h)
T

3!
] −

E [
D∆xk|k−1

2 h

2!
] E [

D∆xk|k−1
2 h

2!
]

T

+  Rk  
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 ی زیر برقرار باشد:اگر رابطه

(2-55) D∆xh = HkΔx 

 

 تواند به شکل زیر بازنویسی شود:می (54-2) یمعادلهاست،  (.)hماتریس ژاکوبین  Hkکه 

(2-56) 

Pzz,k|k−1 = HkPk|k−1Hk
T +  E[

D∆xk|k−1
h(D∆xk|k−1

3 h)
T

3!
 + 

D∆xk|k−1
2 h(D∆xk|k−1

2 h)
T

2×2!
+

D∆xk|k−1
3 f(D∆xk|k−1

h)
T

3!
] −

E [(
∇TPk|k−1∇

2!
) h] E [(

∇TPk|k−1∇

2!
) h]

T

+ Rk 

 

 شود:به صورت زیر تعریف می Pxz,k|k−1طبق تعریف، 

(2-51) 

Pxz,k|k−1 =  E [(χk|k−1 − xk|k−1))(Zk|k−1 − zk|k−1)
T
]= 

 E [∆xk|k−1 (D∆xk|k−1
h +

D∆xk|k−1

2 h

2!
+

D∆xk|k−1

3 h

3!
)

T

] 

 

 ی زیر رسید:توان به معادلهمی (51-2( تا )55-2) معادلات اعمالبا 

(2-58) Pxz,k|k−1=Pk|k−1Hk
T +  E [∆xk|k−1

D∆xk|k−1
3 h

3!
]

T

 

 

های مطابق فرمول ی حالت و ماتریس کوواریانسشدهروزمقادیر به و لمن حجم مکعبیی کابهرهو سپس 

 آیند.می( به دست 95-2( تا )2-94)

ی ی اول، بلکه به عبارات مرتبهنه تنها به عبارات مرتبه CKFتوان فهمید که می CKFاز تحلیل دقت تخمین 

برای حفظ مراتب بالاتر توابع غیرخطی را  CKFدوم ماتریس کوواریانس مرتبط است که نشان از توانایی 
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ی اینکه سیستم خطی باشد، عبارات مرتبه دارد. با این حال اگر غیرخطی بودن سیستم خیلی زیاد نباشد یا

 یابد.تنزل می EKFبه  CKF رفتار شوند وبالاتر صفر می

هنگام اعمال به سیستم  UKFهای فیلتر غیر خطی مثل نشان داده شده، روش [18-16]درطور که همان

دهند، هرچند این منابع که مدلی خطی داشته باشد، بهبودی در دقت تخمین نشان نمی GPS/IMUناوبری 

کنند. محققان حساسیت های فیلتر غیرخطی اشاره می، با به کارگیری این روش7به بهبود میزان مقاومت

EKF  وUKF  را تحلیل کرده و به دقت تخمین مشابهEKF  وUKF هر چند مدل  اشاره دارند.[19,20]  رد

شده در آن تحلیل، رفتاری همانند یک مدل خطی دارد. بنابراین انتظار عملکردی مشابه از گرفتهکاربه

به یک سیستم با تابع  CKF، نامهدر این پایان رورود. در تحلیل پیشهای فیلتر خطی و غیر خطی میروش

 نشان داده شود. GPS/IMUشود تا مزایای آن در سیستم ناوبری اعمال میگذار غیر خطی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
7 Robustness 
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 فصل سوم

 سازی و نتایجشبیه
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  تجزیه به مقدار ویژهپذیری بر اساس یتوی ردرجه   3-1

و سپس توضیح چگونگی  7پذیری بر اساس تجزیه به مقدار ویژهی رویتدر این فصل پس از معرفی درجه

را  EKFی آن با و مقایسه CKF، سناریوی پیشنهادی برای بررسی عملکرد  GPS/INSسازی تلفیق شبیه

 کنیم.سازی را بیان میمطرح کرده و سپس نتایج شبیه

 شود:ثابت به صورت زیر مدل میایی تکهیک سیستم گسسته

(9-7) 
{

X(k + 1) = ϕjX(k) + φjU(k)

Z(k + 1) = HjX(k)
    j=1,2,…,r 

 

ثابت هستند، اما ممکن است از بخشی به بخش دیگر  Hjو  ϕj  ،φjهای ماتریس j زمانی برای هر بخش

 به صورت j هر بخش پذیریتغییر کنند. از آنجا که ماتریس رؤیت

(9-2) 
Qj

T = [Hj
T  ⋮  ϕj

THT  ⋮ ⋯ ⋮  (ϕj
n−1)T Hj

T] 

 

QS(r)به صورت  پذیری برهنهیتوماتریس ر، شده استتعریف  = [Q1 Q2  … Qr]
T شود.تعریف می 

Uمتعامد واحد  های، ماتریس SVDبر اساس تئوری  = [u1, u2, … , um] وV = [v1, v2, … , vr]  وجود دارند

 به طوری که:

(9-9) QS(r) = UΣVT 

                                                             
7 Singular Value Decomposition (SVD) 
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Σکه  = [S  0(m−r)⨉r]  و استS = diag(σ1 σ2  … σr) ماتریسی قطری است که 

σ1 ≥ σ2 ≥ ⋯ ≥ σr ≥ گیری ی اندازهنتیجه معادله هستند. در QS(r)ی ها مقادیر ویژه σiباشد  و  می 0

 توان با مقادیر ویژه به صورت زیر تجزیه کرد:را می

(9-4) Z = ∑σi(vi
TX(1))ui

r

i=1

 

 است.های اولیه بردار حالت X(1)که 

 شود:پذیری به صورت زیر تعریف مییتوی ردرجه

(9-5) 
nk =

σi

σ0
   , i=1,2,…,r  , σi~max (ui

Tzvi/σi) 

 

 nkگیری مستقیم، و ی حالت در هنگام اندازهمقدار ویژه X(1)  ،σ0ی حالت ماکزیمم در مقدار ویژه σiکه 

 امین حالت است.-kپذیری یتوی ردرجه

 پذیری زوایای خطا تحت مانورهای مختلفیتوی ر(: درجه7-9جدول )

 ایحرکت زاویه حرکت خطی زوایا

دار شتاب یکنواخت

 شمال

دار شتاب

 شرق

چرخش  محور یاو محور پیچ رول محور

 یمحورسه

 پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور رول

 پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پذیریتور پیچ

 پذیریتور ناپذیر یتور یاو

 ضعیف

 پذیریتور

 ضعیف

 پذیریتور

 ضعیف

 پذیریتور

 ضعیف

 پذیریتور پذیریتور
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پذیری یتوی ربرای حرکت خطی، درجهمرجع،  نآورده شده است. بر اساس ای[21] ( بر اساس 7-9جدول )

پذیری حین یتوی رای، درجهدار به سمت شمال، بهترین است. برای حرکت زاویهحین حرکت شتاب

پذیری حین چرخش یتوی رمحور است؛ و درجه های حول یکول محور یاو بهتر از سایر چرخشچرخش ح

 محوری بهترین است.سه

 

 INS حاکم برمعادلات    3-2

 شود.تشریح می INSدر این بخش معادلات خطای وضعیت، سرعت و موقعیت در 

 معادلات وضعیت  3-2-1

ی نامیزانی بین مختصات حقیقی و و با برخورد با خطای زوایا همانند زاویه 7ی سایبا استفاده از مدل زاویه

یابیم. به دلیل خطای نامیزانی و دریفت تصادفی خطی برای خطای وضعیت دست میتخمینی، به مدلی غیر

منطبق  nآل ( بر دستگاه ایدهpسنج، دستگاه ناوبری تخمینی )دستگاه مختصات ژیروسکوپ و شتاب

 ماتریس دوران از دستگاه مختصات حقیقی به تخمینی به صورت زیراست: شود.نمی

(9-6) Cn
p

= [

cδβcδγ cδβsδγ −sδβ
−cδαsδγ + sδβsδαcδγ cδαcδγ + sδβsδαsδγ cδβsδα
sδαsδγ + cδαsδβcδγ −sδαcδγ + cδαsδβsδγ cδβcδα

] 

ψ ی توابع کسینوس و سینوس هستند.، نمایندهsو  cکه  = [δα  δβ  δγ ]T است و  2بردار نامیزانیδα  ،

δβ  وδγ .به ترتیب خطاهای زوایای رول، پیچ و یاو هستند 

(9-1) Cn
p

= Cb
p

− Cb
n = ( I − Cp

n )Cb
p
 

 داریم: (1-9)گیری از با مشتق

                                                             
7 Psi-angle expression 
2 Misalignment Vector 



37 
 

(9-8) Ċn
p

= − Ċp
n Cb

p
+ ( I − Cp

n )Ċb
p
 

 و:

(9-3) Ċn
p

=  Cb
p(ωpb

b ×) − Cb
n ( ωnb

b × ) 

 داریم: (3-9)و  (8-9) دادن معادلاتقراربا مساوی است. 7متقارنهشبنماد ماتریس  ×که 

(9-71) − Cp
n(ωnp

n ×) Cb
p

+ ( I − Cp
n ) Cb

p
 ( ωpb

b × )− Cb
p
(ωpb

b ×) + Cb
n  ( ωnb

b × ) = 0 

Cn از سمت چپ در  (71-9)ی ضرب معادله
p  و از سمت راست درCp

b دهد:نتیجه می 

(9-77) (ωnp
n ×)+ Cb

p 
 ( ωpb

b × ) Cp
b− Cb

p
(ωnb

b ×) Cp
b  = 0  

 کردن دو تساوی زیر:با جایگزین

 Cb
p 
 ( ωpb

b × ) Cp
b =  ( ωpb

p
× ) 

 Cb
p 
 ( ωnb

b × ) Cp
b =  ( ωnb

p
× ) 

 :آوریمخطی زیر را برای خطای وضعیت به دست می، مدل غیرسازیو ساده (77-9)در 

(9-72) 

ωnp
n = ψ

̇
=  ωnb

p
− ωpb

p
 =  Cb

p
 [ ( ωib

b − Cn
b ωin

n ) − (ω̂ib
b − Cp

b ω̂in
p )] 

= Cb
p
 [ ( ωib

b − Cn
b ωin

n ) − (ωib
b + δ ωib

b − Cp
b (ωin

n + δωin
n ))] 

= ( I − Cn
p)ωin

n − Cb
p
 δωib

b + δωin
n  

 

 رسیم:، به مدل خطی زیر برای وضعیت خطای زوایا می(72-9)ی معادلهبودن خطای زوایا در فرض کوچکبا 

(9-79) ψ̇ ≈ (ψ ×)ωin
n − Cb

nδωib
b + δωin

n  

 

                                                             
7 Skew Symmetric Matrix 
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 معادلات سرعت   3-2-2

 شود:ی سرعت به شکل زیر بیان میمعادله

(9-74) v̇ = Cb
nfb − (2ωie

n + ωen
n ) × v + gl 

به طور مشابه سرعت تخمینی به صورت بردار گرانش است.  glو  در مختصات بدنه 7نیروی مخصوص fbکه 

 شود:زیر محاسبه می

(9-75) v̇̂ = Cb
p
f̂b − (2ω̂ie

n + ω̂en
n ) × v̂ + ĝl 

 با تفاضل این دو معادله از هم داریم:

(9-76) 
δv̇ = v̇̂ − v̇ = Cb

p
f̂b − Cb

nfb − (2ω̂ie
n + ω̂en

n ) × v̂ + (2ωie
n + ωen

n ) × v +

ĝl − gl  

 داریم: برای خطای سرعتخطی زیر را ی غیر، معادلهسازیبا ساده

(9-71) 
δv̇=( I − Cp

n
) Cb

p
f
b
+ Cb

p
δf

b
− (2δωie

n +δωen
n ) × v − (2ωie

n + ωen
n ) × δv − δg 

 

f̂b که − fb = δfb  ،v̂ − v = δv  ،ω̂ie
n − ωie

n = δωie
n   ،ω̂en

n − ωen
n = δωen

n است. برای مدل   

 داریم: خطی خطای سرعت

(9-78) 
δv̇ = [Cb

nfb ×]ψ + Cb
n δfb − (2δωie

n + δωen
n ) × v − (2ωie

n + ωen
n ) ×

δv − δg  

Cbبا نوشتن 
n fb = fn  :داریم 

(9-73) δv̇ = [fn ×]ψ + Cb
n δfb − (2δωie

n + δωen
n ) × v − (2ωie

n + ωen
n ) × δv − δg  

                                                             
7 Specific Force 
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 معادلات موقعیت  3-2-3

 شود:به صورت زیر بیان میطول جغرافیایی و ارتفاع از زمین عرض و به ترتیب برای خطای موقعیت مکانی 

(9-21) δL̇ =
δνN

n

RN + h
−

δhνN
n

(RN + h)2
 

(9-27) δλ̇ =
δνE

n sec L

RE + h
+

δLνE
n tan L sec L

RE + h
−

δhνE
n sec L

(RE + h)2
 

(9-22) δḣ = −δνD
n  

 

 سازیشبیهچگونگی    3-3

 شود.سازی ارائه میدر این بخش توضیحات لازم در خصوص روش شبیه

 هاژیروسکوپسازی شبیه  3-3-1

 ئال به صورت زیر هستند:ژیروسکوپ متعامد در حالت اید 9های خروجی

(9-29) ωib
b = ωnb

b + Cn
b(ωie

n + ωen
n ) 

Cnکه 
b  .منبع  9سازی، تنها در این شبیهماتریس کسینوس جهت از مختصات محلی به مختصات بدنه است

از سه ژیروسکوپ  ARW اند.در نظر گرفته شدههای استاتیک و دینامیک و بایاس ARWشامل  ،خطا

,ηg~𝒩(0تواند به شکل نویز سفید می σg
σgبیان شود که  (2

2 = [σgx
2 , σgy

2 , σgz
2 ]

T
 bgبایاس استاتیک .  

ماند. بنابراین، به صورت یک شود متفاوت است، اما در حین کار ثابت میهر بار که ژیروسکوپ روشن می

ωibشود و با اضافه کردن مقدار ثابتی به ی تصادفی ثابت مدل میپروسه
b شود. این عدد به سازی میشبیه

معمولاً در  ،دینامیکیشود. در مقابل، بایاس گرفته می زمانی مشخصی بازه یک صورت تصادفی از
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به  یشود. بایاس دینامیکبیان می τg 7و با استفاده از زمان همبستگیشود های پایین مشاهده میفرکانس

اش به صورت زیر گسستههای زمانشود که فرمولمدل می 2مارکوف-ی اسکالر گوسصورت یک پروسه

 است:

(9-24) ηgδb(+) = αηgδb + ωc 

(9-25) α = e−(δt .  1 τg⁄ ) 

(9-26) σc
2 = σgδb

2   (1 − α2) 

 ηgδb شونده و با به روش تکرارηgδb(1) = bg آید. به دست میωc ای نرمال با واریانس سلسلهσc
است.  2

σgδbاگر واریانس 
درصد بایاس استاتیک در  71تواند حدود ، معمولاً میکننده داده نشده باشدتوسط تولید 2

 نظر گرفته شود.

 ی آغشته به نویز از سه ژیروسکوپ متعامد به صورت زیر هستند:شدهسازیشبیههای در آخر، خروجی

(9-21) ω̃b = ωib
b + ηg + bg + ηgδb 

کنند. اگر بیان می )PSD9(را برحسب جذر چگالی طیفی توان ARWهای ژیروسکوپ، معمولاً، سازنده

ARW  بر حسب(
deg

√h
 باشد، داریم: (

(9-28) ng =
ARW

60

π

180
(
rad s⁄

√HZ
) 

σgآوردن دستبرای به (12-9) یمعادلهو از 
 شود.استفاده می 2

 هاسنجشتابسازی شبیه  3-3-2

 به مختصات بدنه تبدیل شود. یعنی: NEDمحلی ، باید از مختصات aی اول بردار حقیقی شتاب، در مرحله

                                                             
7 Correlation time 
2 Gauss-Markov process 
9 Power Spectral Density 
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(9-23) ab = Cb
ban 

دلیل آن، وجود دو عامل  شده و نادرستی هستند.های تحریفها از دیدگاه ناوبری، دارای خروجیسنجشتاب

آید. فرمول به دست می (4-7( و )9-7) هایفرمولجاذبه طبق  است. 7جاذبه و نیروی ساختگی کوریولیس

 به قرار زیر است: نیروی ساختگی کوریولیس یمحاسبه

(9-91) fcor
n = S (2 ωie

n + ωen
n ) 

Sکه  = [vn ماتریس شبه متقارن سرعت است. بردارهای جاذبه و کوریولیس باید به مختصات بدنه  [×

 سنج متعامد به صورت زیر هستند:های سه شتاببه این ترتیب، خروجی تبدیل شوند.

(9-97) fb = ab − Cn
b(fcor

n + gn) 

آغشته به  یشدهسازیشبیههای های واقعی هم دارای نویز هستند. خروجیسنجهمانند ژیروسکوپ، شتاب

 ها، به قرار زیر هستند:شده برای ژیروسکوپها با مدلی مشابه مدل استفادهسنجنویز شتاب

(9-92) f̃b = fb + ηf + bf + ηfδb 

,ηf~𝒩(0که  σf
σfو با واریانس  (2

2 = [σfx
2 , σfy

2 , σfz
2 ]

T
نویز بایاس  ηfδbبایاس استاتیک و  bfاست.  

σfδbو واریانس  𝜏𝑓دینامیک با زمان همبستگی 
ها بر حسب سنجاست. معمولًا مشخصات میزان دقت شتاب 2

)بر حسب  VRWاگر  شود.داده می )VRW2(گام تصادفی سرعت
m/s

√h
 داده شده باشد داریم: (

(9-99) nf =
VRW

60
(
m s2⁄

√HZ
) 

σfآوردن مقادیر واریانس دستبرای به( 19-9)ی معادله
 شود.استفاده می 2

                                                             
7 Coriolis fictitious force 
2 Velocity Random Walk 
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 GPS یگیرندهسازی شبیه  3-3-3

بیان  WGS84گونه که در استاندارد های موقعیت را همانقیمت معمولاً تخمینارزان GPSی یک گیرنده

های سرعت را هم در مختصات ممکن است تخمین GPSی دهد. علاوه بر این، گیرندهشده، تحویل می

 فراهم کند.  NEDمحلی 

ها آن کنند.فراهم می IMUتری از های پایینفرکانسها را در قیمت، تخمینارزان GPSهای بیشتر گیرنده

نرخ سازی در شبیهکنند. بنابراین ضروری است که هرتز کار می 21تا  7هایی بین معمولاً در فرکانس

 کاهش دهیم. GPSی برداری را برای گیرندهنمونه

  GPSموقعیت  3-3-3-1

pnحقیقی  GPSهاست باید به موقعیت که جزء داده pموقعیت  = [L, λ, h]T  تبدیل شود کهL  عرض

سازی در دو در شبیه GPSارتفاع از بیضی مرجع زمین است. موقعیت  hطول جغرافیایی و  λجغرافیایی، 

peبه صورت  ECEFدر قالب مختصات  NEDشود. ابتدا موقعیت در مختصات محلی مرحله تولید می =

[xe, ye, ze]T سپس موقعیت  شود.بیان میECEF  بهpn یابد.تغییر می 

 :[22] به قرار زیر هستند ECEFبه  NEDهای تبدیل از مختصات محلی فرمول

(9-94) pe = po
e + Rep 

(9-95) Re = [
−sin  Lo cos λo −sin λo −cos  Lo cos λo

−sin  Lo sin λo cos λo −cos  Lo sin λo

cos  Lo 0 − sin  Lo

] 
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poی مرجع محلی نقطه
n = [Lo, λo , ho]

T شود و جا شروع میاز آن 7ایست که مسیر حرکتنقطهpo
e =

[xo
e, yo

e, zo
e]T ی مرجع محلی در مختصات نقطهECEF  [23] آیدمطابق زیر به دست میاست که: 

(9-96) xo
e = (RN( Lo) + ho) cos  Lo cos λo 

(9-91) yo
e = (RN( Lo) + ho) cos  Lo sin λo 

(9-98) zo
e = (RN( Lo)(1 − e2) + h°) sin  Lo 

 است.آمده  [23] در RNکه 

به صورت  [24]مطابق  GPSبه موقعیت  ECEFلازم برای تبدیل از موقعیت  میانی در قدم بعد، محاسبات

 زیر است:

(9-93) p = (xe2 + ye2)/ a2 

(9-41) q = ze2(1 − e2)/ a2 

(9-47) r = (p + q − e4)/ 6 

(9-42) s = (e4pq)/(4r3) 

(9-49) t = √1 + s + √s(2 + s)
3

 

(9-44) u = r(1 + t +
1

t
) 

(9-45) ν = √u2 + e4q 

(9-46) ω = e2(u + ν − q)/(2ν) 

(9-41) c = √u + ν + ω2 − ω 

(9-48) E = c√xe2 + ye2/(c + e2) 

                                                             
7 Trajectory 
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 اند.گرفته شده (7-7) جدولاز  eو  aهای که ثابت

pnحقیقی  GPSموقعیت در آخر  = [L, λ, h]T [24] شودبه شکل زیر بیان می: 

(9-43) L = arctan2(ze, E) 

(9-51) λ = arctan2(ye, xe) 

(9-57) h =
c + e2 − 1

c
√E2 + ze2 

دهد. در نتیجه، باید نویز را به های موقعیت را با میزانی پراکندگی تحویل میتخمین GPSی یک گیرنده

pn های اضافه کرد. معمولاً سازندهGPS  میزان دقت موقعیت افقی )دو بعدی( را به صورت احتمال خطای

ای به مرکزیت مکان صحیح است که شامل شعاع دایره CEPکنند. بر حسب متر بیان می CEP(7( ایدایره

های معیار عرض و طول جغرافیایی، به ترتیب . اگر انحراف[23] استانتظار خطاهای مکانی افقی مورد %51

σLm  وσλm  ،داریم: [23]گاه با توجه به ، آندر نظر گرفته شوند برابر 

(9-52) σLm = σλm = 0.8493 CEP (m) 

 توانند از روابط زیر به دست آیند:بر حسب رادیان، مورد نیاز هستند و می GPSانحراف معیارهای 

(9-59) σL =
σLm

RM( Lo) + ho
 

(9-54) σλ =
σλm

(RN( Lo) + h°) cos  Lo
 

 داده شده است. 2]3[ رد MRکه 

p̃Gیعنی  GPSشده توسط های موقعیت فراهمدر نهایت برای پیدا کردن تخمین
n = [L̃G, λ̃G, h̃G]

T
  ،pn  با

,ηL~𝒩(0نویزهای سفید گوسی  σL
2)  ،ηλ~𝒩(0, σλ

,ηh~𝒩(0و  (2 σh
 شود:جمع می (2

                                                             
7 Circular Error Probable 
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(9-55) L̃G = L + ηL 

(9-56) λ̃G = λ + ηλ 

(9-51) h̃G = h + ηh 

 

  GPSسرعت  3-3-3-2

هاست با نویز سفید گوسی که جزء داده vnراست است. بردار سر GPSشده توسط سازی سرعت دادهشبیه

ηυ~𝒩(0, σv
 شود:داده می GPSی توسط سازنده σvشود که جمع می (2

(9-58) vG
n = vn + ηv 

 

 GPS/INS تلفیق  3-3-4

این نوع  ( استفاده شده است.7-9مطابق شکل ) GPS/INS 7شدن سستنامه از مدل جفتدر این پایان

 .2]3[ شودشناخته می 2انضمام به عنوان اجرای پسخورد

                                                             
7 Loosely-coupled Integration 
2 Feedback Implementation 
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 GPS/INSتلفیق  (:7-9) شکل

های قبل، در قسمت GPSسنج و شده برای ژیروسکوپ، شتابسازی گفتههای شبیهحال با توجه به مدل

  کنیم.( را مرور می7-9متغیرهای شکل )

δx̂ حالت به صورت بردار = [ψ̂
T

, δv̂nT, δp̂nT, b̂g
T, b̂f

T, δb̂g
T , δb̂f

T]T مدل کلاسیک و خطی  باشد ومی

 :به صورت زیر است یافتهجهت محاسبات فیلتر کالمن توسعه INSمعادلات 

(9-53) 
δx ̂̇ (t) = F(t)δx̂(t) + G(t)u(t) + ξ(t) 

 

 به شکل زیر خواهد بود: Fکه تابع 
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(9-61) F(t){21×21} =

[
 
 
 
 
 
 
 Fψψ

Fvψ

0
0
0
0
0

Fψv

Fvv

Fpv

0
0
0
0

Fψp

Fvp

Fpp

0
0
0
0

−Ĉb
n

0
0
0
0
0
0

0
Ĉb

n

0
0
0
0
0

−Ĉb
n

0
0
0
0

−
1

τg

0

0
Ĉb

n

0
0
0
0

−
1

τf]
 
 
 
 
 
 
 

 

 که:

(9-67) Fψψ =

[
 
 
 
 
 0 −(Ωsin L +

vE

R
tan L)

vN

R

(Ω sin L +
vE

R
tan L) 0 Ω cos L +

vE

R

−
vN

R
−Ω cos L −

vE

R
0 ]

 
 
 
 
 

 

(9-62) Fψv =

[
 
 
 
 
 0

1

R
0

−
1

R
0 0

0 −
tan L

R
0]
 
 
 
 
 

 

(9-69) Fψp =

[
 
 
 
 
 −Ω sin L 0 −

vE

R2

0 0
vN

R2

−Ω cosL −
vE

Rcos2 L
0

vE tan L

R2 ]
 
 
 
 
 

 

(9-64) Fvψ = [
0 −fD fE
fD 0 −fN
−fE fN 0

] 

(9-65) Fvv =

[
 
 
 
 
 

vD

R
−2(Ω sin L +

vE

R
tan L)

vN

R

(2Ω sin L +
vE

R
tan L)

1

R
(vN tan L + vD) 2Ω cosL +

vE

R

−
2vN

R
−2(Ω cos L +

vE

R
) 0 ]

 
 
 
 
 

 



48 

 

(9-66) Fvp =

[
 
 
 
 
 −vE(2Ω cos L +

vE

Rcos2 L
) 0

1

R2
(vE

2 tan L − vNvD)

(2Ω(vN cos L − vD sin L) +
vNvE

Rcos2 L
) 0 −

vE

R2
(vN tan L + vD)

2ΩvE sin L 0
1

R2
(vN

2 + vE
2) ]

 
 
 
 
 

 

(9-61) Fpv =

[
 
 
 
 
1

R
0 0

0
1

R cosL
0

0 0 −1]
 
 
 
 

 

(9-68) Fpp =

[
 
 
 
 0 0 −

vN

R2

vE tan L

R cos L
0 −

vE

R2 cos L
0 0 0 ]

 
 
 
 

 

 

به صورت زیر  uو  Gهای . ماتریساست 2-9 بخش مطابقها فرمول INSبرای خطی ارائه شده برای مدل غیر

 هستند:

(9-63) G{21×12} =

[
 
 
 
 
 
 
−Ĉb

n

0
0
0
0
0
0

0
Ĉb

n

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
I
0

0
0
0
0
0
0
I]
 
 
 
 
 
 

 

(9-11) u = [ω̃b T, f̃b T, ηgδb
T , ηfδb

T ]T 

 داریم: 𝜉~𝒩(0,𝑄)همچنین برای نویز 

(9-17) Q{12×12} = diag([ng
2T

, nf
2T

, ngδb
2 T

, nfδb
2 T

]) 

(9-12) ng
2 = σg

2δt 

(9-19) nf
2 = σf

2δt 
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(9-14) ngδb
2 = σgδb

2 . τg 

(9-15) nfδb
2 = σfδb

2 . τf 

 

ngکه 
2  ،nf

2  ،ngδb
nfδbو  2

های طیفی توان نویز تصادفی ژیروسکوپ، نویز تصادفی به ترتیب چگالی 2

 سنج هستند.سنج، بایاس دینامیکی ژیروسکوپ و بایاس دینامیکی شتابشتاب

δŷبرای بردار  = [δŷv
T, δŷp

T]T  :داریم 

(9-16) δŷ(t) = Hδx̂(t) + ν
(t)

 

(9-11) H{6×21} = [
0 I 0 0 0 0 0
0 0 T̂p

r 0 0 0 0
] 

(9-18) δŷν = [v̂n − ṽG
n] 

(9-13) δŷp = T̂p
r(p̂n, p̃G

n) + Ĉb
nlba

b  

lbaکه 
b از آنتن  7بازوی اهرمGPS  بهIMU  .استT̂p

r  است. 2]5[ مطابق 2منحنی به کارتزینماتریس تبدیل 

(9-81) T̂p
r = diag([(R̂M + ĥ), (R̂N + ĥ) cos(L̂) ,−1]) 

,ν~𝒩(0همچنین برای نویز  R) :داریم 

(9-87) R{6×6} = diag ([σv
2T

 , σLm 
2  , σλm  

2 , σh
2]) 

 

 سازیی پیشنهادی برای شبیههاسناریو   3-4

 دهیم.سازی متفاوت مورد بررسی قرار میرا با انجام دو شبیه CKFو  EKFدر این بخش، عملکرد دو فیلتر 

                                                             
7 Lever arm 
2 Curvilinear-to-Cartesian Transformation Matrix 
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 سازی اولشبیه  3-4-1

در   m/s 40تا  m/s 0ی اول از سرعت ثانیه 41گیریم که در ای را در نظر میوسیله سازیدر این شبیه

ی دریفت کند. مقایسهی بعد حفظ میثانیه 261گیرد و سپس این سرعت را برای شتاب میراستای شرق 

 سازی از مشخصاتسازی است. در شبیهی اصلی شبیهی زمانی با سرعت ثابت، مسئلهی یاو در بازهزاویه

IMU ADIS16488 ی استفاده شده است. همینطور مشخصات گیرنده (2-9) مطابق جدولGPS  جدولدر 

 آورده شده است. (9-9)

 IMU ADIS16488مشخصات (: 2-9جدول )

 deg/√h [0.3 0.3 0.3] [x y z]گام تصادفی زاویه 

 m/s/√h [0.029 0.029 0.029] [x y z]گام تصادفی سرعت 

 deg/s [0.2 0.2 0.2] [x y z]بایاس استاتیک ژیروسکوپ 

  mg [16 16 16] [x y z]سنج بایاس استاتیک شتاب

6.5] [x y z]بایاس دینامیک ژیروسکوپ  3600⁄ 6.5 3600 6.5/3600⁄ ] deg/s 

 mg [0.1 0.1 0.1] [x y z] سنجشتاب دینامیکبایاس 

 s [100 100 100] [x y z]زمان همبستگی ژیروسکوپ 

 s [100 100 100] [x y z]سنج زمان همبستگی شتاب

 IMU  100 Hzفرکانس عملکرد 
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 GPS Garminی مشخصات گیرنده(: 9-9جدول )

 GPS [lat lon h] [5 5 10] mانحراف معیار موقعیت 

 GPS ]Dv Ev Nv[ [0.0514 0.0514 0.0514] m/sسرعت انحراف معیار 

 GPS 5 Hzفرکانس عملکرد 

 

( آورده 4-9( و )9-9(، )2-9های )زوایای رول، پیچ و یاو به ترتیب در شکلخطای سازی برای نتایج شبیه

 است.شده 

 

 سازی اولدر شبیه ی رولزاویهخطای (: 2-9شکل )
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 سازی اولدر شبیه ی پیچزاویهخطای (: 9-9شکل )

 

 

 سازی اولدر شبیه ی یاوزاویهخطای (: 4-9شکل )

 

بنابراین حتی با  پذیر هستند.ی یاو، زوایای رول و پیچ همواره مشاهده(، بر خلاف زاویه7-9مطابق جدول )

 شاهد نیستیم. EKFو  CKFخطی، تفاوت معناداری را بین وجود در نظر گرفتن مدل غیر
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 ی یاو مطابق جدولپذیری ضعیف زاویهتی، به دلیل رو41ی یعنی تا ثانیه گیریی زمانی شتابدر طول بازه

(9-7) ،EKF  وCKF یی زمانی سرعت ثابت، زاویهدهند. در بازهعملکرد تقریبا مشابهی از خود نشان می 

شود، این میزان دیده می( 4-9)کند. همانطور که در شکل به سرعت دریفت پیدا میاست و  پذیرناتیرو  یاو

 در تخمین دو فیلتر است. تفاوت دقت EKFتر از با بیان غیر خطی وضعیت زوایا، آهسته CKFدریفت در 

ن نشان کردهای فیلترپذیری را بر تفاوت عملکرد روشیتوتأثیر رزوایای رول و پیچ، تخمین  بای یاو زاویه

 دهد.می

 دومسازی شبیه  3-4-2

در   m/s 40تا  m/s 0ی اول از سرعت ثانیه 41گیریم که در ای را در نظر میوسیلهسازی در این شبیه

ی بعد با شتابی ثابت، سرعت خود را به صفر رسانده و ثانیه 41و سپس در  گیردشتاب میراستای شرق 

ای در کار حرکت باشد یا مشاهدهوقتی که وسیله بی ایستد.حرکت میسازی را بیی پایانی شبیهثانیه 321

استفاده از . در این مورد، [26] شودی یاو به سرعت انباشته مینباشد، خطاهای وضعیت بویژه خطای زاویه

 زوایایخطای سازی برای نتایج شبیه .شودمدل خطی منجر به بروز خطاهای برش در تخمین وضعیت می

 ( آورده شده است.1-9( و )6-9(، )5-9های )رول، پیچ و یاو در آزمایش حالت ایستا به ترتیب در شکل
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 سازی دومدر شبیه ی رولزاویهخطای (: 5-9شکل )

 

 سازی دومپیچ در شبیهی زاویهخطای (: 6-9شکل )
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 سازی دومیاو در شبیهی زاویهخطای (: 1-9شکل ) 

 

پذیر شود، چون زوایای رول و پیچ همواره مشاهدهمشاهده می( 6-9) و (5-9)اشکال  طور که درهمان

بر اساس تحلیل  دهند.از خود نشان می CKFو  EKFهای هستند، دقت تخمین مشابهی در روش

، رشد خطا در (1-9). با توجه به شکل ناپذیر استی یاو در حالت ایستا کاملاً رویتپذیری، زاویهمشاهده

 است. EKFتر از روش آهسته CKFروش 
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 فصل چهارم

 گیری و پیشنهاداتنتیجه
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 تحلیل نتایج   4-1

خطی، با استفاده از ی دوم معادلات غیردر حفظ عبارات مرتبه CKFتوانایی فیلتر  ابتدانامه در این پایان

خطی در هنگام زیاد بودن رفتار غیر EKFاین فیلتر بر شود که نشان از برتری بسط تیلور نشان داده می

ر یک توان فهمید که اگمی مکعبیحجمیافته و دو فیلتر کالمن توسعهاز ارزیابی دقت تخمین  سیستم دارد.

ی بالاتری جا که عبارات مرتبهبه یک مدل خطی اعمال شود، از آن CKFخطی مثل کردن غیرروش فیلتر

 گرفتننظربه همین سبب با در ها را حفظ کند، دقت تخمین بهبود نخواهد یافت.آن CKFوجود ندارد که 

و استفاده از ماتریس کسینوس جهت  خطاهای وضعیتعنوان  نامیزانی بین مختصات تخمینی و  حقیقی به

 کنیم.خطی در معادلات سیستم استفاده میتخمینی به حقیقی، از مدلی غیراز محور 

فتار ری یاو، پذیری زاویهکه به علت عدم مشاهدهسازی متفاوت شبیهی دو سناریوسپس با در نظر گرفتن 

یلتر به بررسی رفتار دو فشود، خطای تخمین این زاویه به سرعت زیاد میغیر خطی سیستم افزایش یافته و 

EKF  وCKF ای در کار نباشد، حرکت باشد یا مشاهدهوقتی که وسیله بی پردازیم.می هادر این سناریو

بودن خطای زوایا شود. در این موارد، کوچکی یاو به سرعت انباشته میخطاهای وضعیت بویژه خطای زاویه

تواند محقق شود و استفاده از مدل خطی منجر ی سای در مدل خطی است، نمیی توصیف زاویهلازمهکه 

شود و اگر تخمین وضعیت به خوبی انجام نشده باشد، تخمین به بروز خطاهای برش در تخمین وضعیت می

 موقعیت و سرعت هم تنزل خواهد یافت.

ی برای تخمین حالت سیستم ندارند ا، مشاهدات فایدهناپذیر باشندهای سیستم رویتدر مواردی که حالت

نتایج به  با توجه بهبینی فیلتر کالمن است. ی پیشو دقت وضعیت وسیله، نهایتاً تحت تأثیر دقت مرحله

لتر کارگیری فیی یاو با بهشود که طبق انتظار، نرخ افزایش خطای زاویهآمده از فصل سوم، مشاهده میدست

این  باشد که نشان از برترییافته میکالمن توسعه کمتر از نرخ آن در مقایسه با فیلتر مکعبیکالمن حجم
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 INS/GPSتری در هنگام طراحی سیستم تلفیقی مکعبی را به انتخاب مناسبفیلتر است و فیلتر کالمن حجم

 سازد.بدل می

 پیشنهادات   4-2

ترهای گیری فیلکاری بهی کار در زمینهنامه، موارد زیر برای ادامهآمده در این پایاندستبا توجه به نتایج به

 شود:پیشنهاد می لختییاب جهانی و سیستم ناوبری کالمن در تلفیق سیستم موقعیت

گری که ی دییافته در سناریوهافیلتر کالمن توسعهمکعبی و بررسی عملکرد دو فیلتر کالمن حجم -

به  ی ابتدایی یاوشود. به عنوان مثال در هنگامی که زاویهخطی بودن سیستم میباعث افزایش غیر

 شود.بودن به سیستم تزریق میخطیدرستی مشخص نیست و به همین خاطر مقداری غیر

م که منجر به تبدیل سیست یاب جهانیموقعیتبررسی عملکرد دو فیلتر در هنگام قطع سیستم  -

ع شدن سریانباشتهبه به علت نبود حسگرهای کمکی، تنها شده و  INSبه سیستم  INS/GPSلفیق ت

 انجامد.ی کوچک میشدن تقریب زاویهخطاهای تخمین و نامعتبر

 ی آن با سایر فیلترها درمکعبی و مقایسهی فیلتر کالمن حجمیافتههای بهبودگیری مدلکاربه -

 جهانی و سیستم اینرسی یابسیستم موقعیتمبحث تلفیق 
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Abstract 

In a GPS/INS navigation system, the extended Kalman filter (EKF) is widely used to estimate 

the navigation states. However, this filter is a first order approximation to the nonlinear 

system and when the nonlinearity of the system is high, the estimation accuracy degrades. 

Bayesian filtering refers to the process of sequentially estimating the current state of a 

complex dynamic system from noisy partial measurements using Bayes' rule. Cubature 

Kalman filter is a new approximate Bayesian filter for discrete-time nonlinear filtering 

problem. To develop this filter, it is assumed that the predictive density of the joint state-

measurement random variable is Gaussian. In this way, the optimal Bayesian filter reduces 

to the problem of how to compute various multi-dimensional Gaussian-weighted moment 

integrals. To numerically compute these integrals, a third-degree spherical-radial cubature 

rule is proposed. This cubature rule entails a set of cubature points scaling linearly with the 

state-vector dimension. The cubature Kalman filter therefore provides an efficient solution 

even for high-dimensional nonlinear filtering problems. 

In this thesis, nonlinear filtering method Cubature Kalman filter (CKF) is analysed through 

Taylor expansion and the CKF's capability in capturing higher-order terms of nonlinear 

system is shown. Then considering a nonlinear attitude expression, performance comparison 

between these two filters is analysed based on the degree of observability of the attitude 

states. 

Keywords: Observability – GPS - INS – Extended Kalman Filter - Cubature Kalman Filter 
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