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.اره دعايش باعث سلامت و موفقيت من استاو كه همو  

 مادر مهربانم

.و او كه حضورش انگيزه، و همواره حامي و مشوق من است  
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 تشكر و قدرداني

آفريدگار بي نيازي كه به انسان قدرت تفكر و انديشيدن .سپاس خداي را كه درياي بيكران علم ورحمت است

دانم كه از حال كه مراحل انجام پروژه به اتمام رسيده است بر خودلازم مي.رزاني داشتو توانايي مهر ورزيدن ا

وقفه و  هاي بي دريغ، تلاش از زحمات بيي كساني كه در انجام اين تحقيق خصوصا  همكاري،ياري و محبت كليه

سال  دوپروژه در طول در راستاي انجام اين  هدي قنادر ماد گرامي جناب آقاي دكتتهاي ارزشمند اس راهنمايي

  .مگذشته تشكر و قدرداني نماي

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  



  تعهد نامه

دانشگاه مكانيك دانشكده  مهندسي مكانيكرشته دانشجوي دوره كارشناسي ارشد  مهدي بوژمهرانياينجانب 
 از مواد ناهمگن ستيك  استوانه هاي جدار ضخيم چرخانحليل ترمو الات صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه

FG تحت راهنمايي دكتر مهدي قناد كهتويي متعهد مي شوم  تحت فشار داخلي و خارجي:  

 لت برخوردار است اتوسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اص تحقيقات در اين پايان نامه. 
  در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است . 

 تاكنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچگونه مدرك يا امتيازي در هيچ جا پايان نامه  مطالب مندرج در
 .ارائه نشده است 

 دانشگاه صنعتي «باشد و مقالات مستخرج با نام كليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي
 . ه چاپ خواهد رسيد ب»   Shahrood University of Technology«و يا » شاهرود

 اند در مقالات مستخرج از پايانتاثيرگذار بودهدن نتايج اصلي پايان نامه حقوق معنوي تمام افرادي كه در بدست آم-

 . گردد رعايت مينامه 

 استفاده شده است ضوابط و ) يا بافتهاي آنها ( در مواردي كه از موجود زنده  ،نامهاندر كليه مراحل انجام اين پاي
 . صول اخلاقي رعايت شده است ا

 در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا از آن استفاده  نامه،در كليه مراحل انجام اين پايان
 . شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است 

             28/4/90: تاريخ 

 امضاء دانشجو         

 

مالكيت نتايج و حق نشر

 اي ، نرم افزارها و هاي رايانهخرج ، كتاب ، برنامهمقالات مست( كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن
باشد و اين مطلب باشد به نحو مقتضي در متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي) تجهيزات شاخته شده است

 . توليدات علمي مربوطه ذكر شود 

  استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه بدون ذكر منبع مجاز نمي باشد  . 



 

  چكيده

ها هستندكه در دنياي فيزيكي اطراف ما پيدا  ترين انواع سازه ترين و متنوع ي، از فراوانا ي استوانهها1پوسته
هاي خميده هستند كه از جهت كيفيت رفتاري و مقاومت در برابر نيروها و  ها به طور كلي، سازه پوسته. شوند مي

ها به دليل مقاومت زياد در برابر  FGM2. گيرند ها قرار مي ي تكاملي سازه لاترين مرتبهلنگرهاي وارد شده، در با
توجه بسياري از محققين را ... گراديان دمايي بالا و بارهاي مكانيكي بالا، كاهش تمركز تنش در اجسام جامد و 

نش ها و جابه جايي هاي در همين راستا، هدف از مطالعه حاضر، بررسي و مدل سازي ت. به خود جلب نمودند
اين . ايجاد شده در استوانه هاي جدار كلفت ناهمگن تحت بارگذاري هاي مركب مكانيكي و حرارتي مي باشد

  . مطالعه در چهار حالت مختلف انجام شد
مستوي مورد   در حالت اول، نتايج بارگذاري فشاري تنها بر استوانه جدارضخيم توسط تئوري الاسيتسيته

 كهمعادله حاكم بر سيستم در اين حالت داراي سه جواب حقيقي، مضاعف و مختلط بود . ار گرفتارزيابي قر
  . مدل سازي عددي تنها براي ريشه حقيقي انجام شد كه انطباق خوبي هم با نتايج تحليلي داشت

ليل شد مستوي تح  بر استوانه جدار ضخيم توسط تئوري الاسيتسيته در حالت دوم، شرايط بارگذاري حرارتي
 تنش مي باشد و از حاصل جمع تحليل در اين شرايط برقرار ست آمده نشان داد كه قضيه برهم نهيو نتايج به د

  . جايي ترموالاستيك ارائه مي شوده صورت جداگانه، تحليل تنش و جابجايي فشاري و حرارتي بها و جاب
مستوي   خيم توسط تئوري الاسيتسيتهدر حالت سوم، شرايط بارگذاري فشاري و چرخشي بر استوانه جدار ض

  . ارزيابي شد كه پس از حل معادله حاكم مشاهده گرديد كه جمع آثار در اين حالت نيز برقرار مي باشد
ر نهايت نيز بارگذاري فشاري، چرخشي و حرارتي بر استوانه جدار ضخيم اعمال شد و توسط تئوري د

لعه بر روي معادله حاكم بر اين سيستم نيز نشان داد كه در اين مطا. مستوي مورد تحليل قرار گرفت  الاسيتسيته
  .حالت نيز شرايط جمع آثار برقرار است

  FGMي چرخان، ي جدارضخيم، ترموالاستيك، المان محدود، استوانهاستوانه :واژگان كليدي

                                                            
1 ‐ shell 
2 functionally graded materials 
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 ها پوسته تحليل هاي روش بر مروري



 2

  مقدمه  1- 1

ها هستندكه در دنياي فيزيكي  ترين انواع سازه ترين و متنوع اي، از فراوان هاي پوسته ها يا سازه 1پوسته

ها و حيوانات و نيز اجزاي  سر انساني  ها در اشكال طبيعي مانند جمجمه پوسته. شوند اطراف ما پيدا مي

: محافظ اندام جانوري مانند لاك و صدف مشاهده مي شوند، در اشكال مصنوعي در صنايع مختلف

ي خودروها و هواپيماها،  ها، بدنه ها، لوله سقف: ساختماني، نيروگاهي، خودروسازي، نظامي، هوا و فضا همانند

  .شوند ها توليد مي سفينهها و  ها، موشك ها و پرتاب كننده پرتابه

هاي خميده هستند كه از جهت كيفيت رفتاري و مقاومت در برابر نيروها و  پوسته ها به طور كلي، سازه

به تناسب مطلوبيت رفتاري، . گيرند ها قرار مي ي تكاملي سازه لنگرهاي وارد شده، در بالاترين مرتبه

ها بر  تقريبي موجود براي تحليل پوسته - هاي تحليلي روش. باشد پيچيدگي تحليل آنها نيز حائز اهميت مي

اي به  هاي استوانه ها، پوسته از ميان انواع پوسته. دهند ها را تشكيل مي اساس فرضياتي است كه تئوري پوسته

ي نه چندان  ها از گذشته ي رفتار اين گونه پوسته مطالعه. تري برخوردارند دليل فراواني كاربرد، از اهميت ويژه

پژوهان پيگير اعمال تغييرات بر روي  دانش. تا به امروز مورد توجه دانشمندان بوده و همچنان ادامه دارد دور

هاي مكانيكي و حرارتي  اند كه بتوانند مقاومت آنها را در برابر انواع تنش ها بوده ي پوسته هندسه و ماده

من مرور تئوري پوسته هاي نازك و در اين فصل، ض. افزايش و درصورت امكان، وزن آنها را كاهش دهند

  .شود كلفت، مطالعات انجام شده در خصوص موضوع پايان نامه ارائه مي

  .]29[ها دسته بندي پوسته 2- 1

  .ها را از ديدگاه هندسي، مادي و رفتاري دسته بندي مي كنيم در اين بخش، پوسته

  : از ديدگاه هندسي -الف

ي  منحني يا سطح مادي در امتداد خط راست خارج از صفحه از انتقال يك: 2ي حاصل از انتقال پوسته

  .شود قوس، حاصل مي

                                                            
1 ‐ shell 
2 ‐shell of translation 
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ي قوس،  از دوران يك منحني يا سطح مادي حول محور واقع در صفحه: 1ي حاصل از دوران پوسته

  . شود حاصل مي

 20/1تر از  آن كوچك 3پوسته اي كه نسبت ضخامت به شعاع انحناي سطح مياني: 2ي جدار نازك پوسته

  . اشدب

 20/1تر از  اي كه نسبت ضخامت به شعاع انحناي سطح مياني آن بزرگ پوسته: 4ي جدار كلفت پوسته

  . باشد

   :از ديدگاه مادي - ب

ي پوسته در نقاط مختلف جسم يكسان است و تابع موقعيت  خواص مكانيكي ماده: 5ي همگن پوسته

  .باشد نقاط نمي

پوسته در نقاط مختلف جسم يكسان نيست و تابع موقعيت ي  خوا ص مكانيكي ماده: 6ي ناهمگن پوسته

  . باشد نقاط مي

  . ي پوسته در جهات مربوط به هر نقطه، يكسان است ماده) E,u(خواص مكانيكي : 7ي همسانگرد پوسته

ي پوسته در جهات مربوط به هر نقطه، يكسان  ماده) E,u(خواص مكانيكي : 8پوسته ي ناهمسانگرد

  .نيست

  :رفتاري از ديدگاه - ج

جابجايي هر نقطه از پوسته بين شرايط بارداري و بي باري، كوچك  :9هاي كوچك پوسته با تغيير شكل

  ).رفتار خطي از نظر هندسي(است

                                                            
1 ‐ shell of rotation 
2  - thin shell 
3 ‐ mid surface 
4 ‐ thick shell 
5 ‐ Homogenous shell 
6 ‐ Inhomogeous shell 
7 ‐ Isotropic shell 
8 ‐ Anstoprotic shell 
9 ‐small deflection  
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جابجايي هر نقطه از پوسته بين شرايط بارداري و بي باري، كوچك : 1هاي بزرگ پوسته با تغيير شكل

  ).رفتار غير خطي از نظر هندسي(نيست

كرنش از قانون عمومي هوك  -ها بازگشت پذيرند و روابط تنش تغيير شكل: 2با رفتار كشسانپوسته 

  ).رفتار خطي از نظر مادي(كنند پيروي مي

كرنش از قانون عمومي هوك  - ها بازگشت پذيرند و روابط تنش تغيير شكل: 3پوسته با رفتار مومسان

  ).رفتار غير خطي از نظر مادي(كنند پيروي نمي

  هاي نازك وري پوستهتئ 3- 1

تئوري . باشد مي 20/1كوچكتر از  Rبه شعاع سطح مياني  hهاي نازك، نسبت ضخامت پوسته  در پوسته

به طور كلي به دليل كوچك بودن . ي خطي بنا شده است ها بر مبناي تئوري الاستيسته اين دسته از پوسته

شود؛ بلكه با ساده سازي روابط  ستفاده نميي سه بعدي ا يك بعد نسبت به ابعاد ديگر، تئوري الاستيسيته

دقت نتايج . آورند هاي نازك به دست مي تقريبي براي تحليل پوسته - هاي تحليلي الاستيسيته، روش

  . ي ساده سازي روابط الاستيسيته دارد هاي ارايه شده بستگي به درجه تئوري

پس از آن در بسط تئوري پوسته ها به  ها ارائه كرد كه ي ورق درباره) 1850(اولين فرضيات را كيرشهف 

ها را مبتني بر فرضيات كيرشهف معرفي كرد، اما كار وي كامل  تئوري پوسته) 1874(ارون . كار گرفته شد

هاي نازك را ارائه كرد كه اكنون به عنوان تئوري كلاسيك  معادلات عمومي پوسته) 1888(لوو . نبود

با استفاده از فرضيات، تحليل ) 1912(رايسنر . هور استكيرشهف مش-هاي نازك يا تئوري لوو پوسته

اولين كسي است كه تئوري پوسته ) 1932(فلوگه . حاصل از دوران را ارائه نمود 4هاي متقارن محوري پوسته

معادلات وي به عنوان معادلات . ي دو را با لحاظ كردن خيزهاي كوچك ارائه كرد ها با تقريب مرتبه

سازي آنها  با ساده. باشد شود و فقط در حالت هاي خاص قابل حل مي نازك شناخته مياستاندارد پوسته هاي 

بندي كردكه بكارگيري آنها  تئوري غير خطي پوسته هاي نازك را فرمول) 1957(ها نقدي  تئوري پوسته

                                                            
1 ‐large deflection 
2 ‐ elastic behavior  
3 ‐ plastic behavior  
4 ‐ Axisymmetric shells of revolution  
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ووژيلف ها را با استفاده از اصل كار مجازي ارائه كرد و ن فرمول بندي پوسته) 1959(سندرز. باشد مشكل مي

ها را به شكل مختلط نشان داد و بدين ترتيب معادلات به صورت  ي پوسته ي نظريه امكان ارائه) 1964(

  . تري نوشته شدند فشرده

  :توان بدين گونه تقسيم بندي كرد هاي نازك را مي تئوري عمومي پوسته

  1)تئوري غشايي(ي صفر تئوري با تقريب مرتبه - 1

  2)تئوري خمشي(يك ي  تئوري با تقريب مرتبه - 2

  تئوري غشايي 3-1- 1

) نيروهاي غشايي(تواند نيروهاي محوري دو بعدي است كه فقط مي 4از ديدگاه مكانيكي، يك تار 3غشاء

توانند لنگرهاي  آنها خيلي كم است و از نظر فيزيكي نمي 5هايي كه سختي خمشي پوسته. را تحمل كند

هاي نازك،  ميدان نيروهاي داخلي در اغلب پوسته. شوند خمشي را تحمل كنند، با اين تئوري تحليل مي

شود و از اين جهت نيروهاي غشايي براي تأمين تعادل ايستايي پوسته  عمدتاً از نيروهاي غشايي تشكيل مي

  .كافي هستند و به عبارتي ديگر پوسته از نظر ايستايي معين است

 6اي توصيف و مسايل در حالت تنش صفحه جايي پوسته با جابجايي سطح مياني در تئوري غشايي، جابه

  .]1[شوند  با چشم پوشي از تنش عمودي و كرنش عمودي در راستاي شعاعي، تحليل مي 7اي و كرنش صفحه

]1[.  

  ):نيروهاي محوري بر واحد طول Nθو   NZ(اي با تقارن محوري  اي استوانه معادلات براي پوسته

)1-1( 

z
z

r

dN
p

dz
N

p
R


 



  

                                                            
1 ‐ Membrane theory  
2  - bending theory 
3 ‐ membarne 
4 ‐ string 
5 ‐ bending stiffness 
6 ‐ plane stress 
7 ‐ plane strain 
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، ثابت Pاي تحت فشار يكنواخت داخلي ي در مخزن استوانهشود كه تنش طول از معادلات بالا نتيجه مي

  :برابر است با ) تنش بيشينه(است و تنش محيطي 

)1-2( 
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z

N cte

N PR
N P R

h h
P R
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  :و جا به جايي شعاعي استوانه

)1-3( ( )r
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  تئوري خمشي 3-2- 1

دو بعدي است كه علاوه بر نيروهاي محوري، نيروهاي برشي و  2از ديدگاه مكانيكي، يك تير 1ورق

هايي كه سختي خمشي آنها قابل توجه باشند و از نظر  پوسته. تواند تحمل كند يلنگرهاي خمشي را نيز م

فرضيه مقدماتي تيرها توسط . شوند فيزيكي بتوانند لنگرهاي خمشي را تحمل كنند، با اين تئوري تحليل مي

شمي ها تعميم داده شد و لوو با همين فرضيات، تئوري خ ارائه و سپس توسط كيرشهف در مورد ورق  ناوير

  . را صورت بندي نمود

درحالت كلي، معادلات تعادل به تنهايي براي به دست آوردن نيروهاي خمشي كافي نيستند و به 

در تئوري خشمي نيز، جا به جايي پوسته با جابه جايي . عبارتي ديگر، پوسته از نظر ايستايي نامعين است

-را فرضيات لوو) تئوري كلاسيك(مي فرضيات تئوري غشايي و تئوري خش. شود سطح مياني توصيف مي

  :نامند كه عبارتند از كيرشهف مي

ي  پوسته(نسبت ضخامت پوسته به شعاع انحناي سطح مياني در مقايسه با واحد، كوچك است  - 1

  ):نازك

  ؛)خيز كوچك(خيزها در مقايسه با ضخامت پوسته، كوچك هستند - 2

                                                            
1 ‐plate  
2 ‐ beam 
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تنش (پوشي است هاي تنش، قابل چشم ؤلفهي تنش عمود بر سطح مياني نسبت به ساير م مؤلفه - 3

  ؛)اي صفحه

مقاطع مستوي عمود بر سطح مياني پوسته، پس از بارگذاري و تغيير شكل، همچنان مستوي و  - 4

ي كرنش عمود بر سطح مياني، صفر در نظر  هاي برشي و مؤلفه با اين فرض، كرنش. مانند عمود باقي مي

  ).اي كرنش صفحه(شوند گرفته مي

  Qzنيروهاي محوري بر واحد طول،  Nθو   NZ(اي با تقارن محوري  ي استوانه براي پوسته معادلات

  ):لنگر خمشي بر واحد طول Mzنيروي برشي بر واحد طول و 

)1-4( 

z
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z
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، ثابت Pاي تحت فشار يكنواخت داخلي  شود كه تنش طولي در مخزن استوانه از معادلات بالا نتيجه مي

  :برابر است با) تنش بيشينه(است و تنش محيطي 

)1-5( 
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z

z z

z

N cte
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)1-6( 
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D  به سختي خمشي وw شود نتيجه مي) 5-1(ي  با جايگذاري در رابطه. باشد خيز شعاعي استوانه مي :  

)1-7( 
( )

( )
( )

d d w E h z
D z w P

dz dz R
 

    

2 2

2 2 2 21
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اي متقارن محوري تحت فشار  هاي استوانه ي اصلي پوسته ، معادله)7-1(معادله ديفرانسيل خطي ناهمگن

اگر جدار ثابت باشد، . جدار ثابت و متغير كاربرد داردهاي نازك با  يكنواخت داخلي است كه براي استوانه

  :شود معادله به صورت زير نوشته مي

)1-8( 
d w P

w
dz R h D

 
4

4 2 2

12

  

  . ، همان حل تئوري غشايي است)8- 1(حل خصوصي معادله 

)1-9( ( )p

P R
w

E h
 

2
21

  

  :و جابجايي شعاعي استوانه

)1-10( ( )

g p

r

w w w

P R
u w K

E h
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  هاي كلفت تئوري پوسته 4- 1

تئوري . باشد مي يشتر از  ب Rبه شعاع سطح مياني  hهاي كلفت، نسبت ضخامت پوسته  در پوسته

به طور كلي به دليل كوچك . ي خطي بنا شده است ها نيز بر مبناي تئوري الاستيسيته اين دسته از پوسته

هاي نازك استفاده نمود و بايد از تئوري  هاي پوسته توان از تئوري نبودن ضخامت نسبت به ابعاد ديگر، نمي

توان از تئوري  ده كرد وليكن به دليل پيچيدگي تحليل با فرضياتي ميي سه بعدي استفا الاستيسيته

  . اي كلفت بهره گرفت ي دو بعدي براي تحليل استوانه الاستيسيته

اي  ، حل دقيق استوانه2)مستوي(ي دو بعدي با استفاده از تئوري الاستيسيته) 1852( 1اولين بار لامه

ي همگن و همسانگرد را ارائه  كنواخت داخلي از مادهكلفت متقارن محوري با جدار ثابت تحت فشار ي

روابط ) 1930(3گالركين. كه تا كنون نيز در حل مسائل مختلف مهندسي كاربرد فراواني داشته است. ]2[كرد

                                                            
1 ‐ lame 
2 - plane elasticity  
3 ‐ galerkin 
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با استفاده ) 1949( 1ولاسف. ي به دست آورد پوسته هاي كلفت را با استفاده از معادلات اساسي الاستيسيته

) 1960( 2گرينس پن. هاي كلفت ارائه كرد ي خطي، معادلات قابل حلي براي پوسته يتهاز تئوري الاستيس

  .]3[هاي نازك و كلفت مقايسه نمود هاي مختلف پوسته ي كلفت را با تئوري ي استوانه مقادير ويژه

  .توان بدين گونه تقسيم بندي كرد هاي كلفت را مي تئوري عمومي پوسته

  ي مستوي تئوري الاستيسيته - 1

  تئوري الاستيسيته سه بعدي - 2

  ي مستوي تئوري الاستيسيته 1- 4- 1

مجهول را به دست  15تواند  معادله داريم كه مي 15ي سه بعدي،  به طور كلي در تئوري الاستيسيته

معادله  6و ) جا به جايي -كرنش(معادله سينماتيك 6، )تنش(معادله تعادل 3: آورد، معادلات عبارتند از

تانسور (مؤلفه كرنش 6، )تانسور متقارن تنش(مؤلفه تنش  6: و مجهولات عبارتند از) رنشك-تنش(رفتاري 

ي سه بعدي هر چند مشخصات  تئوري الاستيسيته). بردار جابه جايي( مؤلفه جابه جايي  3و ) متقارن كرنش

دلات آن شود و ليكن حل معا رفتاري پوسته ها را به طور كامل توصيف مي كند و منجر به حل دقيق مي

توان  اي مي با فرضيات ساده شونده. پذير نيست باشد و عملاً به كار گيري آنها امكان بسيار پيچيده مي

  .ها به كار برد را براي تحليل استوانه )مستوي(ي دو بعدي معادلات بالا را كاهش داد و تئوري الاستيسيته

عمود بر محور مركزي استوانه، پس شود كه مقاطع مستوي  ي مستوي، فرض مي در تئوري الاستيسيته

در حقيقت كرنش . مانند از اعمال فشار و تغيير شكل، هم چنان مستوي و عمود بر محور استوانه باقي مي

هاي نازك، جا به  شود وليكن برخلاف تئوري كلاسيك پوسته برشي و تنش برشي صفر در نظر گرفته مي

ي  لامه براي استوانه  اين تئوري را. شود در نظر گرفته نميجايي هر نقطه از پوسته، جا به جايي سطح مياني 

ها به دست  ي همگن و همسانگرد به كار برد و توزيع تنش را در استوانه جدار ثابت متقارن محوري از ماده

  .]4[هاي كلفت مشهور است تئوري لامه به تئوري كلاسيك استوانه. آورد

  :جدار ثابت عبارتست ازي كلفت  معادله ديفرانسيل حاكم بر استوانه

                                                            
1 ‐ Vlassov 
2 ‐ Greenspon 
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  :برابر است با urو جا به جايي استوانه 

)1-12( r

C
u C r

r
  2

1

r   ،شعاع استوانهC1  وC2 آيند هاي معادله هستند كه با شرايط مرزي به دست مي ثابت .  

  ]FGM(]29(مواد با تغييرات تابعي خواص 5- 1

مقاومت حرارتي، مقاومت  مقاومت مكانيكي،: مواد همگن و همسانگرد به دليل يكنواختي خواص از قبيل

هايي در صنايع نظامي، هوا و  محدوديت... در برابر خوردگي و سايش، مقاومت در برابر خزش و خستگي و 

اند كه از مواد  از اين رو دانشمندان همواره در تلاش بوده. كنند ايجاد مي... فضا، نفت و گاز، خودروسازي و 

ي  و آغاز دهه 1940ي  در پايان دهه 1)ها كامپوزيت(مواد مركب  ي ايده. جديد با خواص برتر استفاده كنند

ي ناهمساز به وجود مي آيند كه  مواد مركب از تركيب دو يا چند ماده. در صنايع دريايي عملي شد 1950

اين عدم سنخيت رفتار مواد، باعث تمركز تنش و ايجاد . خواص فيزيكي متفاوت و گاهي ناسازگار دارند

ها از ديدگاه متالوژي  كامپوزيت. شود ها در اثر بارگذاري توأم مكانيكي و حرارتي مي لايه گسستگي در مرز

، همگن و )ماكروسكوپي(، ناهمگن و ناهمسانگرد هستند، وليكن از ديدگاه مكانيكي )ميكروسكوپي(

  . شوند ناهمسانگرد تلقي مي

ي كرد و پس از وي ديگران، ي اجسام مركب را فرمول بند تئوري الاستيسيته) 1950( 2لخنيتسكي

تئوري كلاسيك و تئوري ) 1974( 3وينسون. هاي كامپوزيت را ارائه دادند ها و پوسته هاي حاكم بر ورق تئوري

هاي كامپوزيت به كار برد و بين نتايج دو روش مقايسه انجام  تغيير شكل برشي را در تحليل استاتيكي پوسته

  . داد

ي موجب تغيير ناگهاني  ناگهاني مواد و خواص آنهاست كه در نتيجه ي مواد مركب، تغيير اشكال عمده

مواد با . ي تغيير تدريجي خواص مواد پي ريزي شد لذا ايده  شود، ها مي رفتار مواد به ويژه در مرز لايه

                                                            
1 ‐ composit materials  
2 - lekhnitski 
3 ‐ Vinson 
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هاي زنده مانند استخوان وجود داشته  در ساختار ارگانيسم) FGM(تغييرات تابعي خواص يا مواد هدفمند 

ي بيروني كه نياز به مقاومت مناسبي در برابر عوامل خارجي از قبيل  استخوان در لايه: به عنوان مثال. است

ي دروني كه  شود تا لايه ضربه دارد، از استحكام بيشتري برخوردار است و به تدريج از سختي آن كم مي

از اين رو تغييرات خواص به . باشد تا شرايط مناسب براي جذب مواد غذايي را داشته باشد كاملاً نرم مي

، ناهمگن هستند و ليكن آنها را همسانگرد در نظر FGمواد . شود صورت كاملاً پيوسته و تدريجي ايجاد مي

  . گيرند مي

  
  ]29[ نماي مقطع يك استخوان )1-1( شكل

  

  

  

   FGهاي مواد  ويژگي 1- 5- 1

داراي ) ها كامپوزيت(دو مواد ناهمسانگر) ها ايزوتروپ(در مقايسه با مواد همگن  FGمواد ناهمگن 

 ]5[:باشند هاي به شرح زير مي ويژگي
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هاي حرارتي، آثار  درحقيقت اينگونه مواد با كاهش تنش. مقاومت زياد در برابر گراديان دمايي بالا - 1

هاي حرارتي  توان در نواحي كه تنش مي FGبه كمك مواد . دهند منفي آنها را به نحو قابل توجهي كاهش مي

  . رسند، آنها را كنترل كرد ني ميبه حالت بحرا

توان استحكام مواد را افزايش داد  مي FGمقاومت زياد در برابر بارهاي مكانيكي بالا، به كمك مواد  - 2

  .تا حدود زيادي جلوگيري شود 1ي مومسان و حتي شكست تا از ورود اجسام به ناحيه

در بسياري از . اجسام جامد است ، كاهش تمركز تنش درFGهاي مواد  ترين ويژگي يكي از مهم - 3

شود، مانند  هاي خاص هندسي، تمركز تنش در برخي از نقاط جسم ايجاد مي اجسام به دليل وجود شكل

توان آثار تمركز تنش را به نحو  مي FGبه كمك مواد . ها ها و گشودگي هاي جسم و نزديكي سوراخ لبه

  . گيري كاهش داد  چشم

  . است FGخواص ماده كه مانع ايجاد يا رشد ترك شود، مواد هدفمند بهترين تركيب براي تغيير - 4

ي ترد  هاي جدا انجام شود، احتمال جدا شدن لايه بر روي مواد نرم به صورت لايه 2اگر پوشش ترد - 5

  . پذيرد اين كار با تغييرات پيوسته و تدريجي انجام مي  FGبه كمك مواد . بسيار زياد است

در . شود هاي مختلف آن مي موجب استحكام بين لايه FGاص در ساختار مواد تغييرات تدريجي خو - 6

صورتي كه در مواد مركب كامپوزيتي، تداخل بين ساختارهاي زمينه و الياف، نوعي ناهماهنگي در خواص 

به عنوان مثال هنگامي كه مواد كامپوزيت در معرض بارهاي حرارتي بالا قرار . كند مكانيكي ايجاد مي

ها و مقاطع ضعيف داخل زمينه و الياف  ند، ترك، ابتدا در مرز زمينه و الياف ايجاد و سپس در لايهگير مي

ها و  تنش به دليل پيوستگي موجود در خواص مكانيكي، حرارتي و مغناطيسي، FGدر مواد . شود منتشر مي

ي بين  مقايسه) 2-1(ل شك. شوند اي پيدا مي كنند كه باعث استحكام ماده مي گراديان آنها حالت پيوسته

  .دهد را نشان مي FGMتغييرات خواص در مواد ايزوتروپ، كامپوزيت و

                                                            
1 ‐ fracture 
2 ‐Brittle Coating 
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  ]5[فيسه تغييرات خواص در مواد مختلامق )2-1( شكل

   FGي مواد  تاريخچه 2- 5- 1

در سازمان هوا و فضاي ژاپن مطرح و از  1984و همكارانش در  Niinoتوسط نينو  FGMي  مفهوم اوليه

ي ملي  ي اول پروژه مرحله. ]7و  6[در اين كشور شروع شد FGMجي توليد مطالعات امكان سن 1986

  ساخت مواد،: در اين پروژه، سه گروه. در ژاپن انجام شد 1987-89هاي  طي سال» FGMفناوري گسترش «

ي جديد بود كه با استفاده از  ي پيشنهادي، توليد يك ماده نظريه. پردازش و ارزيابي مواد همكاري داشتند

ها با مقاومت حرارتي بالا و تحمل گراديان حرارتي مناسب و فلزات با مقاومت مكانيكي بالا و ضريب  ميكسرا

در اين صورت . اي كه تغييرات تدريجي ماده از سراميك به فلز انجام پذيرد هدايت حرارتي مناسب، به گونه

ي دروني شاتل  و جوشكاري لايهي شاتل فضايي و نيز شرايط مكانيكي  ي بيروني دماغه شرايط دمايي لايه

  .ارضاء مي شود
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  ]7[در ژاپن FGMساختار گروه هاي پروژه ساخت  )3-1( شكل

تا  1ميليمتر و ضخامت  30يابي به هدف پروژه كه ساخت و آماده سازي قطعاتي به قطر  پس از دست

 1000درجه كلوين و اختلاف دمايي در حدود  2000ميليمتر كه قادر به تحمل دماهايي در حدود  10

در  1990هاي او را در اولين سمپوزيوم جهاني در  درجه كلوين بودند، دانشمندان ژاپني، نتايج پژوهش

انجام شد كه منجر به ساخت ورق  1990-91ي ملي ژاپن در  ي دوم پروژه مرحله. اختيار همگان قرار دادند

ي فضايي و يك نيم كره به قطر  نهي سفي ميليمتر براي استفاده در قسمت پاييني دماغه 300مربعي به ابعاد 

 1992در  FGMدومين سمپوزيوم جهاني  .ي سفينه شد ميليمتر براي استفاده در نوك مخروطي دماغه 50

  .فراگير شد FGMهاي  و به ويژه تحليل سازه FGبرگزار و پس از آن، مطالعات بر روي مواد 

  FGفرايندهاي توليد مواد  3- 5- 1

هاي تخصصي بوده و هنوز روش توليد نيمه  ي آزمايشگاه در محدوده FGمواد تا كنون فرايندهاي توليد 

توان به دو گروه عمده  هاي توليد موجود را مي به طور كلي روش. ي اقتصادي ارائه نشده است صنعتي با صرفه

  .]5[تقسيم كرد
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  ]FG ]5 دسته بندي روش هاي گوناگون توليد مواد )4-1( شكل

اين . گويند به صورت لايه لايه، كه به آن فرايندهاي ساختماني مي FG فرايندهاي توليد مواد  :گروه اول

ي اتوماسيون ساخت مواد پيشرفته  هاي شگرف انجام شده در زمينه اي از پيشرفت نوي فرايندها، نتيجه

در فرايندهاي ساختماني، تغييرات تدريجي توسط انباشته شدن مواد با يك روش برنامه ريزي شده . باشد مي

توان به هر شكل و يا هر گونه  را مي FGهاي مواد  هاي ساخت در اين گروه، مدل با روش. شود مي انجام

گونه محدوديتي در چگونگي تغييرات تدريجي وجود  به همين دليل هيچ. تغييرات دلخواهي سازگار كرد

ها، توليد مواد  روش با وجود نكات مثبت فراوان اين. شود پذيري در طراحي مي اين نكته موجب انعطاف. ندارد
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FG در . شوند ها، مشكلات آن چند برابر مي گير و دشوار است كه با افزايش دقت با آنها، بسيار پر هزينه، وقت

  . هاي اين گروه نشان داده شده است روش) 4-1(شكل 

ك جزء ي انتقال براي ايجاد تغييرات تدريجي در ي مبتني بر پديده FGفرايندهاي توليد مواد : گروم دوم

اين نوع فرايندها از جريان سيال، انتشار اتمي يا انتقال حرارت براي توليد تغييرات تدريجي . باشند از مواد مي

جريان سيال و انتشار حالت جامد در طول . گيرند هاي موجود بهره مي در زيرساختارهاي محلي يا تركيب

اي  به اين ترتيب به گونه. باشد د آلياژي ميها در ساخت موا گوي تفكيك كريستال فرايند جامدسازي، پاسخ

هاي توليد فرايند انتقال، انعطاف  روش. آيند ديگر، روش هايي براي ايجاد تغييرات تدريجي به دست مي

تر از  هاي توليد فرايندهاي ساختماني را ندارند ولي از لحاظ زمان و هزينه، بسيار مناسب پذيري روش

  .باشند هاي گروه اول مي روش

  FGمدل سازي رياضي مواد  4- 5- 1

باشند و خواص مكانيكي، حرارتي و مغناطيسي آنها به  اساساً ناهمگن مي FGبا توجه به اينكه مواد 

ي رياضي، مدل كرد و  توان تغيير خواص را با يك تابع پيوسته صورت پيوسته و تدريجي تغيير مي كند، مي

سازي خواص مكانيكي و حرارتي مواد  ش مرسوم در مدلرو. هاي تحليلي و عددي بهره گرفت از آن در روش

FGمعمولاً در . باشد ي خواص در ماده مي ، استفاده از يك تابع تواني يا تابع نمايي براي بيان توزيع پيوسته

، ضريب هدايت حرارتي، ضريب انبساط حرارتي )E(1عبارات مربوط به توزيع خواص، تغييرات مدول كشساني

دليل آن، مقدار ضريب . كنند را لحاظ نمي) ( 2گيرند و تغييرات ضريب پواسون مي و چگالي را در نظر

توان از تغييرات ناچيز آن در جسم،  اي كه مي باشد، به گونه پواسون است كه بسيار نزديك به هم مي

  . در نظر گرفت) ايزوتروپ FGM(پوشي كرد، يعني ماده را ناهمگن همسانگرد  چشم

تابع  Horgan  &  chan) 1999(هورگان و چان ،]8[تابع تواني  Obata  &  Noda) 1994(اٌباتا و نودا 

) 2001(، تارن ]11[تابع تواني  Tutunkui) 2001(، توتونچو]10[تابع تواني Yang) 2000(يانگ  ،]9[تواني 

Tarn 2006(اراسلان و آكيز   ،]13[تابع تواني ) 2002(، جباري و همكاران ]12[تابع تواني (Eraslan & 

                                                            
1 ‐ ElSTICITY Modulus, young's modulus  
2 ‐ poisson's ratio 



 17

Akis  14[تابع نمايي[  2006(و هونگ جون و ژيفاي (Hongjon  &  Zhifei  تابع نمايي]را در  ]15

  . هاي تحليلي به كار بردند روش

  :خواص تواني ماده مي تواند بصورت مقابل تعريف شود

)1-13( ( )
n

a

z
P z P

a
   
 

  

Pa  ي مشخص و  در يك لايه...) حرارتي و  مكانيكي،(خاصيت مادهn ثابت ناهمگني است.   

سراميك است كه با افزودن برخي عناصر آلياژي ديگر خواص دلخواه -، تلفيق فلزFGترين ماده  رايج

با  FGMاي براي يك ورق  ي ويژه رابطه  Praveen  &  Reddy) 1998(پراوين و ردي . شود تأمين مي

  :] 16[دايشان تغيير خواص را در ورق به صورت زير بيان نمودن. را ارائه كردند Hضخامت ثابت 

)1-14( ( ) ( ) n
c m mP z P P V P  

  

Pm  ،خواص فلزPc  خواص سراميك وV باشد نسبت حجمي در جسم مي .  

)1-15( 
z h h

V z
h

      
 

1

2 2 2

- =zآيد؛ اگر  باشد، ورق همگن سراميك به دست مي n=0اگر 
h

باشد، خاصيت فلزي و اگر   2
2

h
z  

دمايي  ي بالايي آن در معرض گراديان اين ماده در اجسامي كه لبه. آيد باشد، خاصيت سراميك به دست مي

  .ي پاييني آن تحت بارهاي مكانيكي قرار دارند، بسيار مفيداست بالا و لبه

  : تر براي دو خاصيت به شكل زير بيان نمود توان به صورت كلي ي بالا را مي رابطه

)1-16( ( ) ( ) nP z P P V P  1 2 2

P1,P2 ي توخالي جدار ثابت،  به عنوان مثال رابطه براي يك استوانه. باشد ي مختلف مي خواص در دو لايه

  : شود يانگ به صورت زير نوشته ميمدول 
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)1-17( 
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1

Eo ,Ei ي  به ترتيب، مدول يانگ مادهFG باشد در شعاع داخلي و خارجي استوانه مي .  

  ي پژوهش پيشينه 6- 1

بيان  4- 1هاي مختلف، همانگونه كه در بخش  اي همگن و همسانگرد به روش هاي استوانه تحليل پوسته

گردد،  هاي ناهمسانگرد به حدود نيم قرن پيش برمي حليل استوانهت. شد، داراي قدمت نسبتاً طولاني است

در اين بخش، مطالعات انجام شده بر روي . ي اخير است هاي ناهمگن مربوط به دهه وليكن تحليل استوانه

  . شود هاي همگن و ناهمگن در راستاي نياز پايان نامه گزارش مي استوانه

ي  با استفاده از تئوري الاستيسيته 1852در  Lameبار براي اولين : هاي همگن در خصوص استوانه

هاي كلفت متقارن محوري با جدار ثابت از مواد همگن و همسانگرد تحت فشار  مستوي، حل دقيق استوانه

   ]4و  2[اي را ارائه كرد يكنواخت داخلي در حالت كرنش صفحه

Galerkin  به   از معادلات اساسي الاستيسيتههاي كلفت را با استفاده  روابط حاكم بر پوسته1930در

هاي  ي خطي، معادلات قابل حل براي پوسته با استفاده از تئوري الاستيسيته 1949در  Vlassov. دست آورد

هاي مختلف پوسته هاي  ي كلفت را با تئوري ي استوانه مقادير ويژه 1960در  Greesspon. كلفت ارائه  كرد

هاي همگن  معادلات استوانه 2003ايپكچي و همكاران در . مقايسه نمودمحاسبه و با يكديگر   نازك و كلفت،

ي اول، استخراج و به كمك تئوري  و همسانگرد با جدار متغير را با تئوري تغيير شكل برشي مرتبه

  .]17[حل كردند 1اغتشاشات

  &  Fukui 1990در  FGMپس از اولين سمپوزيوم جهاني : هاي ناهمگن در خصوص استوانه

Yamankha  هاي جدار كلفت  روابط الاستيك حاكم بر لوله 1992درFGM   تحت فشار داخلي را در حالت

. ]18[كوتا حل كردند - اي به كمك معادلات لامه استخراج و آنها را به روش عددي رانگ كرنش صفحه

Obata  &  Noda  ي توخالي  تنش هاي حرارتي پايدار را در استوانه 1994درFGM  كرنش را در حالت

                                                            
1 ‐ Perturbation Theory 
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در  Chan   &  Horgan.]8[اي به كمك معادلات لامه استخراج و توزيع تنش را به دست آوردند صفحه

را در حالت كرنش صفحه اي به كمك معادلات لامه  FGMمعادلات حاكم بر يك استوانه تو خالي  1999

در يك ديسك دوار ها را  با همين روش تنش 1999ايشان در . ]9[استخراج و توزيع تنش را بدست آوردند

FGM 19[بررسي كردند[ .Tutunkui  اي و كروي جدار ثابت  حلّ دقيق مخازن استوانه 2001درFGM  با

ايشان معادلات استوانه را در حالت . ي تحت فشار يكنواخت داخلي را ارائه كرد توزيع تواني مدول الاسيتسيته

هاي مثبت معادله مشخصه به  را به ازاي ريشهاي به كمك تئوري لامه استخراج و توزيع تنش  كرنش صفحه

ي ايشان، رابطه ونمودار تنش محيطي و نمودار تنش شعاعي اشتباه است كه در برخي از  در مقاله. دست آورد

هاي مكانيكي و حرارتي در  تنش 2002جباري وهمكاران در . ]11[هاي پسين نيز استفاده شده است پژوهش

را  ]20[تحت بارهاي نامتقارن حرارتي  2003و در  ]13[بارهاي متقارن تحت FGMي توخالي  يك استوانه

  .به دست آوردند

Hungiun  &  Zhifei  ي توخالي  حل دقيق استوانه 2006درFGM  با تغييرات نمايي مدول يانگ در

رات با در نظر گرفتن تغيي 2007و همكاران در  Zheif. ]15[هاي همگن ارائه كردند راستاي شعاعي با لايه

اي كردن، تحليل و با نتايج  را با روش چند لايه FGMي  مدول كشساني به صورت تواني و خطي، استوانه

Tuntukui  21[ي نامبرده پي بردند مقايسه كردند و در نتيجه به اشتباه مقاله[ .Tutunkui  مشابه  2007در

ن با توزيع نمايي مدول يانگ، ارائه اي وليك را در حالت كرنش صفحه FGMي  ي پيشين، تحليل استوانه مقاله

را بر مبناي تئوري  FGMهاي جدار كلفت  حل عمومي استوانه 2008قناد و همكاران در . ]22[كرد

اي، كرنش  هاي حقيقي، مضاعف و مختلط در شرايط تنش صفحه ي مستوي به ازاي ريشه الاستيسيته

زماني . ]23[را نشان داده و آن را تصحيح كردند  Tuntukuiي  ي بسته ارائه و اشتباه مقاله اي و استوانه صفحه

را در دوران بررسي و براي  FGحل تحليلي ترموالاستيك استوانه هاي جدار ضخيم  2008نژاد و رحيمي در 

 2010رحيمي و عارفي نيز در سال . ]31[ريشه هاي حقيقي معادلات تنش ها در آن را به دست آوردند 

. ]32[را تحت فشار داخلي با تئوري تغيير شكل برشي ارائه كردند FGMهاي  تحليل ترموالاستيك استوانه
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هاي همگن و ناهمگن به صورت فهرست گونه  ي استوانه برخي از مطالعات انجام شده درباره) 1-1(در جدول 

  . شود ارائه مي

  مطالعات انجام شده در خصوص استوانه هاي همگن و ناهمگن 1-1جدول 

لهموضوع مقا مؤلف سال  تئوري حلّ جنس جدار 
1852 Lame[4 , 2] ي كلفت حل دقيق استوانه ي مستوي الاستيسيته ايزوتروپ ثابت   
1930 Galerkin هاي كلفت استخراج روابط پوسته ي سه بعدي الاستيسيته ايزوتروپ ثابت   
1949 Vlassov هاي كلفت متقارن محوري تحليل پوسته ي خطي الاستيسيته ايزوتروپ ثابت   

1950 Lekhnitskii [5]
ي اجسام  بندي تئوري الاستيسيته فرمول

)كامپوزيت(مركب آنايزوترو ثابت 
ي سه بعدي الاستيسيته پ  

1970 Ross 
ي كلفت تحت فشارتغيير شكل متقارن استوانه
تقريبي- روش تحليلي ايزوتروپ ثابت يكنواخت  

1992 Fukui[18] ثابت تحليل الاستيك لوله جدار كلفت FGM كوتا- دي رانگعد  
1993 Simkins[24] ي اسلحه هاي لوله اندازه گيري كرنش  روش تجربي ايزوتروپ ثابت 

1994 Obata  &  
Noda[8] 

ي  هاي حرارتي پايدار در استوانه و كره تنش
 FGM ثابت توخالي

 معادلات لامه تواني

1999 Horgan & 
Chan[9] 

ي توخالي و ديسك توپرتحليل تنش در استوانه
اردو  FGM ثابت 

 معادلات لامه خطي

1999 Horgan & 
Chan[19] 

ي توخالي و ديسك توپر  تحليل تنش دراستوانه
 FGM ثابت دوار

 معادلات لامه تواني

2001 Tarn[18] 
هاي ناهمسانگرد تحت بارهاي  حل دقيق استوانه

 FGM ثابت مكانيكي و حرارتي
 تئوري لخنيتسكي تواني

2001 Tarn[12] 
هاي ناهمسانگرد تحت بارهايتوانهحل دقيق اس

 FGM  ثابت  مكانيكي و حرارتي
  تئوري لخنيتسكي  تواني

2001 Tutunkui[11] اي و كروي حل دقيق مخازن استوانه  FGM ثابت 
كوشي- معادلات لامه و اويلر تواني  

2001 Kang & 
Leissa[25] 

 روش انرژي ايزوتروپ متغير استخراج معادلات حركت سه بعدي

2002 Jabberi & 
Eslami[13] 

 FGM ثابتي توخالي هاي مكانيكي و حرارتي در استوانه تنش
 معادلات لامه تواني

2003 Jabberi & 
Eslami[20] 

هاي مكانيكي و  حل عمومي استوانه تحت تنش
 FGM ثابت حرارتي نامتقارن محوري

 تواني
سري - جداسازي متغيرها

 فوريه

2003 Eipakchi & 
Rahimi[17] 

ي جدار كلفت تحت فشاراستوانهتحليل
تئوري  - تغيير شكل برشي ايزوتروپ متغير نايكنواخت داخلي

 اغتشاشات

2006 Dai[26] 
حل دقيق استوانه و كره تحت فشار در ميدان 

 FGM ثابت مغناطيسي نايكنواخت
كوشي- معادلات اويلر تواني  

2006 Eraslam & 
Akis[14] 

ر واي محواي و كرنش صفحهحل تنش صفحه
 FGM ثابت ديسك توپر دوار

 معادلات لامه نمايي
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2006 Eraslam & 
Akis[27] 

ي تحت فشار داخلي پلاستيك لوله- حل الاستيك  FGM ثابت 
معيار ترسكا- معادلات لامه تواني  

2006 Hangjun & 
Zheifi[15] 

ي توخالي ناهمگن تحليل الاستيك استوانه  FGM ثابت 
 معادلات لامه نمايي

2007 Zhifei & 
Hangjun[21] 

هاي توخالي ناهمگن حل دقيق استوانه  FGM ثابت 
 تواني

چند لايه كردن جداره 
 استوانه

2007 Tutunkui [22] اي تحليل تنش در مخازن استوانه  FGM ثابت 
 معادلات لامه نمايي

2008 
Rahimi & 

Zamani Nejad 
[31] 

تحت بار  FGMهاي كلفت  حل عمومي استوانه
 FGM ثابت  با دورانحرارتي همراه 

ي مستوي الاستيسيته تواني  

2009 Tutunkui & 
Temel[30] 

هاي كلفتحل كره ها، ديسك ها و استوانه
FGM ثابت  متقارن محوري تحت فشار FGM 

ي مستوي الاستيسيته تواني  

2010 
Ghannad & 

Zamani Nejad 
[28] 

هاي كلفت متقارن محوري  حل تحليلي استوانه
تهاي بستهتحت فشار با ان  تغيير شكل برشي ايزوتروپ ثابت 

2010 Arefi and 
Rahimi[33] 

 تحت  FGM يها استوانه كيترموالاست ليتحل
 FGM ثابت  يداخل فشار

 تغيير شكل برشي تواني

  

  جمع بندي 7- 1

 اي كه هاي كلفت همگن و ناهمگن با جدار ثابت، بارگذاري و شرايط انتهايي، به گونه براي تحليل استوانه

ي مستوي استفاده كرد  توان از تئوري الاسيتسيته ي دو بعدي خارج نشود، مي مسأله از حالت الاسيتسيته

هاي كلفت همگن و ناهمگن باجدار متغير و يا فشار يكنواخت، روش مناسب،  وليكن براي تحليل استوانه

  .استفاده از تئوري تغيير شكل برشي است



 
 
 
 
 
 

  2فصل 
  

 

ه هاي تحليل الاستيك پوست
 FGMاستوانه اي 
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  مقدمه 2-1
تـوپ   يدر مخازن تحت فشار و لوله هـا  يا ژهيو يكاربرد تياز اهم ميجدار ضخ ياستوانه ها ليتحل

از ميان انواع پوسته ها، پوسته هاي استوانه اي جدار كلفـت اهميـت ويـژه تـري دارنـد و      .برخوردار است
يرات بر روي ضخامت و ماده اين دسته از پوسته ها همواره مهندسان و دانش پژوهان به دنبال اعمال تغي

بوده اند كه بتوانند مقاومت آنها را در برابر نيرو هاي وارد شده افزايش و در صـورت امكـان، وزن آنهـا را    
را بدسـت مـي    FGحاكم بر استوانه هـاي همگـن و نـاهمگن     يليوابط تحلر فصل نيدر ا. كاهش دهند

در اسـتوانه   Ansys  المـان محـدود   ررم افزانتوسط نها را با نتايج عددي حاصل از آ يعدد جيو نتاآوريم 
  .تحت فشار داخلي و خارجي مقايسه مي كنيم يها

 
  ]2[روابط اساسي  2-2

 معادلات تعادل  -الف

  .معادلات تعادل در حالت كلي به صورت زير مي باشد

)2-1(. 0B  
 

 
  

 
 نمايش يك المان از استوانه ضخيم )1-2( شكل
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  .معادله تعادل بصورت زير نوشته مي شوند 3بالا در مختصات استوانه اي، با بسط دادن رابطه 

)2-2(

 1 1
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  )كرنش –تنش (روابط رفتاري  -ب

و 2[براي مواد الاستيك خطي ايزوتروپيك، به صورت زير نوشته مـي شـوند   روابط بين تنش و كرنش
4[.  

)2-3(2 eI     
  

  .كرنش صحيح است -مي توان نشان داد كه رابطه زير نيز براي تنش

)2-4(
1

2 2 (3 2 )ij ij ij kk

   
   

 


 

  
  .به صورت زير تعريف مي شود .1دلتاي كرونكر

)2-5(
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1
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i j
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  .ثابت هاي لامه بصورت زير مي باشند و  كه در اين روابط 

)2-6(
(1 )(1 2 )
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  .رابطه رفتاري به صورت زير مي باشند 6در مختصات استوانه اي،
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1. Kroneeker Delta 
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  و نيز مي توان نوشت

)2-8(
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  )كرنش –تغييرمكان (روابط سينماتيك   -ج

يك براي تغيير شكل هاي بسيار كوچك به صورت زيـر نشـان داده مـي    در حالت كلي روابط سينمات
  .شوند

)2-9( 1
( )

2
Tu u    

   
  
  .براي حالت استوانه اي به صورت زير ساده مي شودمعادله سينماتيك  6

)2-10(
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  1مسائل متقارن محوري  2-2-1

ماننـد مخـازن تحـت فشـار،     . مسائل زيـادي در مهندسـي موجودنـد كـه متقـارن محـوري هسـتند       
المانهاي رآكتورهاي هسـته اي، مخـازن رآكتورهـاي شـيميايي، لولـه هـاي مبـدل        سيلندرهاي مركب، 

                                                            
1 Axisymmetric 
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حرارتي، چرخ لنگرها، سازه هاي كروي توخالي يا توپر، ديسك هاي توربين ها و ديگر مصنوعات صنعتي 
  . كه مي توان نام برد

ص مادي مسئله متقارن محوري، مسئله اي است كه در آن هندسه، بارگذاري، شرايط مرزي و نيزخوا
نسبت به محور مركزي استوانه متقارن باشد و در نتيجه ميـدان تغييـر شـكل و تـنش، تقـارن محـوري       

Pو فشار خـارجي    Piبه عنوان مثال استوانه جدار ضخيم كه تحت فشار داخلي .داشته باشد
o

قـرار دارد،   
ر دسـتگاه مختصـات   معمولاً مسائل متقارن محـوري د . نظير مخازن تحت فشار و لوله هاي انتقال سيال

 .استوانه اي حل مي شوند

  در مسائل متقارن محوري داريم

)2-11(0 , 0u 


 
 

  
  .معادله كاهش مي يابد 4معادله سينماتيك به  6با فرض تقارن محوري  
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  .معادله زير به دست مي آيند 2و معادلات تعادل به صورت 
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  .معادله كاهش مي يابند 4معادلات رفتاري نيز به 
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  ي توان نوشتو يا م

)2-15(
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معادله  6معادله سينماتيك و  6معادله تعادل، 3معادله كلي موجود در مختصات استوانه اي،  15پس 

  .معادله كاهش مي يابد 10رفتاري به 
  
  تئوري الاستيسيته صفحه اي  2-3

 مركـزي  محـور  بـر  عمـود  مسـتوي  مقـاطع  كـه  ميشود فرض PET(1(مستوي  الاستيسيته تئوري در
ايجـاد   شكل هـاي  تغيير .مانند مي باقي عمود و مستوي همچنان شكل، تغيير و بارگذاري از پس ،استوانه

 تغييـر . نمي كند تغيير استوانه طول امتداد در مقدارشان و ميباشند متقارن استوانه، محور به نسبت شده

 ديگـر، جابـه   عبـارت  بـه  ميكنـد،  تغيير شعاعي راستاي در ولي است ثابت محيط امتداد در شعاعي مكان

rzبرشي كرنش لذا ندارد، چرخش المان يعني .تاس ur(r) شعاع تابع فقط شعاعي جايي  و تنش برشـي  

rzهـاي  تـنش  و اصلي محورهاي اي، استوانه محورهاي كه معناست بدان اين .شوند نمي گرفته نظر در 

  .هستند اصلي هاي تنش عمودي،

)2-16(
تنش هاي اصلي 

z r    
  

و كـرنش طـولي    zبا توجه به معادلات تعادل و معادلات سازگاري، نتيجه مي شود كه تنش طولي 
z داراي مقادير ثابتند. 

)2-17(0 0rz rz    
  
  
  

                                                            
1 Plane Elasticity Theory(PET) 
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  .رابطه كاهش مي يابد 8رابطه قبل به  10و در اين صورت 

)2-18(

r
r

r

z
z

u

r
u

r
u

z









  
 


  

 

)2-19(
 1

0

0

r
r r

z
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d
B

dr r

B
z


  



    
  
 

 

)2-20(
( ) 2

( ) 2

( ) 2

r r z r

r z

z r z z



  



     
     
     

   
    
    

 

  
  .صورت روابط بي بعد زير تعريف شوندبه  Rو  Vفرض شود 

)2-21(

r

i

i

u
V

r

r
R

r




 

  
جابجايي در جمله هاي نرمال شده -، شعاع داخلي استوانه مي باشد، در اين صورت روابط تنشirكه 

  .، بصورت رابطه زير خواهد شدVجابجايي شعاعي 

)2-22(
r

dV

dR
V

R





 

 


 

  
  .كرنش را بصورت رابطه ماتريسي زير تعريف مي كنيم-روابط تنش

)2-23(
r ra b

b a 
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  .شده در اين رابطه بصورت زير خواهد بودتعريف  bو  aكه ضرايب 

)2-24(
( )

( )

a A E R

b B E R




 

  
ثابت هايي هستند كه با توجه به شرايط انتهايي اسـتوانه بصـورت زيـر تعيـين مـي       B و Aو ضرايب 

  .گردند
  
  شرايط انتهايي استوانه 2-3-1

  )استوانه با دو سر باز(تنش صفحه اي)الف
  .به صورت زير خواهد بود  Bو  Aب در حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت تنش صفحه اي ضراي

)2-25(
2

2

1

1

1

A

B





  

 
 

 

  )استوانه با دو سر بسته و مقيد(كرنش صفحه اي)ب
  در حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت كرنش صفحه اي، خواهيم داشت

)2-26(

(1 )

(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

A

B


 


 

   

 
  

 

  
، بـدون  )19-2(معادله تعادل براي مختصات استوانه اي متقارن محوري، با توجه بـه معادلـه تعـادل    

  ، بصورت زير خواهد بودRر ترم متغير بي بعد وجود نيروهاي حجمي د

)2-27(0
R R

rrd

d
  

  
  

 ليفرانس ـي، معادلـه د )27-2(و استفاده از رابطه تعـادل  ) 23-2(و ) 22-2(روابط  فيحال توسط تعر
  .ديآ يبدست م ريبصورت زبراي مختصات استوانه اي متقارن محوري، 

)2-28(
2

2

d d
M(R) N(R) 0

dR dR

V V
V   
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  .خواهد بود روابط ضرايب معادله ديفرانسيل بصورت زير ،رابطه نيكه در ا

)2-29(

1 da 1
M(R)=

a dR R
1 1 db 1

N(R)= [ ]
R a dR R




 

  
  استوانه هاي همگن  2-3-2

، ثابـت مـي   و نيـز نسـبت پواسـون     Eبراي استوانه هاي همگن در روابط قبل،  مدول الاستيسيته 
معادلـه  ) 28-2(و سـپس  ) 29-2(در اينجا با جايگذاري رابطه ثابت مدول الاستيسيته در معادله . باشند

  .ت مي آيدبدس) 31-2(ديفرانسيل حاصل به صورت رابطه 

)2-30(
( )

( )

M R
R

N R
R



 
2

1

1
 

)2-31(R V RV V   2 0 
)كه  )تق نسبت به متغير بي بعد ، مشR است.  

  
  استوانه هاي ناهمگن  2-3-3

اسـت،   R، توابعي از مختصات شعاعي بي بعـد  و ضريب پواسون  E، مدول الاستيسيته FGدر مواد 
ن كه در اكثر تحليل ها و بالاخص در اين بررسي،  بعلت تاثيرات جزئـي ضـريب پواسـون، از تغييـرات آ    

رابطه توزيع مدول الاستيسيته را بصورت توزيـع تـواني از   .  صرفنظر شده و ثابت در نظر گرفته مي شود
  .آورده شده است، در نظر مي گيريم) 32-2(، كه در رابطه Rمختصات بي بعد 

)2-32((R) R n
iE E 

ضريب توان در رابطه توزيـع   nدر اين رابطه مدول الاستيسيته شعاع داخلي استوانه ترتيب و  iEكه 
  .اني مدول الاستيسيته مي باشدتو

، معادله ديفرانسيل استوانه هاي ناهمگن بصـورت رابطـه   )30-2(و ) 29-2(حال توسط تعريف روابط 
  .]30[بدست مي آيد) 2-31(

)2-33(
( )

( )

n
M R

R
n

N R
R









2

1

1
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)2-34(( ) ( )R V n RV n V     2 1 1 0 
  

Bدر رابطه حاصل

A
  مي باشد، كه در شرايط مختلف انتهايي استوانه بصورت زير خواهد بود.  

  تنش صفحه اي) الف

)2-35(  
  صفحه ايكرنش ) ب

)2-36(1







 

  
  حل الاستيك استوانه هاي ناهمگن 2-4

Vعبارت )  34-2(اگر در معادله  R 37-2(آن، بصورت رابطه  1جايگذاري شود معادله مشخصه (
  .حاصل مي شود

)2-37(2 ( 1) 0n n      
  

  و ريشه هاي معادله مشخصه

)2-38(
1,2

2

1
( )

2

4( 1)

n

n n





    

  

 

  
ريشه )2ريشه هاي حقيقي، ) 1، .ريشه هاي معادله مشخصه ممكن است بر اساس مقادير مختلف 

ريشه هاي مختلط باشندكه در هر كدام از اين حالت ها، شرايط انتهايي اسـتوانه مـي   ) 3هاي مضاعف و 
  .كرنش صفحه اي باشد -تنش صفحه اي و ب -الف. تواند
  
 ريشه هاي حقيقي 2-4-1

  .خواهد بود) 39-2(بصورت رابطه ) 34-2(و در اين حالت پاسخ معادله 

)2-39(1 2
1 2( )V R B R B R   

  .تنش هاي شعاعي و مماسي، بصورت زير بدست مي آيند )2-23(و )  2-22(و توسط روابط 

                                                            
1 Characteristic Equation 
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)2-40(
2 1

2 1
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2 2 1 1
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) 41-2(شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلي و خـارجي، بصـورت رابطـه    

  .خواهد بود

)2-41(
1 r i

r o

R p

R k p




  
   

 

  
بدسـت  ) 44-2(بصورت رابطه  2Bو  1Bاگر تعريف هاي زير را داشته باشيم در نتيجه ضرايب ثابت 

  .مي آيند

)2-42(2 1 n
i oX p k p k   

)2-43(1 1 n
i oY p k p k   

)2-44(
1 2

2 1

1
1

2
2

( )( )

( )( )

i

i

X
B

E A B k k

Y
B

E A B k k

 

 






 


 

 

  
oه در اين رابطه ك

i

r
k

r
در اين صـورت بـا توجـه بـه     . ، نسبت شعاع خارجي به داخلي استوانه است

  .،  روابط تنش و جابجايي شعاعي استوانه، بصورت بي بعد بدست مي آيد)23-2(و ) 22-2(روابط 

)2-45(1 2

1 2

1

[ ]
n

r

R
R X R Y

k k
 

 


 


 

)2-46(1 2

1 2

1
1 2

1 2

n B A B AR
R X R Y

k k A B A B
 

  

 
 

   
     

 

)2-47(1 2

1 2
1 2( )

i
r

i

r X Y
u R R

E k k A B A B
 

   
 

     
 

  
و  وابستگي مسـتقيم دارنـد    Bو  Aجابجايي شعاعي بي بعد، به  ruو كه از روابط مشخص است، 

، روابط تنش و جابجايي در شرايط مختلف تنش )26-2(و ) 25-2(بر اساس شرايط گفته شده در روابط 
  .صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير به دست مي آيد
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  تنش صفحه اي) الف

)2-48(1 2

1 2
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1 2

1 2

1 1
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nR
R X R Y

k k
 

  

 
   

  
 

  
 

)2-49(1 2

1 2

2

1 2

(1 )
[ ]

( )
i

r
i

r X Y
u R R

E k k
 

 


   


 

  
 

  كرنش صفحه اي) ب

)2-50(1 2

1 2

1
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nR
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)2-51(
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r X Y
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E k k
 

 

 
     

 
 

    
 

  
  ريشه هاي مضاعف  2-4-2

0، )37-2(اگر در رابطه    ريشه هاي مضاعف مي شودباشد، معادله داراي.  

)2-52(  
2

n                                  1و 2    

  
  در اين حالت) 34-2(پاسخ  معادله 

)2-53( 1 2( ) mV R B B Ln R R 

، بصـورت رابطـه زيـر    2Bو  1Bضـرايب ثابـت   ) 41-2(در نتيجه با توجه به شرايط مرزي در رابطـه  
  .بدست مي آيند

)2-54(
1 2

2

[ ( )ln ]

ln ( )

ln ( )

i o

i

i o

i

p A A B k p A
B

E k A B

p p
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E k A B






  








نشان د هنده  تـنش   ) 57-2(الي ) 55-2(، روابط )23-2(و ) 22-2(در اين صورت با توجه به روابط 
  .مي باشد) 34-2(و كرنش در حالت ريشه هاي مضاعف معادله ديفرانسيل 

)2-55(
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1( )n o
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p k
R Ln R p Ln

k R
Ln k





 

  
 

)2-56(
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)2-57(2 1 2

( )( )

( ) ( )
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A A B Lnpr R A A B Ln R Ru p

E Ln k A B k A B






  

    
    

 

  
، به ruودر حاليكه . وابسته نيست Bو  Aمستقيما به  rملاحظه مي شود كه مشابه حالت قبل 

A  وB  روابط تنش و )26-2(و  )25-2(وابستگي مستقيم دارند و بر اساس شرايط گفته شده در روابط ،
 .جابجايي در شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير به دست مي آيد

  تنش صفحه اي) الف

)2-58(
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  كرنش صفحه اي) ب

)2-60(
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)2-61(
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  ريشه هاي مختلط  2-4-3
  .باشد، معادله داراي ريشه هاي مختلط مي شود 0، )37-2(اگر در رابطه 

)2-62(
1

2

x iy

x iy




 
  

)2-63(
2

2

n
x

y

 




  
  .، بصورت زير خواهد بود)34-2(اسخ معادله ديفرانسيل و پ

)2-64( 1 2( ) cos( ) sin( ) xV R B yLn R B yLn R R 

، بصورت رابطه زير 2Bو  1Bضرايب ثابت ) 41-2(در نتيجه با توجه به شرايط مرزي در رابطه 
  .بدست مي آيند

)2-65(

  1

1

1

2

cos( ) ( )sin( )
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(( )sin( )) sin( ))
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E D
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Ax B yLnk Ay yLnk p
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  كه در آن

)2-66(
2 2 2sin( ) ( )D yLnk A y Ax B    

  
 نشان د هنده  روابـط ) 68-2(الي ) 66-2(، روابط )23-2(و ) 22-2(در اين صورت با توجه به روابط 

  .تنش و كرنش مي باشند

)2-67(
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cos( ( ))sin( ) cos( )sin( ( ))
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x n o
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)2-68(
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)2-69(
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[ [ cos( ) ( )sin( )]
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E D k

k k
Ay yLn Ax B yLn p
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، به ruودر حاليكه . وابسته نيست Bو  Aمستقيما به  rملاحظه مي شود كه مشابه حالت قبل 

A  وB  روابط تنش و )26-2(و ) 25-2(وابستگي مستقيم دارند و بر اساس شرايط گفته شده در روابط ،
 .به صورت زير به دست مي آيد جابجايي در شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي

  
  تنش صفحه اي) الف

)2-70(
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  كرنش صفحه اي) ب
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1

2 2 2 1

2 2 2

2 2 2

[(1 2 ) cos( )
sin( )( (1 ) ((1 ) ) )

(( 2 2 1) (1 )( 1))sin( )]

(1 2 ) cos( ) [(2 2 1) (1 )( 1)]sin( )

z n
o

m n

i

pR y yLn R
yLn k y x k

x y x yLn R
k ky yLn x y x yLn p
R R



  37

)2-73(
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  تحت فشار داخلي هاي استوانه  2-4-4

در حالت استوانه هاي در معرض فشار داخلي، با قرار دادن فشار خارجي برابر صفر، روابط تنش و نيز 
  .صورت زير بدست مي آيدجابجايي شعاعي در حالت ريشه هاي حقيقي معادله مشخصه ب
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  تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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    تحت فشار خارجي هاي استوانه  5- 4- 2

در اين حالت، با قرار دادن فشار داخلي برابر صفر، رابطه تنش و نيز جابجـايي شـعاعي بصـورت زيـر     
  .بدست مي آيد
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  تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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  حل عددي استوانه هاي ناهمگن  2-5

 يكـي  .شـود  مي ارايه بسته يك قالب در كه است افزاري نرم هاي برنامه به متكّي محدود، اجزاي روش
در ايـن  . اسـت  Ansysكننـد،   مي استفاده آن از بسياري كاربران و دارد فراواني كاربرد كه ها بسته اين از

  .استفاده شده است Ansys 12از  پايان نامه
 جيو نتـا را بدست مي آوريـم   FGحاكم بر استوانه هاي همگن و ناهمگن  يليوابط تحلر فصل نيدر ا

تحت فشـار   يدر استوانه ها Ansys  المان محدود ررم افزانتوسط حاصل از آنها را با نتايج عددي  يعدد
  .داخلي و خارجي مقايسه مي كنيم

انتخاب شده   axisymmetricبا گزينه  plane 8nod 82از نوع  solidستوانه، المان براي المان بندي ا
گره در وسط  4گره در رئوس و  4( 1گره 8ضلعي با اضلاع خميده و داراي  4مقطع اين المان . است
يكي جابجايي در راستاي شعاعي و ديگري جابجايي در ( است كه درجه آزادي هر گره، دو ) اضلاع

                                                            
١ node 
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براي مسائل تنش صفحه اي، كرنش صفحه اي و  plane 8nod 82المان . مي باشد) وريراستاي مح
در مدل سازي، يك استوانه  .مي باشد 16×16ماتريس سختي المان مذكور . متقارن محوري كاربرد دارد

Lميليمتر با جدار ثابت بطول  60ميليمتر و شعاع خارجي  40به شعاع داخلي  mm مدل شده  800
د خواص ناهمگني كه در اينجا، به صورت شعاعي در نظر گرفته شده است، استوانه است، كه براي ايجا

و بعد از بهينه ) 2-2شكل (لايه مساوي به ضخامت هر كدام يك ميليمتر تقسيم شده است  20به 
ميليمتر در مش بندي  1×1سازي انجام گرفته در المان بندي مدل ايجاد شده، المان هايي به ابعاد 

-2(خواص مدول الاستيك، در هر لايه به لايه ديگر با تابع تواني، بصورت رابطه . گرفته شدمدل در نظر 
اين لايه ها در محل اتصال بهم پيوسته اند و خواص در محل اتصال لايه ها حد . تغيير مي كنند)  32

يع سپس بارگذاري مورد نظر را، جهت شبيه سازي توز. ميانگين چپ و راست در نظر گرفته مي شود
نشان داده ) 1- 2(اين بارگذاري در شكل . (تنش و جابجايي شعاعي استوانه، به استوانه اعمال مي كنيم

  ).شده است
  

 
  لايه 20با تقسيم به  FGMمدل مقطع طولي استوانه  )2-2( شكل

سپس با شبيه سازي استوانه در حالت كرنش صفحه اي بارهاي مكانيكي اعمالي را به مدل وارد 
  .جابجايي شعاعي در استوانه را بدست مي آوريم كرده و سپس تنش ها و

  
  بررسي نتايج  2-6

براي مطالعه موردي و بررسي نمودارهاي بدست آمده از نتايج عددي، يـك اسـتوانه جـدار كلفـت بـا      
اسـتوانه جـدار   . مشخصات زير را با توزيع متفاوت مدول الاستيسيته در امتداد جداره در نظر مي گيـريم 

irثابت بشعاع داخلي  mm orو شعاع خارجي  40 mm و  مدول الاستيسـيته در سـطح داخلـي     60
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iEاستوانه  G Pa .با ضريب پواسون ثابت  200 0 تحت سه حالـت بارگـذاري زيـر در نظـر مـي       3
  .گيريم

ipفشار يكنواخت داخلي  - 1 MPa 80  
ipفشار يكنواخت داخلي   - 2 MPa opو خارجي  80 MPa 80 

opفشار يكنواخت خارجي    - 3 MPa 80  

)مدول الاستيك استوانه در راستاي شعاع با تـابع تـواني    ) n
iE R E R ف كـه  تعري ـn   در محـدوده

2 2n   توزيع مـدول الاسـتيك را نسـبت بـه شـعاع اسـتوانه       )3-2(شكل .در نظر گرفته مي شود ،

 n

i

E R
E

نسبت پواسون اسـتوانه، ثابـت و در ايـن پايـان نامـه      .نشان مي دهد nبه ازاي مقادير صحيح  

0.3  در نظر گرفته شده است.  

تلـف، تفـاوت قابـل ملاحظـه اي بـا      در شرايط انتهايي مخ) بي بعد(توزيع نرمال تنش ها و جابجايي 

براي حالت كرنش صفحه اي در سـه  ) 12-2(تا ) 4-2(از اين رو نمودار هاي شكل هاي  . يكديگر ندارند

  .حالت بار گذاري گفته شده رسم شده اند

 

 
  توزيع مدول الاستيك در لايه هاي شعاع استوانه )3-2( شكل
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  فشار داخلي توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت )4-2( شكل
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  توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت فشار داخلي )5-2( شكل

 r /p
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 /p
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  توزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار داخلي )6-2( شكل
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  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار خارجي )7-2( شكل
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  شار خارجيتوزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت ف )8-2( شكل
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  توزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار خارجي )9-2( شكل
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  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار داخلي و خارجي )10-2( شكل
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  توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت فشار داخلي و خارجي )11-2( شكل
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  تحت فشار داخلي و خارجيتوزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن  )12-2( شكل

  نتيجه گيري  7- 2

تنش شعاعي در استوانه به ترتيب تحت بـار فشـاري داخلـي، بـار      10-2و  7-2،  4-2در شكل هاي 
ديـده مـي   . فشاري خارجي و بار فشاري داخلي و خارجي، در امتداد شعاع استوانه نشان داده شده است

ضريب تـوان در روابـط ضـريب الاستيسـيته، مقـدار      شود كه در صورت وجود بار فشار داخلي با افزايش 
تنش شعاعي افزايش مي يابد در صورتي كه در حالت بارگذاري دوم كه بار مكانيكي اعمـالي بـه صـورت    
بار فشاري خارجي بر استوانه وارد مي شود، با افزايش ضريب توان مقدار تنش شعاعي كاهش يافته و در 

نه نيز مانند بارگذاري فشاري خارجي بـا افـزايش ضـريب تـوان     بارگذاري فشاري داخلي و خارجي استوا
-2و  8-2، 5-2 يدر شـكل هـا   مياستوانه جدار ضـخ  يتنش مماس. مقدار تنش شعاعي كاهش مي يابد

و  شـود  ياعمـال م ـ  يبصـورت كشش ـ  يتنش مماس يداخل يدر حالت بار فشار .نشان داده شده اند 11
ش ضريب توان تنش مماسي كاهش يافته و از آن به بعد تا شعاع تقريبا تا اواسط ضخامت استوانه با افزاي

تـنش  ) يخـارج  يبـار فشـار  ( يكه در حالت دوم بارگـذار  يدر صورت خارجي استوانه افزايش مي يابد و
و مشابه حالت قبل تا اواسط ضخامت استوانه با افـزايش ضـريب   شود  يوارد م يبه صورت فشار يمماس

در حالت سوم و  از آن به بعد تا شعاع خارجي استوانه افزايش مي يابد توان تنش مماسي كاهش يافته و
تنش مماسي مشابه حالت بار فشاري خارجي خواهد بود و فقـط   ) يوخارج يداخل يبار فشار( يبارگذار

  .مقدار آن كوچكتر مي باشد

R

u r /r
i 

n= ٢-

n= ٠

n= ١-

n= ١

n= ٢
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هاي  جابجايي شعاعي استوانه جدار ضخيم بصورت بي بعد تحت بار گذاري هاي مورد بحث در شكل
همان طور كـه ديـده مـي شـود در بارگـذاري فشـاري داخلـي،        . نشان داده شده اند 12-2و  2-9، 2-6

جابجايي شعاعي با افزايش ضريب توان كاهش مي يابد و تمام جابجايي ها در بازه مثبت واقع هستند در 
و بـا افـزايش    حالي كه در صورت اعمال بار فشاري خارجي جابجايي ها در بازه منفـي قـرار مـي گيرنـد    

ضريب توان، از ميزان جابجايي كاسته مي شود و در حالت سوم بارگذاري مشابه بارگـذاري حالـت قبـل    
  .جابجايي هادر بازه منفي واقع مي شوند، و با افزايش ضريب توان، جابجايي شعاعي كاهش مي يابد

  



 
 
 
 
 

 
 
 

3فصل   
 
 

تحليل ترمو الاستيك پوسته هاي 
 FGMاستوانه اي 
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  مقدمه  3-1
كاربرد هاي حرارتي آنها در شرايط ويژه بود و مقاومت منحصر به در ابتدا به منظور  FGطراحي مواد 

در برابر بارهاي حرارتي، دانشمندان را بر آن داشت تا به بررسـي   (FGM) ميجدار ضخ ياستوانه هافرد 
  . ياز دارند، بپردازندو تحليل عملكرد آنها در مسائلي كه به مقاومت مكانيكي و حرارتي بالا ن

همين راستا فصل حاضر، به تحليل ترموالاستيك استوانه هاي جدار ضخيم تحت فشـار داخلـي و   در 
از نرم  يكي يعدد جينتامقايسه آنها با و  ي ارائه شدهليروابط تحل خارجي پرداخته و در ادامه، با محاسبه

  . واهد شدپرداخته خ ريبه صورت ز)  Ansys( المان محدود يافزار ها
  استوانه اي تحت بار حرارتي داخلي و فشار داخلي -1
  استوانه اي تحت بار حرارتي داخلي و فشار خارجي -2
  استوانه اي تحت بار حرارتي داخلي و فشار داخلي و خارجي -3

 يهـا  و رفتـار تـنش   يشـعاع  يهـا يي جابجـا  عيتوز، ارائه شده يليبا استفاده از روش تحلدر نهايت، 
 جمـع بنـدي  و  سـه يمقا يكديگربا  هحاصل جينتا ،در انتها. است شده ه ارائهاستوان يبرا يطيمحو  يشعاع

  .خواهد شد

  

  ]2[روابط اساسي   3-2

  معادلات تعادل در مختصات استوانه اي  -الف
 .معادله تعادل در حالت كلي به صورت زير مي باشد

)3-1(  . 0B  
 


  

عادلات تعادل در مختصات استوانه اي بصـورت  كه با بسط دادن اين رابطه در مختصات استوانه اي، م
 .زير بدست مي آيد

)3-2(
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  )كرنش –تنش (روابط رفتاري  -ب
براي مواد ارتجاعي خطي ايزوتروپيك، در حالت ترموالاسـتيك بـه صـورت     رابطه بين تنش و كرنش،

  .]4[زير نوشته مي شود

)3-3(2 (3 2 )ij ij ij k k ijT           

)3-4(
1

2 (3 2 ) 2ij ij kk ij ijT
     

   


  


 و  µو ضـريب انبسـاط حرارتـي و     به ترتيب نشان دهنده درجه حرارت  و  Tكه در اين روابط 
 .ثابت هاي لامه، بصورت زير مي باشند

)3-5(
(1 )(1 2 )

2(1 )

E

E


 





 




 

 .كرنش در مختصات استوانه اي داريم-در صورت نوشتن روابط تنش

)3-6(
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  )كرنش –تغييرمكان (روابط سينماتيك  -ج

 .در حالت ترموالاستيك، روابط كلي سينماتيك به صورت زير نشان داده مي شود

)3-8( 1
( )

2
Tu u    

  

  .براي حالت استوانه اي به صورت زير ساده مي شوندسينماتيك معادله  6
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)3-9(
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  1مسائل متقارن محوري  3-2-1

مسئله متقارن محوري، مسئله اي است كه در آن هندسه، بارگذاري، شرايط مرزي و نيزخواص مادي 
مي توان با  در اينجا نيز. متقارن باشند و در نتيجه ميدان تغيير شكل و تنش، تقارن محوري داشته باشد

، مسئاله را 1-3فرض توزيع بار حرارتي در راستاي شعاعي و متقارن در راستاي مماسي، به صورت شكل 
 .متقارن محوري در نظر بگيريم، پس در اين صورت خواهيم داشت

)3-10(0 , 0u 


 


 
  نمايش يك المان از استوانه ضخيم )1-3( شكل

                                                            
1 Axisymmetric 
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  .ابدمعادله كاهش مي ي 4معادله سينماتيك به  6با فرض تقارن محوري  

)3-11(
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  .معادله زير به دست مي آيند 2و معادلات تعادل به صورت 
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  معادله كاهش مي يابند 4معادلات رفتاري نيز به 

)3-13(
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  و يا مي توان نوشت

)3-14(
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معادله  6معادله سينماتيك و  6معادله تعادل، 3معادله كلي موجود در مختصات استوانه اي،  15پس 

. يابدمعادله كاهش مي  10رفتاري به   
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  تئوري الاستيسيته صفحه اي  3-3

 مركـزي  محـور  بـر  عمـود  مسـتوي  مقاطع كه ميشود فرض PET(1(صفحه اي  الاستيسيته تئوري در
ايجـاد   شكل هـاي  تغيير .مانند مي باقي عمود و مستوي همچنان شكل، تغيير و بارگذاري از پس استوانه،

 تغييـر . نمي كند تغيير استوانه طول امتداد در ارشانمقد و ميباشند متقارن استوانه، محور به نسبت شده

 ديگـر، جابـه   عبـارت  بـه  ميكنـد،  تغيير شعاعي راستاي در ولي است ثابت محيط امتداد در شعاعي مكان

rzبرشي كرنش لذا ندارد، چرخش المان يعني .تاس ur(r) شعاع تابع فقط شعاعي جايي ي و تـنش برش ـ  
rzهـاي  تـنش  و اصلي محورهاي اي، استوانه محورهاي كه عناستم بدان اين .شوند نمي گرفته نظر در 

  .هستند اصلي هاي تنش عمودي،

)3-15(
تنش هاي اصلي 

z r    
  

و كـرنش طـولي    zبا توجه به معادلات تعادل و معادلات سازگاري، نتيجه مي شود كه تنش طولي 
z داراي مقادير ثابتند. 

)3-16(0 0rz rz    
  

  .رابطه كاهش مي يابد 8رابطه قبل به  10و در اين صورت 

)3-17(
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1 Plane Elasticity Theory(PET) 
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 .به صورت روابط بي بعد زير تعريف شوند Rو  Vفرض مي شود 

)3-20(

r

i

i

u
V

r

r
R

r





  
جابجايي در ترم هاي نرمـال شـده   -، شعاع داخلي استوانه مي باشد، در اين صورت روابط تنشirكه 

 .، بصورت رابطه زير بدست خواهد آمدVشعاعي  جابجايي

)3-21(
r

dV

dR
V

R





 

 


  
 .كرنش را نيز بصورت رابطه ماتريسي زير تعريف مي كنيم-روابط تنش

)3-22(
r

r a b c

b a c
T












 
               

 .تعريف شده در اين رابطه بصورت زير خواهد بود cو  a ،bكه ضرايب 

)3-23(
( )

( )

( ) ( )

a A E R

b B E R

c C E R R





  
يـين مـي   ثابت هايي هستند كه با توجه به شرايط انتهـايي اسـتوانه بصـورت زيـر تع      Bو  Aضرايب 

  .گردند
  
  شرايط انتهايي استوانه  3-3-1

  )استوانه با دو سر باز(تنش صفحه اي )الف
به صورت زيـر خواهـد    Cو  A ،Bدر حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت تنش صفحه اي ضرايب 

 .بود
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)3-24(
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  )استوانه با دو سر بسته و مقيد(كرنش صفحه اي)ب
 .ت كرنش صفحه اي، خواهيم داشتدر حالت شرايط انتهايي استوانه به صور

)3-25(
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(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

1

1 2
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، بـدون وجـود   )18-3(معادله تعادل براي مختصات استوانه اي متقارن محوري، بـا توجـه بـه رابطـه     

 .، بصورت معادله زير خواهد بودRنيروهاي حجمي در ترم متغير بي بعد 

)3-26(0
R R

rrd

d
  

 

  
 ليفرانس ـي، معادلـه د )26-3(و استفاده از رابطه تعـادل  ) 22-3(و ) 21-3(روابط  فيحال توسط تعر

 .ديآ يبدست م ريبصورت رابطه زبراي مختصات استوانه اي متقارن محوري، 

)3-27(
d d

M(R) N(R) ( )
dR dR

V V
V Q R  

2

2

  
 .ضرايب معادله ديفرانسيل بالا، بصورت زير خواهد بود ،رابطه نيكه در ا

)3-28(

1 da 1
M(R)=

a dR R
1 1 db 1

N(R)= [ ]
R a dR R
1 dc dT

Q(R)= [ ]
a dR dR

T c
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  استوانه هاي همگن  3-3-2
و نيـز  اط حرارتـي  ، ضريب انبس ـE،  مدول الاستيسيته )23-3(براي استوانه هاي همگن در رابطه 

در اينجا با جايگذاري ثابت هاي مدول الاستيسيته و ضريب انبسـاط  . ، ثابت مي باشندنسبت پواسون 
بدسـت  ) 30-3(معادله ديفرانسيل حاصل به صورت رابطـه  ) 28-3(حرارتي در آن رابطه و سپس رابطه 

 .مي آيد

)3-29(

( )

( )

( )

M R
R

N R
R

C dT
Q R

A dR





 



2

1

1

)3-30(
C dT

R V RV V
A dR

   2

)كه  )تق نسبت به متغير بي بعد ، مشR است.  
  
  استوانه هاي ناهمگن  3-3-3

، تـوابعي از مختصـات   ضريب انبساط حرارتـي و ثابـت پواسـون     E، مدول الاستيسيته FGدر مواد 
است، كه در اكثر تحليل ها و بالاخص در ايـن بررسـي،  بعلـت تـاثيرات جزئـي ثابـت        Rشعاعي بي بعد 

طه توزيع مدول الاستيسـيته  راب. پواسون، از تغييرات آن صرفنظر مي شود و ثابت در نظر گرفته مي شود
آورده شـده  ) 31-3(، كه در رابطه Rو ضريب انبساط حرارتي را بصورت توزيع تواني از مختصات بي بعد 

  .است، در نظر مي گيريم

)3-31(
(R) R

(R) R

n
i

m
i

E E

 





  
شعاع داخلـي اسـتوانه مـي    ضريب انبساط حرارتي در  iمدول الاستيسيته و  iEكه  در اين رابطه

ان در روابط توزيع تواني مدول الاستيسيته و ضريب انبساط حرارتـي  به ترتيب ضرايب تو mو  nباشند و 
-3(، ضرايب معادله ديفرانسيل، بصـورت رابطـه   )28-3(و ) 23-3(حال توسط تعريف روابط . مي باشند

 .بدست مي آيد) 33-3(و در نتيجه معادله ديفرانسيل استوانه هاي ناهمگن بصورت رابطه ) 32

)3-32(

( )

( )
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)3-33(( ) ( ) [ ( ) ]miCB dT T
R V n RV n V R m n

A A dR R

        2 21 1

  
  تيك استوانه هاي نا همگنحل ترموالاس  4- 3
  حل مسئاله انتقال حرارت  3-4-1

معادله انتقال حرارت در شرايط يكنواخت، براي مسئاله يك بعدي بطور شعاعي، در مختصات قطبـي   
بطور كلي معادله بدست آمده و شرايط . بدست مي آيد) 34-3(براي يك استوانه تو خالي بصورت رابطه 

  .، ضريب جابجايي حرارتي استK(R)كه در اين رابطه  .د بودمرزي حرارتي بصورت زير خواه

)3-34(
1

[ ( ) ( )] 0R K R T R
R

  

)3-35(
1i i

o o

r r R T T

r r R k T T

   
   

  
با فـرض ثابـت بـودن    . بترتيب شعاع هاي داخلي و خارجي استوانه تو خالي اند roو  riدر اين روابط، 

  .با دو بار انتگرالگيري از رابطه بالا داريم) 34-3(ضريب جابجايي حرارتي در رابطه 

)3-36(
*

1 2( ) lnT R C C R T  

  
T *  مي باشد، كه در تحليل هاي عددي آنرا برابردماي هواي محيطC  025    1در نظر ميگيـريم وC 

 .بصورت زير بدست مي آيند) 35-3(توسط شرايط مرزي  2Cو

)3-37(
1

2

C  = 

T -T
C  = 

i

o i

T

Ln k

  
  با جايگذاري ثابت ها داريم

)3-38(
* T -T

( ) ( ) ln
ln( )

o i
iT R T T R

k
  

  
، معادله ديفرانسيل حاصل بصـورت زيـر بدسـت مـي     )33-3(با قرار دادن رابطه توزيع دما در معادله 

  .]13[آيد

)3-39(1
2

( )
(

( )
1)( 1) ( )

])[ (m mi

B
nn dT RAV V V

R R A

C
n m R T
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  .داراي دو حل عمومي و خصوصي بصورت زير خواهد بود) 39-3(سخ معادله ديفرانسيل پا

)3-40(( ) ( ) ( )g pV R V R V R 

  
 .، حل خصوصي آن را بصورت زير فرض مي كنيم)39-3(حال براي يافتن جواب خصوصي معادله 

)3-41(
1

1 2( ) [ ln ] m
pV R D D R R  

  
  .و مساوي قرار دادن ضرايب توانها خواهيم داشت) 39-3(در رابطه ) 41-3(با جايگزيني رابطه 

)3-42(
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2
2

2
2

2
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  .فرض شود حل عمومي معادله همگن آن، بفرم زير باشد اگر

)3-43(( )gV R B R

  
  .معادله مشخصه آن، بصورت رابطه زير بدست مي آيد) 39-3(با جايگزيني اين رابطه در رابطه 

)3-44(2 ( 1) 0n n     

  .ريشه هاي آن به صورت زير بدست مي آيد) 44-3(با حل رابطه معادله مشخصه 

)3-45(
1 2

2

1
( )

2

4 4

و n

n n





    

  

  
ريشه هـاي مضـاعف و   ) ريشه هاي حقيقي، ب)لفريشه هاي حاصل، ممكن است داراي سه حالت  ا

، در سـه حالـت مختلـف ريشـه هـاي حقيقـي،       )39-3(حل كامل معادلـه  . ريشه هاي مختلط باشند) ج
  .مضاعف و مختلط، بصورت زير خواهد بود
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 ريشه هاي حقيقي 3-4-2

  براي حالت ريشه هاي حقيقي  داريم

)3-46(1 2
1 2V =(B B  R ) g R  

  
)بطو كلي حل كامل براي تابع  )V Rمومي و خصوصي بصورت زير است، مجموع حل ع  

)3-47(1 2 1
1 2 1 2( ) [ ln ] mV R B R B R D D R R     

  ، تنش ها بصورت روابط زير بدست مي آيند)22-3(و ) 21-3(در رابطه ) 47-3(با جايگزيني رابطه 

)3-48(1 2 ( 1)
1 1 2 2

1[( ) ( ) ( ) ] n
r i

mX ln R Y RA B B R A B B R E R         

)3-49(1 2 1 ( 1)
1 1 2 2[( ) ( ) (Zln R+P) ]m n

iB A B R B A B R R E R 
        

  
  كه در اين روابط داريم

)3-50(
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) 51-3(شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلـي و خـارجي، بصـورت رابطـه     

  .خواهد بود

)3-51(
1 r i

r o

r a R p

r b R k p




    

    

بصورت رابطه زير بدست مـي   B2و  B1ضرايب ) 48-3(ال شرايط مرزي، در رابطه بدست آمده با اعم
  .آيند

)3-52(
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روابــط تــنش و جابجــايي ) 49-3(و ) 48-3(، )47-3(در معــادلات  B2و  B1بــا قــرار دادن ضــرايب 

  .بدست مي آيد Rشعاعي بصورت تابعي از متغير بي بعد 
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بط تنش و جابجايي در شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زيـر خواهـد   روا

 .بود

  
  تنش صفحه اي) الف
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 كرنش صفحه اي) ب
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  ريشه هاي مضاعف 3-4-3
nدر حالت ريشه هاي مضاعف    صورت رابطه ب) 39-3(و در اين حالت، پاسخ معادله همگن ، 2

  .د بودزير خواه

)3-64(1 2( ) ( ln )gV R B B R R  

  
)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مضاعف، بصورت زير است.  

)3-65(1
1 2 1 2( ) ( ln ) [ ln ] mV R B B R R D D R R    

  
  .، تنش ها بصورت رابطه زير بدست مي آيد)22-3(و ) 21-3(در رابطه ) 65-3(با جايگزيني رابطه 
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) 51-3(شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشـار داخلـي و خـارجي، مشـابه رابطـه      

  .هد بودخوا
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  .بصورت رابطه زير بدست مي آيند B2و  B1با اعمال شرايط مرزي، در رابطه بدست آمده، ضرايب 
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روابـط تـنش و جابجـايي    ) 67-3(و ) 66-3(، )65-3(با قرار دادن ضـرايب بدسـت آمـده در روابـط     

  .بصورت زير بدست مي آيند
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  تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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  ريشه هاي مختلط 3-4-4

بصـورت رابطـه زيـر    ) 39-3(و پاسخ معادله همگـن   0، )44-3(در اين حالت در معادله مشخصه 
  .خواهد بود

)3-79(
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)3-81(1 2( ) [ cos( ln ) sin( ln )] x
gV R B y R B y R R 

)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مختلط، بصورت زير خواهد بود.  

)3-82(1
1 2 1 2( ) [ cos( ln ) sin( ln )] [ ln ]x mV R B y R B y R R D D R R    

  .، تنش ها بصورت روابط زير بدست مي آيند)22-3(و ) 21-3(در رابطه ) 82-3(با جايگزيني رابطه 
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و اعمال شرايط مرزي، در رابطه بدسـت  ) 51-3(با توجه به شرايط مرزي تعريف شده، بصورت رابطه 
  .بصورت رابطه زير بدست مي آيند B2و  B1ضرايب ) 83-3(آمده 
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  .صورت زير خواهد بودبا قرار دادن ضرايب بدست آمده روابط تنش و كرنش به 
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از روابط بدست آمده مشخص است، در اين حالت تنش شـعاعي و مماسـي و جابجـايي شـعاعي، بـه      
شرايط انتهايي و مرزي استوانه وابسطه است و بر اساس متغيرهاي داده شـده، روابـط تـنش در شـرايط     

  .مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير بدست مي آيد
  
  

  تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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  حل عددي استوانه هاي ناهمگن  3-5

انتخاب شده   axisymmetricبا گزينه  plane 8nod 82از نوع  solidبراي المان بندي استوانه، المان 
ئل تنش صفحه اي، كرنش ضلعي كه در فصل قبل مورد بررسي قرار گرفت براي مسا 4اين المان . است

المان در نظر  .مي باشد 16×16ماتريس سختي المان مذكور . صفحه اي و متقارن محوري كاربرد دارد
با گزينه  plane 8node 77از نوع  solidگرفته شده براي تحليل توزيع حرارت در جداره استوانه المان 

axisymmetric  ميليمتر و شعاع  40به شعاع داخلي در مدل سازي، يك استوانه . انتخاب شده است
Lميليمتر با جدار ثابت بطول  60خارجي  mm مدل شده است، كه براي ايجاد خواص ناهمگني  800
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لايه مساوي از مواد همگن به  20كه در اينجا، به صورت شعاعي در نظر گرفته شده است، استوانه به 
بهينه سازي انجام گرفته در المان  و بعد از) 2- 3شكل (ضخامت هر كدام يك ميليمتر تقسيم شده است 

خواص . ميليمتر در مش بندي مدل در نظر گرفته شد 1×1بندي مدل ايجاد شده المان هايي به ابعاد 
مدول الاستيك و ضريب انبساط حرارتي در هر لايه ثابت در نظر گرفته شده است و خواص هر لايه به 

سپس بارگذاري مورد نظر را، جهت . غيير مي كنندت)  31-3(لايه ديگر با تابع تواني، بصورت رابطه 
  .شبيه سازي توزيع تنش و جابجايي شعاعي استوانه، به استوانه اعمال مي كنيم

 
  لايه 20با تقسيم به  FGMمدل مقطع طولي استوانه  )2-3( شكل

با شبيه سازي استوانه در حالت كرنش صفحه اي ابتدا با اعمال بار حرارتي به مدل و شبيه سازي 
زيع درجه حرارت را در جداره استوانه بدست آورده و سپس بارهاي مكانيكي اعمالي را به مدل آن، تو

  .وارد كرده و تنش ها و جابجايي هاي شعاعي در استوانه را بدست مي آوريم
  
  بررسي نتايج  3-6

براي مطالعه موردي و بررسي نمودارهاي بدست آمده از نتايج عددي و تحليلي، يـك اسـتوانه جـدار    
irكلفت تو خالي بشعاع داخلـي   mm orو شـعاع خـارجي    40 mm نسـبت  .در نظـر مـي گيـريم   60

و مدول الاستيسيته، ضريب انبساط حرارتي، در سطح داخلي استوانه بترتيب برابـر بـا    0.3پواسون برابر 
iE Gpa 200 ،/i C   612 -3(براي ساده سازي تحليل، ضرايب تـوان در روابـط   . مي باشند 10

استوانه توخالي را تحت سه حالت بارگذاري زير در نظـر   يكسان در نظر مي گيريم و αو  Eرا براي ) 31
  .مي گيريم
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ipفشار يكنواخت داخلي  - 4 MPa iT، دماي سطح داخل 80 C o125   و سطح خـارج

oTبرابر دماي محيط  C o25 

opفشار يكنواخت خارجي  - 5 MPa iT، دماي سطح داخل 80 C o125  و سطح خارج
oTبرابر دماي محيط  C o25 

iفشــار يكنواخــت داخلــي و خــارجي     - 6 op p MPa  ، دمــاي ســطح داخــل   80
iT C o125 ابر دماي محيط و سطح خارج برoT C o25 

نمـودار هـاي   . نمودار توزيع درجه حرارت در راستاي شـعاع اسـتوانه مـي باشـد    ) 3-3(شكل شماره 
براي حالت كرنش صفحه اي در حالت بارگذاري تحت بار حرارتي توام با فشار ) 12-3(تا )  4-3(اشكال 

  .حالت ذكر شده در بالا رسم شده اند 3بصورت 
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توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي  و فشار داخلي                                              )4-3( شكل
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  و فشار داخليتوزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي   )5-3( شكل
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  و فشار داخليشعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي  توزيع جابجايي  )6-3( شكل

 
-90

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5M
p
a

PET

FEM

  
  خارجيفشار بار حرارتي داخلي و توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت  )7-3( شكل

R

R

n= ٢-  

n= ١-  

n= ٠  

n= ٢  

n=١ 

n= ١-

n= ٢-

n=٠

n=١

n=٢

u
r/r

i 
 r [

M
p

a]
 

 
 



  71

 

-650

-600

-550

-500

-450

-400

-350

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

M
p

a

PET

FEM

  
  

  خارجيفشار بار حرارتي داخلي و توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت  )8-3( شكل
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 خارجيفشار بار حرارتي داخلي و ي در استوانه ناهمگن تحت توزيع جابجايي شعاع )9-3( شكل
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 داخلي و خارجيفشار بار حرارتي داخلي و توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت  )10-3( شكل
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 داخلي و خارجيفشار بار حرارتي داخلي و توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت  )11-3( شكل

n= ٠ 
n= ٢- 

n= ٠

n= ١-

n= ٢

n= ١

n= ٢  
n= ١

n= ٢- n= ١-

R

R

 r [
M

p
a]

 
 

 

 
 [

M
p

a]
 

  
 



  73

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

PET

FEM

 
 داخلي و خارجيفشار بار حرارتي داخلي و جايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت توزيع جاب )12-3( شكل

  نتيجه گيري   7- 3

تنش شعاعي در استوانه تحت حرارت داخلي و نيز به ترتيب تحت  10-3و  7-3،  4-3در شكل هاي 
شـان داده  بار فشاري داخلي، بار فشاري خارجي و بار فشاري داخلي و خارجي، در امتداد شعاع استوانه ن

ديده مي شود كه در صورت وجود بار فشار داخلي با افزايش ضريب تـوان در روابـط ضـريب    . شده است
الاستيسيته و ضريب انبساط حرارتي، مقدار تنش شعاعي افـزايش مـي يابـد در صـورتي كـه در حالـت       

شـود، بطـور    بارگذاري دوم كه بار مكانيكي اعمالي به صورت بار فشـاري خـارجي بـر اسـتوانه وارد مـي     
تقريبي تا وسط استوانه، با افزايش ضريب توان مقدار تنش شـعاعي كـاهش مـي يابـد و از وسـط شـعاع       
استوانه تا انتها با افزايش ضريب توان مقدار تنش شعاعي افزايش مي يابد و در بارگذاري فشاري داخلـي  

تا يك سوم شعاع اسـتوانه بـا    كه. و خارجي استوانه اين مقدار به يك سوم شعاع استوانه كاهش مي يابد
افزايش ضريب توان مقدار تنش شعاعي كاهش مي يابد و از آن به بعد تا انتها بـا افـزايش ضـريب تـوان     

-3و  8-3، 5-3 يدر شـكل هـا   مياستوانه جدار ضخ يتنش مماس. مقدار تنش شعاعي افزايش مي يابد
اعمـال   يبصورت كشش يتنش مماس طيرادر اكثر ش يداخل يدر حالت بار فشار.نشان داده شده اند  11
وارد  يبه صورت فشار يتنش مماس) يخارج يبار فشار( يكه در حالت دوم بارگذار يشود در صورت يم
 در بخشي از ضـخامت داخلـي اسـتوانه   ) يوخارج يداخل يبار فشار( يدر حالت سوم بارگذارو شود  يم

  .وارد مي شود يت كششبصور شعاع خارجي استوانهتا از آن شعاع و  يبصورت فشار
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جابجايي شعاعي استوانه جدار ضخيم بصورت عبارت بي بعد تحت بار گذاري هاي مورد بحث نيـز در  
همان طور كه ديده مي شـود در بارگـذاري حرارتـي    . نشان داده شده اند 12-3و  9-3، 6-3شكل هاي 

ي يابد و تمام جابجايي هـا در  توام با بار فشاري داخلي جابجايي شعاعي با افزايش ضريب توان، كاهش م
بازه مثبت واقع هستند در حالي كه در صورت اعمال بار فشاري خارجي جابجايي شعاعي بـراي ضـريب   
هاي توان متفاوت هم در بازه مثبت و هم در بازه منفي قرار مي گيرند و با افزايش ضريب توان، از ميزان 

رسيد و در حالت سوم بارگذاري ماننـد بارگـذاري   جابجايي منفي آن كاسته و به جابجايي مثبت خواهد 
حالت اول جابجايي ها دوباره در بازه مثبت واقع مي شوند، ولي در اين حالت متفاوت با حالت بارگـذاري  

  .فشاري داخلي با افزايش ضريب توان، جابجايي شعاعي افزايش مي يابد



 
 
 
 
 
 

4فصل   

 
 

هاي  تحليل الاستيك پوسته
 FGMاي چرخان  استوانه
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  مقدمه  4-1
 و تحليل تـنش در  لذا بررسي. ستوانه هاي دوار داراي كاربردهاي بسيار وسيعي در صنعت مي باشندا

در آنهـا   FGاكثر سـازه هـايي كـه مـواد      .شرايط مختلف كاري از اهميت بسزايي برخوردار است آنها در
يل سازه هـاي هوافضـايي، موشـك    استفاده مي شوند و نياز به مقاومت بالا در شرايط كاري هستند از قب

بجز نيروهاي مكانيكي داراي دوران نيز مي باشـند و از  ... ها، سازه هاي دوار واقع در رآكتورهاي اتمي و 
در اكثر شافتهاي استوانه اي تو  .اينرو تحليل و بررسي اين بارگذاري در مورد اين مواد حايز اهميت است

  يجاد تنش در استوانه مي باشدخالي يا توپر، تاثير دوران عامل مهم ا
بدست  ، به تحليل الاستيك استوانه هاي چرخان تحت فشار داخلي و خارجي پرداخته وفصل نيدر ا

در اسـتوانه  )  Ansys( المـان محـدود   ياز نرم افـزار هـا   يكيتوسط  يعدد جيو نتا يليآوردن روابط تحل
  .ميازپرد يم ريبه صورت ز ي،بخش بارگذار 3 در ميجدار ضخ يها

  استوانه هاي چرخان با سرعت دوراني ثابت تحت فشار داخلي -1
  استوانه هاي چرخان با سرعت دوراني ثابت تحت فشار خارجي -2
  استوانه هاي چرخان با سرعت دوراني ثابت تحت فشار داخلي و خارجي -3

 يهـا  تـنش  نيو همچن ـ يشـعاع  يهـا  ييجابجـا  عي ـتوز ،ارائه شده يليبا استفاده از روش تحلسپس 
جمـع  و  سـه يحاصـل را بـا هـم مقا    جيدر انتها نتـا  و .بدست آمده است ه استوان يبرا ي،طيو مح يشعاع
  .ميكن يم بندي

 ]2[روابط اساسي  4-2

  معادلات تعادل در مختصات استوانه اي  -الف
 .معادله تعادل در حالت كلي به صورت زير مي باشد

)4-1(  . 0B  
 


  .معادله تعادل بصورت زير نوشته مي شوند 3رابطه بالا در مختصات استوانه اي، با بسط دادن 
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  )كرنش –تنش (روابط رفتاري  -ب
  .براي مواد الاستيك خطي ايزوتروپيك، به صورت زير نوشته مي شوند روابط بين تنش و كرنش

)4-3(  2 eI     
  

  .كرنش صحيح است -ان داد كه رابطه زير نيز براي تنشمي توان نش

)4-4(  
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  .به صورت زير تعريف مي شود .1دلتاي كرونكر

)4-5(  
0

1
ij

ij

i j

i j




  
   

 

  
  .ندثابت هاي لامه بصورت زير مي باش و  كه در اين روابط 
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  .رابطه رفتاري به صورت زير مي باشند 6در مختصات استوانه اي،
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  .و نيز مي توان نوشت

)4-8(  
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1. Kroneeker Delta 



  78

  )كرنش –تغييرمكان (روابط سينماتيك   -ج
ي بسيار كوچك به صورت زيـر نشـان داده مـي    در حالت كلي روابط سينماتيك براي تغيير شكل ها

  .شوند

)4-9(   1
( )

2
Tu u    

   

  
  .براي حالت استوانه اي به صورت زير ساده مي شودمعادله سينماتيك  6
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  1مسائل متقارن محوري  4-2-1

ازن تحت فشار، سـيلندرهاي  مانند مخ. مسائل زيادي در مهندسي هستند كه متقارن محوري هستند
مركب، المانهاي رآكتورهاي هسته اي، مخازن رآكتورهاي شيميايي، لولـه هـاي مبـدل حرارتـي، چـرخ      
لنگرها، سازه هاي كروي توخالي يا توپر، ديسك هاي توربين ها و ديگر مصنوعات صنعتي كه مـي تـوان   

  . نام برد
بارگذاري، شرايط مرزي و نيزخواص مادي  مسئله متقارن محوري، مسئله اي است كه در آن هندسه،

نسبت به محور مركزي استوانه متقارن باشد و در نتيجه ميـدان تغييـر شـكل و تـنش، تقـارن محـوري       
Pو فشار خـارجي    Piبه عنوان مثال استوانه جدار ضخيم كه تحت فشار داخلي .داشته باشد

o
قـرار دارد،   

معمولاً مسائل متقارن محـوري در دسـتگاه مختصـات    . نظير مخازن تحت فشار و لوله هاي انتقال سيال
 .استوانه اي حل مي شوند

  در مسائل متقارن محوري داريم

                                                            
1 Axisymmetric 
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)4-11(  0 , 0u 


 
 

  .معادله كاهش مي يابد 4معادله سينماتيك به  6با فرض تقارن محوري  

)4-12(  

, 0 , 0

r
r

r

z
z

r z
rz r z

u

r
u

r
u

z
u u

z r



 







  

  
 
  


           

 

  
  .ير به دست مي آيندمعادله ز 2و معادلات تعادل به صورت 
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  .معادله كاهش مي يابند 4در معادلات رفتاري نيز به 

)4-14(  

( ) 2

( ) 2

( ) 2

, 0 , 0

r r z r

r z

z r z z

rz rz r z



  



 

     
     
     
   

   
    
    
   

 

  
  و يا مي توان نوشت

)4-15(  
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معادله  6و  معادله سينماتيك 6معادله تعادل، 3معادله كلي موجود در مختصات استوانه اي،  15پس 
  .معادله كاهش مي يابد 10رفتاري به 

  تئوري الاستيسيته صفحه اي  4-3

 مركـزي  محـور  بـر  عمـود  مسـتوي  مقـاطع  كـه  ميشود فرض PET(1(مستوي  الاستيسيته تئوري در
ايجـاد   شكل هـاي  رتغيي .مانند مي باقي عمود و مستوي همچنان شكل، تغيير و بارگذاري از پس استوانه،

 تغيير. نمي كند تغيير استوانه طول امتداد در مقدارشان و باشند مي متقارن استوانه، محور به نسبت شده

 ديگـر، جابـه   عبـارت  به مي كند، تغيير شعاعي راستاي در ولي است ثابت محيط امتداد در شعاعي مكان

rzبرشي كرنش لذا رد،ندا چرخش المان يعني .تاس ur(r) شعاع تابع فقط شعاعي جايي  و تـنش بـرش   

rzهـاي  تـنش  و اصلي محورهاي اي، استوانه محورهاي كه معناست بدان اين .شوند نمي گرفته نظر در 

  .هستند اصلي هاي تنش عمودي،

)4-16(  
تنش هاي اصلي 

z r    
  

و كـرنش طـولي    zبا توجه به معادلات تعادل و معادلات سازگاري، نتيجه مي شود كه تنش طولي 
z داراي مقادير ثابتند. 

 0 0rz rz    
)4-17(   

  .رابطه كاهش مي يابد  8رابطه قبل به  10و در اين صورت 
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1 Plane Elasticity Theory(PET) 
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)4-20(  
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2) 19-4(در رابطه تعادل 

rB r    و بـه عنـوان نيـروي    ( ، نيروي گريز از مركز وارده بـر اسـتوانه
چگـالي اسـتوانه    سرعت زاويـه اي دوران اسـتوانه و  در راستاي شعاعي مي باشد كه ) ني استوانه بد

  .به صورت روابط بي بعد زير تعريف شوند Rو  Vفرض شود . است
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جابجايي در ترم هاي نرمال شـده   -شعاع داخلي استوانه مي باشد، در اين صورت روابط تنش ،irكه 

  .، بصورت رابطه زير خواهد شدVجابجايي شعاعي 
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  .كرنش را بصورت رابطه ماتريسي زير تعريف مي كنيم-روابط تنش
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  .تعريف شده در اين رابطه بصورت زير خواهد بود bو  aكه ضرايب 
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ثابت هايي هستند كه با توجه به شرايط انتهايي اسـتوانه بصـورت زيـر تعيـين مـي       B و Aو ضرايب 

  .گردند
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  شرايط انتهايي استوانه 1 -4-3
  )سر باز استوانه با دو(تنش صفحه اي)الف

  .به صورت زير خواهد بود  Bو  Aدر حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت تنش صفحه اي ضرايب 

)4-25(  
2

2

1

1

1

A

B





  

 
 

 

  )استوانه با دو سر بسته و مقيد(كرنش صفحه اي)ب
  در حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت كرنش صفحه اي، خواهيم داشت

)4-26(  

(1 )

(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

A

B


 


 

   

 
  

 

  
، بـدون وجـود   )19-4(معادله تعادل براي مختصات استوانه اي متقارن محوري، بـا توجـه بـه رابطـه     

 .، بصورت معادله زير خواهد بودRنيروهاي حجمي در ترم متغير بي بعد 

)4-27(  
2 2

R R
rr

i

d
R r

d
   

  

  
 ليفرانس ـي، معادلـه د )27-4(و استفاده از رابطه تعـادل  ) 23-4(و ) 22-4(روابط  فيحال توسط تعر

 .ديآ يبدست م ريبصورت رابطه زبراي مختصات استوانه اي متقارن محوري، 

)4-28(  
d d

M(R) N(R) ( )
dR dR

V V
V Q R  

2

2

  
 .ضرايب معادله ديفرانسيل بالا، بصورت زير خواهد بود ،رابطه نيكه در ا

)4-29(  
1 2 2

1 da 1
M(R)=

a dR R
1 1 db 1

N(R)= [ ]
R a dR R

Q(R)=
( ) ( )

p
i iR r

a R E R
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  استوانه هاي همگن  4-3-2
، و نيز نسبت پواسون چگالي، E،  مدول الاستيسيته )26-4(همگن در رابطه براي استوانه هاي 

و سـپس  ) 27-4(در اينجا با جايگذاري ثابت هاي مدول الاستيسيته و چگالي در رابطه . ثابت مي باشند
 .بدست مي آيد )31-4(معادله ديفرانسيل به صورت رابطه ) 4-29(

)4-30(  

( )

( )

( ) i

M R
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N R
R

R r
Q R

A E
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3 2 2

1

1

)4-31(  

p
i i

i

R r
R V RV V

A E

    
3 2 2

2

)كه  )تق نسبت به متغير بي بعد ، مشR است.  
  
  استوانه هاي ناهمگن  4-3-3

است،  Rشعاعي بي بعد ، توابعي از مختصات و نسبت پواسون  E، مدول الاستيسيته FGدر مواد 
كه در اكثر تحليل ها و بالاخص در اين بررسي،  بعلت تاثيرات جزئي نسبت پواسون، از تغييرات آن 

را بصورت و چگالي رابطه توزيع مدول الاستيسيته  .صرف نظر مي شود و ثابت در نظر گرفته مي شود
 .آورده شده است، در نظر مي گيريم) 32- 4(كه در رابطه ، Rتوزيع تواني از مختصات بي بعد 

)4-32(  
(R) R

(R) R
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p
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E E

 





  
در . شعاع داخلي اسـتوانه مـي باشـند   اندازه چگالي در  oمدول الاستيسيته و  0Eكه  در اين رابطه

الـي  ) 27-4(شده براي مدول الاستيسيته و چگـالي، در روابـط    نتيجه با جايگذاري روابط در نظر گرفته
 .بدست مي آيد) 34-4(معادله ديفرانسيل استوانه هاي ناهمگن بصورت رابطه ) 4-29(
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  حل الاستيك استوانه هاي نا همگن چرخان  4-4
  .ده، معادله ديفرانسيل حاصل بصورت زير بدست مي آيدبا توجه به روابط بدست آم

)4-35(  

1
2

0

( 1) ( 1)
p nW R

R V R n V n V
A E


 

      

  
iكه در اين رابطه  iW r  2   .مي باشد 2

و خصوصـي بصـورت زيـر    ) معادلـه همگـن  (داراي دو حل عمـومي  ) 35-4(پاسخ معادله ديفرانسيل 
  .خواهد بود

)4-36(  ( ) ( ) ( )g pV R V R V R 

  
، حل خصوصي آن را بصورت زيـر فـرض مـي    )35-4(اي يافتن جواب خصوصي معادله ديفرانسيل بر
  .كنيم

)4-37(  
3

1( ) p n
pV R D R  

  
  .خواهيم داشت) 35-4(در رابطه ) 37-4(با جايگزيني رابطه

)4-38(  

3
p-n+3 2

1

R
[( 3 ) 6 8]  -

p n

i

W
D R p n p p
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  و با مساوي قرار دادن ضرايب توانها

)4-39(  
2

1

(3 ) 6 8

[ ]i

W
D

E FA nB

F p n p p

 


    

  
  .حال براي يافتن حل عمومي معادله همگن فرض مي شود حل عمومي بفرم زير باشد

)4-40(  ( )gV R B R

  
معادله مشخصه آن، بصورت رابطه زيـر بدسـت مـي    ) 38-4(با جايگزيني اين رابطه در رابطه همگن 

  .آيد

)4-41(  ( )n n     2 1 0
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  .ريشه هاي آن به صورت زير بدست مي آيد) 44-4(با حل رابطه معادله مشخصه 

)4-42(  
( و( n

n n





    

  

1 2

2

1
2

4 4
) ريشه هاي مضاعف و ج) ريشه هاي حقيقي، ب)ريشه هاي حاصل ممكن است داراي سه حالت  الف

، در سه حالـت مختلـف ريشـه هـاي حقيقـي،      )35-4(حال حل كامل معادله . ريشه هاي مختلط باشند
  .زير خواهد بودمضاعف و مختلط ، بصورت 

  
 ريشه هاي حقيقي  4-1 -4

0در حالت ريشه هاي حقيقي    داراي دو ريشه خواهد بود ) 41-4(خواهد بود و معادله مشخصه
  و داريم

)4-43(  V =(B B  R ) g R  1 2
1 2

  
)بطو كلي حل كامل براي تابع  )V Rخصوصي بصورت زير است ، مجموع حل عمومي و.  

)4-44(  
1 23

1 1 2( ) p nV R D R B R B R    

  
  .، تنش ها بصورت روابط زير بدست مي آيند)23-4(و ) 22-4(در رابطه ) 44-4(با جايگزيني رابطه 

)4-45(  
1 2 1 2

1 1 2 2 1[( ) ( ) ] (( 3) )n p
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1 1 2 2 1[( ) ( ) ] (( 3) )n p
i iB A B R B A B R E R D p n B A E R 

           

  
) 50-4(خـارجي، بصـورت رابطـه     شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلـي و 

  .خواهد بود

)4-47(  
1i r i

o r o

r r R p

r r R k p




    
    

  
  .بصورت زير بدست مي آيند B2و  B1، ضرايب )45-4(با اعمال شرايط مرزي، به رابطه بدست آمده 
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  .در روابط قبل خواهيم داشت B2و  B1با جايگذاري ضرايب 
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روابط تنش و جابجايي در شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير خواهـد   
 .شد

 تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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  ريشه هاي مضاعف  4-4-2

nدر حالت ريشه هاي مضاعف    بصـورت رابطـه   ) 35-4(و در اين حالت، پاسخ معادله همگن ، 2
  ودخواهد ب) 4-58(

)4-58(  1 2( ) ( ( ))gV R B B Ln R R  

)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مضاعف، بصورت زير است.  

)4-59(  
3

1 1 2( ) ( ( ))p nV R D R B B Ln R R   
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،  تنش هاي مماسي و شعاعي بصورت روابط )23-4(و ) 22-4(در رابطه ) 59-4(با جايگزيني رابطه 
 .زير بدست مي آيند
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بصورت رابطه زير بدست مي  B2و  B1، ضرايب )60-4(با اعمال شرايط مرزي، در رابطه بدست آمده 
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  .در روابط مربوط داريم B2و  B1با قرار دادن ضرايب 
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روابـط تـنش و جابجـايي در    ) 65-4(و ) 64-4(، )63-4(با توجه به معادلات بدست آمده در روابـط  

 .شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير خواهد شد
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  تنش صفحه اي) الف
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  كرنش صفحه اي) ب
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  ريشه هاي مختلط  4-4-3
بصـورت رابطـه   ) 41-4(و پاسخ معادله همگـن   0، )41-4(كه در اين حالت  در معادله مشخصه 

  .زير خواهد بود

)4-72(  
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2

x iy

x iy




 
  

)4-73(  
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2

n
x

y

 




)4-74(  1 2( ) [ cos( ln ) sin( ln )] x
gV R B y R B y R R 

  
)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مختلط، بصورت زير خواهد بود.  

)4-75(  
3

1 1 2( ) [ cos( ln ) sin( ln )]p n xV R D R B y R B y R R   

  
  .، تنش ها بصورت روابط زير بدست مي آيند)23-4(و ) 22-4(در رابطه ) 75-4(با جايگزيني رابطه 
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و  B1و با توجه به شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلي و خارجي، ضرايب 
B2 رابطه زير بدست مي آيند بصورت.  
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  .بدست آمده در روابط تنش و جابجايي داريم B2و  B1با قرار دادن ضرايب 
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روابـط تـنش و جابجـايي در    ) 81-4(و ) 80-4(، )79-4(با توجه به معادلات بدست آمده در روابـط  

 .شرايط مختلف تنش صفحه اي و كرنش صفحه اي به صورت زير خواهد شد

  تنش صفحه اي) الف

)4-82(  

 
   

2

( 1)
1

1 2

1
1

(n-p-3- )

F-n sin(

sin ln sin

(sin( ) sin( )

ln
sin ln

)

n x p

p
r

x n
x n

x

i o

n x
n

R

k
yln k yln R k

R R
k ln

W
y

R k
P y k P R

k R

k

y
y




 



 
 



 
 

 
 

  
 
 

       





  92

)4-83(  
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  كرنش صفحه اي) ب
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  حل عددي استوانه هاي ناهمگن  4-5
  

انتخاب   axisymmetricبا گزينه  plane 8nod 82از نوع  solidبراي المان بندي استوانه، المان     
صفحه اي، كرنش  توضيح داده شده، براي مسائل تنش 2ضلعي كه در فصل  4اين المان . شده است

در مدل سازي،  .مي باشد 16×16ماتريس سختي المان مذكور . صفحه اي و متقارن محوري كاربرد دارد
Lميليمتر با جدار ثابت بطول  60ميليمتر و شعاع خارجي  40يك استوانه به شعاع داخلي  mm 800 

ينجا، به صورت شعاعي در نظر گرفته شده مدل شده است، كه براي ايجاد خواص ناهمگني كه در ا
لايه مساوي از مواد همگن به ضخامت هر كدام يك ميليمتر تقسيم شده است  20است، استوانه به 

 1×1و بعد از بهينه سازي انجام گرفته در المان بندي مدل ايجاد شده، المان هايي به ابعاد ) 1-4شكل (
خواص مواد در هر لايه ثابت در نظر گرفته شده است و  .ميليمتر در مش بندي مدل در نظر گرفته شد

سپس . تغيير مي كنند)  32-4(خواص در هر لايه نسبت به لايه ديگر با تابع تواني، بصورت رابطه 
  . بارگذاري مورد نظر را، جهت شبيه سازي توزيع تنش و جابجايي شعاعي، به استوانه اعمال مي كنيم
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  لايه 20با تقسيم به  FGMمدل مقطع طولي استوانه  )1-4( شكل

  
در اينجا پس از شبيه سازي مدل، با شبيه سازي استوانه در حالت كرنش صفحه اي ابتدا بارهاي 
مكانيكي اعمالي را به مدل وارد كرده و سپس تنش ها و كرنش هاي شعاعي و تنش هاي مماسي در 

  .استوانه را بدست مي آوريم
  
  بررسي نتايج  4-6

ررسي نمودارهاي بدست آمده از نتايج عددي و تحليلي، يـك اسـتوانه جـدار    براي مطالعه موردي و ب
irكلفت تو خالي بشعاع داخلي  mm orو شعاع خـارجي   40 mm ضـريب  . در نظـر مـي گيـريم   60

iEبا  و مدول الاستيسيته و چگالي در سطح داخلي استوانه بترتيب برابر 0.3پواسون برابر  GPa 200 ،

i

kg

m
  و  Eرا بـراي  ) 32-4(بـراي سـاده سـازي تحليـل، ضـرايب تـوان در روبـط        . مي باشند 37860

يكسان در نظر مي گيريم و استوانه توخالي را تحت سه حالت بارگذاري زير در نظر مي گيريم.  
  

ipداخلي فشار يكنواخت  - 7 MPa radو دوران با سرعت زاويه اي ثابت 80

s
 1000 

ــارجي   - 8 ــت خــ ــار يكنواخــ opفشــ MPa ــه اي   80 ــرعت زاويــ ــا ســ و دوران بــ
radثابت

s
 1000 

iفشار يكنواخت داخلـي و خـارجي    - 9 op p MPa  ن بـا سـرعت زاويـه اي    و دورا 80
radثابت

s
 1000 
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. توزيع نرمال تنش ها و جابجايي در شرايط انتهايي مختلف، تفاوت قابل ملاحظه اي با يكديگر ندارند

براي حالت كرنش صفحه اي در سه حالـت بـار گـذاري    ) 10-4(تا ) 2-4(از اين رو نمودار هاي اشكال  

  .گفته شده رسم شده اند
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p

a

PET

FEM

  
  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن فشار داخلي و دوران با سرعت زاويه اي ثابت:      )2-4( شكل
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  و دوران با سرعت زاويه اي ثابت فشار داخليتوزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت :     )3-4( شكل
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FEM

  
  و دوران با سرعت زاويه اي ثابت فشار داخليتوزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت :     )4-4( شكل
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  عت زاويه اي ثابتو دوران با سر خارجيفشار  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت:      )5-4( شكل
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  و دوران با سرعت زاويه اي ثابت خارجيتوزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت فشار :      )6-4( شكل

R
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 زاويه اي ثابت و دوران با سرعت خارجيتوزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار :      )7-4( شكل
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و دوران با سرعت زاويه اي  داخلي و خارجيتوزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار      )8-4( شكل
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 زاويه اي ثابتو دوران با سرعت  داخلي و خارجيتوزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت فشار :  )9-4( شكل
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 و دوران با سرعت زاويه اي ثابت داخلي و خارجيتوزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت فشار :  )10-4( شكل
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  نتيجه گيري  4-7

تنش شعاعي در استوانه تحـت دوران و نيـز بـه ترتيـب تحـت بـار        8-4و  5-4،  2-4در شكل هاي 
ر فشاري خارجي و بار فشاري داخلي و خارجي، در امتـداد شـعاع اسـتوانه نشـان داده     فشاري داخلي، با

ديده مي شود كه در صورت وجود بار فشار داخلي با افزايش ضريب تـوان در روابـط ضـريب    . شده است
الاستيسيته و چگالي، مقدار تنش شعاعي افزايش مي يابد در صورتي كه در حالت بارگذاري دوم كه بـار  

كي اعمالي به صورت بار فشاري خارجي بر استوانه وارد مي شود، بـا افـزايش ضـريب تـوان مقـدار      مكاني
تنش شعاعي كاهش مي يابد و در حالت بارگذاري فشار داخلي و خارجي استوانه، با افزايش ضريب توان 

 9-4و  6-4، 3-4 يدر شكل هـا  مياستوانه جدار ضخ يتنش مماس. مقدار تنش شعاعي كاهش مي يابد
و بطـور  شـود   ياعمـال م ـ  يبصورت كشش يتنش مماس يداخل يدر حالت بار فشار .نشان داده شده اند

تقريبي تا اواسط ضخامت داخلي استوانه با افزايش ضريب توان مقدار تنش مماسي كاهش مي يابـد و از  
 يدر صـورت  آن شعاع تا شعاع خارجي استوانه با افزايش ضريب توان مقدار تنش مماسي افزايش مي يابد

و مشـابه  شـود   يوارد م يبه صورت فشار يتنش مماس) يخارج يبار فشار( يكه در حالت دوم بارگذار
حالت بار فشار داخلي در نصف ضخامت داخلي استوانه با افزايش ضريب توان مقدار تنش مماسي كاهش 

در فـزايش مـي يابـد و    و از آن شعاع تا شعاع خارجي استوانه با افزايش ضريب توان مقدار تنش مماسي ا
با افزايش ضريب توان از مقدار تنش مماسـي كاسـته   ) يوخارج يداخل يبار فشار( يحالت سوم بارگذار

مي شود ولي اين گونه احساس مي شود كه در بخشي از ضخامت بيروني استوانه اين رون كاهش ادامـه  
  .نخواهد داشت

-4و  7-4، 4-4بي بعد، در شكل هـاي  بصورت عبارتي  FGMجابجايي شعاعي استوانه جدار ضخيم 
همان طور كه ديده مي شود در بارگذاري دوراني و بـار فشـار داخلـي جابجـايي     . نشان داده شده اند 10

شعاعي با افزايش ضريب توان، كاهش مي يابد و تمام جابجايي ها در بازه مثبت قرار خواهند داشـت، در  
ايي هاي شـعاعي در بـازه منفـي قـرار مـي گيرنـد و       حالي كه در صورت اعمال بار فشاري خارجي جابج

مشابه حالت قبل با افزايش ضريب توان، از ميزان جابجايي كاسته مي شود و در حالـت سـوم بارگـذاري    
جابجايي شعاعي براي ضريب هاي توان متفاوت، هم در بازه مثبت و هم در بازه منفي قرار مي گيرنـد و  

  .جايي منفي آن كاسته و به جابجايي مثبت بدل خواهد شدبا افزايش ضريب توان، از ميزان جاب



 
 
 
 
 
 

5فصل   

 
 

هاي  تحليل ترموالاستيك پوسته
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  102

  مقدمه   5-1
در برابر بارهاي حرارتي، دانشمندان را بـر   (FGM) ميجدار ضخ ياستوانه هامقاومت منحصر به فرد  

در مسائلي كه به مقاومت مكانيكي و حرارتي بالا نياز دارند،  آن داشت تا به بررسي و تحليل عملكرد آنها
كاربرد هاي گسترده اين استوانه ها در رآكتورها، ژنراتورها و سانتريفوژها كه توجـه بـه نيـروي    . بپردازند

گريز از مركز در آنها ضروري به نظر مي رسد، باعث شده تا تحليل اين اسـتوانه هـا تحـت تـاثير فشـار،      
  . ران مورد بررسي قرار گيردحرارت و دو

حاضر به تحليل ترموالاستيك استوانه ها تحت فشار داخلي و خـارجي و دوران   فصلدر همين راستا، 
مقايسـه آنهـا بـا    و  ي ارائه شـده ليروابط تحل در ادامه، با محاسبه. با سرعت زاويه اي ثابت پرداخته است

  . پرداخته خواهد شد ريبه صورت ز)  Ansys( المان محدود ياز نرم افزار ها يكي يعدد جينتا
  استوانه تحت بار حرارتي داخلي، فشار داخلي و دوران با سرعت زاويه اي ثابت -1
  استوانه تحت بار حرارتي داخلي، فشار خارجي و دوران با سرعت زاويه اي ثابت -2
  ه اي ثابتاستوانه تحت بار حرارتي داخلي، فشار داخلي، خارجي و دوران با سرعت زاوي -3

 يهـا  و رفتـار تـنش   يشـعاع  يهـا يي جابجـا  عيتوز، ارائه شده يليبا استفاده از روش تحلدر نهايت، 
 جمـع بنـدي  و  سـه يمقا يكديگربا  هحاصل جينتا ،در انتها. است شده ه ارائهاستوان يبرا يطيو مح يشعاع

  .خواهد شد
 
 ]2[روابط اساسي   5-2

  ه ايمعادلات تعادل در مختصات استوان  -الف
 .معادله تعادل در حالت كلي به صورت زير مي باشد

)5-1(. 0B  
 


  

كه با بسط دادن اين رابطه در مختصات استوانه اي، معادلات تعادل در مختصات استوانه اي بصـورت  
 .زير بدست مي آيد

)5-2(
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  )كرنش –تنش (روابط رفتاري   -ب
براي مواد ارتجاعي خطي ايزوتروپيك، در حالت ترموالاسـتيك بـه صـورت     ين تنش و كرنش،رابطه ب

  .]4[زير نوشته مي شود

)5-3(2 (3 2 )ij ij ij k k ijT           

)5-4(
1

.
2 (3 2 ) 2ij ij kk ij ijT

     
   


  



  
  .ر مي باشندثابت هاي لامه، بصورت زي و  كه در اين روابط 

)5-5(
(1 )(1 2 )

2(1 )

E

E


 





 




 

  
 كرنش در مختصات استوانه اي داريم-در صورت نوشتن روابط تنش

)5-6(
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  )كرنش –تغييرمكان (روابط سينماتيك  -ج

 .ده مي شوددر حالت ترموالاستيك، روابط كلي سينماتيك به صورت زير نشان دا

)5-8( 1
( )

2
Tu u    
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  .براي حالت استوانه اي به صورت زير ساده مي شوندمعادله سينماتيك  6

)5-9(

1

1

1

r
r

r

z
z

r
r

z
z

r z
rz

u

r
u u

r r
u

z
u uu

r r r

u u

z r

u u

z r




 

























 






      
      
      

  
  1مسائل متقارن محوري  5-2-1

مسئله متقارن محوري، مسئله اي است كـه در آن هندسـه، بارگـذاري، شـرايط مـرزي و نيزخـواص       
در اينجا نيز مي توان بـا  . د و در نتيجه ميدان تغيير شكل و تنش، تقارن محوري داشته باشدمتقارن باش

فرض توزيع بار حرارتي در راستاي شعاعي و متقارن در راستاي مماسي مسـئاله را متقـارن محـوري در    
 نظر بگيريم، پس در اين صورت خواهيم داشت

)5-10(0 , 0u 


 


  
 .معادله كاهش مي يابد 4معادلات سينماتيك، به  6حوري  با فرض تقارن م

)5-11(
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1 Axisymmetric 
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  .و معادلات تعادل و رفتاري نيز به صورت زير به دست مي آيند

)5-12(
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  .معادله كاهش مي يابند 4در معادلات رفتاري نيز به 

)5-13(
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  مي توان نوشت و يا

)5-14(
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معادله  6معادله سينماتيك و  6معادله تعادل، 3معادله كلي موجود در مختصات استوانه اي،  15پس 

.معادله كاهش مي يابد 10رفتاري به   
  
  تئوري الاستيسيته صفحه اي  5-3

 مركـزي  محـور  بـر  عمـود  ويمسـت  مقاطع كه ميشود فرض PET(1(صفحه اي  الاستيسيته تئوري در
ايجـاد   شكل هـاي  تغيير .مانند مي باقي عمود و مستوي همچنان شكل، تغيير و بارگذاري از پس استوانه،

 تغييـر . نمي كند تغيير استوانه طول امتداد در مقدارشان و ميباشند متقارن استوانه، محور به نسبت شده

 ديگـر، جابـه   عبـارت  بـه  ميكنـد،  تغيير شعاعي يراستا در ولي است ثابت محيط امتداد در شعاعي مكان

 trz و تنش برش grzبرشي كرنش لذا ندارد، چرخش المان يعني .تاس ur(r) شعاع تابع فقط شعاعي جايي

                                                            
1 Plane Elasticity Theory(PET) 
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 هـاي  تـنش  و اصـلي  محورهـاي  اي، اسـتوانه  محورهـاي  كه معناست بدان اين .شوند نمي گرفته نظر در

  .هستند اصلي هاي تنش عمودي،

z                                                               تنش هاي اصلي)5-15( r    
  

و كـرنش طـولي    zبا توجه به معادلات تعادل و معادلات سازگاري، نتيجه مي شود كه تنش طولي 
z داراي مقادير ثابتند. 

)5-16(0 0rz rz    
  

  .رابطه كاهش مي يابد 8رابطه قبل به  10و در اين صورت 
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)5-19(           
( ) 2 (3 2 )

( ) 2 (3 2 )
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2) 18-5(در رابطه تعادل 

rB r  بر استوانه در راستاي شـعاعي مـي   ، نيروي گريز از مركز وارده
  .چگالي استوانه است سرعت زاويه اي دوران استوانه وباشد كه 

 به صورت روابط بي بعد زير تعريف شوند Rو  Vفرض مي شود 

)5-20(
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ir جابجـايي در تـرم هـاي    -ين رابطه شعاع داخلي استوانه مي باشد، در اين صورت روابط تـنش در ا
 .، بصورت رابطه زير بدست خواهد آمدVنرمال شده جابجايي شعاعي 

)5-21(
r
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dR
V

R





 

 


  
 .كرنش را نيز بصورت رابطه ماتريسي زير تعريف مي كنيم-روابط تنش

)5-22(
r

r a b c

b a c
T












 
               

  
 .تعريف شده در اين رابطه بصورت زير خواهد بود cو  a ،bكه ضرايب 

)5-23(
( )

( )

( ) ( )

a A E R

b B E R

c C E R R





  
ثابت هايي هستند كه با توجه به شرايط انتهايي استوانه بصورت زيـر تعيـين مـي     Cو  A ،Bضرايب 

  .گردند
  
  شرايط انتهايي استوانه  5-3-1

  )استوانه با دو سر باز(حه ايتنش صف)الف
به صورت زيـر خواهـد    Cو  A ،Bدر حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت تنش صفحه اي ضرايب 

 .بود 

)5-24(

2

2

1

1

1
1

1

A

B

C







  
  
  

  )استوانه با دو سر بسته و مقيد(كرنش صفحه اي)ب
 .در حالت شرايط انتهايي استوانه به صورت كرنش صفحه اي، خواهيم داشت
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)5-25(
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(1 )(1 2 )
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، بـدون وجـود   )18-5(معادله تعادل براي مختصات استوانه اي متقارن محوري، بـا توجـه بـه رابطـه     

 .، بصورت معادله زير خواهد بودRنيروهاي حجمي در ترم متغير بي بعد 

)5-26(
2 2

R R
rr

i

d
R r

d
   

  

  
 ليفرانس ـي، معادلـه د )26-5(از رابطه تعـادل   و استفاده) 22-5(و ) 21-5(روابط  فيحال توسط تعر

 ديآ يبدست م ريبصورت رابطه زبراي مختصات استوانه اي متقارن محوري، 

)5-27(
d d
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dR dR
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 ضرايب معادله ديفرانسيل بالا، بصورت زير خواهد بود ،رابطه نيكه در ا

)5-28(
1 2 2
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1 1 db 1
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  استوانه هاي همگن  5-3-2

 ،، ضـريب انبسـاط حرارتـي    E،  مـدول الاستيسـيته   )23-5(براي استوانه هاي همگـن در رابطـه   
در اينجا با جايگذاري ثابت هاي مـدول الاستيسـيته،   . ، ثابت مي باشندو نيز نسبت پواسون چگالي

معادله ديفرانسيل حاصل به صـورت  ) 28-5(و سپس ) 23-5(ضريب انبساط حرارتي در رابطه  چگالي و
 .بدست مي آيد) 30-5(رابطه 
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)5-29(

( )

( )

( ) i

M R
R

N R
R

R rC dT
Q R

A dR A E

 



 

 

2

3 2 2

1

1

)5-30(iR rC dT
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3 2 2

2

)كه  )تق نسبت به متغير بي بعد ، مشR است.  
  
  استوانه هاي ناهمگن  5-3-3

، تـوابعي  و نسبت پواسـون  ، چگالي، ضريب انبساط حرارتيE، مدول الاستيسيته FGدر مواد 
است، كه در اكثر تحليل ها و بـالاخص در ايـن بررسـي،  بعلـت تـاثيرات       Rاز مختصات شعاعي بي بعد 

رابطـه توزيـع   . ت پواسون، از تغييرات آن صرف نظر مي شود و ثابت در نظر گرفته مـي شـود  جزئي نسب
، كه در Rمدول الاستيسيته، چگالي و ضريب انبساط حرارتي را بصورت توزيع تواني از مختصات بي بعد 

  .آورده شده است، در نظر مي گيريم) 31-5(رابطه 
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شـعاع داخلـي   ضريب انبسـاط حرارتـي در    iچگالي و iمدول الاستيسيته، iEرابطه كه  در اين

، ضـرايب معادلـه ديفرانسـيل، بصـورت     )28-5(و ) 23-5(حال توسط تعريف روابـط  . استوانه مي باشند
بدسـت مـي   ) 33-5(معادله ديفرانسيل استوانه هاي ناهمگن بصـورت رابطـه   و در نتيجه ) 32-5(رابطه 

 .آيد
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  حل ترموالاستيك استوانه هاي نا همگن چرخان  4- 5
  حل مسئاله انتقال حرارت  5-4-1

ك بعدي بطور شعاعي، در مختصات قطبـي   معادله انتقال حرارت در شرايط يكنواخت، براي مسئاله ي
بطور كلي معادله بدست آمده و شرايط . بدست مي آيد) 34-5(براي يك استوانه تو خالي بصورت رابطه 

  .، ضريب جابجايي حرارتي استK(R)كه در اين رابطه  .مرزي حرارتي بصورت زير خواهد بود

)5-34(
1

[ ( ) ( )] 0R K R T R
R
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با فـرض ثابـت بـودن    . بترتيب شعاع هاي داخلي و خارجي استوانه تو خالي اند roو  riدر اين روابط، 

  .با دو بار انتگرالگيري از رابطه بالا داريم) 34-3(ضريب جابجايي حرارتي در رابطه 
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 .بصورت زير بدست مي آيند) 35-3(توسط شرايط مرزي  2Cو
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، معادله ديفرانسيل حاصل بصـورت زيـر بدسـت مـي     )33-5(ما در معادله با قرار دادن رابطه توزيع د

  .]31[آيد
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  .داراي دو حل عمومي و خصوصي بصورت زير خواهد بود) 39-5(پاسخ معادله ديفرانسيل 
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)5-40(( ) ( ) ( )g pV R V R V R 

  
، حل خصوصي آن را بصورت زيـر فـرض   )39-5(حال براي يافتن جواب خصوصي معادله  ديفرانسيل

 .مي كنيم
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  .، بفرم زير باشد)39-5(ادله همگن فرض شود حل عمومي مع
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  .معادله مشخصه آن، بصورت رابطه زير بدست مي آيد) 39-5(با جايگزيني اين رابطه در رابطه 

)5-44(( )n n     2 1 0

  
  .ريشه هاي آن به صورت زير بدست مي آيد) 44-5(با حل رابطه معادله مشخصه 
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ريشه هـاي مضـاعف و   ) ريشه هاي حقيقي، ب)ريشه هاي حاصل، ممكن است داراي سه حالت  الف
، در سـه حالـت مختلـف ريشـه هـاي حقيقـي،       )39-5(حل كامل معادلـه  . ريشه هاي مختلط باشند) ج

  .مضاعف و مختلط، بصورت زير خواهد بود
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 ريشه هاي حقيقي  5-4-2

  هاي حقيقيبراي حالت ريشه 

)5-46(V =(B B  R ) g R  1 2
1 2

  
)بطو كلي حل كامل براي تابع  )V Rمجموع حل عمومي و خصوصي بصورت زير است ،.  
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) 51-5(شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلـي و خـارجي، بصـورت رابطـه     

  .خواهد بود
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بصورت رابطه زير بدست مـي   B2و  B1ضرايب ) 51-5(ه بدست آمده با اعمال شرايط مرزي، در رابط

  .آيند
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روابــط تــنش و جابجــايي ) 49-5(و ) 48-5(، )47-5(در معــادلات  B2و  B1بــا قــرار دادن ضــرايب 
  .بدست مي آيد Rشعاعي بصورت تابعي از متغير بي بعد 
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  تنش صفحه اي) الف
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  ريشه هاي مضاعف  5-4-3

nدر حالت ريشه هاي مضاعف    بصـورت رابطـه   ) 39-5(و در اين حالت، پاسخ معادله همگن ، 2
  واهد بودزير خ

)5-63(1 2( ) ( ln )gV R B B R R  

  
)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مضاعف، بصورت زير است.  
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) 51-5(شرايط مرزي در سطح داخل و خارج استوانه تحت فشار داخلـي و خـارجي، بصـورت رابطـه     

  .خواهد بود
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  .بصورت رابطه زير بدست مي آيند B2و  B1با اعمال شرايط مرزي، در رابطه بدست آمده، ضرايب 
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روابـط تـنش و جابجـايي    ) 66-5(و ) 65-5(، )64-5(با قرار دادن ضـرايب بدسـت آمـده در روابـط     
  .بصورت زير بدست مي آيند
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  تنش صفحه اي) الف
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)حل كامل براي تابع  )V R در حالت ريشه هاي مختلط، بصورت زير خواهد بود.  
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  حل عددي استوانه هاي ناهمگن  5-5
انتخاب شده   axisymmetricبا گزينه  plane 8nod 82از نوع  solidبراي المان بندي استوانه، المان 

بررسي شده است، براي مسائل تنش صفحه اي، كرنش صفحه  2ضلعي كه در فصل  4اين المان . است
المان در نظر گرفته  .مي باشد 16×16ماتريس سختي المان مذكور . دارداي و متقارن محوري كاربرد 

با  plane 8node 77از نوع  solidالمان  2شده براي تحليل توزيع حرارت در جداره استوانه مشابه فصل 
ميليمتر و  40در مدل سازي، يك استوانه به شعاع داخلي . انتخاب شده است  axisymmetricگزينه 

Lميليمتر با جدار ثابت بطول  60شعاع خارجي  mm مدل شده است، كه براي ايجاد خواص  800
لايه مساوي از  20ناهمگني كه در اينجا، به صورت شعاعي در نظر گرفته شده است، استوانه اي را به 

گرفته در  مواد همگن به ضخامت هر كدام يك ميليمتر تقسيم شده است و بعد از بهينه سازي انجام
.  ميليمتر در مش بندي مدل در نظر گرفته شد 1×1المان بندي مدل ايجاد شده المان هايي به ابعاد 

خواص مدول الاستيك، ضريب انبساط حرارتي و چگالي در هر لايه ثابت در نظر گرفته شده است و 
سپس بارگذاري مورد . نندتغيير مي ك)  31- 5(خواص هر لايه به لايه ديگر با تابع تواني، بصورت رابطه 

  . نظر را، جهت شبيه سازي توزيع تنش و جابجايي شعاعي استوانه، به استوانه اعمال مي كنيم

 
  لايه 20با تقسيم به  FGMمدل مقطع طولي استوانه  )1-5( شكل

در اينجا پس از شبيه سازي مدل، با شبيه سازي استوانه در حالت كرنش صفحه اي ابتدا با اعمال بار 
مدل و شبيه سازي آن، توزيع درجه حرارت را در جداره استوانه بدست آورده و پس از اعمال حرارتي به 

بارهاي مكانيكي به مدل تنش ها و كرنش هاي شعاعي و مماسي و جابجايي شعاعي در استوانه را 
  .بدست مي آوريم
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  بررسي نتايج  5-6
عددي و تحليلي، يك اسـتوانه جـدار   براي مطالعه موردي و بررسي نمودارهاي بدست آمده از نتايج  

irكلفت تو خالي بشعاع داخلـي   mm orو شـعاع خـارجي    40 mm نسـبت  .در نظـر مـي گيـريم   60
و مدول الاستيسيته، ضريب انبساط حرارتي و چگالي در سطح داخلي استوانه بترتيـب   0.3پواسون برابر 

iEبرابر با  Gpa 200 ،/i C   612 iو  10

kg

m
  بـراي سـاده سـازي تحليـل     . مي باشـند 37860

يكسان در نظر مي گيـريم  و  E ،αرا براي ) 35-5(عددي و نتاي تحليلي اندازه ضرايب توان در روبط 
  .رگذاري زير در نظر مي گيريمو استوانه توخالي را تحت سه حالت با

ipفشار يكنواخت داخلي  -10 MPa iT، دماي سطح داخل 80 C o125   و سطح خـارج
oTبرابر دماي محيط  C o25  و دوران با سرعت زاويه اي ثابتrad

s
 1000 

opفشار يكنواخت خارجي  -11 MPa iT، دماي سطح داخل 80 C o125  و سطح خارج
oTبرابر دماي محيط  C o25  و دوران با سرعت زاويه اي ثابتrad

s
 1000 

iفشــار يكنواخــت داخلــي و خــارجي     -12 op p MPa  ، دمــاي ســطح داخــل   80
iT C o125  و سطح خارج برابر دماي محيطoT C o25     و دوران با سـرعت زاويـه اي ثابـت

rad

s
 1000 

نمودار توزيع درجه حرارت در راستاي شعاع استوانه در حالت يكنواخت نشان ) 2-5(در شكل شماره 
براي حالت كرنش صفحه اي در حالت بارگـذاري  ) 11-5(تا   )3-5(نمودار هاي اشكال . داده شده است

  .حالت ذكر شده در بالا رسم شده اند 3تحت بار حرارتي توام با فشار و دوران، بصورت 



  125

25

35

45

55

65

75

85

95

105

115

125

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

PET

FEM

  
  توزيع درجه حرارت در امتداد شعاع )2-5( شكل
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  وران با سرعت ثابت                    توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار داخلي و د:  )3-5( شكل
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  توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار داخلي و دوران با سرعت ثابت:  )4-5( شكل
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اخلي و دوران با سرعت توزيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار د:  )5-5( شكل
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  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار خارجي و دوران با سرعت ثابت :  )6-5( شكل
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  توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار خارجي و دوران با سرعت ثابت:  )7-5( شكل
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زيع جابجايي شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار خارجي و دوران با سرعت تو:  )8-5( شكل
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توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن تحت بار حرارتي داخلي ، فشار داخل و خارج و دوران با :  )9-5( شكل
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تحت بار حرارتي داخلي ، فشار داخل و خارج و دوران با سرعت توزيع تنش مماسي در استوانه ناهمگن :  )10-5( شكل
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  نتيجه گيري   5-7    

، دوران با سرعت زاويه تنش شعاعي در استوانه تحت حرارت داخلي 9-5و  6-5،  3-5در شكل هاي 
اي ثابت و نيز به ترتيب تحت بار فشاري داخلي، بار فشاري خارجي و بار فشاري داخلـي و خـارجي، در   

ديده مي شود كه در صورت وجود بار فشار داخلي با افـزايش  . امتداد شعاع استوانه نشان داده شده است
مي يابد در صورتي كه در حالت بارگذاري  ضريب توان در روابط خواص مواد، مقدار تنش شعاعي افزايش

دوم كه بار مكانيكي اعمالي به صورت بار فشاري خارجي بر استوانه وارد مي شود، بطور تقريبي تا اواسط 
ضخامت استوانه، با افزايش ضريب توان مقدار تنش شعاعي كـاهش مـي يابـد و از آن شـعاع تـا جـداره       

ار تنش شعاعي افزايش مي يابد و در بارگذاري فشاري داخلي خارجي استوانه با افزايش ضريب توان مقد
بطـوري كـه تـا يـك     . و خارجي استوانه اين مقدار به تقريب يك پنجم ضخامت استوانه كاهش مي يابـد 

پنجم ضخامت استوانه با افزايش ضريب توان مقدار تنش شعاعي كاهش مي يابد و از آن به بعد تـا انتهـا   
در شـكل   مياستوانه جدار ضـخ  يتنش مماس. ر تنش شعاعي افزايش مي يابدبا افزايش ضريب توان مقدا

 يتـنش مماس ـ  طيدر اكثر شـرا  يداخل يدر حالت بار فشار .نشان داده شده اند 10-5و  7-5، 4-5 يها
و به طور تقريبي تا اواسط ضخامت با افزايش ضريب توان تنش مماسـي  شود  ياعمال م يبصورت كشش

شعاع تا جداره بيروني استوانه با افزايش ضريب توان تنش مماسي افـزايش مـي   كاهش مي يابد و از آن 
بـه صـورت   در اكثر مـوارد   يتنش مماس) يخارج يبار فشار( يكه در حالت دوم بارگذار يدر صورتيابد 
و در يك پنجم ابتدايي و انتهايي ضـخامت اسـتوانه بـا تغييـرات ضـريب تـوان در        شود يوارد م يفشار

غييرات تنش در يك جهت هستند ولي در ضخامت ما بين اين دو، جهت تغييرات بالعكس خواص مواد، ت
بـار  ( يدر حالـت سـوم بارگـذار   مي باشد و با افزايش ضريب توان اندازه تنش مماسي افزايش مي يابد و 

در يك سوم ضخامت بيروني استوانه تنش مماسي كششي و تـا شـعاع داخلـي    ) يوخارج يداخل يفشار
در اين حالت نيز در يك سوم انتهـايي و يـك دهـم ابتـدايي     . ش مماسي بصورت فشاري استاستوانه تن

ضخامت استوانه با تغييرات ضريب توان در خواص مواد، تغييرات تنش در يـك جهـت هسـتند ولـي در     
ضخامت ما بين اين دو تغييرات تنش برعكس تغييرات تنش در آنها مي باشد و با افزايش ضـريب تـوان   

، تحت بار گذاري هاي FGMجابجايي شعاعي استوانه جدار ضخيم . نش مماسي افزايش مي يابداندازه ت
بـه نظـر مـي رسـد در بارگـذاري      . نشان داده شده انـد  11-5و  8-5، 5-5مورد بحث نيز در شكل هاي 

 دوراني و حرارتي توام با بار فشاري داخلي تمام جابجايي ها در بازه مثبت واقـع مـي شـوند و جابجـايي    
شعاعي با افزايش ضريب توان، در بخش عمده اي از ضخامت داخلي استوانه كاهش مي يابد در حالي كه 
از آن ضخامت تا جداره بيروني استوانه با افزايش ضريب توان تا صفر، اين روند ادامه دارد ولـي بـا ادامـه    

لي كـه در صـورت   در حـا . افزايش ضريب توان به نظر مي رسد كه اين روند عمومي حفظ نخواهـد شـد  
اعمال بار فشاري خارجي جابجايي شعاعي براي ضريب هاي توان متفاوت هم در بازه مثبت و هم در بازه 
منفي قرار مي گيرند و با افزايش ضريب توان، از ميزان جابجايي منفي آن كاسته و بـه جابجـايي مثبـت    
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بجايي ها دوباره در بازه مثبت واقع خواهد رسيد و در حالت سوم بارگذاري مانند بارگذاري حالت اول جا
مي شوند، ولي در اين حالت متفاوت با حالت بارگذاري فشاري داخلي با افزايش ضريب تـوان، جابجـايي   

  .شعاعي افزايش مي يابد و اين روند در همه جا رعايت مي شود
  



  
  
  
  
  

  
 6فصل 

  
  

 جمع بندي و نتيجه گيري
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  مقدمه  6-1
 نيروها خارجي، و داخلي فشارهاي برابر در بالا مقاومت دليل به محوري، متقارن فتكل هاي استوانه
 صـنعت  در فراواني كاربرد حرارتي، و مكانيكي مطلوب مقاومت كليّ طور به و دمايي گراديان ولنگرها،

 هندسـه،  در تغييـرات  با ها پوسته از گروه اين تحليل مختلف هاي روش به يابي دست .اند كرده پيدا

 .باشـد  مـي  همچنان و بوده صنعتگران نياز و پژوهشگران ي علاقه مورد متنوع، هاي بارگذاري و ماده
 بـا  ناهمگن مواد از محوري متقارن كلفت جدار استوانه هاي تحليل مختلف هاي روش رساله، اين در

 و ررسـي ب داخلي و خارجي، بار حرارتي و دوران با سرعت زاويه اي ثابت، فشار تحت ، ثابت ضخامت
 جمع بندي شده، انجام كارهاي فصل، اين در .است شده ارايه آنها براي تحليلي و عددي حلّ هاي راه

 .شود مي ارايه نيز كار تكميل و ادامه براي پيشنهادهايي و گيري نتيجه و

  
  جمع بندي و نتيجه گيري 6-2
 تـنش،  ي مؤلفـه  4( مجهـول  10 محـوري،  متقارن كلفت جدار هاي پوسته تحليل در كلّي طور به

 سينماتيك ي معادله 4 تعادل، ي معادله 2( معادله 10 و )جايي جابه ي مؤلفه 2 و كرنش ي مؤلفه4

 و برشـي  تـنش  كـه  موقعيتي در .باشد مي ناشدني آنها همزمان حلّ كه داريم )رفتاري ي معادله 4 و
 2 و كـرنش  ي لفـه مؤ 3 تـنش،  ي مؤلفـه  3 (رسد مي 8 به مجهولات تعداد شود، صفر برشي كرنش
 جابـه  ي معادلـه  3 و سينماتيك ي معادله 3 تعادل، ي معادله 2( معادله 8 كه )جايي جابه ي مؤلفه

 دو ي الاستيسيته وضعيت، اين عموماً .است نياز محوري متقارن كلفت هاي استوانه حلّ براي )جايي

  .شود مي ناميده مستوي ي الاستيسيته كه است بعدي
  

  FGMلاستيك پوسته هاي استوانه اي تحليل ا :اول حالت
و  صـفحه اي  تنش وضعيت هاي در استوانه كه باشد اي به گونه مرزي شرايط و يكنواخت فشار اگر
 روش .شـود  مـي  تحليـل  بعـدي  دو ي الاستيسـيته  ي حـوزه  در مسأله گيرد، قرار اي صفحه كرنش

 معادلهدر اين حالت . است لامه معادله ي از استفاده با  (PET)مستوي الاستيسيته ي تئوري تحليل،

 از متغير ضرايب با همگن خطي ديفرانسيل معادله يك همگن،نا مواد از كلفت استوانه هاي بر حاكم 

 .)34-2رابطه (است  شعاعي جايي عبارت بي بعد جابه حسب بر كوشي -اويلر نوع

بـراي  . اسـت  مخـتلط  ريشـه هـاي   و مضاعف هاي ريشه حقيقي، هاي ريشه داراي ذكر شده رابطه
براي ريشه هاي مضاعف . حالت ريشه هاي حقيقي نتايج حل تحليلي با حل عددي كاملا منطبق بود

  .به دليل آنكه قابليت مدل سازي وجود ندارد تنها راه حل تحليلي ارائه شده استو مختلط، 
  

  FGMتحليل ترموالاستيك پوسته هاي استوانه اي  :دوم حالت
 اسـتوانه  كه باشد اي به گونه مرزي شرايط و و حرارت يكنواخت فشار در اين حالت از تحليل، اگر

 دو الاستيسـيته  ي حـوزه  در مسـأله  گيرد، قرار اي صفحه كرنشو  صفحه اي تنش وضعيت هاي در

 بـا   (PET)الاستيسـيته مسـتوي   تئـوري  تحليل در اين حالـت نيـز،   روش .خواهد شد تحليل بعدي
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اين . مي باشد) 39-3(دله اعادله حاكم بر سيستم در اين حالت معم. مي باشد معادله لامه از استفاده
در اين حالـت، ريشـه   . است مختلط ريشه هاي و مضاعف هاي ريشه حقيقي، هاي ريشه داراي معادله

بـراي  . حقيقي با استفاده از دو روش تحليلي و عددي محاسبه شد كه انطباق خوبي با هـم داشـتند  
نتايج اين بررسي نشان داد كـه قضـيه   . نها حل تحليل ارائه گرديدريشه هاي مضاعف و مختلط نيز ت

بدان معني كه نتايج حاصل از جمع تحليل ناشـي از بارهـاي مكـانيكي و    (جمع آثار برقرار مي باشد 
   ).  حرارتي به صورت جداگانه با نتايج حاصل از تحليل ترموالاستيك مطابق است

   
  FGMستوانه اي چرخان تحليل الاستيك پوسته هاي ا :سوم حالت

 روش .شـود  مـي  تحليـل  بعـدي  دو الاستيسـيته  حوزه نيز در اين مسأله مشابه شرايط بيان شده،

خواهد بود كه معادلـه حـاكم    لامه معادله ي از استفاده با  (PET)الاستيسيته مستوي تئوري تحليل،
  . خواهد بود) 34-4(بر سيستم معادله 

 در تفصيل به آن حلّ روش راي اين معدله به دست آمد كهمختلط ب و مضاعف حقيقي، هاي ريشه

در اين معادله نيز نتـايج ريشـه حقيقـي حاصـل از روش هـاي تحليلـي و        .است شده بيان )4( فصل
اين بررسي نشان داد كه نتايج حاصل از جمع تحليـل بارگـذاري   . عددي با يكديگر مطابق بوده است

  . ج حاصل از تحليل توام برابر استفشاري و چرخشي به صورت جداگانه با نتاي
  

  FGMتحليل ترموالاستيك پوسته هاي استوانه اي چرخان : حالت چهارم
 در اسـتوانه  كـه  اسـت  اي بـه گونـه   مرزي شرايط و يكنواخت فشاراز آنجا كه مشابه حالات قبل، 

 مـي  انبي بعدي دو ي الاستيسيته ي حوزه در مسأله گيرد، مي قرار اي صفحه كرنشو  شرايط تنش

اسـت خواهـد    لامـه  معادله ي از استفاده با  (PET)مستوي الاستيسيته ي تئوري تحليل، روش .شود
 . بيان مي شود) 33-5(بر آن به صورت معادله  حاكم ي بود كه معادله

 حل روش كه است مختلط ريشه هاي و مضاعف هاي ريشه حقيقي، هاي ريشه داراي بالا ي معادله

در اين شرايط به دليل عدم قابليـت مـدل سـازي ريشـه      .است شده بيان )5( فصل در تفصيل به آن
نتايج بررسي هاي انجـام  . هاي مضاعف و مختلط، تنها به حل عددي ريشه هاي حقيقي پرداخته شد

شده نشان داد كه از جمع تحليل هاي بارگذاري فشاري، حرارتـي و چرخشـي بـه صـورت جداگانـه      
  ). يعني جمع آثار در اين حالت نيز برقرار است(خواهد شد تحليل ترموالاستكي چرخشي حاصل 

نتايج انجام شده در سه حوزه بارگذاري فشاري، حرارتي و دوراني نشان مي دهد كه بر حسب بـار  
با انتخاب ضريب توان در روابط توزيـع خـواص   ) داخلي، خارجي يا داخلي و خارجي(اعمالي فشاري 

به اين صـورت كـه   . اي مقادير تنش بالاتري است بهبود بخشيدمواد مي توان تنش مماسي را كه دار
nدر هنگام وجود بار فشاري داخلي اگر   2  يعني مقدار خـواص از لايـه داخـل بـه خـارج      (باشد

تنش مماسي داراي مقادير كمتري خواهد بود و در هنگام اعمـال بـار فشـاري خـارجي     ) كاهش يابد
nاگر  تنش مماسي داراي مقـادير  ) يعني مقدار خواص از لايه داخل به خارج افزايش يابد(باشد  2
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اين در حالي است كه در هنگام اعمال بـار فشـاري داخلـي و خـارجي، حـداكثر      . كمتري خواهد بود
  .مختلف داراي مقادير تقريبا يكساني هستند nمقدار تنش مماسي در ضرايب توان 

  
  پيشنهادها 6-3

با توجه به شرايط و تحليل هاي انجام شده جهت تكميل اين بررسي ها و تعميم شـرايط مختلـف   
  :پيشنهادات زير ارائه مي گردد

انتقال حرارت در اين پايان نامه به صورت يكنواخت در نظر گرفته شده است، با در  -
  .ه تري ارائه دادنظر گرفتن انتقال حرارت در حالت گذرا مي توان نتايج واقع بينان

، بـه  )كه در اينجا دايره در نظر گرفته شـده اسـت  (با در نظر گرفتن مقطع استوانه  -
صورت بيضي يا مقاطع دلخواه ديگر، بررسي هاي جامع تري روي اين موضـوع قابـل انجـام    

 .  است

بررسي هاي انجام شده در حالت استاتيكي بوده، اين بررسي ها با در نظـر گـرفتن    -
 . يكي نتايج كامل تري را ارائه خواهد نمودحالت دينام

 . شرايط جداره متغير براي استوانه نيز قابل بررسي است -

با بررسي حالت گذرا براي بار فشاري در استوانه يعني بار متغيـر در طـول اسـتوانه     -
مانند حالتي از بار اعمالي ايجاد شده در لوله هاي توپ و خمپـاره انـدازها، مـي توانـد يـك      

  .واقعي و كاربردي در اين زمينه باشدبررسي 
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Abstract 

Cylindrical cortexes are of the most frequent and significant types of structures found in 

surrounding environment. Generally, cortexes are limber material usually considered as the 

most mature structure for their quality in behavior and resistance against the loading and 

twist. Functional graded material (FGM) gained the significant attention of scientist for their 

high strength against the high temperature gradient and mechanical loading as well as 

decreasing the stress concentration on solid material. Hence, the aim of this study is to 

investigate and modeling the associated stress and displacement of thick wall heterogeneous 

cylinder under compound mechanical and thermal loading. This study was carried out in four 

different statuses.  

- In the first, obtained results of compression loading have lonely studied for the thick wall 

cylinder using elasticity theory. Governing equation in this state had three possible roots: 

real, imaginary and binary. Comparison of the numerical modeling results with that of the 

analytical shows that there is an acceptable agreement between the outcomes of these two 

methods.  

- In the second status, thermal loading condition has been analysis using elasticity theory for 

giving more information about this condition. Obtained results implied that overlaying 

concept governs the whole condition. In addition, if the associated results of stress analysis, 

compression and thermal displacements has summed together, stress analysis and 

displacement of thermo-elastic condition will be obtained.     

- In the third, compression and rotation loading condition was analysis on the thick wall 

cylinder using elasticity theory. Solving the governing equation results in finding that sum 

theory is completely true in this condition either.       

- Lastly, compression, rotation and thermal loading condition applied on the thick wall 

cylinder and elasticity theory used for dealing with the outcomes. Regarding to what we have 

reached, sum theory comes true in this condition as same as the others.   
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