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                                   اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .
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 مالکیت نتایج و حق نشر

رایانه ای ، نرم افزار ها و تجهیزات ساخته کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های 

باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی.استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان
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 چکیده
 مخازن کرویدوبعدی در و  ایناپایا، انتقال حرارت ناهمگن پا یبرا قیدق یلیحل تحل کیمطالعه حاضر  در

. اندشده دهیچیها به دوره کره پشکل بوده و رشته یلمینیت موردنظر کرو شده است.ارائه هیچندلاکامپوزیتی 

 یوبا تمرکز بر ر قیتحق نیمتفاوت باشد. ادیگر  یهاهیلابا تواند می در هر لایه هارشته یراستا نیهمچن

 هشدانجام یو شعاع محیطیدر جهت  یتیبا در نظر گرفتن انتقال حرارت هدا یانتقال حرارت متقارن محور

 کی افتنیاست.  تشعشعو  تیشده و شامل همرفت، هدادر نظر گرفته یصورت کلبه یمرز طیاست. شرا

انتقال حرارت با دما از  بیناهمگن بودن ضر نیو همچن دهیچیپ یمرز طیابا استفاده از شر قیحل دق

 .باشدیم قیتحق نیهای انوآوری

 طیشرا و تابع دمایی در مختصات کروی ،رشهفیک لیبا استفاده از تبد ،پایاحالتدر  مسئلهحل  منظوربه

، شودیم استفاده رهایمتغ یجداسازروش از  ،رشهفیک طیدر محمسئله برای حل  .شودیمهمگن  ،یمرز

 ییتابع دما رشهفیمعکوس ک لیانتها با تبدو در  شودیم قرار داده آمدهدستبهدر حل  سپس شرایط مرزی

 .شودیمآورده به دست  موردنظر یکیزیف طیدر مح

 دهبا استفا سپسو  شودیم لیتبدیا و ناپا یابه دو قسمت پا ی معادلهنهروش برهم با اعمال ناپایا در حالت

دمایی  تابع .شودیمبه دست آورده  ،قسمت ناپایا ییتابع دما رهایمتغ یجداسازروش و  شهفریک لیاز تبد

 .شودیم به دست آوردهصورت مجموع قسمت ناپایا و قسمت پایا کلی به

 ره،بر روی ک توابع شار مختلف ازجملهمتفاوت  یمرز طیشرا یبرا، تابع دما یلیحل تحلبرای  انیدر پا

 یابر است. شدهاستفاده متلب افزارنرماز  مرزی همرفتی بر روی کره و چندین شرایط مرزی دیگر طیشرا



 ح

 

مقادیر با  از حل تحلیلی، آمدهدستبه ینمودارهامقادیر دما و همچنین  ،کار یصحت از انجام درست

از مطالعه حاضر صورت  بندیجمعو  گیرینتیجه تیدرنها .شده است سهیمقا یحل عدد از آمدهدستبه

 ارائه گردید. هاییپیشنهاد گرفته و

داسازی ج روش انتقال حرارت متغیر، بیضر ،هیچندلا وی کامپوزیتیکرمخازن ، دقیق تحلیلیحل  :دواژهیکل

پایانا حل پایا، حل ،متغیرها
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 92 ..................................................... ثانیه 42در زمان  6کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  37-4شکل 

  



 س

 

90θ°و   r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0ی نقطهنمودار تغییرات دما در سه 38-4شکل  =   

 ............................................................................. 6ثانیه برای مورد 420زمان برحسب زمان در مدت
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90θ°آمده در حل تحلیلی در دستنمودار دمای به 39-4شکل  =  

 ...............................................................................................برحسب شعاع به ازای زوایای الیاف مختلف

 

94 

 1مورد  آمده در حل تحلیلی برایدستکانتور دما به 40-4شکل 

و ضریب انتقال حرارت همرفت  
w

m2k
 50.................................................................................................. 
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 1آمده در حل تحلیلی برای مورد دستکانتور دما به 41-4شکل 

و ضریب انتقال حرارت همرفت  
w

m2k
100................................................................................................ 
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 1آمده در حل تحلیلی برای مورد دستکانتور دما به 42-4شکل 

و ضریب انتقال حرارت همرفت  
w

m2k
 200............................................................................................... 
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90θ°نمودار دما در سطح خارجی نیمکره و  43-4شکل   99 ....................................، برحسب زمان =

 تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت همرفت پایای حلور دمای حالتکانت 44-4شکل 

 
w

m2k
 ...................................................کلوین 400ی ثابت کلوین در سطح خارجی نیمکره و دما 50 
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 حل تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت یپایار دمای حالتکانتو 45-4شکل 

همرفت  
w

m2k
 .............................................کلوین  400در سطح خارجی نیمکره و دمای ثابت  100 

 

102 

 حل تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت همرفت یپایار دمای حالتکانتو 46-4شکل 

 
w

m2k
 ............................................................کلوین  400در سطح خارجی نیمکره و دمای ثابت  200 

 

102 

 104 .......................................................... ، در زمان اولیه7کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  47-4شکل 

 104 .............................................. ثانیه 1000، در زمان 7کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  48-4شکل 

 105 .............................................. ثانیه 2000، در زمان 7کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  49-4شکل 

 105 .............................................. ثانیه 5000، در زمان 7کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  50-4شکل 

 106 ........................................... ثانیه 10000، در زمان 7کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  51-4کل ش

 107 .............................................. ثانیه 1000، در زمان 8کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  52-4شکل 

 107 .............................................. ثانیه 2000، در زمان 8تحلیلی مورد کانتور دما برای حل  53-4شکل 

 108 .............................................. ثانیه 5000، در زمان 8کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  54-4شکل 

 108 ........................................... ثانیه 10000، در زمان 8کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  55-4شکل 

 109 .............................................. ثانیه 1000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  56-4شکل 

 109 .............................................. ثانیه 2000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  57-4شکل 

 110 .............................................. ثانیه 5000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  58-4شکل 
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 110 ........................................... ثانیه 10000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  59-4شکل 

 نمودار تغییرات دما در سطح خارجی نیمکره برحسب زمان به ازای  60-4ل شک

 .........................................وات بر مترمربع بر کلوین 200و  100، 50ضرایب انتقال حرارت جابجایی 
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 113 ..............................................................10پایا برای مورد  در حلآمده دستکانتور دما به 61-4شکل 

 115 ......................................................................10ثانیه، برای مورد  100کانتور دما در زمان  62-4شکل

 115 .....................................................................10ثانیه، برای مورد  200کانتور دما در زمان  63-4شکل 

 116 ......................................................................10ثانیه، برای مورد  300کانتور دما در زمان  64-4شکل

 116 .....................................................................10ثانیه، برای مورد  400کانتور دما در زمان  65-4شکل 

 117 ......................................................................10ثانیه، برای مورد  500کانتور دما در زمان  66-4شکل 

 117 ..................................................................10ثانیه، برای مورد  1000کانتور دما در زمان  67-4شکل 
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 مقدمه  1-1

انتقال حرارت هدایتی در این  ژهیوبهو انواع انتقال حرارت  هاآن بندیطبقهو  فشارتحتدر این فصل مخازن 

روری بر تحقیقات م ازآنپس .شودمی بیانو کاربرد مواد مرکب  خچهیتار و در ادامه، شودیمبررسی مواد 

لی تحقیق و ساختار ک موردنظراهداف  تیدرنها .شودمیبیان  ،پیشین و ضرورت انجام تحقیق صورت گرفته

 .گرددمیبیان  آن

 فشارتحت مخازن بندیطبقهو تعریف  1-2

متفاوت از فشار  یدر فشار الیس یکه جهت نگهدار بسته یامحفظهاز عبارت است  1فشارمخزن تحت

در مخازن عامل  نیا راتییخطرناک است و براثر تغ عامل کیفشار  اختلاف شده است.یطراح ،طیمح

مخازن،  نیبرداری از اساخت و بهره ،یطراح ،وجود دارد. درنتیجه آن بیفشار، امکان انفجار و تخرتحت

به کشور  یفشار از کشورمخازن تحت فیتعر .گیردمیقرار  یتحت نظارت قانون یهای مهندستوسط سازمان

 .هستحداکثر فشار و درجه حرارت مناسب مخزن  ف،یتعر نیمتفاوت است اما پارامتر ثابت در ا گرید

، گازهاانواع  یرهیذخها،  لریآب، بو رهیفشرده، منبع ذخ یهوا یدارندهنگهعنوان مخازن در صنعت به نیا 

 ،ییایردریز ی، مخازن هوافضاپیماها یمخازن هوا ،ایهستهمخازن راکتور  ر،یتقط هایبرجفشار، اتاقک تحت

، کلر اک،یمانند آمون عیما یزهاگا یبرا سازیذخیرهفشار، مخازن تحت کیدرولیمخزن، مخزن ه کیپنومات

 هاینکتاعنوان به یصنعت ریمصارف غ درهمچنین  .گیرندمیقرار  مورداستفادهو...  گاز مایعپروپان، بوتان و 

                                           

 

1  Pressure vessel 
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ر در صنعت فشاکاربرد مخازن تحت نیشتریب .شوندمیاستفاده  .و.. ژنیاکس هایکپسول ،یآبگرم خانگ رهیذخ

 .]1[باشدیم یمینفت، گاز و پتروش

 .کرد بندیتقسیم فشار و شکل بر اساس توانمی را فشارتحت مخازن طورکلیبه

 بر اساس شکل یبندطبقه 1-2-1

 مخازن هاآن ترینمرسومکرد که  میبه چند دسته تقس توانمی یهندس ازلحاظرا  فشارتحتمخازن 

 .باشندمی یو کرو ایاستوانه

 ایاستوانهمخازن  1-2-1-1

. هستند نوع مخازن ترینرایجنوع مخازن  نی. اشوندمیساخته  یبا دو سر عدس استوانه کی صورتبهاغلب 

 ای یع افقنو کنندهتعیینبرج  کی یاتیعمل ازیباشند. ن یافق ای یبلند ممکن است عمود ایاستوانهمخازن 

 یعمود صورتبه ،دارند فازها یجهت جداساز به ثقل ازیکه ن هاییبرجمثال  یاست. برا آنبودن  یعمود

نصب گردند. در  یعمود هم و یافق صورتبه توانندمیهم  یحرارت هایمبدل کهدرحالی .شوندمینصب 

در  .گیردمیصورت  الیسعبور روش انتقال گرما و  وسیلهبه عموماًانتخاب  نیا یحرارت هایمبدلمورد 

از این مخازن آوردن شده  اینمونه 1-1در شکل . ]2[هستانتخاب عامل  عمدتاًمحل نصب  رهیمخازن ذخ

 است.
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 کروی مخازن 1-2-1-2

 و دارندی مطلوب مقاومت فشار، و نیروها برابر در که هستند هاییسازه کلی حالت در کروی هایپوسته

 ایجادشده هایتنش مناسب کنترل و طراحی خوب قابلیت دلیل به گوناگون صنایع در هاآن از استفاده

 یکروهای پوسته تحلیل برای مختلف هاینظریه کارگیریبه و رفتار مطالعه .است گسترش حال در هرروز

 همچنان توجه نیکاربرد فراوان ا لیپژوهشگران قرار گرفت و به دل موردتوجهدور  چنداننه هایگذشتهاز 

جدار  یهاکره ازجمله یمهندس هایسازهاز  یاریدر بس قاتیامر لزوم انجام تحق نیادامه دارد. با توجه به ا

هوافضا،  عیصنا در روزافزون صورتبهکه امروزه  یحرارت یبارها ویژهبهمختلف  یهایتحت بارگذار میضخ

 .رسدمی به نظر یضرور ازپیشبیش، گیرندمیقرار  مورداستفادهو...  ایهستهو  یعلوم نظام

ی تئور ازلحاظ. روندمیبالا بکار  یفشارها یبرا اصولاًمخازن  نیا یشکل کرو یعلت استحکام ذات به

 و مشکل است یاست. ساخت مخازن کرو فشارتحتمخزن  کیساخت  یحالت برا نیبهتر یکرو شکل

 یا کروی شکل معمولاً دارند قرار متوسط فشارتحت که بزرگ ذخیره را به همراه دارد. مخازن ییبالا نهیهز

 .]2[از این مخازن کروی آورده شده است اینمونه 2-1در شکل  .دارند کروی شبه

 .]3[افقی فشار تحت مخزن یک نمونه 1-1شکل 
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 فشار اساس بر بندیطبقه 1-2-2

 به دو نوع تقسیم کرد: توانمیبر اساس فشار را  بندیطبقهبر اساس  فشارتحتمخازن 

 یداخل فشارتحتزن امخ 1-2-2-1

 با فشار بالاتر از فشار اتمسفر وجود دارد. یالیس معمولاًنوع مخزن  نیا در

 یخارج فشارتحتزن امخ 1-2-2-2

 صورت نیا ریشوند در غ یطراح یفشار خارج یبرا دیبا ،مرتبط هستند خلأ طیکه با شرا یفشارتحت مخازن

در محیطی خاص استفاده  خلأیا ایجاد  زداییرطوبتبرای هوا زدایی،  عمدتاًاین مخازن  خواهند شد. یمتلاش

 .]2[شودمیاز این مخازن دیده  اینمونه 3-1در شکل  .شوندمی

 .]4[ای از مخازن کروینمونه 2-1ل شک
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 و کاربرد مواد مرکب خچهیتار 1-3

مواد به جهت وابسته  نیا یکیمکان خواص .شوندمیمحسوب  کیمواد اورتروپجزو  عتیدر طب یادیمواد ز

 یژهوبهرفتار در مواد خام و  نیاما ا ،است پوشیچشمقابلاز مواد همچون فلزات  یرفتار در بعض نیا .هستند

وده ب جیمواد خام از گذشته را یکیمواد جهت بهبود رفتار مکان یاز برخ استفاده رفتار غالب است. هاکانی

 چشیاستفاده از پ نیهمچن و .آیدمیدسته به شمار  نیاز ا یسنت یماردر مع گلکاه مثالعنوانبه است.

 متداول بوده است. درگذشته هاسازه گسیختگیازهممقاومت در مقابل  شیجهت افزا یطیمح

 مواد .ودب یمریساخت مواد پل هاآناز  یکیشد که  جادیبشر ا یدر زندگ ایعمده راتییکشف نفت تغ با 

 کیترموپلاست یمریمواد پل یعمده مشکلات بودند. یمقابل خوردگدر مقاوم و  ارزان نسبتاً مواد  یمریپل

 ستمیاواسط قرن ب از .باشدیم اشتعال تیو قابل نیینقطه ذوب پا هاآن فیضع یکیمکان مقاومتشامل 

 هالاسفایبرگمواد مرکب  نیمشهورتر .است شدهگرفتهمواد به کار  نیدر جهت بهبود ا یمختلف هایتکنیک

 ].5[خزن تحت فشار خارجی یا همان مخزن وکیومم 3-1شکل 
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خت جهت سا هاآناستفاده از  یو استحکام کاف یو رفتار مناسب در مقابل خوردگ یسبک لیبه دل .هستند

 .افتی شیافزا سرعتبه یآب زاتیو تجه هاقایق

 یفشرده برا یعیگاز طب رهیمخازن ذخ عنوانبه آناستفاده از  یتیاز مخازن کامپوز ریاخ یاز کاربردها

بودن و مشکلات  صرفهبهمقرون ساخت، سهولت مناسب، استحکام ،یسبک .باشدمیاستفاده در خودروها 

مواد مرکب در صنعت  گرید یکاربردها از مخازن شده است. نیا استفاده از شیباعث افزا یمخازن فلز

تردهگس کارگیریبهمواد باعث  نیبا وزن کم ا سهیبالا در مقا یکیمکان مقاومت است. ونقلحملو  یهوانورد

 هیپا یتیاستفاده از مواد کامپوز ییفضا هایشاتل در است. دهیگرد یو فضانورد یدر صنعت هوانورد هاآنی 

 یاستفادهمواد  نیا یکاربردها گرید از مواد است. نیا یکاربردها ریاز سا زین خروجی یاگزوزها کربن در

و ک کاهش شو نیاست که باعث کاهش مصرف سوخت و همچن ایجادهو  یلیر ونقلحملدر صنعت  آن

 ،یپزشک ،یورزش زاتیمربوط به تجه یتیاستفاده مواد کامپوز ریسا .شودمی هینقل لهیارتعاش وارده به بدنه وس

 ].6[است یو نظام کیالکترون
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 فرایندهای انتقال حرارت 1-4

 2ایناپا . منظور از حالتروبرو هستندو گذرا  ایناپا 1با مسائل انتقال حرارت یمهندس یاز کاربردها یاریبس

پس  جسمی که دما رودمیبه کار مواقعی  یبرا 3واژه گذرا کهدرحالیاست.  ریمتغ بازماندما همواره  یعنی

کرد که  انیب گونهاین توانمیساده  انیو مستقل از زمان برسد. به ب یدائم طیبه شرا ینیاز گذشت زمان مع

ود وج (اختلاف دما) ییدما انیگراد دونقطه نیکه ب یست. زمانا اختلاف دما براثر یانتقال گرما، گذر انرژ

 . گیردمیانتقال حرارت صورت  هاآن نیداشته باشد، ب

ه حرارت به س طورکلیبه .گیردمیصورت  ریحرارت توسط سه روش ز انتقال کیکلاس کیزیف ازنظر  

 داشته و در  یماد طیبه مح ازینی تی. انتقال حرارت هداشودمیو تابش منتقل  ییجابجا ت،یهدا روش

                                           

 

1 Heat transfer 
2 Unsteady 
3 Transient 

 ]7[انواع فرآیند های انتقال حرارت 4-1شکل 
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که  دهدمیرخ  یو زمان دارد یماد طیبه مح ازین زین ییانتقال حرارت جابجا. دهدمیرخ  الاتیس جامدات و

 نیب شهینداشته و هم یماد طیبه مح ازینی سطح حرکت کند. انتقال حرارت تشعشع کی یرو بر الیس کی

 .]8[دهدمی یکه اختلاف دما دارند رو یاجسام

 1انتقال حرارت هدایتی 1-4-1

 هامحیط نیساکن که در اثر اختلاف دما در ا الیس هایمحیط ایبه انتقال گرما در جامدات و  یحرارت تیهدا

گرما  ط،یمح کیماکروسکوپ ییاست که در اثر جابجا نیفرض بر ا طورکلیبه. شودمیگفته ، گیردمیانجام 

-مولکول تصادفی مانند حرکت یبلکه انتقال گرما توسط عوامل شودیمنتقل نم گرید یانقطهبهنقطه کیاز 

 مبحث ،حرارت انتقال کلاسیک کتب در .شودیم انجام جامد کریستالی یشبکه ارتعاش یا و گازی های

 .است شده بندیتقسیم غیردائمی و و دائمی چندبعدی ،دوبعدی ،بعدییک هایحالت به حرارت انتقال

 .]8[ستامعروف  2قانون فوریه هدایتی، به حرارت انتقال بر حاکم یمعادله

 

                                           

 

1 Conduction 
2  Fourier's law 

 ]9[شماتیک انتقال حرارت هدایتی 5-1شکل 
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 حل یهاروش 1-5

دما باید معادلات دیفرانسیل متعددی با  هایگرادیاناینکه برای پیدا کردن مقدار شار حرارتی و  با توجه به

 ودشمیاستفاده  هاآنتجربی، تحلیلی و عددی برای حل  هایروشرایط مرزی و اولیه متفاوت حل شوند. ش

 .پردازیممی هاآنکه در زیر به توضیح هر یک از 

 روش تجربی 1-5-1

و  ایمزا یدارا، گیردمیقرار  مورداستفاده انتقال حرارتدر مسائل  گسترده طوربهکه  یروش تجرب

ع، از مواق یاریاست که در بس نیا یاستفاده از روش تجرب یاصل لیو دل اولیه تیمز .هست هاییمحدودیت

اطلاعات  گرچه گرید طرفاست. از  گرید هایروشبا  سهیمقا وی آوردن جواب واقع به دستتنها راه  شیآزما

 یمحدودهعملاً خارج از  یول ،کندمییی راهنما یادیتا حد ز ،یکیزیدر مورد رفتار ف آمدهدستبه یتجرب

 حاصل یتجرب یهاآزمونکه از  ینمود. شناخت محدود یابیرا برون یاطلاعات تواننمیبکار رفته،  یهاداده

 .واهد بودخ اشتباه یکیزیرفتار ف بینیپیش یبرا، آناستفاده از  یو حتخطا شود  منجر به تواندمی ،شودمی

ه از ک یبه کمک اطلاعات هاروش نی. در اروندمیبکار  یمواز طوربه معمولاً زینی تجرب مهین هایتکنیک

 یسجهت برر نیرفتار مواد و همچن بینیپیش یکه برا دنآیمی به دست یجبر معادلات ،شدهحاصل شیآزما

 .ندهست دیمف یلیتحل هایمدلو  هانظریه از شدهبینیپیش ریبا مقاد سهیو مقا

 یشگاهیآزما و تجهیزاتمدل  هیته معمولاًاست.  یتجرب هایدر روشاز ملاحظات مهم  یکی نهیهز مسئله

 خاص خود ییمشکلات اجرا اد،یز نهیعلاوه بر هز زین یواقع اسیبا مق یهاآزموندارد.  یادیز نهیهز موردنیاز

 یپارامترها اطلاعات مناسب رییبا تغ دهندنمیاجازه  شهیهستند که هم هاییمحدودیت نهی. زمان و هزرادارند

 .]10[دیآ به دست یکاف اندازهبه
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 روش تحلیلی 1-5-2

 اتیو فرض تابش( ،جاییجابه ،هدایت لیاز قب) انتقال حرارتروش چند  ای کی یروش، با تمرکز بر رو نیدر ا

 یدوبعد ای بعدییک یلیفرانسید ای یحاکم بر جسم به معادلات جبر یکیزیمعادلات ف کننده، ساده

خواص مواد و ... وجود  لیاز قب یتجرب هایدادهبه  ازین یلیتحل هایمدلاغلب  در .دشونمیو حل  شدهتبدیل

 .]11[در حل مسائل پیچیده است آنمشکل در استفاده از روش تحلیلی مشکل  ترینبزرگاما دارد. 

 روش عددی 1-5-3

. این وجود دارند افزارهانرمکه امروزه در بسیاری از  شودمیحل عددی استفاده  هایروشاین حل از در  

گر ا .دنصحت سنجی شو آنباید نتایج  حتماًو در صورت استفاده  ردحل نیز مشکلات مربوط به خود را دا

 تفاضل محدود ایالمان محدود  لیاز قب یعدد هایتکنیک اب دیباشد، با موردنظرحل کامل از مسئله  کی

 دتواننمی یعدد هایروشآورد.  به دسترا  وستهیپ کیزیمعادلات کامل حاکم بر ف یو جواب عدد انجام شود

 موجود یاز اثر پارامترها گنگی صیتشخ یعدد هایروشکنند. استفاده از  مدل گذرا را به دقتّ هایپدیده

 نبیا حیصر یلیاثر هر پارامتر را خ تحلیلیحل  کی کهدرصورتی ،دهدمیمجزا ارائه  طوربهرا  در مسئله

 یاریدر دفعات بس دیمحاسبات با میآور به دست یرا از روش عدد یاطلاعات مشابه میبخواه اگر. کندمی

 گیروقت ادیز هایالمان با هایمدلکار در  نیکه ا ابدی رییتغ موردنظرتکرار گردد و در هر مرحله پارامتر 

لکه باشند ب یکاف توانندنمی تنهاییبه کدامهیچ یو عدد یلیتحل ،یتجرب هایروشاست که  روشن است.

 .]11[گسترش دهد یکیزیف هایپدیدهرا نسبت به ما درک  تواندمی هاآناز  یبیترک
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 مخازن کامپوزیتی 1-6

 تریقدیم هایمدلهستند که نسبت به  فشارتحتانواع مخازن  نیدتریاز جد یتیکامپوز فشارتحتمخازن 

. مخازن ندباشمینسبت به فلزات  ییبالا ژهیاستحکام و یدارا هاکامپوزیت. اندپیداکرده یبهتر ییکارا فلزی

ده گردند. استفا زیبالا ن نسبتاً فشارهایمختلف در  الاتیس یجهت نگهدار توانندمی یتیکامپوز فشارتحت

ه نوع زن با توجه بامخ نیا. دارندآب  هیتصف عیدر حوزه صنا ایگستردهکاربرد  یتیکامپوز فشارتحتمخازن 

را  ییلابا نسبتاً یفشارها توانندمی ،دنباشمی الیکه در تماس با س یداخل نریو لا افیابعاد، نوع ال ن،یرز

 تحمل کنند. 

 یداخل نری. لادارندساخت  تیقابل ،متر 2حدود  یقطرها تا (FRP1)فیبربا  شدهتیتقوپلیمری  زنامخ   

 دیتول 3نگیروتومولد هایاتیلنپلی ای 2رناتالگیز هایاتیلنپلیاز  استفادهعمده با  صورتبهمخازن  نیا

مخازن  نیزگیجا یریچشمگ صورتبه یتیکامپوز فشارتحتمخازن که در آینده  شودمی بینیپیش ..شوندمی

 هیتصف و یماسازیهواپ ،یخودروساز عیدر صنا فشارتحت یتی. مخازن کامپوزشوندمیر، افشتحت یفلز

بالا، وزن اندک و استحکام  یمقاومت خوردگ یمخازن دارا نیا کهازآنجاییدارند.  یفراوان یفاضلاب کاربردها

با توجه  یتیکامپوز فشارتحت. مخازن شودمی ترگسترده روزروزبهمخازن  نیکاربرد ا ،باشندمی ییبالا ژهیو

را تحمل کنند.  یمتفاوت خلأفشار و  طیشرا توانندمی یمصرف افیو ال نینوع رز نر،یبه جنس لا

 اریبس توانندمی، خورنده هایمحیطدر  (GRP 4(استریپلبا استفاده از رزین  شدههیته یکامپوزیت مخازن

                                           

 

1 Fiber Reinforced Polymer 
2 ziegler–natta polymers 
3 rotomolding polymers 
4 Glassfiber Reinforced Plastic Pipe 
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برد داشته و کار یآسان اریو نصب بس ییجابجا تیمخازن قابل نیوزن اندک، ا هبا توجه ب باشند. یکاربرد

 . باشندمیرا دارا  صنعتینیمهو  یآب خانگ هیتصف عیدر صنا ایگسترده

 .هست تیمسائل در حوزه صنعت کامپوز ترینپیچیدهاز  یکی یتیمخازن کامپوز دیو تول یراحط

زوم ، لهستگوناگون  متغیرهای تأثیرتحت  یتیکامپوز فشارتحتمخازن  یساختار لیتحل کهازآنجایی

 هیاوصورت گرفته ز هایتحلیل. بسیار مهم است ،دیتول ندیآغاز فرا از قبل ،یلیتحل افزارهاینرماستفاده از 

با  یمحصول درنهایتو  کندیم بینیپیش ،در نقاط مختلف را جهت ساخت ییو ضخامت نها افیال چشیپ

 .شودیم دیتول ،و طول عمر بالا ایمنی

جداره  یدو بخش اصل یدارا و فشار الیبر اساس نوع س یتیکامپوز فشارتحتمخازن  یکل صورتبه

 از هر دو حالت باشد. مخازن یبیترک ایو  عیما ایگاز و  تواندمی الیس نی. اباشندمی یرونیو جداره ب یداخل

 توانندیم یداخل لاینرهای. گردندمی دیو تول یطراح ،مورداستفادهبا توجه به صنعت  یتیکامپوز فشارتحت

مخازن  .گردندمی دهیپوش یچیرشته پ ندیباشند که توسط فرآ ساختهپیش کیپلاست ایاز جنس فلز 

 یهانری. لافاضلاب دارند هیتصف عیدر صنا ایگستردهکاربرد  یکیپلاست ینرهایبا لا یتیکامپوز فشارتحت

و پوشش  گردندمی دیتول نگیروتومولد ندیبوده که توسط فرآ پروپیلنپلی ای اتیلنپلیجنس  از یداخل

 ]13[یتیساخت مخزن تحت فشار کامپوز 6-1شکل 
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و  نیع رزو نو ییشده، ضخامت نها دهیچیپ یای. زوادگردمی دیتول یچیرشته پ ندیبا استفاده از فرا یرونیب

 . ]12[کنندمیرا مشخص  یتیکامپوز فشارتحتمخازن  ییاستحکام نها ،افیال

 انگیزه انجام پژوهش 1-7

ت به نسب توانمیمواد  گسترده این اییمزا ازجمله. دارند ایویژه گاهیمدرن جا یدر مهندس ،یتیمواد کامپوز

اشاره  یمواد صنعت ریبا سا سهیدر مقابالا  1تهیسیتمقاومت بالا در برابر نفوذ و پلاس ته،یدانس به بالای مقاومت

اد در مو نیاتولید  یهزینهباعث کاهش  یتیمواد کامپوز دیتول هایتکنولوژی شیافزا ن،یعلاوه بر ا. نمود

مخازن  ،ییایهوا و فضا، در عیدر صنا عیوس طوربه مواد کامپوزیتیاست. امروزه  دهیگرد ریاخ هایسال

 شرفتیپ آن کاربردهای با گسترش یتیدانش مواد کامپوز نیهمچن. شوندمیو .... استفاده  هالوله، فشارتحت

 است. افتهی گیریچشم

. است هاکامپوزیتمسائل مهم و ضروری در دانش  ازجمله یتیانتقال حرارت در مواد کامپوز مسئله

 ازجمله .دنشومیانجام  یتیهای کامپوز لمینیتتنش در  لیتحل رینظ متعددی لیبه دلا یحرارت هایتحلیل

 زیانتقال حرارت و ن شیافزا یا کاهش مسئلهبه  توانمی یتیانتقال حرارت در مواد کامپوز گرید کاربردهای

ه انتقال حرارت صورت گرفت توانمی یتیدر مواد کامپوز رییبا تغ کهنحویبه .نمود اشاره کنترل دمای مخازن

 .را کنترل نمود هاآن در

                                           

 

1 Plasticity 
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 نامهپایانو نوآوری اهداف  1-8

 .شودمی یهمگن بررس ریغ یتیکره کامپوز کیانتقال حرارت در  قیتحق نیگفته شد در ا قبلاًکه  طورهمان

 ایدم لرکنت نیو همچن یتیامپوزک رهدر ک رارتح الانتق رلکنت آن تبعبهو  رارتح الانتق شیزاو اف کاهش

 رایب ادم عیتوز یونگآوردن چگ به دست نی. همچنباشدیم قیتحق نیا دافاز اه ،رویک مخزن لداخ وادم

 به دست دش هگفت قبلاً  هک طورهمان .تاس قیتحق این دافاه گریاز د یحرارت هایتنش لیتحل یبررس

 نوآوریهمچنین  تابع دما است. ریب انتقال حرارت هدایتیض هک تاس یطیرادر ش شدهگفته دافآوردن اه

 یتیامپوزک رهک کیدر  ادم هب تیداه بیرض یتگاز وابس یناش هک مسئله ودنب نهمگ ریغ املش قیتحق نیا

 دیگر خواهد یشگاهیو آزما ددیع هایتحلیل یپایه قیتحق نیا ه. کتاس آندر  رارتح الانتق یبررس و

 شد.

 نامهانیپاساختار  1-9

. بخش دوم به ه شدپرداخت نامهپایانانگیزه انجام پژوهش و اهداف و نوآوری  ،یکل تعاریفدر بخش اول به 

نحوه  صورت گرفته پرداخته خواهد شد. در فصل سوم یو کارها نامهپایاندر مورد موضوع  ایپایهمفاهیم 

 مربوطه با یو نمودارها سازیپیاده جیدر فصل چهارم نتا تاًی. نهاگرددمی انیب نامهپایاندر  شیانجام آزما

 هندیآ یکارها یبرا هاشنهادیپو  بندیجمعحاصل  جیآورده شده است. در فصل پنجم نتا کیهر  لیتحل

 .گرددمیارائه 
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 نیشیپتحقیقات  1-10

دما و  یکیمکان یهایبارگذارتحت  ،هاآنخواص  رییتغ نهیدرزمیشتر مواد ب نیا یبر رو شدهانجام قاتیتحق

 هدرزمین شدهانجام یهاتیفعال مواد توجه شده است. نیانتقال حرارت در ا یو کمتر به بررس ]14[تبوده اس

  .]15[تبوده اس بعدییک صورتبه زتروپیا ریغ وادانتقال حرارت در م لیتحل

 موردبررسیدر مواد مرکب را  یتیاص هداوخ نییانتقال حرارت و تع یتئور ]16[دنگاریریگ نیهمچن

 نیاز اول یکی ،استوانه اورتروپ کیدر  غیردائمیپخش  هایپدیدهدر مورد  ]17[مولهلند مقاله .ه استقرارداد

را  یتیهدا داریانتقال حرارت پا ،یبا استفاده از روش عدد ]18[و بورتاننور  است. نهیزم نیدر ا هافعالیت

ما د دانیپاسخ م یکه با استفاده از روش عدد قیطر نیبه ا ،قراردادند موردبررسی یتیکامپوز هایورقدر 

، با استفاده از روش المان محدود ]19[نگاریا کردند. یرا بررس هالایه شیبر جدا آنآوردند و اثر  به دسترا 

حل تحلیلی انتقال  ]20[سینگ و همکاران. ردآو به دست یتیورق کامپوز کیرا در  غیردائمیانتقال حرارت 

 .اند داده قرار بررسی مورد را شعاعی جهت در لایه چند قطبی مختصات درحرارت هدایتی 

 کیزتروپیا ریغ یلایهچند هایمحیطدر  یتیانتقال حرارت هدا یلیحل تحل ]21[حسنچنگ و  نمایچ

اده به شکل س را زوتروپیان مسئله حل کردند.به این روش که یمختصات خط لیتبد کیبا استفاده از  را

 یخلدا شیو همراه با گرما ییمنبع گرما رفتندو حالت بدون در نظر گ یرا برا مسئلهو  ،لیتبد زوتروپیا

  حل کردند.

بررسی تحلیلی را بر روی انتقال حرارت در لمینیت های تخت مثلثی انجام  ]22[و همکاران  سیریآرگ

در فرمولاسیون خود اثر هر سه مکانیزم انتقال حرارت هدایتی،همرفتی و تشعشعی را بر لمینیت  هاآندادند. 

 راتییو تغی اول لمینیت کامپوزیتی بوده مرتبهبر مبنای انتقال حرارت  هاآندر نظر گرفتند. فرمولاسیون 

استفاده از  نشان دادند که تیدرنهادر نظر گرفتند و  هاهیلاخطی را برای انتقال حرارت در جهت ضخامت 



17 

 

 هایتحلیلارائه  نهیدرزم .عددی است از محاسبات مؤثرترهزینه محاسباتی بسیار  ازنظراین فرمولاسیون 

در  ]23[سان نمونه عنوانبه. صورت گرفته است هاییتلاش زیبرای مواد مرکب ن یحرارت (یعدد ریغ) قیدق

ارائه کرده است.  یتیبلوک کامپوز کیدائم در  ریغ بعدییک از انتقال حرارت یلیخود حل تحلمقاله 

انتقال  برای یحرارت، پاسخ انتقال معادله یانتگرال بندیفرمولو  نیبا استفاده از توابع گر زین] 24[اوسلوکا

 آورده است.  به دست یتیکامپوز هایواسطحرارت در 

 ارائه یتیهای کامپوزدر ورق یتیهدا داریانتقال حرارت پا یرا برا یحل عدد ]25[سونائو و همکاران

 ماده است، کیترموپلاست تیاز القا خاص یرا که ناش یداخل هیلا یاثر انتقال حرارت بر رو هاآن نمودند.

را مطالعه  (FGM1) تابعی شدهیبندطبقه انتقال حرارت در مواد ]26[تارن و وانگ .قراردادند یموردبررس

 یرا بررس ینوسان ریبا مس افیال یدارا یها نیتلمیانتقال حرارت در  لیتحل ]27[و آرتمنکو گولوچانکردند.

 یشکل را با استفاده از روش جداساز ایاستوانهمرکب  هایجدارهانتقال حرارت در  ]28[لو و همکاران کردند.

  ]29[ائودارد. گ یبا محاسبات عدد ییتطابق بالا هاآنکه حل  دندیرس جهینت نیکردند و به ا یبررس رهایمتغ

 در یانرژ دیکه تول یدر حالت را غیردائمی یتیو المان محدود انتقال حرارت هدا یبا استفاده از روش عدد

 .قرارداد موردبررسی میضخ یها نیتلمیدر  ،وجود داشت نیتلمیداخل 

 عیاز توز یحالت خاصیک در  کینشان دادند که انتقال حرارت ماکروسکوپ ]30[نچ-ایو ج انگیک -یش

اقدام به  ،مرز محدود ونیبا استفاده از فرمولاس ]31[نو همکارا یچترج ت باشد.کنواخیتواند می ،افیال

 شیاثر سرما و همکاران ]32[یسادوفسک .نمودند بعدیسه هایکامپوزیتدر  داریمحاسبه انتقال حرارت پا

با استفاده از تشابه  زین ]33[نو همکارا ویچ .قراردادند موردبررسیرا  FGM هایاستوانهبر  عیسر

                                           

 

1 Functionally Graded Material 
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 یتیدر انتقال حرارت هدا مؤثر بیضرا نییپارامترها اقدام به تع نیروش تخم زیو ن یکیالکتر هایمقاومت

در مواد  یحرارت تیهدا یحل برا کی ]34[کیو لسن سیکاراگراف. کردند یچیمارپ یها تینیدر لم

و تشعشع با استفاده از روش حل  ییشامل جابجا یمرز طیوابسته به دما و شرا تیهدا بیبا ضر یتیکامپوز

در  داریدما در حالت پا دانیم یبرا یاضیر ونیفرمولاس کی ]35[و همکاران خیش یحاج .دادند ارائه ایپایه

 .به دست آوردند چندلایهو  چندبعدیاجسام 

رال انتگ یبا استفاده از تئور یتیکامپوز هایمحیطانتقال حرارت در  یبرا قیحل دق کی ]36[جکوهیاون

 یتیکامپوز ایاستوانه یپوسته کی برای قیحل دق کی ]37[همکارانشو نوروزی  نیهمچن .داد ارائه یمرز

 اندشدهپیچیده ای پوسته استوانهالیاف با زوایای دلخواه به دور ، آنکه در  ندارائه کرد غیرمتقارنناهمسنگرد 

 هایورقهاز  چندلایهکره  کیبرای  یقیحل دقبرای شرایط مرزی و شارهای مختلف بررسی شد.  این حل و

 یارائه شد. بررس زین متغیرهااز روش جداسازی با استفاده  ]38[همکارانش ونوروزی  توسطی تیکامپوز

انتقال حرارت  قیدق مانند حل .برخوردار است یفراوان تیاز اهم گرید یانتقال حرارت برای اشکال هندس

 و ییدلو رییام است. شدهانجام ]39[ناهمسانگرد که توسط نوروزی یتیکامپوز یمخروط یپوسته کی

ی هالایهاز  گرفتهشکل لندریس کیمتقارن در  یایبرای انتقال حرارت ناپا قیحل دق کی ]40[همکارانش

بود که  یپژوهش یتیکامپوز هایورقهاز  چندلایه یاستوانه کی برایی حل کل کی .ندارائه کرد یتیکامپوز

 است. شدهانجام ]41[توسط کیهانی و همکارانش

در حضور منبع  FGM یتوخال لندریس یگرما برا تیعادله هدام ی برایحل ]42[دانشجو و همکاران

 لیبا استفاده از تبد کندمی رییماده در جهت شعاع تغ اتیکه خصوص یگرما و وابسته به زمان در حالت

 یلندرهایس یبرا یلیحل تحل کی ،روش کارآمد کیبا  زین ]43[و همکاران انگی لاپلاس به دست آوردند.

 .ندارائه داد یعموم یمرز طیو شرا هیهر تعداد لابا  یتوخال یتیکامپوز
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 ایصفحهحرارت هدایتی در ساختار  حل تحلیلی انتقال ]44[همکاران همچنین ملیکا میرکویچ و

ل ح نای .ندداد ارائهرا  با استفاده از روش تابع گریندلخواه و  یهالایهکامپوزیتی با تعداد 

 .شودمیانتگرال جمع بیان  صورتبهمحاسبه و  مامکانی و زمانی د تحلیلی برای توزیع
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 فصل دوم

 پایه  مفاهیم بررسی
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 مقدمه2-1

 آنکهحال است. قرارگرفته موردبررسیهمگن  ریغ کروی انتقال حرارت در مخازن مسئلهحاضر  قیدر تحق

 ندیرآف درزمینه تواندمیهمگن  ریکروی غ یتیبرای انتقال حرارت در مخازن کامپوز یلیتحل یپاسخ افتنی

 اخلد و کنترل دمای مواد هاآنوارد بر  یحرارت هایتنش لیتحل ،بندیعایقمبحث  ویژهبهمخازن  نیا دیتول

و  تیهدای انتقال حرارتدر این فصل به بررسی اصطلاحات اولیه  باشد. دیمواد قابل اشتعال مف ویژهبه هاآن

 .است شدهپرداختهمواد کامپوزیتی  یبنددستههمچنین 

 بر اساس زمینه هاتیکامپوز یبنددسته 2-2

 سرامیکی 

 پلیمری 

 فلزی 

 کربن-کربن 

  : )CMC)1سرامیکی یهاتیکامپوز 2-2-1

چون مقاومت  یمحاسن .دنشویمدارند شناخته  یکووالانسموادی که پیوندهای یونی و  عنوانبه هاکیسرام

 هاتیکامپوزدر برابر خوردگی، نقطه ذوب بالا، مقاومت در دمای بالا، استحکام فشاری مناسب، باعث شده که 

، کنندیمکار  گرادیسانتدرجه  1500بالاتر از  مثلاً ،با زمینه سرامیکی در ساختن قطعاتی که در دمای بالا

مواد پایین است و نظر به اینکه این مواد کرنش کششی مدول الاستیسیته این  کهییازآنجا د.ناستفاده شو

                                           

 

1 Ceramic Matrix Composite 
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یب انبساط ضر چنانچهبا مدول الاستیسیته بالا استفاده شود.  ییهاکنندهتیتقوپایینی دارند بایستی از 

یماین کار باعث پایین آمدن استحکام کامپوزیت تولیدی  ،کمتر از سرامیک باشد کنندهتیتقوحرارتی مواد 

بر مدول الاستیسیته ضریب انبساط حرارتی نیز از  علاوهاین موضوع است که  یدهندهشانن. این امر گردد

 .]45[اهمیتی بالایی برخوردار است

  : )sPMC1(پلیمری یهاتیکامپوز 2-2-2

خوب، وزن کم و خواص مکانیکی خوب  یریپذشکلبه قابلیت  توانیمبا این زمینه  هاتیکامپوزاز محاسن 

 . ]45[هستند 3استریپل یهانیرزو  2اپوکسی یهانیرزاین مواد  نیترجیرااشاره کرد. 

  : )sMMC4(فلزی یهاتیکامپوز 2-2-3

ستند که این خواص موجب گسترش کام بالا، چقرمگی شکست و سفتی هدارای استح هاتیکامپوزاین 

 یهاطیمحدر مواد مقاومت بالایی شده است. این  هاتیکامپوزدر مقایسه با سایر  هاتیکامپوزمصرف این 

استفاده  هاتیکامپوزفاز زمینه در  عنوانبه توانندیمبالا دارند. بیشتر فلزات  یهاحرارتخورنده و درجه 

. اگر شوندیمدر فاز زمینه فلزی استفاده فلزاتی هستند که  ازجملهو منیزیم  ومینیآلومشوند. تیتانیوم، 

 .]45[ودبا مدول بالا استفاده ش ییهاکنندهتیتقوباید از  ،ام بالا نیاز باشدکامپوزیت زمینه فلزی با استحک

                                           

 

1 Polymer Matrix Composite 
2 Epoxy resins 
3 Polyester resins 
4 Metal Matrix Composite 
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  : )sCC1( کربن/کربن هایکامپوزیت 2-2-4

. اندافتهیشگسترسخت کار کنند،  قطعاتی که بایستی در شرایط دماییبرای  عمدتاًها این دسته از کامپوزیت

ده و تابی یهافرمکربن در  یبعدسهشامل، فیبرهای  هاکنندهتیتقوو است  کربن هاتیکامپوزاین  زمینه

ستحکام ا در شرایط دمایی سخت، توانایی حفظ به دلیل اینکههای کربن/کربن، هستند. کامپوزیت شدهبافته

 از.ارندد هوافضااز صنایع موشکی و نظامی گرفته تا ی اگستردهکاربردهای ، رادارندو حتی افزایش استحکام 

 کردبیان  توانیمرا موارد ذیل  های کربن/کربن،مزایای کامپوزیت

 (گرادیسانت درجه 2760 تا 1930) مقاومت در دماهای بسیار بالا –

 (گرادیسانتدرجه  1930فزایش استحکام با افزایش دما )تا ا –

 بالای استحکام و سخت –

 ]45[خوب در برابر شوک حرارتی مقاومت  –

 کامپوزیتانواع ساختار  2-3

و  3، ساختار ساندویچی2یاهیلا: ساختار شودیمها به سه دسته تقسیم ساختار یا ساختمان کامپوزیت

 4ساختار ساندویچی شانه عسلی

 

                                           

 

1 Carbon Composite 
2 Layer structure 
3 Sandwich structure 
4 honey comb sandwich layer 
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 یاهیلاساختار  2-3-1

. مثالی از شوندیمصحیح روی یکدیگر چیده  یریگجهتورقه ورقه، با  صورتبه هاهیلا، یاهیلادر ساختار 

کی و مس برای هدایت الکتری شدهتیتقواز پلاستیک  ییهاهیلامدار چاپی است که  یدربردهااین نوع ساختار 

  .اندشدهچیده  همیرو، یکارقیعاو 

 یساختارهای ساندویچ 2-3-2

وزیتی یا کامپ یریز هیلا)لایه رویی کامپوزیتی، هسته فومی و  هشود که از سه لایارهایی گفته میبه ساخت 

کاربردهایی که سفتی یا مدول بالا همراه با وزن پایین حائز اهمیت  باشند. برای شدهساختهآلومینیومی( 

 طراحیاز موارد مهم در  شود.ساختارها استفاده می گونهنیازا، خودروها، هواپیما و ...( هاقیقااست )نظیر 

ر آن ب مؤثرو پارامترهای این ساختارها )تعیین ضخامت سه لایه مختلف آن و انتخاب هسته مناسب فومی( 

 .دهدیمنشان از این نوع ساختار را  یاوارهطرح 2-1شکل  است.

 ساختار ساندویچی شانه عسلی 2-3-3

که  استبه شکل شانه عسل  یاهستهاین ساختار مشابه ساختار ساندویچی بوده با این تفاوت که دارای  

 .ردیگیمدانسیته پایینی دارد و مابین صفحات اصلی و لایه چسبنده قرار 

یچیساختار ساندو 1-2شکل    
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 مهم استفاده شونده در مواد کامپوزیت افیالبررسی  2-4

 الیاف شیشه 2-4-1

، و انواع مختلفی از آن هستنددر صنعت کامپوزیت  مورداستفاده یکنندهتیتقوالیاف شیشه، مشهورترین 

اصی برای کاربرد خ هرکدامو  هستندمتفاوت  باهمد ترکیبات شیمیایی این الیاف نتجاری وجود دار صورتبه

الیاف شیشه  ،مهندسی یهاتیکامپوزدر  مورداستفادهدرصد الیاف  90. تقریباً 1-2جدول  هستندمناسب 

د. نکندماهای بالا حفظ مید. خواص مکانیکی خود را در ن. الیاف شیشه استحکام و سختی مناسبی دارهستند

شش نوع الیاف شیشه در  یبندمیتقس. باشندیمد و نسبتاً ارزان نمقاومت رطوبت و خوردگی مناسبی دار

 .است شدهدادهادامه نشان 

E -Glass )مصارف عمومی )عایق جریان الکتریسیته 

R -Glass مکانیکی بالاتر خواص 

S -Glass  استحکام بسیار بالا(خواص مکانیکی بالاتر )الیاف با 

C  -Glass )مقاومت شیمیایی مناسب )الیاف مقاوم در برابر مواد شیمیایی 

ECR  -Glass مقاومت اسید و باز خوب 

AR  -Glass 46[مقاومت اسید و باز خوب[ 
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  ]46[ترکیب شیمیایی انواع الیاف شیشه 1-2جدول 

 

 

  ]46[مزایا و معایب الیاف شیشه 2-2جدول 

 معایب مزایا

 شکننده بودن قیمت پایین

 وزن مخصوص نسبتاً بال استحکام کششی بالا

 حساسیت به سایش مقاومت شیمیایی بال

 مقاومت خستگی پایین خواص عایق عالی
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 الیاف کربن 2-4-2

ین نسبتاً پای هاآنولی مدول  هستنداز جنس شیشه  ،در صنعت کامپوزیت مورداستفادهاگرچه اکثر الیاف 

جدید با مدول بالاتر نسبت به  یهاکنندهتیتقوزیادی انجام گرفت تا  یهاتلاش ،پیش یهاسالاست. در 

با اعمال کمی کشش  .الیاف شیشه ساخته شوند. مشخصه الیاف کربن، سبکی، استحکام و سفتی بالا است

 .]46[یابدمی میکرومتر، استحکام و مدول الیاف افزایش 5به  7و تغییر آرایش و با کاهش قطر الیاف از 

  ]46[مزایا و معایب الیاف کربن 3-2جدول 

 معایب مزایا

 شکننده بودن نسبت بسیار زیاد استحکام به وزن

 هادی الکتریکی نسبت بالای مدول کششی به وزن 

 کرنش کم در شکست استحکام بالای خستگی

 قیمت بالا ضریب انبساط حرارتی بسیار پایین

  خوردگیمقاومت بالا در مقابل 

 

 الیاف آرامید 2-4-3

، ترکیب آلی حلقوی از کربن، هیدروژن، اکسیژن و ندمعرفی شد 1970الیاف آرامید که در حدود سال 

. دانسیته کم و استحکام کششی بالا در این الیاف، موجب تشکیل یک ساختار چقرمه و هستند نیتروژن

ولاد در جایگزینی ف منظوربهشود. الیاف آرامید در ابتدا مقاوم به ضربه با سفتی حدود نصف الیاف کربن می

 نیترزیآمتیفقمواز  ضدگلولهتایرهای رادیال ساخته شدند و بعداً کاربردهای دیگری پیدا کردند. جلیقه 

 :الیاف آرامید به شرح زیر است خواص .کاربردهای الیاف آرامید است
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 نسبت استحکام و مدول به وزن بسیار عالی - 

 مقاومت ضربه عالی- 

 مقاومت در برابر شکست ناشی از خزش- 

 مقاومت خستگی خوب- 

 عدم حساسیت به شکاف یا ترک- 

 بازهامقاومت بالا در مقابل اسیدها و  - 

 خواص خوب اتلاف انرژی ارتعاشی- 

 عالی نسبت به شیشه کیالکتریدخواص - 

 با نشر دود کم یکنخاموشخواص خود - 

 ]46[گرادیسانتدرجه  180امکان استفاده مداوم تا دمای حدود - 

 هدایتی انتقال حرارت 2-5

، است نامهپایاناین  هایهدف، یکی از کرویهدایت حرارتی در درون مخازن  کار آییپرداختن به  ازآنجاکه

 مرورهب. در این راستا ابتدا شودمیبیان  یهدایتانتقال حرارت پدیده  مختصر، صورتبهاین بخش  در روازاین

، گسترش معادلات شدهمعرفیشد. از میان معادلات عمومی  پرداخته خواهد ،روابط انتقال حرارت یکنواخت

 خواهد شد.بیان ، نامهپایان در این مورداستفادههدایت حرارتی در مختصات کروی 



30 

 

وجود اختلاف دما، اطلاق  براثرساکن سیالی،  هایمحیطهدایت به پدیده انتقال گرما در جامدات و یا 

است که انتقال گرما از یک بخش به بخشی دیگر  آنانتقال حرارت، پیش گمانه  از گونهاین. در گرددمی

بلکه انتقال گرما توسط عواملی مانند جنبش تصادفی  دهدنمی جابجایی ماکروسکوپیک محیط، روی براثر

. موارد مباحث مربوط به انتقال شودمی انجام ،کریستالی جامد هایشبکهگازی و یا لرزش  هایمولکول

 بندیبخش غیردائمی ، سه سویه، دائمی ودوسویه، سویهتکنتقال حرارت ا هایحالتبه  توانمیحرارت را 

 زیر نوشته به گونه سویهتکبنا به قانون فوریه، معادله حاکم بر انتقال حرارت هدایتی در حالت  کرد.

 .]8[شودمی

2-1 
𝑞 = −𝑘

𝑑𝑇

𝑑𝑥
 

 درجه حرارت، Tشار حرارتی،  q، بالا رابطه در
𝑑𝑇

𝑑𝑥
 است. هدایتی حرارت انتقال ضریب Kگرادیان دما و  

 مستقیم تناسب حرارتی تبادل سطح و دما گرادیان با محیط، یک در یهدایت حرارتی شار این قانون، مطابق

 فلزی، هایمحیط در ،گیردمی انجام هدایتی حرارت انتقال آن در که دارد محیطیبستگی به  kمقدار  .دارد

 سازگار آزاد هایالکترون توسط حرارت انتقال فرضیه با که استغیرفلزی  هایمحیط از تربزرگ k مقدار

 منفی ینشانه. باشندمی جامدات به نسبت تریپایینهدایت  ضریب دارای هوا، مانند گازها همچنین. است

 ،دیگرعبارتبه. یابدمی کاهش دما ندازها، xمختصات  افزایش سمت در که است معنی بدین 1-2رابطه  در

 ]8[ نمودار توزیع دما در درون جسم 2-2شکل 
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دما  گرادیان
𝑑𝑇

𝑑𝑥
 در حرارت . انتقالگرددمیمحاسبه  صفر با مساوی یا تربزرگولی  است صفر از ترکوچک 

 مایعات دارندهنگه مخازن همچنین و دارد گردش آن در سیال که هایلوله ،هاساختمان بیرونی هایدیواره

  .]8[هست هدایت کاربرد در دیرینه و معمول هاینمونه ازجمله

 :]8[زیر نوشت صورتبه توانمیهمچنین معادلات فوریه را برای مختصات کارتزین و کروی 

2-2 .
2 2 2

2 2 2

1T T T q T

x y z k t

   
   

     
 

2-3 

 
.

2 2

2 2 2 2 2

1 ( ) 1 1 1 1
sin

sin sin

rT T T q T

r r r r k t


     

     
    

      
 

 اصول انتقال حرارت در مواد مرکب 2-6

 :رابطه فوریه در مواد اورتروپ به شکل زیر است

 

 

2-4 
{

𝑞𝑥
𝑞𝑦
𝑞𝑧
} = − [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33

]

{
  
 

  
 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑑𝑇

𝑑𝑧}
  
 

  
 

 

در  1رفت و برگشتی قاعده طبق دما است. Tضرایب انتقال حرارت هدایتی و  𝑘𝑖𝑗 شار حرارت، qکه در آن، 

 ترمودینامیک:

                                           

 

1. Reciprocity 
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2-5 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖 

تانسور ضرایب هدایت مثبت هستند و رابطه زیر و طبق قانون دوم ترمودینامیک مقادیر روی قطر اصلی 

 برقرار است:

2-6 𝑘𝑖𝑖𝑘𝑗𝑗 > 𝑘𝑖𝑗
2                 𝑓𝑜𝑟 𝑖 ≠ 𝑗 

 تانسور ضرایب هدایتی مواد مرکب برقرار است: یهامؤلفهروابط زیر نیز بین 

2-7 𝑘𝑖𝑖 ≥ 0 

2-8 1

2
(𝑘𝑖𝑖𝑘𝑗𝑗 − 𝑘𝑖𝑗𝑘𝑗𝑖) ≥ 0 

2-9 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑘1𝑗𝑘2𝑗𝑘3𝑗 ≥ 0 

 دست می آید: هب از رابطه زیر 𝑘𝑖𝑗و مقدار

2-10 
𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖 =

𝑘𝑖𝑗+𝑘𝑗𝑖
2

 

 ازآنجاکه. شودیمایجاد  یتیکامپوز 1مختلف بر روی یکدیگر، لمینیت یهاهیلادر ساخت مواد مرکب با چیدن 

متفاوت است، لذا نیاز به تعریف یک دستگاه مختصات فرعی است که بتوان در  باهم عموماًراستای الیاف 

نمود. بنابراین در هر لایه بین دستگاه مختصات اصلی و فرعی فیزیکی را بررسی  یهاتیکمجهات ثابت 

 .]8[انحراف وجود دارد θ اندازهبه

 است:رابطه فوریه برای ماده مرکب در دستگاه مختصات اصلی به شکل زیر 

                                           

 

1 Laminate 
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2-11 
{

𝑞𝑥
𝑞𝑦
𝑞𝑧
}

𝑜𝑛

= −[

𝑘11 0 0
0 𝑘22 0
0 0 𝑘33

]

𝑜𝑛

{
  
 

  
 
𝜕𝑇

𝜕𝑥1
𝜕𝑇

𝜕𝑥2
𝑑𝑇

𝑑𝑥3}
  
 

  
 

𝑜𝑛

 

–با دوران به انداز  ازآنجاکه θ برحسب  11-2رابطه  نیبنابرااز محور فرعی به محور اصلی رسید،  توانیم

 زیر است: صورتبهمحور فرعی 

2-12 [𝑇(−𝜃)]{𝑞}𝑜𝑓𝑓 = −[𝑘]𝑜𝑛[𝑇(−𝜃)]∇𝑇𝑜𝑓𝑓 

2-13 {𝑞}𝑜𝑓𝑓 = −[𝑇(−𝜃)]
−1[𝑘]𝑜𝑛[𝑇(−𝜃)]∇𝑇𝑜𝑓𝑓 

 :شودیمزیر تعریف  صورتبهماتریس دوران بوده و  [𝑇(θ)]که در آن

 

2-14 
[𝑇(𝜃)] = [

cos 𝜃 −sin 𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

] 

 ماتریس دوران ماتریسی متعامد است:

2-15 [𝑇(𝜃)]−1 = [𝑇(−𝜃)] 

 زیر است: صورتبهرابطه بردار شار در جهات فرعی  13-2در  15-2اری رابطه با جایگذ

2-16 {𝑞}𝑜𝑓𝑓 = −[𝑇(𝜃)][𝑘]𝑜𝑛[𝑇(−𝜃)]∇𝑇𝑜𝑓𝑓 

 طبق قانون فوریه، انتقال حرارت در جهات فرعی به شکل زیر است:

2-17 {𝑞}𝑜𝑓𝑓 = −[𝑘]𝑜𝑓𝑓∇𝑇𝑜𝑓𝑓 
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جهات اصلی به شکل  برحسبتانسور ضرایب انتقال حرارت در جهات فرعی  17-2و  16-2با مقایسه روابط 

 زیر است:

2-18 {𝑘}𝑜𝑓𝑓 = [𝑇(𝜃)][𝑘]𝑜𝑛[𝑇(−𝜃)] 

̅̅[𝑘]و در جهات فرعی با  [𝑘]چنانچه تانسور ضرایب انتقال حرارت در جهات اصلی با  نشان دهیم و همچنین  ̅̅

cosθ  با را𝑚𝑙  وsin θ  بارا𝑛𝑙   تانسور ضرایب انتقال حرارت در  یهاهیدرانشان دهیم. در این صورت

 جهات فرعی به شکل زیر خواهند بود:

 �̅�11 = 𝑚𝑙
2𝑘11 + 𝑛𝑙

2𝑘22 

 �̅�22 = 𝑛𝑙
2𝑘11 +𝑚𝑙

2𝑘22 

2-19   �̅�33 = 𝑘22       

 �̅�12 = �̅�21 = 𝑚𝑙𝑛𝑙(𝑘11 − 𝑘22) 

 �̅�13 = �̅�31 = 0 

 �̅�23 = �̅�32 = 0 

ضرایب انتقال حرارت در جهات فرعی بایستی ابتدا ضرایب انتقال حرارت در جهات برای به دست آوردن 

و  2، ماده زمینه1اصلی را به دست آورد که با استفاده از فرمولاسیون خاصی بر اساس ضرایب هدایتی الیاف

 هستند: محاسبهقابلنیز درصد حجمی الیاف و بر اساس روابط زیر 

2-15-1 𝑘11 = 𝑣𝑓𝑘𝑓+𝑣𝑚𝑘𝑚 

                                           

 

1.Fiber 

2.Matrix 
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2-15-2 
𝑘22 = 𝑘𝑚

1 + 𝜉𝜂𝑣𝑓
1 − 𝜂𝑣𝑓

 

2-15-3 
𝜂 =

𝑘𝑓 𝑘𝑚 − 1⁄

𝑘𝑓 𝑘𝑚 +⁄ 𝜉
 

2-15-4 𝜉 = 1/(4 − 3𝑣𝑚) 

درصد حجمی  𝑣𝑓ضریب هدایت حرارتی ماده زمینه،  𝑘𝑚ضریب هدایت حرارتی الیاف، 𝑘𝑓 روابط بالا  در

 درصد حجمی ماده زمینه است. 𝑣𝑚الیاف و 

 یبندجمع 2-7

 چهآناست. مطابق  قرارگرفته موردبررسی چندلایهانتقال حرارت در مخازن کروی  مسئلهدر تحقیق حاضر 

انتقال حرارت در مخازن کامپوزیتی چندلایه  نهیدرزمپیشین آمده، تاکنون تحقیق تحلیلی  بخشپایاندر 

پاسخی تحلیلی برای انتقال حرارت در مخازن کامپوزیتی  یافتن آنکهحالاست.  صورت نگرفتهغیر همگن 

رارتی ح هایتنش، تحلیل کامپوزیتیمخازن  بندیعایق، فرآیند تولید این مخازن درزمینه تواندمیکروی 

 گازی( تامیعانمواد قابل اشتعال نظیر  ویژهبه) هاآنو کنترل دمای مواد انبارش یافته داخل  هاآنوارد بر 

 مفید باشد.
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 فصل سوم

   هاروشمواد و 



38 

 

 مقدمه 3-1

 قابل دلخواهی جهت در الیاف ،هالایه این از یک هر در که شدهتشکیل مختلفی هایلایه از کروی لمینیت

 لمینیت کل در پیچیده نسبتاً  رفتار غیرایزوتروپیک یک ایجاد سبب امر این د.هستن مخزن دور به پیچش

 کره زاویه θو  شعاعی جهت rکه  است شدهنظر گرفته در r-θجهت  در ،حرارتی هدایت اینجا در .شودیم

 هست خطی شرایط کلی صورتبه مرزی شرایط. اندشده پیچیده محیطی صورتبه الیاف. دهدمی نشان را

 تواندمی را (تشعشع و هدایت همرفت، شامل) لمینت بیرون و درون در حرارت انتقال های مکانیزم همه که

 .نماید سازیساده

در  ،همگن بودن ریغو  آمدهدستبهجهت حل، معادلات حاکم هدایت حرارتی اورتوتروپیک در هر لایه 

 انتقال یمعادلهدر  دانیممیکه  طورهمان درواقعبه دما است.  تیهدا بیضر یاز وابستگ یما ناش مسئله

ابتدا با استفاده از  دیپس با ،خارج کرد انیاز داخل گراد را آن تواننمیاز دما باشد  یتابع kحرارت اگر 

 نمود.حل  آن راسپس ، کرد لیتبد دیجد یمعادله کیبه  را آن رشهفیک لیتبد

 معادله انتقال حرارت در مختصات کروی 3-2

ت. اس قرارگرفته موردبررسی کامپوزیتی کروی مخزن یک در هدایتی پایدار حرارت انتقال تحقیق این در

 .است شده پیچیده مشخصی هایجهت در کره دور به لایه هر در الیاف شدهفرض  اینجا در

زنه انرژی امو اگر در نظر گرفت. 1-3شکل  مشابه کروی المانی بایستی حرارت، انتقال معادله تعیین جهت

 :زیر خواهد بود صورتبهبرای المان کروی برقرار شود، رابطه حاصله 

3-1 ∂𝑞∅𝑑𝐴∅
∂∅

d∅ +
∂𝑞𝜃𝑑𝐴𝜃
∂θ

𝑑𝜃 +
𝜕𝑞𝑟𝑑𝐴𝑟
𝜕𝑟

= 𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑣 
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 داریم: 1-3که در معادله 

 3-2 𝑑𝐴𝑟 = 𝑟
2 sin 𝜃 𝑑∅𝑑𝜃   

 3-3 𝑑𝐴𝜃 = 𝑟 sin 𝜃𝑑∅𝑑𝜃  

 3-4 𝑑𝐴∅ = 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟  

 3-5 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑∅𝑑𝜃  

 

از  را آن تواننمی ،از دما باشد یتابع kاگر  1-3 انتقال حرارت یمعادلهدر  دانیممیکه  طورهمان درواقع

 یهمعادل کیبه  را آن رشهفیک لیابتدا با استفاده از تبد دیپس با ،خارج کرد  𝑞𝑟 ،𝑞𝜙 ،𝑞𝜃انیداخل گراد

 .]8[حل می گردد دیسپس معادله جد ،کرد لیتبد دیجد

 

 کروی المان یک در حرارتی شارهای 1-3شکل
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 تئوری حل 3-3

. در یمپردازمی هاآنحل تحلیلی  یارائهانتقال حرارت در مختصات کروی و  یمعادلهبه بررسی  در اینجا

 .شودمی، بیان 6-3 یرابطه صورتبهانتقال حرارت  یمعادلهحالت کلی، بدون در نظر گرفتن تولید حرارت، 

3-6 
−∇. q = ρc

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

زمان است. با توجه به تعریف  𝑡دما و  𝑇ظرفیت گرمایی ویژه،  cچگالی،  ρ، بردار شار حرارتی، q آنکه در 

 ، نوشت.7-3 یرابطه صورتبه توانمیرا  1-3 یرابطهدر مختصات کروی،  1دیورژانس

3-7 
−(

1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑞𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑞𝜃 sin 𝜃) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑞𝜑

𝜕𝜑
) = ρc

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 

، برابر صفر خواهد 7-3 یمعادلهناچیز باشد، ترم سوم سمت چپ  2چنان چه تغییرات دما در راستای گرایی

 .آیددرمی دوبعدی صورتبهانتقال حرارت  یمعادلهشد و 

 ایاپحالت، برای دو دوبعدیانتقال حرارت در مختصات کروی  یمعادلهدر پژوهش پیش رو، به حل تحلیلی 

 .شودمی، پرداخته پایاناو 

                                           

 

1  divergence 
2  Azimuthal 
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3-8 

{
 
 

 
 −(

1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑞𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑞𝜃 sin 𝜃)) = 0                                 steady

−(
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑞𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑞𝜃 sin 𝜃)) = ρc

𝜕𝑇

𝜕𝑡
              𝑢𝑛𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦      

}
 
 

 
 

 

 :شوندمیزیر تعریف  صورتبههستند و  𝜃و  𝑟، شار حرارتی در جهت 𝑞𝜃و  𝑞𝑟 یهاترم

3-9 
𝑞𝑟 = −

𝜕(𝑘𝑇)

𝜕𝑟
 

3-10 
𝑞𝜃 = −

1

𝑟

𝜕(𝑘𝑇)

𝜕𝜃
 

فیزیکی این مواد در تمام جهات یکسان  هایویژگیهستند.  1، مربوط به مواد همسانگرد10-3و  9-3روابط 

هستند. اما در  گونهاین معمولاً. مواد خالص انجامدمیدر تمام جهات به نتایج مشابهی  هاآناست و تحلیل 

پیچیده شده،  آنزمینه به همراه الیافی که به دور  یمادهاز یک  موردبررسی یکرهپژوهش پیش رو، 

گردی گذاشته و نوعی ناهمسان تأثیراست. جهت پیچیده شدن الیاف بر مشخصات فیزیکی ماده  شدهتشکیل

و  9-3. در مواد اورتوتروپ، روابط گیرندمیقرار  2مواد اورتوتروپ یدسته. این مواد در کندمیایجاد  آندر 

 :آینددرمیزیر  تصوربه 3-10

3-11 
𝑞𝑟 = −(

𝜕(𝑘𝑟𝑟𝑇)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑘𝑟𝜃𝑇)

𝑟𝜕𝜃
) 

3-12 
𝑞𝜃 = −(

𝜕(𝑘𝜃𝑟𝑇)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑘𝜃𝜃𝑇)

𝑟𝜕𝜃
) 

                                           

 

1  isotropic 
2  orthotropic 
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 خواهیم داشت: نیبنابرا. اندشدهگرفته، برابر صفر در نظر 𝑘𝜃𝑟و  𝑘𝑟𝜃در پژوهش پیش رو مقادیر 

3-13 
𝑞𝑟 = −(

𝜕(𝑘𝑟𝑟𝑇)

𝜕𝑟
) 

3-14 
𝑞𝜃 = −(

𝜕(𝑘𝜃𝜃𝑇)

𝑟𝜕𝜃
) 

در مواد اورتروپ ضریب هدایت حرارتی در یک تانسور بوده و در جهات مختلف، مقادیر متفاوتی دارد. با 

به دست  پایانا، معادلات ذیل برای انتقال حرارت پایا و 8-3 یمعادله، در 14-3و  13-3جایگذاری روابط 

 :آیدمی

 

3-15 
1

𝑟2

𝜕 (𝑟2
𝜕(𝑘𝑟𝑟𝑇)
𝜕𝑟

)

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕(𝑘𝜃𝜃𝑇)

𝜕𝜃
sin 𝜃) = 0 

 

3-16 
1

𝑟2

𝜕 (𝑟2
𝜕(𝑘𝑟𝑟𝑇)
𝜕𝑟

)

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕(𝑘𝜃𝜃𝑇)

𝜕𝜃
sin 𝜃) = ρc

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 زاویه اصلی، زاویه ترتیب به  θ ،ψ،𝑟0،𝑟𝑛𝑙است. که  شدهداده نشان چندلایه کامپوزیت یک 2-3در شکل 

در حالت کلی، جهت الیاف  .باشندمی ایاستوانه مخزن بیرونی شعاع و درونی شعاع افقی، محور با الیاف

ضرایب هدایت حرارتی برای الیاف در راستای  یشدهدادهمقادیر  ، نیست.𝜃یا  𝑟پیچیده شده، الزاماً در جهت 

و  𝑘11، نوشت. چنان چه 𝜃 و 𝑟. بنابراین این مقادیر را باید در راستای شوندمی، بیان آنالیاف و عمود بر 

𝑘22باشد، مقادیر ضرایب هدایت حرارتی  آنب هدایت حرارتی در راستای الیاف و عمود بر ، به ترتیب، ضرای

 :آیندمیزیر به دست  صورتبه 𝜃و   𝑟در راستای 

3-17 𝑘𝑟𝑟 = 𝑚𝑙
2𝑘11 + 𝑛𝑙

2𝑘22 

3-18 𝑘𝜃𝜃 = 𝑛𝑙
2𝑘11 +𝑚𝑙

2𝑘22 
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𝑚𝑙، 18-3و  17-3 یرابطهدر دو  = cosѰ  و𝑛𝑙 = sinѰ آن. که در Ѱ ،الیاف نسبت به افق  یزاویه

 .دهدمیرا نشان  هاآن یزاویه، الیاف پیچیده شده در اطراف کره و 2-3است. شکل 

 

 چندلایه یکرهالیاف پیچیده شده به اطراف  2-3شکل 

 حل پایا 3-4

، را ثابت 𝑘𝜃𝜃و  𝑘𝑟𝑟را حل نمود. اگر در این معادله مقادیر  15-3 یمعادلهیافتن حل پایا، باید  منظوربه

را حل کرد اما در پژوهش حاضر فرض بر این است که  آنبا روش جداسازی متغیرها   توانمیفرض کنیم، 

ثابت فرض نمود. برای حل  را هاآن تواننمیبنابراین دایت حرارتی تابعی از دما هستند، مقادیر ضریب ه
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. با تبدیل کنیممیاستفاده  1یل کیرشهفانتقال حرارت با ضریب هدایت حرارتی متغیر، از تبد یمعادله

، در تبدیل یافته یمعادلهاین  آنگاه. شودمیبه یک معادله با ضرایب ثابت تبدیل  15-3 یمعادلهکیرشهف 

. سپس با استفاده از معکوس تبدیل کیرشهف شودمیفضای کیرشهف و به روش جداسازی متغیرها حل 

یر . تبدیل کیرشهف یک متغشوندمیدر فضای کیرشهف، به فضای فیزیکی، منتقل  آمدهدستبه هایجواب

 :شودمیزیر تعریف  صورتبه ،مانند دما

3-19 
φ =

1

𝑘0
∫𝑘(𝑇)𝑑𝑇

𝑇

0

 

تابعی  صورتبهضریب هدایت حرارتی  𝑘(𝑇)ضریب هدایت حرارتی،  یاولیه یاندازه 𝑘0، 14-3 یرابطهدر 

 دما است. 𝑇از دما و 

 ، خواهیم داشت:19-3 یرابطهبا توجه به 

3-20 𝜕𝑇

𝜕𝜑
=

𝑘0
𝑘(𝑇)

 

 

 از طرفی:

3-21 𝜕𝑇

𝜕𝑟
=
𝜕𝑇

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑟
=

𝑘0
𝑘(𝑇)

𝜕𝜑

𝜕𝑟
 

3-22 𝜕𝑇

𝜕𝜃
=
𝜕𝑇

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝜃
=

𝑘0
𝑘(𝑇)

𝜕𝜑

𝜕𝜃
 

                                           

 

1  Kirchhoff transform 
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 :آیدمیزیر به دست  یمعادله، 15-3 یمعادلهدر  22-3و  21-3با جایگذاری روابط 

3-23 
𝑘𝑟𝑟0

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) + 𝑘𝜃𝜃0

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
) = 0 

 

 ، خواهیم داشت:𝑘𝑟𝑟0بر  18-3 یرابطهبا تقسیم طرفین 

3-24 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) +

𝑘𝜃𝜃0
𝑘𝑟𝑟0

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
) = 0 

           

𝜇0پارامتر  -با تعریف = √
𝑘𝑟𝑟0

𝑘𝜃𝜃0
 ، نوشت.25-3 یرابطه صورتبه توانمیرا  19-3 یرابطه، 

3-25 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) +

1

𝜇0
2

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
) = 0 

 

، 26-3 یمعادله صورتبهرا  25-3 یمعادلهاست. بنابراین  چندلایه موردبررسی یکرهرو،  پیشدر پژوهش 

 .کنیممیبازنویسی 

3-26 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝜑

𝜕𝑟
) +

1

𝜇𝑖0
2

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
) = 0 

 

، ضرایب معادله در هر 26-3  یرابطهدر . دهدمینشان  آم 𝑖 یلایهرا در  𝜇0، مقدار 𝜇𝑖0، 26-3 یرابطهدر 

 خواهیم داشت:  روش جداسازی متغیرها استفاده از لایه ثابت هستند. با
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3-27 𝜑(r,θ)=F(r).∅(θ) 

3-28  

 

1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(sin𝜃

𝑑∅

𝑑𝜃
) + 𝜆∅ = 0      

3-29   𝑥 = cos 𝜃 

3-30 𝑑𝑥 = −sin 𝜃  

3-31 𝜆 = 𝑛(𝑛 + 1) 

3-32 1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(
1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝜃

sin 𝜃

𝑑∅

𝑑𝜃
) + 𝑛(𝑛 + 1) ∅ = 0 

3-33 
−
𝑑

𝑑𝑥
(
1 − 𝑥2

−1

𝑑∅

𝑑𝑥
) + 𝑛(𝑛 + 1)∅ = 0 

3-34 
(1 − 𝑥2)

𝑑2∅

𝑑𝑥2
− 2𝑥

𝑑∅

𝑑𝑥
+ 𝑛(𝑛 + 1)∅ = 0 

 

                                                                                                                                                                                                      

 زیر است: صورتبهجواب معادله بالا 

 3-35    ∅(𝑥) = 𝑐1𝑃𝑛(𝑥) + 𝑐2𝑄𝑛(𝑥)   

𝑄𝑛  شود:میزیر تعریف  صورتبهاست و  2نوع  اندرلژتابع 

  3-36                                                                                                             1
2⁄ ln

1+𝑥

1−𝑥
 ,1/2 ln

𝑥+1

𝑥−1
    

 صفر شود.باید  Q ضریب  رونیازا. شودمیتابع تکین  1- و 1+در نقطه  ،شودمیکه مشاهده  طورهمان

    بود: خواهد زیر حل بااولر  معادله یک شعاعی جهت در شده جداسازی معادله 26-3معادله  بنا بر
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3-37 ∂

∂r
(𝑟2

∂F

∂r
) − 𝜆𝐹 = 0 

3-38 𝑟2𝐹′′ + 𝑟𝐹′ −
𝜆𝑛

𝜇2
𝐹 = 0  معادله کوشی اویلر به ازای                               

𝑛 ≠ 0                              

3-39 
{

𝛼 = 2

𝛽 =
−𝑛(𝑛 + 1)

𝜇
 

3-40 
𝑅𝑛(𝑟) = {𝐵𝑛𝑟

𝑛
𝜇2 + 𝐶𝑛𝑟

−(𝑛+1)
𝜇2              𝑓𝑜𝑟 𝑛 ≥ 1

𝐵0 ln 𝑟 + 𝐶0                   𝑓𝑜𝑟 𝑛 = 0      
 

 آید:      زیر به دست می صورتبه 26-3ی جواب معادله

   𝜑(𝑖)(𝑟, 𝜃) = (𝑎0
(𝑖)
𝑙𝑛 (

𝑟

𝑟𝑛𝑙
)  + 𝑏0

(𝑖)
) 𝑃0 (cos 𝜃)+∑ (𝑎𝑛

(𝑖)
(
𝑟

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇2
+∞

𝑛=1

𝑏𝑛
(𝑖)
(
𝑟

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇2
)𝑃𝑛(cos 𝜃)                                                                           3-41                                          

𝑃𝑛(cosبه ترتیب شعاع داخلی و شعاع خارجی کره و  𝑟𝑛𝑙و  𝑟0، 41-3 یرابطهدر  𝜃) اندرلژ ایچندجمله 

𝑎0است.  n یمرتبه
(𝑖)  ،𝑏0

(𝑖)  ،𝑎𝑛
(𝑖)  و𝑏𝑛

(𝑖)  ضرایب مجهول هستند. برای به دست آوردن دما کافی است

باشد و محاسبات را  nlبرابر  هالایهبالا محاسبه شوند. چنان چه تعداد  یمعادلهضرایب مجهول موجود در 

2𝑛𝑙(𝑛ادامه دهیم، تعداد ضرایب برابر  اندرلژ ام n یجملهتا  +  برحسب kتغییرات  معمولاً خواهد بود. (1

 زیر است: صورتبهخطی و  صورتبه ،دما

𝑘𝑖(𝑇) = 𝑘𝑖0(1 + 𝛽𝑖𝑇)                                                                                  3-42  
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 یبرنامهمنفی است. در   𝛽𝑖مواد مقدار تربیش. در دهدمیکره را نشان  یپوستهی هالایهشماره ، 𝑖اندیس 

 ، داریم:42-3و  19-3 هایرابطه. با توجه به شودمیبرای هر لایه، توسط کاربر تعیین  𝛽𝑖، مقدار شدهنوشته

3-43  
𝜑(𝑖)(𝑟, 𝜃) = 𝑇(𝑖)(𝑟, 𝜃) + 𝛽𝑖

(𝑇(𝑖))
2
(𝑟, 𝜃)

2
 

 :شودمیزیر محاسبه  صورتبهمقادیر دما  درنتیجهو 

3-44 

𝑇(𝑖)(𝑟, 𝜃) =

−1 ± √1 − 2𝛽𝑖𝜑
(𝑖)(𝑟،𝜃)

𝛽𝑖
 

 :شوندمیشرایط مرزی به سه قسمت تقسیم  اینجادر 

     شرط مرزی در سطح داخلی کره: -1

 

3-45   
(𝑎1𝑙𝑛 (

𝑟0
𝑟𝑛𝑙
) + 𝑏1 (

1

𝑟0
))𝑎0

(1)
+ 𝑎1𝑏0

(1)
= 𝐹0

0 

 

(𝑎1𝑟0

𝑛

𝜇0
2

+ 𝑏1
𝑛

𝜇0
2 𝑟0

𝑛

𝜇0
2 −1

 ) 𝑎𝑛
(1)
+ (𝑎1𝑟0

−(𝑛+1)

𝜇0
2

+ 𝑏1
−(𝑛+1)

𝜇0
2 𝑟0

−(𝑛+1)

𝜇0
2  −1

)𝑏𝑛
(1)
=

𝐹𝑛
0                                                              3-64                                                              

در  اندرلژ، مربوط به ضرایب جملات بالاتر 46-3 یرابطهو  آمصفر  یجملهمربوط به ضرایب  45-3 یرابطه

𝑎0، 46-3و  45-3 یرابطهاول است. در دو  یلایه
(1) ،𝑏0

(1) ،𝑎𝑛
𝑏𝑛و  (1)

. ضرایب مجهولات مسئله هستند (1)

𝑎1  و𝑏1  .نیز مربوط به شرایط مرزی در سطح داخلی کره است𝐹𝑛
 :شودمیزیر محاسبه  صورتبه 0
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3-47 
𝐹𝑛
0 =

2𝑛 + 1

2
∫ 𝑓1(𝜃)𝑃𝑛(cos𝜃)

𝜋

0

. sin 𝜃𝑑𝜃 

 :شودمیتعریف زیر  صورتبه 𝑓1(𝜃) آنکه در 

𝑓1(𝜃) = 𝑎1𝑇(𝑟0, 𝜃) + 𝑏1
𝜕𝑇

𝜕𝑟
(𝑟0, 𝜃)                                                             3-84  

حرارتی در سطح مرزی شار  شرطبه، مربوط 𝑏1مرزی دما و  شرطبهمربوط  𝑎1، 48-3 یرابطهبا توجه به 

 داخلی کره هستند.

       :شرط مرزی در سطح خارجی کره -2

3-49  

 

 

𝑏2
𝑟𝑛𝑙
𝑎0
(𝑛𝑙)

+ 𝑎2𝑏0
(𝑛𝑙)

= 𝐹0
𝑛𝑙  

(𝑎2𝑟𝑛𝑙

𝑛

𝜇𝑛𝑙
2

+ 𝑏2
𝑛

𝜇𝑛𝑙
2 𝑟𝑛𝑙

𝑛

𝜇𝑛𝑙
2  −1

 ) 𝑎𝑛
(𝑛𝑙)

+ (𝑎2𝑟𝑛𝑙

−(𝑛+1)

𝜇𝑛𝑙
2

+ 𝑏2
−(𝑛+1)

𝜇𝑛𝑙
2 𝑟

𝑛𝑙

−(𝑛+1)

𝜇𝑛𝑙
2  −1

)𝑏𝑛
(𝑛𝑙)

=

𝐹𝑛
𝑛𝑙   

  3-50 

در  اندرلژمربوط به ضرایب جملات بالاتر  50-3 یرابطهو  ماصفر  یجملهمربوط به ضرایب  49-3 یرابطه

𝑎0، 50-3و  49-3 یرابطهست. در دو هالایه، تعداد  𝑛𝑙آخر است. همچنین منظور از  یلایه
(𝑛𝑙) ،𝑏0

(𝑛𝑙) ،

𝑎𝑛
(𝑛𝑙)  و𝑏𝑛

(𝑛𝑙) ضرایب مجهولات مسئله هستند .𝑎2  و𝑏2  نیز مربوط به شرایط مرزی در سطح خارجی

𝐹𝑛کره است. 
𝑛𝑙 شودمیزیر محاسبه  صورتبه:    
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𝐹𝑛
𝑛𝑙 =

2𝑛+1

2
∫ 𝑓2(𝜃)𝑃𝑛(cos 𝜃)
𝜋

0
∗ sin 𝜃𝑑𝜃                                                    3-51  

 :شودمیتعریف زیر  صورتبه 𝑓2(𝜃) آنکه در 

𝑓2(𝜃) = 𝑎2𝑇(𝑟𝑛𝑙 , 𝜃) + 𝑏2
𝜕𝑇

𝜕𝑟
(𝑟𝑛𝑙 , 𝜃)                                                          3-52  

حرارتی در سطح مرزی شار  شرطبه، مربوط 𝑏2مرزی دما و  شرطبهمربوط  𝑎2، 52-3 یرابطهبا توجه به 

 خارجی کره هستند.

 :هالایهشرط مرزی در مرز بین  -3

  3-53 (𝑙𝑛 (
𝑟𝑖
𝑟𝑛𝑙
)𝑎0

(𝑖)
+ 𝑏0

(𝑖)
− 𝑙𝑛 (

𝑟𝑖
𝑟𝑛𝑙
) 𝑎0

(𝑖+1)
− 𝑏0

(𝑖+1)
) = 0 

(
𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇𝑖
2
𝑎𝑛
(𝑖)
+ (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇𝑖
2
𝑏𝑛
(𝑖)
− (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇𝑖+1
2
𝑎𝑛
(𝑖+1)

− (
𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇𝑖+1
2

𝑏𝑛
(𝑖+1)

= 0                    

  3-54   

((
1

𝑟𝑛𝑙
) 𝑙𝑛 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
) 𝑎0

(𝑖)
− (

1

𝑟𝑛𝑙
) 𝑙𝑛 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
) 𝑎0

(𝑖+1)
) = 0                                          3-55  

𝑛

𝜇𝑖
2 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇𝑖
2 −1

𝑎𝑛
(𝑖)
−

𝑛+1

𝜇𝑖
2 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇𝑖
2  −1

𝑏𝑛
(𝑖)
−

𝑛

𝜇𝑖+1
2 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇𝑖+1
2  −1

𝑎𝑛
(𝑖+1)

+
𝑛+1

𝜇𝑖+1
2 (

𝑟𝑖

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇𝑖+1
2  −1

𝑏𝑛
(𝑖+1)

= 0                                                          

 

 

3-56  
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,𝜑(𝑟مربوط به شرایط مرزی  54-3و  53-3معادلات  𝜃)   ما در تبدیل کیرشهف( و د ییافته)تبدیل

مربوط به شرایط مرزی  56-3و  55-3معادلات
𝜕𝜑(𝑟,𝜃)

𝜕𝑟
انتقال حرارت در تبدیل کیرشهف(  ییافته)تبدیل  

                                                                                                      لایه است. یشماره ،i، 56-3تا  53-3ست. لازم به ذکر است، در معادلات هالایهدر مرز بین 

2𝑛𝑙(𝑛، تشکیل 56-3تا  53-3و همچنین  48-3، 47-3، 46-3، 45-3معادلات  + . دهندمیمعادله   (1

𝐴𝑥ماتریسی   یمعادله صورتبهفرم کلی این معادلات  = 𝐵 هایماتریس. آیددرمی  𝐴  و𝐵  با توجه به

 زیر است: صورتبهماتریس مجهولات است و  𝑥. ماتریس شوندمیتعیین  شدهگفتهمعادلات 

𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎1
1

𝑏1
1

𝑎2
1

𝑏2
1

.

.
𝑎𝑛
1

𝑏𝑛
1

𝑎1
2

𝑏1
2

.

.
𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
2

.

.
𝑎𝑛
𝑛𝑙

𝑏𝑛
𝑛𝑙]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                        3-75  

,𝜑(𝑟  یمحاسبهضرایب لازم برای   ، 𝑥 ماتریس یمحاسبهبا  𝜃)  آنگاه. شوندمیتعیین 𝜑(𝑟, 𝜃)  در هر

 :شودمیزیر محاسبه  یرابطهلایه طبق 
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                    𝜑(𝑖)(𝑟, 𝜃) = (𝑎0

(𝑖)
ln (

𝑟

𝑟𝑛𝑙
) + 𝑏0

(𝑖)
)𝑃0(cos 𝜃) +∑(𝑎𝑛

(𝑖)
(
𝑟

𝑟𝑛𝑙
)

𝑛

𝜇𝑖
2

+ 𝑏𝑛
(𝑖)
(
𝑟

𝑟𝑛𝑙
)

−(𝑛+1)

𝜇𝑖
2

)𝑃𝑛(cos 𝜃)

∞

𝑛=1

 

                 3-58 

,𝜑(𝑟 یمحاسبهبا  𝜃)  مقادیر ،𝑇(𝑟, 𝜃) ،شودمیمحاسبه  44-3 یرابطهطبق  در هر لایه. 

 پایاناحل  3-5

 :شودمیزیر نوشته  صورتبه پایاناانتقال حرارت در حالت  یمعادله

3-59 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2
𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕𝑇

𝜕𝜃
) = 𝜌𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 زیر را به دست آوردیم: یمعادله، حل 1-3در قسمت 

3-60 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2
𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕𝑇

𝜕𝜃
) = 0 

 به دو قسمت زیر تجزیه کرد: توانمیرا  59-3 یمعادلهجواب 

𝑇 = 𝑇ℎ + 𝑇𝑠                                                                                                3-61  

 ، داریم:59-3 یرابطهدر  61-3 یرابطهحل پایا است. با جایگذاری  𝑇𝑠و  پایاناحل  𝑇ℎ آنکه در 

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2 𝜕(𝑇ℎ+𝑇𝑠)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃sin 𝜃

𝜕(𝑇ℎ+𝑇𝑠)

𝜕𝜃
) = 𝜌𝑐

𝜕(𝑇ℎ+𝑇𝑠)

𝜕𝑡
   3-62    

 ازآنجاکه
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝑡
=  :آیددرمیزیر  صورتبه 62-3 یمعادله،  0

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2 𝜕(𝑇ℎ+𝑇𝑠)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕(𝑇ℎ+𝑇𝑠)

𝜕𝜃
) = 𝜌𝑐

𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝑡
       3-63     

 زیر تفکیک کرد: یمعادلهبه دو  توانمی، را 63-3 یمعادله



53 

 

{

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2 𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝜃
) = 𝜌𝑐

𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝑡

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2 𝜕(𝑇𝑠)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕(𝑇𝑠)

𝜕𝜃
) = 0             

}            3-64           

           

 یمعادلهحل 
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2 𝜕(𝑇𝑠)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕(𝑇𝑠)

𝜕𝜃
) = همان حل پایا است که   0

 به دست آمد. 4-3در قسمت 

 زیر است: صورتبه، 64-3 یمعادلهقسمت اول 

3-65 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑟𝑟𝑟

2
𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑘𝜃𝜃 sin 𝜃

𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝜃
) =

𝜌𝑐

(1 + 𝛽𝑇)

𝜕(𝑇ℎ)

𝜕𝑡
 

 

 :آیددرمیزیر  صورتبه، این معادله 65-3 یمعادلهبا اعمال تبدیل کیرشهف بر 

 

3-66 

 

1

𝑟2
𝑘𝑟𝑟0

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃
𝑘𝜃𝜃0

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝜃
)

=
𝜌𝑐

1 + 𝛽𝑇

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝑡
 

 ، داریم:𝑘𝑟𝑟0، بر 66-3 یمعادلهبا تقسیم دو طرف 

 

3-67 

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝑟
) +

𝑘𝜃𝜃0
𝑘𝑟𝑟0

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝜃
)

=   
𝜌𝑐

(1 + 𝛽𝑇)𝑘𝑟𝑟0

𝜕(𝜑ℎ)

𝜕𝑡
 

 



54 

 

در هر  67-3 یمعادله درنتیجه .کرد نظرصرف آناز  توانمی ،خیلی کوچک است اینجادر  𝛽چون مقدار 

 :کنیممیزیر بازنویسی  صورتبه آم iرا در لایه  67-3 یمعادلهلایه معتبر است. 

 

3-68 

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕(𝜑ℎ
(𝑖)
)

𝜕𝑟
) +

𝑘𝜃𝜃0𝑖
𝑘𝑟𝑟0𝑖

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕(𝜑ℎ
(𝑖)
)

𝜕𝜃
)

=
𝜌𝑖𝐶𝑖
𝑘𝑟𝑟0𝑖

𝜕(𝜑ℎ
(𝑖)
)

𝜕𝑡
 

𝜑ℎچنان چه 
(𝑖)  فقط تابع شعاع، زاویه و زمان  هرکدامسه تابع که  ضربحاصل صورتبه، در هر لایه را

 هستند؛ بنویسیم، داریم:

𝜑ℎ
(𝑖)
= f𝑖(r). 𝑔(θ). 𝑛𝑖(t)                                                                                3-96  

توابعی هستند که به ترتیب فقط تابع شعاع، زاویه و زمان  𝑛𝑖(𝑡) و 𝑓𝑖(r) ، 𝑔(θ)،65-3 یرابطهدر 

cosتابع  gتابع  ازآنجاکه هستند. 𝜃  است متغیر𝜇 = cos 𝜃  کنیممی، را تعریف. 

سه معادله دیفرانسیل معمولی زیر  صورتبه، این معادله 68-3 یمعادلهدر  69-3 یمعادلهبا جایگذاری 

 :آیددرمی

3-70 1
𝑟2 sin 𝜃

𝑑
𝑑𝜃
(sin 𝜃

𝑑(𝑔)
𝑑𝜃

)

𝑔
= −𝜆 

3-71 𝜆 = 𝛽𝑚(𝛽𝑚 + 1) 

3-72 1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(
1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝜃

sin 𝜃

𝑑𝑔

𝑑𝜃
) + 𝛽𝑚(𝛽𝑚 + 1)𝑔 = 0 
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3-73 
(1 − 𝜇2)

𝑑2𝑔(𝜇)

𝑑𝜇2
− 2𝜇

𝑑𝑔(𝜇)

𝑑𝜇
+ 𝛽𝑚(𝛽𝑚 + 1)𝑔(𝜇) = 0 

که  𝑄𝛽𝑚(𝜇)و  𝑃𝛽𝑚(𝜇)مجموع دو تابع مستقل  صورتبهاست و  اندرلژی ، معادله73-3ی حل معادله

 آید.به دست می هستند، اندرلژبه ترتیب توابع درجه اول و دوم 

زیر  صورتبهاست و  73-3ی رابطه یویژهاز مقادیر  هرکدامتابع ویژه متناظر با  𝑔𝑚(𝜇)ی بالا، در رابطه

 آید:به دست می

𝑔𝑚(𝜇) = 𝜔1𝑚𝑃𝛽𝑚(𝜇) + 𝜔2𝑚𝑄𝛽𝑚(𝜇)                                                        3-47  

، مقادیر 1به سمت 𝜇 به صفر و درنتیجه میل کرد θ، با نزدیک شدن مقدار 𝛽𝑚برای تمام مقادیر  ازآنجاکه

𝑄𝛽𝑚  دوم باید برابر صفر باشد، یعنی  یدرجه اندرلژلذا ضریب تابع  کند،میل می نهایتبیبه سمت

𝜔2𝑚 = 0. 

 : تابع زمانمقدار 

3-75 1

𝛼

𝑡′

𝑡
= −𝜆𝑛

2  

3-76 1

𝛼𝑖

𝑑𝑛𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑖

2𝑛𝑖(𝑡) = 0 

3-77 1

𝛼

𝑡′

𝑡
= −𝜆2 

3-78 ln 𝑡 = −𝜆2𝛼𝑡 

3-79 𝑛(𝑡) = 𝑒−𝜆
2𝛼𝑡 
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 :rمقدار تابع در جهت 

3-80 

−

1
𝑟2
𝑑
𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑓(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑓(𝑟)
= [𝜆𝑖

2𝑟2 − (𝛽𝑚 + 0.5)
2] 

3-81 1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑓𝑖(𝑟)

𝑑𝑟
) + [𝜆𝑖

2𝑟2 − (𝛽𝑚 + 0.5)
2]𝑓𝑖(𝑟) = 0 

              آیدبه دست می تابع مجموع دو صورتبه، تابع بسل در دستگاه مختصات کروی است و 81-3 یمعادلهحل 

𝑓𝐽(𝜆𝑖𝑟) = (
1

√𝑟
𝐽𝛽𝑚+0.5(𝜆𝑖𝑟))  و𝑓𝑌(𝜆𝑖𝑟) = (

1

√𝑟
𝑌𝛽𝑚+0.5(𝜆𝑖𝑟))  آنکه در 𝐽  تابع بسل نوع

 باید صفر باشد. Yبرای اینکه تابع بسل همگرا باشد ضریب  است. 2تابع بسل نوع  𝑌و  1

 :آیدمیزیر به دست  صورتبه 68-3مقدار تابع رونیازا

3-82 
𝜑ℎ
(𝑖)(𝑟, 𝜇, 𝑡) = ∑∑𝐷𝑚𝑝𝑒

−𝛼𝑖𝜆𝑖𝑚𝑝
2 𝑡𝑓𝑖𝑚𝑝(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟)𝑔𝑚(𝜇)

∞

𝑝=1

∞

𝑚=1

 

 زیر است: صورتبه 𝑓𝑖همچنین مقادیر تابع 

3-83 𝑓𝑖𝑚𝑝(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟) = 𝑎𝑖𝑚𝑝𝑓𝐽(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟) + 𝑏𝑖𝑚𝑝𝑓𝑌(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟) 

𝜆𝑖در روابط بالا، 
𝛽𝑚(𝛽𝑚و  2 + جدایی متغیرها برای تابع سه متغیره  درروشمورداستفاده  هایثابت (1

𝛼𝑖 چنینهم هستند. =
𝑘𝑟𝑟0𝑖

𝜌𝑖𝑐𝑖
. 

 اول برقرار باشد: یلایهو  هالایهدر سایر  λزیر باید بین مقادیر  یرابطه، هالایهپیوستگی دما در  منظوربه
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𝜆𝑖𝑚𝑝 = 𝜆1𝑚𝑝√
𝛼1

𝛼𝑖
                                                                                          3-48  

θ یزاویه، در θدر جهت  = 𝜋  یا همان𝜇 = ، لازم 𝑃𝛽𝑚(𝜇) یویژه، برای نامتناهی نشدن توابع 1−

β𝑚، اعداد صحیح نامنفی باشند یعنی 𝛽𝑚است مقادیر  = {0,1,2, … . }. 

 شرایط مرزی در جهت شعاعی:

r) در شعاع داخلی کره  -1 = 𝑟𝑖) 

𝐴𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟
𝜕𝜑ℎ

(1)
(𝑟𝑖,𝜇,𝑡)

𝜕𝑟
+ 𝐵𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟𝜑ℎ

(1)(𝑟𝑖 , 𝜇, 𝑡) = 0                                               3-58  

r در شعاع خارجی کره ) -2 = 𝑟𝑜) 

𝐴𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟
𝜕𝜑ℎ

(𝑛𝑙)
(𝑟𝑜,𝜇,𝑡)

𝜕𝑟
+ 𝐵𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟𝜑ℎ

(𝑛𝑙)(𝑟𝑜, 𝜇, 𝑡) = 0                                            3-68  

 آخر است. یلایه یشماره nl آنکه در 

 :هالایهدر مرز بین  -3

𝜑ℎ
(𝑖)(𝑟𝑖−1, 𝜇, 𝑡) = 𝜑ℎ

(𝑖−1)(𝑟𝑖−1, 𝜇, 𝑡)                                                              3-78  

𝑘𝑟𝑟0𝑖
𝜕𝜑ℎ

(𝑖)
(𝑟𝑖−1,𝜇,𝑡)

𝜕𝑟
= 𝑘𝑟𝑟0(𝑖−1)

𝜕𝜑ℎ
(𝑖−1)

(𝑟𝑖−1,𝜇,𝑡)

𝜕𝑟
                                           3-88  

 ماتریسی زیر نوشت: یمعادله صورتبه توانمی rشرایط مرزی را در جهت 
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  3-89 

 :آیندمیزیر به دست  صورتبه، 85-3 یرابطهپارامترهای موجود در 

3-90 𝐶1𝑖𝑛 = 𝐴𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟𝑓𝐽
′(𝜆1𝑚𝑝𝑟𝑖) + 𝐵𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟𝑓𝐽(𝜆1𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-91 𝐶2𝑖𝑛 = 𝐴𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟𝑓𝑌
′(𝜆1𝑚𝑝𝑟𝑖) + 𝐵𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟𝑓𝑌(𝜆1𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-92 𝑥𝑖1 = 𝑓𝐽(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-93 𝑥𝑖2 = 𝑓 𝑌(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-94 𝑥𝑖3 = −𝑓𝐽(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-95 𝑥𝑖4 = −𝑓 𝑌(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-96 𝑦𝑖1 = 𝑘𝑖𝑓𝐽
′(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-97 𝑦𝑖2 = 𝑘𝑖𝑓𝑌
′(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 
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3-98 𝑦𝑖3 = −𝑘𝑖+1𝑓𝐽
′(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-99 𝑦𝑖4 = −𝑘𝑖+1𝑓𝑌
′(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 

3-100 𝐶1𝑜𝑢𝑡 = 𝐴𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟𝑓𝐽
′(𝜆(𝑖𝑝)𝑚𝑝𝑟𝑜) + 𝐵𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟𝑓𝐽(𝜆(𝑖𝑝)𝑚𝑝𝑟𝑜) 

3-101 𝐶2𝑜𝑢𝑡 = 𝐴𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟𝑓𝑌
′(𝜆(𝑖𝑝)𝑚𝑝𝑟𝑜) + 𝐵𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟𝑓𝑌(𝜆(𝑖𝑝)𝑚𝑝𝑟𝑜) 

 :آیندمیبازگشتی زیر به دست  یرابطهاز  𝑏𝑖𝑚𝑝و  𝑎𝑖𝑚𝑝مقادیر  درنهایتبیانگر مشتق است.  '

 

(
𝑎(𝑖+1)𝑚𝑝
𝑏(𝑖+1)𝑚𝑝

) = (
𝑓𝐽(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 𝑓𝑌(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖)

𝑘𝑟𝑟0(𝑖+1)𝑓𝐽
′(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖) 𝑘𝑟𝑟0(𝑖+1)𝑓𝑌

′(𝜆(𝑖+1)𝑚𝑝𝑟𝑖)
)

−1

 

(
𝑓𝐽(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 𝑓𝑌(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖)

𝑘𝑟𝑟0𝑖𝑓𝐽
′(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖) 𝑘𝑟𝑟0𝑖𝑓𝑌

′(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖)
) (
𝑎𝑖𝑚𝑝
𝑏𝑖𝑚𝑝

) 

  3-102    

𝑏1𝑚𝑝و  شودمیدلخواه تعیین  صورتبه 𝑎1𝑚𝑝بالا، مقدار  یرابطهدر  = −
𝐶1𝑖𝑛

𝐶2𝑖𝑛
𝑎1𝑚𝑝 . 

 یمسئلهجواب  هرکدام، متناسب با یکدیگر هستند و 𝑎1𝑚𝑝به ازای مقادیر دل خواه  آمدهدستبهتوابع ویژه 

 خواهند بود. rمقدار ویژه در جهت 
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 شرایط اولیه:

 ، داریم:t=0زمان در 

3-103 𝜑ℎ
(𝑖)(𝑟, 𝜇, 0) = 𝑓𝑖𝑛𝑡(𝑟, 𝜇) − 𝜑𝑠

(𝑖)
(𝑟, 𝜇) 

,𝑓𝑖𝑛𝑡(𝑟، آنکه در  𝜇)  دمای تبدیل یافته در تبدیل کیرشهف در هر لایه و  یاولیهمقدار𝜑𝑠
(𝑖)
(𝑟, 𝜇)  حل

 .آیدمیپایای دمای تبدیل یافته است که از حل قسمت پایا به دست 

 :آیدمیزیر به دست  صورتبه، 82-3 یرابطه، موجود در 𝐷𝑚𝑝ضرایب  درنهایت

 

3-104 
𝐷𝑚𝑝 =

1

𝑀𝑟𝑚𝑝𝑁𝑚
∑

𝑘𝑟𝑟0𝑖
𝛼𝑖

∫ ∫ 𝑟2𝑓𝑖𝑚𝑝(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟)𝑃𝛽𝑚(𝜇)𝜑ℎ
(𝑖)(𝑟, 𝜇, 0)𝑑𝑟𝑑𝜇

𝑟𝑖

𝑟𝑖−1

1

𝜇

𝑛𝑙

𝑖=1

 

  𝑀𝑟𝑚𝑝 و𝑁𝑚  شوندمیمحاسبه  106-3و  105-3از طریق روابط. 

∫ 𝑃𝛽𝑚(𝜇)𝑃𝛽𝑙(𝜇)𝑑𝜇 = {
0           𝑖𝑓 𝑚 ≠ 𝑙
𝑁𝑚       𝑖𝑓 𝑚 = 𝑙

}
1

𝜇
                                                 3-510  

∑
𝑘𝑟𝑟0𝑖

𝛼𝑖
 ∫ 𝑟2𝑓𝑖𝑚𝑝(𝜆𝑖𝑚𝑝𝑟)
𝑟𝑖
𝑟𝑖−1

𝑛𝑙
𝑖=1 𝑓𝑖𝑚𝑞(𝜆𝑖𝑚𝑞𝑟)𝑑𝑟 = {

0        𝑖𝑓 𝑝 ≠ 𝑞
𝑀𝑟𝑚𝑝   𝑖𝑓 𝑝 = 𝑞

}        3-610  

، 82-3 یرابطهکیرشهف دما طبق  ییافتهمرزی و اولیه، تابع تبدیل  هایشرطبا تعیین ضرایب و اعمال 

ن شعاع، زاویه و زما برحسب پایانا، تابع دمای آنکه با اعمال معکوس تبدیل کیرشهف بر  شودمیمحاسبه 

 به دست خواهد آمد.

𝑇ℎ
(𝑖)
(𝑟, 𝜃, 𝑡) =

−1±√1−2𝛽𝑖𝜑ℎ
(𝑖)
(𝑟,𝜃,𝑡)

𝛽𝑖
                                                              3-710  
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 فصل چهارم

 نتایج
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 موردبررسی یهندسه 4-1

الت . در حاست قرارگرفته موردبررسی، چندلایه یکرهدر یک نیم دوبعدیدر پژوهش پیش رو، انتقال حرارت 

است اما در پژوهش حاضر فرض بر این است که تغییرات دما در راستای  بعدیسهنیمکره  یهندسهکلی 

 ررسیموردب یهندسه. شکل شماتیک آیددرمی دوبعدی صورتبهزاویه گرایی ناچیز بوده و بنابراین هندسه 

 است.  شدهداده، نشان 1-4در شکل 

 

 موردبررسی یهندسهشکل شماتیک  1-4شکل 

. جهت دهدمیمتر را نشان  36/0خارجی  و شعاعمتر  3/0با شعاع داخلی  توخالی یکره، یک نیم1-4شکل 

 یپوستهنیمکره است.  1الرأسسمت یزاویهشعاعی در راستای شعاع نیمکره و جهت محیطی در راستای 

ر است که توسط کارب شدهتشکیلفیزیکی گوناگون  هایویژگیو  باضخامتی مختلف هالایهنیمکره از 

 است.  نییتعقابل، شدهنوشتهوتری کامپی یبرنامه

 

                                           

 

1 Zenith angle 
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 حل پایا 4-2

 1مورد  ط مرزیایشر 4-2-1

کلوین در  300در سطح داخلی نیمکره، شرط مرزی دما ثابت است و برابر  شدهگرفتهشرط مرزی در نظر 

 این شار حرارتی یاندازهاست. شرط مرزی سطح خارجی نیمکره بر اساس شار حرارتی است.  شدهگرفتهنظر 

 است: شدهگرفتهزیر در نظر  یرابطه صورتبه

𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|)                                       4-1      

 مترمربعوات بر  1357، برتابشبالا، فرض شده است که چگالی شار حرارتی بر واحد سطح عمود  یرابطهدر 

2𝜋𝑅𝑜است. عبارت 
 آننیمکره است که مقدار  الرأسسمت یزاویه،  𝜃، مساحت سطح خارجی نیمکره و 2

0𝜃در زوایای  متغیر است.درجه 180تا  0از  180𝜃و  =  شدهگرفته، در نظر  1درروبی، شرط مرزی =

 یوسیلهبه دوبعدی، معادلات انتقال حرارت در مختصات کروی ذکرشدهاست. با توجه به شرایط مرزی 

 .شوندمیبا نتایج عددی مقایسه  آمدهدستبهو نتایج  شدهحل، شدهنوشتهکامپیوتری  یبرنامه

 1برای مورد  برنامه هایورودی -4-2-2

ست که در این قسمت به معرفی هالایهفیزیکی و هندسی  هایویژگیشامل  شدهنوشته یبرنامه هایورودی

 پرداخته خواهد شد.  هاآن

                                           

 

1 adiabatic 
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 هالایهتعداد   -1

 ضخامت هر لایه -2

ی مقدار متفاوت تواندمیبستگی دارد و برای هر لایه  هالایهالیاف: این زاویه به ساختار خود  یزاویه -3

 داشته باشد.

کره(: به علت وجود الیاف در ساختار  الرأسسمتضریب هدایت حرارتی در جهت شعاعی و محیطی) -4

مختلف،  هایجهتنیست. بنابراین ضریب هدایت حرارتی، در  1همسانگرد موردبررسی یماده، هالایه

 متفاوت خواهد بود.

زیر تعریف  یرابطه(: این ضریب طبق 𝛽ضریب تغییرات ضریب هدایت حرارتی نسبت به دما) -5

 :شودمی

𝑘 = 𝑘0(1 + 𝛽𝑇)                                                                                 4-2  

کلوین( و یک دمای مرجع  برحسب) Tبه ترتیب ضریب هدایت حرارتی در دمای  𝑘0و    𝑘 آنه در ک

(𝑇0 است. به ازای مقادیر مثبت برای )𝛽 رسانندگی حرارتی با افزایش دما افزایش و به ازای مقادیر ،

 .یابدمیمنفی، رسانندگی حرارتی کاهش 

 

                                           

 

1 isotropic 
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 1برای مورد  برنامه هایورودی 1-4جدول 

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

ضریب هدایت حرارتی در 

 جهت محیطی 
  10 

𝑤

𝑚.𝑘
 

ضریب هدایت حرارتی در 

 جهت شعاعی
4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

𝐹𝑠 شار حرارتی در سطح خارجی = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) 

کلوین 300 دما در سطح داخلی  

 

 1پایا و مورد آمده برای حالتدستنتایج به -4-2-3

 باشند شدهساختهدر این قسمت فرض شده است که هر شش لایه مشابه هم بوده و از مواد یکسان 
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       𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

       T(k)            

                                                                                   T (k)          

 

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 1برای مورد  در حل تحلیلی آمدهدستبهکانتور دما  2-4شکل 

 

 

                  

 

 

 

 

 

 

 

 1برای مورد  در حل عددی آمدهدستبهکانتور دما  3-4شکل 

 

در حل تحلیلی با نتایج عددی انطباق زیادی دارد. در  آمدهدستبه، نتایج 3-4و  2-4ی هاشکلبا توجه به 

کلوین و در حل عددی به ترتیب  68/442و  300دما به ترتیب برابر  یبیشینهحل تحلیلی مقادیر کمینه و 

90𝜃°کره و در دما در سطح خارجی نیم یبیشینهاست.  آمدهدستبهکلوین  01/443و  300 ، یعنی =

 شودیمدما نیز در سطح داخلی نیمکره ایجاد  یکمینه. افتدمیکه شار حرارتی بیشینه است، اتفاق  درجایی
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460

، تعداد جملات 3-4و  2-4ی هاشکلکلوین است. در  300برابر  شدهگرفتهکه بر اساس شرط مرزی در نظر 

بر نتایج حاصل از حل تحلیلی،  شدهگرفته در نظر اندرلژاست. برای بررسی اثر تعداد جملات  6برابر اندرلژ

 :کنیممی، بررسی اندرلژرا به ازای تعداد جملات کمتر  آمدهدستبهنتایج 

T(k)            

 

 

 

 

 

 

 

       𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 1برابر  شدهگرفتهدر نظر  لژاندرتعداد جملات 1رای مورد در حل تحلیلی ب آمدهدستبهکانتور دما  4-4شکل 

 است

دما در  یبیشینهدر محاسبات در نظر گرفته شود،  اندرلژاول  یجمله، چنان چه فقط 4-4با توجه به شکل 

 کلوین خطا خواهد داشت. 97/17آید که حدود کلوین به دست می 65/460برابر نیمکره 
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 1به ازای تعداد جملات لژاندر برابر 90°و  45 °،0نمودار دما برحسب شعاع نیمکره در زوایای  5-4شکل 

 

   T (k) 

 

 

   

 

 

 

 

     𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 .است 2برابر  شدهگرفتهدر نظر  لژاندرتعداد جملات  1برای مورد در حل تحلیلی  آمدهدستبهکانتور دما  6-4شکل 

 

کلوین است. اضافه کردن  91/459در نیمکره برابر  آمدهدستبهدمای  یبیشینه، 6-4با توجه به شکل 

کلوین شد. در  91/459کلوین به  65/460دمای نیمکره از  یبیشینهمنجر به کاهش  اندرلژدوم  یجمله

( اندرژل یجمله 6با در نظر گرفتن  دما نسبت به حل تحلیلی دقیق) حل یبیشینهاین حالت مقدار خطای 

 کلوین است.  23/17برابر 
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 2 برابر اندرلژبه ازای تعداد جملات  90° و 45 °،0شعاع نیمکره در زوایای  برحسبنمودار دما  7-4شکل 

 

 :دهدمیرا نشان  اندرلژبرای نیمکره، به ازای تعداد جملات  آمدهدستبهدمای  یبیشینه، مقادیر 2-4جدول 

 1برای مورد شدهگرفتهدر نظر  لژاندردر نیمکره به ازای تعداد جملات  آمدهدستبهدمای  یبیشینه 2-4جدول 

 شدهگرفتهدر نظر  اندرلژتعداد جملات  در نیمکره آمدهدستبهدمای  یبیشینه

65/460 1 

91/459 2 

09/457 4 

68/442 6 

 

 یینهبیشدمای نیمکره در حل تحلیلی به  یبیشینه، اندرلژ، با افزایش تعداد جملات 2-4با توجه به جدول 

با افزایش شار حرارتی سطح خارجی نیمکره، دمای  .شودمیدر حل عددی نزدیک  آمدهدستبهدمای 

 . یابدمیافزایش  آن یپوسته
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 2شرایط مرزی مورد  4-2-4

در سطح داخلی نیمکره، شرط  باشد و دما مترمربعبر  وات 1500چگالی شار برابر  یبیشینهچنان چه مقدار 

زیر  صورتبههای دما در حل تحلیلی و عددی کانتورشود،  گرفتهکلوین در نظر  300مرزی دما ثابت و برابر 

 خواهند بود:

  T (k)            

 

 

   

 

 

 

 

   𝐹𝑠 = 1500(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300  

 

 2برای مورد  تحلیلی در حل آمدهدستبهکانتور دما  8-4شکل 
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T (k)             

 

    ا 

 

 

 

 

 

  𝐹𝑠 = 1500(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 2برای مورد در حل عددی  آمدهدستبهکانتور دما  9-4شکل 

 

 2مورد  دما در دو حل تحلیلی و عددی یکمینهمقادیر بیشینه و  یمقایسه 3-4جدول

  حل تحلیلی حل عددی

 دما)کلوین( یبیشینه 29/459 08/458

 دما)کلوین( یکمینه 300 300

 

 ، 9-4و  8-4ی هاشکلبا توجه به 

𝐹𝑠 به ازای شار حرارتی  = 1500(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
در سطح خارجی نیمکره،  (|(

بین نتایج حل عددی و نتایج  قبولقابلتطابق  چنینهمکلوین خواهد شد.  29/459دما برابر  یبیشینه

 . شودمیدر پژوهش پیش رو مشاهده  آمدهدستبهتحلیلی 
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 3شرایط مرزی مورد  4-2-5

در سطح داخلی نیمکره، شرط  باشد و دما بر مترمربع وات 1000چگالی شار برابر  یبیشینهچنان چه مقدار 

صورت زیر های دما در حل تحلیلی و عددی بهشود، کانتور گرفتهکلوین در نظر  300مرزی دما ثابت و برابر 

 خواهند بود:

T (k)            

 

   

 

 

 

 

 

𝐹𝑠 = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 3در حل تحلیلی برای مورد  آمدهدستبهکانتور دما  10-4شکل 

 

   T(k)            

 

  

 

 

 

 

 

 𝐹𝑠 = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 3برای مورد  در حل عددی آمدهدستبهکانتور دما  11-4شکل 
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      T (k)   

 4حلیلی برای مورد آمده در حل تدستکانتور دما به 12-4شکل 

 4عددی برای مورد آمده در حل دستکانتور دما به 13-4شکل 

T (k)  

 4شرایط مرزی مورد  4-2-6

در سطح داخلی نیمکره، شرط  باشد و دما بر مترمربع وات 500چگالی شار برابر  یبیشینهچنان چه مقدار 

صورت زیر های دما در حل تحلیلی و عددی بهشود، کانتور گرفتهکلوین در نظر  300مرزی دما ثابت و برابر 

 خواهند بود:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹𝑠 = 500(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

𝐹𝑠 = 500(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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 گرادیسانتدرجه  1آمده کاملاً شبیه به هم هستند. اما مقادیر دما در بعضی نقاط تا حدود دستنمودار بهدو 

 پوشی است.چشمکلوین( مقداری ناچیز و قابل 352تا  300اختلاف دارند که در مقایسه با مقادیر دما)

دما در دو حل تحلیلی و عددی به ازای مقادیر مختلف شار  یکمینهمقادیر بیشینه و  یمقایسه 4-4جدول

 حرارتی در سطح خارجی نیمکره

𝐹s = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |𝑐𝑜𝑠 (𝜃 −

𝜋

2
)|) 𝐹s = 500(2𝜋𝑅𝑜

2) (1 + 0.5 |𝑐𝑜𝑠 (𝜃 −
𝜋

2
)|)  

  حل تحلیلی حل عددی حل تحلیلی حل عددی

39/405 46/403 69/352 12/352 
 یبیشینه

 دما)کلوین(

300 300 300 300 
 یکمینه

 دما)کلوین(

 

 پایاناحل  4-3

مختلف رسم شده و  هایزماندر  آمدهدستبه. نتایج شودمیارائه  پایانادر این قسمت، نتایج مربوط به حل 

 با نتایج حل عددی مقایسه خواهند شد. 

 شرط مرزی و شرط اولیه 4-3-1

 است. به این صورت که در سطح داخلی شدهگرفته، شرایط مرزی، مشابه حل پایا در نظر پایانادر حل 

نواحی مرزی(،  جزبهدر زمان اولیه، مقدار دما در تمام دامنه) کلوین است. 300نیمکره، مقدار دما ثابت و برابر

 است. شدهگرفتهکلوین در نظر  300ثابت و برابر 
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T (k)           

 

 کانتور دمای نیمکره در زمان اولیه  14-4شکل 

 برنامه هایورودی 4-3-2

 پایانابرنامه برای حالت  هایورودی. شودمی، حاصل بازماناز مجموع دو حل پایا و حل متغیر  پایاناحل 

 :شودمیاضافه  آناست با این تفاوت که پارامترهای زیر به  2-2-4مشابه قسمت 

باشد،  تربیشانجام انتقال حرارت. هر چه این زمان  زمانمدت: عبارت است از سازیشبیه زمانمدت -1

، ایتنهبیبه  سازیشبیه زمانمدتخواهد شد. در حالت حدی با میل  ترنزدیکبه حل پایا  پایاناحل 

 بر حل پایا منطبق خواهد شد. پایانا حل

 چگالی هر لایه -2

 هیهر لاظرفیت گرمایی ویژه  -3
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 1مورد  برای حل ناپایا برنامه هایورودی 5-4جدول 

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

 500 لایهچگالی هر 
𝑘𝑔

𝑚3
 

 2500 ظرفیت گرمایی ویژه هر لایه
𝑗

𝑘𝑔.𝑘
 

𝐹𝑠 شار حرارتی در سطح خارجی = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) 

کلوین 300 دما در سطح داخلی  

ثانیه 420  سازیشبیه زمانمدت  

 

 آمده برای حالت ناپایادستنتایج به 4-3-3

 باشند.  شدهساختهدر این قسمت فرض شده است که هر شش لایه مشابه هم بوده و از مواد یکسان 
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 ثانیه 42مان در ز یلیحل تحل یکانتور دما برا 15-4شکل 

T(k)  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 دما در سطح خارجی نیمکره و در یبیشینه. دهدمیثانیه نشان  42، کانتور دما را در زمان 15-4شکل 

°90 θ کلوین است.  300دما نیز برابر  یکمینهکلوین است.  06/365برابر  آنو مقدار  شودمیایجاد  =

θ 0°دما در سطح خارجی نیمکره و در یاندازه θ 180°و  =  21/343و  03/343نیز به ترتیب برابر با  ،=

 کلوین است.

T (k)       

 

 

 

 

 

  

 

 

 ثانیه 42کانتور دما برای حل عددی در زمان  16-4شکل 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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کلوین نشان  300دما را برابر  یکمینهکلوین و  15/364دما را در حل عددی برابر  یبیشینه، 16-4شکل 

 تربیش، 16-4و  15-4ثانیه از زمان حل گذشته است؛ در هر دو شکل  42تنها  کهاین. به دلیل دهدمی

 تطابق خوبی دارند.  ثانیه 42نواحی داخلی کره هنوز سرد هستند. هر دو حل تحلیلی و عددی در زمان 

T (k)      

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیه 84کانتور دما برای حل تحلیلی در زمان  17-4شکل 

 

دمای  یینهبیش. یابدمیدما نیز افزایش  یبیشینهنیمکره گرم شده و  یپوستهزمان، نواحی داخلی  باگذشت

 کلوین است. 43/400برابر  ثانیه 84در حل تحلیلی در زمان  آمدهدستبه

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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T (k) 

  

 

 

 

 

 

 

       

 

 

 ثانیه 84کانتور دما برای حل عددی در زمان  18-4شکل 

 

T (k)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیه 126کانتور دما برای حل تحلیلی در زمان  19-4شکل 

 

θ 0°خارجی نیمکره و درمقادیر دما در سطح  θ 180° و = کلوین  52/378و  34/378، به ترتیب برابر =

0θ°است. لازم به ذکر است که در مثال پیش رو به علّت تقارن شرایط مرزی، دما در  θ 180°و  = باید =

 کلوین اختلاف دارند. 18/0حدود  دونقطهاماّ به علّت خطاهای محاسباتی، دما در این  برابر باشند باهم

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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 ثانیه 168ن در زما یلیتحل حل یکانتور دما برا 21-4شکل 

 

T (k)    

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیه 126کانتور دما برای حل عددی در زمان  20-4شکل 

 

T (k)    

 

 

 

 

 

 

 

  

 

ثانیه از اعمال شار حرارتی بر سطح خارجی نیمکره، دمای بیشینه در نیمکره که در سطح  168 باگذشت

90θ°و در  آنخارجی  . دما در سطح خارجی نیمکره و در شودمیکلوین  25/430، برابر افتدمی، اتفاق =

°0θ θ 180°و  =  .کلوین است 11/385و   94/384به ترتیب برابر  =

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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T (k)     

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 

 ثانیه 168کانتور دما برای حل عددی در زمان  22-4شکل 

 

T (k)  

 

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 

 ثانیه 210کانتور دما برای حل تحلیلی در زمان  23-4شکل 
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کلوین است. همچنین  98/435برابر ، ثانیه 210دما در نیمکره در زمان  یبیشینه، 23-4با توجه به شکل 

θ 0° مقادیر دما در سطح خارجی نیمکره و در 180θ°و  = کلوین  65/388و  48/388، به ترتیب برابر =

 است.

T (k)     

 

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 ثانیه 210کانتور دما برای حل عددی در زمان  24-4شکل 

 

T (k)     

 

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 ثانیه 252کانتور دما برای حل تحلیلی در زمان  25-4شکل 

 



83 

 

 

 

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

300

320

340

360

380

400

420

 

 

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

300

320

340

360

380

400

420

440

   T (k)   

ثانیه از اعمال شار حرارتی بر سطح خارجی نیمکره، دمای بیشینه در نیمکره که در سطح  252 باگذشت

90θ°و در  آنخارجی  . دما در سطح خارجی نیمکره و در شودمیکلوین  11/439، برابر افتدمی، اتفاق =

°0θ 180θ°و  =  کلوین است. 54/390و   38/390به ترتیب برابر  ،=

 

T (k)       

 

 

 

 

 

 

    𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

 

 

 ثانیه 252کانتور دما برای حل عددی در زمان  26-4شکل 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 ثانیه 420کانتور دما برای حل تحلیلی در زمان  27-4شکل 

 

𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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  ثانیه 42در زمان  θ=90°در یشعاع یدما در راستا نمودار 29-4شکل 

 یهثان 420در زمان  یحل عدد یکانتور دما برا 28-4شکل 

کلوین است. همچنین  53/442، برابر ثانیه 420دما در نیمکره در زمان  یبیشینه 27-4با توجه به شکل 

0θ°مقادیر دما در سطح خارجی نیمکره و در  180θ°و  = کلوین  54/392و  38/392، به ترتیب برابر =

دما  یبیشینه 2-4. با توجه به شکل کنندمیمقادیر دما به سمت دمای پایا میل زمان،  زیادشدناست. با 

90θ°در حل پایا که در سطح خارجی نیمکره و در  0θ°کلوین و در  68/442، برابر افتدمی، اتفاق = = 

180θ°و   .کلوین است 44/392، برابر با =

 

 

 

 

 

 

𝐹𝑠 = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 
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r  36/0، شیب نمودار دما در سطح خارجی نیمکره ) 29-4با توجه به شکل  (، زیاد است و با =

. به این معنا که مقدار شار حرارتی در نواحی بیرونی یابدمی، شیب نمودار دما کاهش rکاهش مقدار 

نیمکره زیاد است و با جذب مقداری از این حرارت توسط نیمکره، از مقدار شار حرارتی  یپوسته

 .گرددمیدر نواحی داخلی نیمکره کاسته 

 

 ثانیه 210در زمان  θ=90°در یشعاع ینمودار دما در راستا 30-4شکل 

، تغییرات دما نسبت به پایاحالت، به سمت پایانازمان و میل کردن نمودار دمای حالت  باگذشت

 . نیمکره است یپوستهتوسط  شدهجذبکه به معنای کاهش مقدار گرمای  یابدمیزمان کاهش 

 

 ثانیه 420در زمان  θ=90°در یشعاع ینمودار دما در راستا 31-4شکل 
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r = 0.36

r = 0.33

r = 0.3

رسیده است و تغییرات دما نسبت به زمان، تقریباً برابر صفر است. در  پایاحالت، حل به ثانیه 420در زمان 

 برابر هستند.  باهماین زمان شار حرارتی در سطح خارجی و داخلی نیمکره 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

θ 90° و  r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0 ینقطهسهنمودار تغییرات دما در  32-4شکل   حسب زمان برای موردبر=

1 

پوسته و  یمیانهواقع بر سطح داخلی نیمکره،  ینقطهسهزمان را در  برحسب، تغییرات دما 32-4شکل 

(، به علت شرط سبزرنگواقع بر سطح داخلی)نمودار  ینقطه. دمای دهدمیسطح خارجی نیمکره نشان 

و  یافتهافزایش 1مایین صورتبه، r =36/0و  r =33/0کلوین است. دما در  300، ثابت و برابر شدهدادهمرزی 

و   r= 0/ 36تا دما در کشدمیثانیه طول  96/204 زمانمدت، 32-4 . طبق شکلرسدمیبه مقدار پایا 

°90،θ θ،90°و   r= 33/0 ینقطهبرسد. این عدد برای  پایاحالتدرصد دمای  95به  = ثانیه  68/316 =

 .است

  

                                           

 

1 exponential 
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θ 90° و  r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0 ینقطهسهنمودار تغییرات دما در  33-4شکل  زمان برای مورد  برحسب  =

2 

 

90θ°و   r= 36/0کشد تا دما درثانیه طول می 96/225زمان مدت، 33-4با توجه به شکل   درصد  95به  =

90θ°و   r= 33/0ی پایا برسد. این عدد برای نقطهدمای حالت ثانیه است. با افزایش شار  54/330 =

یافته و درنتیجه زمان لازم برای پایا شدن دما پایا نیز افزایشحرارتی در سطح خارجی نیمکره، دمای حالت

 یابد.نیز افزایش می

 پایااننتایج حاصل از حل  بر ژهیولی و ظرفیت گرمایی بررسی اثر چگا 4-4

𝑘𝑔، چگالی و ظرفیت گرمایی ویژه هر شش لایه به ترتیب برابر پایانادر قسمت حل 
𝑚3⁄500 و  

 𝑗
𝑘𝑔. 𝐾⁄ 2500  .در نظرگرفته شد 
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 5مورد   ژهیوبررسی اثر چگالی و ظرفیت گرمایی  4-4-1

𝑘𝑔بررسی اثر چگالی، مقادیر چگالی و گرمای ویژه را به ترتیب برابر   منظوربهاین قسمت، در 
𝑚3⁄1000 

𝑗و 
𝑘𝑔. 𝐾⁄ 2500  زیر است: صورتبهبرنامه  هایورودی. دهیممیقرار 

 

 5مورد   ژهیوبررسی اثر چگالی و ظرفیت گرمایی  برای برنامه هایورودی 6-4جدول 

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

 1000 چگالی هر لایه
𝑘𝑔

𝑚3
 

 2500 ظرفیت گرمایی ویژه هر لایه
𝑗

𝑘𝑔.𝑘
 

𝐹𝑠 شار حرارتی در سطح خارجی = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) 

کلوین 300 دما در سطح داخلی  

ثانیه 420  سازیشبیه زمانمدت  

 

پایا،  دمای نیمکره در حل یبیشینهو مقدار  کندمیواضح است که تغییر چگالی در حل پایا تغییری ایجاد ن 

 زیر است: صورتبهدر این حالت  پایاناکلوین است. نتایج حل  68/442مشابه حالت قبل و برابر 
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T (k)  

 

 ثانیه 42در زمان  5برای حل تحلیلی مورد  کانتور دما 34-4شکل 

 

که در قسمت کلوین است درحالی 50/337برابر  ثانیه، 42ی دما در زمان بیشینه، 34-4با توجه به شکل 

kgقبل)چگالی برابر 
m3⁄500  و ظرفیت گرمایی ویژه برابرj

kg. K⁄ 250042ی دما در زمان ، بیشینه 

آمده افزایش چگالی منجر به کند شدن دستکلوین به دست آمد. بنابراین طبق نتایج به 06/365برابر ثانیه، 

 شود.فرایند تغییر دما می

 

90θ°و   r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0 ینقطهسهنمودار تغییرات دما در  35-4شکل  زمان در  برحسب  =

 5برای مورد  ثانیه 420 زمانمدت
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نرسیده است. چنان چه زمان  پایاحالتثانیه، نمودار دما هنوز به  420 باگذشت، 35-4با توجه به شکل 

  r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0 ینقطهسهثانیه افزایش دهیم، نمودار تغییرات دما در  840را به  سازیشبیه

θ 90°و  ، خواهد بود.36-4زیر شکل  صورتبهزمان،  برحسب  =

 

90θ°و   r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0ی نقطهنمودار تغییرات دما در سه 36-4شکل  برحسب زمان در   =

 5برای مورد  ثانیه 840زمان مدت

 

برسد به ترتیب برابر  پایاحالتدرصد  95 به، r= 33/0و   r= 36/0تا دما در  کشدمیی که طول زمانمدت

چگالی هر لایه برابر  آناین دو عدد در حالت قبل که در  کهدرحالیثانیه است  36/633ثانیه و  92/409

𝑘𝑔
𝑚3⁄ 500  به دست آمد. ثانیه 68/316و  96/204بود، به ترتیب برابر 

 6مورد   ژهیوبررسی اثر چگالی و ظرفیت گرمایی  4-4-2

نتایج، با ثابت در نظر گرفتن چگالی، ظرفیت گرمایی ویژه را  برویژهبرای بررسی اثر کاهش ظرفیت گرمایی 

 زیر است: صورتبهبرنامه  هایورودی. در این حالت کنیممینصف 
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 6مورد   ژهیوبررسی اثر چگالی و ظرفیت گرمایی  برای برنامه هایورودی 7-4جدول 

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

 500 چگالی هر لایه
𝑘𝑔

𝑚3
 

 1250 ظرفیت گرمایی ویژه هر لایه
𝑗

𝑘𝑔.𝑘
 

𝐹𝑠 خارجیشار حرارتی در سطح  = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) 

کلوین 300 دما در سطح داخلی  

ثانیه 420  سازیشبیه زمانمدت  

 

، کانتور دمای نیمکره را 37-4ندارد. شکل  تأثیریحل پایا  برویژهدر این حالت نیز کاهش ظرفیت گرمایی 

 .دهدمی، نشان ثانیه 42در زمان 
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T (k)        

 

 ثانیه 42در زمان  6دما برای حل تحلیلی مورد  کانتور 37-4شکل 

 

است. در حالتی که چگالی برابر  آمدهدستبهکلوین  43/400، برابر 37-4دما در شکل  یبیشینه

kg
m3⁄500  ویژه برابرو ظرفیت گرمایی j

kg. K⁄ 2500  ،06/365دما برابر  یبیشینهدر نظر گرفته شد 

رفتن گ سرعتبهاست زیرا کاهش ظرفیت گرمایی ویژه منجر  انتظارقابلکلوین به دست آمد. این نتیجه 

 . دهدمینشان  وضوحبهاین امر را  شدهانجامو حل تحلیلی  شودمیفرایند افزایش دما 
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90θ°و   r ،33/0 =r ،36/0 =r=3/0ی نقطهنمودار تغییرات دما در سه 38-4شکل  برحسب زمان در   =

 6ثانیه برای مورد 420زمان مدت

 

 پایاحالتدرصد  95 به، r= 33/0و   r= 36/0تا دما در  کشدمیی که طول زمانمدت، 38-4با توجه به شکل  

 ثانیه است.  78/192ثانیه و  16/104برسد به ترتیب برابر 

 در نیمکره ایجادشدهالیاف بر پروفیل دمای  یزاویهبررسی اثر  4-5

تا  0 . این زاویه بینشودمیالیاف بر توزیع دمای پایای نیمکره پرداخته  یزاویهدر این بخش به بررسی اثر 

 زیر است: صورتبهبرنامه  هایورودیدرجه متغیر است.  90
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 ی الیاف بر پروفیل دمای ایجادشده در نیمکرهبررسی اثر زاویهبرای  برنامه هایورودی 8-4جدول

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 -45 -30 – 0 زاویه الیاف در هر لایه

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4     
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

𝐹𝑠 شار حرارتی در سطح خارجی = 1357(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) 

کلوین 300 دما در سطح داخلی  

 

 

 

90θ°در حل تحلیلی در  آمدهدستبهنمودار دمای  39-4شکل   شعاع به ازای زوایای الیاف مختلف برحسب =
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. لازم به ذکر است چنان چه یابدمیالیاف، دما در نیمکره افزایش  یزاویه، با افزایش 39-4با توجه به شکل 

 درانلژاز جهت شعاعی باشد،  افزایش تعداد جملات  تربزرگضریب هدایت حرارتی در جهت محیطی بسیار 

ه ک شودمی. این امر وقتی تشدید شودمی هاجوابماتریس ضرایب و واگرایی  هایدرایهمنجر به بزرگ شدن 

در نظر  3را برابر  اندرلژالیاف کم باشد) در حدود صفر(. به همین علت در این قسمت تعداد جملات  یزاویه

 . ایمگرفته

𝑎2𝑟0وجه به وجود عبارت با ت

−(𝑛+1)

𝜇0
2

+ 𝑏2
−(𝑛+1)

𝜇0
2 𝑟0

−(𝑛+1)

𝜇0
2 −1

در  ازآنجاکهدر ماتریس ضرایب،  

الیاف و یا  یزاویهکم شدن  براثر) 𝜇0است، کاهش مقدار  1کمتر از   𝑟0 یاندازه، موردبررسی یهندسه

( منجر به بزرگ شدن اندرلژ)جملات  𝑛اختلاف زیاد بین ضرایب هدایت محیطی و شعاعی( و افزایش 

. به علت محدودیت دقّت در محاسبات کامپیوتری، انجام تعداد محاسبات زیاد بر گرددمیضرایب  غیرعادی

 .شودمی هاجوابروی اعداد بزرگ، منجر به بروز خطاهای عددی زیاد و واگرا شدن 

در سطح خارجی  پایاحالتالیاف برابر صفر رادیان باشد، دمای  یزاویه، چنان چه 39-4با توجه به شکل 

90θ°( و r=36/0نیمکره ) الیاف، این دما نیز افزایش  یزاویهکلوین خواهد بود. با افزایش  34/454، برابر  =

 .یابدمی

 

90θ°( و r=36/0در سطح خارجی نیمکره ) پایاحالتدمای  9-4جدول   مختلفبه ازای زوایای الیاف ،  =

90𝛉°( و r=36/0در سطح خارجی نیمکره ) پایاحالتدمای  =    

 )کلوین(

الیاف در هر لایه  یزاویه

 )رادیان(

34/454 0 

21/457 𝝅
𝟔⁄  

71/458 𝝅
𝟒⁄  

91/459 𝝅
𝟐⁄  
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همرفت و شار حرارتی در سطح خارجی نیمکره با  زمانهمبررسی اثر  4-6

 آنی یکسان و دمای ثابت در سطح داخلی هالایه

  حل پایا -4-6-1

انتقال حرارت در یک نیمکره به همراه شار حرارتی ورودی  یمعادلهدر این قسمت به بررسی حل تحلیلی 

. با این تفاوت که در این قسمت، سطح بیرونی نیمکره با هوای بیرون شودمیپرداخته  آنبه سطح خارجی 

ضریب انتقال حرارت همرفت در سطح بیرونی نیمکره  یاندازه، شدهنوشتهدارد. در کد انتقال حرارت همرفت 

چنان چه هوای بیرون نقش  شدهنوشته. لازم به ذکر است که در کد شودمیتعیین  DToDRبا پارامتر 

 کنندهگرممنفی و چنان چه نقش  DToDRسطح بیرونی نیمکره را داشته باشد علامت  یکنندهخنک

-4مشابه جدول  پایاحالتبرنامه در  هایورودیمثبت است. بنابراین در این قسمت  آنداشته باشد علامت 

𝑤𝑎𝑡𝑡، برابر DToDRبا این تفاوت که در این قسمت مقدار  .است 1
𝑚2. 𝑘⁄50- است.  شدهگرفته، در نظر

کلوین  300دارد برابر  انتقال حرارت همرفت آنهمچنین دمای هوای محیط که سطح خارجی نیمکره با 

 است. شدهگرفتهدر نظر 
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𝐹𝑠 = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

ℎ = 50watt
m2. k⁄  

 

 و ضریب انتقال حرارت همرفت 1در حل تحلیلی برای مورد  آمدهدستبهکانتور دما  40-4شکل 
w

m2k
 50  

  

90θ°در سطح خارجی نیمکره و در  40-4دما در شکل  یبیشینه برابر  آنو مقدار  افتدمی، اتفاق =

خنک شدن سطح بیرونی نیمکره را در نظر نگرفتیم،  آن، که در 2-4کلوین است. در شکل  18/439

نتیجه گرفت که ضریب انتقال حرارت  توانمیکلوین به دست آمد. بنابراین  68/442دما برابر  یبیشینه

𝑤𝑎𝑡𝑡همرفت برابر 
𝑚2. 𝑘⁄50 ،و  41-4ی هاشکل. دهدمیکلوین کاهش  5/3 یاندازهبهدما را  یبیشینه

𝑤𝑎𝑡𝑡، کانتور دمای نیمکره را به ازای ضرایب انتقال حرارت همرفت 4-42
𝑚2. 𝑘⁄100  و𝑤𝑎𝑡𝑡

𝑚2. 𝑘⁄200 ،

 .دهدمینشان 
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𝐹𝑠 = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

ℎ = 100𝑤𝑎𝑡𝑡
𝑚2. 𝑘⁄  

 

 و ضریب انتقال حرارت همرفت 1آمده در حل تحلیلی برای مورد دستکانتور دما به 41-4شکل 
w

m2k
 100  

 

T (k)         

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹𝑠 = 1000(2𝜋𝑅𝑜
2) (1 + 0.5 |cos (𝜃 −

𝜋

2
)|) , 𝑇𝑖𝑛 = 300 

ℎ = 200watt
m2. k⁄  

 

 و ضریب انتقال حرارت همرفت 1آمده در حل تحلیلی برای مورد دستکانتور دما به 42-4شکل 
w

m2k
 200  

 

به دست آمد. به این  8/428و  71/435ی دمای نیمکره به ترتیب برابر ، بیشینه42-4و  40-4ی هاشکلدر 

wattمعنا که با افزایش ضریب انتقال حرارت همرفت از 
m2. k⁄50  بهwatt

m2. k⁄200ی توان بیشینه، می

 کاهش داد 8/428به  18/439دمای نیمکره را از 
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 پایاناحل 4-6-2

به  ورودی یشار حرارتدرون نیمکره با  پایاناانتقال حرارت  یمعادلهدر این قسمت به بررسی حل تحلیلی 

. شودمیبه همراه انتقال حرارت همرفت سطح خارجی با محیط اطراف، پرداخته  آنسطح خارجی 

بر  مترمربعوات بر  -200و  -100 ،-50، برابر DToDRبوده و مقدار  5-4برنامه مشابه جدول  هایورودی

 است. شدهگرفتهکلوین در نظر 

 

90θ°نمودار دما در سطح خارجی نیمکره و  43-4شکل   زمان برحسب، =

 

، به عبارت پایاحالتلازم برای رسیدن جواب به  زمانمدت
ℎ𝐴

𝜌𝑉𝐶
ضریب انتقال  ℎ آنوابسته است که در  

حجم  𝑉چگالی،  𝜌سطح خارجی نیمکره(،  اینجامساحت سطح مقطع انتقال حرارت)در  𝐴حرارت همرفتی، 

 اپایحالتزودتر به  هاجوابباشد،  تربزرگاین کسر  یاندازهظرفیت گرمایی ویژه است. هر چه  𝐶نیمکره و 

 .می رسند

0 50 100 150 200 250 300 350 400
300

350

400

450

T
 (

K
)

t (s)

 

 

h = -50 w/m2.k

h = -100 w/m2.k

h = -200 w/m2.k
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یکسان با شرط مرزی دما ثابت در سطح داخلی و  یهالایهنیمکره با  -4-7

 انتقال حرارت جابجایی در سطح خارجی

هدف از این قسمت بررسی خنک شدن سطح خارجی نیمکره توسط انتقال حرارت جابجایی در سطح  

 شدهگرفتهکلوین در نظر  400است. در این قسمت دمای سطح داخلی نیمکره ثابت و برابر مقدار  آنخارجی 

 است. 

  حل پایا 4-7-1

 است: 9-4برنامه در قسمت حل پایا مطابق جدول  هایورودی

با شرط مرزی دما ثابت در سطح داخلی و انتقال حرارت جابجایی در  در حل پایا برنامه هایورودی 10-4جدول 

 سطح خارجی

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

 0 شار حرارتی در سطح خارجی

 ضریب انتقال حرارت جابجایی در سطح خارجی

(DToDR) 
50𝒘

𝒎𝟐. 𝒌⁄  

کلوین 400 دما در سطح داخلی  
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انتقال حرارت همرفت دارد برابر  آنلازم به ذکر است که دمای هوای محیط که سطح خارجی نیمکره با 

 است. شدهگرفتهکلوین در نظر  300

T (k)          

 

در حل تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت همرفت  آمدهدستبه، پایاحالتکانتور دمای  44-4شکل 
w

m2k
 50 

 آنکلوین در سطح داخلی  400در سطح خارجی نیمکره و دمای ثابت کلوین 

 

کلوین است. با افزایش  50/397در سطح خارجی نیمکره برابر  پایاحالت، دما در 44-4با توجه به شکل 

. آیدمی ترپایین آنشده و دمای  ترخنک آنضریب انتقال حرارت همرفت در سطح خارجی نیمکره، سطح 

wattبا افزایش ضریب انتقال حرارت همرفت به 
m2. k⁄ 100  وwatt

m2. k⁄ 200صورتبهمای پایا ، کانتور د 

 .آیدمی، به دست 46-4و  45-4ی هاشکل
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T (k)            

 

آمده در حل تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت همرفت دستپایا، بهکانتور دمای حالت 45-4شکل 
w

m2k
 100 

 کلوین در سطح داخلی آن 400در سطح خارجی نیمکره و دمای ثابت 

T (k)           

 

آمده در حل تحلیلی به ازای ضریب انتقال حرارت همرفت دستپایا، بهکانتور دمای حالت 46-4شکل 
w

m2k
 200 

 کلوین در سطح داخلی آن 400در سطح خارجی نیمکره و دمای ثابت 

کلوین است.  66/387و  21/394، دما در سطح خارجی نیمکره به ترتیب برابر 46-4و  45-4ی هاشکلدر 

wattافزایش ضریب انتقال حرارت همرفت تا مقدار  با ، آمدهدستبهطبق نتایج تحلیلی 
m2. k⁄  200 دمای ،

 خنک کرد. 66/387تا دمای  توانمیرا  موردبررسی یکرهسطح خارجی نیم
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 7مورد  پایاناحل  4-7-2

کلوین و ضریب  400برابر  کرهمینبرای این مورد شرایط مرزی به این صورت است که دما در سطح داخلی 

wattبرابر  کرهمینبر سطح خارجی  انتقال حرارت
m2. k⁄ 50 است. 

 زیر است: صورتبهبرنامه در این قسمت  هایورودی

 7برای موردناپایا  در حل برنامه هایورودی 11-4جدول 

 6 هالایهتعداد 

 مترسانتی 1 ضخامت هر لایه

 درجه 90 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏   10 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐 4/0 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝜷 00085/0- 

 500 چگالی هر لایه
𝑘𝑔

𝑚3
 

 2500 ظرفیت گرمایی ویژه هر لایه
𝑗

𝑘𝑔.𝑘
 

 0 شار حرارتی ورودی در سطح خارجی

 ضریب انتقال حرارت جابجایی در سطح خارجی

(DToDR) 
50𝒘

𝒎𝟐. 𝒌⁄  

کلوین 400 دما در سطح داخلی  

ثانیه 10000  سازیشبیه زمانمدت  

 

 طوربهلازم برای پایا شدن جواب  زمانمدتدر این قسمت به علت فقدان شار حرارتی در سطح خارجی، 

 است. شدهگرفتهثانیه در نظر  10000برابر  زمانمدت. به همین علت یابدمیافزایش  یاملاحظهقابل
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T (k)            

 

 در زمان اولیه ،7مورد  برای حل تحلیلی کانتور دما 47-4شکل 

 

 است. شدهگرفتهکلوین در نظر  300برابر  آنسطح داخلی  جزبهدما در کل نیمکره  یاولیهشرایط 

T (k)            

 

 ثانیه 1000در زمان  ،7مورد  کانتور دما برای حل تحلیلی 48-4شکل 

 

. دما در سطح دهدمیکلوین نشان  08/363دما)دما در سطح خارجی نیمکره( را برابر  یکمینه، 48-4شکل 

، ثابت و آنسطح داخلی  جزبهدر زمان اولیه، دما در کل نیمکره  ازآنجاکهکلوین است.  400داخلی برابر 

 

 

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

300

310

320

330

340

350

360

370

380

390

400

 

 

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

365

370

375

380

385

390

395

400



105 

 

 

 

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

386

388

390

392

394

396

398

400

T (k)  

 ثانیه 2000در زمان  7مورد   یلیحل تحل یکانتور دما برا 49-4شکل 
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 ثانیه 5000در زمان  7مورد   یلیحل تحل یکانتور دما برا 50-4شکل 

T (k)  

مای ثانیه د 1000نتیجه گرفت پس از گذشت زمان  توانمیاست،  شدهگرفته در نظر کلوین 300برابر 

 کلوین افزایش دما دارد. 08/63سطح خارجی 

 

 

 

 

 

 

آمده دستکلوین به 39/385ثانیه، برابر  2000 ، دما در سطح خارجی نیمکره در زمان49-4با توجه به شکل 

 است.
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T (k)             

 

 ثانیه 10000در زمان  ،7 مورد کانتور دما برای حل تحلیلی 51-4شکل 

 

  ثانیه 10000و ثانیه  5000 هایزمان، دما در سطح خارجی نیمکره در 51-4و 50-4ی هاشکلبا توجه به 

 10000کلوین است. با توجه به نزدیک بودن این دو عدد، در نظر گرفتن  49/397و  03/397به ترتیب برابر 

در ادامه با افزایش ضریب انتقال  .رسدمیزمان لازم برای پایا شدن جواب، مناسب به نظر  عنوانبهثانیه 

 .پردازیممی پایانا بر کانتور دمای آنحرارت جابجایی در سطح خارجی کره، به بررسی اثر 

 8حل ناپایا مورد  4-7-3

کلوین و ضریب  400برابر  کرهمینبرای این مورد شرایط مرزی به این صورت است که دما در سطح داخلی 

wattبرابر  کرهمینانتقال حرارت بر سطح خارجی 
m2. k⁄ 100 است. 
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T (k)          

 

 ثانیه 1000در زمان  ،8مورد  کانتور دما برای حل تحلیلی 52-4شکل 

T (k)          

 

 ثانیه 2000در زمان  ،8 مورد کانتور دما برای حل تحلیلی 53-4شکل 
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T (k)            

 

 ثانیه 5000، در زمان 8 کانتور دما برای حل تحلیلی مورد 54-4شکل 

T (k)            

 

 ثانیه 10000، در زمان 8 کانتور دما برای حل تحلیلی مورد 55-4شکل 

 

 10000و  5000، 2000، 1000 هایزمان، دمای سطح خارجی نیمکره در 55-4تا  52-4ی هاشکلدر 

 است.  آمدهدستبهکلوین  28/394و  87/393، 33/383، 15/362ثانیه، برابر 
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 ثانیه 1000در زمان  9مورد   یلیحل تحل یکانتور دما برا 56-4شکل 
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 ثانیه 2000در زمان  9مورد   یلیحل تحل یکانتور دما برا 57-4شکل 

T (k)  

 9حل ناپایا مورد  4-7-4

کلوین و ضریب  400برابر  کرهمینبرای این مورد شرایط مرزی به این صورت است که دما در سطح داخلی 

wattبرابر  کرهمینانتقال حرارت بر سطح خارجی 
m2. k⁄ 200 است. 
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T (k)             

 

 ثانیه 5000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  58-4شکل 

T (k)                  

 

 ثانیه 10000، در زمان 9کانتور دما برای حل تحلیلی مورد  59-4شکل 

 

و  5000، 2000، 1000 هایزمان، دما در سطح خارجی نیمکره در 59-4تا  56-4ی هاشکلبا توجه به 

کانتور  یمقایسهاست. با  آمدهدستبه 66/387و  66/387، 91/386، 03/379به ترتیب برابر ثانیه،  10000

  200و 100، 50مختلف به ازای ضرایب انتقال حرارت جابجایی  هایزماندر  آمدهدستبههای 
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نتیجه گرفت که با افزایش ضریب انتقال حرارت جابجایی در سطح  توانمیبر کلوین،  مترمربعوات بر 

 .یابدمیخارجی نیمکره، زمان لازم برای پایا شدن دما در نیمکره، کاهش 

 

زمان به ازای ضرایب انتقال حرارت جابجایی  برحسبنمودار تغییرات دما در سطح خارجی نیمکره  60-4شکل 

 ینبر کلو مترمربعوات بر  200و  100، 50

نتیجه گرفت که با افزایش ضریب انتقال حرارت جابجایی در سطح خارجی  توانمی، 60-4با توجه به شکل 

کاهش  پایاحالتلازم برای رسیدن به  زمانمدتو همچنین  پایاحالتدر  آننیمکره، دمای سطح خارجی 

 .یابدمی
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ی غیر یکسان با شرط مرزی دما ثابت در دو سطح هالایهنیمکره با  4-8

 داخلی و خارجی   

 10مورد  شرط مرزی4-8-1

 شدهاستفادهدر این قسمت از شرط مرزی دما ثابت، هم در سطح خارجی و هم در سطح داخلی نیمکره 

1)300 صورتبه است. دمای سطح داخلی + |cos 𝜃|)   کلوین در نظر  300و دمای سطح خارجی برابر

0𝜃°است. در زوایای  شدهگرفته 𝜃 180°و =  است.  شدهگرفته، در نظر درروبی، شرط مرزی =

 10حل پایای مورد  برای برنامه هایورودی 12-4جدول 

 3 هالایهتعداد 

 مترسانتی 2 ضخامت هر لایه

 درجه 0  الیافزاویه 

𝒌𝟏𝟏  4/11   اول  یلایهبرای 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐  74/0 اول یلایهبرای 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟏𝟏  8   دوم  یلایهبرای
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐  6/0 دوم یلایهبرای 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟏𝟏  1/1   سوم  یلایهبرای 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐  4/0 سوم یلایهبرای 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝛽  0008/0 هالایهبرای تمام- 

کلوین 300 دما در سطح خارجی  

1)300 پروفیل دما در سطح داخلی + |cos 𝜃|) 
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 10پایا برای مورد آمده برای حالتدستنتایج به 4-8-2
T (k)           

 

 10برای مورد  پایا در حل آمدهدستبهکانتور دما  61-4شکل 

90θ° در ازآنجاکه. دهدمیرا نشان  پایاحالت، کانتور دمای نیمکره در 61-4شکل  ، دمای سطح داخلی =

در این قسمت انتقال حرارت در جهت شعاعی برابر صفر است.  است،کلوین  300ارجی نیمکره برابر و خ

0θ°انتقال حرارت نیز در  یبیشینه 180θ°و  = است، زیرا در این دو ناحیه، گرادیان دما بیشینه است.  =

 است. مترمربعوات بر  75387مقدار انتقال حرارت بیشینه برابر 
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 10برای مورد  پایاناحل  -4-8-3

 10برای حل ناپایای مورد  برنامه هایورودی 13-4جدول 

 3 هالایهتعداد 

 مترسانتی 2 ضخامت هر لایه

 درجه 0 زاویه الیاف 

𝒌𝟏𝟏  4/11   اول  یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

 𝒌𝟐𝟐 74/0 اول یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟏𝟏  8   دوم  یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐  6/0 دوم یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟏𝟏  1/1   سوم  یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝒌𝟐𝟐  4/0 سوم یلایهدر 
𝑤

𝑚.𝑘
 

𝛽 0008/0- 

 1460 اول یلایهچگالی 
𝑘𝑔

𝑚3
 

 1380 دوم یلایهچگالی 
𝑘𝑔

𝑚3
 

 1170 سوم یلایهچگالی 
𝑘𝑔

𝑚3
 

  400 ظرفیت گرمایی ویژه هر لایه
𝑗

𝑘𝑔.𝑘
 

کلوین 300 دما در سطح خارجی  

1)300 دما در سطح داخلی + |cos𝜃|) 

ثانیه 2000  سازیشبیه زمانمدت  
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T (k)            

 

 10ثانیه، برای مورد  100کانتور دما در زمان  62-4شکل 

دیگر است، دما  یدولایهبیرونی، کمتر از  یلایهضریب هدایت حرارتی در  ازآنجاکه، 62-4با توجه به شکل 

ند، نواحی داخلی نیمکره هنوز سرد هست ازآنجاکهدر این قسمت بیرونی نیمکره، تغییر محسوسی نکرده است. 

انتقال حرارت در این زمان برابر  یبیشینه. شودمیدر سطح داخلی نیمکره ایجاد  ،گرادیان دمای زیاد

 است. مترمربعوات بر  694066

T (k)         

 

 10ثانیه، برای مورد  200کانتور دما در زمان  63-4شکل 
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T (k)  

 10ای مورد بر ه،یثان 300کانتور دما در زمان  64-4شکل
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  10ای مورد بر ه،یثان 400کانتور دما در زمان  65-4شکل

T (k)  

از نرخ  درنتیجهو  یابدمیگرادیان دما، کاهش  یاندازهشده و  ترگرمزمان، نواحی داخلی نیمکره،  باگذشت

 434920نرخ انتقال حرارت در نیمکره، برابر  یبیشینه، ثانیه 200. در زمان شودمیانتقال حرارت نیز کاسته 

 است. آمدهدستبه مترمربعوات بر 
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T (k)            

 

 10ثانیه، برای مورد  500کانتور دما در زمان  66-4شکل 

T (k)                   

 

 10ثانیه، برای مورد  1000کانتور دما در زمان  67-4شکل 
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T (k)                 

 
 10ثانیه، برای مورد  2000کانتور دما در زمان  68-4شکل 

 

 .دهندمیگوناگون نشان  هایزماننیمکره را در  یپوسته، تغییرات تدریجی دمای 68-4تا  62-4ی هاشکل

 باگذشتانتقال حرارت،  ینهیشیب، مقدار آنشدن دمای  ترکنواختینیمکره و  یپوستهبا توجه به گرم شدن 

تا حل  کشدیمثانیه طول  2000، حدوداً آمدهدستبه. طبق نتایج رسدمیو به مقدار پایا  افتهیکاهشزمان 

از سه لایه،  هرکدامی دما در هاپروفیل، تفاوت 68-4تا  62-4ی هاشکلبرسد. در  پایاحالت، به آمدهدستبه

 ست. هالایهاین  هایویژگیکاملاً مشهود است که این تفاوت به علت تفاوت در 
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 و پیشنهادها گیرينتیجه
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  گیرینتیجه 5-1

رار گرفت. ق موردبررسی، توخالیدر یک نیمکره  پایانابرای انتقال حرارت ، حل دقیق تحلیلی، پژوهش  این در

 صورتبه. حل تحلیلی دما هستو زمان  الرأسسمت یزاویهتابع شعاع،  آمدهدستبهپروفیل دمای 

ر است. د شدهنوشته و زمان هستند، الرأسسمت یزاویهتابع شعاع، فقط  هرکدامسه تابع که  ضربحاصل

ه ک باشندمی، اعداد صحیح الرأسسمت یزاویهساده مانند کره و نیمکره، مقادیر ویژه در جهت  هایهندسه

 . کاهدمیاز پیچیدگی مسئله  توجهیقابل طوربه

نیمکره،  الرأسسمتبرای شرایط مرزی همگن، چه از نوع اول و چه از نوع دوم، در جهت  شدهارائهحل 

در جهت شعاعی، امکان اعمال شرط مرزی ناهمگن نیز وجود دارد. لازم به ذکر است  کهدرحالیمعتبر است 

 تفادهاسقابلکامل)شعاع داخلی برابر صفر( نیز  یکرهکره و نیم یهندسهبرای  شدهائهارکه حل تحلیلی 

است. با  شدهگرفتهدر نظر  6در حل تحلیلی برابر  شدهگرفتهو بسل در نظر  اندرلژتعداد جملات  است.

جمله، کافی به نظر  6در پژوهش حاضر با نتایج حاصل از حل عددی، تعداد  آمدهدستبهنتایج  یمقایسه

 .رسدمی

و دوبعدی در مختصات کروی شبیه به  پایاناانتقال حرارت  یمسئلهلازم به ذکر است که حل تحلیلی 

یر دمقادیر ویژه در جهت شعاعی با مقا یرابطهنیست. در مختصات کروی،  ایاستوانهمختصات کارتزین و یا 

که مقادیر ویژه در جهت  شودمینیست. این امر باعث  1صریح صورتبه(، θ)الرأسسمتویژه در جهت 

 نباشد. 2شعاعی دارای ترم موهومی

                                           

 

1 explicit 
2 imaginary 
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 هاپیشنهاد 5-2

شده است.همچنین  نظرصرفاز تغییرات دما در راستای گرایی  انجام شدهچنان چه گفته شد، در پژوهش 

خطی فرض شده است که برای برخی مواد فرض صحیحی  صورتبهتابعیت ضریب هدایت گرمایی با دما 

ز در ضریب هدایت گرمایی با دما نی غیرخطیآینده تابعیت  کارهایکه در  گرددمینیست. بنابراین پیشنهاد 

 تواندمی، بعدیسهت کروی در مختصا ایناپانظر گرفته شود. همچنین حل تحلیلی انتقال حرارت 

   باشد. انجام شدهپژوهش  یکنندهتکمیل
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Abstract 
 

In this study, an exact analytical solution for steady and unsteady heterogeneous 

conductive heat transfer in spherical laminated composite vessels is presented. 

This study focuses on axisymmetric heat transfer in spherical composite 

laminates by considering the heat conduction in Peripheral and radial 

dimensions. This analytical solution is also obtained for general linear thermal 

boundary conditions which covers combined effect of the heat conduction, 

convection, and radiation at boundaries.  

Finding the most generalized analytical solution based on the complicated 

boundary conditions and heterogeneous heat transfer is one of the main 

innovation of current work. 

 for solving the steady-state problem. first,  Kirchhoff transformation is used to 

homogenize the temperature equation and then the problem  solved in the 

Kirchhoff environment by using the separation variable method. Finally, by 

Kirchhoff inverse transformation the temperature equation was obtained in the 

desired physical environment. in order to solve the problem unsteady state the 

equation was converted by the superposition method to steady and unsteady 

parts.  and then by using Kirchhoff transformation and the separation variable 

method the temperature equation of the unsteady part was obtained. then the 

final temperature equation be came the sum of the unsteady and steady parts. 

Finally, MATLAB software was used for analytical solve the temperature 

equation for different boundary conditions and for validation of this work, the 

temperature values and diagrams obtained were compared with the values 

obtained from the numerical solution. Finally, conclusions were done from the 

present study and some suggestions. 

Keywords: Analytical Solution, Spherical Composite Laminate, Variable Heat Transfer 

Coefficient, Separation Variable Method, Steady Solution, Unsteady Solution 
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