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  چکیده

ها ها، بررسی ارتعاشات بازوهای منعطف بکاررفته در این رباتی امروزی بکارگیری رباتدر گستره

سازی پذیر پیشنهادی برای مدلسیستم دینامیکی انعطافاند. منظور کنترل برخط آنها اهمیت یافتهبه

ودن موتور، تیر من. با روشنالکتریکی متصل است به یک موتورخود گاه شامل یک تیر است که در تکیه

از آنجا  .گرددارتعاش ایجاد میحرکت، در آن دارشتاب موجب آغاز ناگهانیده و بهشروع به دوران نمو

های عددی مستلزم بالا رفتن حجم محاسبات و کند شدن های اجزا محدود غیرخطی و روشکه روش

اتریس انتقال در راستای کنترل گردند، در این پایان نامه به معرفی روش ممیروند کنترل بازوی ربات 

ی لینک صلب با قابلیت سیستم به تعداد ،با فرض منعطف بودن تیرپرداخته شده است.  بازوی ربات 

_ اویلر، نیومارک  _روشهای هوبولت، فاکس  .سازی گردیده استهر دو لینک شبیه در حد فاصل دوران

بررسی هر کدام به که  گیری عددی هستندانتگرالهای کلاسیک و قدیمی در شورتتا _ بتا و ویلسون 

های سرعت و شتاب و دیگر در این چهار روش کلاسیک برای خطی سازی مؤلفه شود.میپرداخته 

ی استفاده شده است. روشی بهتر خواهد بود که باوجود های متفاوتتقریبهای غیرخطی از عبارت

ارائه گردیده  پیشنهادی روشیدر پایان  باشد. قبولی داشته کمتر بودن نسبی محاسبات، دقت قابل

 است.

 ی عددیگیراتریس انتقال، انتگرالپذیر ربات، مبازوی انعطاف لغات کلیدی :
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 پذیرای بر تیر انعطافمقدمه -1-1

 ای یافتیهکیاربرد گسیتردهماننید بازوهیای ربیات  هیاپذیر در بسییاری از سیازهامروزه تیرهای انعطاف

تیرهیا بیا سیازی. میدلانیدهیا و کنتیرل آنهیا اهمییت بالیایی پییدا نمیودهسازهاشات اینبررسی ارتع و

  .پییذیردصییورت میییهییای اجییزاد محییدود غیرخطییی بییا روش معمییولبطوری تغییرشییکل زیییاد دامنییه

 تییوجهیشییکل قابییلمحاسییبات را بییهالییا، حجییم محییدود غیرخطییی بییا وجییود دقییت ب روش اجییزاد

هییای بییاتر بلادرنیی کنتییرل  دربییه موجییب همییین علییت، اسییتفاده از اییین روش دهیید. افییزایم مییی

هیای عیددی کیه جهیت حیل معادلیات حرکیت تییر بیا روش از طرفیی در .دشوار اسیتپذیر انعطاف

تعیداد و ابعیاد ه بی نسیبت شیدیدیبیهدقیت، گیرنید ورد استفاده قرار مییتغییر شکل زیاد م یدامنه

 یبییه انییدازه یهییای عییددی بییا انتخییاب دامنییهوابسییته اسییت. در روش مسییهله حییلدر  گییام زمییانی

هییا، ابعییاد گامبییا افییزایم شییمار دسییت آورد.بییه قبییولیهییای قابییلتییوان پاسیی کوچییک میییناسییبم

افیزایم  بیه خیودایین موضیوع کیه  افیزوده گردییده هیای عیددی نییزهای موجیود در روشماتریس

پییذیری درجییه مییاتریس و انعطییاف تثبیییت 7مییاتریس انتقییالروش در . دانجامییحجییم محاسییبات مییی

در  اتریس انتقییالدهیید. از روش مییبییر روش اجییزاد محییدود برتییری مییی اآن ر، سییازیدر مییدل

هییای انشییعابی و هییا و نیییز سیسییتمهییای بییا دینامیییک دورانییی، تحلیییل زنجیییره دنییدهسیسییتم

هیای خطیی و بیرای ایین روش تنهیا در میورد سیسیتم از سیوی دیگیر  د.گردمیای استفاده زنجیره

های طبیعیی و تحلییل پاسی  حالیت مانیا بیا تحرییک هارمونییک قابیل اجیرا اسیت. تخمین فرکانس

هییای روش مزیییتگیییری از غیییر از بهییره، 2روش مییاتریس انتقییال گسسییته بییا بکییارگیریدر ادامییه 

 . رها گردید نیز هاورودیاز محدودیت تعداد توان میریس انتقال کلاسیک مات

یر محسوسییی در ، افییزایم تعییداد گییام تییأثبییا ثابییت بییودن ابعییاد مییاتریس انتقییال در روش گسسییته 

  اشت.د حجم محاسبات نخواهد

                                                
1 _ Tranfer Matrix Method 
2 _ Descrete Time Transfer Matrix Method 
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قابییل محاسییبه خواهیید بییود و     لییفهییای مختبییا بکییارگیری از آن پاسیی  تیییر بییه ورودیبنییابراین 

 د.پذیر استفاده نموطافهای انعکنترل بلادرن  ربات جهت خوبیبه توان از آنمی

 است: ی دو منشأ خطاس انتقال گسسته در حالت کلی داراروش ماتری 

 شتاب و سرعتهای مؤلفهسازی ناشی از خطی یخطا  .7

 های غیرخطی در معادلاتسازی ترمخطای حاصل از خطی .2

پیذیر بیا تغیییر شیکل زییاد پرداختیه شیده و سیپس بیا تییر انعطیاف سیازینامه به مدلدر این پایان

در  . بنییابراینشییودمییی کوشییمکییاهم هرچییه بیشییتر خطییا  درتغییراتییی در روش مییاتریس انتقییال 

هییای عییددی مرسییوم در ، بررسییی روشیییک پییذیرد یییت اصییلی صییورت میییدو فعالنامییه اییین پایییان

 ،4تتییا ، ویلسییون9اویلییر -ش فییاکسروش مییاتریس انتقییال گسسییته کییه عبارتنیید از چهییار رو

 نییوین یروشیی یهییا و معایییب آنهییا بییه ارائییهکییه بییا بررسییی اییین روش 6و هوبولییت 5بتییانیومییارک 

از اسییتفاده ، دوم مییورد د.شییوسییازی پرداختییه میییی از خطیییمنظییور کییاهم خطییای ناشییبییه

از آنجیا کیه هیای غیرخطیی در میاتریس انتقیال اسیت. تیرمسیازیهای مناسیب جهیت خطییتقریب

 بیرای گردنید،میظیاهر در پاسی  سیرعت و شیتابهیای غیرخطیی اد تیرمدر تیر با تغیییر شیکل زیی

سییازی گییام زمییانی خطییی هییردر  ایگونییههییا بییهن تییرمس انتقییال باییید ایییاسییتفاده از روش مییاتری

هییا جهییت افییزایم دقییت سییازی اییین تییرمهییای خطیییدر فعالیییت دوم بییه بررسییی روش گردنیید.

 د.خواهد شپرداخته 

 

                                                
3 _  Fox _ Euler                                                                       5 _ Newmark β   
4 – Wilson θ                                                                            6 _ Hoboult 
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 سابقه -1-2

          7385ی مییاتریس انتقییال بییا بعییدزمانی گسسییته را در سییال کومییار و سییانکار ، اولییین مقالییه

 از جدییید روش یییک " عنییوان بییا ایمقالییه دانشییمندان از تیین دو 7385 سییال در. ]7[ارائییه نمودنیید

 دو ایین مقالیه آن در. دنیدکر منتشیر "بیزر  دینیامیکی هیایسیسیتم تحلییل برای انتقال ماتریس

منظییور بییه راهکییاری ،آنهییا جابجییایی مقییدار براسییا  سیسییتم اجییزاد سییرعت و شییتاب تعریییف بییا

 شییانمقالییه در آنهییا. نمودنیید ارائییه ،اسییت انتقییال مییاتریس روش لازمییه کییه معادلییات سییازیخطییی

     و شیده افیزوده نییز هیامیاتریسی انیدازه سیسیتم در آزادی درجیه افیزایم بیا کیه انیدداده توضیح

 تییر ییک خیودکیار در کیراو  راییان دکتیر در ادامیه .مربیو  بیه آنهیا محاسیبات آن از پییروی به

 در او. فیرض شیده اسیت فنیر ییک آنهیا از ییک هیر بیین کیه کیرد تقسییم اجزاییی به رادینامیکی 

 انتقیال میاتریس. اسیتفاده نمیود لینیک ییک و فنیر ییک شیامل آزادی درجیه یک سیستمی از ابتدا

دسییت را بییه لینییک انتهییای حالییت بییردار ماتریسییی، ضییرب پییس از و نوشییت لینییک و فنییر بییرای را

هییای بررسییی روش کنترلییی سییازهی دکتییرای خییود را بییهرسییاله  2226کییراو  در سییال     . دآور

                         سییازی کارآمیید محاسییباتی مییدلیییک2277کییراو  در سییال. ]2[پییذیر اختصییاد دادانعطییاف

کاشییا نتییایج تحلیلییی و کییراو  و او 2279ر . د]9[روش مییاتریس انتقییال ارائییه نمییود ی پایییهبییر 

روش . آنهییا بییه معرفیییای نمودنییدپییذیر را بررسییی مقایسییهیییک ربییات انعطییافتجربییی کنتییرل

م و فنییر پرداختنیید و در جییرآن بییرای یییک سیسییتم دو درجییه آزادی و بکییارگیری انتقییالمییاتریس

شیامل را شیرح داده و بیرای ییک لینیک سیاده دو درجیه آزادی  گسسیتهقیالانتمیاتریسروشادامه 

و بییا نتییایج  سیینج سیینجیدهکمییک حسییگر شییتابتجربییی را بییه گیرنیید. نتییایجبکییار مییی دو فنییر

ریکییاتی را انتقییالمییاتریسروش 7318هییورنر و پیلکییی در . [4]نماینییدهییای خییود مقایسییه میییروش

 .]5[ای ارائه کردندسازهیاعضاجدید برای تحلیلعنوان یک روشبه
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مییورد  زیییاد،شییکلتیییر بییا تغییییرپاسیی تحلیییلجهییت نیییز هییای اخیییرانتقییال در سییالمییاتریسروش

 ریکییاتیانتقییالمییاتریسروش  2221سییالو همکییاران وی در  بییین هیییکنکییاش قییرار گرفتییه اسییت. 

در ادامیه . ]6[نمودنیدزییاد اسیتفاده شیکلالاسیتیک بیا تغیییرتییرسیازی دینیامیکیشبیه منظوررا به

سییازی کابییل یییک سییازی و شییبیهاز اییین روش بییرای مییدل 2272سییالو همکییاران او در  وانیی 

 هیای عیددیگسسیته، نیازمنید بیه روشانتقیالمیاتریسروش. ]1[کیم زیرآبیی بهیره گرفتنیدیدک

     ،تتییا ، ویلسییون اویلییر_فییاکساز روشییهای  هییورنر و پیلکیییگیییری اسییت. بییدین منظییور انتگییرال در

گسسیییته را                انتقیییالمیییاتریسضیییرایب تفاده کیییرده و توانسیییتندو هوبولیییت اسییی بتیییا نیومیییارک

اسییت کییه شییدهگیییری جدیییدتری ارائییهای انتگییرالهییهییای اخیییر روشدر سییال. ]5[نییدارائییه نمای

و همکیارانم بیا  یزاگسسیته بهیره جسیت. انتقیالمیاتریستوان از آنهیا جهیت اسیتفاده در روشمی

هییای خطییی و غیرخطییی سیسییتمروشییی جدییید جهییت تحلیییل بییه نیومییارک، تغییراتییی در روش

ه روش فیوق نسیبت بیه روش روشیی نسیبتا سیاده ارائیه نمیود و نشیان داد کی زو .]8,3[ندیافتدست

هییییای روش رضییییایی و صییییفرزادهدر ادامییییه . ]72[ای کمتییییری داردنیومییییارک خطییییای دوره

انتقییال مییاتریسروش .]77[آمدنییدروشییی جدییید نائییل نمییوده، بییها ترکیییبرگیییری ضییمنی انتگییرال

اییین . سییازی پارامترهییای مختلفییی اسییتشییکل زیییاد در تیییر، نیازمنیید خطیییتغییییربییرای بررسییی

 گردد.خطا در نتایج میچشمگیرمسازی در برخی موارد موجب افزایخطی

 روش تحقیق  -1-3

 عددیگیری های مختلف انتگرالبررسی روش -

گیییری عییددی مناسییب جهییت اسییتفاده در روش مییاتریس هییای انتگییرالانتخییاب روش -

 انتقال

 سازی در روش ماتریس انتقالبررسی منشأ خطای خطی -

 های غیرخطی ماتریس انتقالسازی ترمانتخاب روش تقریبی مناسب برای خطی -
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 تحقیق اهداف -1-4

اسییتفاده در روش مییاتریس گیییری عییددی مناسییب جهییت هییای انتگییرالانتخییاب روش -

 انتقال

 های غیرخطی ماتریس انتقالسازی ترمانتخاب تقریب مناسب جهت خطی -

 نوآوری  -1-5

هییای غیرخطییی ظاهرشییده در اثییر سییازی تییرمروش عییددی مناسییب جهییت خطییی یارائییه -

 لییرشکل بزر  در روش ماتریس انتقاتغ

 

 

 

 

 

 

 



   1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتقالماتریس  روش : فصل دوم 
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 7بردار حالت -2-1

در یک نقطه از سیستم حالت بردار .آزادی ساده جرم و فنری را درنظر بگیرید درجه دو سیستم

 در بالا و نیرو در پایینباید باشد. جابجایی می واردهجابجایی و نیرویشاملستونی بردارالاستیک یک 

شکل توان بهفنر بردار حالت را می جرم ویساده یک سیستم در مورد قرار گیرد. برای مثال ستون

X

f

 
 
 
محور و مقدار  یزاویهمقدار که با  یک دیسکجرم و بدوندر سیستم دارای یک محور    یا نوشت 

 ،بردار حالت ،گرددتوصیف می    گشتاور وارده
T

 
 
 

 خواهد بود.

 و نیز عوامل نیرو  ،و شیب،انحرافجابجاییدریک تیرمستقیم عوامل ترپاس  صحیحبرای داشتن 

شکل در نتیجه بردار حالت به .در بردار حالت ظاهر می گردند Vنیروی برشی  و M مومنتومشامل 

M

V





 
 
 
 
 
 

 آید.در می 

 ماتریس انتقالآشنایی با  -2-2

 ماتریس روش ،بردارهای حالت تعیینپس از  ،مکانیکی معمولهای سیستماز  ایگسترده یدسته در 

تعدادی به، زیرشکل مانند تیری بهمکانیکی  سیستم ،این روشدر . سازی استپیاده قابل        انتقال

 :دگردتقسیم میکه هر کدام لینک صلب درنظر گرفته می شوند با اتصال فنری پیچشی،  المان

 
 ای از جرم و فنرنمودن لینک به مجموعهتقسیم (:7-2شکل)

                                                
7- State vector 
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در بین  شدهسختی پیچشی هر لینک را که در حقیقت لینکی غیرصلب است، به فنرپیچشی فرض

 .شوندها را صلب در نظر گرفته میلینک با این فرض و ها واگذار شدهلینک

 : است ر سختی پیچشی برابراول مقدا برای المان

(2-7) 
1

8

9

EI
k

l


 
 و برای المان دوم و پس از آن :

(2-2) 
2

48 72
   

42 71

n

n EI
k

n l

EI
k

l








 

 

ها               المان خطی که حرکتمدل برخلاف نتیجه ها زیاد بوده و درالمانی زاویه غیرخطی تغییردر مدل

ا یک دوران دو بعدی خواهد هالمان دوران شکل است، در اینجابعدی در جهت تغییر یک حرکت تک

  ای مدل غیرخطی قابل مشاهده است:بر نمایی از المان صلب (2-2)در شکل  بود.

 
 مرکز جرم: موقعیت  (2-2شکل)

 ز جرم خواهد شد:موقعیت مرک (2-2با استفاده از شکل ) مان،مرکز جرم در وسط ال با فرض قرارگیری

(2-9) cos
2

c i

l
x x    

(2-4) sin
2

c i

l
y y     
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 :آیددست میز جرم بدین شکل بهشتاب در مرکرابطه  ،گیریمشتق با

 

(2-5) 2sin cos
2 2

c i

l l
x x      

 

(2-6) 2cos sin
2 2

c i

l l
y y      

 
 

 ام نمایم داده شده است:iنیروها و گشتاورهای وارد بر المان ( 9-2در شکل )

 
 امiالمان: دیاگرام آزاد  (9-2شکل)

و  xر جهت انون دوم نیوتن معادله  نیرو را داستفاده از ق مرکز جرم میتوان با ایزاویه با تعیین شتاب

y نوشت: 

(2-1) 
1i i cN N mx    

(2-8) 
1i i cV V my    

 عبارت زیر را برای گشتاور نوشت: توان، میi+1 گیری حول نقطههمچنین با گشتاور

(2-3) 
1 sin cos sin cos

2 2
i i i i c c

l l
M M N l Vl I mx my          

 

 :گردندگذاری میجایوابط نیرو و گشتاور در ردست آمده برای شتاب های بهرتحال عبا

 

(2-72) 2

1 ( sin cos )
2 2

i i i

l l
N N m x        

 

(2-77) 2

1 ( cos sin
2 2

i i i

l l
V V m y        
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(2-72) 

2

1

2

sin cos sin ( sin cos )
2 2 2

          cos ( cos sin )
2 2 2

i i i i i

i

l l l
M M N l Vl I m x

l l l
m y

       

    

       

  

 

  

آمد، دستبه i+1و i ی متوالینقطه دو بین نیرو و گشتاور بین ، رابطههاهاین معادل استفاده از با اگرچه

�̈�𝑖  ،�̈�  ،�̇�2  ،cosهایی مانند اما وجود عبارت 𝜃 ..نماید.اختلال ایجاد می وش. در استفاده از رو  

نیاز خطی باشد. پس  ایرابطهباید ن سطرهای بردارحالت ی بیرابطهکلاسیک انتقال  ماتریس روش در

 د.نگردسازی خطیمذکور هایعددی، عبارت هایاستفاده از روابط موجود در روش باکه  تاس

 های عددیو روش خطی سازی -2-3

     انتقال را موجود در ماتریس دوم عوامل توان مشتق اول وگسسته میانتقالماتریسبا استفاده از روش

 نمایم داد. صورت تابعی از خود عاملبهو شکل خطی به

 : زیر مفروضندروابط رای این منظورب 

(2-79) 

   

   

   

   

   

   

i i

i i

i i

i i

i i

i i

t E t F

t C t D

x t Hx t G

x t Rx t S

y t Py t Q

y t wy t Y

 

 

 

 

 

 

 

   
 

با استفاده  𝑡𝑖انتقال، توابع مثلثاتی را در زمان وجود توابع مثلثاتی در ماتریسکلمشکردن برای برطرف

نقم  𝑡𝑖. در این حالت توابع مثلثاتی در زمان شوندنمایم داده می 𝑡𝑖−1زمان تیلور، بر حسباز بسط

 گیرند. انتقال قرار میماتریس نهایی در ستونابت را داشته و بنابراین عدد ث یک

 د:نشوصورت زیر نمایم داده میبه توابع مثلثاتی 

(2-74) 
     

     

2

2

sin sin

cos cos

i i

i i

t t T s T

t t T c T
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 :که در آنها

(2-75) 
         

       

2
2

1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 1
sin 1 cos

2 2

1 1
cos 1 sin

2 2

i i i i i

i i i i

s t t T t t T t T

c t t T t T t T

    

   

    

   

   
           

   

 
         

   
 

ی زیر رابطهاز  نیز سازی این عبارت. برای خطیاست �̇�2شود، می اختلال دیگری که موجب عبارت

 :شودکمک گرفته می

(2- 76)                     2

1 1 1 1 1 1i i i i i i i i ia t b t a t b t a t b t a t b t a t b t T           

)که )a t  و( )b t  .دو تابع دلخواه هستند 

 شکل زیر نمایم داد:را به �̇�2توان با استفاده از رابطه بالا می 

(2-71)            2 2 2 2

1 1 12i i i i i it t t t t T A t B              

(2-78) ( ) ( ) i it C D    

 
نمایم داد. همچنین با توجه  �̇�تابعی خطی از شکلتوان بهرا می �̇�2بالا  یبنابراین با استفاده از رابطه

 توان نوشت:می �̇�ی در نظرگرفته شده برایبه رابطه

(2-73)      2

i it AC t AD B     

 توان نوشت:طولی میبرای نیروی شوند.سازی میخطیمعادلات گیری از روابط بیان شده، حال با بهره

(2-22)    1 [ ]
2 2

i i i i i

l l
N N m Hx G s E F c AC AD B 

 
        

 
 

 سازی:با ساده 

(2-27)    1
2 2 2 2

i i i i

l l l l
N mH x m sE m cAC N m sF m c AD B mG
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 مشابه: عرضی نیز بطوربرای نیرویهمچنین 

(2-22)    1
2 2 2 2

i i i i

l l l l
V mP y m cE m sAC V m cF m s AD B mQ

   
          

     

 :خواهد شد خمشیو برای گشتاور

(2-29) 
   

   

1

2 2
2 2 2 2

2 2

           
2 4 2 4

i i i i i i

i

l l
M m sH x m cP y M ls N lc V

l l l l
IF m sG m F s c m cQ IE m E s c 



   
           
   

   
        

   

 

 

 صورت زیر نمایم داد:حالت را بهبردار توانبرای مدل غیرخطی می

(2-24)  , , , , , ,1
T

Z x y M N V
 

         را  i+1و  iیبین دو نقطه ،بین نیرو و جابجایی یشود رابطهمی دست آمده،ط بهبااستفاده از رواب

 :نوشت زیر یهصورت رابطبه

(2-25) 
1

1

1

i i

i i

i i

x x lc

y y ls

 







 

 

  

(2-26) 
 

     

2
2 2

1

2
2 2

2 2 4

2 4 2

i i i i

i i i

l l l
M m sH x m cP y IE m E s c

l l l
M ls N lc V IF m sG m F s c m cQ



    
         
     

 
          

   

(2-21)    1
2 2 2 2

i i i i

l l l l
N mH x m sE m cAC N m sF m c AD B mG

   
           

     

(2-28)    1
2 2 2 2

i i i i

l l l l
V mP y m cE m sAC V m cF m s AD B mQ
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 آید:دست میشکل زیر بهبه نهایی بالا ماتریس انتقال یکه با توجه به رابطه

 

(2-23) 
43 47

53 57

63 67

1

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

1
2 2

0 0 1 0

0 0 0 1
1 1

0 0 0 0 0 0 1i i

x x
ls

y y

l l
M Mm sH m cP u ls lc u

N N
mH u u

V V
mP u u

 



 
    
    
    
    
           
        
    
       

 

 

 

 باشند:آن بدین ترتیب می که ضرایب

(2-92) 

 

 

2
2 2

43

2
2 2

47

53

4

2 4 2

2 2

l
u IE m E s c

l l l
u IF m sG m F s c m cQ

l l
u m sE m cAC

  

    

 
 

(2-97) 

 

 

57

63

67

2 2

2 2

2 2

l l
u m sF m c AD B mG

l l
u m cE m sAC

l l
u m cF m s AD B mQ

   

 

   
 

 

بین نیرو و        یتوان رابطهمی ،کافی زیاد باشد یهای صلب به اندازهبرای فنر، در صورتی که تعداد المان

 صورت زیر نمایم داد:بهرا  i+1و  iی بین دو نقطه یزاویه

(2-92) 
1 1 1 1

1 1

,   ,   ,   

1
,   

i i i i i i i i

i i i i i

i

x x y y M M N N

V V M
k
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 آید:صورت زیر حاصل میو در نهایت ماتریس انتقال فنر به

 

(2-99) 

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1
0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

i

TSD

k
U

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

        حالت ماتریس انتقال شود، در این وارد می F(t)شود درانتهای تیر نیروی عمودی در صورتی که فرض

 :شددخواهای تیر در انتهn گاه تیر و نقطهدر تکیه دو نقطه یکبین 

(2-94) 
1 1 1 1... 

n n n nn m sd m sd m sdZ U U U U U U U Z  
  

ماتریس  𝑈𝑠𝑑ماتریس انتقال نیروی خارجی و  𝑈𝜏انتقال المان صلب،  ماتریس 𝑈𝑚بالا  که در عبارت

انی (گیردار موتور دورگاه ) و یا تکیهگاه تیرباشد. در صورتی که تکیهانتقال فنر پیچشی می

عمودی در انتهای تیر صفر  گرفته شود، در این حالت گشتاور خمشی، نیروی طولی و نیرویدرنظر

 . خواهد بود

ه صورت رابطن شرایط مرزی بهگاه برابر با صفر بوده و بنابرایاز سوی دیگر جابجایی و شیب در تکیه

 آید:دست میبه( 2-94)

(2-95) 

11 12 13 14 15 16 17

21 22 23 24 25 26 27

31 32 33 34 35 36 37

41 42 43 44 45 46 47

51 52 53 54 55 56 57

61 62 63 64 65 66 67

1

0

0

0

0

0

0

1 0 0 0 0 0 0 1 1


    
    
    
    
   

   
   
   
   
   
    i

x u u u u u u u

y u u u u u u u

u u u u u u u

u u u u u u u M

u u u u u u u N

u u u u u u u V








 
 
 
 
 
 

i
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14 1 15 1 16 1 17

24 1 25 1 26 1 27

34 1 35 1 36 1 37

44 1 45 1 46 1 47

54 1 55 1 56 1 57

64 1 65 1 66 1 67

         

         

         

                             

n

n

n

x u M u N u V u

y u M u N u V u

u M u N u V u

u M u N u V u

u M u N u V u

u M u N u V u



     

     

     

   

   

   

           1=1

  

 
دست گاه بدین ترتیب بهدر پایان جابجایی و شیب انتهای تیر و گشتاور خمشی و نیرو در تکیه

 آیند:می

 
1

1714 15 16

2724 25 26

3734 35 36

44 45 46 471

54 55 56 571

64 65 661 67

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n

n

ux u u u

uy u u u

uu u u

u u u uM

u u u uN

u u uV u




    
          
     

     
    
     
    
       

 

 

 

 اند:بررسی گردیده و   در این پایان نامه نتایج براسا  بردار حالتی شامل

 
 فنرپیچشی و ممان اینرسی : سیستم یک درجه آزادی شامل جرم، (4-2)شکل

 

، ا فنر پیچشی به پایه متصل استشامل یک لینک که ب (4-2)مانند شکل هر جزد سیستم 

 .شودگرفته میدرنظر
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 ی سیستم یک درجه آزادیشکل گسترش یافته:  (5-2شکل )

 :کلی تعادلی معادله

(2-96) I C K        

 در فنر:گشتاورها تعادل  یمعادلهو 

(2-91) 
0 1   

(2-98) 
0 1 0( )k     

(2-93) 0
1 0

k


  

 
 

 :نوشته شوند، خواهند شد به شکل ماتریسی (93-2( و )98-2)هایمعادلهگر ا

(2-42) 01

01

1
1

0 1

k




 
            

 

 

(2-47) 
1

1

0 1
su k

 
 
 
 

 

Uکه
s

 باشد. می یک یصفر به نقطه یماتریس انتقال فنر است که بردار حالت انتقال از نقطه 

 توان نوشت:ای قسمت دوم سیستم میبر پس .گرددصلب منظور می ین یک بدنهعنوابه لینک

(2-42) 
1 2   

(2-49) 
2 1 1I     

 

1

  

2

  

0
  

 

1  
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 بااستفاده از تبدیل لاپلا :

(2-44) 2

2 1 1Is     

(2-45) 2

2 1 1Is     
 خواهد شد:قرار زیربه (45-2)و ( 42-2های)تریسی معادلهنمایم ما 

(2-46) 2 1

2

2 1

1 0

1Is

 

 

    
    
    

 

(2-41) 
2

1 0

1
U

m Is

 
  
 

 

Uکه
m

 ماتریس انتقال جرم است. 

 :   𝜏1و  𝜃1قرار دادن 

(2-48) 02

2

02

1
1 0 1

1
0 1

k
Is





 
                 

   

(2-43) 02

2
022

1
1

1

k

Is
Is

k





 
    

     
        

 :یک پاس  آزاد سیستم کردنصورت منظوردر

(2-52) 
0 0    

(2-57) 
2 0    

 در نتیجه:

(2-52) 2

2
02

1
1

0

0
1

k

Is
Is

k





 
    

     
        

 دهد:ستون اول آن نتیجه میکه 

(2-59) 0
2

k
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 و ستون دوم:

(2-54) 
2

01 0
Is

k


 
  

   
 :( 54-2س  غیر بدیهی معادله )پا

(2-55) 
2

1 0
Is

k

 
  

   
 قسمت موهومی پاس  همان فرکانس طبیعی است.

(2-56) k
s j

I
 

 

2در حالت پاس  اجباری سیستم که در آن 0T    0و 0  شکل زیر به ( 48-2) یمعادله

 آید:درمی

(2-51) 2

2
02

1
1

0

1

k

T Is
Is

k





 
    

     
      

 

 :شودمیبنابراین نتیجه 

(2-58) 0
2

I

k
   

(2-53) 
2

01
Is

T
k


 

  
 

 

 آید :دست میبا تقسیم این دو برهم تابع انتقال سیستم به

(2-62) 2

2

1

T Is k

  
  

 
 

است ، اما در  یسیستم رسیدن به تابع انتقال در چنینتری برای اگرچه تبدیل لاپلا  راه آسان

 کند. دی میهای پیچیده این روش کمک زیاسیستم
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 : ستمی دو درجه آزادی مفروض استسی

 
 خارجی گشتاورهای با دمپر و فنر جرم، شامل آزادی درجه دو سیستم یک : (6-2) شکل

 

                

 

 

 

 

  

 

 سیستم دو درجه آزادی ییافته: شکل گسترش (1-2شکل)

 شوند:از آنجا که فنر و دمپر بدون جرم فرض می

(2-67) 
0 1   

(2-62)  1 1 1 0 1 1 0( )k c       
 

 

 بااستفاده از تبدیل لاپلا : 

(2-69)  1 1 1 0 1 1 0( )k c s       
 

 

  

   
   

         

   

 

1
  

0
  

 

1  

3
  

4
  2

  

 

3  

  

 

 

2
  

1m  

2m  

1K
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 :شودحل شود نتیجه می 1برای  اگر این معادله 

(2-64) 1
1 0

1 1k c s


  

  
 :( 64-2و ) (67-2) هایمجموع معادله

(2-65) 01

1 1

1 0

1
1

0 1

k c s


 

 
         

       

(2-66) 1 1
1 1

1
1

0 1

k c sU
s d

 
 
 
  

 

 

1 1

U
s d

صلب در نظرگرفته  𝑚1جرم باشد. در قسمت دوم می𝑑1 و دمپر 𝑠1 ماتریس انتقال فنر  

 :شود پسمی

(2-61) 
1 2   

(2-68) 
2 1 1 1I     

 تبدیل لاپلا  آن: 

(2-63) 2

2 1 1 1I s     

(2-12) 2

2 1 1 1I s     

 :در شکل ماتریسی (12-2( و )61-2های)حال معادله

(2-17) 2 1

2

12 1

1 0

1I s

 

 

    
    
    

 

(2-12) 
1 2

1

1 0

1
mU

I s

 
  
 

 

1

U
m

 است. 1mماتریس انتقال جرم

توانند قال الحاقی میهای انت، ماتریس اعمال نگردیده باشد گامی که نیروی خارجی در آخرین المانهن

 ایفا نمایند.  روش ماتریس انتقال هایها را در ماتریس، ممنتوم و جابجاییوارده نقم گشتاورهای
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های افزوده گردد. همه درایه معنای دیگر یک سطر و یک ستون باید به ماتریس انتقال افزودهبه

 گیرد.ین درایه روی قطر اصلی که مقداری برابر یک میباشند غیر از آخرمیصفر

 گردد:یک ماتریس انتقال الحاقی جرم به شکل زیر تشکیل می

(2-19) 2

1 0 0

1 0

0 0 1

mU Is

 
 
 
  

 

 دمپر: -س انتقال الحاقی برای فنرو نیز یک ماتری

(2-14) 

1
1 0

0 1 0

0 0 1

k cs

U
sd

 
 
 

  
 
 
 

 

 و ماتریس انتقال الحاقی نیرو:

(2-15) 
1 0 0

0 1

0 0 1

U T


 
  
 
    

 شکل زیر باشد:ردار حالت باید بههای الحاقی بهنگام استفاده از ماتریس

(2-16) 

1

Z





 
 
 
    

 اجزاد قابل نوشتن است. یهای الحاقی برای همهحالا ماتریس

 

 دمپر اول: _دمپر برای فنر_ماتریس انتقال الحاقی فنر

(2-11) 
1 1

1 1

1
1 0

0 1 0

0 0 1

s d

k c s

U
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  خواهد شد: 𝑚1 ماتریس انتقال الحاقی جرمی برای و 

(2-18) 2

1
1

1 0 0

1 0

0 0 1

U I s
m

 
 
 
  

 

 

 شود:نیز می1برای  ماتریس انتقال الحاقی گشتاور

(2-13) 1
1

1 0 0

0 1

0 0 1

U T


 
  
 
    

  دمپر دوم: -برای فنردمپر  -ماتریس انتقال الحاقی فنرو 

(2-82) 
2 2

2 2

1
1 0

0 1 0

0 0 1

s d

k c s

U

 
 
 

  
 
 
    

 :نیز  𝑚2برای و 

(2-87) 2

2
2

1 0 0

1 0

0 0 1

U I s
m

 
 
 
  

 

 های انتقال قابل محاسبه است.ریسمات یسیستم با ضرب همهکل اینک ماتریس انتقال 

2با فرض  0  : 

(2-82) 
2 2 2 1 1 1 1sys m s d m s dU U U U U U

 

 ردار حالت پایه:بشکل 

(2-89) 

1

base

base baseZ
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 و بردار حالت نهایی:

(2-84) 

1

end

end endZ





 
 

  
    

 با اعمال شرایط مرزی:

(2-85) 0end   

(2-86) 0base   
 آیند:و نهایی به شکل زیر در می بردارهای حالت پایه

(2-81) 
0

1

Z
base base



 
 

  
 
  

 

(2-88) 0

1

end

endZ

 
 

  
    

Uبا در اختیار داشتن 
sys

 :داریم 

(2-83) end sys baseZ U Z  
 

U
sys

 :را می توان اینگونه نوشت

(2-32) 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

U U U

U U U U
sys

U U U

 
 
 
    

 :(83-2) یدر معادله  𝑈𝑠𝑦𝑠و   𝑧𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑍𝑒𝑛𝑑 ،با جایگزاری

(2-37) 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

0

1 1

U U Uend

U U U
base

U U U
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end وbase (:37-2) ی. از خط دوم معادلهمجهولند 

(2-32) 
22 23 0baseU U    

(2-39) 23

22

base

U

U



  

 شود:بردار حالت پایه می

(2-34) 23

22

0

1

base

U
Z

U

 
 
 
 
 
   

 
بیردار  عنیوان مثیال، بردار حالیت هیر نقطیه در سیسیتم قابیل محاسیبه اسیت. بیه 𝑧𝑏𝑎𝑠𝑒با دانستن 

 شود:می دو یحالت برای نقطه

(2-35) 
1 1 1 12 m m s d baseZ Z U U Z 

 
 :سه یبردار حالت نقطههمچنین 

 

(2-36) 
2 2 1 1 13 s d m s d baseZ U U U Z

 

1دسیییت آوردن تیییابع انتقیییالبیییرای بیییه تیییوانرا میییی( 34-2( و )88-2)هیییایمعادلیییه


2و  


        

 نمود.استفاده  

 آید:می دستبه (34-2) یاز معادله 

(2-31) 
1 1 1

2 23
1 1

22

1
1 0 0

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 11
1

k c s
U

I s
U





 
                               
   

 

 

 



26 

 

1، (31-2) یاز معادله


 گردد با:برابر می  

(2-38) 
2

1 2 2 2I s c s k

T P

  
  

 نیز: (34-2) یاز معادلهو 

(2-33) 2 2 2c Ts Tk

T P

 
  

 در آن برابر است با :  Pکه 

       4 3 2

1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2I I s c I c I c I s k I k I k I c c s k c k c s k k         =P  

 آزادی یدرجه قابل اعتماد نیست اما با افزایم این روش ،آزادی کم یهایی با درجهسیستمبرای 

 تر باشد.تواند بسیار آسانمیهای انتقال به ماتریس یابیازی و دستسمدل ،سیستم

تواند این روش تنها می دارد. ییهامحدودیت روش ماتریس انتقال، شد گفته نزایا پیم که همانگونه

 در قلمرو فرکانسی است.نیز کند و خروجی آن مدلهای خطی را سیستم

روش ماتریس با ترکیب ید. آمیکمک به هابرای غلبه بر این محدودیت گیری عددیدر اینجا انتگرال

قابل تحلیل ی و یا با خروجی در قلمرو زمان، های غیرخطگیری عددی، سیستمو روش انتگرالانتقال 

 خواهند بود.

 گردد.معرفی می روش ماتریس انتقال گسسته،، بعد این روش ترکیبی فصلدر 
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 فصل سوم : روش ماتریس انتقال گسسته
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گیری نتقال کلاسیک و روش انتگرالماتریس ا هایروشترکیب گفته شد همانطور که پیم از این 

ی را داراست. مرتبهروش مزایای هر دو عددی  به روش ماتریس انتقال گسسته شناخته شده که 

ت محاسبابه موجب آن  کم است و، روش کلاسیکمانند  روش ماتریس انتقال گسسته  ها در ماتریس

های اند سیستمتومیروش ماتریس انتقال گسسته  . اضافه بر آنتر استپاس  سریع رسیدن به کمتر و

 و خروجی آن در قلمرو زمان بوده که قابل استفاده در روش نمایدسازی غیرخطی را نیز مدل

ارث  از روش عددی بهرا های زمانی حساسیت به گام ،این روش حالگیری عددی است. با اینانتگرال

ر خروجی داشته باشند. ای انتخاب شوند که کمترین اثر را دگونهبه    های زمانیگام. باید است دهبر

 اند.ی با این روش توضیح داده شدههای یک و دو درجه آزادتمسیس های آتیبخم در

 روش ماتریس انتقال گسسته برای یک سیستم یک درجه آزادی -3-1

اسییت. در  حالییت معمییول آنماننیید  دقیقییاً روش مییاتریس انتقییال گسسییتهحالییت در بییردار 

  .وارده تشکیل شده است مقدار گشتاورو  دوران حالت بر پایه دو عاملبردار های آیندهلمثا

قابل مشاهده  ی پنهانی پیچشی و دمپریک درجه آزادی شامل جرم، فنر یسیستم (7-9)در شکل 

سه گره  در آن شود. همچنینتقسیم می گشتاوردمپر ، جرم و  -قسمت فنر سهاین سیستم به  است.

0 1و  2و برای فنر  تعریف شده است.برای جرم 

 
 : لینک یک درجه آزادی با فنر پیچشی (7-9شکل)

 

،         گییییری عیییددیهیییای انتگیییرالبیییا روشکلاسییییک روش میییاتریس انتقیییال  پیییس از ترکییییب 

 . ی تعریف شدندبر اسا  جابجای ایزاویهسرعت و شتاب های عبارت
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هیای خطیی را محیدود بیه سیسیتم میاتریس انتقیالبه تبیدیل لاپلیا  کیه روش  در این رویه دیگر 

 . نیازی نیستنمود، می

 :شوندزیرتعریف میشکل به را سازیمعادله خطی 

(9-7) ( ) ( ) ( ) ( )n i n i n i n it A t t B t    

(9-2) ( ) ( ) ( ) ( )n i n i n i n it D t t E t    

انید. همانگونیه کیه در گذشیته بییان براسیا  جابجیایی نوشیته شیده هسیتند و معادلات خطییاین 

 گردد.یک سیستم به تعدادی زیرسیستم تقسیم می، روش ماتریس انتقالشد در 

 نامیده 8جایگاههر زیرسیستم یک  دمپر مدل شود.-فنر-تواند به یک سیستم جرمرسیستم میهر زی

 بیانگر شماره زیرسیستم در ترتیب آنهاست.  nیسزیرنو شود.می

چون سیستم یک درجه آزادی است پس تنها یک جایگاه وجود دارد  (7-9در شکل) برای مثال 

nهمین ترتیب در سیستمی با دو درجه آزادی به  خواهد بود.یک برابر  مربو  به آنn   خواهد شد

پاس  سیستم  عنوان مثال اگربه دهنده ترتیب گام زمانی مرتبط است.شانن نیز iزیرنویس یک و دو و 

. اضافه براین گرددبه ترتیب از یک تا ده می i، ثانیه مطلوب باشد 7/2های طی یک ثانیه را با گام

 هستند. nm ایزاویه نیز بیانگر سرعت و شتاب nو  nخواهد بود.  ncو nm, nkام شامل nایستگاه 

nDnA,nB,  وnEعددی متفاوتند و باید گیری انتگرالمختلف  هایکه در روش ضرایبی هستند

 محاسبه گردند.

nA  که ضریبn ت استها ثاببرای همه گام است با معکو  مربع زمان رابطه دارد و مقدارش . 

 مساوی است با : ضریب در روش نیومارک عنوان مثال اینبه

(9-9) 
2

1
nA

T


  

                                                
10- Station 
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تیابعی از عوامیل کیار رفتیه باشید گییری عیددی بیهکه چیه روش انتگیرالبسته به اینnBضریب  اما

  های قبلی است.در همان گام زمانی یا گامای، زاویه، سرعت و شتاب  مختلف مثل دوران

nB ًبرابر است با  روش نیومارک در توان دو . مثلاً متناسب است با معکو  زمان به معمولا: 

(9-4)        2

1 1 12

1
0.5n i i iB x t Tx t T x t

T



  


        

nD  ضیریب کهn ( 2-9در معادلیه)  متناسیب بیوده و در تیوان دوم معکیو  گیام زمیانی اسیت بیا

 . گرددهرگام ثابت فرض می

nD:در روش نیومارک برابر است با 

(9-5) nD
T






  
 

 nE ( 2-9در معادلییه)  همچییون دوران ، سییرعت و شییتاب در همییان گییامتییابعی از عوامییل مختلییف 

 در روش نیومارک بتا برابر است با: این ضریب های زمانی قبلی است.یا گام

(9-6)        1 11n i i nE t T t    
       

β و م در هر گا. برای مثال اگر شتاب اندوابسته دقت و تغییر شتاب در هر گامبه  اند واعداد ثابتی

  شکل خطی تغییر نماید،زمانی به
1

6
   و

1

2
  شود که در آینده به آن خواهیم منظور می

 پرداخت.

  

  

 ( : گسترش یافته جرم وفنر سیستم یک درجه آزادی 1-2شکل)

 

1

  

2

  

0
  

 
1  

m  
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 گردد:دمپر نتیجه می -فنرها در مجموعه گشتاوراز تعادل 

(9-1) 
0 1   

 دست می آید که:ها در جرم نیز بهاز رابطه گشتاور

(9-8) 
2 1 1I     

 شود:جرم صلب فرض می المان از آنجا که

(9-3) 
2 1   

    (2-9( و )7-9هییای )معادلییه مییاتریس انتقییال هییایگیییری عییددی و روشبییرای ادغییام انتگییرال

 قرار داده شوند: (3-9( و )8-9)های بایست در معادله

(9-72)                   0 1 1 0 1 1 1 0 0 0i i i i i i i ik t t c D t t E t D t t E t               

براسا   که اگر
1  شود:نوشته 

(9-77) 
 
   

 
 

0 0 0 10
1

1 1 1

cD k c E E

cD k cD k cD k

 


 
  

    
 :آیندشکل ماتریسی در میا بهر (77-9( و )1-9) هایمعادله

(9-72) 

 
   

 
 

0 0 1

1 1 1 01

1 0

1

0 1 0

0 0 11 1

cD k c E E

cD k cD k cD k 

 

  
 

       
         
       

 
 

 

 

sdU  نقطییه یییک تعریییف بییه  صییفرمییاتریس انتقییال مجموعییه بییا بردارهییای حالییت انتقییال از نقطییه

 :گرددمی

(9-79) 

 
   

 
 

0 0 1

1 1 1

1

0 1 0

0 0 1

sd

cD k c E E

cD k cD k cD k

U

  
 

   
 
 
 
 
   

 .شوندصفر می 0E و 0Dموجود است پس  ستم یک درجه آزادی تنها یک وضعیتسی از آنجا که در
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 :گرددافزوده می (8-9)ه معادله بm ماتریس انتقال جرم دست آوردنبرای به (7-9) معادله

(9-74)      2 1 1 1i n i iI A t t B t        

 آید:دست میاز آن به 2که 

(9-75)      2 1 1 1i n i iIA t t IB t      

 :شوندمیشکل ماتریسی را به (75-9و ) (3-9)های معادله بنابراین

(9-76) 
2 1

2 1 1 1

1 0 0

1

0 0 11 1

IA IB

 

 

    
    
    
        

 

 𝑈𝑚گردددو تعریف میبه  یکماتریس انتقال جرمی از بردارهای حالت انتقال از نقطه  این روش، در : 

(9-71) 
1 1

1 0 0

1

0 0 1

mU IA IB

 
 
 
  

 

 است: قبل آنروش مانند  ،ماتریس انتقال گسستهکه برای   Uهمچنین ماتریس 

(9-78) 
1 0 0

0 1

0 0 1

U T

 
  
 
    

قابل محاسبه سیستم  ماتریس انتقال کل، گشتاور ، جرم ودمپر -نتقال فنرهای اماتریس با تعیین اینک

 است. 

غاز و به پایانی آ یاز نقطهاست   غیرگسستهها در این روش نیز مانند روش ماتریس روش جمع

 گردد :اولیه ختم می ینقطه

(9-73) sys m sdU U U U
 

 شود :بردار حالت پایه می

(9-22) 

1

base

base baseZ
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 و بردار حالت نهایی :

(9-27) 

1

end

end endZ





 
 

  
    

 :کردن شرایط مرزی زیربامنظور

(9-22) 0end  

(9-29) 0base  

 :خواهند شد یه و انتهاییبردارهای حالت پا 

(9-24) 

0

1

base baseZ 

 
 
 
    

(9-25) 0

1

end

endZ

 
 

  
    

 : 𝑈𝑠𝑦𝑠با معلوم بودن 

(9-26) end sys baseZ U Z
 

 :شکل زیر بازنویسی کردرا به  𝑈𝑠𝑦𝑠توان می

(9-21) 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

sys

U U U

U U U U

U U U

 
 
 
    

 :(26-9)یدر معادله 𝑈𝑠𝑦𝑠  و  𝑍𝑒𝑛𝑑  ،𝑍𝑏𝑎𝑠𝑒 منظور کردن با

(9-28) 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

0

1 1

end

base

U U U

U U U

U U U





     
          
           

end  وbase د.اخیر مجهول ان یدر سطر دوم معادله 

(9-23) 
22 23 0baseU U    
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 :بردار حالت پایه خواهد شد

(9-92) 23

22

0

1

base

U
Z

U

 
 
 
 
 
   

 بردار حالت هر نقطه در سیستم قابل محاسبه است .  𝑍𝑏𝑎𝑠𝑒 با تعیین

 :دو یبرای نقطهبردارحالت  

(9-97) 2 m f m sd baseZ Z U U U Z 
 

 :یک یبردار حالت نقطه و

(9-92) 
1 sd baseZ U Z  

ن جابجایی سیستم را در طول زمان توامی  0و  0یعنی شرایط ورودی  با دراختیار داشتنحالا 

 .دست آوردروجی در قلمرو زمان بهیک خ همراهبه

 هاو روشگیری عددی انتگرال -3-2

ی مناسب راه گیری عددیانتگرالنابراین روش بیشتر معادلات دیفرانسیل زمانی پاس  دقیقی ندارند ب

 و  3صریح گیری عددی وجود دارد:ع انتگرالاست. دو نو با دقت قابل قبول پاس  دست آوردنبرای به

 .72ضمنی

 روش صریح -3-2-1

1nروشی مستقیم است بدین معنی که   صریحروش


   با دراختیار داشتنn
شود.محاسبه می 

 :شودی زیر آورده میمثال ساده ،برای درک بهتر

(9-99)  ,f t   

                                                
 9   - Explicit 
10 - Implicit 
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یر بازنویسی ز شکلبه  (99-9) یشده و معادله  گام زمانی برابر باtگام ،  Nبا تقسم زمان به 

 د:گردمی

(9-94)  ,n n nf t   

 :n با استفاده از تعریف مشتق در گام زمانی 

(9-95) 1n n
n

t

 
  




 

 (:94-9) یبا منظور کردن آن در معادله

(9-96)  1 ,n n
n nf t

t

 
  


 

(9-91)  1 ,n n n ntf t      

پس 
1n   با داشتنn این بدین معناست که با داشتن شرایط ورودیقابل محاسبه است .و ، یک

 قابل محاسبه است. tپاس  با تقریب خوب در زمان 

 روش ضمنی -3-2-2

با  .مشتقِ بکاررفته است تعریف بازگشتی است که تفاوت آن با روش صریح در  یروش روش ضمنی

 :شکل زیر تعریف شودبه nفرض اینکه مشتق در گام 

(9-98) 1n n
n

t

 
 




 

 شود :پس نتیجه می

(9-93)  1 ,
n n f tn n

t

 


  


 

(9-42)  ,
1

tf tn n nn
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1nزیر برای ی ی یک واحد معادلهاندازهها بهبا افزایم زیرنویس  آید:دست میبه 

(9-47)  ,1 1 1tf tnn n n        

1n یپس برای محاسبه  باید حل گردد. (47-9) یدر هر گام معادله 

 

 ماتریس انتقال گسستهروش  گیری عددی درهای انتگرالوشر -3-3

 منظور استفاده در روش ماتریس انتقال گسسته بدین شرحند:        عددی به گیریروش انتگرال پنج 

 اویلر_ فاکس .7

 ویلسون تتا .2

 نیومارک بتا .9

 هوبولت  .4

  روش پیشنهادی .5

 ]72[اویلر _روش فاکس  -3-3-1

. در این روش، فرض  ترین مورد دانستتوان سادهکس اویلر را میروش فا های ارائه شدهر میان روشد

پایانی در گام زمانی  یبا شتاب نقطه برابردر طول هر گام زمانی است که nیعنی  شتاببر ثابت بودن 

شود. در این روش از بسط تیلور استفاده شده است. با فرض ثبات شتاب، تنها تا فرض می مربوطه

 :بسط تیلور بدین قرار است د بود.نغیر صفر خواه هاعبارت این بسط،    سوم  یجمله

(9-42)        
2

1 1
2

 


  i i i i

T
t t T t t     

)بر اسا  معادله  )it شودمی: 

(9-49)        1 12

2
   


  i i i it t t T t

T
     

 شکل مطلوب درآورده شود:به (49-9) یاینک لازم است معادله

(9-44)         n i n i n i n it A t t B t   
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 :شودشکل زیر بازنویسی میبه (44-9)ی معادله بدین ترتیب 

(9-45)        1 12 2

2 2
i i it t t T t

iT T
    

     
 

و  nAدو ضریباز این معادله 
nB آینددست میبه برای روش ماتریس انتقال گسسته . 

ضرایب
nD  و

nE دورانی سرعت یمعادله (46-9) یشوند. معادلهسرعت ظاهر می یهنیز در معادل 

  :شتاب ثابت باشد است در حالتی که

(9-46)      1  i i it t T t    

 : (46-9( به )45-9)یبا افزودن معادله

(9-41)          1 1 1

2 2
      

 
  i i i i it t t T t t

T T
      

 :خطی شده سرعت  یمعادله

(9-48)         n i n i n i n it D t t E t   

 :شودنتیجه می (48-9( و )41-9های)با تطبیق معادله

(9-43)        1 1

2 2
i i i it t t t

T T
    

 
 
 

  
 

 

 خطی سازی در این روش خواهند شد: بر این اسا  ضرایب 

 ( : ضرایب روش فاکس اویلر7-9جدول )

2

2
T

  ( )n iA t   

2
[ ( ) ( )]1 12

t T ti i
T

    


  ( )n iB t   

2

T
  ( )n iD t   

1 1

2
[ ( ) ( )]  


i it t
T
    ( )n iE t   
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افیزار سیسیتم دو درجیه آزادی بییان شیده نمیودار حاصیل بیه کمیک نیرمبا مقادیر فرضی زیر برای 

 آید. این مقادیر برای هر پنج روش یکسانند.دست میمتلب به

 ( : مقادیر اعمال شده در نمونه 2-9جدول)

[5,5]  M(kg) جرم 

[20,20]  K(N/m) فنریت 

[5,5]  C(N/𝑚2) میرایی 

[0,1]  τ(N.M) گشتاور 

 
 اویلر-نمودار روش فاکس: ( 7-9) شکل
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 ]72[روش نیومارک بتا 3-3-2

 ایزاویه هایشتاب ،بتا_ در روش نیومارکتاب بود. در روش فاکس اویلر فرض بر ثابت بودن ش

 . طیخشکل دارند البته به اتیتغییر

توانند برای میبسط تیلور هستند که  سوم  یمرتبه یجمله در این روش ضرایب و  پارامترهای 

1iسری تیلور برای  پاس  بهتر تغییر نمایند. دریافت شودنوشته میی سوم  رتبهاین بار تا مشتق م: 

(9-52) 
         

       

2 3

1

2

1

2 6

2





 
    


   

i i i i i

i i i i

T T
t t T t t t

T
t t T t t

    

   

 

و گردندای ظاهر میترتیب در معادله براسا  دوران و سرعت زاویهبه: 

(9-57)            
2

3

1 2

T
t t T t t T ti i i ii

     


     


 

(9-52)          2
1

t t T t T ti i ii        


 

 :یرکندخطی تغیبطور ها بین گام با فرض اینکه شتاب

(9-59)  
   1t tii

ti
T

 







 

 :(52-9( و )57-9)های در معادله (59-9) یبا منظور کردن معادلهحال 

(9-54)            2 2
0.51 1t t T t T t T ti i ii i              

 

(9-55) ) ) ) )
1 1

( ( (1 ) ( (
 

     
i i i i

t t T t T t       
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 :آیندشکل زیر در میعت و شتاب بهسر برای محاسبه (55-9( و )54-9های )معادله

(9-56) 12
) ) )

1
( ( ( ( ( (

1 1 1
)( ( ) ( )) ) 1)

2


   
 

i ii i i
t t tt t

T T
   

  
 

(9-51) 1) ) )
1

( ( ( ( ( (
1

)( ( ) ( )) 1) 1)
2


    


i ii i i

t t T tt t
T

  
 

 
  

 

 قال گسسته:روش ماتریس انت بتا در_ برای استفاده از روش نیومارکدر ادامه 

(9-58) 2
1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) (0.5 ) ( ))

2 2 
      

 
i i i i i

t t t T t T t

T T

     

 
 

(9-53) 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [(1 ) ( ) ]       


i i i i
t t t T t B

T


     


 

 :آینددست میشرح زیر بهدر نهایت ضرایب در آن به

 : ضرایب روش نیومارک بتا( 9-9جدول)

2

2
T

  ( )n iA t   

2
[ ( ) ( ) (0.5 ) ( )]1 12

2
1

      



t T t T ti i

T
i

   


  ( )n iB t   

T




  ( )n iD t   

( ) [(1 ) ( ])
1 1

    
 

t T t Bni i
      ( )n iE t   

  و م قابل تغییرند. مانند موارد زیربر اسا  دقت مورد نیاز و پایداری سیست: 

7- 
1

, 0.5
6

   کند.شکل خطی تغیر میبدین معناست که شتاب در هر گام به 

2- 0, 0.5    در اییین حالییت شییتاب ثابییت و برابییر مقییدارش در نقطییه ابتییدایی هییر

 گام است.
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9- 
1

, 0.5
8

    کییه در آن شییتاب ثابییت و برابییر مقییدارش در ابتییدای گییام و وسییط

1بازه زمیانی 
( ( ) : )

2i

T
t t ti i




  کنید بیه شیتاب نقطیه پاییانی و سیپس تغیییر میی

( ( ) : )1 1
2

T
t t tii i


   

4- 
1

, 0.5
4

   سییت بییا شییود و برابییر ابییدین معناسییت کییه شییتاب ثابییت فییرض مییی

میانگین شتاب در نقا  ابتدا و انتها گام یعنی
( ) ( )1( )

2

t tii . 

میییاتریس  روشبتیییا در  _روش نیومیییارک یسیسیییتم دو درجیییه آزادی بیییر پاییییه هیییایپاسییی  

ولییی  در مقایسییه بایکییدیگر بسیییار بییه هییم نزدیکنیید. βبییا مقییادیر مختلییف گسسییته  انتقییال

 شود.از دقت آنها کاسته می ، کمیترهای پیچیدهدرسیستم

 
 : نمودار روش نیومارک بتا (2-9شکل)
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 ]72[روش ویلسون تتا -3-3-3

در ایین تعرییف گردییده اسیت.  زمیان نسیبت بیهبر اسا  تغیییرات خطیی شیتاب  روش ویلسون تتا

تییا  tشییکل زیییر تغییییر خطییی شییتاب را از زمییان ده اسییت. دیگییر از بسییط تیلییور اسییتفاده نشیی روش

t T  1وقتی که دهدنشان می: 

 

 : تعریف شتاب در روش ویلسون تتا(9-9شکل)

tتا  tن از زما T : 

(9-62) ( )t T t t T t
T




   


    

  

 جابجایی سیستم قابل استخراج است:گیری از این معادله سرعت و با انتگرال

(9-67) 
2

( )
2

t t t tt TT


      

     
 

(9-62) 
3

1 2
( )

2 6

T
t t t t tt TT
        

      
 

Tبا قرار دادن    :  

(9-69) ( )
2

T
t tt T t T


    


  

     

(9-64) 
2 2

(2 )
6

T
Tt t tt T t T


      


    

     

 

 

t 

 

t t  

 

t t
   

 
t  

t t t t  
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 :خواهد شد یبا مرتب سازکه  

(9-65) 6 6 6
2

2 2 2 2 t tt T t T tTT T
       

        
 

(9-66) 3 3
2

2

T
t t tt T t TT T


      


   

    
 

 آیند:دست میبدین ترتیب ضرایب این روش به

 : ضرایب روش ویلسون تتا( 4-9جدول )

2

2

T

  ( )n iA t   

2

2

6 ( )
[ ( ) ( ) ( )]1 1 1

( ) 3


     



T
t T t ti i i

T


   


  ( )n iB t   

3

T
  ( )n iD t   

2
3 2

[ ( ) ( ) ( ]1 1
3 3

( )
)

1


   







T
t t ti i

T

T

i


  




  ( )n iE t   

1هنگامی که   است، روش ویلسون تتا برابر با روش نیومارک بتا در حالت
1

6
  0.5و  است 

. 
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 روش ویلسون تتانمودار : ( 4-9شکل)

 ]72[روش هوبولت -3-3-4

نیاز است. معادلات زیر مورددوگام قبلی در آن  مقدار دوران ضمنی است کهروش هوبولت  یک روش 

 اند:از سری تیلور گرفته شده

(9-61) 
2 3

2 6

T T
Tt t T t T t T t T    

 
        

(9-68)  
32 2(2 )

2
2 6

TT
Tt T t T t T t T t T    


          

(9-63)    
2 3

3 3
32 2 6

T T
Tt T t T t T t Tt T    
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 : ، خواهیم داشت(63-9( تا )61-9رعت و شتاب از معادلات )های سعبارت کردنبا خارج

(9-12) 
2

1
(11 18 9 2 )

6
t T t T t t T t T

T
           

  

(9-17) 
22

1
(2 5 4 )t T t T t t T t T

T
           

  
1iدر حالتی که   بدین ترتیب   گردند :شرح زیر میضرایب این روش بهباشد 

i: ضرایب روش هوبولت در ( 5-9جدول ) =1 

2

6

T
  ( )n iA t   

2

1 1 12

2
[3 ( ) 3 ( ) ( )]i i it T t T t

T
       


  ( )n iB t   

3

T
  ( )n iD t   

 2

1 1 1

1
[6 ( ) 4 ( ) ]

2
i i it t t T t

T
       


  ( )n iE t   

2iدر حالت   : 

i( : ضرایب روش هوبولت در 6-9جدول) =2 

2

2

T
  ( )n iA t   

2

1 2 22

1
[4 ( ) 2 ( ) 2 ( )]i i it t T t

T
       


  ( )n iB t   

11

6 T
  ( )n iD t   

 2

1 2 2

1
[16 ( ) 5 ( ) ]

6
i i it t T t

T
      


  ( )n iE t   
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3iو برای حالت   : 

i  3: ضرایب روش هوبولت در (1-9جدول ) ≥ 

2

2

T
  ( )n iA t   

1 2 32

1
[5 ( ) 4 ( ) ( )]i i it t t

T
      


  ( )n iB t   

11

6 T
  ( )n iD t   

 1 2 3

1
[18 ( ) 9 ( ) 2 ]

6
i i it t t

T
      


  ( )n iE t   

 

 و نمودار این روش خواهد شد:

 
 نمودار روش هوبولت:  (5-9شکل)

 

بررسی  سنکار و کومارتوسط اساتید  درجه آزادی75در مقایسه این چهار روش یک سیستم بزر  

 شامل جرم و فنر و بدون دمپر بود. سیستم. این ]72[دشدن
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توان گفت در هم میو ترینمناسبدر مورد . تعلق گرفت به روش نیومارکترین پاس  دقیق

که  آیددست میهنگامی به
1

8
   .آغازین در هری برابر مقدار نقطه شتاب ثابت وحالت در آن باشد 

)است یعنی: زمانی یبازه ( ) : )
2

T
t t ti i i


  پایانی  یدر ادامه تا شتاب نقطهو

( ( ) : )
1 12

T
t t tii i


 

  دهد.بهترین نتیجه را می 

 ]31[یپیشنهادروش   -3-3-5

شی جدید روبه  اینکهستند.  نود میلادی یپیم از دهههای روش بیان شده ابداع سالتمامی چهار 
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مستقلبه دو ضریب  صحت روشواضح است که 
1  2و بسط تیلور  یبستگی دارد. مقایسه
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مقدار  ما را به (89-9( و )82-9بالاتر با معادلات ) یتا یک مرتبه( 52-9یعنی معادلات ) 

  د:خطای کلی هدایت می کن
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 آید :دست مینمودار این روش بدین ترتیب به

 
 پیشنهادینمودار روش : ( 6-9شکل)

توسط نرم افزار  ،در حالت دو درجه آزادی که معادلات آنها شرح داده شد هنمودارهای گذشته هم

MATLAB آزادی قابل تعمیم است  درجه سازی برای هر تعدادی مدلدست آمدند و این شیوهبه

تی فنر و گشتاور بطور یکسان و ماتریس جرم بطور متوازن انتخاب شده سخ هایدرصورتی که ماتریس

 باشند.
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 فصل چهار : نتیجه گیری
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. پذیر با ساختار بررسی گردیدسازی تیری انعطافبرای مدل عددی های مختلفبدین ترتیب روش

 مطرح است که هر کدام دارای مزایا و معایب ی دینامیکیهاسازی سیستمهای زیادی برای مدلروش

 خاد خود هستند.

های بزر  کارایی زیادی سازی سیستمهاست که در مدلاز این دست روشروش ماتریس انتقال یکی 

. همچنین هددرا کاهم میمحاسبات حجم  موجب آنها را کاهم داده و بهه ماتریساندازدارد. 

نیز مانند هر روشی  این روش توان به سیستم مورد نظر یک زیرسیستم اضافه یا کم کرد.راحتی میبه

توان خروجی در نها میاین روش تدر د. گذارکه  بر کاربرد آن تأثیر منفی میهایی دارد دیتمحدو

در استفاده از  ،اینکه ی زمان. اضافه بر آندر حوزه سیستم قلمرو فرکانس دریافت نمود و نه پاس 

برای فائق آمدن بر معایب روش  د.شدن نیستنمدل قابل های غیرخطی تبدیل لاپلا ، سیستم

عی سیستم در گردید . با استفاده از آن ، پاس  واق گیری عددی با آن ادغامنتگرالال اماتریس انتق

توان خروجی در قلمرو زمان روش ماتریس انتقال گسسته  می یابی شد. درطول زمان قابل دست

گردند. روش گسسته مزایای روش وسیله آن مدل میهای غیرخطی نیز بهداشت. همچنین سیستم

ها نیز، ابعاد ماتریس روش ماتریس انتقال گسستهدر کند. بدین معنا که می را هم حفظ کلاسیک

عددی قابل ترکیب با روش کلاسیک  هایروشپذیری زیاد است. ت کمتر و انعطاف، محاسباکوچکتر

بررسی گردیدند. هر روش عددی بسته به برخی عوامل مانند گام زمانی دقت متفاوتی  در این تحقیق

 د.ندار

ی آنها کلاسیک عددی در روش ماتریس انتقال گسسته وارد شدند که چگونگی استفاده چهار روش

به معرفی روشی نوین پرداخته شد و با استدلال بیان شد که میزان خطای آن توضیح داده شد. سپس 

 های پیشین کمتر است.به مراتب از روش
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 گردند.میتر بررسی و مقایسه به شکل گستردهحال نتایج این پنج روش 

 

       Wilson θ                                                                       Newmark β 

 

     

 

 

 

 

 
     Houbolt                                           Fox_ Euler 

   
 

 

 

 

 

 آزادی  های کلاسیک در حالت دو درجه(: نمودار روش7-4)شکل 

های نیومارک و ویلسون نتیجه بهتری های کلاسیک روشدر حالت دو درجه آزادی ، از بین روش

اند. در روش فاکس اویلر شتاب در هر گام زمانی ثابت فرض شده است که این موضوع با داده

گذارد اما در روش نیومارک بتا با وارد شدن دو وجود سادگی روش، در دقت نتیجه تأثیر منفی می

 ر بتا و گاما در جمله سوم بسط تیلور بر دقت روش افزوده شد. متغی
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ی روش نوین دارای برتری آشکاری ( آشکار است نتیجه2-4در حالت دو درجه همانطور که در شکل)

 های پیشین است:بر روش

 
                                        

 

 

 

 

 

 

 
 درجه آزادی: نمودار روش نوین در حالت دو (2-4)شکل 

ی که در د. مورده نتیجه، تنها پس ازسه ثانیه تثبیت شکمی دهدنشان نمودار روش پیشنهادی

ن به بیم از ده ثانیه زمان نیاز داشت. ضمن آنکه این تثبیت تنها پس از دو بار نوسا ،های قدیمیروش

های سه مرتبه بالاتر از روش را به مراتب،سیستم کلی خطای شکل گرفته است. این روش توانست

  شد.نتیجه را بطور محسو  بهبود بخ کاهم دهد و گذشته،

 یابد. درجه آزادی به ده افزایم می

 (: مقادیر اعمال شده در نمونه آزمایشی7-4جدول)

[1] M(kg) جرم 
[20] K(N/m) فنریت 
[5]  ) C(N/𝑚2 میرایی 

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] (N.m)τ گشتاور 
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 زمان انجام محاسبات در حالت ده درجه نسبت به دو درجه به شرح زیر است :

 (: زمان انجام محاسبات و نسبت آنها در حالت دو و ده درجه آزادی2-4جدول)

 روش پیشنهادی ویلسون تتا هوبولت نیومارک بتا فاکس اویلر ثانیه

 17/2 23/2 43/2 36/7 47/2 دو درجه

 59/9 45/2 58/2 49/2 62/2 ده درجه

 92/7 71/7 24/7 24/7 23/7 نسبت

 

ها گردد ولی با نگاهی به نمودار روشبرمی م زمان انجام محاسبات به روش پیشنهادیبیشترین افزای

توان به این نتیجه رسید که زمان تثبیت به عبارتی زمانی که پس از طی آن ارتعاشات نوک تیر به می

های دیگر است که بطور میانگین یک چهارم روش روش پیشنهادید، در رسحد میرایی تقریبا صفر می

های دامنه نوسانی روش نماید.این موضوع زمان محسبات افزایم یافته در این روش را توجیه می

 بوده  که در روش نوین به زیر یک رسیده است. 7/7حدود نیز کلاسیک 
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 نمودارهای حالت ده درجه آزادی :( 9-4شکل)

های ای برای روشتواند جایگزین شایستهمی به تمامی مطالب بیان شده روش پیشنهادیباتوجه 

 باشد. عددی گذشته
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ABSTRACT 

In field of application of robots, the study of vibrations of the flexible arms used in 

these robots are important for their online control.The proposed flexible dynamic 

system for modeling includes a beam that is attached to an electric motor at it’s base. 

When the engine is turned on, the beam begins to rotate and vibration. Triggered by the 

sudden onset of motion. since nonlinear finite element methods and numerical methods 

require increasing computational volume and slowing the robot arm control process, 

this thesis introduces the system is simulated with a number of rigid links with the 

ability to rotate between the two links. 

 The hobolt , fox-euler , newmark-beta and wilson-theta methods are classical and 

traditional methods of numerical integration that are examined in each. In these four 

classical methods, different approximations have been used to linearize the velocity and 

acceleration components and other nonlinear expressions. It would  be a better way to 

have accuracy despite the ralative low computation. At the end a suggested method is 

presented. 

Keywords: flexible robotic arm , transfer matrix , numerical antigrate 
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