
 أ 
 

 

  



 ب 

 

  

  دانشکده مهندسی مکانیک و مکاترونیک

 مهندسی تبدیل انرژينامه کارشناسی ارشد پایان

 

مربعی واقع -بررسی توزیع تنش در اطراف گشودگی شبه

در صفحه ویسکوالاستیک ارتوتروپیک نامحدود تحت 

  بارگذاري محوري

  

 

  علیرضا طالبی :نگارنده

  

  استاد راهنما:

  محمد جعفريدکتر 

 

  

  

1397 شهریور



  

 ج 
 

  



 د 

 

  � �قد�م 

    ��ه ع�م دو�تان، ع�م آ�وزان و عا��ان �ھان.

  

  

  

  

  



  

 ه 
 

  ���� و �دردا�ی از

�ی ا�شان   ا�تاد �ر�وارم �ناب آ�ی د��ر ��مد ����ی � �دون را��ما�ی

  ���ودن ا�ن ���ر، ���ر ��ود.

  

  

  

  

  



 و 

 

  ��ھد ��

دانشکده  تبدیل انرژيمهندسی اینجانب علیرضا طالبی دانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته 

تنش در  عیتوز یبررسنامه دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایانو مکاترونیک مهندسی مکانیک 

 ينامحدود تحت بارگذار کیارتوتروپ کیسکوالاستیواقع در صفحه و یمربع-شبه یاطراف گشودگ

  :شومتحت راهنمائی دکتر محمد جعفري متعهد می يمحور

 برخوردار است . نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت تحقیقات در این پایان  

 . در استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا امتیازي در هیچ  مطالب مندرج در پایان

 ست .جا ارائه نشده ا

  دانشگاه « باشد و مقالات مستخرج با نام  کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 به چاپ خواهد رسید .»  Shahrood  University  of  Technology« و یا » صنعتی شاهرود 

 وده اند در مقالات مستخرج از نامه تأثیرگذار ب حقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان

 نامه رعایت می گردد. پایان

 نامه ، در مواردي که از موجود زنده ( یا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط  در کلیه مراحل انجام این پایان

 و اصول اخلاقی رعایت شده است .

 خصی افراد دسترسی یافته یا استفاده نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات ش در کلیه مراحل انجام این پایان

                                                                                                                             .شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است 

  تاریخ                                                 

  امضاي دانشجو                                                 

 
 مالکیت نتایج و حق نشر

کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه هاي رایانه اي ، نرم افزار ها و 

باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میتجهیزات ساخته شده است ) 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 .باشدنامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان
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  چ�یده

هـا و   گشودگی، پسـتی و بلنـدي  هاي هندسی از جمله: ترك،  شکست معمولا به دلیل وجود ناپیوستگی

هـا   سـازه   ین دلیل یکـی از مهمتـرین مباحـث در طراحـی    ، به همدهد هر نوع ناپیوستگی دیگر رخ می

با افزایش تـنش   می باشد.اصلی شکست مواد کاهش استحکام ماده و ایجاد تمرکز تنش  باشد. دلیل می

ها رشد کرده و منجر به بهم پیوستن ناپیوستگی و رشد آسیب خواهد شـد کـه    در این نقاط ناپیوستگی

شود. بررسی رفتار دقیق ماده با وجود ناپیوستگی به طراحـان   میدر نهایت منجر به شکست نهایی ماده 

از ماده بکارگرفته داشته باشند. عـلاوه بـر هندسـه    اي را  طراحی بهینه کند که بتوانند کمک شایانی می

مـاده   در رفتـار  گشـودگی هـاي   گشودگی و نوع قرارگیري آن نسبت به بارگذاري و شعاع انحناي گوشه

  هد بود.  بسیار تاثیرگذار خوا

-ارتوتروپیکصفحه  کیدر  مربعیشبه  یتنش اطراف گشودگ عیتوز یبررسبه نامه انیپا نیادر 

مدول موثر و اصل برهمنهی بولتزمن و با استفاده از روش محوري محدود تحت بار نا کیسکوالاستیو

قع در ر ابتدا توزیع تنش اطراف گشودگی شبه مربعی وادکه  پرداخته شده است ظرسازيناروش مت

یک ورق نامحدود ارتوتروپیک با استفاده از روش متغیر مختلط لخنیتسکی برحسب تابعی از خواص 

روش بولتزمن و ی هسپس با استفاده از اصل برهمن شده است.محاسبه  E1, E2, ν12, G12مکانیکی   

نگاه با شود. آ یم لیدر حوزه لاپلاس تبد کیسکوالاستیبه حل و کیحل مسئله الاست ي،سازمتناظر

به دست  زیدر حوزه زمان ن کیسکوالاستیمناسب، حل و يعدد يگرفتن لاپلاس معکوس به روش ها

رگرسیون خطی چندگانه براي گشودگی شبه مربعی رابطه اي صریح در نهایت با استفاده از  .دیآ یم

انحناي سپس تاثیر پارامترهاي نیز ارائه شده است.  هاي تنش بر حسب خواص مکانیکی براي مولفه

 ششسیون خطی بر حسب تابع رگرهمچنین در انتها  ائه شده است.نیز ار گشودگی و زاویه چرخش

پارامتر زاویه چرخش و انحناي گشودگی نیز ارائه  دوپارامتر مادي کامپوزیت و  چهارپارامتر، از جمله 

  شده است.

  يسازتحلیل تنش، صفحه ویسکوالاستیک، گشودگی، متناظر کلمات کلیدي:
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  همقدم: 1فصل 
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  مقدمه -1-1

رت از جمله تعریف مساله، هدف و ضـرو نامه  اساسی اولیه پیرامون موضوع پایانبه سوالات  در این فصل

  نامه پرداخته خواهد شد. هاي مختلف پایان پاسخ داده خواهد شد و سپس به معرفی بخشله ئمس

  لهیف مسئتعر -1-2

، امکان تهیه بـا قیمـت مناسـب و بکـارگیري     ویسکوالاستیک و پلیمريدر سالیان اخیر با معرفی مواد 

روزافزون آنها در صنعت از یکسو و ویژگی هاي مکانیکی مناسب آنها در میرا نمودن تنش هاي وارده از 

ایجـاد   هـا   سوي دیگر، تفکر استفاده از لایه ها و قطعات تهیه شده از این مواد در بخش هایی از سـازه 

  .گردیده است

صفحه  کیمختلف در  مربعیشبه  یتنش اطراف گشودگ عیتوز یررسبنامه  این پایانهدف 

مدول موثر و اصل برهمنهی روش با استفاده از محوري محدود تحت بار نا کیسکوالاستیو-ارتوتروپیک

در ابتدا توزیع تنش اطراف گشودگی شبه مربعی واقع در یک ورق است.  ظرسازيو روش متنا بولتزمن

اده از روش متغیر مختلط لخنیتسکی برحسب تابعی از خواص مکانیکی   نامحدود ارتوتروپیک با استف

E1, E2, ν12, G12 سپس با استفاده از رگرسیون خطی چندگانه براي گشودگی شبه  .شود محاسبه می

هاي تنش بر حسب خواص مکانیکی و انحناي گشودگی و زاویه  مربعی رابطه اي صریح براي مولفه

حل مسئله  ،يروش متناظر سازز اصل برهمنهی بولتزمن و با استفاده ا یتدرنها شود. چرخش ارائه می

شود. آنگاه با گرفتن لاپلاس معکوس به  یم لیدر حوزه لاپلاس تبد کیسکوالاستیبه حل و کیالاست

  .دیآ یبه دست م زیدر حوزه زمان ن کیسکوالاستیمناسب، حل و يعدد يروش ها
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  ضرورت انجام تحقیق-1-3

ي مـی باشـند.   وت انجام شده، صفحات مورد بررسی داراي گشودگی دایروي و یا بیض ـدر غالب تحقیقا

 ,E1و مقـادیر  ��ارائه یک رابطه صریح براي توزیع تنش اطراف گشودگی شبه مربعی که ارتباط بـین  

E2, ν12, G12  معرفـی  ویسکوالاستیک بررسی نشده -را داشته باشد تاکنون براي یک صفحه ارتوتروپیک

  .ودمی ش

  نوآوري مسئله-1-4

ویسکوالاسـتیک داراي  -صـفحات ارتوتروپیـک  استفاده از حل تحلیلی براي به دست آوردن توزیع تنش  

  .گشودگی شبه مربعی

-و اصـل بـرهم نهـی بـولتزمن در تحلیـل صـفحات ارتوتروپیـک        ترکیب استفاده از روش لخنیتسـکی 

  ویسکوالاستیک داراي گشودگی

  ساختار پایان نامه-1-5

. در بخش دوم به بررسی روابط پایـه مربـوط بـه تحلیـل تـنش در      شامل پنج فصل استنامه  پایاناین 

هاي مختلف پرداختـه شـده اسـت سـپس روابـط تبـدیل تـنش ویسکوالاسـتیک          با گشودگی ها صفحه

هاي الاستیک توضیح داده شده است و در پایان این فصل مروري کوتاهی بر پیشـینه   بااستفاده از تنش

صورت گرفته است. در فصل سوم با ترکیـب روابـط ویسکوالاسـتیک و روابـط توزیـع تـنش بـا        تحقیق 

در ایـن پایـان نامـه بدسـت آمـده اسـت. در فصـل        ، روابط توزیع تنش مورد نیاز یمربع- گشودگی شبه

ها پرداخته شده است. در فصـل پـنجم    و به بررسی خروجی هاي مورد نیاز استخراج اس چهارم خروجی

  در خصوص ادامه تحقیقات نیز ذکر شده است. ادهاپیشنه
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  مروري بر منابع : 2فصل 
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  مقدمه-2-1

تـدا روابـط   باشد. در اب نامه می پایان کار گرفته شده در اینه ي با مروري بر روابط پایههدف از این فصل 

روابـط مربـوط بـه    نهایت با گشودگی مختلف بیـان شـده اسـت، سـپس      توزیع تنش در یک صحفه بی

  بر تحقیقات انجام شده صورت گرفته است.   بیان شده است و سپس مروري کوتاه ویسکوالاستیک

  تئوري توزیع تنش اطراف گشودگی یلتحل-2-2

  مقدمه-1- 2-2

اي بـا شـعاع واحـد، از     براي نگاشت صفحات حاوي گشودگی مختلف به صفحات حاوي گشودگی دایره

شود. در این رابطه، پارامترهاي مختلفی  ارائه کرد، استفاده می1993ر سال د] 1اي که ابوالفتوح [ رابطه

وجود دارد که براي تعیین نوع گشودگی حائز اهمیت است. همانطور که در شکل زیـر   n ،c ،w ،λچون 

هاي مختلف را ایجاد کرد. ایـن   توان گشودگی شود با انتخاب مناسب و تغییر این پارامترها، می دیده می

  شود: ه به صورت زیر تعریف میرابط

)2-1(  
� � λ��osθ � �	cos�nθ�� 

� � �λ��	sinθ � w	sin�nθ�� 

  

گشـودگی   ، معیاري براي نشان دادن انحناي گشودگی یـا میـزان نرمـی و تیـزي لبـه هـاي      Wپارامتر 

 nو  cي اندازه و بزرگی گشـودگی و در نهایـت، پارامترهـاي     پارامتري است که نشان دهنده λباشد.  می

  گشودگی است. هي نوع هندس ن دهندهنشا
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  تاثیر پارامترهاي مختلف در ایجاد گشودگی 1-2شکل

بـه کمتـرین مقـدار     Wشود تا اینکه  تر می یابد گشودگی ملایم کاهش می  Wبراي هر گشودگی وقتی 

نگاشت  شود.به عنوان مثال، براي ت گشودگی به دایره تبدیل میلرسد. در این حا می W=0خود، یعنی 

قرار داد. بـا کـاهش    2و  1را به ترتیب برابر  nو  c)، باید مقادیر 1-2ي ( گشودگی مثلثی توسط معادله

wیابـد و در   هاي گشودگی مطابق آنچه در شکل زیرنشان داده شده، افـزایش مـی   ، شعاع انحناي گوشه

  شود. به دایره تبدیل می w=0نهایت شکل در 

  

  روي گشودگی مثلثی بر Wتاثیر پارامتر  2-2شکل 

��با مشخص شدن گشودگی شرایط مرزي حاکم بر گشودگی که به صورت ( �	��� � باشـد،   ) مـی 0

هـا در مقایسـه بـا     و بقیه تـنش  است ��شود.چون تنها تنش ایجاد شده در اطراف گشودگی  اعمال می

 ـ  این تنش کوچک هستند. با استفاده از این شرایط می نش مربوطـه را بـه صـورت کامـل     توان توابـع ت

ي ترسـیم خـارج   ) بـرا 2-2) براي ترسیم مرز روي گشودگی و از رابطه (1-2ي ( مشخص کرد. از رابطه
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  شود. این مرز استفاده می

)2-2(  � � ���� � ������ � ������ 

 

نقـاط   کلیـه  نگاشـت  بـراي  .است شده تعریف �و  � مختصات حسب بر که است مختلط متغیر یک �

  شود: ) استفاده می3-2( ي رابطه از واحد شعاع به اي دایره روي مختلف هاي گشودگی

)2-3(  W(�)=rx+iy 

  

W(�) ضریب  و است انتقال تابع یکr الساقین  متساوي مثلث مانند غیرمنتظم هاي شکل ایجاد براي را

  شود. تعریف می )4-2به صورت رابطه (

)2-4(  � �
2�
√3�

 

r شـود.   مـی  تعریـف  باشد؛ می تغییر قابل که مثلث ارتفاع و قاعده از تابعی صورتبh   ارتفـاع وl   قاعـده

  :ر به دست می آیدباشد. از رابطه اویل مثلث متساوي الساقین می

)2-5(  
���� � cos	���� � �������� 

����� � cos���� � �������� 

  

ρاي به شعاع واحد  ) براي دایره5-2و ( )2-2با ترکیب رابطه ( �   خواهیم داشت: 1

)2-6(  

cos���� �
1
2 ��

� �
1
��� 

sin���� � �
1
2 ��

� �
1
��� 

  

  ) داریم:5-2) و با کمک گرفتن از روابط (3-2) و (1-2( روابط ترکیب با همچنین و

)2-7(  W(�)=�
�
���� � �

�
� � � ��� � �

��
�� � � �� � �

�
� � � ��� � �

��
�� 
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  در ادامه:

)2-8(  W(�)=�
�
�������

�
� � �� � ��� � ��� � 1��� � ������

��
� 

  اگر فرض شود:

)2-9(  
a=r+c           b=r-c 

d=r+1           e=r-1 

  :داشت خواهیم نهایت در

)2-10(  W(�)=�
�
���

�
� � �� � ���� � ��

��
� 

ρ کنـیم  مشخص را گشودگی مرز روي نقاط بخواهیم اگر حال �  خـارج  نقـاط  بـراي خواهـد بـود.    1

 کمک به و ترتیب این به .کرد انتخاب ر از یککوچکت را ρمقدار  کافیست )3-2شکل ( گشودگی مانند

 هایی گشودگی کردن مدل توانایی wو  n ،cبراي  ناسبم پارامترهاي انتخاب با )10-2) و (2-2روابط (

  .داشت خواهیم را هاي مختلف هندسه با

  

  گشودگی مرز از خارج نقاط تعریف 3-2شکل 
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  تحلیلی روش-2- 2-2

 و عددي تحلیلی، اياز روش ه توان می مختلف هاي گشودگی اطراف در تنش تمرکز بررسی براي

 ايویژه از اهمیت تحلیلی حل کم، ي هزینه دلیل به ها، روش این بین. در استفاده نمود تجربی

مواد  براي و مختلف هاي گشودگی براي ،]2[دگر همسان مواد مورد در ساوینبرخوردار است. 

 حاوي گرد غیرهمسان صفحاتهایی را ارائه داد.  حل بیضوي، گشودگی براي فقط ،ردگغیرهمسان

 این در شده ارائه تحلیلیروش  .گرفت قرار بررسی مورد لخنیتسکی توسط بیضوي و اي گشودگی دایره

 بر که باشد می] 3[ لخنیتسکی و ]2[ ساوین توسط تحلیلی حل روش گسترش از نامه، برگرفته پایان

 عبارتی به تنش تابع روش، این در .است شده ارائه گرد غیرهمسان مواد تئوري الاستیسیته اساس

 ها تنش و ها مکان تغییر توان می تنش تابع شدن مشخص با و شود می تبدیل ضرایب نامعین با تحلیلی

 u(x,y) ،v(x,y) ،w(x,y)کامپوزیتی   ي صفحه یک در جایی ابهج هاي اگر میدان د.نمو محاسبه را

��(اي  باشد، در حالت کرنش صفحه � ��� � ��� � ) که یکی از دو حالت مورد بررسی در این 0

  شود: جایی و کرنش به این صورت بیان می ي بین میدان جابه ابطهباشد، ر نامه می پایان

)2-11(  

�� �
��
�� 

�� �
��
�� 

��� �
��
�� �

��
�� 

  

  

 ـ را بعدي دو حالت در شکل تغییر سازگاري ي )، معادله11-2روابط ( به توجه با بنابراین  زیـر  صـورت هب

  :کنیم بیان می

)2-12(  
∂���
∂y� �

∂���
∂x� �

∂����
���� � 0 
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  ]، خواهیم داشت:Rیافته [ کاهش نرمی ماتریس از استفاده با کرنش، و تنش روابط بر مروري با

)2-13(  

�� � ����� � ����� � ������ 

�� � ����� � ����� � ������ 

��� � ����� � ����� � ������ 
  

  :باشد می ماده سفتی و یافته کاهش نرمی هاي ماتریس ضرایب ترتیب به ���و  ���

  

)2-14(  ��� � ��� �
������
���

           (i,j=1,2,6) 

  

��اي ( در حالت تنش صفحه ���یافته  کاهش نرمی ماتریس ضرایب براي � ��� � ��� �  در که )0

  :داشت خواهیم بوده ما بررسی مورد بحث دوم واقع حالت

  

)2-15(  ��� � ���                        (i,j=1,2,6) 

  

پتانسیل و تابع تـنش ارضـا خواهـد     عبه عنوان تاببه ترتیب  F(x,y)و  U(x,y)معرفی  با تعادل ي معادله

  با فرض اینکه: .شد

)2-16(  

�� �
∂��
∂y� � � 

�� �
∂��
∂x� �� 

��� � �
∂��
∂� ∂y � � 

  

برحسب  حاصل ي معادله نوشتن ) و12-2) در روابط سازگاري (13-2کرنش (-تنش روابط جایگذاري با

  :داشت ) خواهیم16-2روابط ( از گرفتن کمک با تانسیلپ و تنش توابع
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)2-17(  

���
∂��
∂y� � 2���

∂��
∂� ∂y� �

�2��� � ����
∂��

∂y� ∂y� � 2���
∂��

∂� ∂x�

� ���
∂��
∂x�

� ����� � ����
∂��
∂x� �

���� � ����
∂��
∂� ∂y

� ���� � ����
∂��
∂y�  

  

 حـل  کـه  شـود  مـی  ) نتیجـه 18-2ي ( معادلـه  آنها بودن ثابت صورت در یا و حجمی نیروهاي غیاب در

 4مرتبـه   دیفرانسیل ي معادله حل و معرفی به منجر بعدي، دو حالت در اي صفحه ي مسائل الاستیسیته

  ارضا خواهد شد: Sبنام  x,yي  صفحه از ناحیه یک در F(x,y)تنش  تابع با بود که خواهد

  

)2-18(  
���

∂��
∂y� � 2���

∂��
∂� ∂y� �

�2��� � ����
∂��

∂y� ∂y� � 2���
∂��

∂� ∂x�

� ���
∂��
∂x� � 0 

  

 تنش تابع F(x,y)که  باشد می گرد غیرهمسان ي ماده براي سازگاري ي ) معادله18-2معادله ( واقع در

اي  صـفحه  تـنش  یا اي صفحه کرنش فرض اساس بر و باشد می یافته کاهش نرمی ماتریس اعضاي ���و 

 نشـان  لخنیتسکی .شود می ) محاسبه15-2) و (14-2معادلات ( روابط با مطابق ���از  تابعی صورتهب

  :شود می بیان اول مرتبه خطی مشتق اپراتور هارچ کمک ) به18-2معادله ( داده که

  

)2-19(  
��������� � 0                        k=1,2,3,4 

��= �
��

� ��
�
��
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کلـی   حالت در است ) آمده20-2ي ( معادله در که ارتوتروپیک ي ماده به مربوط ي مشخصه ي معادله

 دو بـه  دو هـاي  ریشـه  داراي حاضـر  مشخصه معادله این کرده اثبات لخنیتسکی .دارد مختلط ریشه 4

  :است زیر ي معادله هاي ریشه ��که  باشد مزدوج می

  

)2-20(  ����� � 2����� � �2��� � ������ � 2���� � ��� � 0 

  

���گرد ( همسان ي ماده براي � ��� �   :آید می بدست زیر ) بصورت20-2و معادله ( )0

)2-21(  ����� � �2��� � ������ � ��� � 0 

  

هاي  ثابت به توجه با لخنیتسکی .شود می استفاده 	��،��، ��، ��ي  ریشه چهار از معادلات این براي

  .باشند مختلف ها ریشه تمام :اول حالت .گرفت نظر در را حالت دو الاستیک

  

)2-22(  
�� � � � ��                   �� � � � ��        

����� � � � ��                   ����� � � � ��               
  

  .باشند برابر هم با دو به دو ها ریشه :دوم حالت

  

)2-23(  �� � �� � � � ��           ����� � ����� � � � ��                                      

  

δباشد؛  می حقیقی اعداد δ،γ،β،αحالت  دو هر در � 0 ،β � γ، براي مـواد همسـان گـرد    0 � β 

    .بود خواهد

  .مختلف موهومی ریشه 4 اول: حالت
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)2-24(  � � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� � ������� � ���� � ������� 

  

  .برابرند باهم دو به دو که موهومی ریشه 4دوم:  حالت

 

)2-25(  
� � ���� � ���� � �� � ����������� � ���� � ���� � �������

� �� � �������� � ������� 

  

�� توابع دلخواهی از متغیرهاي ��،��، ��، �� اینجا در � ��یـا   ������� � متغیـر   .باشـند  مـی  ����

�� �  داده تعمـیم  و تـر  پیچیـده  بلکه )x+iyیعنی ( آن معمولی نوع از نه البته باشد، می مختلط ����

  :شود می معرفی زیر شده بصورت

  

)2-26(  
����� � ���)                   ����� � ���� 

�̅�=�� � �������                  �̅�=�� � �������    

  

کار  ي ادامه براي بنابراین .باشند نمی برابر باهم ریشه چهار این گرد غیرهمسان مواد براي کلی حالت در

حـل   هستند، هم مزدوج دو به دو ها ریشه این چون و شود می گرفته نظر در )24-2روابط ( اول؛ حالت

روابـط   جایگذاري با مشخصه، ي معادله در مختلف موهومی ریشه 4 وجود به توجه ) با20-2ي ( معادله

  :بود خواهد زیر بصورت) 24-2ي ( ) در معادله2-26(

)2-27(  � �  ������ � ������ � �������������� � ��������������� 

  

)، 16- 2) در روابط (27-2ي ( راردادن معادلهخواهند بود و با ق ��و  ��توابع  مزدوج ترتیب به ���و  ���

  :داشت خواهیم حجمی نیروهاي وجود بدونالبته 
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)2-28(  

�� �
���
���

� ��

���
[������ � ������ � �������������� � ���������������] 

�� �
∂��
∂x� �

∂�

∂x� ���
���� � ������ � �������������� � ���������������� 

��� � � ���
����

� � ��

����
������� � ������ � �������������� � ���������������] 

  

  :داریم اول مشتق ي محاسبه با

  

)2-29(  

�� �
�
��

[���
���

���
��

� ���
���

���
��

� ������

������
������

��
� ������

������
������

��
] 

 

�� �
�
��

[���
���

���
��

� ���
���

���
��

� ������

������
������

��
� ������

������
������

��
] 

 

��� � � �
��

[���
���

���
��

� ���
���

���
��

� ������

������
������

��
� ������

������
������

��
] 

  

  د:شو می گرفته نظر در زیر تعریف مشتق ي مرتبه آوردن پایین براي

  

)2-30(  

���
���

� ∅�����                           
���
���

� ������          

������

���
� ∅��������������                           ���

���

���
� ���������������                     

  

 از و نماینـد  مـی  ارضـا  را اي صفحه داخل هاي تنش که باشد می دلخواه تنش توابع واقع در �∅و  ��

�����)، 26-2روابـط (  طبـق  کـه  آنجایی از طرفی دیگر � ، )22-2روابـط (  طبـق  همچنـین  و (���

�� � � � �����داریـم   رابطـه  دو ایـن  ترکیـب  بـا  نتیجه در باشد، می �� � �� �  ادامـه  در (���

����̅�داشت  خواهیم � �� � نسـبت   �̅�، �̅� و ��، ��عبارت،  4از  نگرفت مشتق با بنابراین  ����
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  :yبه 

)2-31(  

���
��

� ��                           ���
��

� �� 

����
��

� �����                           
����
��

� �����                     

 

  به دست می آید: x به نسبت گیري مشتق با و

)2-32(   ���
��
	=	���

��
	= ��

��
��

 = ��
��

��
 =1 

  

  ) خواهیم داشت:29-2) در معادلات (32-2) و (31-2)،(30-2روابط ( جایگذاري با بنابراین

)2-33(  

�� �
�
��

[��∅����� 	� �������� � ��∅�����	������������� � ��������������������] 

 

�� � �
��

[∅����� 	� ������ � ∅�����	���������� � ���������������] 

 

��� � � �
��

[��∅����� � �������� � ��∅�����	������������� � ��������������������] 

  

 می محاسبه زیر بصورت ها تنش مقدار نتیجه در و شود می جامان اول مشتق مشابه دوم، مشتق مراحل

  :شود

  

)2-34(  

�� �[���∅�
�	���� 	� �����

�	���� � ���∅�
�	����	��������������� � �����

�	�������������������] 

 

�� �[∅�
�	���� 	� ��

�	���� � ∅�
�	����	����������� � ��

�	���������������] 

 

��� � �[��∅�
�	���� 	� ����

�	���� � ��∅�
�	����	�������������� � ����

�	������������������] 

  

�توان نوشت  می مختلط عبارت حقیقی قسمت براي � �̅ �   بنابراین خواهیم داشت: �����2
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)2-35(  

�� � 2�� [���∅�
�	���� 	� �����

�	����] 

 

�� � 2�� [∅�
�	���� 	� ��

�	����] 

 

��� � �2�� [��∅�
�	���� 	� ����

�	����] 

  

 دارد قرار ����  برشی تنش تحت گشودگی يحاو نهایت بی ي صفحه ،پایان نامه این در دیگر طرفی از

���)باشد  صفر می yو  xجهات  در تنش نرمال و �  تـنش  تبـدیل  روابط به توجه با (0≠���� ;0=���

  :اي صفحه

)2-36(  

��� � [��������	 � �������� � 2������������] 

 

��� � [��������	 � �������� � 2������������] 

 

���� � ����� � ������������ +���������� � �����	� 

  

���) دادن قرار با بنابراین �  تنش گشودگی، بدون ي صفحه براي) 36-2در روابط ( (0≠���� ;0=���

  :بود خواهد زیر صورتهها ب

)2-37(  

��� � 2������������ 

 

��� � �2������������ 

 

���� =���������� � �����	� 

  

تحـت   گشـودگی  حاوي نهایت بی يصفحه یک درها  )، تنش37-2)، (35-2( دلاتمعا روابط ترکیب با

  :آید می بدست زیر روابط از استفاده با برشی تنش
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)2-38(  

��� � 2������������+2�� [���∅�
�	���� 	� �����

�	����] 

 

��� � �2������������+2�� [∅�
�	���� 	� ��

�	����] 

 

���� =���������� � �����	� � 2�� [��∅�
�	����	� ����

�	����] 

  

  

 ∅�
��و  ����	�

 بعدا که باشد می ��و  ��نسبت به  ������و  �����∅ توابع مشتق ترتیب به ����	�

 تـوان  مـی  )4-2شـکل (  قطبـی،  مختصـات  بـه  کـارتزین  مختصات دستگاه انتقال با .شوند تعریف می

  را بدست آورد. ���و  ��، ��هاي    تنش
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  و بالعکس )�,rقطبی ( مختصات ) وx,yکارتزین ( مختصات بین انتقال 4-2شکل

  :آید بدست ها تنش تا شود می استفاده زیر دوران ماتریس از انتقال این براي و
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)2-39(  �
��
��
���

� � �
�� �� 2��
�� �� �2��

��� �� �� � ��
� �

��
��
���

� 

  

ها و محور  xزاویه بین محور  �باشند و  می ����و  ����به ترتیب  mو  n، )39-2ي ( رابطه در

 ��جهت عمود بر سطح گشودگی است). براي حالتی که بردار تنش  rباشد (جهت  می rمنحنی الخط 

 می برقرار زیر بصورت مرزي )) شرایط5-2داده شده است (شکل ( Sاز ناحیه  Lبر روي کانتور  ��و  

  .باشد

)2-40(  
��=�� cos��, �� � ���cos��, �� 

��=��� cos��, �� � ��cos��, �� 

  

  

  Sدر ناحیه  Lکانتور  5-2شکل 

  .است برقرار زیر روابط )5-2( شکل به توجه با



  

21 

 

)2-41(  
cos��, �� �

��
�� 

cos��, �� � �
��
�� 

  

) و بدون در نظر گـرفتن نیروهـاي حجمـی    40-2) در معادلات (41-2( ) و16-2(  روابط جایگذاري با

  داریم:

)2-42(  
��=���

���
��
��

� ���
����

��
��

= �
��
���
��
� 

��=� ���
����

��
��

� ���
���

��
��

=- �
��
���
��
� 

  

  ):42-2ي ( معادله طرف دو از انتگرال گرفتن با

)2-43(  

��
�� � ���

�

�

�� � �� 

��
�� � ����

�

�

�� � �� 

  

  ) داریم:29-2رابطه ( در Fتنش  تابع فیتعر به توجه با و هستند دلخواه حقیقی هاي ثابت ��و  ��

)2-44(  

 ���
���

���
��

� ���
���

���
��

� ������

������
������

��
� ������

������
������

��
]=	�� ��

�
� �� � �� � ��� 

 

 ���
���

���
��

� ���
���

���
��

� ������

������
������

��
� ������

������
������

��
]=	� ��

�
� �� � �� � ��� 

  

  ):44-2( ي معادله در جایگذاري) و 32-2) و (31-2)، (30-2( روابط تعریف از استفاده با و



22 

 

)2-45(  

[∅����� 	� ������ � ∅�����	���������� � ���������������]=	� � ��
�
� �� � �� � ��� 

��∅����� � �������� � ��∅����������������� � �������������������� � ���

�

�

�� � �� � ��� 

  

  :نتیجه در و

)2-46(  
2�� [∅����� 	� ������]=	� � ��

�
� �� � �� � ��� 

2�� [��∅����� 	� ��������]=	� � ��
�
� �� � �� � ��� 

  

  :است زیر صورت به که 1زشوارت رابطه از گرفتن کمک با

)2-47(  F���= �
��� �����

���
���

��
�
� ��� 

یـک   ��باشـد و   مـی  )γواحد ( شعاع به اي دایره روي ���Fتابع  حقیقی قسمت ����انتگرال  این در

) در 46-2ثابت حقیقی است. با ضرب هر دو طرف معادلـه ( 
�
���

���
���

��
�

و گـرفتن انتگـرال روي دایـره     

  توان نوشت: واحد و استفاده از قضیه شوارتز می

)2-48(  

∅���� � ����� �
1
4��

�������
� � �
� � �

��
� � ��� 

��∅�����	� �������� �
1
4��

�������
� � �
� � �

��
� � ��� 

  :شود می حاصل زیر تحلیلی توابع بالا معادلات کردن مرتب با

)2-49(  
∅���� �

�
4���� � ���

������� � ����
� � �
� � �

��
�  

 

                                                
1Shwartz  
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)2-50(  ����� �
��

4���� � ���
������� � ����

� � �
� � �

��
�  

 ������	و	�����∅ توابـع  .شوند می واحد) محاسبه شعاع به اي (دایره مبنا دایره روي فوق انتگرالهاي

 وجـود  توابع این تعریف براي هم دیگري هاي روش بلکه باشند نمی شده ارائه بالا در که بصورتی لزوماً

�� گشودگی مرز در اینکه به باتوجه .دارد � ��� �  مـرزي  شرایط توابع ]7مرجع [ با و مطابق است 0

 :شوند می تعریف زیر بصورت ���و  ���

)2-51(  ��� 	� �2����∗�� � ���∗ � ���∗���� 

)2-52(  ��� 	� �2����∗���� � ���∗ � ���∗������ 

  

  :رابطه این در

)2-53(  �∗ � �	
����� � ���� � ��

������� � �������2�
2���� � ���� � ���

� � ��
���

 

)2-54(  ��∗ � �
����� � ��

�� � 2���������� � ����� � �����2�
2���� � ���� � ���

� � ��
���

 

)2-55(  

��∗ �
�

2������ � ���� � ���
� � ��

���
� 

��� � �������� � ������� � ��
�� � ������ � ��

��������

� ����� � ��
�� � ���� � ��

����������� 

  

  :آید می بدست زیر ساده انتقال توسط ��

)2-56(  �� � � � ���     i=1,2 

  ) به صورت زیر خواهد شد:56-2) معادله (2-2در معادله ( yو  xتعریف  از استفاده با
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)2-57(  �� � �������� � ������� � �������� � �������� 

  شود: ) به صورت زیر بیان می57-2) و (3-2معادلات ( از استفاده با ξ حسب بر�� 

)2-58(  �� �
�
2 ���� �

��
� � ����� �

���
�� � 

  ،r=1 فرض با که

)2-59(  
��=1+i��c                ��=1-i�� 

��=1-i��c                 ��=1+i�� 

  :داشت خواهیم مشابه طور به

)2-60(  

�� � � � ���      

�� �
�
2 ���� �

��
� � ����� �

���
�� � 

)2-61(  
��=1+i��c                ��=1-i�� 

��=1-i��c                 ��=1+i�� 

  داشت: م) خواهی51-2معادله () در 60-2) و (58-2معادلات ( جایگذاري با

)2-62(  ��� � �2�� ���� �
��

� � ���� �
��

��� 

  :داریم

)2-63(  

�� �
�
2 ��

∗�� � ���∗ � ���∗���� 

�� �
�
2
��∗�� � ���∗ � ���∗���� 

�� �
�
2 ��

∗��� � ���∗ � ���∗����� 

�� �
�
2
��∗��� � ���∗ � ���∗����� 

  :ترتیب همین به

)2-64(  ��� � �2�� ���� �
��

� � ���� �
��

��� 

  :داریم
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)2-65(  

�� �
�
2 ����

∗�� � ���∗ � ���∗������ 

�� �
�
2
����∗�� � ���∗ � ���∗������ 

�� �
�
2 ����

∗��� � ���∗ � ���∗������� 

�� �
�
2
����∗��� � ���∗ � ���∗������� 

استفاده  آن از که شوارتز دیگر رابطه .شد استفاده شوارتز رابطه از) 50-2) و (49-2( معادلات حل براي

  :است زیر انتگرال شود می

)2-66(  
�

4���� � ���
�2��� ����� �

��

���
� � �
� � �

��
� �

��
�� � ��

��� � ������ 

  

  ) و استفاده از قضیه بالا:50-2) و (49-2) در روابط (64-2) و (62-2معادلات ( جایگذاري با

)2-67(  

∅���� �
�

�� � ��
������ � ���� � ��� ������ �

��

�� � ��
������ � ����

� ��� ������ 

 

)2-68(  
����� �

�
�� � ��

������ ����� � ��� � ����� �
��

�� � ��
������ �����

� ��� ������ 

  

 . اسـت  ���′��و  ���′�∅محاسـبه   ي مرحلـه  آخرین حال .اشدبباشد.  می Kمزدوج  �� رابطه این در

  :شود می استفاده زیر بصورت مشتق تعریف از ها مشتق آوردن به دست براي

)2-69(  ∅�
� ���� �

�∅�����
���

�
�∅����
��

��
���

�
�∅����
��

1
���/��

 

  داریم: ����′�� محاسبه براي ترتیب نهمی به و

)2-70(  ��
� ���� �

�������
���

�
�����
��

��
���

�
�����
��

1
���/��
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  ) خواهیم داشت:70-2) و (69-2) و به کمک روابط (67-2) و (67-2معادلات ( به توجه با

)2-71(  
���
�� �

�
2 ��� �

��
�� � �������� �

����
���� � 

)2-72(  
���
�� �

�
2 ��� �

��
�� � �������� �

����
���� � 

)2-73(  

∅�′��� �
1

�� � ��
������ ����� � ��� ������ �

�����

�� � ��
������ � ����

� ��� ������ 

 

)2-74(  
��′��� �

�1
�� � ��

������ ����� � ��� � ����� �
�����

�� � ��
������ �����

� ��� ������ 
  

 بطـور  گشـودگی  اطـراف  تـنش  مقادیر )38-2روابطه ( در آنها دادن قرار و ���′��و  ���′�∅ یافتن با

  .آید می بدست تحلیلی از روش کامل

  هاي ویسکوالاستیک تئوري-2-3

  مقدمه-2-3-1

باشند به  مابین خواص جامدات و سیالات می که داراي خواص فی هستندمواد ویسکوالاستیک اجسامی 

باشند که در مقابل نیروهاي وارده شـکل خـود را حفـظ     آنقدر سخت میگر نه مانند جامدات یعبارت د

اینکه تا حـدي داراي  کنند یعنی  کنند و به طور الاستیک رفتار کنند و نه مانند سیالات جریان پیدا می

، درجـه  ε، کـرنش  σباشند. معادله مشخصه این اجسام تابعی از تـنش   مقاومت در برابر تغییر شکل می

  :]7-4[ توان آن را به صورت می که t و زمان Tحرارت 

)2-75(  F�σ, ε, T, t� � 0	
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بیـان کـرد.   دو پدیـده  توان با تشـریح   تاثیر زمان در رفتار فیزیکی اجسام ویسکوالاستیک را می .نوشت

ــده خــزش  ــن دو پدی ــانی   1یکــی از ای ــرات زم ــام دارد و آن عبارتســت از تغییــر شــکل و تغیی ــاده ن م

شود. جسـمی را در نظـر بگیریـد     گهداشتن مقدار تنش در جسم ایجاد میکه با ثابت ن ویسکوالاستیک

قرار گرفته باشد اگر این جسم ویسکوالاستیک فرض شود با وجـود   �σکه مطابق شکل زیر تحت تنش 

  یابد. مطابق شکل زیر با گذشت زمان افزایش میماند ولی کرنش جسم  آنکه تنش ثابت باقی می

    

ات کرنش در نمودار تغییر 6-2شکل

طول زمان بر اثر اعمال یک تنش ثابت 

  ]7به جسم ویسکوالاستیک [

نمودار اعمال تنش ثابت  7-2شکل 

  ]7[ به یک جسم ویسکوالاستیک

را  توان آن که می �εیک کرنش اولیه مثل   t=0شود در لحظه  همانطور که در شکل فوق ملاحظه می

دنبال آن جسم ویسکوالاستیک ایجاده شده و به  مشابه کرنش الاستیک در جامدات فرض کرد در

یده خزش دازاي تنش ثابت قرار دارد که نمایشگر پدهنده افزایش کرنش با زمان به  منحنی نمایش

که در یک  تنش ست از کاهشا نامید، عبارت 2توان آنرا پدیده آسایش تنش است. پدیده دوم که می

  آید. شت زمان به وجود میشکل زیر با گذر کرنش ثابت مطابق جسم ویسکوالاستیک تحت اث

                                                
1  Creep 

 Stress Relaxtion1  
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زمان بر اثر اعمال نمودار تغییرات تنش در طول  8-2شکل 

  ]7[ یک کرنش ثابت به جسم ویسکوالاستیک

نمودار اعمال کرنش ثابت  9-2شکل 

  ]7[ به یک جسم ویسکوالاستیک

کند بـراي بیـان    یدا میهاي گوناگونی پ مشخصه اجسام ویسکوالاستیک براي مواد مختلف شکل همعادل

ها خاصیت الاستیک جسم به وسیله فنر  هاي مختلفی پیشنهاد شده است. در این مدل این خواص مدل

  شود. میرا کننده مثل سیلندر و پیستون نمایش داده میو خاصیت سیلان جسم با یک 

  مدل ماکسول-2-3-2

  

 ]7[نمونه شماتیک مدل ماکسول 10-2شکل

    

بـه طـور سـري بـا یکـدیگر قـرار        بـالا و یک میراکننده است که مطابق شکل  این مدل شامل یک فنر

وارد شود در فنر که نمایشـگر عنصـر الاسـتیک     σکه به این مدل یک بعدي تنش  اند. در صورتی گرفته

 �εو در میراکننده که نمایشگر عنصر لزجی است تغییر شکل یا کـرنش   �εاست تغییر شکل یا کرنش 
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  .شود ایجاد می

)2-76(  � � �ε1 

)2-77(  � � �ε�2 

  

ثابت لزجی میراکننده است. همچنین با توجه به اینکه در این  cفنر و  ثابت الاستیک Eکه در آنها 

  قرار است.یکدیگر قرار دارند، روابط زیر بر مدل عناصر الاستیک و لزجی بطور سري با

)2-78(  ε � ε� � ε� 

)2-79(  ε� � ε�� � ε�� 

  به صورت: 80-2، رابطه 77-2و  76-2بنابراین با بکارگیري روابط 

)2-80(  ε� �
��

� �
�
�  

  

دهد. جهت بررسی پدیده  ، معادله مشخصه مدل ماکسول را بدست می80-2شود. معادله  نوشته می

�تحت اثر تنش ثابت  t=0خزش براي این مدل چنانکه مدل در  � σ0 تفاده از رابطه قرار گیرد، با اس

  توان نوشت: می 2-80

)2-81(  ε� �
�ε
�� �

σ�
�  

)2-82(  � �ε �
σ�
�
� ��

�

�

�

��
 

)2-83(  ε � ε� �
σ�
� � 

  

��
�

�، بنابراین به هنگامی که مدل تحت اثر تنش ثابت است t=0ر لحظه د، کرنش  � σ0  قرار گیرد

  به صورت: 83- 2ب زمان با استفاده از رابطه تغییرات کرنش بر حس
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)2-84(  ε �
σ�
� �� �

�
�� 

مدل تحـت تـاثیر    t=t1شود. در مرحله بعد جهت بررسی پدیده آسایش تنش چنانچه در لحظه  داده می

  اثر کرنش ثابت 

)2-85(  �∗ �
σ�
� ��� �

�
�� 

  

  رابطه زیر برقرار است. 80-2قرار گیرد با استفاده از معادله مشخصه 

)2-86(  ��

� �
�
� � 0 

  توان نوشت: با انتگرال گیري از این رابطه می

)2-87(  �
�σ
� � �

E
�
� ��

�

��

�

��
 

  ه آسایش تنش براي مدل ماکسول به صورت:درحله پدیین تغییرات تنش بر حسب زمان در مبنابرا

)2-88(  σ= σ��
��
������� 

  شود. نوشته می

نمایش هندسی پدیده خزش و آسایش تنش براي این مدل مطابق  88-2و  84-2با بکارگیري روابط 

  باشد. هاي زیر می شکل
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  ]7[ هاي خزش و آسایش تنش در مدل ماکسول نمایش هندسی پدیده 11-2شکل 

  مدل کلوین- 2-3-3

که مطابق شکل بطور موازي با یکدگیر قرار گرفتـه انـد.   این مدل شامل یک فنر و یک میراکننده است 

ایجـاد   �σو در میراکننده تنش  �σوارد شود در فنر تنش  σدر صورتیکه به این مدل یک بعدي تنش 

  شود. می

)2-89(  σ � σ� � σ� � �� � ��� 

  

  

  ]7[ مدل کلویننمونه شماتیک  12-2شکل 

دهد. جهت بررسی پدیده خزش براي این  ل کلوین را بدست می، معادله مشخصه مد89-2معادله 

�تحت اثر تنش ثابت  t=0مدل چنانچه مدل در لحظه  � σ0  89-2قرار گیرد با استفاده از رابطه ،

  رابطه زیر برقرار است.

)2-90(  �� �
���
����
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)2-91(  
�

��
��
� � �

�

�
�� �

�
�
� ��
�

�
 

 
  

  توان به رابطه زیر دست پیدا نمود. گیري می در نتیجه با انتگرال

)2-92(  � �
��
� �1 � ��

�
��� 

�نگامی که مدل تحت اثر تنش ثابت هبنابراین  � قرار گیرد تغییرات کرنش بـر حسـب زمـان بـه      ��

ایش تـنش چنانچـه در لحظـه    شود. در مرحله بعد جهت بررسی پیده آس ـ دادده می 93-2وسیله رابطه 

� �   مدل تحت اثر کرنش ثابت ��

)2-93(  �∗ �
��
� �1 � ��

�
���� 

  

  توان نوشت: می 90-2قرار گیرد با استفاده از معادله 

)2-94(  σ � ��∗ 

رابطـه   بنابراین تغییرات تنش بر حسب زمان در مرحله پدیده آسایش تنش براي مدل کلوین به وسیله

هـاي خـزش و آسـایش در     نمایش هندسی پیده 94-2و  93-2شود با بکارگیري روابط  داده می 2-94

  باشند. هاي زیر می این مدل مطابق شکل

  

  ]7[ن هاي خزش و آسایش تنش در مدل کلوی نمایش هندسی پدیده 13-2شکل 
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  هاي تعمیم یافته کلوین و ماکسول مدل-2-3-4

واحدهاي کلوین که مطابق شکل زیر به طور سـري بـا   اي از  ده از مجموعهمدل تعمیم یافته تشکیل ش

هاي عر یـک از   یکدیگر قرار گرفته اند. در نتیجه کرنش در این مدل تعمیم یافته برابر با مجموع کرنش

  باشد. واحدهاي کلوین می

  

                              نمایش مدل تعمیم یافته کلوبن و ماکسول که در آن 14-2شکل 

  .]7[ اند واحدهاي کلوین به صورت سري با یکدیگر قرار گرفته

  

  با توجه به اینکه براي مدل کلوین واحد معادله مشخصه به صورت:

)2-95(  σ � �� � ��� � �� � �
�

��
�� 

  است.

)2-96(  � �
�

�� � � �
���

 

  بنابراین کرنش در مدل تعمیم یافته کلوین به صورت:

)2-97(  � �
�

��� � ��
�
���

�
�

��� � ��
�
���

� ⋯�
�

��� � ��
�
���
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اي از واحدهاي ماکسول که مطابق شکل زیر به طور موازي بـا   شود. به طریق مشابه مجموعه نوشته می

نـابراین تـنش در ایـن مـدل     دهنـد. ب  ماکسول را تشـکیل مـی  اند مدل تعمیم یافته  یکدیگر قرار گرفته

  باشد. هاي هر یک از واحدهاي ماکسول می تعمیمم یافته برابر با مجموع تنش

  با توجه به اینکه براي مدل ماکسول واحد معادله مشخصه به صورت:

)2-98(  �� �
��
� �

�
� � �

1
�
�
�� �

1
��� 

 

  است.

  توان نوشت: همچنین می

)2-99(  � �
��

1
�
�
�� �

1
�

 

  بنابراین تنش در مدل تعمیم یافته ماکسول یه صورت:

)2-100(  � �
��

1
��

�
�� �

1
��

�
��

1
��

�
�� �

1
��

�⋯�
��

1
��

�
�� �

1
��

 

  شود. نوشته می

  

  

  اند. آن واحدهاي ماکسول به صورت موازي با یکدیگر قرار گرفته ماکسول که در نمایش مدل تعمیم یافته کلوین و  15-2شکل 
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  هاي مختلط مدل-2-3-5

یات مدل کلوین بـه خـواص جامـدات شـباهت     وصخصوصیات مدل ماکسول به خواص سیالات و خوص

رفتار واقعـی مـواد کـافی نیسـتند. بـا اضـافه        هاي ساده کلوین و ماکسول در کل جهت ارائه دارد. مدل

هـاي مختلفـی بـراي اجسـام      تـوان مـدل   هـا مـی   کردن عناصر الاستیک با عناصر میـرا بـه ایـن مـدل    

توان از مدل جامـد سـه پـارامتري مطـابق      هاي مختلط می ویسکوالاستیک پیشنهاد نمود. از انواع مدل

  ب نام برد.-زیر مطابق شکلالف، و مدل ویسکوز سه پارامتري -شکل زیر

    

  )الف(  ) ب(

  ]7[مدل سه پارامتري، الف) سه پارامتري جامد. ب) سه پارامتري ویسکوز16-2شکل 

 N=2بـراي   97-2جهت تعیین معادله مشخصه براي مدل جامد سـه پـارامتري بـا اسـتفاده از رابطـه      

  توان نوشت: می

)2-101(  � �
�

��� � ��
�
���

�
�

��� � ��
�
���

 

  

��در نتیجه با جانشین کردن  � ��∗ ،�� � 0 ،�� � ��∗ ،�� � ، رابطه زیر 101- 2در رابطه  ∗��

  باشد. برقرار می
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)2-102(  � �
�

���∗�
�

�

���∗ � ��∗
�
���

 

  

 بعد از تاثیر عملگر 102-2رابطه 
�
��
  سازي به صورت: بر روي جملات مربوط و ساده 

)2-103(  ��� � ���� � ��� � ���� 

  

  شود که در آن: نوشته می

)2-104(  �� � ��∗ � ��∗,	            �� � ��∗,            �� � ��∗��∗,          �� � ��∗��∗ 

  

�تحت تاثیر تنش ثابت  t=0است. چنانچه این مدل در لحظه  �  U(t)قرار گیرد که در آن  ������

  توان نوشت: اي واحد است می تابع پله

)2-105(   �� �
��
�  

  

  به صورت: 103-2باشد. همچنین تبدیل لاپلاس معادله  می �تبدیل لاپلاس  ��که در آن 

)2-106(  ���� � ������ � ��0�� � ���̅ � �����̅ � ��0���  

���0و  106-2از رابطه  ��شود. با جانشین کردن  نوشته می � ��
��∗

رابطـه زیـر برقـرار     106-2در رابطه  

  باشد. می

)2-107(  
�̅ �

����� �	����
���� �	����

�
��
��

�
��

��� � �� �
��

�� � ���

�
��
��

�
��
� �

1
� �

1
�� � ��� �

��
�� � ��� 

�که در آن  � ��
��

  عبارت است از: 107-2است. تبدیل لاپلاس رابطه  

)2-108(  � �
�0�0
�0

�1 � ���� �
�1�0
�1�0

����� 
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�نابراین به هنگامی که مدل جامد سه پارامتري تحت تاثیر تنش ثابـت  ب � گیـرد.   قـرار مـی   ������

داده  108-2باشـد بـه وسـیله رابطـه      غییرات کرنش بر حسب زمان که نمایشـگر پدیـده خـزش مـی    ت

مدل تحت اثـر کـرنش    t=t1در لحظه هت بررسی پدیده آسایش تنش چنانچه جشود. در مرحله بعد  می

  ابت:ث

 )2-109(  �∗ �
����
��

�1 � ����� �
����
����

������ 

  توان نوشت: قرار گیرد می

)2-110(  � � �∗��� � �1� � �∗���� 

�	=که در آن  � ��τ  و��τ� به صورت 106-2اي واحد است، با بازنویسی رابطه  تابع پله:  

���� � ������ � ������ � ���̅ � �������̅ � ������ 

�����و جانشین کردن  � �� ،����� � ̅�و  ∗� � �∗

�
  باشد. در آن، رابطه زیر برقرار می 

)2-111(  
�� �

���∗ �	�����
���� �	����

�
���∗

����� � �∗� �
��

�� � �∗�

�
���∗

��
�
1
� �

1
�� � �∗�� �

��
�� � �∗� 

  

∗�که در آن  � ��
��

  به صورت : 110-2است. تبدیل معکوس رابطه  

)2-112(  � �
���∗

��
�1 � ���∗������� � �����

∗������� 

هاي خزش و آسایش تـنش   نمایش هندسی پدیده 112-2و  108-2د. با بکارگیري روابط شو نوشته می

  باشند. زیر میبراي این مدل مطابق شکل 
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  هاي خزش و آسایش تنش نماش هندسی پدیده 17-2شکل 

بـا جانشـین    101-2ه از رابطـه  جهت تعیین معادله مشخصه براي مدل ویسکوز سه پارامتري با استفاد

��کردن  � 0 ،�� � ��∗ ،�� � ��∗ ،�� �   توان نوشت: می ∗��

)2-113(  � �
�

��∗
�
��

�
�

���∗ � ��∗
�
���

 

  

بعد از تاثیر عملگر  113-2رابطه 
�
��
  سازي به صورت: بر روي جملات مربوط و ساده 

)2-114(  ��� � ���� � ���� � ���� 

  شود که در آن: نوشته می

)2-115(  
�� � ��∗,	            �� � ��∗ � ��∗,            �� � ��∗��∗,          �� � ��∗��∗  

 

  است.
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  ویسکوالاستیسیته سه بعدي-2-4

کوزیته سه بعدي متداول است که رفتار جسم ویسکوالاستیک را تحـت شـرایط بـرش و    در تئوري ویس

هـاي   دهند. بدین منظور تانسورهاي تنش و کرنش بر حسب مولفـه  انبساط خالص مورد بررسی قرار می

  انحرافی و هیدرواستاتیک به صورت:

)2-116(  ��� � ���� �
���
3 ��� 						,					��� � ���� �

���
3 ���		 

  

هـاي   هاي تانسور تنش بر حسب مولفه شوند. همچنین در تئوري الاستیسیته سه بعدي مولفه نوشته می

  تانسور کرنش عبارتند از:

)2-117(  ��� � ������� � 2���� 

)2-118(  � � � �
2
3 � 

�ه در آن ک � � � �
�
رابطـه زیـر    118-2و رابطه  117-2مدول بالک است. با جانشین کردن روابط  �

  برقرار است.

)2-119(  ���� �
���
3 ��� � ������� � 2������ �

���
3 ���� 

  بنابراین:

)2-120(  ���� � 2����� 										,				��� � 3������ 

  

  حال چنانچه معادله جسم ویسکوالاستیک به صورت کلی:

)2-121(  ��� � ��
�
�� � ��

��

��� �⋯�� � ��� � ��
�
�� � ��

��

���� � 

  توان نوشت: می ����2و  ����با  121-2 در رابطه εو  σباشد، با تعویض 

)2-122(  ��� � ��
�
�� � ��

��

��� �⋯����� � 2��� � ��
�
�� � ��

��

���� ���
�  
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  اما:

)2-123(  ���� � ��� �
���
3 ��� � ��� � ������� 

)2-124(  ���� � ��� �
���
3 ��� 

  به صورت 122-2در نتیجه رابطه 

)2-125(  
��� � ��

�
�� � ��

��

��� �⋯� ���� � ��������

� 2��� � ��
�
�� � ��

��

���� ���� �
���
3 ���� 

هـاي تانسـور    هاي تانسور تـنش را بـه مولفـه    توان مولفه می 125-2استفاده از رابطه شود. با  نوشته می

کرد. به عنوان مثال چنانچه جسم ویسکوالاستیک از نـوع   کرنش و ویسکوالاستیسیته سه بعدي مرتبط

  باشد. ، رابطه زیر برقرار می123-2فاده از رابطه استمدل جامد سه پارامتري باشد. با 

)2-126(  ��� � ���� � ��� � ���� 

  

  که در آن:

)2-127(  �� � ��∗ � ��∗,	            �� � ��∗,            �� � ��∗��∗,          �� � ��∗��∗ 

  

  توان نوشت: می 126-2است. در نتیجه با بکارگیري رابطه 

)2-128(  ��� � ��
�
��� ���� � �������� � 2 ��� � ��

�
��� ���� �

���
3 ���� 

  

  و یا:

)2-129(  
����� � ������ � 2������ � ������� � ���k �

2
3��� ������ � ���k

�
2
3������� ��� 

  



  

41 

 

توان از مقایسه تبدیل لاپلاس رابطه مربوط بـه جسـم ویسکوالاسـتیک و تبـدیل لاپـلاس       همچنین می

بـه   126-2ن مثـال تبـدیل لاپـلاس رابطـه     سیته نیز به نتیجه رسید. به عنـوا رابطه نظیرش در الاستی

  صورت:

)2-130(  ��� � ������ � ��� � ������ 

  

  و یا:

)2-131(  �� �
���� � ����
���� � ����

�� 

  

  است. همچنین تبدیل لاپلاس رابطه:

)2-132(  �� �
���� � ����
���� � ����

�� 

)2-133(  ���� � 2����� 										 

  نیز به صورت:

)2-134(  ����� � 2������ 										 

  

-2گیري کرد که چنانچـه در رابطـه    توان نتیجه می 132-2و  130-2شود. از مقایسه روابط  نوشته می

با ضریب  μضریب  132
���������
���������

هـاي   هاي تانسور تنش را بـه مولفـه   تعویض شود روابطی که مولفه 

  گردند. ک تعیین میکنند براي جسم ویسکولاستی تانسور کرنش مربوط می

)2-135(  ����� �
���� � ����
���� � ����

�����  

  

  و یا:

)2-136(  ��� � ��������� � 2��� � ���������  

  عبارتست از: 136-2تبدیل معکوس رابطه 
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)2-137(  ��� � ��
�
������

� � 2��� � ��
�
������

�  

  

  به صورت: 137-2، رابطه 126-2و  125-2با بکارگیري روابط 

)2-138(  ��� � ��
�
��� ��� � ������� � 2��� � ��

�
������ �

���
3 ��� 

  

هـاي   داده شده است. با انتگـرال  129-2به وسیله رابطه  شود که همان نتیجه ایست که قبلاً نوشته می

هـاي   ع آسودگی تنش نیز در ویسکوالاستیسیته سه بعدي جهت مـرتبط کـردن مولفـه   بتاتابع خزش و 

هاي انحرافی و هیدرواستاتیک کرنش به ترتیـب بـه    شوند. مولفه تانسور تنش و کرنش به کار گرفته می

شـوند، بنـابراین    تنش به وسیله انتگرال تـابع خـزش مربـوط مـی     هاي انحرافی و هیدرواستاتیک مولفه

  توان نوشت: می

)2-139(  ���� � � ��� � ��
�

�
����� ��� 

)2-140(  ��� � � ��� � ��
�

�
������� 

  

اسـتاتیک  هـاي تـنش انحرافـی و هیدرو    باشد. به هر طریق مشابه مولفه تابع خزش می ����که در آن 

هاي انحرافی و هیدرواستاتیک کرنش به وسیله انتگـرال تـابع آسـودگی تـنش      تنش به ترتیب به مولفه

  شوند. مربوط می

)2-141(  ���� � � ��� � ��
�

�
����� ��� 

)2-142(  ��� � � ��� � ��
�

�
������� 

  

تبـدیل   135-2و  133-2ل چنانچـه از طـرفین روابـط    تابع آسودگی تنش است. حـا  ����که در آن 

  توان نوشت: لاپلاس گرفته شود می
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)2-143(  

����� � �� ��� � ��
�

�
����� ��� � �� ��� � ��

�

�

�
�� ���

� �����

� ������
�
�� ���

� ��� � ����������� ���	

 

  و 

)2-144(  

����� � �� ��� � ��
�

�
����� ��� � �� ��� � ��

�

�

�
�� ���

� �����

� ������
�
�� ���

� ��� � ����������� ���	

 
  

  باشد. ، رابطه زیر برقرار می144-2در رابطه  143-2با ضرب رابطه 

)2-145(  ����� ����� � ����������������� �������� ��� 

  

  بنابراین:

)2-146(  ���������� �
1
�� 

  

و بالعکس در صورتی که  ����توان تایع  معلوم باشد می ����چنانچه تابع  146-2با استفاده از رابطه 

  ین نمود. پس:را تعی ����توان تابع  معلوم باشد می ����تابع 

)2-147(  ���� � �
2� � �
2� � 6��

��
�  

  

��با توجه به اینکه تبدیل لاپلاس معادله مشخصه قطعه ویسکوالاسـتیک بـه صـورت     � �����
���

� �� 

به  μقطعه ویسکوالاستیک کافیست در رابطه بالا  ���شود، جهت تعیین تنش  نوشته می
����
���

بـدیل  ت 

  گردد.
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)2-148(  
���� � �

2��� � �� � 3��� � ��
2��� � �� � 6��� � ���

��
� � �

�2� � 3��� � 2� � 3��
2�3� � ����� � �� ���

�
��

2�3� � �� �
��
�� �

��
��� � �� �

��
� � �� 

  

  که در آن:

)2-149(  λ �
� � 3��

� � 3�
						,					�1 � 2� � 3�				,						�1 � 2� � 3��				 

  

  اختیار شده است. در نتیجه:

)2-170(  ��� �
��

2�3� � ��
�
��
� �

��
� ���� � ������� 

  

  و یا:

)2-171(  ��� �
��
2
�
2� � 3��
� � 3�� � �

2� � 3�
� � 3� �

2� � 3��
� � 3�� � ����� 

  

  حالت الاستیک به ویسکوالاستیکمدل حل مدل - 1-4-2

هاي هیدرواستاتیک نوشته شود، رابطـه زیـر برقـرار     سب مولفهحانسورهاي تنش و کرنش را برچنانچه ت

  باشد. می

)2-172(  ��� � ���� �
���
3 ��� 						,					��� � ���� �

���
3 ���		 

  

  نوشت: توان حال چنانچه رابطه تنش و کرنش براي اجسام الاستیک در نظر گرفته شود، می

)2-173(  ��� � ������� � 2���� 
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)2-174(  

���� �
���
3 ��� � ������� � 2������ �

���
3 ���� 

� � � �
2
3 � 

 

  باشد. مدول بالک می kکه در آن 

)2-175(  ���� �
���
3 ��� � 2����� � ������� 

  

  بنابراین

)2-176(  ���� � 2����� 								, ��� � ������� 

  

  ه صورتحال از با توجه به اینکه معادله مشخصه مدل کلوین ب

)2-177(  � � �� � ��� 

  

  باشد. است با گرفتن لاپلاس از طرفین معادله، رابطه زیر برقرار می

)2-178(  �� � ��� � ���� � �� � ����� � ��1 � ����� 

  

�که در آن  �
�

�
است. در نتیجه جهت بدست آوردن روابط مربوط ویسکوالاسـتیک سـه بعـدي مـدل      

  در تبدیل لاپلاس معادله الاستیک یعنی معادله کلوین کافیست که

)2-179(  ����� � 2������  
  

��1به  μبا تبدیل  �   توان نوشت: ، می���

)2-180(  ����� � 2��1 � ��������  

  باشد. ، رابطه زیر برقرار می180-2 بطهگیري معکوس از طرفین را بنابراین با تبدیل
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)2-181(  ���� � 2������ � �
�
�� ���

� � � 2��1 � �
�
������

�  

توان  می ���و  ���هاي  تنش ���و  ���و  ���اي، جهت تعیین کرنش  براي حالت تنش صفحهحال 

  نوشت:

)2-182(  ��� �
��� � ��� � ���

3 � 2��1 � �
�
������� �

��� � ��� � ���
3 � 

  

  

  

  :توان فرض نمود میبه علت در نظر گرفتن تنش هیدرواستاتیکی و تقارن هندسه مسئله 

)2-183(  ��� � ���												 و      ��� � ��� 

)2-184(  ��� �
2���
3 � 2��1 � �

�
������� �

2��� � ���
3 � 

)2-185(  ���
�
� 2��1 � � �

��
���������

�
) 

 

���همچنین با توجه به اینکه  �   توان نوشت: می ����3

)2-186(  
��� � ��� � ��� � 3����� � ��� � ���� 

 

)2-187(  2��� � 3��2��� � ���� 
  

  توان نوشت: با استفاده از معادلات فوق می

)2-188(  σ���1 �
4E
3k� � 6E�ε�� � τε���� 

)2-189(  ε�� � τε��� � �
3k � 4E
18Ek �σ�� 

)2-190(  L�ε�� � τε���� � �
3k � 4E
18Ek �σ��U�t� 

)2-191(  ε���s�s � τ�� � �
3k � 4E
18Ek � 

)2-192(  ε�� � �
3k � 4E
18Ek ��

1
�s�s � τ���σ�� 

)2-193(  ε�� � �
3k � 4E
18Ek ��

1
�s�s � τ���σ�� 
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)2-194(  ε�� � �
3k � 4E
18Ek ��

1
τs �

1
τ�s � τ��σ�� 

)2-195(  ε�� � �
3k � 4E
18Ekτ ��1 � e���σ�� 

  

  بر حسب زمان داریم: yو  xهمچنین براي بیان تنش در راستاهاي 

)2-196(  ��� � ���  

)2-197(  ��� � ��� � ��1 � ���� � ���������� 

   

  موضوع وري بر ادبیاتمر-2-5

ي مهندسی با استفاده از مواد کامپوزیتی اه تعیین فاکتورهاي تمرکز تنش در طراحی سازه

هاي اخیر موضوع مواد ویسکوالاستیک از  ویسکوالاستیک از اهمیت بالایی برخوردار است. در سال

 ] قرار گرفته6] و ویلیامز [5]، لی [4نی از جمله هیلتون [عددي مورد توجه محققی گاه تجربی ودید

ر حل مسائل ویسکوالاستیک استفاده هاي تحلیل الاستیک به منظو است. محققان مختلف از روش

] روابط 8داد و همچنین مورلند و لی [ ارائهیزوتروپیک مستقل از دما اطی ] رواب7لی [. نندک می

یزوترپیک ارائه داد ابط ویسکوالاستیک را براي مواد ا] رو9متغیر دما را مطالعه نمود. بایوت [وابسته به 

هایی براي حل مسائل  ] مطالعه شد. روش11-10که این روابط در گذشته توسط هشین [

الام و ]. 16-12[ توسط تعدادي از محققین ارائه شد ویسکوالاستیک شبه الاستیک در مواد کامپوزیتی

طیلی ساخته شده از دو نوع الیاف ] روشی را براي حل تغییر شکل یک صفحه مست17باي [اپل 

یزوتروپیک ارائه دادند. بخش اول الیاف ها به صورت الاستیک بوده و بخش دیگر داراي زمینه ا

به منظور حل مسئله  1ایلیوشین] از روش تقریب 19-18باشد. آلام و همکارانش [ ویسکوالاستیک می

                                                
1Illyushin method  
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هاي مستطیلی و مثلثی استفاده  ماده کامپوزیتی، با نوارهاي ویسکوالاستیک با سطح مقطع پیچش یک

بارگذاري  ]، تمرکز تنش در صفحات کامپوزیتی اپوکسی/گرافیت تحت20ویتورس و محاسه [ نمودند.

رهاي لاستیکی نامنظم توسط اي براي پلم ، معادلات سازندهمحوري را بررسی نمودند. اخیراًتک 

تک  یک تحلیل ویسکوالاستیک را در کامپوزیت ]22] ارائه شده است. توروتیماتام [21وف [دروزد

وابستگی زمان به تنش انتقالی بین یک فایبر الاستیک و زمینه ویسکوالاستیک  جهته انجام دادند و اثر

 ] از روش پارامتر کوچک همانند روش20را تحت بارگذاري محوري بررسی کردند. آلام و زنکور [

مدول موثر براي بررسی پاسخ خمشی یک مدل ویسکوالاستیک با الیاف تقویت شده بررسی نمودند. 

با  ده به واسطه تغییر شکل یافتن با گشودگیمسائل مربوط به تعیین تنش در یک صفحه ضعیف ش

هاي مهندسی بسیار مهم  استفاده از یک نیروي به کار گرفته شده در وسط صفحه در طراحی سازه

یزوتروپیک تقویت نشده باعث افزایش تنش در در صفحه ا گشودگیمشخص است که اثر  اشد.ب می

این اثر تمرکز تنش نامیده  شود. در مقایسه با صفحات بدون بازشوندگی می گشودگینزدیکی 

یزوتروپیک به اندازه کافی بررسی شده است که شامل ئل تمرکز تنش در صفحات اشود.مسا می

، توزیع تنش به 1یزوتروپیکنبراي مواد ا ].23[ مطالعه شده استهاي مختلف  و بارگذاري گشودگی

ها فقط  مابقی گشودگیهاي دایروي و بیضوي بررسی شده است. براي  اندازه کافی فقط براي گشودگی

هاي مثلثی، بعضی مسائل توزیع  تنش در صفحه  حل تقریبی آنها شناسایی شده است. براي گشودگی

ود که نفري ب] اولین 25] بررسی شده است.کراسیوکوف [24] و نایمن [2ساوین [ یزوتروپیک توسطنآ

] روش دیگري براي 26یزوتروپیک با گشودگی مثلثی بکار برد. ستفن [ناروش تقریب را براي صفحات 

تخمین توزیع  تنش در صفحه اورتوتروپیک با گشودگی مثلثی را پیشنهاد داد. همچنین لخنیتسکی 

  یزوتروپیک است.حات چوب سه لایه بیشتر از صفحات اد که بیشترین تنش در صفگزارش نمو ]3[

صفحات ویسکوالاستیک، مربوط به  هاي در مطالعات تحقیقاتی صورت گرفته بر روي تمرکز تنش حفره

                                                
1
 Anisotropic 
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] تمرکز تنش 27باشد. در مقابل، آلام و آپلباي [ اي، مربعی و بیضوي می هاي دایره حاتی با حفرهصف

تقویت شده تحت بار  اي در یک صفحه ویسکوالاستیک هاي دایره اي یا نابجایی هاي دایره اطراف حفره

یزوتروپیک صفحه ا یک. اثر حفره کوچک بر روي توزیع تنش بر روي ندبرشی یکنواخت را بررسی نمود

] بررسی شد و تنش اطراف یک گشودگی کوچک تحت 28تحت بارگذاري کشش توسط گرینسپان [

] مطالعه گردید. 30] و براي گشودگی بیضوي توسط بورمیستروف [29بروك [ خمش خالص توسط

تحت بارگذاري ترکیبی کششی و گشتاوري بررسی  ثلثی] تمرکز تنش در اطراف یک حفره م31آلام [

 در این بررسی مسائل مربوط به کشش وشد؛  رائهو زنکور ام . در گزارشی دیگر که توسط آلاکرد

نیزوتروپیک با یک گشودگی بیضوي یا ترك مطالعه شده است امپوزیتی اخمش خالص بر روي ورق ک

 در] توزیع تنش 32و با نتایج گشودگی بیضوي کوچک مقایسه شده است. همچنین زنکور و آلام [

در اطراف یک صفحه ویسکوالاستیک تقویت شده با الیاف تحت بارگذاري  دایرويهاي  اطراف حفره

  .ندخمشی بررسی کرده ا
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  روش تحقیق: 3فصل 
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  مقدمه-3-1

-رتوتروپیـک ویسکوالاسـتیک بـا گشـودگی شـبه     به محاسبه توزیع تنش در یک صفحه ادر این بخش 

توزیـع تـنش اطـراف     د. براي حل این نوع مسائل ابتـدا  شو مربعی تحت بارگذاري محوري پرداخته می

گی شبه مربعـی واقـع در یـک ورق نامحـدود ارتوتروپیـک بـا اسـتفاده از روش متغیـر مخـتلط          گشود

محاسبه می شود. سپس با اسـتفاده از   E1, E2, ν12, G12 سکی برحسب تابعی از خواص مکانیکیلخنیت

هاي تـنش بـر حسـب     رگرسیون خطی چندگانه براي گشودگی شبه مربعی رابطه اي صریح براي مولفه

ز اصـل  بـا اسـتفاده ا   درنهایـت  شـود.  کی و انحناي گشودگی و زاویـه چـرخش ارائـه مـی    خواص مکانی

در حوزه لاپلاس  کیسکوالاستیبه حل و کیحل مسئله الاست ي،روش متناظر سازبرهمنهی بولتزمن و 

در  کیسکوالاسـت یمناسب، حـل و  يعدد يشود. آنگاه با گرفتن لاپلاس معکوس به روش ها یم لیتبد

  .دیآ یبه دست م زیحوزه زمان ن

  

  

  

  يپارامتر سه جامد دل) م1-3( شکل
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 انتقال از حالت الاستیک به ویسکوالاستیک-3-2

 کربن صنعت، در مواد پرکاربردترین این از یکی .دارند متعددي انواع پلیمري پایه کامپوزیت مواد

 رفتار که دارد ماده اب مرتبط مستقل خاصیت چهار اي،لایه تکهاي کامپوزیت در لایه هر .است اپوکسی

 زمان، از صورت تابعی به توانند می خواص این از هریک کند که می بیان را اي صفحه مکانیکی درون

  ]35[: شوند می محاسبه زیر صورت به و ماتریس نرمی قالب در خواص این ]35.[شوند بیان تنش و دما

)3-1(  �
���
���
���

� � �
��� ��� 0

����� ���� ��� 0
0 0 ���

� �
���
���
���

� � ��� �
���
���
���

� 

   
  

	:هستند	زیر	بصورت	نرمی	ماتریس	اعضاي	که 	

)3-2(  ��� �
1
���

, ��� � ��� �
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	:است	زیر	بصورت	سفتی	ماتریس	همچنین 	
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استخراج و بسط روابط حاکم ویسکوالاستیک با استفاده از معادلات انتگرالی و دیفرانسیلی براي معادله 

هاي اتسـاعی و   باشد. از این رو، اصل برهم نهی بولتزمن براي کرنش جداگانه قابل استفاده می به صورت

  آید: باشد. علاوه بر آن اجزاي تنش به صورت زیر به دست می برشی قابل استفاده می
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. به دنبال آن، روابط تنش کرنش باشندمی مدول آسایش حجمی و برشی G(t)و  k(t)در جایی که 

  باشد.  ویسکوالاستیک در شکل انتگرالی به صورت زیر قابل بیان می
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 باشد. حجمی و برشی می نرمیمدول  J(t)و  B(t)که 

 صـورتی  بـه  تـوان  مـی  را ویسکوالاستیک ي ماده یک برشی و اتساعی پاسخ براي دیفرانسیلی معادلات

  .نوشت بعدي یک حالت مشابه

)3-6(  
��������� � 2��������� 

�������� � 3�������� 

 

هـاي   عملگرهاي دیفرانسیلی بوده و شامل مدول ویسـکوزیته و دمپـر مـدل    ��و  ��، P ،Qدر جایی که 

  باشد. با تبدیل لاپلاس روابط فوق خواهیم داشت: مکانیکی می

)3-7(  

�̅����� � 2�∗�����������̅����� 

������� � 2�∗�������������̅���� 

 

�که  
∗
�و  ���

∗
ي مدول آسایش حجمی و برشی  مطابق روابط زیر مرتبط با تبدیل یافته ���

  باشد. می

)3-8(  
�̅∗��� � ��̅��� 

��∗��� � ������ 
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 ـ صـورت  بـه  تـوان  مـی  را تبـدیل  ي حوزه در ویسکوالاستیک کرنش-تنش ي رابطه ترتیب، این به  رزی

  :نوشت

)3-9(  
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�در جایی که 
∗
�و  ���

∗
 حجمـی  و برشـی  خزشی نرمی ي یافته تبدیل با مرتبط زیر روابط مطابق ���

  .هستند

)3-10(  
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 مدل جامد استاندارد-3-2-1

آنگـاه  زنند.  قریب میهایی از فنر و ویسکوز ت ماده ویسکوالاستیک را با المان همانطور که قبلا گفته شد

سـی  کنند. در این برر با استفاده از معادله مشخصه مدل مزبور، اقدام به تحلیل ماده ویسکوالاستیک می

جامد استاندارد کـه شـامل سـه المـان      رتوتروپیک با استفاده از مدلک صفحه ارفتار ویسکوالاستیک ی

  باشد، مدل شده است. مطابق شکل زیر می

  

 ]7[ مدل جامد سه پارامتري 2-3شکل 
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  رد خطی به صورت زیر است:استاندا جامد مشخصه مدلمعادله 
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  شود: معادلات کلی زیر مربوط به مواد ویسکوالاستیک، در نظر گرفته می
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آینـد. بایسـتی    هاي برشی مهندسی بدست می براي کرنش ��و  ��با مقایسه سه رابطه فوق اپراتورهاي 

هاي برشی معمولی هستند. بـدین ترتیـب بـا     رابر کرنشهاي برشی مهندسی دوب توجه داشت که کرنش

�فرض  � �
��

  خواهیم داشت: 
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  از طرفی در مواد ویسکوالاستیک داریم:
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  با ساده کردن رابطه فوق، معادله زبر بدست خواهد آمد،
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  شوند: با توجه به معادله فوق رفتار خزشی والاستیک ماده به صورت زیر از هم تفکیک می

  مت مربوط به رفتار الاستیک:قس

)3-19(  1
��

�
1
��

 

  قسمت مربوط به رفتار خزش:

)3-20(  1
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�

1
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� � ���
��
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الاسـتیک غیرقابـل تـراکم     هاي هیدرواستاتیکی، شود که مواد ویسکوالاستیک تحت اثر تنش فرض می 

گیرند. با چنین فرضی ضـریب پواسـون    ا بی نهایت در نظر میت دیگر مدول حجمی رو به عبارهستند 

  توان در نظر گرفت: رفتار ایزوتروپیک ساده کننده زیر را میو برابر با یک دوم است. 

با فرض غیرقابل تراکم بودن در تغییرات حجمی و فرض رفتار ویسکوالاستیک در برش  .1

  :خواهیم داشت

)3-21(  

���� � ∞ 

���� �
1
2 

���� � 1/3���� 

)s (.متغیر لاپلاس است  

 هاي هیدرواستاتیکی، الاستیک است. رفتار ماده تحت اثر تنش .2

 باشد. رفتار ماده در برش ویسکوالاستیک می .3

 شود. خصوصیات ماده در هر گام زمانی ثابت فرض می .4

  :ل برشی، خصوصیات ماده عبارتند ازبا توجه به فرضیات فوق و روابط بدست آمده براي مدو
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  راي رفتار الاستیکب

  مدول برشی:  

)3-22(  �� � �� 

  مدول حجمی:

)3-23(  �� � � 

  ضریب پواسون:

)3-24(  �� �
3� � 2��

6� � 2��
 

  براي رفتار خزشی

  مدول برشی:  

)3-25(  ����� � �� � ��� 

  مدول حجمی:

)3-26(  �� � ∞ 

  ضریب پواسون:

)3-27(  �� �
1
2 

توان به راحتی  باشد، نمی اما با توجه به آنکه ماده مورد نظر در این پژوهش داراي رفتار ارتوتروپیک می

ا صفر کرنش ناشی از خزش برابر ب t=0از روابط ساختاري فوق استفاده نمود. با توجه به آنکه در لحظه 

را محاسبه  ��ن مقدار توا اشد میب می باشد و کرنش مانده در روابط مربوط به کرنش الاستیک می

  نمود.

)3-28(  
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  هاي خزشی محاسبه کرنش

-هـاي الاسـتیک معـادل ا آنهـا را در رابطـه تـنش        هاي خزشی به جاي ثابت براي بدست آوردن کرنش

هاي خزشی را بـر حسـب    ابطه نرمی مقادیر کرنشهمین اساس با استفاده از ردهیم. بر  کرنش قرار می

  دهد. تنش بدست می
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طـول هـر گـام     از آنجایی که رفتار ماده ویسکوز خطی در نظر گرفته شده و از طرفی مقدار تنش را در

پایـان  هاي خزشی را در  توانیم با عنایت به اصل جمع آثار بولتزمن کرنش ایم می زمانی ثابت فرض کرده

نانکه در شکل زیر نمایش داده شده اسـت ایـن   سبه کنیم. اصل جمع آثار بولتزمن چهر پله زمانی محا

ي هـا  مختلـف کـه در زمـان   دارد که خروجی کرنش ناشی از ترکیب دو ورودي تنش  مطلب را بیان می

ا بـه تنهـایی   هاي کرنش ناشی از اعمال هر یـک از آنه ـ  اند، برابر با مجموع خروجی متفاوتی اعمال شده

هـاي جزئـی بوجـود     است. از این رو باید کرنش خزشی حاصل از تغییرات تنش در هر گام را به کـرنش 

حاصل از جمع آثار همه تغییـرات   هاي پیشین اضافه نمود، یعنی کرنش خزشی در هر گره آمده در گام

واضـح اسـت کـه    زمانی پیشـین بـه وجـود آمـده اسـت.       هاي اي تنش در ان نقطه است که در گام پله

توانیم  اند می هاي زمانی، کوچک فرض شده تغییرات تنش در عمل پیوسته است اما به دلیل این که پله



60 

 

) در شـکل زیـر نشـان داده شـده     �∆اي تنش ( مقدار تنش را در هر پله ثابت بگیریم. این تغییرات پله

اي تـنش و تغییـرات کـرنش     ات پلهها، به ترتیب نشانگر تغییر ها و کرنش است. از این رو، در واقع تنش

 .خزشی در هر گره و در هر گام زمانی نسبت به گام زمانی پیشین است

 

  نمایش اصل جمع آثار بولتزمن 3-3شکل 

  

 ]7[ اي تقریب زدن تغییرات تنش پیوسته به تغییرات تنش پله 4-3شکل 
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  ها محاسبه تنش

در ابتداي هر گام زمانی بـه معادلـه اساسـی     با در نظر گرفتن کرنش خزشی به عنوان یک کرنش اولیه

  .زیر خواهیم رسید:

)3-30(  [K][U]= [P] + [F] 

] وابسـته بـه بـار اعمـال شـده      P] مربوط به قسمت الاستیک است و بردار نیـروي [ K[ ماتریس سفتی

] وابسته به کرنش اولیه خزشی است. با حل معادله فـوق و بـه دسـت آوردن    Fخارجی و بردار نیروي [

  شود: ]، تنش در هرگام زمانی به صورت زیر محاسبه میUاي [ ابجایی گرهج

)3-31(  [�] = [Q] ([�]-[��]) 

  ] ماتریس خواص مصالح است.Qهاي کلی سیستم و [ کرنش [�]، [��]هاي  کرنش

گـام  و نهایتا توزیـع تـنش در    آید هاي خزشی سیستم بدست می بدین ترتیب در هر گام زمانی  کرنش

  شود. گردد و این روند براي هر گام زمانی تکرار می زمانی مربوطه از طریق معادله فوق مشخص می

 

  مدل تحت اثر کرنش ثابت: t=t1در لحظه هت بررسی پدیده آسایش تنش چنانچه ج

)3-32(  �∗ �
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�1 � ����� �
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����

������ 

  توان نوشت: قرار گیرد می

)3-33(  � � �∗��� � �1� � �∗���� 

  

�	=که در آن  � ��τ  و��τ� به صورت: 34-2رابطه  تبدیل لاپلاساي واحد است،  تابع پله  

)3-34(  ���� � ������ � ������ � ���̅ � �����̅ � �������  

�����و جانشین کردن  � �� ،����� � ̅�و  ∗� � �∗

�
  باشد. در آن، رابطه زیر برقرار می 
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∗�که در آن  � ��
��

  است. تبدیل معکوس رابطه به صورت : 

)3-36(  � �
���∗

��
�1 � ���∗������� � �����

∗������� 

 با توجه به روابط فوق و ماتریس سفتی براي مواد ارتوتروپیک میزان تنش برابر است با:
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  نتایج و تفسیر آن: 4فصل 
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  بارگذاري محوريمربعی تحت شبهتنش در صفحه بی نهایت با گشودگی -4-1

به منظور توزیع تنش اطراف گشودگی شبه مربعـی واقـع در یـک     2-2طبق روابط ارائه شده در بخش 

نیـز   wباشد. محدوده مجاز تغییرات  می c=1و  n=3مقادیر  است در روابط ذکر شده ورق نامحدود لازم

خواهد بود. توزیع تنش بـراي مـواد ارتوتروپیـک نیـز بـا اسـتفاده از متغیـر مخـتلط          0.33بین صفر تا 

روابط مربـوط بـه توزیـع     . با فرض آنکهشود محاسبه میلخنیتسکی بر حسب تابعی از خواص مکانیکی 

  ورت زیر باشد:تنش به ص

)4-1(  
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��� � ��������� � 2������������� � ����������� 

 

تروپیـک تـنش در صـفحه    در روابـط مـاده ویسکوالاسـتیک ارتو   جایگزین کردن مقادیر تـنش فـوق    با

  ارتوتروپیک محاسبه خواهد شد. براي انتقال تنش از ماتریس دوران استفاده خواهد شد.

)4-2(  �
��
��
���

� � �
�� �� 2��
�� �� �2��
2�� �2�� ���

�

��

�
��
��
���

� 

  

��مقــادیر تــنش  � ��� � ��و  0 �  ����و  ����بــه ترتیــب برابــر بــا  mو  n، در رابطــه فــوق 0

�باشد و به ازاي  می rو منحنی الخط  xزاویه بین محورهاي  �باشند و  می � 0،  
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0 0 0
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0
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��مقادیر  � ��� � ��و  0 � می باشد. با توجه به روابط به دست آمده براي حالت  ��

  ارتوتروپیک داریم:-ویسکوالاستیک



  

65 

 

)4-4(  �
��
��
���

� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

��
1 � ������

� ��
1
��
� �1 � ���������� �

1
��

� ������� � �
�����

1 � ������
� ��

1
��
�

�1 � ���������� �
1
��

�����

�
�����

1 � ������
� ��

1
��
� �1 � ���������� �

1
��

� ������� � �
��

1 � ������
� ��

1
��
�

�1 � ���������� �
1
��

�����

0 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�

 

در اطراف تنش یک صفحه بی نهایت با گشودگی شبه مربعی به صورت زیر  ��و  ��توزیع تنش 

  زاي مقادیر مختلف تاخیر زمانی نشان داده شده است.باشد. توزیع تنش به ا می

به ازاي زاویاي یکسان نسبت به مقادیر  ��شود مقادیر تنش  مشاهده میهمانطور که از تصاویر زیر 

هاي ایجاد شده در  باشد. همچنین با افزایش میزان تاخیر زمانی، میزان تنش بیشتر می ��تنش 

  یابد. ها نیز افزایش می اطراف گشودگی

 

 

 گشودگی شبه مربعی در اطرافبی نهایت ارتوتروپیک -یک صفحه ویسکوالاستیک ��توزیع تنش  1-4شکل 
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 ارتوتروپیک بی نهایت با گشودگی شبه مربعی-در اطراف یک صفحه ویسکوالاستیک ��توزیع تنش  2-4شکل 

 90به زاویاي نشان داده شده است بیشترین مقادیر تنش مربوط  )4-1) و (4-2شکل (همانطور که در 

رسند  به صفر می 330و  200، 160، 25در زاویاي تقریبا  شد. مقادیر این تنشبا درجه می 270و 

  باشند. رسند و داراي مقادیر منفی می به کمترین میزان خود می 360و  180همچنین در زاویاي صفر،
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  اعتبار سنجی-4-2

ازتولید ] ب36در این پایان نامه به منظور اعتبارسنجی روش استفاده شده نتایج مقاله آلام و همکاران [

یک ماده ویسکوالاستیک ] توزیع تنش اطراف گشودگی مثلث 36شده است. آلام و همکاران [

که تصویر شماتیک  دنبررسی نمو نهایت تحت بارگذاري محوري در یک صفجه بی رتوتروپیک راا

 . نشان داده شده است 3- 4گشودگی و بارگذاري آن در شکل 

  

  

  ]36[ شماتیک گشودگی مثلثی 3-4شکل

در شـکل زیـر نتـایج توزیـع     از روش مدول موثر استفاده کرده انـد.   ]36[م و همکاران در این مقاله آلا

شود  روش ارائـه شـده    تنش در اطراف یک سمت مثلث نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می

  نامه به خوبی توانسته نتایج مقاله را بازتولید نماید.   در این پایان
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  ] 36نامه و مقاله آلام و همکاران [ این پایان  سه توزیع تنش اطراف گشودگی مثلثی با استفاده از روش ارائه شده درمقای 4-4شکل 

 رگرسیون خطی-4-3

 ���، ��، ��متغیـر   از چهار تابعی اي دایره گشودگی با صفحات در تنش تمرکز ضریب اینکه به توجه با

��نسبت  از تنش سازي دبع بی جهت .باشد می ���و   ضـریب  همـان  برابـر  که است شده استفاده ���

همچنین بـه  باشد. می	1Pa آن میزان که بوده ورق مرز در اعمالی تنش ��اینجا  در .است تنش تمرکز

ز ا مختلفـی  ترکیبـات  بـه کمـک   بنابراین بوده، بعد بدون دیگر عامل سه خلاف بر ���متغیر  آنکه دلیل

 بـه  گزینـه  شـش  از متغیرها بعدسازي بی براي .شده است متغیرها بعدسازي بی به اقدام ���و  ��، ��

 کلیـه  آماري طرح این کمک به .شد استفادهنه چندگا خطی رگرسیونی مستقل مدل متغیرهاي عنوان

ي  رابطـه  به صورت لمد این که شده استفاده تنش تمرکز متقابل ضریب اثرات و رگرسیون مدل ضرایب

  :شود زیر بیان می
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�

���

 

  

 اثر خطـی  ��ضریب ثابت، ��،)یا بیشینه تنش محیطی تنش تمرکز ضریب( پاسخ ، متغیرYآن،  در که

 کـه بـراي   باشد می بسط قابل متغیرها تعداد به توجه ي فوق با رابطه .باشند می مستقلمتغیرهاي  ��و 

  .یابد می بسط يا رابطه به صورت حاضر ي مطالعه

)4-6(  � � �� � ���� � ���� � ���� � ���� 

  

 ��، ��� ضـریب پواسـون   ��، ���مدول الاستیک  ��، �� محیطی تنشمیزان ماکزیمم  Y ،درآن که

  باشد.   می ��مدول الاستیک  ��و  ��مدول الاستیک 

  : خواص مواد کامپوزیتی ارتوتروپیک1-4جدول 

�������� ��� ������� ������� ��  No ماده �����	

  1  گلس/اپوکسی- اي  10.4  39  8.6  0.28  3.8

  2  گلس/اپوکسی- اس  10.2  43  8.9  0.27  4.5

  3  گلس/اپوکسی-نوو  7.87  29.7  29.7  0.17  5.3

  4  کولار/اپوکسی  18  87  5.5  0.34  2.2

  5  کربن/اپوکسی  13.9  142  10.3  0.27  7.2

  6  کربن پیک  15.4  131  8.7  0.28  5

 

 کـه  همانطور .است شده آوردهزیر  جدول در گانه چند خطی رگرسیون مدل واریانس جزیهت کلی شکل

) و SSRمجموع مربعات رگرسـیون ( مجموع تغییرات به دو عامل  رگرسیونی مدل در شود، می ملاحظه

 yپارامترهـاي مـدل،    Pهـا،   تعـداد داده  nشود. در جدول زیـر،   ) تجزیه میSSEمجموع مربعات خطا (

باشـد. بـدین    میمیانگین بیشینه تنش محیطی  ��محاسبه شده از روش تحلیلی،  نش محیطیبیشینه ت
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  هاي مدل ارزیابی شود. ر یک ازعاملداري براي ه توان اثر معنی تیب میتر

رگرسیون خطی، اثرات متقابل، درجه دوم کاهش یافته، درجه دوم و کی از چهار مدل پس از انتخاب ی

توان به  رند از مدل حذف خواهد شد. سپس میندا دار هایی که اثرات معنی لنیز تجزیه واریانس، عام

  هاي مواد محاسبه کرد. نهایی ضریب تمرکز تنش را بر حسب ویژگی  کمک مدل

  سیونیاتجزیه واریانس مدل رگر: 2-4جدول 

  متوسط مربعات  مجموع مربعات  درجه آزادي  منبع تغییرات

∑=p-1 SSR  رگرسیون ���� � �����
��� MSR=SSR/p-1 

∑=n-p  SSE  باقیمانده ��� � ������
��� MSE=SSE/n-p 

∑=n-1 SST  کل ��� � �����
��� -  

  

 1-4به بررسی آماري  خروجی نشان داده شده در جـدول   SPSSدر ادامه با استفاده از نرم افزار آماري 

پـارامتر مـادي بـه عنـوان      4ر تنش محیطـی بـه عنـوان متغیـر وابسـته و      که مقادی  شود. پرداخته می

بـه ترتیـب بـه عنـوان متغیرهـاي اول تـا        ��و  ��، ���، ��� اند. متغیرهاي مستقل در نظر گرفته شده

  اند.چهارم معرفی شده

که چه مقدار از کـل  دهد  تصحیح شده نشان می Rنشان داده شده است. مقدار   Rدر شکل زیر مقادیر 

تنوع (واریانس) متغیر وابسته (مقادیر تنش محیطی) توسط چهار پارامتر مستقل (پارامترهـاي مـادي)   

  باشد. باشد که نشان دهنده دقت قابل قبولی می می 0.983توجیه شده است. در این مطالعه این مقدار 

  در رگراسیون خطی چندگانه Rمقادیر بدست آمده : 3-4جدول 
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سـیون خطـی نشـان داده شـده اسـت کـه در       ثابت بدست آمده براي معادله ریگرجدول زیر مقادیر  در

، ��، ��، ��اند. که در این ستون و از بالا به پایین به ترتیب نشـان دهنـده مقـادیر     ذکر شده Bستون 

گراسیون خطی چندگانه بـه صـورت   یت رابطه بدست آمده با استفاده از ریکه در نها باشند. می ��و  ��

  باشد. زیر می

)4-7(  

�=−7.424−0.89�1+60.247�2+0.267�3+0.062�4 

� � �7.424 � 0.89��� � 60.247��� � 0.267��
� 0.062�� 

  : مقادیر ثابت رابطه بدست آمده در ریگراسیون خطی3-4جدول 

  

  

 

ــراي  در شــکل زیــر مقــادیر توزیــع تــنش در اطــراف گشــودگی  مــاده ارتوپروپیــک  6شــبه مربعــی ب

شـود   مقایسه شده است. همانطور که مشـاهده مـی   ایزوتروپیکماده یک و  1-4ویسکوالاستیک جدول 

در مـواد   اي بیشتري است به طوري که مواد کامپوزیتی نسبت به ماده ایزوتروپیک داراي افزایش لحظه

ی که در ماده ایزوتروپیک توزیع تنش بـا شـیب   یابد در حال کامپوزیتی تنش با شیب زیادي افزایش می

همـانطور   باشـد.  میزان افزایش آن نسبت به مواد کامپوزیتی بسیار کمتر مـی یابد و  ملایمی افزایش می

شود در ماده ایزوتروپیک در ابتداي نمودار، مقادیر تـنش کـاهش بیشـتري را دارد کـه      که مشاهده می

  باشد. رجه در ماده ایزوتروپیک مینشان دهنده فشار بیشتر در زاویه صفر د
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شود که هرچه ماکزیمم تنش در ماده ناشـی از تغییـر    با مقایسه مواد کامپوزیتی با یکدیگر مشاهده می

شـود کـه میـزان توزیـع      همچنین مشاهده می یابد. ماده افزایش یابد، نرخ افزایش تنش نیز افزایش می

-اسمیزان توزیع تنش در مـاده  ابقی مواد بیشتر و کولار/اپوکسی نسبت به متنش در ماده کامپوزیتی 

  باشد. نسبت به مابقی مواد کمتر می گلس/اپوکسی

  باشند. تقریبا داراي رفتار یکسانی میگلس/اپوکسی -گلس/اپوکسی و اي-اسمواد 

  

  مقادیر توزیع تنش در اطراف گشودگی شبه مربعی براي مواد مختلف5-4شکل 

  بررسی اثر انحنا-4-4

باشد.  وابسته می wو  n ،cکه در بخش قبل ذکر شد شکل هندسی گشودگی به پارامترهاي همانطور 

هاي مختلف در بازه wباشد. براي  می 1و  3براي گشودگی شبه مربع به ترتیب  cو  nمقادیر 

0<w<0.33 0، نقاط به دست آمده در فاصله � � � . کند با انحناهاي مختلف را ایجاد می مربع �2

هاي ضلع مربع تیزتر شده و به سمت  انحناي لبه wشود با افزایش مقادیر  شاهده میهمانطور که م
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، wتبدیل به مربع خواهد شد. با افزاش مقدار  w=0.125رود که به ازاي مقدار  مربع کامل پیش می

شکل زیر همدیگر را قطع  نندهاي مجاور مربع هما گذار خواهد کرد، ضلع 0.33از  wهنگامی که 

  د.خواهند کر

  

  ) در شکل گشودگی شبه مربعیwتاثیر انحناي گوشه ( 6-4شکل 

کمتر به  wنشان داده شده است، در مقادیر  wدر شکل زیر مقادیر توزیع تنش به ازاي مقادیر مختلف 

بسیار کم  اشد میزان تمرکز تنش در این نقاطب کمتري می هاي مربع داراي تیزي دلیل آنکه لبه

گیري  ها میزان تنش در این نقاط افزایش چشم و افزایش تیزي لبه wادیر باشد و با افزایش مق می

، میزان یکنواختی تا قبل از شروع wشود که با افزایش مقادیر  همچنین مشاهده می خواهد داشت.

  شود. شیب افزایشی تنش بیشتر می wیا به عبارتی با افزایش یابد،  افزایش سریع، افزایش می
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  هاي مختلف wدر اطراف گشودگی شبه مربع به ازاي توزیع تنش 7-4شکل 

مختلف ارائه شـده   wمقادیر ماکزیمم تنش در براي شش ماده مختلف، براي سه مقدار  5-4در جدول 

بـا اسـتفاده از روش ریگراسـیون خطـی      است. از نتایج این جدول به منظور دست یافتن به تابع خطی

، ثوابت ماده رگریسیون خطی بـا دقـت خـوبی بدسـت     SPSSر افزا استفاده شده است. با استفاده از نرم

ضـرایب   7-4باشد. در جـدول   نشان دهنده پارامتر حداقل مربعات بالایی می 6-4 آمده است که جدول

  نشان داده شده است. Bپارامترهاي وابسته معادله ریگراسیون در ستون 

یکی مـواد و انحنـاي گشـودگی بـه     دست آماده براي ماکزیمم تنش وابسته به خـواص مکـان  ه معادله ب

  باشد. صورت زیر می
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 w: مقادیر ماکزیمم تنش به ازاي پارامترهاي خواص مکانیکی و انحناي گشودگی 4-4جدول 

w ��� ��� �� �� �� ماده No 

0.05          7.9 

 10.4  39  8.6  0.28 3.8  0.1  1  گلس/اپوکسی- اي

0.2          20.9  

0.05          7.8 

  10.2  43  8.9  0.27  4.5  0.1  2  گلس/اپوکسی- اس

0.2          20.5 

0.05          6.09 
-ونو

  گلس/اپوکسی
3  0.1  5.3  0.17  29.7  29.7  7.87 

0.2          15.4 

0.05          13.4 

 18  87  5.5  0.34  2.2  0.1  4  کولار/اپوکسی

0.2          37.2  

0.05          10.5 

 13.9  142  10.3  0.27  7.2  0.1  5  کربن/اپوکسی

0.2          28.3  

0.05          11.6  

 15.4  131  8.7  0.28  5  0.1  6  کربن پیک

0.2          31.6  
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  حدقل مربعات ریگرسیون خطی: مقادیر 5-4جدول 

  

  

  5: ضرایب ثابت ریگراسیون خطی مرتبه 6-4جدول 

  

  
� � �22.346 � 110.612�� � 1.164�2 � 76.421�3 � 0.338�4 � 0.080�5 

� � �22.346 � 110.612W� 1.164�12 � 76.421�12 � 0.338�2 � 0.080�1 

شود با افزایش  در شکل زیر اثر زاویه انحنا در مواد مختلف بررسی شده است. همانطور که مشاهده می

باشد و پس  یبا شیب ملایم م w=0.1یابد، افزایش میزان تنش تا  میزان انحنا میزان تنش افزایش می

ي گشودگی به ها هاي گشودگی میزان افزایش ماکزیمم تنش در لبه از آن به دلیل نوك تیز شدن لبه

  یابد. شدت افزایش می

شود که میزان اختلاف ماکزیمم تنش در در مواد مختلف، در اطراف  همچنین در شکل زیر مشاهده می

  یابد. گشودگی با افزایش زاویه انحنا، افزایش می

تغییرات افزایش تنش داراي بیشترین  4باشد که در ماده  واد مختلف میزان شیب متفاوت میدر م
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باشدو در نتیجه میزان افزایش تنش در مواد  داراي کمترین نرخ افزایش تنش می 1شیب و ماده

  باشد. مختلف ثابت نمی

  

  ماکزیمم تنش در اطراف گشودگی شبه مربعی رتوتروپیک ویسکو الاستیک بر رويبررسی اثر زاویه انحنا در مواد ا 8-4شکل 

  بررسی اثر زاویه چرخش-4-5

گلس/اپوکسی نشان داده شـده اسـت.   -ايدر شکل زیر اثر زاویه چرخش بر رفتار ویسکوالاستیک ماده 

در  باشـند  بیشـترین میـزان مـی    180و  90شود میزان تنش در زوایاي صـفر،   همانطور که مشاهده می

ر نتیجه شود. د درجه کمترین میزان تنش نسبت به مابقی زوایا وارد می 45اویه حالیکه این میزان در ز

  شود. مطلوب و مطلوب درنظر گرفته میناهاي  به ترتیب گشودگی 45هایی با زاویاي صفر و  گشودگی
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  میزان تنش اطراف گشودگی مختلف با زاویه چرخش مختلف 9-4شکل 

مختلف و  wبراي دو حالت  45و  30صفر،  هاي ه چرخشدر جدول زیر میزان حداکثر تنش براي زاوی

بینی حداکثر تنش چهار پارامتر مادي،  براي مواد مختلف نشان داده شده است. در نتیجه در پیش

باشد. با استفاده از ریگراسیون خطی تابعی بر اساس  تاثیر گذار می wپارامتر زاویه چرخش و پارامتر 

توان میزان حداکثر تنش را براي  ارائه شده است که می SPSSافزار  این شش متغیر با استفاده از نرم

  بینی نمود.  مختلف به راحتی پیش wمواد مختلف به ازاي زاویه چرخش و 
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 و زاویه چرخش w: مقادیر ماکزیمم تنش به ازاي پارامترهاي خواص مکانیکی و انحناي گشودگی 7-4جدول 

β w ��� ��� �� �� �� ماده No 
0  

0.05  

3.8  0.28  8.6  39  

7.9 

  1  گلس/اپوکسی- اي

30  7.5  

45  7.15  

0  

0.1  

10.4 
30  9.5  

45  9  

0  

0.05  

4.5  0.27  8.9  43  

7.8 

  2  گلس/اپوکسی- اس

30  7.4  

45  7  

0  

0.1  

10.2  

30  9.3  

45  8.8  

0  

0.05  

5.3  0.17  29.7  29.7  

6.09 

  3  گلس/اپوکسی-ووي

30  5.7  

45  5.2  

0  

0.1  

7.87 
30  7.3  

45  6.6  

0  

0.05  

2.2  0.34  5.5  87  

13.4 

  4  کولار/اپوکسی

30  12.5  

45  11.7  

0  

0.1  

18 
30  16.8  

45  15.7  

0  

0.05  

7.2  0.27  10.3  142  

10.5 

  5  کربن/اپوکسی

30  9.6  

45  9  

0  

0.1  

13.9 
30  12.3  

45  11  

0  

0.05  

5  0.28  8.7  131  

11.6  

  6  کربن پیک

30  10.7  

45  10  

0  

0.1  

15.4 
30  13.6  

45  12.5  
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ثوابت ریگراسیون خطی مورد نظر  Bباشد که ستون  به صورت جدول زیر می SPSSر خروجی نرم افزا

  .شود ارائه میبه صورت زیر  با دقت مناسبی باشد و در نهایت تایع ریگراسیون می

  6: ضرایب ثابت ریگراسیون خطی مرتبه 8-4جدول 

  

  

)4-8(  

�=−9.608−0.035�1+52.7�2−0.71��+51.428	�4+0.223�5+0.046�6	

�=−9.608−0.035β+52.7w−0.71���+51.428���	 +0.223��+0.046	

�� 
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جمع بندي و : 5فصل 

  هاپیشنهاد
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  جمع بندي-5-1

در این پایان نامه ابتدا با استفاده از توابع پتانسیل مختلط و با بکارگیري نگاشت همنوا و حل معادلات 

رتوتروپیک با رویکرد الاستیک گشودگی براي یک مواد کامپوزیتی ا اطراف انتگرالی، توزیع تنش

ستیک به هاي الا محاسبه شده است. سپس با استفاده از معادلات ویسکوالاستیک خطی تنش

ویسکوالاستیک تبدیل شده است. همچنین نتایج بدست آمده با نتایج دیگر مقالات که براي گشودگی 

ش ابل قبولی با نتایج و مقادیر گزارنتایج حاصل تطابق ق .گذاري شدمثلثی بدست آمده بود، صحت 

اده مختلف، تابعی م شششده دارد. در ادامه با استفاده از رگرسیون خطی و نتایج بدست آمده براي 

مادي کامپوزیت ارتوتروپیک ارائه شد. در انتها اثر پارامترهاي مهمی از جمله  متراپار چهاربرحسب 

  نیز بررسی شد.در توزیع تنش اطراف گشودگی شبه مربع دگی و انحناي گشودگی زاویه چرخش گشو

به دلیل قرارگیري در راستاي  ��همانطور که در نتایج اولیه ویسکوالاستیک مشاهده شد مقادیر تنش 

دهد. بیشترین مقادیر تنش در گشودگی  نشان می ��ها میزان تنش بیشتري را نسبت به  محور الیاف

، 160، 25شد. مقادیر این تنش در زاویاي تقریبا با درجه می 270و  90شبه مربعی مربوط به زاویاي 

رسند و  به کمترین میزان خود می 360و  180رسند همچنین در زاویاي صفر، به صفر می 330و  200

  باشند. داراي مقادیر منفی می

با داشتن پارامترهاي مادي ماده و یون خطی سیون نشان داده شده که با استفاده از رگرسردر نتایج رگ

 توان ماکزیمم تنش در اطراف گشودگی را نیز با دقت قابل قبولی تخمین زد. کامپوزیت می

رود که به  هاي ضلع مربع تیزتر شده و به سمت مربع کامل پیش می انحناي لبه wبا افزایش مقادیر 

هاي مربع  کمتر به دلیل آنکه لبه wزاي مقادیر به ا تبدیل به مربع خواهد شد. w=0.125ازاي مقدار 

 wمقادیر  باشد و با افزایش باشد میزان تمرکز تنش در این نقاطه بسیار کم می داراي تیزي کمتري می

تا جائیکه با افزایش  گیري خواهد داشت. ها میزان تنش در این نقاط افزایش چشم و افزایش تیزي لبه

w  یمم تنش تقریبا دو برابر خواهد شد.میزان ماکز 0.2به   0.125از  
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 180و  90میزان تنش در زوایاي صفر، ، هاي مختلف روي زاویه چرخشهاي صورت گرفته بر  با بررسی

درجه کمترین میزان تنش نسبت به  45در حالیکه این میزان در زاویه  باشند بیشترین میزان می

هاي  به ترتیب گشودگی 45اویاي صفر و هایی با ز شود. در نتیجه گشودگی مابقی زوایا وارد می

  شود. مطلوب و مطلوب درنظر گرفته مینا

پارامتر هندسی به صورت زیر  2پارامتر مادي و  4پارامتر، از جمله  6تابع رگراسیون خطی وابسته به 

  شود. پیشنهاد می

)4-8(  
�=−9.608−0.035β+52.7w−0.71���+51.428���	 +0.223��+0.046	

�� 

  يپیشنهادموضوعات -5-2

       مربعـی بـا   -بررسی توزیع تنش در صـفحات ویسکوالاسـتیک ارتوتروپیـک بـا گشـودگی شـبه

  هاي حرارتی بارگذاري

      هـاي مختلـف تحـت     بررسی توزیع تنش در صـفحات ویسکوالاسـتیک مختلـف بـا گشـودگی

  بارگذاري خستگی

 بررسی هندسه گشودگی بر شروع و رشد ترك  

 ه از گشودگی به منظور جلوگیري از رشد ترك یا انحراف تركبررسی امکان استفاد  
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Abstract 

 

Failure is usually due to geometric discontinuities such as cracks, openings, poses and 

heights, and any other discontinuities, which is why one of the most important issues in 

designing structures. The main reason for the failure of the material is to reduce the 

strength of the material and to create a stress concentration. With increasing tensions, 

these discontinuities grow and lead to discontinuity and damage growth that ultimately 

leads to the ultimate failure of matter. Exact Material Behavior Despite Discontinuity, 

Helps designers make the most effective design from the material. In addition to the 

hole geometry and its placement in relation to the loading and radius of curvature of the 

openings in the material behavior, it will be very effective. 

In this thesis, the distribution of stress around quasi-square hole in an infinity 

orthotropic-viscoelastic plate under axial loading has been investigated using the 

effective modulus method and the Boltzmann's superposition principle and the 

corresponding method. First, the stress distribution around the quasi-square opening in 

one The infinity orthotropic platet is calculated using the Lekhnitskii complex variable 

method in terms of the function of mechanical properties E1, E2, G12, ���. Then, using 

the Boltzmann's superposition principle and the method of corresponding method, the 

solution of the elastic problem turns into a viscoelastic solution in the Laplace area. 

Then, by inversing Laplace in reciprocal numerical methods, the viscoelastic solution in 

the time domain is also obtained. Finally, using a multiple linear regression for quasi-

square hole, an explicit relationship is also proposed for stress components based on 

mechanical properties. Then the effect of the curvature parameters of hole and rotation 

angle is also presented. Finally, the linear regression function is based on six 

parameters, including four composite material parameters and two parameters of the 

angle and rotation of curvature of the hole. 

 

Keywords: stress analysis, Viscoelastic plate, hole, corresponding method 
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