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 چکیده

عی را در نیِ متغیّر تابهای کربشده با نانولولهکمانشی تیرهای کامپوزیتی تقویتی حاضر رفتار پسنامهپایان

ه به طور متغیّر در دهد. خواص مادّارائه می )دوسرگیردار و دوسرلولا( حرارتی و در شرایط مرزی مختلف محیط

ده نظر گرفته شدهنده به دما نیز در سازی شده و وابستگی خواص اجزای تشکیلراستای ضخامت تیر شبیه

است. تیر تحت تغییرات دمای یکنواخت و غیریکنواخت فرض شده است. به منظور در نظر گرفتن کرنش برشی 

کار گرفته  ی اول و مراتب بالاتر بههای مختلف تغییر شکل برشی، تئوری تغییر شکل برشی مرتبهجانبی، تئوری

کارمن، به کمک معادلات تعادل تیر و شامل -ی فونهای حاکم بر اساس روابط غیرخطی هندساند. معادلهشده

( به همراه یک الگوریتم بازگشتی به DQMاند. روش دیفرانسیل کوادریچر )پارامترهای دمایی استخراج شده

نش بحرانی و ی دماهای کماحاکم، محاسبههای دیفرانسیل طی برای حل معادلهعنوان یک تکنیک حل غیرخ

ی نتایج پژوهش به کار گرفته شد. با مقایسه FG-CNTRCحرارتی تیرهای  کمانشتعیین مسیر تعادل پس

تأیید شده است. در رابطه با  DQحاضر با آنچه در منابع دیگر آمده است، کارایی، همگرایی و درستی روش 

های های تغییر شکل برشیِ در نظر گرفته شده، طرح توزیع و کسر حجمی نانولولهجزئیاتِ تأثیر هر یک از تئوری

 FG-CNTRCکمانشی تیرهای تیر بر روی دمای کمانش و عملکرد پس لاغریکربنی، شرایط مرزی و نسبت 

تحت تغییرات دمایی یکنواخت در  FG-CNTRCدهد کمانش تیر بحث صورت گرفته است. نتایج نشان می

یر دهند تشان میباشد. نتایج عددی حاضر نمقایسه با شرایط دمایی غیریکنواخت، با احتمال بیشتری می

CNTRC  ر تعادل یهای کربنی، الزاماً منجر به دمای کمانش و مسمقدار متوسّطی از کسر حجمی نانولولهبا

، FGXهای توزیع به ترتیب با طرح CNTشده با . تیرهای کامپوزیتی تقویتشوندکمانش متوسّطی نمیپس

UD  وFGO باشند. همچنین بر اساس پاسخ انشی میکمدارای بالاترین دمای کمانش و مسیر تعادل پس

و  UD-CNTRC هایتیر برای معینی لاغرینسبت مقادیر  نتیجه گرفته شده است که به ازای ،کمانشیسپ

FGX-NTRCپوشی کرد.توان از تأثیر تغییر شکل برشی چشم، می 

یر تعادل کمانش حرارتی، مس عی،های کربنی، تیر متغیّر تابشده با نانولولههای تقویتکامپوزیت کلمات کلیدی:

کمانش، روش دیفرانسیل کوادریچرپس
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 CNTRC-FGX. ......... 13 دوسرلولا ریت 2T (K) کنواختیریغ و 1T (K) ختکنوای کمانش یدماها سهیمقا 1-1 جدول

 CNTRC-FGX. .... 11 رداریدوسرگ ریت 2T (K) کنواختیریغ و 1T (K) کنواختی کمانش یدماها سهیمقا -1-1 جدول

 11 .................................. .دوسرلولا یمرز طیشرا با CNTRC یرهایت 1T (K) یبحران کمانش یدما -3-1 جدول
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 مقدمه 1-1

اند. بوده ه پژوهشگرانهمواره مورد توجّ مهندسیهای ر و پرکاربرد سازهبه عنوان عضو مؤثّ تیرها

استای بهبود خواص و کارایی مواد، همگام با پیشرفت صنایع و در ر قانی محقّهای گستردهتلاش

 کشفا ب .اندشدهها ها و نانوکامپوزیتمانند کامپوزیتتکنولوژی منجر به کشف مواد جدید و پیشرفته 

های جدیدی پیرامون خواص و کاربردهای افق [2, 9] 2توسط سامیو ایجیما 9(CNTsهای کربنی )نانولوله

CNT.هدهد این مواد با توجّهای کربنی نشان میهای انجام شده بر روی نانولولهمطالعه ها گشوده شد 

ی هاسازه برایآل ایدهی کنندهتقویتیک فرد مکانیکی، الکتریکی و حرارتی، به خواص منحصر به

در  3(CNTRCs)ی های کربنشده با نانولولههای تقویتکامپوزیت .[4-3] شوندمحسوب می تیکامپوزی

در . [1, 1]د دارن با فیبر کربن استحکام و سفتی بسیار بالاتری شدههای تقویتمقایسه با کامپوزیت

، گرفتپخش همگن و یا تصادفی صورت می صورتها به کنندههای مرسوم که توزیع تقویتنانوکامپوزیت

ر ی مواد متغیّایده [2] 1شنمکانیکیِ مطلوب امکان پذیر بود. از خواص طی تنها رسیدن به سطح متوسّ

بینی سازی کرد و پیشهای کربنی پیادهشده با نانولولهیتهای تقورا بر روی کامپوزیت 4(FGMs)تابعی 

ارتقای خواص مکانیکی، ، کامپوزیتی 1یدر زمینه هاCNTصی از کرد با توزیع غیریکنواخت و مشخّ

شده های تقویتتوان خواص کامپوزیتاز این رو می .شودحاصل مینهایی ی همادّدر تی و الکتریکی رحرا

را به آرامی و به صورت پیوسته در جهت تعیین  1(CNTRCs-FG)ر تابعی یِ متغیّهای کربنبا نانولوله

دهی رسوبدی مثل پاشش حرارتی، های متعدّها از روشFG-CNTRCسازی جهت آماده شده تغییر داد.

به صورت عملی از و همکارانش  3کنند که در این میان وانو متالورژی پودر استفاده میالکتروشیمیایی 

                                                 
9. Carbon nanotubes 
2. Samiu Iijima 

3. Carbon nanotube-reinforced composites 
1. Shen 

4. Functionally graded materials 
1. Matrix  
1. Functionally graded carbon nanotube-reinforced composites  
3. Kwon  
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نی های کربشده با نانولولهی آلومینیومیِ تقویتتِ با زمینهالوژی پودر جهت ساخت کامپوزیروش مت

ی هواسطبه  ر تابعیهای کربنیِ متغیّشده با نانولولههای تقویتکامپوزیت. [3]ر تابعی بهره بردند متغیّ

گرها در مطالعه و تحلیل رفتار ه پژوهشبسیار مورد توجّ الکتریکی و مکانیکی،حرارتی،  یخواص ویژه

 همچنین با هدف. [91-1, 2] است قرار گرفته 2هاو پوسته 9هاهای پرکاربردی چون تیرها، ورقسازه

ای انجام های گستردهعهها مطالFG-CNTRCکمانشی غیرخطی تحلیل و تعیین رفتار کمانشی و پس

در راستای بهبود عملکرد و بالا بردن ضریب  قانهای محقّاز جمله فعالیت .[23-21, 93] استشده 

های دیفرانسیل د برای حل معادلههای متعدّطالعه، به کارگیری روشان طراحی تیرهای مورد ماطمین

سیل نو دیفرا 4ن محدودالما، 1، ریتز3لرکینگهای وشراست. بوده  CNTRC-FGغیرخطی تیرهای 

 هایهر یک از تئوری تأثیر. همچنین [21, 21, 99]اند های مورد استفاده بودهاز جمله روش 1کوادریچر

مراتب بالاتر تغییر شکل برشی  هایتا تئوری گرفته کلاسیک هایاز مدل موجود و مورد استفاده

(HSDT)1 بسیار ، هاپوستهها و ها اعم از تیرها، ورقسازه، بر روی روابط استخراج شده و در نهایت پاسخ

 .[34-31, 91, 99] مورد مطالعه قرار گرفته است

های مهندسی بسیاری از جمله در صنایع هوایی، توانند در سازهمیها FG-CNTRCآن جایی که  از

، نظر مورد استفاده قرار بگیرندی مدهای چندگانهیابی به عملکردخودرو، دریایی و دفاعی به منظور دست

حت بارگذاری ت ر تابعیمتغیّ های کربنیِشده با نانولولهرفتار تیرهای نانوکامپوزیت تقویتمطالعه و بررسی 

 بسیاری برخوردار است. از اهمیت حرارتی، مکانیکی و الکتریکی

وص ی اطلاعاتی در خصبیان مفاهیم پایداری تیرها، آشنایی با نسل جدید مواد کامپوزیتی، ارائه در کنار

ن ی ایهدف از ارائههای تغییر شکل برشی تیرها، ز تئوریهایی او معرفی نمونههای کربنی نانولوله

                                                 
1. Plates  
2. Shells 
3. Galerkin 
4. Ritz 
5. Finite element 
6. Differential quadrature 
7. Higher order shear deformation theory 
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عددی قدرتمند حل به عنوان یک تکنیک  DQسنجی روش تسازی و صحّپیاده، در گام اول پژوهش

محدود بودن منابع با توجه به  ،همچنین باشد.جهت حل دستگاه معادلات غیرخطی حاکم بر مسأله می

 اضری حنامهپایانگام بعد در حرارتی،  کمانشی در محیطی تحلیل رفتار کمانشی و پسحوزهدر موجود 

 مورد مطالعه قرار گیرد. به این صورت که، FG-CNTRCاین رفتارها برای تیرهای  تلاش شده است

ارائه شود و  به همین  FG-CNTRCکمانشی تیرهای تار کمانشی و پسی رفگزارشی مبنی بر مطالعه

های مختلف تغییر شکل تحت اثر تئوری هاآن 9حرارتی کمانشیتعادل پس مسیر دمای کمانش و ترتیب

در کنار  های تغییر شکل برشیتئوریتأثیر به کارگیری هر یک از ی مطالعه و مقایسه. تعیین شود برشی

ی کربنی، شرایط هانانولوله ها، کسر حجمیکنندهتوزیع تقویت مانند طرح ربرخی پارامترهای اساسی مؤثّ

بینی و جلوگیری از مهندسی جهت پیش هایبه مهندسان و سازندگان سازه، تیر 2مرزی و نسبت لاغری

اند: در فصل نامه به این صورت ارائه شدهاندیگر فصول این پای .مخاطرات احتمالی کمک خواهد کرد

تیرها،  کمانش غیرخطی ری،مفهوم پایدا ها،CNT، ها و انواع آندوم اطلاعاتی پیرامون کامپوزیت

در  ارائه شده است. بر منابع علمی موجود تغییر شکل برشی تیرها با نگاه و مروری های مختلفتئوری

تیر مورد مطالعه، شرایط مرزی و محیط حرارتی فرض  و تعریف فصل سوم پس از شرح بیشتر مشخصات

و چگونگی به  DQروش  ریحتششده برای آن، مراحل حل عددی شامل استخراج معادلات حاکم، 

 مده از حلنتایج به دست آچهارم فصل در کارگیری آن جهت حل مسأله مورد بررسی قرار گرفته است. 

ماهای تعیین د. شوندمیتفسیر  ارائه و ی مقدار ویژه و الگوریتم بازگشتیمعادلات به کمک حل مسأله

 هایی تأثیر طرحبررسی و مقایسه به همراه FG-CNTRCکمانش تیرهای کمانش و مسیر تعادل پس

مورد  مدر فصل چهارتیرها،  لاغریها، شرایط مرزی و نسبت CNTتوزیع و کسرهای حجمی مختلفِ 

شده است. ارائهها نیز در فصل پنجم گیری و پیشنهاد. در پایان نتیجهمطالعه خواهند بود

                                                 
1. Thermal post-buckling equilibrium path 
2. Slenderness ratio 
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 هاکامپوزیت 2-1

که به صورت مکانیکی و یا  باشندیا مواد مرکب حاصل ترکیب دو یا چند جزءِ مختلف میها یتکامپوز

ی با به این صورت است که نسخهها کارکرد اصلی کامپوزیت اند.هشد متصلبه هم با پیوند شیمیایی 

ورت ه صای را که هر یک از اجزا بشان هستند و خواص ویژهاجزای تشکیل دهندهبه تری نسبت کیفیت

قاومت ممچون وزن، مقاومت مکانیکی، سفتی، دهند و بهبود خصوصیاتی هاز خود بروز می مستقل ندارند،

مان زها به طور همی این ویژگیهمه بدیهی است کهبه دنبال دارند. را به خوردگی، رسانایی حرارتی و ... 

 ی کامپوزیتیهجا در یک مادّیک به صورت ما به این خصوصیات ، همچنینشودمینه پدیدار مادّدر یک 

ی هر کامپوزیت از لحاظ شکل، ترکیب شیمیایی و خواص با یکدیگر اجزای تشکیل دهندهداریم. ننیازی 

اند. به طور کلی هدف از تولید و به کارگیری مواد مرکب عبارت است از اختلاط تعدادی از مواد متفاوت

 د جدیدی استی این امر تولید موارا بپوشاند. نتیجههای دیگری با هم به صورتی که هر جزء کاستی

 شوند.فردی دارند و باعث افزایش کیفیت محصول میکه خصوصیات منحصر به

. فاز پیوسته را شوندتشکیل می 3یا پرکننده( (2کنندهو تقویت 9مواد مرکب از دو قسمت اصلی زمینه

کننده تقویت ،ط ماتریس احاطه شده استرا که توسی ناپیوسته عموماً به عنوان زمینه، و فاز توزیع شده

 .[31] نامندمی

 هاانواع کامپوزیت  2-1-1

ع فاز نو ها بر اساسها ارائه شده است. کامپوزیتهای مختلفی برای کامپوزیتبندیتقسیم زامروتا به 

 :(9-2شکل ) دشونبندی میشان به سه گروه تقسیمکنندهتقویت

کننده شامل ها، فاز تقویتدسته از کامپوزیت : در این1راتشده با ذهای تقویتالف( کامپوزیت

                                                 
1. Matrix 
2. Reinforcement 
3. Filler 
4. Particle reinforced composites 
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ی ذرات مورد استفاده ها، عمدهها در کامپوزیتکه با وجود کاربرد طیف وسیعی از آنذرات ریزی هستند 

 باشند.می 3یدو تنگستن کارب 2یدلیسیم کاربو ذرات غیر اکسیدی چون سی 9ذرات اکسیدی مانند آلومینا

 ها به صورتها در این دسته از کامپوزیتکنندهتقویتشده با الیاف: تقویت هایب( کامپوزیت

. شوندهای الیاف کوتاه و الیاف بلند میها با عنوانباشند که منجر به تولید دو نوع از کامپوزیتای میرشته

تا  91ن ها بیای که طول آنهای با الیاف کوتاه به صورت الیاف ناپیوستهدر کامپوزیتکننده فاز تقویت

های وزیتدر کامپاند. س توزیع شدهیماترر تابعی در برابرِ قطرشان است، به صورت تصادفی یا متغیّ 911

 اند.ها به صورت الیاف پیوسته قرار گرفتهکنندهبا الیاف بلند نیز، تقویت

و یا پلیمرهای فلزی، سرامیکی با ماهیت های مختلف مواد عموماً لایه :1ایهای لایهج( کامپوزیت

 دهند.ای میهای لایهشده در کنار یکدیگر به صورت متناوب تشکیل کامپوزیتقویتت

 شوند:بندی میی زمینه نیز تقسیمهها بر حسب نوع مادّکامپوزیت

 های زمینه فلزیالف( کامپوزیت

  4(CMCی )های زمینه سرامیکب( کامپوزیت

 های زمینه پلیمریج( کامپوزیت

 لاتمتاکریمتیلی پلیهای زمینه پلیمری از نوع زمینهاز کامپوزیت کر است در پژوهش حاضرلازم به ذ

(PMMA)1 باشد که کاربردهای وسیعی استفاده خواهد شد. این پلیمر نوع مهم مواد ترموپلاستیک می

ص بسیار توان به خواهای این پلیمر میهای مختلف تکنولوژی و تولید دارد. از جمله ویژگیدر حوزه

(، خنثی بودن شیمیایی، خواص مکانیکی خوب، پایداری حرارتی و 3، شفافیت1خوبِ نوری ) وضوح

 . [31] گیری آسان اشاره نمودقابلیت شکل

                                                 
1. Al2O3 
2. SiC 
3. TiC 
4. Sheet laminate composites  
5. Ceramic matrix composites 
6. Poly methyl methacrylate 
7. Clarity 
8. Transparency 
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 .[33] کنندهها بر اساس نوع تقویتتصویر شماتیک انواع کامپوزیت -9-2شکل 

 هانانوکامپوزیت 2-1-2

نانومتر  911ها کمتر از آن هایی که حداقل یک بعدِکه ترکیبی از ماتریس و افزودنیها نوعی از کامپوزیت

اد ها و فیبرها، دو بعدی شامل موانند نانوتیوبها می توانند یک بعدی م. افزودنیشوند باشند، معرفی می

. به عنوان مثال یک مانند ذرات کروی شکل باشندمعدنیِ چندلایه مثل خاک رس و سه بعدی 

گونگی کننده که چو تقویتز یک نوع پلیمر به عنوان ماتریس پلیمری ترکیبی است ا کامپوزیتِنانو

های ها نسبت به کامپوزیتتمایز کردن نانوکامپوزیتها به عنوان یک تکنیک و نقش آن در مترکیب آن
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ظر در های مدنآن جایی که ابعاد پرکنندهاز  .[31]باشند ی پژوهشگرها میمرسوم بسیار مورد مطالعه

ا ر مقایسه بها دکنندهس و تقویتیهای بین ماترکنشها در مقیاس نانو هستند، برهمنانوکامپوزیت

ها در نوع ی همین تفاوتولی متفاوت هستند و به واسطههای معمهای موجود در کامپوزیتکنشبرهم

های های الکتریکی، مکانیکی، نوری و حلالیت و ... متفاوتی در نانوکامپوزیتها، ویژگیکنشو میزان برهم

 مختلف شاهد هستیم.

 های کربنینانولوله 2-2

تولید نی های کربانولولهن ،ای توخالی با ضخامت یک اتمی گرافیتی به شکل استوانهلوله شدن صفحه از

های توسط سامیو ایجیما در دودهاولین بار  تار موی انسان هستند و از شوند که هزار برابر نازک ترمی

 2و ولادیمیر کوزنتسف 9البته مارک مونتیوکس. [9]ی قوس الکتریکی کشف شدند حاصل از تخلیه

های گردد که تصاویری واضح از لولهبر می 9142های نانومتری کربن به سال عقیده داشتند تاریخ لوله

 . [11] به چاپ رسید 1و لوکیانویچ 3زبان توسط رادوشکویچای روسینانومتری کربنی در نشریه 41

های لولهنانوحکام کششی بالای نظیر مدول یانگ و استفرد های منحصر بهویژگیعلاوه بر به طور کلی 

ن بودن، پایداری قابل قبول و مقرون به صرفه بودن ها مبنی بر سبک وزCNTکربنی، طبیعت کربنی 

های مختلف سنتز و می روی روشکه تحقیقات نظری و عملی مه شدندنسبت به دیگر فلزات، موجب 

 کاربردهای مختلف این مواد صورت گیرد.

 های کربنیانواع نانولوله  2-2-1

دیواره کت کربنیِی ولولهها انواع مختلفی دارند. نانهای کربنی بسته به چیدمان و تعداد استوانهنانولوله 

(4SWCNTهندسه )ی گرافیتی و از لوله کردن ورقهنانومتر دارد  3تا  1/1ی ای ساده با شعاعی در بازه

                                                 
1. Marc Monthioux 
2. Vladimir Kuznetsov 
3. Radushkevich 
4. Lukyanovich 
5. Single wall carbon nanotube 
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ی گرافیتی به هم متصل شوند، که چگونه دو سر صفحه. حال بر اساس این (2-2شکل ) شودحاصل می

 انواع مختلفی 

تون مربوط به س n( که n, mهای )مختصهها با ی این ساختارآید. مشخصهوجود میها به SWCNTاز 

نی ها بر حسب آرایش الکترونانولوله درنتیجه شوند.باشند، معرفی میها میمربوط به ردیف اتم mها و اتم

بندی تقسیم 3و کایرال( m = 0) 2زیگزاگ ،(n = m) 9صندلیدسته سه گروههای کربنِ مقطع لوله، در اتم

درجه نسبت به آن قرار  14مثلاً در صورتی که اتم ابتدایی و اتمی که در وضعیت (. 2-2شکل )شوند می

ها، به طور کلی نحوه پیچش نانولوله دارد، روی هم قرار بگیرند، نوع دسته صندلی را خواهیم داشت.

 اهای فلزی یها دارد تا جایی که بر حسب آن نانولولهتأثیر فراوانی روی خواص الکتریکی نانولوله

صندلی است، با این تفاوت که با یک بار چرخش حالت کایرال نیز مشابه دستهشوند. هادی ارائه مینیمه

≠ 𝑚)) گیرندها نسبت به افق به صورت مایل قرار میای از صندلیها، مجموعهافقی به دور نانولوله

𝑛 ≠ 0. 

 

 .SWCNT [19]تارهای مختلف ساخ -2-2شکل 

                                                 
1. Armchair 
2. Zigzag 
3. Chiral 
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ی کربنی هم ند که از چند استوانههست 9(MWCNT) های کربنی چنددیوارهها، نانولولهCNTنوع دیگر 

ا مرکز بهای همای از نانولولهصورت دستهها را به توان آنشوند. یعنی میتشکیل می محور و تودرتو 

ها، خواص SWCNTا شان در مقایسه بطول و قطر متفاوتقطرهای متفاوت در نظر گرفت. همچنین 

یم، داشته باشمرکز ی همدر حالتی که دو استوانه 3-2شکل طبق  است.ها را نیز متفاوت کردهآن

 .[19] شودمحسوب می MWCNTد که نوعی گیرشکل می 2(DWCNTدیواره )ی کربنی دونانولوله

 

 .MWCNT [19]( ج و DWCNT( ب، SWCNT( الفساختارِ  -3-2شکل 

صندلی های دستهSWCNTدر این پژوهش به دلیل موجود بودن مقادیرِ خواصِ وابسته به دما برای 

 ها استفاده خواهد شد.هلخواهیم پرداخت، این نوع از نانولو های آتی به آنکه در فصل (،91، 91)

 

 

 

                                                 
1. Multiwall carbon nanotubes 
2. Double wall carbon nanotube 
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 های کربنیسنتز نانولوله  2-2-2

عمدتاً به سه روش اصلی ه است و دی به کار گرفته شدهای متعدّروش هاCNTسازی برای آماده

 شوند:ساخته می

در آن ها که CNTترین روش تولیدِ ترین و ساده: به عنوان متداول9ی قوس الکتریکیالف( تخلیه

ده است. شود، شناخته شی الکتریکی بین دو الکترود کربن ساتع میخلیهی تبخاری از کربن به واسطه

البته  پذیرد.کربن در جوار کاتالیست یا بدون کاتالیست شکل میساختار نانولوله از میان این بخار 

د. دارنها تأثیر ی حرارت، غلظت کربن و کاتالیست فلزی روی توزیع قطر نانولولهمواردی مثل درجه

دیواره و چنددیواره با این روش های تکهمچنین بسته به جزئیات روش، امکان رشد هر دو نوع نانولوله

 وجود دارد.

های گرافیتی با خلوص بالا و لیزر که این عملیات نیازمند میله ی: از آن جای2گدازش لیزریب( 

 ای نیست. باشد، از لحاظ اقتصادی روش مقرون به صرفهبا توان بالا می

: این روش شامل قرار دادن منبع کربن در حالت گازی و 3بخار شیمیایی)انباشت( ج( رسوب 

های به مولکول)حرارتی یا پلاسما با طول موج کوتاه( رای انتقال انرژی استفاده از یک منبع انرژی ب

 پذیر و فعالشکست مولکول گاز و آزاد کردن اتم واکنشاز منبع انرژی جهت باشد. گازی کربنی می

 ی گرمی که توسط یک کاتالیست پوشش داده شده، سپس کربن به سمت زیرلایهشودکربن استفاده می

های زمان نانولولههم کند. این روش معمولاً منتهی به تولیدجا نشست میو در آناست، هدایت شده 

های اخیر، با کنترل پارامترهای شود. که البته در سالی نامرغوب نیز میدیوارهکربنی چنددیواره یا تک

تخاب طور با انپذیر شده است. همینها امکانها و همچنین نرخ رشد آنفرآیند، امکان تنظیم قطر نانولوله

از لحاظ  درصد تولید کرد. 11هایی با خلوص بالاتر از SWCNTتوان یک کاتالیست فلزی مناسب می

هاست و برای تولید با مقیاس زیاد و انبوه، روش رسوب ترین روشاز مهم CVDتولید صنعتی، روش 

                                                 
1. Arc discharge 
2. Laser ablation 
3. Chemical Vapor Deposition 
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  .[12, 19] آیدمی ی کربنی به حسابترین روش جهت سنتز نانولولهبخار شیمیایی مناسب

 های کربنیخواص حرارتی نانولوله  2-2-3

انواع  یکه در تمامباشد شان میالعادهها، خواص حرارتی و هدایت گرمایی فوقCNTیکی از مزایای 

حرارتی  ها و گرافیت باعث شده تا از لحاظ خواصCNTها برقرار است. تشابه ساختاری بین نانولوله

ا های کربنی تنها در امتداد محورشان رسانای گرمبسیار شبیه یکدیگر باشند. با این تفاوت که نانولوله

 شوندهستند و در جهت عمود بر محورشان هدایت حرارتی ضعیف دارند و تا حدی عایق محسوب می

[13 ,11]. 

 متغیّر تابعی کربنیهای شده با نانولولههای تقویتتکامپوزی 2-3

رعت و به به سفردی چون استحکام و سفتی بالا ی خواص منحصر بهیشرفته به واسطهمواد کامپوزیتی پ

های فضایی، هواپیماها و قطعات اتومبیل مورد استفاده قرار صورت گسترده در صنایع مختلف و سازه

ها نتوان آاشتن این قابلیت است که میی کامپوزیتی دل استقبال از مواد پیشرفتهگرفتند. یکی از دلای

 تولید کرد که متناسب با خواص نهایی مورد نیاز بشر باشد.را با هر ترکیبی از مواد افزودنی به نحوی 

ی کربنی هاشده با نانولولههای تقویتدرکامپوزیت کنندهمختلفی به منظور توزیع فاز تقویت الگوهای

و توزیع متغیرّ  2(UDت )، توزیع یکنواخ9توزیع تصادفی الگویتوان به می از میان این الگوها وجود دارد.

که در آن خواص است  مواد متغیّر تابعی به عنوان نسل جدیدی از مواد کامپوزیتی اشاره کرد. 3تابعی

این تغییرات  کند.، تغییر میشدهطبق تابعی تعریف  ،مواد از یک سطح به سطحی دیگر به صورت پیوسته

های پسماند و تمرکز تنش شده و به صورت های حرارتی، تنشپیوسته و دائمی باعث کاهش تنش

نظر را ارائه واص مورد نظر ساختارهای مختلف مدخ ،مرسومهای CNTRCکارآمدتری نسبت به 

  د.ندهمی

                                                 
1. Random distribution 
2. Uniform distribution 
3. Functionally graded distribution 
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شکل ها هستند. در پلیمرها و سرامیکمثل فلزها،  9ها عموماً مواد همسانگردیFGMی مواد سازنده

نشان داده شده است که مواد متغیّر تابعی نوعی مواد کامپوزیتی هستند که از نظر میکروسکوپی  2-1

د ادر ریزساختارشان است که از مو ی همین تغییرات پیوستهماهیّت ناهمگن دارند. در واقع به واسطه

 شوند.کامپوزیتی معمول، متمایز می

 

 .[14]ساختار میکروسکوپیک، ب( ریزالف( نمای  FGMتصویری از  -1-2شکل 

 هاFGMساخت های روش 2-3-1

انباشت به روش ، 3، متالوژی پودر2ر تابعی چون پاشش حرارتیاد متغیّدی برای سنتز موهای متعدّروش

. شوندبه کار گرفته می 4(SHS) ی دما بالاروندهسنتز احتراقی خود پیش، 1شیمیایی و فیزیکیتبخیر 

بالا، به دلیل سرعت بالای واکنش احتراقی روش بسیار مناسبی برای ساخت -در این میان روش سنتز دما

FGMشدن مواد پودریِ خام تحت فشار اشد که شامل واکنش سنتز احتراقی و فشردهبها می

                                                 
1. Isotropic 
2. Thermal spray 
3. Powder metallurgy 
4. Physical and chemical vapor deposition 
5. Self-propagating high-temperature synthesis 
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 9بالا-گری گریز از مرکزِ سرعت. همچنین تکنیک ریخته[14] باشندزمان میهیدوراستاتیک به طور هم

 .[11] گیرندالی جرمی متفاوت، در جهت شعاعی شکل میی چگبه واسطهها که در آن لایه

 ی کمانشمکانیک غیرخطی و پدیده  2-4

گیرد که به دو صورتِ فیزیکی یا هندسی قرار میخطی غیر مکانیک یها در حوزهکمانش سازهی مطالعه

 رشود یا دکرنش وارد می-تواند نمود پیدا کند. این اثرگذاری در تئوری مسأله، یا در روابط تنشمی

باشند، پدیدار ر ساختاری روی رفتار کلی سازه میی تأثیر چرخش عناصدهندهنشانهایی که عبارت

کنند، عوامل پیروی می 2از قانون هوک ها در روابط موجودها و کرنشاز آن جایی که تنش شود.می

خطی در موضوع کمانش به غیرعامل گیریم شوند و نتیجه میمسأله حاضر نمی غیرخطی در فیزیکِ

  .[13, 11]باشد طور خالص هندسی می

 مفهوم پایداری 2-4-1

ها( تحت تنش فشاریِ ناشی از بارگذاری )حرارتی یا ها و پوستهوقتی یک سازه )عموماً تیرها، ورق

ای شود. به عبارتی زمانی به سازهگیرد، پایداری به عنوان موضوعی مهم مطرح میمکانیکی( قرار می

ت ندهد و در اثر افزایش مقدار ها و نیروهای وارده، حالت خود را از دسپایدار گوییم که تحت تنش

ی مقابل این تعریف، حالت تعادل کوچکی از تنش یا بارِ وارده همچنان تعادل خود را حفظ نماید. نقطه

کل ششود )ناپایدار است که ضمن اعمال تغییر کوچکی در تنش یا نیروی اعمالی، سازه دچار انحراف می

2-4.) 

                                                 
1. High-speed centrifugal casting techniques 
2. Hook’s law 
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 .[13] تعادل ایستایی الف( تعادل پایدار، ب( تعادل ناپایدار -4-2شکل 

 هاانواع ناپایداری و کمانشِ سازه 2-4-2

ای دوشاخهیا  9کمانش کلاسیکاند ازکه عبارت اندپایداری استاتیکی تعریف شدهنابه طور کلی سه نوع 

. رخ دادن هر یک از این موارد به 1به جلو انش ناگهانی روو کم 3، کمانش اختلالی محدود2شدن

 ی سازه، نقص هندسی اولیه، شرایط مرزی و توزیع مناسب مواد وابسته است.فاکتورهایی چون هندسه

 Pی نیروی محوربه طور مثال یک تیر الاستیک تحت در راستای تشریح و توصیف نوع اول ناپایداری، 

ی انشعاب به کند یعنی تا نقطهطی می 1-2شکل تغییر شکل را مطابق ی همسیر اولی ،تا قبل از کمانش

ر اولیه را دیا مسیر  شودمی کمانش ثانویهرود و پس آن یا  وارد مسیر پایدار پسطور خطی پیش می

ش و ماهیت آن مبنی بر پایدار یا ناپایدار کمانمسیر تعادل پس. در حقیقت دهدادامه میناپایدار  حالت

 ی سازه و نوع بارگذاری آن دارد.بودنِ آن به هندسه

                                                 
1. Classical buckling 
2. Bifurcation 
3. Finite disturbance buckling 
4. Snapthrough buckling 
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 .[13] کمانش پایدار و مسیر خطی ناپایدارتیر تحت بارگذاری محوری. مسیر پس -1-2شکل 

است. در انتهای آزادش  Pوی فشاری تواند تیر مستقیم و بدون نقصی باشد که تحت نیری دیگر مینمونه

 یر واردهکند و به ازای بای انشعاب، تیر کمانش میمقدار بار وارده به نقطه در این حالت با رسیدنِ

صلا به اولیه باشد، ا از طرفی اگر تیر دارای نقص هندسیِپیماید. کمانش را میبیشتر، مسیر پایدار پس

 کند.چین را طی میمسیر خط 1-2شکل و طبق  رسدی دو شاخگی نمینقطه

 

 .[13]کمانش پایدار مسیر پس -1-2شکل 

رد، به وجود داباشد نیز  کمانش ثانویه ناپایدارکه در آن مسیر پس است امکان حالتی البته قابل ذکر

هر دو شرایط با نقص هندسی اولیه  3-2شکل که در  Pنیروی متمرکز  عنوان نمونه برای خرپای تحت

 و بدونِ آن نیز نشان داده شده است.
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 [13]کمانش ناپایدار مسیر پس -3-2شکل 

 تیرهاتغییر شکل برشی تئوری  2-5

عریف ت متفاوتِ جاییِههای جابی میدانییر شکل برشی تیرها به واسطههای مختلف تغهر یک از تئوری

 تاتیکی واسخصوصیات  عییندهند. برای تشان، تأثیر تغییر شکل برشی بر رفتار سازه را ارائه میشده

ثل ها متیر کلاسیکهای تئوریدینامیکی و به دنبال آن تحلیل خمش، کمانش و ارتعاشات تیرها از 

 های کلاسیکهای موجود در تئوری. از طرفی محدودیتشودیاستفاده م 2و تیموشنکو 9برنولی-اویلر

ی رشده بپردازند و تئوهای ارائه به بهبود و تصحیح مدل های این حوزه، موجب شد تا پژوهشگرتیرها

یکی مهای بسیاری در راستای تحلیل دینامطالعه. تیرها را مطرح نمایندمراتب بالاترِ تغییر شکل برشی 

-11, 33, 39, 31, 91, 99]های مختلف موجود انجام شده است بر اساس تئوریو استاتیکی تیرها 

توزیع برش که شکل تغییرات برش  فِ چگونگیِمعرّ 3ای به نام تابع شکللازم به ذکر است شاخصه .[44

در  جاییهچگونگی تأثیر تابع شکل در میدان جاب وجود دارد. کند،را در طول ضخامت تیر تعیین می

 هایهایی از تئورینمونهبه معرفی فصل آینده به طور مفصل توضیح داده خواهد شد. در این مرحله 

 پردازیم.شان میغییر شکل برشی تیرها به همراه تابع شکلت

                                                 
1. Euler-Bernoulli  
2. Timoshenko 
3. Shape function  
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 1(EBT) برنولی-تئوری اویلر 2-5-1

 ، برایاثر تغییر شکل برشی تیر از پوشیچشمبا  مدلی مرجعلادی، می 9111سال در لین بار برای اوّ

ا ببرنولی مطرح شد. این تئوری -با عنوان تئوری اویلر یو خمشمحوری بار  تحتِ سازهنشان دادن رفتار 

 :[41] های زیر استوار استبر فرضیه 1-2شکل ه به توجّ

 ی خودش صلب است.الف. سطح مقطع تیر در صفحه

، به صورت تخت باقی ی خودشمحور عمود بر صفحهسطح مقطع تیر ضمن چرخش حول ب. 

 ماند.می

 ماند.میانی باقی میی چنان عمود بر صفحهج. سطح مقطع تیر پس از تغییر شکل هم

 

 .[41]برنولی -مش یک تیر طبق تئوری اویلرخ -1-2شکل 

ѱ(𝑧)تابع شکلِ مربوط به این مدل  لازم به ذکر است =  باشد.می 0

 3(FSDT)ی اول یا تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 2(TBT)تئوری تیموشنکو   2-5-2

میلادی  9129های کلاسیک تیرها برای اولین بار در سال ( از سری تئوری91-2شکل مدل تیموشنکو )

. این تئوری به صورت گسترده با [41]با در نظر گرفتن اثر تغییر شکل برشی در رفتار تیرها ارائه شد 

ده جایی تیرها مورد استفاهی اول تیرها جهت تعیین میدان جابعنوان تئوری تغییر شکل برشی مرتبه

                                                 
1. Euler-Bernoulli theory 
2. Timoshenko beam theory 
3. First order shear deformation theory 
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ل، ضمن تغییر شک برنولی، سطح مقطع تیر-تیر اویلر قرار گرفته است که در آن برخلاف فرض سومِ

چنان برنولی هم-فرض دیگر مربوط به مدل اویلرماند. در حالی که دو ی میانی باقی نمیعمود بر صفحه

 مدل تیموشنکو نیز پابرجاست.  برای

ی برشی، به کار گرفته شده در نیروی منتجه 9(𝐾𝑠) ی ضریب تصحیح برشیلازم به ذکر است به واسطه

آید. ضریب تصحیح برشی به شرایط مرزی، خواص مواد و نوع بارگذاری تری به دست مینتایج درست

ها در نظر گرفته شده برای تیر بستگی دارد. از این رو تعیین مقدار دقیق آن آسان نیست اما در پژوهش

تابع شکل به کار گرفته  اند.به صورت گسترده استفاده شده 2π = sK /92یا  sK = 1/4 معادلِ هایتقریب

ѱ(𝑧)در این تئوری  =  z  باشد.می 

 

 .[41]خمش یک تیر طبق تئوری تیموشنکو  -91-2شکل 

 2(TSDT) ی سومتئوری تغییر شکل برشی مرتبه 2-5-3

کرنش  ضمن در نظر گرفتن، نامندنیز می 3ی سوم که آن را مدل ردیتئوری تغییر شکل برشی مرتبه

برای کرنش برشی جانبی در طول ضخامت تیر فرض  1گونت سهمیدر روابط، تغییرابرشی جانبی 

 های برشی نیزی تنشدر نتیجه نیازی به استفاده از ضریب تصحیح برشی برای محاسبه .کندمی

ی اول های تئوری تغییر شکل برشی مرتبههای مسأله مشابه مجهولمجهولدر مدل ردی  باشد.نمی

                                                 
9. Shear correction factor 
2. Third oder shear deformation theory 
3. Reddy 
4. Parabolic 
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 .[11] باشدمی

ѱ(𝑧) =  z (1 −
4𝑧2

3ℎ2
 باشد.تابع شکل به کار گرفته شده در این تئوری می (

 1(SDTTr) تئوری تغییر شکل برشی مثلتاتی  2-5-4

باشد می ی اولها مشابه تئوری تغییر شکل برشی مرتبهی معادلهاز لحاظ پیچیدگی و مرتبهاین تئوری 

ضریب تصحیح برشی ندارد. برش در طول ضخامت تیر اما کارآمدتر از آن است و نیازی به به کارگیریِ 

های همچنین این مدل برای سازه های چندلایه، از تیر یا ورقشود. نی تعیین میطبق تابع سینوسی معیّ

این مدل را با این عنوان که یک مدل استاندارد و قابل تعمیم  2ریِخیلی نازک تا ضخیم کاربرد دارد. توریت

. [41]باشد، مطرح کرد  ها نیزر کلی قابل ارائه برای رفتار غیرخطی دیگر سازهها و به طوبرای پوسته

ѱ(𝑧) =  
ℎ

𝜋
sin(

𝜋𝑧

ℎ
 باشد.ی تغییر شکل برشی در راستای ضخامت تیر میکنندهتابع توصیف (

 3(ESDT) تئوری تغییر شکل برشی نمایی  2-5-5

بینی رفتار های عددی برای پیشش در راستای بهبود روند حل و تکنیکو همکارهای 1تلاش کاراما

ی تابعی نمایی به عنوان تابع شکل و توصیف به ارائهلایه منجر های کامپوزیتی چندمکانیکی سازه

. نتایج حاصل از این مدل ارائه شده به مراتب از تئوری شدی توزیع برش در راستای ضخامت کننده

چگونگی توزیع برش در راستای ضخامت در این . [49]باشد تر میقابل قبول تغییر شکل برشی مثلثاتی

ѱ(𝑧)تئوری با  = 𝑧𝑒−2(
𝑧
ℎ⁄  شود.تعیین می 2(

 6(ASDT) 5تئوری تغییر شکل برشی آیدوگدو  2-5-6

 ه کمکی سه بعدی و بی تغییر شکل برشی در این مدل بر اساس حل الاستیسیتهتابع توصیف کننده

                                                 
1. Trigonometric shear deformation theory 
2. Touratier 
3. Exponential shear deformation theory 
4. Karama 
5. Aydogdu 
6. Aydogdu shear deformation theory 
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α = 3ѱ(𝑧) , توسط آیدوگدو معرفی شد و معادل 9معکوسروش  = 𝑧α−2
(𝑧/ℎ)2

𝐿𝑛 𝛼
باشد. نتایج به می  

های تغییر شکل برشی معرفی مانند سایر تئوری دست آمده از حل معادلات بر اساس تئوری آیدوگدو

 شده از دقت خوبی برخوردار است.

ر، ر پژوهش حاضهای مورد استفاده دتوابع شکل معرفی شده برای هر یک از تئوری به منظور جمع بندیِ

 ارائه شده است. 9-2جدول 

 .های تغییر شکل برشیِ مورد استفاده در پژوهش حاضرتئوری -9-2جدول 

 تابع شکل های تیرهاتئوری

 ی اولتغییر شکل برشی مرتبه

(FSDT) 
ѱ(𝑧) = 𝑧 

 ی سومتغییر شکل برشی مرتبه

(TSDT) 
ѱ(𝑧) = z (1- 

4𝑧2

3ℎ2
) 

 تغییر شکل برشی مثلثاتی

(TrSDT) ѱ(𝑧) =  
ℎ

𝜋
sin(

𝜋𝑧

ℎ
) 

ѱ(𝑧) (ESDT) تغییر شکل برشی نمایی = 𝑧𝑒−2(
𝑧
ℎ⁄ )2 

 تغییر شکل برشی آیدوگدو

(ASDT) ѱ(𝑧) = 𝑧α−2
(𝑧/ℎ)2

𝐿𝑛 𝛼
 
, α = 3 

 های انجام شدهمروری بر پژوهش 2-6

کمانش ی کمانش و پسهای اخیر در حوزهدر سال ی بسیاریهاپژوهش اشاره شد،در مقدمه  همانطور که

 صورت گرفته است. FG-CNTRCتیرهای 

 2واره توسط کهدیتک های کربنیِشده با نانولولهبررسی پایداری دینامیکی تیرهای نانوکامپوزیتی تقویت

ها ارائه شد. آن DQی اول و به کمک روش بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه [92]ان و همکار

دریافتند که با افزایش کسر گاهی مختلف با شرایط تکیه FG-CNTRCکمانش در تیرهای ی با محاسبه

                                                 
1. Inverse method 
2. Ke 
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 د.نیابافزایش می های طبیعیو فرکانس بحرانیها، بار کمانش CNTحجمی 

 FG-CNTRCدر پژوهش دیگر خود ضمن بررسی ارتعاشات آزاد غیرخطی تیرهای  [1] که و همکاران

کربنی  هایکه افزایش کسر حجمی نانولوله بیان کردندبا کمک روش ریتز و یک الگوریتم بازگشتی، 

خواهند  FG-CNTRCو  UD-CNTRCهای خطی و غیرخطی بالاتر برای تیرهای منجر به  فرکانس

 .شد

براساس تئوری تیر  FG-CNTRCبه تحلیل ارتعاش اجباری غیرخطی تیرهای  [31]انصاری و همکاران 

امنه ، پیک دتیرها لاغریو نتیجه گرفتند با افزایش نسبت  پرداختند 9GDQتیموشنکو و به کمک روش 

 یابد.افزایش می

کمانش حرارتی تیرهای کامپوزیتی چندلایه تحت تغییرات دمایی یکنواخت در تحلیل کمانش و پس

توسط وثوقی و با در نظر گرفتن وابستگی خواص مواد به دما  DQط مرزی مختلف به کمک روش شرای

ه ه بو با توجّمبنی بر درستی نتایج های صورت گرفته ها طبق مقایسهانجام شد. آن [21]ان  و همکار

ی کارآمد برای مسائل کمانشی و یک تکنیک حل عدد، DQکه روش  نتیجه گرفتند سرعت همگرایی

ها بر این مسأله که آن نتایجهمچنین باشد. کمانشی حرارتی تیرهای کامپوزیتی چندلایه میپس

رزی به خصوص با شرایط م تیرهای چندلایه توان از تأثیر وابستگی خواص مواد به دما بر روی نتایجنمی

. به این معنی که با در نظر گرفتن وابستگی خواص مواد به پوشی کرد، دلالت دارددوسرگیردار چشم

 یابد.دهد و به طور کلی سفتی تیر کاهش میدما، کمانش در دمای پایین تر رخ می

 به عنوان یک روش حل 3DQMدر پژوهش خود به مفاهیم اساسی و روابط ریاضیِ  [41] 2برت و مالیک

ی واقعی ارائه کردند. را در قالب حل چند مسأله DQپرداختند. ضمناً چگونگی اعمال روش حل  عددی

ی روشی نو و تقریباً ناشناخته برای جامعهبه این دلیل که در آن زمان روش دیفرانسیل کوادریچر 

آمد، این پژوهش با هدف آموزشی و آشنایی با ی مکانیک محاسباتی به حساب میحوزه محقّقان در

                                                 
1. Generelized differential quadrature 
2. Bert and Malik 
3. Differential quadrature method 
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ی مسائل و مرور منابع، کارآمد بودن این روش عددی را نشان دادند ها با ارائهنگاشته شد. آن DQروش 

 را برشمردند.  DQهای موجود در به کارگیری روش و از طرفی محدودیت

ول نتایجی مبنی بر مسیر تعادل ی ابر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه [34]ان و همکار 9وو 

های هندسی در نظر گرفتن نقص و نشان دادند ارائه کردند FG-CNTRCکمانش حرارتی تیرهای پس

د شومنجر به کمانش از نوع دوشاخگی نمی، در روند ساخت ایجاد شوند که ممکن است اولیه در تیرها

ها همچنین در آن ی نقص بستگی دارد.و دامنه 2این شرایط بسیار به عدد نیم موجو مسیر تعادل با 

تحت تغییرات دمای یکنواخت و  FG-CNTRCی دماهای کمانش بحرانیِ تیرهای پژوهش خود با ارائه

ها نتیجه گرفتند که تیر تحت تغییرات دمایی یکنواخت به مراتب زودتر ی آنیکنواخت و مقایسهغیر

 شود.نش میدچار کما

تک  های کربنیشده با نانولولهتقویتمطالعه بر روی کمانش و ارتعاشات آزاد تیرهای نانوکامپوزیتی 

 GDQی اول و به کمک روش ر شکل برشی مرتبهئوری تغییبر اساس ت 3دیواره روی بستر الاستیک

های در مقایسه با طرح FGXها با طرح توزیع CNTکه افزودن دهد نشان می [91]توسط یاس و صمدی 

ی تحلیل هندسه بهها همچنین آنشود. ، موجب افزایش فرکانس و بار کمانشی میCNTدیگرِ توزیع 

ه به ا توجّب بینی مقاومت تیر در برابر خمش یا کمانش پرداختندجهت پیش سطح مقطع تیر کامپوزیتی

های تیر، ممان شکل که نسبت به دیگر هندسه-Iی تیر به هندسه FGX-CNTRCتیر تشابه هندسی 

تر مشخص FGXدر تیر  فرکانس طبیعی و بار کمانشی افزایش بینی کردند کهاینرسی بالاتری دارد، پیش

 .باشدمی

را مورد مطالعه قرار دادند.  CNTRC-FGهای کمانشی صفحهرفتار کمانشی و پس [23] 1شن و ژانگ

کمانشی حرارتی با تقویت صفحات به صورت متغیرّ نند استحکام پسها دریافتند که دمای کمانش ماآن

بسیار تحتِ تأثیر  CNTRCکمانشی حرارتی صفحاتِ رفتارهای پسیابد و به طور کلی تابعی، افزایش می

                                                 
1. Wu 
2. Half wave number 
3. Elastic foundation 
4. Shen and zhang 
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کربنی  هایر شکل برشی جانبی، نسبت منظرِ صفحات و کسر حجمی نانولولهینسبت بار حرارتی، تغی

 باشند.می

شده با ای کامپوزیتیِ تقویتهای استوانهپوستهخود بر روی ی مطالعه ی نتایجارائه با [11] شن

های ندهکنتحت تغییرات دمایی یکنواخت، نشان داد چنانچه تقویتهای کربنیِ متغیّر تابعی نانولوله

مای کمانش د منجر به نتایج بهتری مبنی بر افزایشی میانی متقارن باشند، متغیّر تابعی نسبت به صفحه

ه تحت ی مشابشوند. اما این تأثیر در مقایسه با پوستهکمانش حرارتی پوسته میو افزایش مقاومت پس

 نیروی فشاری محوری به مراتب کمتر است.

توسط شن  CNTRC-UDو  CNTRC-FGتیرهای کمانش حرارتی تحلیل خمش غیرخطی و پسنتایج 

های کربنی، طی از کسر حجمی نانولوله، مقدار متوسCNTRCّثابت کردند برای تیرهای  [91] 9و ژیانگ

طی کمانش حرارتیِ متوسّخطی، دماهای کمانشی و مقاومت پسغیرهای الزاماً منجر به فرکانس

، فرکانس ها، دمای کمانشCNTشوند. به این معنی که در بعضی موارد با بالابردن کسر حجمی نمی

ها به صورت CNT. همچنین نشان دادند چنانچه یابدکاهش می کمانش حرارتیقاومت پسغیرخطی و م

 .افتدنامتقارن در زمینه توزیع شوند، کمانش از نوع دوشاخگی اتفاق نمی

 شدهتقویت شکلمخروطیمپوزیتی ی کاچندلایههای با به دست آوردن بار کمانشی پوسته [93] کیانی

ر ی اول به نتایجی مبنی ببر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبهمتغیّر تابعی،  2نهای گرافبا ورقه

 به ازای بالا رفتن دما در محیط دست یافت. کاهش بار کمانش پوسته

ی در روابط رشهای تغییر شکل برشی مراتب بالاتر به منظور حذف ضریب تصحیح ببه کارگیری تئوری

ی نتایجِ محقّقان را بر آن داشت تا به محاسبه، بررسی و مقایسه ،مسأله و استخراج معادلات نهاییِ

شی های مختلف تغییر شکل برهای کامپوزیتی بر اساس تئوریکمانشی سازههای کمانشی و پستحلیل

 کلاسیک و مراتب بالاتر بپردازند.

                                                 
1. Xiang 
2. Graphene sheets 
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بر های متعامدِ متقارن مستطیلی، ی خمش، کمانش و ارتعاشات ورقبه منظور مقایسه [33] آیدوگدو

تغییر  تئوری که نتیجه گرفتو ارائه کرده است پژوهشی رشی های مختلف تغییر شکل بتئوری اساس

ری کند، در حالی که به کارگیبینی میجایی جانبی را پیشهها و جابتنششکل برشی نمایی به خوبی 

بارهای  های طبیعی وتری برای فرکانسگون منجر به نتایج صحیحهای تغییر شکل برشی سهمیتئوری

 کمانشی خواهد شد.

ب ی اول و مراتهای تغییر شکل برشی مرتبهتأثیر هر یک از تئوری یبا بررسی و مقایسه [31] 9امام

دیداً شط یا با ضخامت متوسّی متقارن کمانشی تیرهای کامپوزیتی چندلایهپاسخ پسبالاتر بر روی 

ل های تغییر شکبه کارگیری تئوریی کمانشِ به دست آمده از دامنه مقادیر ناهمسانگرد، نشان داد که

دریافت  همچنین اوباشد. های کلاسیک بیشتر میبرشی مراتب بالاتر نسبت به نتایج حاصل از تئوری

های تغییر شکل برشی توان از تأثیر تئوری، می41به ازای نسبت طول به ضخامت  معادلِ  برای تیر

 پوشی کرد.مراتب بالاتر چشم

های تغییر شکل برشی مراتب بر اساس تئوری روی بستر الاستیک FGMارتی تیرهای رکمانش حپس

طبق نتایج به دست آمده نشان دادند  مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت. [19] 2بالاتر توسط شن و ونگ

ر است در حالی که این تأثیر روی کمانش حرارتی بسیار مؤثّپسبر پاسخ  3که  شاخصِ کسر حجمی

 شود. مشابه کمتر مشاهده می FGMنتایجِ نسبت فرکانس غیرخطی به خطی برای تیر 

شده های کامپوزیتی تقویتپژوهشی با عنوان تحلیل کمانش مکانیکی و حرارتی ورق [12] فرزام و حسنی

و  FGOبا طرح توزیع  هایو نتیجه گرفتند که از ورقهای کربنیِ متغیرّ تابعی ارائه کردند با نانولوله

FGX، نظر از نوع شرایط مرزی به ترتیب کمترین و بیشترین مقادیر بار و دمای کمانشی حاصلصرف 

شوند و تأثیر وابستگی خواص مواد به دما در نتایج مربوط به ورق با شرایط مرزی گیردار نسبت به می

تر و قابل مشاهده است. همچنین به کارگیری خواص مواد وابسته به دما در شرایط مرزی ساده مشخص

                                                 
1. Emam 
2. Wang 
3. Volume fraction index 
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 گذارد.می FGOهای نوع ورق روی بر رامحاسبات کمترین تأثیر 

منظور تعیین چندین تئوری تغییر شکل برشی به  [21] 9بهاکرنو اونگ پونگولدر پژوهش واتاناساک

روی بستر الاستیک  CNTشده با چند نوع طرح توزیع مختلفِ تیرهای کامپوزیتی تقویت پاسخ کمانشی

در برابر کمانش نسبت به دیگر مقاومت بالاتری  FGX-CNTRCتیرهای فته شد و دریافتند به کار گر

ی نندهکهای فرض شده توصیفدهند. همچنین نتیجه گرفتند از آنجایی که تئوریانواع تیرها نشان می

قادیر م ها تنها بر نتایج تنش برشی تأثیرگذار است و برتوزیع برش هستند، به کارگیری هر یک از تئوری

 تنش نرمال اثری ندارد.

های مختلف تغییر شکل برشی و با تکنیک اختلال با به کارگیری تئوری [13]ان و همکار 2شه

 کمانشیو در نظر گرفتن وابستگی خواص مواد به دما به تحلیل رفتار کمانشی و پس 3ایدومرحله

گاهی دوسرگیردار تحت تغییرات دمایی یکنواخت پرداختند و با شرایط تکیه FGMحرارتی تیرهای 

 های مختلف ارائه کردند.به ازای تئوریکمانشی را روند مسیر تعادل پس

در  FG-CNTRCکمانشی تیرهای ی رفتار کمانشی و پسی بر مطالعهدر پژوهش حاضر گزارشی مبن

ت تغییرات دمایی یکنواخت و غیریکنواخت با درنظر گرفتن وابستگی خواص مواد به حرارتی تح محیط

أثیر ی تطالعه و مقایسهشود. مارائه میو به کارگیری یک الگوریتم بازگشتی  DQدما، به کمک روش 

ر دیگر مانند شرایط مرزی، به همراه پارامترهای مؤثّتغییر شکل برشی های مختلف هر یک از تئوری

نیز انجام تیرها  لاغریها و نسبت CNTتگی یا عدم وابستگی خواص مواد به دما، کسر حجمی وابس

خواهد شد.

                                                 
1. Wattanasakulpong and Ungbhakorn 
2. She 
3. Two-step perturbation technique 



 مروری بر منابع علمی  فصل دوم

 

23 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 بندی و حل مسألهفرمول  فصل سوم

   21 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بندی و حل مسألهفرمول -3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 بندی و حل مسألهفرمول  فصل سوم

 

31 

 

 مقدمه 3-1

و  9گیری از قانون اختلاطبا بهرهشود. سپس تعریف مینظر  مورد CNTRCتیر مدل ابتدا  فصلدر این 

 شوند.ها محاسبه میص معادل کامپوزیتخوا ،2های دینامیک مولکولیاز پژوهشن نتایج حاصل همچنی

ین های مختلف تغییر شکل برشی که در فصل پیشجایی تیر بر اساس تئوریهسپس با تعریف میدان جاب

اص خوو با در نظر گرفتن وابستگی  3کارمن-روابط فونجایی را مطابق هجاب-، روابط کرنشندذکر شد

های حاکم بر تیر کامپوزیتی ، معادلهدر گام بعدی به کمک معادلات تعادل. کنیمتعریف می مواد به دما

( برای DQدر ادامه از روش دیفرانسیل کوادریچر ) کنیم وی کربنی را استخراج میلولهشده با نانوتقویت

 4جبریِ غیرخطیدیفرانسیل معادلات  به دستگاه 1(ODEمعمولی )دیفرانسیل  معادلاتتبدیل دستگاه 

رده ککنیم. در نهایت با اعمال شرایط مرزی، دستگاه معادلات را به فرم ماتریسی بازنویسی فاده میاست

ر بازگشتی به تعیین مسی . در ادامه با به کارگیری الگوریتمپردازیم، میی مقدار ویژهمسأله حلِ به و

 م.پردازیمی CNTRCکمانشی حرارتی تیرِ تعادل پس

 کامپوزیتیر تیو خواص  مدل 3-2

در نظر گرفته شده است. الف 9-3شکل مطابق  hو ضخامت  Lبا طول  CNTRCدر این پژوهش تیر 

های نانولهنیز ها کنندهتقویت است. PMMAاز جنس  همسانگرد یپلیمر ،ی این کامپوزیتی زمینههمادّ

 باشند.می (91، 91)وع دسته صندلی یواره از ندتک کربنیِ

                                                 
1. Rule of mixture 
2. Molecular dynamic 
3. Von-Kármán 
4. Ordinary differential equation 
4. Nonlinear algebraic equation system 
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 .در سطح مقطع تیر CNTهای توزیع متفاوت ، ب( طرحCNTRCالف( تصویر شماتیک تیر  -9-3شکل 

( که در UD) توزیع یکنواختحالت ی پلیمری، ها در زمینهCNTی توزیع نحوه تاًثیرِ در راستای بررسیِ

در راستای ضخامت ثابت است و حالت توزیع متغیّر تابعی فرض  9(cnV)ها نانولوله آن کسر حجمی

می ها کسر حجر تابعی در نظر گرفته شده است، که در آننوع طرح توزیع برای حالت متغیّدو شوند. می

CNTّو در حقیقت  ب(9-3شکل ) کندنی در جهت ضخامت تیر تغییر میها به صورت پیوسته و معی

شده از تیر غنی سطح بالایی و پایینیِ FGX-CNTRC. در تیر باشندمی( zتابعی از ضخامت تیر )

ی میانی ها در صفحهCNTو تمرکز  ، این قضیه برعکس استFGO-CNTRCهاست و برای تیر نانولوله

 .باشدتیر می

شوند. لازم به ذکر تعریف می 9-3جدول ی کربنی شرح داده شده مطابق نوع نانولولهکسر حجمیِ سه 

به منظور  FGOو  UD ،FGXهای کربنیِ است که توابعِ کسرِ حجمیِ مربوط به هر یک از انواع نانوله

افزار متلب منظور ی نتایج، در نرمنین جهت مقایسهها در روند حلِ معادلات نهایی و همچی آناستفاده

 اند.شده

 

                                                 
1. Volume fraction of CNTs 
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 .CNTRCبرای انواع مختلف تیرهای  CNTتوابع کسر حجمی  9-3جدول 

 (cnVکسر حجمی ) الگوی توزیع

UD 𝑽𝒄𝒏
∗  

FGX 𝟒
|𝒛|

𝒉
 𝑽𝒄𝒏
∗  

FGO (𝟐 − 𝟒
|𝒛|

𝒉
)𝑽𝒄𝒏

∗  

 

𝑉𝑐𝑛
 آید:ی زیر به دست میف کسر حجمی کل است که بر اساس رابطهمعرّ ∗

𝑉𝑐𝑛
∗ = 

𝑤𝑐𝑛

𝑤𝑐𝑛 + (
𝜌𝑐𝑛

𝜌𝑚⁄ ) − (
𝜌𝑐𝑛

𝜌𝑚⁄ ) 𝑤𝑐𝑛
 (3-9) 

، برابر 9-3جدول موجود در  CNTRC لازم به ذکر است که مقدار کسر حجمی کل برای انواع تیرهای

 است. 

  د.باشنهای نانولوله و ماتریس میبه ترتیب چگالی 𝜌𝑚و  𝜌𝑐𝑛ها، کسر جرمی نانولوله 𝑤𝑐𝑛ی فوق، رابطه در

 قانون اختلاط  3-2-1

اطلاعات دقیقی از سایز و شکل و  ی مجزا، اغلبهی کامپوزیتیِ حاصل از ترکیب دو مادّهبرای یک مادّ

ی آن در دسترس نیست. در نتیجه مدول الاستیک معادل یا هر خاصیت دهندهتوزیع اجزای تشکیل

فازهای و شکل تقریبی ی مورد نظر باید بر اساس توزیع کسر حجمی همادّ دیگرِمعادل مورد نیازِ 

بینی خواص معادل مواد جهت پیشها چندین مدل در طول این سال دهنده محاسبه شوند.تشکیل

باشد و به های معمول در این حوزه میکامپوزیتی ارائه شده است که قانون اختلاط یکی از تکنیک

 :[11, 14] دنشوصورت زیر بیان می

𝐸11 = 𝜂1𝑉𝑐𝑛𝐸11
𝑐𝑛 + 𝑉𝑚𝐸𝑚 (3-2)الف 

𝜂2
𝐸22

= 
𝑉𝑐𝑛
𝐸22
𝑐𝑛 + 

𝑉𝑚
𝐸𝑚

 ب(3-2) 
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𝜂3
𝐺12

= 
𝑉𝑐𝑛
𝐺12
𝑐𝑛 + 

𝑉𝑚
𝐺𝑚

 ج(3-2) 

𝐸11که در روابط فوق، 
𝑐𝑛   ،𝐸22

𝑐𝑛   و𝐺12
𝑐𝑛 د.باشنی کربنی میو مدول برشی نانولوله به ترتیب مدول یانگ 

𝐸𝑚  و𝐺𝑚 ی پلیمری هستند. زمینه برشیِمدول یانگ و  به ترتیب نیز𝑉𝑐𝑛  و𝑉𝑚  کسر ف معرّبه ترتیب

ضرایب  𝛼22و  𝛼11 .ها حاکم استبر آن 1𝑉𝑚+ 𝑉𝑐𝑛 =ی باشند که رابطهماتریس میو  CNTحجمیِ 

به ترتیب در راستاهای طولی و جانبی هستند که طبق روابط زیر محاسبه معادل  9انبساط حرارتیِ

 شوند:می

𝛼11 = 
𝑉𝑐𝑛𝐸11

𝑐𝑛𝛼11
𝑐𝑛  +   𝑉𝑚𝐸𝑚𝛼𝑚

𝑉𝑐𝑛 𝐸11
𝑐𝑛 + 𝑉𝑚 𝐸𝑚

 الف( 3-3) 

𝛼22 = (1 + 𝑣12
cn)𝑉𝑐𝑛𝛼22

𝑐𝑛 + ( 1 + 𝑣m ) 𝑉𝑚𝛼𝑚 − 𝑣12𝛼11 (3-3 )ب 

𝛼11
𝑐𝑛  و𝛼22

𝑐𝑛  ضرایب انبساط حرارتیCNT ها و𝛼𝑚 ضرایب  باشند.ضریب انبساط حرارتی زمینه می

𝑣12 ی مرکب، به ترتیب باهی مادّهای کربنی و زمینهپواسون نانولوله
cn  و𝑣m شوند.معرفی می 𝜂𝑖(i =

های کربنی در نظر گرفته تأثیر نانولوله یکنندهتوصیفباشند که می 2پارامترهای بازدهی (1,2,3 

𝑉𝑐𝑛شوند. مقادیر این پارامترها برای می
، متفاوت هستند و از به کارگیری ی مختلفها و ماتریس زمینه∗

دینامیک مولکولی یک روش  شوند.های دینامیک مولکولی حاصل میایج پژوهشنتقانون اختلاط و 

 ی رفتار فیزیکی مواد در مقیاسی فیزیک است که به عنوان روشی مؤثرّ در مطالعهسازی بر پایهشبیه

 ی زمانیها در یک بازهها و مولکولکنش بین اتمرود. به کمک این روش، با ایجاد برهماتمی به کار می

  .[14] ها را مطالعه کردکنش بین مولکولتوان اطلاعات میکروسکوپی و جزئیاتی از برهمابت، میث

ینامیک سازی دبر آنچه در خصوص شبیه نش مواد در مقیاس اتمی و بنارک-بنابراین بر اساس رفتار تنش

به  PMAA از متشکّلمورد مطالعه در این پژوهش که  ی مرکبِهکولی توضیح داده شد، برای مادّمول

، باشدمی کننده( به عنوان تقویت91، 91صندلی )های دستهSWCNTی پلیمری و عنوان زمینه

اند به دست آمده 2-3جدول  طبق 23/1و  91/1، 92/1های حجمی کل پارامترهای بازدهی برای کسر

                                                 
1. Thermal expansion coefficients 
2. CNT efficiency parameters 
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[23]. 

 .[23] های بازدهی به ازای کسرهای حجمی کل متفاوتپارامتر 2-3جدول 

𝑽𝒄𝒏) )  کسر حجمی کل
∗ 𝜼𝟏 𝜼𝟐 𝜼𝟑 

12/0 931/1 122/9 0/7η2 

11/0 912/1 121/9 0/7η2 

22/0 919/1 434/9 0/7η2 

 

زیر  یطبق رابطه ،دهدوابستگی کمی به تغییرات دما نشان می نیز که معادل ضریب پواسونِ در ادامه

 آید:میدست به 

𝑣12 = 𝑉𝑐𝑛𝑣12
cn + 𝑉𝑚𝑣m (3-1) 

 ربا در نظر گرفتن وابستگی خواص مواد به دما و متغیّ نیز 3-3و  2-3 هایدر رابطههای ارائه شده عبارت

 اند.بودن خواص در جهت ضخامت تعیین شده

که وابسته به دما هستند، ی مورد مطالعه در این پژوهش کنندهزمینه و تقویتی خواصِ به ارائه در ادامه

 .پردازیممی

 ( 13، 13صندلی )نوع دسته SWCNTخواص  -3-2-1-1

توان خواص ، شامل خواص مواد وابسته به دما در پنج دمای مشخص، می3-3جدول به کمک 

( را در دماهایی غیر از آنچه در 91، 91صندلی )دیواره از نوع دستهی کربنی تکترمومکانیکی نانولوله

 بینی کرد.جدول ارائه شده است را پیش

 .[24 ,91]در دماهای مشخص  (91، 91صندلی )دیواره دستهتک یی کربنخواص ترمومکانیکی نانولوله - 3-3جدول 

𝐄𝟏𝟏 (K) دما
𝐜𝐧  (TPa) 𝐄𝟐𝟐

𝐜𝐧  (TPa) 𝐆𝟏𝟐
𝐜𝐧  (TPa) 𝐯𝟏𝟐

𝐜𝐧 / K) 6-(×10 𝛂𝟏𝟏
𝐜𝐧 / K) 6-(×10 𝛂𝟐𝟐

𝐜𝐧 

000 1111/4 1311/1 1114/9 914/1 1431/3 9132/4 

000 4111/4 1391/1 1113/9 914/1 9111/1 1114/4 

500 4313/4 1331/1 1113/9 914/1 4319/1 1931/4 

100 1111/4 3119/1 1111/9 914/1 1111/1 3113/1 

1000 1111/4 1221/1 1149/9 914/1 2311/1 1432/1 
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 همیندر آید. به دست میبه صورت تابعی از دما یابی، خواص مورد نظر عمل درون به این معنی که با

نظر در ی مدهبا در نظر گرفتن خواص مادّ افزار متلب،در نرم 9راستا به کمک جعبه ابزارِ برازش منحنی

برای هر یک از خواص مورد شده تعریف ایِ درجه چهارِمای متفاوت و مشخص، ضرایب چندجملهپنج د

 یترمومکانیکی نانولولهکلوین، تغییرات خواص  9111تا  311ی برای دما در بازهشوند. نظر تعیین می

 :شوندمحاسبه مینظر بر حسب دما به صورت زیر کربنی مد

E11 الف(3-4)
cn [TPa] =  3.942 ×  10−12𝑇4 −  1.195 × 10−8𝑇3 +  1.259 

×  10−5𝑇2 − 0.005872 𝑇 + 6.565 

E22 ب(3-4)
cn [TPa] =  4.894 ×  10−12𝑇4 −  1.486 × 10−8𝑇3 +  1.569 

×  10−5𝑇2 − 0.007324 𝑇 + 8.227 

G12 ج(3-4)
cn [TPa] =  −7.188 × 10−12𝑇4 +  1.814 × 10−8𝑇3 −  1.638 

×  10−5𝑇2 − 0.006272 𝑇 + 1.106 

 د(3-4)
α11
cn  [× 10

−6

𝐾⁄ ]

=  −6.706 × 10−14𝑇4 +  1.149 × 10−8𝑇3 −  2.896 
× 10−5𝑇2 + 0.02294 𝑇 − 1.128 

 د(3-4)
α22
cn  [× 10

−6

𝐾⁄ ]

=  −2.897 × 10−14𝑇4 +  6.754 × 10−11𝑇3 +  2.521 
× 10−7𝑇2 − 0.0009734 𝑇 − 5.436 

v12 ه(3-4)
cn = 0.0175 

-311ی ها را در هر دمایی در بازهSWCNTتوان خواص ترمومکانیکی حال با داشتن روابط بالا می

 کلوین با تقریب خوبی به دست آورد. 9111

 

                                                 
1. Curve Fitting toolbox 
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 PMMA خواص -3-2-1-2

هااا . کااه در آن[91] نمود هارائاا 1-3جاادول  توان طبقرا نیز می متاااکریلاتمتیاالهااای پلیویژگی

𝑇 =  𝑇0 + ∆𝑇  وK 𝑇0 = مدول الاسااتیک و ضریب باشاند. همچنین مقادیر  می 9دمای مرجع 300

 اند.گزارش شده اتی وابسته به دمانبساط حرار

ویسی نافزار برنامههای ارائه شده در ارتباط با قانون اختلاط در نرمتمامی پارامترهای معرفی شده و فرمول

 شوند.سازی شده و در مراحلِ مربوط به حل معادلات نهایی حاکم بر مسأله به کار گرفته میمتلب پیاده

 .PMMA [91] شده برایدر نظر گرفته خواص - 1-3جدول 

 PMMAخواص 

𝝆𝒎 = 𝟏𝟏𝟓𝟎 
𝒌𝒈

𝒎𝟑⁄  

𝒗𝒎 = 𝟎. 𝟑𝟒 

𝑬𝒎 = (𝟑. 𝟓𝟐 − 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟒𝑻) GPa 

𝜶𝒎 = 𝟒𝟓(𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓∆𝑻) × 𝟏𝟎−𝟔/K 

 جاییهمیدان جاب 3-3

ای دلخواه در تیر بر اساس تئوری مراتب بالاتر تغییر شکل برشی تیرها برای نقطهجایی ههای جابلفهمؤ

 :[11, 21] شودی میانی تیر به صورت زیر نشان داده میو نسبت به صفحه

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑈(𝑥) − 𝑧 
𝜕𝑊(𝑥)

𝜕𝑥
+ ѱ(𝑧)(

𝜕𝑊(𝑥)

𝜕𝑥
−

ϕ), 
𝑊(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥) (3-1) 

 𝑈  و 𝑊  ی دلخواه در تیر در راستاهای های یک نقطهجاییهجاببه ترتیبx  وz های هستند. مؤلفه

دوران حول محور  Φنشان داده شده است.  1-3ی در رابطه 𝑊و  𝑈ی میانی تیر نیز با صفحهجایی هجاب

y  باشد ومینسبت به سطح مقطع تیر ѱ(z) توزیع برشی کنندههمان تابع توصیف ،با عنوان تابع شکل 

های مورد بررسی در این نام تئوری 9-2جدول . در باشدمیای به تئوری دیگر متفاوت است که از تئوری

 .ان داده شده استنششان پژوهش به همراه تابع شکل

                                                 
1. Reference temperature 
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 میدان دما  3-4

ای است. صفحه-در محیط حرارتی تحت تغییرات دمایی درون FG-CNTRCدر پژوهش حاضر تیر 

-3ی آزاد است و میدان تغییرات دما طبق رابطه-، تنش𝑇0 د مطالعه در دمای مرجعفرض شده تیر مور

 .[34] تیر در نظر گرفته شده است x-yی گون در صفحهبا توزیع سهمی 1

∆𝑇 (𝑥) =  𝑇1 + 𝑇2 [1 − (2𝜍 − 1)
2] (3-1) 

𝜍که  =  
𝑥

𝐿
  ،𝑇1 ّی تغییر دمای یکنواخت و ف مؤلفهمعر𝑇2  دهد. تغییر دمای غیریکنواخت را نشان می

ه به میدان دمای در نظر گرفته شده، دما در راستای ضخامت ثابت است ولی در راستای طول تیر با توجّ

 تغیّر است.م xبر حسب 

𝑇2) پوشی کنیماگر از تغییرات دمای غیریکنواخت در طول تیر چشم = 𝑇∆واضح است که (، 0 =  𝑇1 

𝑇ی (، رابطهTین برای دمای کل )نهمچ  شود.رقرار میب =  𝑇0 + ∆𝑇 .برقرار است 

 جاییجابه-ی غیرخطی کرنشرابطهو  میدان کرنش  3-5

 المان مورد نظر مطابقگیریم. است را در نظر می xموازی با محور که ابتدا  dxیک المان خطی به طول 

و  *xمختصات و موقعیت جدید با  ds، به طول yحول محور  x-zی در صفحه دورانبعد از  2-3شکل 

z* ی دلخواه در راستای های یک نقطهجاییهشود. جابتعریف میx  وz ترتیب با  بهU  وW  نشان داده

 (Wو  Uها از جهت متمایز کردن آن) 𝑊 و  𝑈 ی میانی نیز از شوند. برای هر نقطه واقع در صفحهمی

 کنند.استفاده می
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 .المان خطی قبل و بعد از تغییر شکل 2-3شکل 

 داریم: 2-3شکل ه به با توجّ

(3-3) 𝑧∗ = 𝑧 + �̅� 𝑥∗ = 𝑥 + �̅�, 

 گیریم:مشتق می xی فوق نسبت به از رابطه

∗𝑑𝑥 الف( 3-1)

𝑑𝑥
= 1 + �̅�′ 

∗𝑑𝑧 ب( 3-1)

𝑑𝑥
= �̅�′ 

 :داریم 9ی فیثاغورثه به قضیههمچنین با توجّ

 (3-91) (𝑑𝑠∗)2 = (𝑑𝑥∗)2 + (𝑑𝑧∗)2 

 توان نوشت:می 2dxی بالا بر با تقسیم کردن رابطه

(3-99) (
𝑑𝑠∗

𝑑𝑥
)
2

− 1 = 2�̅�′ + (�̅�′)2 + (�̅�′)2 

 

 

                                                 
1. Pythagoreon 
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ℇ تعریف کرنش با در نظر گرفتن عبارت از طرفی =  
𝑑𝑠∗−𝑑𝑥

𝑑𝑥
به منظور  یانجام چند عملیات ریاض ، 

ℇرسیدن به عبارتِ   + 
1

2
ℇ̅2 = 

1

2
 [(

𝑑𝑠∗

𝑑𝑥
)
2

− پوشی های ساده شونده )چشماعمال فرضیهسپس و  [1

ℇاز عبارتِ دارای 
2

 می توان آن را به فرم زیر نوشت: ،(

(3-92) ℇ =  
1

2
 [(
𝑑𝑠∗

𝑑𝑥
)
2

− 1] 

 ی کرنش را به صورت زیر نشان داد:ی فوق، میتوان رابطهرابطهدر  99-3ی با جایگزین کردن رابطه

(3-93) ℇ =  �̅�′ +
1

2
 [(�̅�′)2 + (�̅�′)2] 

که توان دریافت می 2-3شکل ه به با توجّ ، معتبر است.ℇبه طور کلی این رابطه با فرض کوچک بودن 

β( بسیار کوچک است و β) yی چرخش المان نسبت به محور ویهزا = −�̅�′  البته کوچکی آن قابل که

ی نظر کرده و رابطهصرف 2(′�̅�)و به دنبال آن از عبارت  ′�̅�از کوچکینتیجه  در پوشی نیستچشم

 توان به فرم زیر نوشت :نهایی کرنش را می

(3-91) ℇ =  �̅�′ +
1

2
 (�̅�′)2 

های کرنشِ تیر ، مؤلفه(91-3ی کارمن )رابطه-جاییِ فونهجاب-ی غیرخطی کرنشبه کارگیری رابطه با

FG-CNTRC توان به صورت زیر نشان داد:در محیط حرارتی را می 

𝜀𝑥𝑥 = 
𝜕�̅�

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑊

𝜕𝑥
)

2

− 𝛼11∆𝑇

=  𝜀𝑥
(0) + 𝑧𝜀𝑥

(1) + 𝜓(𝑧)𝜀𝑥
(2) − 𝛼11∆𝑇 

 الف( 3-94)

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕�̅�

𝜕𝑧
+ 
𝜕𝑊

𝜕𝑥
=
𝑑𝜓

𝑑𝑧
𝛾𝑥𝑧
(0)

 
 ب( 3-94)

 :هار آنکه د

𝜀𝑥 الف( 3-91)
(0) =

𝜕U

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕W

𝜕𝑥
)
2

 

𝜀𝑥 ب( 3-91)
(1) = −

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
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𝜀𝑥 ج( 3-91)
(2) = 

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
−
𝜕ϕ

𝜕𝑥
 

𝛾𝑥𝑧 د( 3-91)
(0)
= 
𝜕W

𝜕𝑥
− ϕ 

 CNTRC پایداری تیرحاکم بر های معادله  3-6

امپوزیتی کتعادل تیر به استخراج معادلات دیفرانسیل غیرخطیِ تیر  روابط در این مرحله با به کارگیری

در  Pتحت نیروی محوری  Lیم به طول ابتدا یک تیر مستق پردازیم.میهای کربنی شده با نانولولهتقویت

 (.3-3شکل در نظر گرفته شده است ) xراستای 

 
 .تیر تحت نیروی محوری 3-3شکل 

و نیروی محوری، نیروی برشی و ممان خمشی وارد بر آن  dxنی از آن به طول الف الما1-3شکل در 

نشان داده شده است. به منظور در نظر گرفتن اثر چرخش در رفتار تیر، باید معادلات تعادل را برای 

در معادلات  (،βی دوران )کوچک بودن زاویهبه دلیل  ب(.1-3شکل یافته استفاده کنیم )المان تغییرشکل

sinتعادل  𝛽  و𝑐𝑜𝑠 𝛽  به ترتیب باβ  ه به این که نیروی با توجّ شوند.جایگزین می 9وP ی در صفحه

شوند. در نظر داریم که  مطرح می zو  x( اعمال شده است، برایند نیروها را نیز در راستاهای x-zتیر )

𝑁′ ≡ 𝑑𝑁 𝑑𝑥⁄  و𝑑𝛽𝑑𝑄 =  توان نوشت:نیروها می . در نتیجه از برآیند0

𝐹𝑥∑ الف(3-91) = 0      𝑁′ + 𝑄𝛽′ +  𝛽𝑄′ = 0  

𝐹𝑧∑ ب(3-91) = 0    − 𝑁𝛽′ −  𝛽𝑁′ + 𝑄′ = 0  
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 .الف( قبل از تغییر شکل، ب( بعد از تغییر شکل مانبر ال واردهای ا و مماننیروهعلامت قراردادی مثبتِ  1-3شکل 

𝑀′ ≡ 𝑑𝑀با در نظر گرفتن  همچنین در ادامه 𝑑𝑥⁄ ینقطهها حول برآیند ممان O  به صورت زیر ارائه

 شود:می

(3-93) ∑𝑀𝑂 = 0      𝑄 = 𝑀′  

و همچنین فرض  (Q = 0) های برشی جانبینیروها و تنشپوشی از با چشمبرای تیرهای نازک و بلند، 

ی تعامل بین نیروی برشی دهندهی دو که نشانهمیشگی مبنی بر حذف عبارتِ درجهی شوندهساده

′𝛽𝑄باشد )جانبی کوچک و چرخش می = را به صورت زیر بازنویسی  93-3و  91-3توان روابط ، می(0

 کرد:

′𝑁 (الف3-91) = 0 

′𝑄 (ب3-91) − 𝑁𝛽′ = 0 

𝑄 ج(3-91) = 𝑀′ 

𝛽ه به این که با توجّ
′
= −𝑊′′ میتوان معادلات پایداری حاکم بر تیر را بر حسب ،xN ،xM  وW  جهت

 به فرم زیر ارائه نمود:مطالعه در این پژوهش 

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

=  الف(3-21) 0

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑁𝑥 (
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) =  ب(3-21) 0
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𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥 =  ج(3-21) 0

معرفی  𝑄𝑥و  𝑁𝑥 ،𝑀𝑥های نیروی محوری، ممان خمشاای و نیروی برشاایِ جانبی به ترتیب با  منتجه

 شوند:شوند و به صورت زیر محاسبه میمی

𝑁𝑥 الف(3-29) = ∫ 𝜎𝑥𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

𝑀𝑥 ب(3-29) = ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

𝑄𝑥 ج(3-29) = ∫ 𝜏𝑥𝑧𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

تعریف های سفتی که مؤلفه 𝐴𝑖 (i=1, 2, 3, 4, 5, 6)را بر حسب  هانآتوان می فوقهای با حل انتگرال

𝑁𝑥که به ترتیب با  نیرو و ممان های دماییِمنتجهشوند، می
𝑇  و𝑀𝑥

𝑇 به صورت زیر ند، شومعرفی می

 بازنویسی نمود:

[
𝑁𝑥
𝑀𝑥
] = [

𝐴1 𝐴2 𝐴3
𝐴2 𝐴4 𝐴5

] [

𝜀𝑥
(0)

𝜀𝑥
(1)

𝜀𝑥
(2)

] −

[
𝑁𝑥
𝑇

𝑀𝑥
𝑇], 

𝑄𝑥 = 𝐴6𝛾𝑥𝑧
(0)

 (3-22) 

 :آیندی زیر به دست میهای سفتی طبق رابطهها مؤلفهکه در آن

,𝐴1,𝐴2} الف(3-23) 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5} = ∫ 𝑄11(𝑧, 𝑇){1, 𝑧, 𝑓(𝑧), 𝑧
2,𝑧𝑓(𝑧)}𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

𝐴6 ب(3-23) = ∫ 𝑄55(𝑧, 𝑇)𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

 شوند:به صورت زیر محاسبه می 55Qو  11Qهای بالا که در رابطه

(3-21) 𝑄11(𝑧, 𝑇) =  
𝐸11(𝑧, 𝑇)

1 − 𝑣12(𝑧)𝑣21(𝑧)
 ,           𝑄55(𝑧, 𝑇) =  𝐺13(𝑧, 𝑇) 

13G ِ12 نیز معادلG در روابط قانون اختلاط محاسبه شده است.باشد که می 
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 شوند:به این صورت محاسبه مینیز های دمایی نیرو و ممان منتجه

𝑁𝑥 الف(3-24)
𝑇 = ∫ 𝑄11(𝑧, 𝑇)𝛼11(𝑧, 𝑇)∆𝑇𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

𝑀𝑥 ب(3-24)
𝑇 = ∫ 𝑄11(𝑧, 𝑇)𝛼11(𝑧, 𝑇)∆𝑇𝑧𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

ی و به جایهی اول را برای تعیین میدان جابلازم به ذکر است چنان چه تئوری تغییر شکل برشی مرتبه

ضریب تصحیح برشی ب 23-3ی در رابطه باید گیریم،های حاکم در نظر میدنبال آن استخراج معادله

 1/4ضریب تصحیح برشی را در این پژوهش معادل  که در فصل دوم توضیح داده شد، لحاظ کنیم. را

 گیریم.در نظر می

معادلات غیرخطی حاکم بر  ،91-3ی و لحاظ رابطه 21-3در  22-3در این مرحله با جایگذاری روابط 

 آیند:ها به دست میجاییهبر حسب جاب CNTRCتیر 

𝐴1 الف(3-21) (
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+
𝜕W

𝜕𝑥

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) − 𝐴2

𝜕3𝑊

𝜕𝑥3
+ 𝐴3 (

𝜕3𝑊

𝜕𝑥3
−
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
) −

𝜕𝑁𝑥
𝑇

𝜕𝑥
= 0 

 ب(3-21)

𝐴6 (
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
−
𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

+ [𝐴1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+
1

2
𝐴1 (

𝜕W

𝜕𝑥
)
2

− 𝐴2
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2

+ 𝐴3 (
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
−
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) − 𝑁𝑥

𝑇] (
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) = 0 

 ج(3-21)
𝐴2 (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+
𝜕W

𝜕𝑥

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) − 𝐴4

𝜕3𝑊

𝜕𝑥3
+ 𝐴5 (

𝜕3𝑊

𝜕𝑥3
−
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
) −

𝜕𝑀𝑥
𝑇

𝜕𝑥

− 𝐴6 (
𝜕𝑊

∂x
− 𝜙) = 0 

 شرایط مرزی    3-3

 CNTRC(، برای تیر x = 0, Lگاهیِ گیردار و لولا در هر دو انتها )در این پژوهش دو نوع شرایط تکیه

 مورد نیاز است:ارضای روابط زیر  از جهت ریاضی برقراری آن برایدر نظر گرفته شده است که 
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 U = W = 𝑀𝑥 = 0 (H-H) ر دوسرلولاتی الف(3-21)

 U = W = 𝜙 = 0 (C-C) تیر دوسرگیردار ب(3-21)

 بر مسأله روش حل معادلات غیرخطی حاکم  3-1

 های عددیشرح مختصری پیرامون روش 3-1-1

کار  هب های گوناگون طبیعی مانند حرارتا مشتقات جزئی در مدل کردن پدیدهمعادلات دیفرانسیل ب

ی خاصی از های تحلیلی محدودی برای حل دستهه به پیچیدگی این معادلات، روشبا توجّ .روندمی

ر ترین ابزار دهای عددی به اصلیروشبه همین دلیل . رانسیل با مشتقات جزئی وجود داردمعادلات دیف

روش دیفرانسیل کوادریچر یک روشِ حل حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی تبدیل شده اند. 

به عنوان یک  DQکه در بسیاری از مسائل مهندسی  به کار گرفته شده است. روش  عددی است

به حساب  9حل عددی مثل المان محدود و تفاضل محدود های مرسومِجایگزین کارآمد برای روش

هایی مثل ویژگیشود. مانند حل تحلیلی نتایج دقیقی حاصل می DQدر اغلب موارد در روش  آید.می

بالا، درستی و دقت زیاد و کارایی آن از لحاظ محاسباتی موجب شده به عنوان یک سرعت همگراییِ 

 DQMهمچنین منابعی در رابطه با کاربردهای  ی محاسبات مطرح شود.شناخته شده در حوزه روش

در دسترس مندانِ این حوزه پژوهشگران و علاقه برای ،هایی که از ابتدا داشتهدر مهندسی و پیشرفت

 .[13, 11]باشند می

های مشتق یا انتگرال طریق فرمولاز معادلات  به تبدیلهای عددی برای حل مسائل عموماً در روش

بهی از ی حاکم بر مسأله را به دستگاه مشاکنند دستگاه معادلاتِ پیچیدهپردازند و تلاش میمی

 حل معادلات یِعددهای بیشتر روش ی کلیِایدهدر واقع  ی اول تبدیل کنند.جبری یا مرتبههای معادله

ن ی معیّدر محدوده لهأی مسی پیوستهشکل است که ابتدا دامنه ه ایندیفرانسیل با مشتقات جزئی ب

                                                 
1. Finite difference 
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ده تقریب ز تکنیکی عددیه کمک شود. سپس تابع مجهول یا مشتقات آن بسازی می، گسستهخود

ت ع مجهول یا مشتقاابنوع تقریب ت متمایز بودناز  ،عددی حل هایتفاوت بین روش. به عبارتی شودمی

فرانسیل ی دیسی و حل دستگاه، جواب معادلهیسپس با تبدیل معادله به دستگاه ماتر گیرد.نشأت میآن 

ر حسب ب، ایشدهی تعیینتهدر نقاط گسسها این معادلهدر روش دیفرانسیل کوادریچر آید. به دست می

 شوند.می تعریفهای موجود در مسأله ای از تابعگسستهمقادیر 

 DQروش   3-1-2

ی گیریم که در دامنهدر نظر می را F = F(x, y)پذیرِ تابع پیوسته و مشتق ،DQدر راستای تشریح روش 

در هر یک از نقاط  Fی مسأله، مقدار تابع تعریف شده است. خواسته bو عرض  a مستطیلی به طول

( و به طور xN) xدر راستای  گرهبا مشخص کردن تعدادی  است. 4-3شکل در شبکه بندیِ موجود 

 گیرد.  شکل می DQی مورد نظر برای حل به روش ( شبکهyN) yمشابه در راستای 

 
 .ی مستطیلیبرای دامنه DQبندی روش شبکه 4-3شکل 

𝑥ی در نقطه xنسبت به متغیّرِ  Fاُمِ تابع rی بهمطابق این روش، مشتق مرت =  𝑥𝑖  ی و مشتق مرتبه

s اُمِ تابعF  نسبت به متغیّرy ی در نقطه𝑦 =  𝑦𝑖  شود:به صورت زیر نوشته میبه ترتیب 

𝜕𝑟𝐹

𝜕𝑥𝑟
│𝑥=𝑥𝑖 = ∑ 𝐴𝑖𝐾

(𝑟)
𝐹𝑘𝑗

𝑁𝑥
𝑘=1  ;        𝑖 = 1, 2, … ,𝑁𝑥      (3-23الف) 
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𝜕𝑠𝐹

𝜕𝑦𝑠
│𝑦=𝑦𝑖 = ∑ 𝐵𝑗𝑙

(𝑠)
𝐹𝑖𝑙

𝑁𝑦
𝑙=1  ;        𝑗 = 1, 2, … ,𝑁𝑦  (3-23ب) 

𝐴𝑖𝐾ها که در آن
(𝑟)  و𝐵𝑗𝑙

(𝑠) در نظر داشته باشید، نامندرا ضرایب وزنی می .𝐹𝑖𝑗 = 𝐹(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). ی دو رابطه

تابع در هر یک از این نقاط گرهی به صورت  مشتقآن که در  دانست DQاساسِ روش توان را میبالا 

 .باشدمی شده در آن راستاتعیین مقدار تابع در تمام نقاط گرهی از داروزن جمع خطی

برای تعیین دی های متعدّی ضرایب وزنی داریم. روشنیاز به محاسبه DQی حل به روش در ادامه

دهد و ها، نتایج نادرستی را ارائه میبا افزایش تعداد گره 9. روش واندرموندضرایب وزنی وجود دارد

 9112اولین بار در سال ی روشی که کند. در اینجا به ارائههای بدرفتار ایجاد میهمچنین ماتریس

بندی در راستای صار برای گرهپردازیم. روابط جهت اخت، میمعرفی شد 3زو ریچارد 2توسط شومیلادی 

x بندی در جهت ارائه شده است و فرمولy غیرِ قطریِ هایشوند. درایهنیز به طور مشابه تعریف می 

 آیند:ی اول به صورت زیر به دست میماتریس ضرایب وزنی مرتبه

𝐴𝑖𝑘
(1)
=

∏(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖−𝑥𝑘)∏(𝑥𝑘)
       for 𝑖, 𝑘 = 1, 2, … ,𝑁𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑘 ≠ 𝑖 (3-21) 

 که در آن

Π(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 −𝑥𝑣)

𝑁𝑥

𝑣=1,𝑣≠𝑖  

, Π(𝑥𝑘) = ∏ (𝑥𝑘 −𝑥𝑣)

𝑁𝑦

𝑣=1,𝑣≠𝑖  

, (3-31) 

2 ی دوم و بالاترماتریس ضرایب وزنی مرتبه ≤ 𝑟 ≤ (N-1) :نیز به فرم زیر قابل محاسبه است 

𝐴𝑖𝑘
(r)
= 𝑟 (𝐴𝑖𝑖

(r−1)
𝐴𝑖𝑘
(1)
−
𝐴𝑖𝑘
(r−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑘
)        for 𝑖, 𝑘 =

1, 2, … ,𝑁𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑘 ≠ 𝑖 

(3-39) 

 های قطری ماتریس ضرایب وزنیِ مراتب یک، دو و بالاتر نیز به این صورت است:درایه

𝐴𝑖𝑖
(r)
= ∑ 𝐴𝑖𝑣

(r)

𝑁𝑥

𝑣=1,𝑣≠𝑖

         for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁𝑥 (3-32) 

                                                 
1. Vandermonde 
2. Shu 
3. Richards 
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بسیار باشد، می DQری بر کارآمد بودن روش ی درست ضرایب وزنی از این جهت که عامل مؤثّمحاسبه

در این مرحله دو  باشد.ی حل میهای نمونه در دامنهاست. عامل دیگر، انتخاب درست گرهحائز اهمیت 

 yو  xکه به ترتیب در راستاهای  9ی برابرنقاط با فاصلهند. انتخاب شوبرای انتخاب نقاط مطرح می مدل

 باشند:به این صورت می

𝑥𝑖 الف(3-33) = 
𝑖 − 1

𝑁𝑥 − 1
𝑎;     𝑖 = 1, 2, … ,𝑁𝑥 

𝑦𝑖 ب(3-33) = 
𝑖 − 1

𝑁𝑦 − 1
𝑏;     𝑖 = 1, 2, … ,𝑁𝑦 

تری را در حل مسأله به دنبال دارد که فرم زیر یج صحیحی نابرابر، نتااغلب اوقات انتخاب نقاط با فاصله

 تواند باشد:می yو  xآن به ترتیب در راستاهای  ای ازنمونه

𝑥𝑖 =
𝑎

2
[1 − cos

𝜋(𝑖 − 1)

𝑁𝑥 − 1
] ;        𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑥 (3-31)الف 

𝑥𝑖 =
𝑏

2
[1 − cos

𝜋(𝑖 − 1)

𝑁𝑦 − 1
] ;       𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑦 (3-31)ب 

 CNTRCبر دستگاه معادلات غیرخطیِ حاکم بر تیر  DQسازیِ گسستهاعمال   3-1-3

( 21-3ی ادلهمع)های کربنی شده با نانولولهتیر کامپوزیتی تقویت حاکم بردستگاه معادلات دیفرانسیل 

، DQباشند. طبق روش می xها نسبت به متغیّر و مشتقات آن U ،W ،𝜙جایی ههای جاببرحسب مؤلفه

 توان به صورت زیر نوشت:جایی در دستگاه معادلات را میههای جابتابعاُمِ kمشتق 

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝜅
{𝑈,𝑊,𝜙}│𝑥=𝑥𝑖 = ∑ 𝐶𝑖𝑗

(𝐾)
{𝑈𝑗 ,𝑊𝑗 , 𝜙𝑗}

𝑁

𝑚=1

 (3-34) 

نمونه نیز در یک بعد و به  ی نقاطی دامنهبعدی بودن تیر محدودهه به یکه ذکر است با توجّلازم ب

الف 1-3شکل  بندی با فواصل برابر و نابرابر به ترتیب دردو نوع گره .باشدمی xصورت خطی در راستای 

                                                 
1. Equally spaced points 
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 در آن ند کهای نابرابر فرض شدهابی با فاصلهدر پژوهش حاضر نقاط انتخ. اندو ب نمایش داده شده

 :ب(1-3 شکل) شوندی زیر تعیین میطبق رابطهها گره قعیتمو

𝑥𝑖 =
𝐿

2
[1 − cos

𝜋(𝑖 − 1)

𝑁 − 1
] ,      𝑖 = 1,2, … ,𝑁. (3-31) 

 

 .ی نابرابری برابر، ب( نقاط انتخابی با فاصلهاصلهبندی تیر الف( نقاط انتخابی با فگره 1-3شکل 

ی مرتبهضرایب وزنیِ های روابط مربوط به ماتریس ،DQدر ادامه مطابق توضیحات داده شده در خصوص 

 شود:به صورت زیر محاسبه می CNTRCی یک بعدی تیر برای مسأله بالاتر اول و مراتب

𝑐𝑖𝑗
(1)
=

∏(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖−𝑥𝑗)∏(𝑥𝑗)
       for 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , N 𝑎𝑛𝑑 𝑗 ≠ 𝑖 (3-31) 

 ها:که در آن

Π(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 −𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖  

, Π(𝑥𝑗) = ∏ (𝑥𝑗 −𝑥𝑘)

N

𝑘=1,𝑘≠𝑖  

,  (3-33) 

2 بیشتر یماتریس ضرایب وزنی با مرتبه برای ≤ 𝑘 ≤ (N-1) نوشت:توان می 

𝑐𝑖𝑗
(k)
= 𝑘 (𝑐𝑖𝑖

(k−1)
𝑐𝑖𝑗
(1)
−
𝑐𝑖𝑗
(k−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑗
)        for 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁 𝑎𝑛𝑑 𝑗 ≠ 𝑖 (3-31) 

 های ضرایب وزنی داریم:های قطری ماتریسو در نهایت برای درایه

𝑐𝑖𝑖
(K)

= −∑ 𝐶𝑖𝑗
(𝐾)𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖                   for 𝑖, 𝑗 = 1,2, … ,𝑁 𝑎𝑛𝑑 𝑗 ≠ 𝑖 (3-11) 



 بندی و حل مسألهفرمول  فصل سوم

   11 
 

ی های مرتبهشامل مشتق 21-3های های موجود در معادلههر یک از عبارت ،34-3ی با اعمال رابطه

 از داروزن به صورت جمع خطیتوان را میدر هر یک از نقاط گرهی  𝜙و  U ،Wهای تابعاول و بالاتر 

چگونگی ) که به صورت زیر قابل ارائه است نوشت شده در آن راستاتعیین مقدار تابع در تمام نقاط گرهی

 : کنیم(ارائه می به عنوان نمونهچند عبارت ل تبدی

𝐴1 الف(3-19)
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
= 𝐴1∑𝑐𝑖𝑗

(2)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

  

𝐴1 ب(3-19)
𝜕W

𝜕𝑥

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
= 𝐴1∑𝑐𝑖𝑗

(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

 ∑ 𝑐𝑖𝑚
(2)𝑊𝑚

𝑁

𝑚=1

 

𝐴2 ج(3-19)
𝜕3𝑊

𝜕𝑥3
= 𝐴2  ∑𝑐𝑖𝑗

(3)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

 

𝐴1 د(3-19)
𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
= 𝐴1∑𝑐𝑖𝑗

(1)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

 

1 (ه3-19)

2
𝐴1 (

𝜕W

𝜕𝑥
)
2 𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
=  
1

2
𝐴1  (∑𝑐𝑖𝑗

(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

)

2

∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

 

 

ی ضرایب وزنی، دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی به صورت و محاسبه DQن در نهایت با اعمال قوانی

 شوند:زیر ارائه می

𝐴1 (∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

+∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

 ∑ 𝑐𝑖𝑚
(2)𝑊𝑚

𝑁

𝑚=1

) − 𝐴2  ∑𝑐𝑖𝑗
(3)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐴3  (∑𝑐𝑖𝑗
(3)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

−∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝜙𝑗

𝑁

𝑗=1

) − 
𝜕𝑁𝑥

𝑇

𝜕𝑥
⃒𝑥=𝑥𝑖

=  0 

(3-

الف(21  
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𝐴6 (∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

− ∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝜙𝑗

𝑁

𝑗=1

)

+ [𝐴1∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 
1

2
𝐴1  (∑𝑐𝑖𝑗

(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

)

2

− 𝐴2∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑊𝑗 + 𝐴3 (∑𝑐𝑖𝑗

(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

− ∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝜙𝑗

𝑁

𝑗=1

)

𝑁

𝑗=1

− 𝑁𝑥
𝑇⃒𝑥=𝑥𝑖](∑𝑐𝑖𝑗

(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

) = 0 

ب(3-21)  

𝐴2  (∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

+ ∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

∑ 𝑐𝑖𝑚
(2)𝑊𝑚

𝑁

𝑚=1

) − 𝐴4  ∑𝑐𝑖𝑗
(3)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐴5  (∑𝑐𝑖𝑗
(3)𝑊𝑗  − 

𝑁

𝑗=1

∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝜙𝑗

𝑁

𝑗=1

 ) − 
𝜕𝑀𝑥

𝑇

𝜕𝑥
⃒𝑥=𝑥𝑖

− 𝐴6  (∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

− 𝜙𝑖) = 0 

ج(3-21)  

 اعمال شرایط مرزی   3-1-4

شرایط ، 21-3در روابط  DQو به کارگیری قانون فرض شده در گاهی با در نظر گرفتن شرایط تکیه

 ورت زیر نشان داد:به صتوان میرا دوسرلولا  تیرِ مرزی

𝑈1 = 0,   𝑊1 = 0, 

𝐴2∑𝑐1𝑗
(1)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

+
1

2
𝐴2 (∑𝑐1𝑗

(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

)

2

 −  𝐴4  ∑𝑐1𝑗
(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐴5  ∑𝑐1𝑗
(2)𝑊𝑗 − 𝐴5

𝑁

𝑗=1

 ∑𝑐1𝑗
(1)𝜙𝑗 − 𝑀𝑥

𝑇⃒𝑥=𝑥1 = 0

𝑁

𝑗=1

 

 الف(3-13)
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𝑈𝑁 = 0,   𝑊𝑁 = 0,  

𝐴2∑𝑐𝑁𝑗
(1)𝑈𝑗

𝑁

𝑗=1

+
1

2
𝐴2  (∑𝑐𝑁𝑗

(1)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

)

2

  −  𝐴4  ∑𝑐𝑁𝑗
(2)𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

+ 𝐴5  ∑𝑐𝑁𝑗
(2)𝑊𝑗 − 𝐴5

𝑁

𝑗=1

 ∑𝑐𝑁𝑗
(1)𝜙𝑗 − 𝑀𝑥

𝑇⃒𝑥=𝑥𝑁 = 0

𝑁

𝑗=1

 

 ب(3-13)

 ی زیر بیان نمود:توان طبق رابطههمچنین شرایط مرزی برای تیر دوسرگیردار را می

𝑈1 = 0,   𝑊1 = 0,   𝜙1 =  الف(3-11) ,0

𝑈𝑁 = 0,   𝑊𝑁 = 0,   𝜙𝑁 =  ب(3-11) ,0

حاکم بر  جبری غیرخطیِه معادلات دستگا توان، می12-3ی گذاری شرایط مرزی در معادلهبا جای حال

را به فرم ماتریسی زیر ارائه  تحت بارگذاری حرارتی FG-CNTRCکمانشیِ تیر رفتار کمانشی و پس

 نمود:

[KL1 − ∆TKL2]{d} + [KNL1 + KNL2]{d} = {R} (3-14) 

 شود:جایی مجهول است و به شکل زیر نشان داده میهف بردار جابمعرّ d ی فوقدر معادله

(3-11) {𝑑} =  {{𝑈𝑖}
𝑇 , {𝑊𝑖}

𝑇 , {𝜙𝑖}
𝑇}𝑇 ,   𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 

 L1K ،L2K، NL1K  وNL2K های سفتی با ابعاد ماتریسN3  ×N3 باشند. میL1K  ،ماتریس ضرایب ثابت

L2K س ضرایبِ مرتبط با تغییرات دما، ماتریNL1K  وNL2K و درجه دو از بردار  خطی نیز به ترتیب توابع

اجزای آن ی بردار بارگذاری حرارتی است و به طور کلی نیز مشخصه Rباشند. مجهول میجایی هجاب

های هندسی اولیه و تغییر دمای غیریکنواخت نقصهای مربوط به شرایط مرزی، تنش ناشی ازتواند می

 باشند.

( در ادامه شرح داده NL2Kو  NL1K) طیو غیرخ (L2Kو  L1Kهای سفتی خطی )ی تعریف ماتریسنحوه

شده است و هر گره دارای سه  فرض DQدر طول تیر طبق روش  گره Nخواهد شد. از آن جایی که 
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 باشد. می 3N×3Nآزادی است، بنابراین دستگاه معادلات ماتریسی ی درجه

اند. متلب کدنویسی شده افزارهای سفتی معرفی شده به فرم زیر در نرمهای هر یک از ماتریسزیرماتریس

 هایباشند. زیرماتریسهای سفتی و ضرایب وزنی میشامل مؤلفه L2Kو  L1Kها در هر یک از زیرماتریس

NL1K  وNL2K ی های سفتجایی هستند، از مؤلفههنیز که به ترتیب توابعی خطی و درجه دو از بردار جاب

 اند.یل شدهجایی تشکههای خطی و درجه دو از بردار جابو عبارت

𝐾𝐿1 الف(3-11) = [

[𝐾11]𝑁×𝑁 [𝐾12]𝑁×𝑁 [𝐾13]𝑁×𝑁
[𝐾21]𝑁×𝑁 [𝐾22]𝑁×𝑁 [𝐾23]𝑁×𝑁
[𝐾31]𝑁×𝑁 [𝐾32]𝑁×𝑁 [𝐾33]𝑁×𝑁

] 

𝐾𝐿2 ب(3-11) =  [

[0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁
[0]𝑁×𝑁 [𝐺22]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁
[0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁

] 

𝐾𝑁𝐿1 ج(3-11) = [

[𝐹11]𝑁×𝑁 [𝐹12]𝑁×𝑁 [𝐹13]𝑁×𝑁
[𝐹21]𝑁×𝑁 [𝐹22]𝑁×𝑁 [𝐹23]𝑁×𝑁
[𝐹31]𝑁×𝑁 [𝐹32]𝑁×𝑁 [𝐹33]𝑁×𝑁

] 

𝐾𝑁𝐿1 د(3-11) = [

[0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁
[0]𝑁×𝑁 [𝐻22]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁
[0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁 [0]𝑁×𝑁

] 

های تعریف شده را نیز بر حسب زیرماتریس FG-CNTRCدستگاه معادلات ماتریسی حاکم بر تیر 

 زیر بازنویسی کرد: یتوان به فرم گستردهمی
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(3-13) 

([

[𝐾11] [𝐾12] [𝐾13]

[𝐾21] [𝐾22] [𝐾23]

[𝐾31] [𝐾32] [𝐾33]
] + [

[0] [0] [0]
[0] [𝐺22] [0]

[0] [0] [0]
] ∆T

+ [

[𝐹11] [𝐹12] [𝐹13]

[𝐹21] [𝐹22] [𝐹23]

[𝐹31] [𝐹32] [𝐹33]
]

+  [

[0] [0] [0]

[0] [𝐻22] [0]

[0] [0] [0]
]) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑈1
⋮
𝑈𝑁
𝑊1

⋮
𝑊𝑁

𝜙1
⋮
𝜙𝑁}
 
 
 
 

 
 
 
 

=  {𝑅}(3𝑁×1) 

ضرایب وزنی های سفتی و بر حسب مؤلفه L2K و L1Kهای های هر یک از ماتریسزیرماتریساستخراج 

 روابط زیر صورت گرفته است:طبق 

𝐾11 الف(3-11) = 𝐴1 × [
𝑐11
(2)

⋯ 𝑐1N
(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2)

⋯ 𝑐𝑁N
(2)
] 

𝐾12 ب(3-11) = (𝐴3 − 𝐴2) × [
𝑐11
(3)

⋯ 𝑐1N
(3)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(3)

⋯ 𝑐𝑁N
(3)
] 

𝐾13 ج(3-11) = −𝐴3 × [
𝑐11
(2)

⋯ 𝑐1N
(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2)

⋯ 𝑐𝑁N
(2)
] 

𝐾21 د(3-11) = [0]𝑁×𝑁 

𝐾22 (ه3-11) = 𝐴6 × [
𝑐11
(2)

⋯ 𝑐1N
(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2)

⋯ 𝑐𝑁N
(2)
] 
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𝐾23 و(3-11) = −𝐴6 × [
𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] 

𝐾31 ز(3-11) = 𝐴2 × [
𝑐11
(2)

⋯ 𝑐1N
(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2)

⋯ 𝑐𝑁N
(2)
] 

𝐾32 ح(3-11) = (𝐴5 − 𝐴4) × [
𝑐11
(3) ⋯ 𝑐1N

(3)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(3) ⋯ 𝑐𝑁N

(3)
] − 𝐴6 × [

𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
]  

𝐾33 ط(3-11) = −𝐴5 × [
𝑐11
(2) ⋯ 𝑐1N

(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2) ⋯ 𝑐𝑁N

(2)
] + 𝐴6I𝑁×𝑁 

𝐺22 ی(3-11) = [
𝑐11
(2) ⋯ 𝑐1N

(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2) ⋯ 𝑐𝑁N

(2)
]∫ 𝑄11(𝑧, 𝑇)𝛼11(𝑧, 𝑇)𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 

 باشد.معرفِّ ماتریس همانی می I ضمناً

نی و های سفتی، ضرایب وزبر حسب مؤلفه نیز NL2Kو  NL1Kهای های هر یک از ماتریسیسزیرماتر

 شوند:جایی طبق روابط زیر استخراج میهجاب

𝐹11 الف(3-41) = [0]𝑁×𝑁 

𝐹12 ب(3-41) = 𝐴1 × [
𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

  

𝐹13 ج(3-41) = [0]𝑁×𝑁 
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𝐹21 د(3-41) = 𝐴1 × [
𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

 

𝐹22 (ه3-41) = (𝐴3 − 𝐴2) × [
𝑐11
(2) ⋯ 𝑐1N

(2)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(2) ⋯ 𝑐𝑁N

(2)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

 

𝐹23 و(3-41) = −𝐴3 × [
𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

 

𝐹31 ز(3-41) = [0]𝑁×𝑁 

𝐹32 ح(3-41) = 𝐴2 × [
𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

 

𝐹33 ط(3-41) = [0]𝑁×𝑁 

 ی(3-41)

𝐻22 = 
1

2
𝐴1 [

𝑐11
(1)

⋯ 𝑐1N
(1)

⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑁1
(1)

⋯ 𝑐𝑁N
(1)
] .× [

𝐺1 𝐺1… 𝐺1
𝐺2
⋮

𝐺2…
⋮

𝐺1
⋮

𝐺𝑁 𝐺𝑁… 𝐺𝑁

]

𝑁×𝑁

.

× [

𝐽1 𝐽1… 𝐽1
𝐽2
⋮

𝐽2…
⋮

𝐽1
⋮

𝐽𝑁 𝐽𝑁 … 𝐽𝑁

]

𝑁×𝑁

 

 

 هاکه در آن

𝐺𝑖 الف(3-49) = ∑𝑐𝑖𝑗
(2)𝑊𝑗  ;   𝑖 = 1, 2, … ,𝑁

𝑁

𝑗=1

 

𝐽𝑖 ب(3-49) = ∑𝑐𝑖𝑗
(1)𝑊𝑗  ;   𝑖 = 1, 2, … , 𝑁

𝑁

𝑗=1
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 FG-CNTRCتیرهای کمانش از نوع دوشاخگیِ  3-1-5

ر ی نبودِ اثشوند، به واسطه به طور متقارن توزیعهای کربنی ، نانولولهFG-CNTRCتیرهای در چنانچه 

تیر دچار کمانش از که تغییرات دما چگونه باشد،  نظر از این(، صرف11B 0 =) 9خمشی-شیمتقابل کش

در زمینه توزیع شوند، اثر متقابل متقارن ها به صورت غیرCNTشود. در مقابل اگر نوع دوشاخگی می

هی گاهکه شرایط تکی افتد، مگر اینخمشی غیرِ صفر شده و کمانش از نوع دوشاخگی اتّفاق نمی-کششی

ذاری ی بارگهای خمشی که به واسطهتیر دوسرگیردار باشد. به این دلیل که در حالت دوسرگیردار، ممان

ه این بگاهِ دوسرگیردار خنثی شوند. تکیه های واکنشیِتوانند توسط ممان، میشوندحرارتی ایجاد می

 یِخمش هایممانبرابر  بازیابی خود درخمشی جهت  مماننوعی که قیود گیردار قابلیت تولید  معنی

با  بدیهی است .[11, 23, 21] تواند تا قبل از کمانش تخت باقی بمانداعمالی دارند و در نتیجه تیر می

کمانش از نوع دچار در این پژوهش مورد مطالعه  FG-CNTRCتیر شده، ه به توضیحات ارائهتوجّ

های صفر شده و با حذف عبارتی ماتریسی ین ترتیب سمتِ راست معادلهود. به همشمیدوشاخگی 

به ی خطی ی مقدار ویژهدستگاه ماتریسی غیرخطی مسأله به یک مسأله(، NL2Kو  NL1Kغیرخطی )

 :شودمیتبدیل صورت زیر 

(3-42) [KL1 − ∆TKL2]{d} = 0 

به دست  2کمانش بحرانیمثبت به عنوان دمایِ ی ترین مقدار ویژهکوچک ی فوقمعادلهکه با حل 

ه به وابستگی خواص ی دمای بحرانی کمانش با توجّی مقدار ویژه و محاسبهمراحل حل مسألهآید. می

 باشد:می زیر به شرح مطابق یک الگوی برگشتی، مواد به دما

و  L1K های سفتی( ماتریس0Tز دما )در دمای مرجع با استفاده از خواص مواد مستقل ا (9-9)

L2K های غیرخطی به که با حذف عبارت 42-3ی شوند. سپس به حل معادلهتشکیل می

 𝑇𝑐𝑟∆ پردازیم و دمای کمانش بحرانیی خطی تبدیل شده است، میی مقدار ویژهمسأله

                                                 
1. Stretching-bending coupling element 
2. Critical buckling temperature 



 بندی و حل مسألهفرمول  فصل سوم

   41 
 

 آوریم.را به دست می ی مثبت(ترین مقدار ویژه)کوچک

𝑇اص ترمومکانیکی مواد در دمای های سفتی را بر اساس مقادیرِ خومجدداً ماتریس (9-2) =

 𝑇0 + ∆𝑇𝑐𝑟 ی چهارِ حاصل از برازش منحنی( های درجهای)چندجمله 4-3 روابط که طبق

کنیم و دمای کمانش جدید را به همان ترتیب به دست نویسی میباز شوند،محاسبه می

 آوریم.می

ز خطای تعیین شده همگرا به حدی ا ی قبل را تا زمانی که دمای کمانش بحرانیمرحله (9-3)

 دهیم.شود، ادامه می

 FG-CNTRCکمانشی تیرهای پاسخ پس  3-1-6

-3ی ماتریسی ، سمت راست دستگاه معادلهCNTمطابق آنچه توضیح داده شد، به دلیل توزیع متقارن 

 د:شوو در نهایت دستگاه معادلات ماتریسی غیرخطی به صورت زیر بیان می شودبرابرِ صفر می 14

[KL1 − ∆TKL2]{d} + [KNL1 + KNL2]{d} = 0 (3-43) 

ی به کمانش حرارتبرای تعیین مسیر تعادل پس به کمک یک الگوریتم بازگشتی مراحل حل غیرخطی

 :[11] باشدشرح زیر می

ی تغییرات جایی مرکزیِ بی بعد تیر به واسطههجاب r/mWشروع می کنیم.  r = 0/mWبا  (2-9)

 باشد.ژیراسیون سطح مقطع تیر می شعاع، ℎ/(2√3) نیز معادل  rدماست. 

 گیریم.را به کار می 3-9تا  9-9مراحل بازگشتی  (2-2)

(2-3) r/mW نیمکجدید اختیار می.  

به ، 2-2ی ی به دست آمده در مرحلهی )مد کمانش( متناظر با مقدار ویژههای ویژهبردار (2-1)

شوند و با به کار گرفته می NL2Kو  NL1Kدر تشکیل  جاییهی جابهای اولیهعنوان حدس

𝑇ی خواص ترمومکانیکی در محاسبه =  𝑇0 + ∆𝑇𝑐𝑟 ی ی مقدار ویژهایجاد یک مسأله

 د.کننجدید می



 بندی و حل مسألهفرمول  فصل سوم

 

43 

 

تلرانس خطای تعریف شده کمانش به دهیم تا دمای پسا جایی ادامه میرا ت 1-2ی مرحله (2-4)

 همگرا شود.

 کنیم.را گام به گام تکرار می 4-2تا  3-2کمانش نیز مراحل برای تعیین مسیر پس (2-1)

کمانش مای کمانش و تعیین مسیر تعادل پسی د، شامل چگونگیِ محاسبههشداشاره  تمامی مراحل

 د.انکدنویسی شدهتوابعی جهت تشکیل الگوریتم بازگشتی همراه  بهافزار متلب در نرمرتی حرا

باشد می 6−10 خطایی که به منظور معیار همگرایی در الگوریتم بازگشتی به کار گرفته شده است، معادل

 شود:و به صورت زیر تعریف می

(3-41) |(∆𝑇𝑟+1 −∆𝑇𝑟)/∆𝑇𝑟| ≤ 10−6 

انتخاب این مقدار خطا به این صورت انجام گرفت که، مقادیر مختلف خطا مورد بررسی قرار گرفتند و 

شوند. همچنین نتایج به مقدار ثابتی همگرا می 4−10مشاهده شد که در مقادیر معیار همگرایی کمتر از 

تفاوت چندانی ندارند لذا  6−10تا  4−10مشاهده شد که زمان انجام محاسبات در معیارهای همگرایی 

 به عنوان معیار همگرایی در تمام محاسبات لحاظ شد.  6−10در نهایت مقدار 

 ها خواهیم پرداخت.ی نتایج حل عددی و بحث پیرامون آندر فصل آینده به ارائه
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 مقدمه 4-1

که به کمک روش  FG-CNTRCه معادلات دیفرانسیل تیرهای در این فصل نتایج حاصل از حل دستگا

DQ  .سنجی روش نتایج ابتدا شامل صحّتو الگوریتم بازگشتی صورت گرفت را ارائه خواهیم دادDQ ،

باشند. سپس می FG-CNTRCو تیر  همسانگردی لایهسه کامپوزیتی کمانش برای تیرمسیر تعادل پس

عه کمانش حرارتی تیر مورد مطالی کمانش بحرانی و مسیر تعادل پسهای دمابه تعیین، تحلیل و مقایسه

 پردازیم.در پژوهش حاضر می

 DQگره در روش  یافتن حداقل تعدادِ 4-2

ه، ی مسألدر دامنه از لحاظ موقعیت که در فصل پیش اشاره شد، چگونگی انتخاب نقاط گرهیطور همان

های انتخابی باشد. علاوه بر موقعیت نقاط، تعداد گرهیبسیار حائز اهمیت میابی به نتایج بهتر برای دست

ه ها نتایج برود با افزایش تعداد گرهی مسأله نیز قابل بحث است. به طور معمول انتظار میدر محدوده

ی ارائه و تحلیل رفتار کمانشآیند. به همین منظور پیش از تر، و با خطای کمتری به دست مراتب درست

تعداد نقاط گرهی حداقل و تعیین  DQبه بررسیِ درستیِ روش  FG-CNTRCای کمانشی تیرهو پس

 پردازیم.در تیر مورد مطالعه در این پژوهش می

که بر اساس تئوری تغییر شکل برشی  FG-CNTRCبر روی معادلات حاکم بر تیر  DQبا اعمال روش 

قدار ی مداده شد و حل مسألهطبق مراحلی که در فصل پیشین توضیح  اند،ی اول استخراج شدهمرتبه

های متفاوت برای دو نوع شرایط مرزی ی خطی، مقادیر دمای کمانش بحرانی به ازای تعداد گرهویژه

 آیند.دوسرلولا و دوسرگیردار به دست می

 λ ّشود:ی زیر تعریف میاست که طبق رابطهبعد دمای کمانش حرارتی فِ پارامتر بیمعر 

(1-9) λ =  
Δ𝑇𝑐𝑟𝐿

2𝛼11

ℎ2
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,∘0)ی لایهپارامتر بی بعد برای تیرهای کامپوزیتی سه 9-1جدول در  90∘, و  DQبه دو روش حل  (∘0

 ارائه شده است. ،ریتز جهت مقایسه

 .(L/h = 10( برای تیر کامپوزیتی سه لایه )λی پارامتر بی بعد دمای کمانش حرارتی )یسه نتایج به دست آمدهمقا -9-1جدول 

 شرایط مرزی
 آیدوگدو (DQ) نتایج پژوهش حاضر

 = 6N = 1N = 2N = 9N = 10N = 20N [11] )ریتز(

 119/1 1141/1 1141/1 1141/1 1141/1 1119/1 1123/1 دوسرلولا

 311/9 3929/1 3929/1 3929/1 3922/9 3923/9 3411/9 دوسرگیردار

 

,∘0)ی متعامدِ تیرهای کامپوزیتی سه لایه 90∘, در  9اپوکسی-جنس گرافیت در پژوهش آیدوگدو از (∘0

گزارش  فوق جدولاپوکسی که نتایج آن در -های الاستیک نیز برای تیر گرافیتاند. ثابتنظر گرفته شده

 شوند.فرض می 2-1جدول ، طبق است شده

 .[19] اپوکسی-خواص ترمومکانیکی فرض شده برای تیر کامپوزیتی گرافیت -2-1جدول 

  اپوکسی-خواص ترمومکانیکی برای تیر گرافیت

𝑬𝟏
𝑬𝟐

= 𝟐𝟎 

𝑮𝟏𝟐 = 𝑮𝟏𝟑 = 𝟎. 𝟔𝑬𝟐 

𝑮𝟐𝟑 = 𝟎. 𝟓 𝑬𝟐 

𝜶𝟐𝟐
𝜶𝟏𝟏

= 𝟑 

𝒗𝟏𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓 

 

به روش دیفرانسیل  لایهبه پارامترهای بی بعد محاسبه شده برای تیرهای کامپوزیتی سه هبا توجّ

توان به خوبی ی آن با آنچه در پژوهش آیدوگدو به روش ریتز صورت گرفت، میکوادریچر و مقایسه

                                                 
1. Graphite-epoxy 
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د. در نتیجه محاسبات عددی پیشِ رو نهمگرایی بسیار خوبی دار ≤ N 1به ازای  مشاهده کرد که نتایج

در طول تیر از آن  هِ قابل قبولحداقل تعداد گردهیم. تعیین ادامه می = N 1در پژوهش حاضر را با 

 باشد.قان میه بسیاری از محقّشود، مورد توجّافزاری و محاسباتی میهای سختهزینهجهت که مانع از 

همانطور که در فصل پیش اشاره شد، افزایش تعداد در خصوص اهمیت چگونگی انتخاب نقاط گرهی 

انجامد بلکه در مواردی باعث انحراف نمی DQوش ها همیشه و الزاماً به بالا بردن دقت و کارآیی رگره

 شود ولی در صورتمطلوبی به ازای تعداد گرهِ مشخصی حاصل می ییجهیعنی نت شود.نیز مینتایج 

 رود.ها از آن تعداد مشخص، همگرایی به سرعت از بین میادامه و افزایش تعداد گره

نشان داده شده  DQال حرارت یک پره به روش مرتبط با انتق ای سادهدر حل مسألهبه عنوان نمونه 

ی مورد در طول سازه( equally spaced)است چنانچه مختصات نقاط گرهی با طول یکسان از یکدیگر 

ولی  شودمیی مطلوبی حاصل نتیجهتا مقدار مشخصی، ، با افزایش تعداد نقاط گرهی اختیار شود نظر

. گیردیابد و نتایج روند نامطلوبی را پیش میافزایش میسرعت  ها، خطای نتایج بهگرهافزایش در ادامه با 

ی دیگری مربوط به پیچش یک شفت با سطح مقطع مستطیلی نشان داده شده است در مقابل در مسأله

در صورت انتخاب نقاط با فواصل برابر، نتایج به مراتب همگرایی بهتری نسبت به حالتِ انتخاب نقاط با 

توان نتیجه گرفت که ی چنین مواردی میبا مطالعه .[41] ( دارندunequally spacedفواصل نابرابر )

 ی حل بسیار چالش برانگیز و قابل تأمل است. ی مورد نظر در محدودهی شبکه بندی سازهنحوه

ها کمانشی سازهی تحلیل رفتار کمانشی و پسحوزه در DQهایی که به روش لازم به ذکر است پژوهش

اند هیکنواخت فرض کردو به طور غیرهای نابرابر فاصلهبا  ها راست، به اتفاق موقعیت گرهصورت گرفته ا

[21 ,21 ,11 ,12]. 
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 کمانشبازگشتی جهت تعیین مسیر تعادل پست سنجی الگوریتم صحّ 4-3

طمینان اافزار متلب و همچنین شده در نرمالگوریتم بازگشتی نوشته  تِو صحّ به منظور بررسی کارکرد

از جنس  همسانگردکمانشیِ تیر ، مسیر تعادل پسDQروش صحیح مجدد از عملکرد 

اهیِ دوسرلولا گدر دو شرایط تکیهی اول، شکل برشی مرتبهتئوری تغییر بر اساس متاکریلات متیلپلی

ی مطابق مراحل الگوریتم بازگشت .ار گرفتمورد مطالعه قر دمایی یکنواختتحت تغییرات  و دوسرگیردار

به ازای تعدادی  3-1جدول در  شرح داده شد، نتایج حاصل از حل عددی در این پژوهش 3که در فصل 

دول در این ج باشد.ی تیر میجایی مرکزیِ بیشینههف جابمعرّ mWکه  ؛اندنشان داده شده هاrmW/از 

Δ𝑇مقادیر بی بعد 
Δ𝑇𝑐𝑟
 کمانش به دمای کمانش می باشد.معرّف نسبت دمای پس ⁄

اجزای  حل به روش، [29] حل تحلیلی( برای تیرهای یکنواخت حاصل از crΔT/ΔTمقادیر ) -3-1جدول 

 .برای تیرهای همسانگرد DQو روش  [13]محدود 

𝑾𝒎
𝒓⁄  

𝚫𝑻
𝚫𝑻𝒄𝒓
⁄  

 )پژوهش حاضر( DQحل به روش  ]13[ حل اجزای محدود ]29 [حل تحلیلی

H-H C-C H-H C-C H-H C-C 

0 11/9 11/9 11/9 11/9 11/9 11/9 

2/0 19/9 11/9 19/9 11/9 19/9 11/9 

0/0 11/9 19/9 11/9 19/9 11/9 19/9 

6/0 99/9 12/9 99/9 12/9 11/9 12/9 

2/0 91/9 11/9 91/9 11/9 91/9 11/9 

1 24/9 11/9 24/9 11/9 24/9 11/9 

2 11/2 24/9 11/2 24/9 11/2 23/9 

0 24/3 41/9 24/3 41/9 24/3 49/9 

 

و همچنین حل به روش اجزای محدود  [29] 9سنجی، نتایج حل تحلیلیِ رائو و وارماتبه منظور صحّ

ط یاین نتایج برای تیرهای با شرااند. ، مورد استفاده قرار گرفتهبر روی تیرها [13]توسط رائو و همکاران 

تطابق بسیار  شود،مشاهده می ارائه شده است. همانطور که جدول فوقمرزی دوسرلولا و دوسرگیردار در 

                                                 
1. Rao and Varma 
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 rmW/ست. به نحوی که به طور مثال در ها حاصل شده اخوبی بین نتایج پژوهش حاضر و سایر روش

 اند.مشابه هم به دست آمده شرایط مرزی دوسر لولا، نتایج عیناًبرای  3و  2، 9برابر 

لازم به ذکر است که نتایج اشاره شده در بالا تنها برای تیرهای همسانگرد و غیرکامپوزیتی برقرار است، 

. انده شده در این بخش، مورد استفاده قرار گرفتهو کدهای نوشت DQسنجی روش تو تنها به منظور صحّ

متغیرّ  های کربنیشده با نانولولههای تقویتاما، برای مواد کامپوزیتی و یا ناهمسانگرد )مانند کامپوزیت

ی سازهای شبیه( به دلیل در دسترس نبودن حل تحلیلی و همچنین دشواریدر پژوهش حاضر تابعی

به  9-1شکل در  در ادامه استفاده شده است. DQاز روش حل عددی  اجزای محدود، در این پژوهش

کمانشی حرارتی تیرهای همسانگرد تحت تغییرات یکنواخت مسیر تعادل پستر، منظور نمایش دقیق

ابل قرائو و وارما لیلی حل تح از در طول تیر به صورت پیوسته رسم شده است و با نتایج حاصل دمایی

 مقایسه است.

 
 .کمانشی برای تیرهای همسانگردمقایسه مسیر تعادل پس -9-1شکل 

باشد. نمودار فوق بدیهی اسات کمانش تیر همساانگرد بررسای شاده در پژوهش از نوع دوشاخگی می    

 دهد.کند را نمایش مینش یا دوشاخگی طی میی کمامسیری که تیر بعد از نقطه

۰.۰

۰.۵

۱.۰

۱.۵

۲.۰

۲.۵

۳.۰

۳.۵

۰.۰ ۰.۵ ۱.۰ ۱.۵ ۲.۰ ۲.۵ ۳.۰

Δ
T/

Δ
T c

r

𝑾m / 𝒓

C_C پژوهش حاضر

H_H پژوهش حاضر

C_C  [21]

H_H  [21]

L/r=1000
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 CNTRCکمانش حرارتی برای تیرهای تعیین مسیر تعادل پس 4-4

های هشده با نانولولتیرهای کامپوزیتی تقویتبرای کمانشای حرارتی  مسایر تعادل پس  بررسای حال به 

ها معادله یم.پردازیمگاهی دوسرلولا، تحت تغییرات دمایی یکنواخت با شرایط تکیهکربنی متغیّر تابعی 

ها با دو فرض توزیع یکنواخت CNTاند و ی اول نوشته شدهبر اسااس تئوری تغییر شاکل برشی مرتبه  

(UD ِو متغیّر تابعی )FGX اند.زمینه پخش شده در 

دوسر لولا نشان داده شده اند.  هیگابا شرایط تکیه CNTRCبرای تیرهای  2-1شکل در نتایج حاصل 

کلوین(  221تری )دمای پاییناختلاف در  UD-CNTRCکه تیرهای دوسر لولای شود میمشاهده 

که بیانگر بهبود مقاومت تیر در برابر  ،شوندکلوین( دچار کمانش می 211) FG-CNTRCتیر نسبت به 

کمانش حرارتی در حالت ر تعادل پسمسیی ادامهاست. همچنین مطابق انتظار،  FGXکمانش با توزیع 

 .دارند UDمقادیر دمایی بالاتری نسبت به توزیع  FGXتوزیع 

شده با که تحلیل تیرهای کامپوزیتی تقویت [91] 9به منظور مقایسه، نتایجِ پژوهش شن و ژیانگ

الاستیک  بستر( روی CNTی و تقویت کننده PMMAکربنی )با زمینه پلیمری از جنس  هاینانولوله

ها از تئوری تغییر شکل برشی مورد استفاده قرار گرفته است. در پژوهش آن 2-1شکل باشد، در می

به منظور حل معادلات غیرخطی  ایل دو مرحلهها و از تکنیک اختلامراتب بالاتر جهت استخراج معادله

کمانش حرارتی در هردو پژوهش یکسان است. به طور کلی، روند مسیر تعادل پس استفاده شده است.

تواند دلیل اصلی اختلاف و بالاتر بودن منحنیِ نتایجِ پژوهش حاضر با منحنیِ نتایجِ شن و ژیانگ، می

باشد. ها میتفاده و روش حل مورد استفاده در هر یک از آنهای مورد اسمربوط به تفاوت در تئوری

ر تهای دقیقبالاتر منجر به پاسخ هایتبههای مرگیری تئوریاشاره شد، به کار 2طور که در فصل همان

ا مورد استفاده قرار هی نتایج این پژوهش این تئوریتر به واقعیت خواهند شد که در ادامهو نزدیک

 خواهند گرفت.

                                                 
1. Shen and Xiang 
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گاهی دوسر لولا، با شرایط تکیه CNTRCکمانش حرارتی برای تیرهای ی مسیر پسنتایج حاصل و مقایسه -2-1شکل 

 تحت تغییرات دمایی یکنواخت.

 کمانشیل پسر مسیر تعادبکننده یع تقویتی تأثیر چگونگی توزمقایسه 4-5

و  کدنویسی انجام گرفته اطمینان حاصل شد، به ارائه ، الگوریتم بازگشتی وDQت روش حال که از صحّ

و  UD ،FGXکمانشی برای سه طرح توزیع فرض شده در این پژوهش )مسیر تعادل پس یمقایسه

FGO.تئوری به کار گرفته شده برای حل معادلات تیرهای  ( خواهیم پرداختCNTRC  ًمجدداFSDT 

 فرض شده است.

پژوهش انتظار بر این بود که تقویت تیرها به صورت متغیّر تابعی منجر به بهبود خواص حرارتی در این 

 FGXها، تیر کنندهشود بین سه طرحِ توزیع تقویتمشاهده می 3-1شکل طبق تیر کامپوزیتی شود. اما 

یب نیز به ترت FGOو  UDکمانش بالاتری دارد. نمودارهای سآن مسیر تعادل پدمای کمانش و به تبعِ 

تری نسبت به در دمای پایین FGOهای کربنیِ شده با نانولهکه تیر تقویتاند. این تر قرار گرفتهپایین

ها کنندهشود، بیانگر این است که متغیرّ تابعی کردن توزیع تقویتدچار کمانش می FGXو  UDتیرهای 

 ارایی دتیرها از آن جایی کهشود. لزاماً منجر به بهبود خواص حرارتی تیر کامپوزیتی نمیبه هر نحوی، ا

۰

۱۰۰

۲۰۰

۳۰۰

۴۰۰

۵۰۰

۶۰۰

۰.۰ ۰.۵ ۱.۰ ۱.۵

𝚫
𝑻

(K
)

𝑾m / 𝒓

FGX_ پژوهش حاضر

UD_ پژوهش حاضر

UD  [14]

FGX  [14]

L/h = 25,  𝑽𝒄𝒏
∗ = 𝟎. 𝟏𝟕
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با توجه به  و مقاومت بیشتری در برابر خمش یا کمانش دارند شکل-Iممان اینرسی بالاتر مانند تیرهای 

 رودیانتظار م ،شکل-Iبه هندسه تیر FGX-CNTRC ها در تیر کنندهی توزیع تقویتشباهت هندسه

( FGOو  UDهای دیگر توزیع )با طرح CNTRCدر دمای بالاتری نسبت به تیرهای  FGX-CNTRCتیر 

ها که تأثیر طرح این نتیجه با سایر پژوهشدچار کمانش شود و مقاومت بالاتری از خود نشان دهد. 

 . [11, 91]دارد اند، تطابق کننده را بر خواص مکانیکی و ارتعاشاتی تیرها بررسی کردهتوزیع تقویت

 
 .FGOو  FGX ،UDکمانش حرارتی برای تیرهای مسیر تعادل پس -3-1شکل 

تیرهای  )1T)کمانش دمای روی ها بر سر حجمی نانولولهکبررسی تأثیر  4-6

CNTRC یکنواخت تحت تغییرات دمایی 

و با به کارگیری ( 1ΔT = Tکه تیر تحت تغییرات دمایی یکنواخت باشد ) با فرض ایندر این مرحله 

 ی دمای کمانشی مقدار ویژه به منظور محاسبهی اول، به حل مسألهتئوری تغییر شکل برشی مرتبه

به  ،هاCNTردن سه طرح توزیع مختلف جهت تقویت ک ایپردازیم. نتایج برمی CNTRCتیرِ بحرانی 

 نشان داده شده است. 1-1جدول  در 23/1و  91/1، 92/1 های مختلفِازای کسر حجمی

۰

۱۰۰

۲۰۰

۳۰۰

۴۰۰

۵۰۰

۶۰۰

۰.۰ ۰.۵ ۱.۰ ۱.۵

𝚫
𝑻

(K
)

𝑾m / 𝒓

FGO

UD

FGX

L/h = 25,  𝑽𝒄𝒏
∗ = 𝟎. 𝟏𝟕
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 .(L/h 100 =تحت تغییرات دمایی یکنواخت ) CNTRCتیرهای برای  1T (K)دمای کمانشِ   -1-1جدول 

 CNTRC 

H-H C-C 

𝑽𝒄𝒏
∗  𝑽𝒄𝒏

∗  

12/0 11/0 22/0 12/0 11/0 22/0 

مواد مستقل از دما 

(T-ID) 

FGX 39/33 11/33 21/31 13/921 14/921 31/923 

UD 19/22 13/22 91/23 21/31 12/33 33/33 

FGO 13/99 11/99 11/99 34/14 31/11 91/11 

مواد وابسته به دما 

(T-D) 

FGX 91/39 13/39 12/39 19/911 99/911 13/914 

UD 41/29 31/29 11/29 14/14 13/11 11/14 

FGO 33/99 14/99 11/99 14/19 23/12 11/12 

 

T-ID (temperature-independent در جدول بالا به این معنی است که از خواص مواد مستقل از دما )

 T-D ( در محاسبات استفاده شده است در حالی کهK 311 دمای درخواص مواد )در این پژوهش 

(temperature-dependentمعرّف وابستگی خواص مواد به دما ) باشد. می 

بزرگترین  FGX ، طرح توزیعCNTِهمانطور که از جدول فوق قابل مشاهده است، میان سه نوع توزیعِ 

در دمای بالاتری  FGXده با طرح توزیع شبه عبارتی تیر کامپوزیتی تقویتست. ا دمای کمانش را دارا

، FGOشده با طرح توزیع در دمای بالاتری نسبت به تیر کامپوزیتی تقویت UDو تیر  UDنسبت به تیر 

 شوند.دچار کمانش می

همچنین دماهای کمانش حاصل از حل مسأله در شرایط مرزی دوسرگیردار به مراتب بیشتر از مقادیر 

وعی تواند قابلیت قیود گیردار مبنی بر تولید ندلیل آن می باشد.دوسرلولا می گاهیحاصل از شرایط تکیه

د توانی آن میهای خمشی اعمالی باشد که در نتیجهممان خمشی جهت بازیابی و مقاومت در برابر ممان

 تا دماهای بالاتری در برابر کمانش مقاومت کند و دیرتر دچار آن شود.

کربنی،  های، با افزایش کسر حجمی نانولولهگاهی دوسرلولار با شرایط تکیهه به نتایج برای تیبا توجّ

با شرایط مرزیِ دوسر  CNTRCیابند در حالی که برای تیرهای دماهای کمانش نیز کمی افزایش می

توان باشد. بنابراین میدارای بیشترین مقدار می 91/1گیردار، دمای کمانش برای کسر حجمی معادل 
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 شود، یعنی درها الزاماً منجر به افزایش دمای کمانش نمیافزایش کسر حجمی نانولوله گرفتنتیجه 

در تیر کامپوزیتی، انتظار بهبود خواص حرارتی را  CNTتوان با افزایش کسر حجمی بعضی موارد نمی

ار رفتدر تواند میها CNTدمای کمانش به ازای افزایش کسر حجمی  تغییرات غیریکنواخت منشأِ داشت.

ها CNTها در خصوص تأثیر افزایش کسر حجمی گیریاین نتیجهباشد.  CNTRCغیرخطی کمانشی تیر 

  .[91] داردشن و شیانگ  خوبی با نتایجِ پژوهشتطابق 

ها در محاسبات، مواد به دما و وارد کردن آن که با در نظر گرفتن وابستگی خواص لازم به ذکر است

توان نیز می T-Dو  T-IDی دو حالت شوند. طبق مقایسهتری حاصل میمقادیر دمای کمانشِ دقیق

ه عبارتی ب اند.دریافت که با استفاده از خواص مستقل از دما، نتایج نهایی بیش از مقدار واقعی برآورد شده

گیریم، دمای کمانش ی خواص مواد به دما را در محاسبات در نظر میتوان گفت زمانی که وابستگمی

 کند.کاهش پیدا می

نتایج بین دو شرایط مرزی فرض شده، تأثیر وابستگی خواص مواد به دما در تیر  یهمچنین با مقایسه

 ادوسرگیردار نسبت به تیر دوسرلولا به مراتب بیشتر قابل مشاهده است. وابستگی خواص مواد به دم

-FGXو  UD-CNTRCدر مقایسه با انواع دیگر تیرها ) FGO-CNTRCکمترین تأثیر را بر روی تیر 

CNTRCها در خصوص تأثیر خواص مواد دهد. بررسی( نشان میT-D  وT-ID  بر روند نتایج به دست

ای هکمانش مکانیکی و حرارتی ورقکه در آن  دارد ی با پژوهش فرزام و حسنیآمده تطابق بسیار خوب

 .[12] بررسی شده است های کربنیِ متغیّر تابعیشده با نانولولهکامپوزیتی تقویت

تحت تغییرات دوسرلولا  CNTRCتیرهای  (2T)ی دمای کمانش محاسبه 4-3

 دمایی غیریکنواخت

که برای میدان دما در فصل پیش ارائه شد، با در نظر گرفتن تغییرات دمای  ابق تعریفیمطدر ادامه 

در استخراج معادلات حاکم، برای تیر با شرایط مرزی  FSDTو با به کارگیری  (2T 0 ≠غیریکنواخت )

مربوط  2Tدمای کمانش  4-1جدول  در پردازیم.دمای کمانش غیریکنواخت میی محاسبهدوسرلولا به 

𝑇1ها برای کسرهای حجمی مختلف به ازای مقادیر مشخص برای CNTبه سه طرح توزیع 
𝑇2
محاسبه  ⁄
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𝑇1شده است. 
𝑇2
⁄ = و دمای  (T 01 =) باشدپوشی از تغییرات دمایی یکنواخت میبه معنیِ چشم 0

 هایآید. نسبتها تحت تغییرات دمایی غیریکنواخت به دست میدوسرلولا تن CNTRCکمانش تیر 

نیز به معنی در نظر گرفتنِ توأمانِ هر دو نوع تغییرات دمایی یکنواخت و غیریکنواخت  9و  4/1معادل 

 باشد. می

 2Tبه  1Tرات دمایی یکنواخت )نسبت توان مشاهده کرد به محض حضور تغیی، می4-1جدول از نتایج 

یابد و این کاهش با افزایش سهم تغییر دمای یکنواخت باشد(، دمای کمانش کاهش می 9یا  4/1معادل 

با حذف و یا کم کردن سهم تغییرات یکنواخت دمایی، خواص  توان گفتکند. به عبارتی میادامه پیدا می

بنابراین به طور کلی تیر تحت  شود.ار کمانش میتری دچیابد و در دماهای بالاد میتی تیر بهبوارحر

لازم به ذکر است نتایج  (.T 2T <1تغییرات دمایی یکنواخت بیشتر در در معرض کمانش قرار دارد )

 .[34]ذکرشده تطابق بسیار خوبی با نتایج به دست آمده توسط وو و همکاران دارد 

دوسرلولا گاهیِ با شرایط تکیه 11معادل لاغریِ با نسبت  CNTRCتیر  ،1-1جدول همچنین بر خلاف 

𝑉𝑐𝑛بین کسرهای حجمی مختلف، به ازای 
∗ =  دمای کمانش بالاتری دارد. 0.17
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 .(L/h = 60تحت تغییرات دمایی غیریکنواخت ) دوسرلولا  CNTRCبرای تیرهای  2T (K)دمای کمانشِ  -4-1جدول 

 

 CNTRC-FGXتی تیر ارکمانش حربر مسیر تعادل پس T1T/2تأثیر نسبت دمای  4-1

𝑇1به منظور مقایسه و بررسی تأثیر نسبت دمای 
𝑇2
کمانش حرارتی تحت ادل پسیر تعبر روی مس ⁄

در نظر  را دوسرگیرداردوسرلولا و شرایط مرزی  FGX-CNTRCتغییرات دمای غیریکنواخت، برای تیر 

، با در نظر 41معادل  لاغریی اول، به ازای نسبت گیریم. بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبهمی

𝑉𝑐𝑛گرفتن وابستگی خواص مواد به دما و 
∗ =  آید.به دست می 1-1شکل  طبقن مسیر تعادل تعیی 0.17

تحت تغییرات دمایی غیریکنواخت،  FGX-CNTRCدر نظر گرفتن تیر با  4-1جدول مشابه تحلیل نتایج 

ه شود و بدچار کمانش میتیر در دماهای نسبتاً بالاتری یابد و ای بهبود میخواص حرارتی به طور ویژه

مشاهده  الف و ب 1-1شکل  یمقایسه از. همچنین کمانشی نیز بالاتر استطور کلی مسیر تعادل پس

ر و تنش مقاومدر مقابل کما نسبت به حالت دوسرلولا، شود که تیر با شرایط مرزی دوسرگیردارمی

 کمانشِو مسیر تعادل پس یافتهدر دمای بالاتری کمانش نظر از چگونگی توزیع دما به طور کلی صرف

  کند.بالاتری را طی می

𝑻𝟏
𝑻𝟐
⁄  CNTRC 

T-ID T-D 

𝑽𝒄𝒏
∗  𝑽𝒄𝒏

∗  

12/0 11/0 22/0 12/0 11/0 22/0 

0 

FGX 41/912 13/911 31/911 39/31 14/33 14/33 

UD 34/11 43/19 11/19 93/12 11/13 33/12 

FGO 11/31 11/31 19/31 93/31 31/31 21/31 

5/0 
FGX 32/14 31/11 31/11 93/43 23/41 11/41 

UD 11/11 41/14 43/14 11/19 13/19 41/19 

FGO 31/23 41/23 41/23 24/22 12/22 33/22 

1 
FGX 11/11 12/11 11/13 19/13 11/11 11/11 

UD 31/32 19/33 33/33 13/31 91/39 92/39 

FGO 94/91 21/91 21/91 49/91 11/91 19/91 
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؛ در C-C، ب( H-Hالف(  CCNTR-FGXکمانش حرارتی تیر بر مسیر تعادل پس T1T/2تأثیر نسبت دمای  -1-1شکل 

 در نظر گرفته شده است. = L/h 41 هر دو حالت

۳۰

۸۰

۱۳۰

۱۸۰

0.0 0.۵ ۱.0 ۱.۵

T 2
 (K

) 

𝑾m / 𝒓

T1/T2 = 0

T1/T2 = 0.5

T1/T2 = 1

۱۰۰

۱۵۰

۲۰۰

۲۵۰

۳۰۰

۳۵۰

۴۰۰

0.0 0.۵ ۱.0 ۱.۵

T 2
 (K

) 

𝑾m / 𝒓

T1/T2 = 0

T1/T2 = 0.5

T1/T2 = 1

 ب(

الف

) 
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 بر دماهای کمانش( L/h)بررسی تأثیر نسبت لاغری  4-9

 FG-CNTRCتیر  لاغریتأثیرگذار باشد، میزان تواند روی دمای کمانش یکی دیگر از مواردی که می

( برای کسرهای حجمی مختلف 911و  31، 11، 41های مختلف )L/hین منظور به ازای باشد. به هممی

ی ی دمای کمانش براو با در نظرگرفتن دو حالتِ تغییرات دمایی یکنواخت و غیریکنواخت به محاسبه

 پردازیم.شرایط مرزی دوسرلولا میبا  FGX-CNTRCتیرهای 

، دمای کمانش تیر L/h ≤ 60که به ازای مقادیرِ  توان مشاهده کردمی 1-1جدول  ی نتایجِاز مقایسه

FGX-CNTRC  با افزایش کسر حجمیCNTّطِ ها، روند یکنواختی ندارد و به ازای مقدار متوس𝑉𝑐𝑛
∗ =

ها CNTتوان دریافت با افزایش کسر حجمیِ باشد. همچنین می، دارای بیشترین دمای کمانش می0.17

 یابد.ش به طور یکنواخت افزایش می(، دمای کمانL/h > 60) 11تر از بزرگ لاغریبرای تیرهای با نسبتِ 

 .CNTRC-FGX تیر دوسرلولا 2T (K)و غیریکنواخت  1T (K) دماهای کمانش یکنواخت مقایسه 1-1جدول 

 

به ازای  FGX-CNTRCدماهای کمانش یکنواخت و غیریکنواخت برای تیر  نیز 1-1جدول در 

های لاغری و کسرهای حجمی مختلف در شرایط مرزی دوسرگیردار گزارش شده است. با توجه نسبت

ی، دمای ی کربنثابت، با افزایش کسر حجمی نانولوله لاغریشود در تیر با نسبت به نتایج مشاهده می

بیشترین  23/1و  92/1، 91/1خت ندارد و به ترتیب به ازای کسرحجمی معادل کمانش تغییرات یکنوا

 آیند.دمای کمانش به دست می

در برابر کمانش کاهش یافته  CNTRC، مقاومت تیر تیر همچنین بدیهی است با افزایش نسبت لاغری

L/h 

T1 (T2 = 0) = 0) 1(T 2T 

𝑽𝒄𝒏
∗  𝑽𝒄𝒏

∗  

12/0 11/0 22/0 12/0 11/0 22/0 

50 19/911 91/911 13/914 11/991 11/921 39/993 

60 12/11 31/13 42/13 39/31 14/33 14/33 

20 39/11 12/11 13/11 19/43 12/43 11/41 

100 91/39 13/39 12/39 31/34 13/34 21/31 
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 شود.تری دچار کمانش میو در دمای پایین

 .CNTRC-FGX تیر دوسرگیردار 2T (K)و غیریکنواخت  1T (K)دماهای کمانش یکنواخت  مقایسه -1-1جدول 

 

یر شکل های مختلف تغیکمانشی با تئوریهای کمانشی و پستحلیل پاسخ  4-13

 برشی

تایج و ی نمسائل، ارائه ی اول به حلتئوری تغییر شکل برشی مرتبهبا در نظر گرفتن  این مرحلهتا 

ل از حل بر نتایج حاص مراتب بالاتر برشیهای تغییر شکل تئوریها پرداختیم. در ادامه تأثیر تحلیل آن

  دهیم.مقایسه قرار می بررسی و مورد معادلات غیرخطی را

تحت تغییرات دمایی یکنواخت  CNTRC ی دمای کمانش تیرهایمحاسبه  4-13-1

 تغییر شکل برشیهای مختلف بر اساس تئوری

 ،های مختلف تغییر شکل برشی مطرح شددر خصوص به کارگیری تئوری 2بنا بر مباحثی که در فصل 

 ها را کمترجاییهبرنولی به دلیل در نظر نگرفتن کرنش برشی جانبی، جاب-دانیم تئوری کلاسیک اویلرمی

های یاز این رو بررسی تئور ند.کبینی میبار کمانش، دمای کمانش و فرکانس طبیعی را بیشتر پیش و

روری اهمیت پیدا کرده و ض با هدف بالا بردن دقت نتایج ی اول و مراتب بالاترتغییر شکل برشی مرتبه

 شوند.می

اییِ جههای مختلف، میدان جاببرای هر یک از تئوری 9-2جدول مطابق توابع شکل تعریف شده در 

L/h 

T1 (T2 = 0) = 0) 1(T 2T 

𝑽𝒄𝒏
∗  𝑽𝒄𝒏

∗  

12/0 11/0 22/0 12/0 11/0 22/0 

50 44/239 21/211 14/219 33/231 31/213 41/219 

60 24/224 31/233 32/221 19/221 31/239 32/291 

20 21/911 13/943 13/911 11/911 11/949 31/911 

100 19/911 99/911 13/914 31/913 12/911 13/911 
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-شود. به کمک معادلات تعادل تیرها و با به کارگیری روابط غیرخطی کرنشمتفاوتی تعریف می

 د. در ادامهنآیها به دست میجاییهجایی، معادلات پایداری غیرخطی حاکم بر مسأله بر حسب جابهجاب

تیر  نش بحرانی، دماهای کماندتر در فصل سوم شرح داده شدو الگوریتم بازگشتی که پیش DQبا روش 

UD-CNTRC  وFGX-CNTRC به ازای کسرهای حجمی مختلف CNT و مرزی دوسرلولا  با شرایط

ی نتایج پژوهش خود و ردی با مقایسه شوند.محاسبه میدر نظر گرفتن وابستگی خواصِ مواد به دما، 

ن داد که نشا( FSDTی سه بعدی و حل بر اساس های دیگر )حل الاستیسیتهنتایج حاصل از پژوهش

در ادامه جهت  .[11] کندبینی میتر پیشها را صحیحها و تنشجاییهحل بر اساس تئوری ردی جاب

های پیشین، توریتیرِ با طرح یک تئوری جدید و تعریف یک تابع بالا بردن دقت نتایج و بهبود تئوری

او از نتایج حاصل از حل دقیق های مختلف پرداخت. سینوسی به عنوان تابع شکل به حل مسأله

ی بهره سنجحل بر اساس تئوری ردی و تیموشنکو به منظور مقایسه و صحّتی سه بعدی، الاستیسیته

اد ها نشان دگرفت و کارآمد بودن تئوری مثلثاتی ارائه شده در پژوهش خود را نسبت به دیگر تئوری

ردند کچندلایه مدلی را ارائه  ی کامپوزیتیِهاسازه رفتار مکانیکیبینی کاراما و همکاران برای پیش. [41]

 عددیروش  با نتایج های نتایج آنمقایسهارتعاشات آزاد، به با حل مسائل مختلف خمش، کمانش و  و

تابع نمایی ارائه شده نشان دادند ها آن ، پرداختند.افزار آباکوس انجام شده استاجزای محدود که با نرم

در  هازیتی چندلایه که شرایط پیوستگی تنش برشی جانبی در سطح مشترک لایههای کامپوسازهبرای 

 . [49]شود تری می، منجر به نتایج دقیقاهمیت دارد هاآن

های باشد و در پژوهشمی FG-CNTRCاز آن جایی که موضوع مورد مطالعه در این پژوهش کمانش تیر 

رداخته پچنین مسائلی  ، مقایسه و تفسیربه حلمدنظر،  های مختلف تغییر شکل برشیتئوری معرفِ

ی پژوهش حاضر داریم. به صل از حل مسألهشده است، انتظار روند مشابهی را برای خواص حرارتی حا

برای  3-1ول جدتری مطابق نتایج دقیقی تئوری تغییر شکل برشی، این ترتیب که با بالا بردن مرتبه

با توجه به شباهت تابع شکل ارائه شده و  3-1جدول ی نتایج ا مشاهدهب آید.دمای کمانش به دست می

برابر  رود دماهای کمانشِانتظار می ، همان طور که(ASDT( و آیدوگدو )ESDTبرای تئوری کاراما )



 نتایج و بحث  فصل چهارم

 

11 

 

 به دست آمده است.ها برای آن

 .با شرایط مرزی دوسرلولا CNTRCتیرهای  1T (K) دمای کمانش بحرانی -3-1جدول 

 

تحت تغییرات  CNTRC کمانش حرارتی تیرهایی مسیر تعادل پسمقایسه  4-13-2

 های مختلف تغییر شکل برشیدمایی یکنواخت به ازای تئوری

 CNTRCتیر  حرارتیکمانش ی مراتب بالاتر بر مسیر تعادل پسهای تغییر شکل برشبررسی تأثیر تئوری

به ازای تئوری  UD-CNTRCبرای تیر کمانشی را مسیر پسالف 4-1شکل در  نیز حائز اهمیت است.

𝑉𝑐𝑛 91/1) 91/1ی معادل کسر حجم باهای مختلف تغییر شکل برشی 
∗  24معادلِ  لاغری نسبت و (=

(24 L/h = ) کمانش تیر مورد مطالعه را به ازای ب و ج نیز مسیر تعادل پس4-1شکل  است.ارائه شده

L/h تیر  با افزایش نسبت لاغری به وضوح پیداستدهند. ارائه می 31و  41های به ترتیبUD-CNTRC ،

L/h 
تئوری تغییر شکل 

 برشی

UD-CNTRC FGX-CNTRC 

𝑽𝒄𝒏
∗  𝑽𝒄𝒏

∗  
12/0 11/0 22/0 12/0 11/0 22/0 

25 

FSDT 29/221 21/221 39/293 44/239 21/211 11/219 

TSDT 11/291 31/293 31/212 11/213 21/211 11/213 

TrSDT 32/211 11/291 24/219 41/211 14/219 34/211 

ESDT 13/211 12/294 12/911 93/243 92/211 93/231 

ASDT 13/211 19/294 12/911 93/243 92/211 93/231 

50 

FSDT 14/14 12/11 13/14 19/911 91/911 13/914 

TSDT 43/11 31/14 31/11 13/912 92/914 23/912 

TrSDT 14/11 11/14 11/11 11/912 33/911 11/919 

ESDT 39/11 12/14 43/11 34/912 44/911 39/919 

ASDT 39/11 12/14 43/11 34/912 44/911 39/919 

20 

FSDT 11/32 91/33 21/33 39/11 12/11 13/11 

TSDT 44/32 19/33 14/33 11/11 21/11 92/11 

TrSDT 43/32 11/32 12/33 11/11 29/11 131/11 

ESDT 49/32 11/32 11/32 34/11 91/11 14/11 

ASDT 49/32 11/32 11/32 34/11 91/11 14/11 
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پوشی کمانشی تیرها چشمروی پاسخ پسلاتر های تغییر شکل برشی مراتب باتوان از تأثیر تئوریمی

 کرد.
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 .= L/h 31 و ج( = L/h 41، ب( = L/h 24الف(  UD-CNTRC کمانش حرارتی تیری مسیر تعادل پسمقایسه -4-1شکل 
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های به L/hبه ازای  FGX-CNTRCکمانش تیرهای به تعیین مسیر تعادل پس 1-1شکل ، در در ادامه

 هایبتنس های تغییر شکل برشی وتأثیر به کارگیری هر یک از تئوریایم. پرداخته 31و  41، 24ترتیب 

 در این شکل قابل مشاهده است.تیر  مختلفِ لاغری
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 ..= L/h 31و ج(  = L/h 41، ب( = L/h 24الف(  FGX-CNTRCکمانش حرارتی تیر ی مسیر تعادل پسمقایسه  -1-1شکل 
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های بر اساس تئوری FGX-CNTRCتیر  کمانش حرارتیمسیرهای تعادل پس شود کهمشاهده می

-FGXا این تفاوت که تیر کند. بطی می UD-CNTRCمختلف تغییر شکل برشی روندی مشابه تیر 

CNTRC ( در نسبت لاغری بزرگتریL/h=80)  .به یکدیگر همگرا شدند 

های لاغری های تغییر شکل برشیِ مراتب بالاتر به همراه نسبتر این بخش تأثیر به کارگیری تئورید

کمانش حرارتی مورد مطالعه روی مسیر تعادل پس FGX-CNTRCو  UD-CNTRCمتفاوت تیرهای 

بیشتر( باشد،  L/hتر )توان نتیجه گرفت که هر چه تیر نازکایسه قرار گرفته است. از این مطالعه میو مق

 کند و نمودارهایتفاوت چندانی در نتیجه ایجاد نمیهای تغییر شکل برشی تئوریبالا بردن مراتب 

یکدیگر منطبق  ، برFGXدر حالت  31و  UDدر حالت  41لاغری بزرگتر از  هاینتایجِ به ازای نسبت

 توان به منظور کاهش محاسبات و زمان حل از تئوریِ مرتبههای ذکر شده میخواهند بود. لذا در حالت

 مبنی بر تحلیل کمانش تیرهای پژوهش امامبا  کرد. این نتایج تطابق خوبی استفاده FSDTپایینی مثل 

وی رهای مختلف تغییر شکل برشی وریهای لاغری و تئنسبتثیر تأکه در آن دارند  کامپوزیتی چندلایه

پژوهش  دربا روندی مشابه، ی کامپوزیتی مورد مطالعه قرار گرفته است. حداکثر کمانش تیرهای چندلایه

های مختلف بر یکدیگر منطبق پاسخ حاصل از تئوری 41لاغری  نیز مشاهده شد که در نسبت امام

.[31]خواهند بود 
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 گیرینتیجه 5-1

به عنوان تکنیک حل  DQروش ، CNTRCبر تیر  حاکمهای به منظور حل معادلهی حاضر نامهدر پایان

 جبری معادلات دیفرانسیلبه دستگاه  معمولیعددی قدرتمند برای تبدیل دستگاه معادلات دیفرانسیل 

ن گرفتبا در نظر کمانش حرارتی پسی دماهای کمانش و تعیین مسیر اسبهمح. به کار گرفته شد

 ی اول و مراتب بالاتر بهی تغییر شکل برشی مرتبههااساس تئوریوابستگی خواص مواد به دما و بر 

های ی روشکارای گون انجام گرفته است.کمک یک الگوریتم بازگشتی تحت میدان تغییرات دمایی سهمی

 های دیگردر پژوهش موجودبا نتایج  های آنبررسی نتایج و مقایسه مورد استفاده در روند حل نیز با

 باشند:نامه به شرح زیر میدست آمده در این پایان نتایج به سنجی شده است.صحّت

 و تطابق نتایج حاصل از روش  با مقایسهDQ در پژوهش حاضر با دیگر منابع موجود، روشDQ 

 تعیین شد.در این روش  (N = 9) گرهِ مورد نیازِ شبکه لو حداق سنجیصحّت

  و مسیر  شی دمای کمانمحاسبهالگوریتم بازگشتی به کار رفته در این پژوهش به منظور کارایی

مورد ها ها با دیگر پژوهشی نتایج به دست آمده و تطبیق آنکمانش با مقایسهتعادل پس

 بررسی قرار گرفت.

 تیرهایFGX-CNTRC  ،UD-CNTRC  وFGO-CNTRC کمانش به ترتیب مسیر تعادل پس

 کنند.حرارتیِ بالاتری را طی می

  برای تیرهایFG-CNTRC رزی با شرایط مH-H  وC-Cهای ، با افزایش کسر حجمی نانولوله

ها الزاماً منجر به افزایش دمای کمانش CNTتوان دریافت افزایش کسر حجمی کربنی، می

 شود.نمی

  به طور کلی تیرFG-CNTRC نظر از چگونگی توزیع گاهی دوسرگیردار صرفبا شرایط تکیه

 باشند.تر میمقاومها، در مقابل کمانش کنندهدما یا توزیع تقویت

  بررسی تأثیر محیط حرارتی بر رفتار حرارتی تیرهایCNTRC دهد که خواص تیر نشان می
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شود و در دمای بالاتری دچار کمانش می تیر ،یابدمی تحت تغییرات دمایی غیریکنواخت بهبود

 کند.مسیر تعادل بالاتری را طی می

 شی تیر از بررسی تأثیر نسبت لاغری تیر بر رفتار کمانFGX-CNTRC توان به کاهش دمای می

ی افزایش کسر حجمی کمانش به ازای افزایش نسبت لاغری تیر اشاره کرد. همچنین نتیجه

 ده است.ثابت ارائه ش لاغریوند تغییراتِ دمای کمانش برای تیر با نسبت های کربنی بر رنانولوله

 کمانش تیرهای با تعیین مسیر تعادل پسCNTRCی تئوری بردن مرتبهنشان داد بالا  توان، می

 کند. به عبارتی نمودارهای نتایج به ازایتفاوت چندانی در نتیجه ایجاد نمی یبرش تغییر شکل

 های لاغری معینی، بر یکدیگر منطبق خواهند شد.نسبت

 هاپیشنهاد 5-2

و  اتیکیهای ارائه شده، تعیین خصوصیات استی روشتر در زمینهبه منظور توسعه و تحقیق بیش

 ی پژوهشدر ادامه پیشنهادهای زیر، دینامیکی و به دنبال آن تحلیل خمش، کمانش و ارتعاشات تیرها

  گردند:ارائه می حاضر

 رغم استفاده از روش علیDQ همچنان های اخیر طیِ سال هادر بسیاری از پژوهش ،

اص مکانیکی، حرارتی خو یهی مطالعدر حوزه DQبا به کارگیری از روش  های محدودیپژوهش

 ها وجود دارد.ها و پوستههای مهندسی از جمله تیرها، ورقو الکتریکیِ سازه

  با هدفِ بهبود خواص حرارتی  ،ی مورد مطالعه روی بستر الاستیکدر نظر گرفتن سازههمچنین

 ه قرار گرفته و کارآمد باشد.رد توجّوتواند مو مکانیکی، می

 انیکی و ی، مکالکتریکهای ویژگی یبه واسطهها نانوتیرها و نانوورق انندمی با ابعاد نانو، یهاسازه

یار مورد بستوانند دارند، می تجهیزات با مقیاس نانوو کاربرد وسیعی که در  العادهشیمیایی فوق

ر های تغییر شکل برشی ببررسی تأثیر و کارایی هر یک از تئوریه محقّقان قرار بگیرند. توجّ

های بسیاری از پژوهش ند موضوعاتوهای با ابعاد نانو میسازه شی، خمشی و ارتعاشاتیرفتار کمان
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 .دپیش رو باش

  به دلیل تأثیر پارامترهای مختلف بررسی شده مثل کسرحجمی، نسبت لاغری، شرایط مرزی و

همچنین سایر پارامترهای بررسی نشده در پژوهش حاضر )از جمله ناهمسانگردی تیرها، جنس 

ظور به منبرای محقّقان تواند ابزار مفیدی سازی میهای بهینهو ...(، استفاده از الگوریتم زمینه

 های تقویت شده باشد.ی نهایی برای سازهبهینه ییابی به ترکیب و هندسهدست

 های زیادی در خصوص رفتار پیشرفته، مطالعه ی مواد کامپوزیتیِدر حوزهکه  ز آن جاییا

توان این موضوع با نقص هندسی اولیه صورت نگرفته است، می FG-CNTRCهای حرارتی سازه

ی مسیر پژوهش باشد، در ادامهرا که بسیار از لحاظ کاربردی در علوم مهندسی حائز اهمیت می

تحت عنوان بررسی رفتار حرارتی و مکانیکی  ی حاضرهاپژوهش غلبحاضر پیشنهاد داد. ا

های هندسی به طور ئه شده است. در شرایط واقعی نقصتوسط محقّقان ارا نقصهای بیسازه

ناپذیر در روند ساخت و تولید و یا با گذشت زمان و بالا رفتن عمر اجتناببه صورت معمول و 

ها و لحاظ کردن آیند. به همین دلیل تأثیر وجود نقصهای مهندسی به وجود میدر سازه

ها و حرارتی سازه رفتارهای مکانیکیتر یقها در محاسبات، به تحلیلِ هر چه دقآن یهندسه
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Abstract 

 

This paper presents thermal post-buckling behavior of functionally graded carbon 

nanotube-reinforced composite (FG-CNTRC) beams in thermal environments and under 

various boundary conditions. The material properties are simulated to be graded in the 

thickness direction, and temperature dependency of the constituents is also considered. It 

is assumed that the beam is subjected to both uniform and non-uniform temperature rises. 

To take into account the transverse shear strains, various shear deformation theories 

namely, the first-order and higher-order shear deformation theories utilized for theoretical 

formulations. The governing equations are derived based on von Kármán geometric 

nonlinearity with equilibrium equations and including thermal effects. The differential 

quadrature method with an iterative algorithm as a nonlinear solution scheme is adopted 

to solve the governing partial differential equations, determine the critical buckling 

temperatures and the thermal post-buckling equilibrium path of FG-CNTRC beams. By 

comparing the results with those of existing in the literature, the applicability, 

convergence, and accuracy of the DQ method are verified. The influences of each 

considered shear deformation theories, distribution pattern and volume fraction of carbon 

nanotubes, boundary conditions and slenderness ratio on the thermal buckling and post-

buckling performance are discussed in details. The results indicate an FG-CNTRC beam 

under a uniform temperature rise is more likely to buckle compared with the non-uniform 

temperature variation. Our numerical results showed that a CNTRC beam with an 

intermediate CNT volume fraction does not necessarily have intermediate buckling 

temperature and post-buckling equilibrium path. Also, the FGX-CNTRC beam has the 

highest buckling temperature and thermal post-buckling equilibrium path, followed by 

UD- and FGO-CNTRC beams. Based on the post-buckling response, it is also found out 

that the effect of shear deformation may be neglected if the slenderness ratio reached to 

a specific amount for UD-CNTRC and FGX-CNTRC beams. 

Keywords: Carbon nanotube-reinforced composite, Functionally graded beam, Thermal 

buckling, Post-buckling equilibrium path, Differential quadrature method 
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