
 أ 

 

  

  

  

  

  

  



 ب 

 

 

 

 

  

  دانشکده مکانیک

  گروه تبدیل انرژي

  

ل در خدر یک محیط متخل روي یک سطح مایلهاي مرزي جابجایی آزاد حل عددي لایه
  حضور تولید گرما

  

  اسماعیل خواجه: دانشجو 

  

  :استاد راهنما 

  دکتر محمد حسن کیهانی

  

  پایان نامه ارشد جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد

  

  1389 آبان

  

  



 ج 

 

  دانشگاه صنعتی شاهرود

  

  مکانیک :دانشکده 

  تبدیل انرژي :گروه 

  

  اسماعیل خواجه پایان نامه کارشناسی ارشد آقاي

  :تحت عنوان

  هاي مرزي جابجایی آزاد روي یک سطح مایل در یک محیط متخلخل در حضور تولید گرماحل عددي لایه

  

مورد پذیرش  عالیتوسط کمیته تخصصی زیر جهت اخذ مدرك کارشناسی ارشد  مورد ارزیابی و با درجه  10/08/1389در تاریخ 
  .قرار گرفت

  

 اساتید راهنما امضاء اساتید مشاور امضاء

  :نام و نام خانوادگی    :نام و نام خانوادگی  
  محمد حسن کیهانی

  

 اساتید داور امضاء نماینده تحصیلات تکمیلی امضاء

  :و نام خانوادگی نام  

  مجتبی قطعی

  :نام و نام خانوادگی  
  مردانمحمد حسن شاه

  :نام و نام خانوادگی  
  محمود فرزانه گرد

  : نام و نام خانوادگی 

  :نام و نام خانوادگی  

  



 د 

 

  

  

  

  تقدیم به والدینم

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ه 

 

  :تقدیر و تشکر

دانم که تشکر و پس از حمد و ستایش خداوند یکتا وظیفه خود می
ها که راهنماییقدرانی خود را از جناب آقاي دکتر محمد حسن کیهانی 

پایان این پیشبرد اهداف در شان همواره راهگشا هاي ارزندهحمایتو 
  .نمایمنامه بود، ابراز 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  



 و 

 

  

باشد و در صورت نتیجه تحقیقات خودش میه نماید که مطالب مندرج دراین پـایان نامدانشجو تأیید می
  .استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است

  

  

  

  

  

  

کلیه حقوق مادي مترتب از  نتایج مطالعات، آزمایشات و نو آوري ناشی از تحقیق موضوع این پایان نامه 
  .باشد متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

  

  

  1389 آبان

  

  

  

  

  

  

  



 ز 

 

  چکیده

مرزي جابجایی طبیعی از سطوح مایل در محیط متخلخل اشباع در حضور در این پایان نامه، لایه 

. داردبالاتر از دماي محیط قرار  متغیر بوده و دماي صفحه. گیردتولید گرما مورد بررسی قرار می

در حالت اول، تولید حرارت به صورت تابع نمایی تغییر . شودمسئله براي دو نوع تولید حرارت حل می

بوزینسک براي - تخمین دارسی .شودفرض میدوم تابعی توانی از دماي بی بعد  کرده و در حالت

استفاده قرار گرفته تا همه موارد  مورد پارامتر انحراف یک .محاسبه نیروي شناوري لحاظ گردیده است

معادلات . توصیف شود از معادلات لایه مرزي تبدیل یافته صفحات افقی، عمودي و مایل با یک دستگاه

اي سهموي کوپل شده غیر خطی، به صورت عددي با استفاده از یک روش تفاضل نسیل پارهدیفرا

- حل می براي هر دو حالت انحراف مثبت و منفی صفحه اي کلرمحدود ضمنی موسوم به روش جعبه

مقدار دهی در ضمن، معادلات تشابهی براي موارد حدي صفحات افقی و عمودي به ترتیب با . گردد

در حالت انحراف مثبت حل . شونددر معادلات انتقالی پوشش داده می پارامتر انحرافصفر و یک به 

اي که در آن شود، اما در حالت انحراف منفی، حل تا نقطهشامل میدرجه را  90ي صفر تا تمام زوایا

 و نیزاي و عدد ناسلت نتایج جزئی براي ضریب اصطکاك پوسته .یابددهد، ادامه میجدایش روي می

مشاهده . گرددهاي سرعت بی بعد و دماي بی بعد براي انحرافات مثبت و منفی صفحه بیان میپروفایل

و در نتیجه و سرعت، هاي دما تولید گرما در محیط متخلخل باعث تغییر در شیب پروفایل شود کهمی

ت انتقال طوري که در بعضی موارد حتی جه. شوداي و عدد ناسلت میمقادیر ضریب اصطکاك پوسته

هاي از سویی دیگر مطابقت شگفت انگیزي بین حل عددي حاصل و حل .کندحرارت نیز تغییر می

  .گرددهر یک از مسائل مشاهده می براي سطوح افقی و قائمتشابهی 

  پارامتر انحراف صفحه مایل، ،جابجایی طبیعی لایه مرزي، محیط متخلخل،: کلمات کلیدي
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  جریان سیال در محیط متخلخل 1-1

میان تحقیقات مربوط به هاي متخلخل یکی از موضوعاتی است که در انتقال حرارت در محیط

مکانیک حرکت سیال در یک محیط متخلخل براي بیش از . انتقال حرارت رشد ناگهانی داشته است

یک قرن محققان را به خود مشغول کرده و در چند دهه گذشته مطالعات مربوط به انتقال حرارت در 

جابجایی طبیعی بر روي  از این میان مسئله. اي جدید تبدیل شده استها خود به شاخهاین محیط

سطوح افقی، عمودي و مایل در مجاورت محیط متخلخل، به دلیل کاربردهاي گسترده آن، یک مسئله 

اي در این زمینه انجام شده رود و تحقیقات گستردهکلاسیک و با اهمیت انتقال حرارت به شمار می

  .است

هاي خالی به هم متصل حفرهاي است که از یک قالب جامد با مقصود از محیط متخلخل ماده

شود قالب جامد ساختار محکمی داشته باشد و به عبارت دیگر همچنین فرض می. است تشکیل شده

هاي خالی که از داخل به هم متصل هستند، حفره. کنداین ساختار تغییر شکل کمی را تحمل می

  .کنندمسیر عبور جریان یک یا چند سیال را از داخل ماده، ایجاد می

در جریان . شودفضاي خالی توسط یک جریان اشباع می)  جریان تک فازي (ترین حالت در ساده

در یک محیط متخلخل طبیعی توزیع . شونددو فازي گاز و مایع در فضاي خالی با هم سهیم می

هاي هایی از محیط متخلخل طبیعی شنمثال. باشندها از لحاظ شکل و اندازه نامنظم میحفره

  ). 1- 1شکل  (باشد انسان می ششهاي آهکی، نان گندم، چوب و هاي شنی، سنگسنگساحلی، 

هاي ماکروسکوپی این است که با معادلات روش معمول براي بدست آوردن قوانین حاکم بر متغیر

را به وسیله میانگین  شروع کرده و معادلات ماکروسکوپی کند،استانداردي که جریان از آنها پیروي می

  .شوند، به دست آوردها یا سطوحی که فضاي خالی زیادي را شامل میگیري بر روي حجم

در روش فضایی یک متغیر . و آماري)  سه بعدي (فضایی : دو روش براي میانگین گیري وجود دارد

ي که به اندازه r.e.v  (1(ماکروسکوپی، به صورت میانگین مناسب در سراسر یک حجم بنیادي نمونه 

                                                        
1 Representative Elementary Volume 
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مقیاس طولی حجم کنترل از مقیاس طولی . شودکافی بزرگ باشد، در مرکز ثقل این حجم بیان می

 ( اي کوچکتر استها به مراتب بزرگتر و از مقیاس طولی حجم مورد بررسی بصورت قابل ملاحظهحفره

  ). 2–1 شکل

ساختارهاي دقیق که به صورت در روش آماري میانگین گیري در سراسر یک مجموعه از 

مسئله اینجاست که معمولا اطلاعات آماري درباره یک . شودماکروسکوپی معادل باشند، انجام می

مجموعه باید بر اساس یک مثال منفرد باشد و این تنها در صورتی ممکن است که یکسان سازي 

  .آماري فرض شده باشد

فضایی مد نظر بوده و نوسانات آنها مهم نباشد  هاياي بین کمیتاگر فقط به دست آوردن رابطه

تر، روشی که بر پایه روش ساده توان ازبنابراین می. نتایج به دست آمده از هر دو روش مشابه هستند

r.e.v اند که براي تحلیل آنها به هاي اخیر مسائل زیادي پیش آمدهاما در سال. باشد، استفاده نمودمی

هاي متخلخل استفاده از مدل جریان دارسی در محیط پایان نامهدر این . مهاي آماري نیاز داریروش

دارسی با آزمایشاتی که بر روي جریان پایدار یک بعدي انجام داد، تناسبی را مابین سرعت . شده است

این تناسب مبناي معادله مومنتوم دارسی را تشکیل . سیال و اختلاف فشار اعمال شده به دست آورد

فرض  .اندادلات بدست آمده توسط دارسی بر اساس مدل حجم بنیادي نمونه بدست آمدهمع. دهدمی

شده که محیط متخلخل مورد بررسی همسانگرد و همگن بوده و از اثرات اینرسی نیز در معادلات 

اند و از ضمناً خواص سیال به جز چگالی، طی بررسی ثابت در نظر گرفته شده. صرف نظر شده است

هاي متخلخل به تفصیل در فصل دوم تئوري محیط. ایمصطکاکی نیز صرف نظر نمودهترم اتلاف ا

در به دست آوردن این  .گردندبیان میآورده شده و معادلات دیگري نیز علاوه بر معادله دارسی 

   .معادلات فرضیات محدود کننده کمتري نسبت به مدل دارسی اعمال شده است
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  ج  ب  الف

  و  ه  د

  

نان ) سنگ آهک، د) سنگ ماسه، ج) هاي ساحلی، بشن) هایی از محیط متخلخل طبیعی، الفمثال.  1- 1شکل 
  شش انسان ) چوب، و) گندم، ه

   

  
  

  حجم بنیادي نمونه. 2- 1شکل 
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  جابجایی طبیعی 1-2

انتقال حرارت جابجایی آزاد یا طبیعی، انتقال حرارت بین یک سطح و یک سیال متحرك روي آن 

که حرکت سیال، کاملا توسط نیروهاي شناوري ناشی از تغییرات چگالی که نتیجه تغییرات دما  است

تواند آرام یا هاي ویسکوز میهاي جابجایی طبیعی مثل همه جریانجریان. باشددر جریان است، می

بجایی هاي جاهاي کم که معمولا در جریانبا این حال با توجه به سرعت).  3- 1شکل ( متلاطم باشد

هاي جابجایی اجباري هاي جابجایی طبیعی آرام در عمل بیشتر از جریانطبیعی وجود دارد، جریان

  .دهندآرام روي می

  

  
  

  هاي مرزي جابجایی طبیعی آرام و متلاطم بر روي یک سطح قائم لایه. 3- 1شکل 
  

- گرانشی شکل میهاي جابجایی آزاد بر اثر تغییرات چگالی در حضور میدان نیروي اغلب جریان

گاهی . هاي نیروي دیگر نیز شکل بگیرندتوانند در میدانهاي مشابه میبا این حال، جریان. گیرند

هاي شوند، عنوان جابجایی طبیعی به جریاناوقات یک تفاوت بین جابجایی طبیعی و آزاد قائل می

از حضور هر میدان نیرو  هاي ناشیناشی از میدان نیروي گرانشی و عنوان جابجایی آزاد به جریان

با این حال، امروزه، هر دو عنوان معمولا براي توصیف هر جریان ناشی از تغییرات . گردداطلاق می

در این پایان نامه نیز به تناوب از ]. 1[روند چگالی وابسته به تغییرات دما در یک میدان نیرو بکار می

  .گرددهر دو عنوان استفاده می
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  قات گذشتهمروري بر تحقی 1-3

هاي هاي اخیر به دلیل اهمیتش در کاربردانتقال حرارت جابجایی در محیط متخلخل در سال

هاي این کاربردها شامل سیستم. ستا هاي انرژي مورد توجه زیادي قرار گرفتهژئوفیزیکی و سیستم

هاي تشاف میدانژئوترمال، آنالیز آلودگی آب زیر زمینی، گرم کردن آب زمینی با فرورونده عمودي، اک

ماتریس، استفاده از مواد فیبري در عایق کاري - هاي حرارتی فشرده جامدنفتی و گازي، مبدل

گري سازي حبوبات و ریختهاي رادیواکتیو، ذخیرهها و تجهیزات، ذخیره مواد زائد هستهساختمان

، ]2[ 1ط نیلد و بیجناین موارد به صورت جزئی و گسترده، توس. هستند ...و  )استحکام آلیاژ(فلزات

و بیجن و ] 7[ 6، اینگهام و همکاران]6[ 5، وفایی]5[ 4، ناکایاما]4[ 3، پاپ و اینگهام]3[ 2اینگهام و پاپ

  .ستا مرور و مورد بحث قرار گرفته] 8[ 7همکاران

افقی و مایل در مجاورت محیط متخلخل از  ،حل مسئله جابجایی طبیعی بر روي سطوح عمودي

چند سهم سطوح مایل از  هر. است مسائل کلاسیکی است که مقالات زیادي را به خود اختصاص داده

حل عددي معادلات دیفرانسیل کامل براي جابجایی در یک از طرفی  .باشددو مورد دیگر کمتر می

راي مقادیر کوچک عدد رایلی، ب. خمینی مهم هستندهاي ت، و بنابراین حلبودهناحیه بی مرز هزینه بر 

هاي بزرگ، لایه مرزي حرارتی لییدر را باشند، این در حالی است کهمیهاي پرتوربیشن مناسب روش

سهم از بیشترین  دوم مورد. است و تحقیق تشکیل شده، و تئوري لایه مرزي روش آشکار براي بررسی

این بخش به سه قسمت کلی تقسیم شده است که به  .هددبخش را به خود اختصاص میاین  مطالب

طور جداگانه به بررسی کارهاي انجام شده در زمینه جابجایی آزاد بر سطوح عمودي، افقی و مایل 

  .پردازدمی

  
                                                        
1 Nield and Bejan 
2 Ingham and Pop 
3 Pop and Ingham 
4 Nakayama 
5 Vafai 
6 Ingham et al. 
7 Bejan et al. 
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  سطوح قائم 1- 3- 1

مسئله کلاسیک جابجایی آزاد بر روي سطح قائم در مجاورت محیط متخلخل توسط چنگ و 

ها دماي محیط را یکنواخت و دماي سطح را یک تابع توانی از فاصله از آن. ارائه شد] 9[ 1مینکوویکز

لبه پیشرو در نظر گرفتند، مسئله را به صورت تشابهی حل کرده و عباراتی را براي ضخامت لایه مرزي 

یر تر با تغیپس از حل فوق نویسندگان دیگر به حل مسائل پیچیده. و عدد ناسلت به دست آوردند

  .استها در زیر آمده شرایط سطح و نیز محیط متخلخل پرداختند که تعدادي از مقالات آن

مسئله فوق را در حالتی که شار جرمی عرضی نیز وجود داشت، به صورت تحلیلی ] 10[ 2چنگ

این مسئله در زمینه تزریق آب گرم . حل کرد و عبارتی براي ضخامت لایه مرزي گرمایی به دست آورد

  .خازن زمین گرمایی کاربرد دارددر م

کرد، توسط تغییر می xیک مطالعه بر روي مسئله گذرا در حالتی که دماي دیواره به صورت 

ها دریافتند که براي آن. انجام شد] 11[ 3اینگهام و برون  1 هیچ حلی براي معادلات لایه  2

ممکن نیست، و براي  مرزي ناپایدار  1 2 . شودمعادله دیفرانسیل حاکم بر جریان تکین می 1

براي    1 2 1   .رسدمی) به جاي روي مرز ( سرعت به مقدار ماکزیمم خود درون لایه مرزي  3

براي حالت  0 مسئله معادلات لایه مرزي ناپایدار را به صورت عددي ] 12[ 4هاك و مولیگان

ها نشان داد که در یک سیال دارسی عدد ناسلت محلی با زمان به نتایج آن. انتگرال گیري کردند

  .یابد تا به مقدار حالت پایدارش برسدصورت یکنواخت کاهش می

                                                        
1 Cheng and Minkowycz 
2 Cheng 
3 Ingham and Brown 
4 Haq and Mulligan 
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طح قائم غیر قابل نفوذ را که جریان لایه مرزي جابجایی طبیعی روي یک س] 13[ 1محمد و مرکین

هاي حل. شود، بررسی کردنداز حرارت آزاد شده توسط یک فرآیند شیمیایی بر روي سطح ناشی می

هاي فعال سازي بالا، تغییرات سریع محلی در دماي دیواره و واکنش ها نشان داد که انرژيعددي آن

  .دارد محلی با شدت بالا در فاصله کم از لبه پیشرو را به همراه

حل تشابهی را براي مسئله لایه مرزي جابجایی آزاد روي سطوح قائم و ] 14[ 2پوستلنیکو و پاپ

شد ها تولید حرارت داخلی به صورت نمایی محو میدر مسئله آن. افقی در محیط متخلخل ارائه دادند

هاي ها یک جهش را در پروفایلدر هر دو مورد حل آن. بود xو توزیع دماي دیواره متناسب با 

سرعت و دما براي  0 همچنین در حالت قائم مقدار عدد ناسلت بزرگتري را نسبت به . دادنشان می

  .حالت عدم حضور تولید حرارت محاسبه کردند

ي لایه مرزي جابجایی آزاد روي یک تاثیر شار جرمی عرضی بر رو] 15[ 3پوستلنیکو و همکاران

ها سرعت عرضی بر روي در مسئله آن. سطح قائم در حضور تولید حرارت داخلی را بررسی کردند

هستند، که براي دستیابی به حل تشابهی  xو  nxسطح و دماي دیواره به ترتیب متناسب با 

 n  1 این در حالی است که تولید حرارت داخلی را مانند پوستلنیکو و پاپ . در نظر گرفتند 2

ها نشان داد که به ازاي حل آن. در نظر گرفتند] 14[ 0  ) و ) دماي سطح یکنواخت 1 3  )

مقدار عدد ناسلت با افزایش پارامتر شار جرمی ابتدا افزایش یافته و ) شار حرارتی سطح یکنواخت 

این در حالی است که براي . یابدسپس به سمت یک مقدار ثابت کاهش می 1  مقدار ناسلت به

  .یابدطور یکنواخت با افزایش پارامتر شار جرمی افزایش می

تاثیر اتلاف ویسکوز روي گسترش جریان لایه مرزي از یک سطح قائم در ] 16[ 4و همکارانریس 

مینکوویکز - یک محیط متخلخل دارسی را بررسی کردند و دریافتند که جریان به تدریج از فرم چنگ

  .کندکلاسیک به فرم پروفایل اتلاف مجانبی که یک جریان موازي است، میل می

                                                        
1 Mahmood and Merkin 
2 Postelnicu and Pop 
3 Postelnicu et al. 
4 Rees et al. 
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به بررسی جریان لایه مرزي القا شده توسط یک سطح قائم، هنگامی که ] 17[ 1اندرو و همکارانش

ها فرض کردند که دامنه این آن. کند، پرداختندشتاب گرانش به صورت پریودیک با زمان تغییر می

نتایج حاصل از حل معادلات غیر تشابهی نشان . تغییرات با شتاب گرانش متوسط قابل مقایسه است

مده بی ثباتی شتاب گرانش بیشتر به ناحیه نزدیک لبه پیشرو محدود شده ودر نواحی داد که تاثیر ع

  .گردددورتر از لبه پیشرو ضعیف می

جابجایی آزاد از یک سطح قائم در یک محیط متخلخل در حالت عدم تعادل ] 18[ 2سعید و محمد

  .لعه کردندکرد، را مطاحرارتی، در حالی که دماي دیواره به صورت سینوسی تغییر می

به بررسی جابجایی طبیعی با حضور و عدم حضور تشعشع بر روي یک ] 19[ 3بدرودین و همکاران

ها دریافتند که براي یک سطح آن. کند، پرداختندسطح قائم که دماي آن به صورت توانی تغییر می

براي تغییر . یابددما ثابت عدد ناسلت محلی در نزدیکی لبه پیشرو به تندي با ارتفاع صفحه کاهش می

خطی دماي دیواره عدد ناسلت محلی نزدیک لبه پیشرو افزایش یافته و براي حالت شار ثابت عدد 

  .ماندارتفاع صفحه ثابت می% 90ناسلت براي 

به مطالعه تاثیر اتلاف ویسکوز روي جریان لایه مرزي جابجایی طبیعی ] 20[ 4مگیاري و ریس

ها شامل جریان رو به بالا بر مطالعه آن. وانی دماي دیواره پرداختنددارسی از یک سطح قائم با توزیع ت

ها دریافتند که اگر اتلاف آن. روي سطح داغ و جریان رو به پایین بر روي سطح سرد معطوف بود

ویسکوز قابل اغماض باشد، دو حالت از لحاظ فیزیکی هم ارز هستند، اما حرارت ایجاد شده توسط 

  .بردزي مذکور را از بین میاصطکاك ویسکوز هم ار

                                                        
1 Andrew et al. 
2 Saeid and Mohamad 
3 Badruddin et al. 
4 Magyari and Rees 
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تاثیر ترم تولید حرارت، در حالی که تابعی تحلیلی اما دلخواه از اختلاف ] 21[ 1مگیاري و همکاران

هاي لایه مرزي جابجایی آزاد پایدار از یک سطح قائم در محیط دماي محلی بود، را روي جریان

که وجود ترم تولید حرارت هم ارزي بین ها نشان داد مطالعات آن. متخلخل مورد بررسی قرار دادند

  .بردجریان رو به بالا بر روي سطح داغ و جریان رو به پایین بر روي سطح سرد را از بین می

تاثیر تغییر ویسکوزیته روي جابجایی آزاد یا ترکیبی غیر دارسی روي ] 22[ 2جاینتاي و کوماري

ها فرض کردند آن. ی را بررسی کردندیک سطح قائم در یک محیط متخلخل حاوي سیال غیر نیوتن

که ویسکوزیته سیال با معکوس دما متناسب است و پی بردند که براي مایعات، انتقال حرارت از حالت 

  .ویسکوزیته ثابت بیشتر است، در حالی که براي گازها عکس این رفتار را مشاهده کردند

یک سطح جامد در حالتی که تولید جریان لایه مرزي جابجایی طبیعی روي ] 23[ 3میلی و مرکین

کرد حرارت داخلی به صورت توانی با دماي محلی تغییر می ''' pq در مسئله . ، را حل کردند

با . ها دماي سطح در نزدیک لبه پیشرو بالاتر از دماي محیط و پس از آن در دماي محیط قرار داردآن

ته از لبه پیشرو به این نتیجه رسیدند که این جریان از تولید بررسی رفتار جریان سیال توسعه یاف

  .وابسته است pحرارت اولیه مستقل بوده، اما شدیداً به توان 

به بررسی مسئله قبل در حالتی که تغییرات قانون توانی در دما یا شار حرارتی ] 24[ 4مرکین

او این شرط مرزي را طوري تعیین کرد که مسئله به صورت تشابهی حل . دیواره وجود دارد، پرداخت

pدر حالتی که دماي دیواره معلوم بود، براي . شود  cpو  2 p اما در . هایی براي مسئله یافتحل

pحالت شار حرارتی معلوم تنها توانست براي     .مسئله را حل کند 2

                                                        
1 Magyari et al. 
2 Jayanthi and Kumari 
3 Mealey and Merkin 
4 Merkin 
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مینکویکز را براي مواد متخلخل بافت سلولی حل و تاثیر -مسئله چنگ] 25[ 1کازنتسو و نیلد

ها ترکیبی از هدایت، در مسئله آن. ی کردندهدایت وابسته به دماي ناشی از حرارت تشعشعی را بررس

  .جابجایی و تشعشع در نظر گرفته شده بود

  

  سطوح افقی  2- 3- 1

ی بالا روي سطح بالایی یک صفحه گرم یا سطح پایینی لبراي جریان جابجایی طبیعی در اعداد رای

براي مورد توزیع دماي دیواره به صورت ] 26[ 2یک صفحه سرد یک حل تشابهی توسط چنگ و چانگ

 قانون توانی x هاي لایه مرزي و عدد ناسلت به دست ها عباراتی را براي ضخامتآن. به دست آمد

ها را براي شیب دما بر روي دیواره نتایج آن 1-1جدول . آوردند  '  0ضخامت لایه مرزي ، 

دمایی  T  و ضخامت لایه مرزي سرعت m  به ازاي مقادیر انتخابی دهدنشان می.  

  

مقادیر . 1- 1جدول   '  0 ،T و ،m  براي مقادیر انتخابی  ) 26[چنگ و چانگ( [  

m  T    '  0    

4/6  0/5  8164/0  5/0  
4/5  5/4  099/1  0/1  
4/4  0/4  351/1  5/1  
8/3  7/3  571/1  0/2  

  

یک لایه مرزي جابجایی طبیعی روي سطح بالایی یک صفحه سرد، یا روي سطح  تشکیل توانمی

آنها . آنالیز شد ]27[ 3این موقعیت توسط کیمورا و همکاران. داشتانتظار پایینی یک صفحه گرم را 

( ل معادلات لایه مرزي را به صورت تخمینی به روش انتگرالی حل کردند، که نتایج عددي آنها در شک

  .آمده است ) 4- 1

                                                        
1 Kuznetsov and Nield 
2 Cheng and Chang 
3 Kimura et al. 
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  ] )27[کیمورا و همکاران ( عدد ناسلت بر حسب عدد رایلی براي جابجایی روي یک سطح سرد افقی . 4- 1شکل 

  

تاثیر حضور اینرسی روي جریان لایه مرزي جابجایی آزاد از یک سطح افقی ] 28[ 1حسین و ریس

ها حل آن. ، است را بررسی کردندnxدر حالی که دماي سطح یک تابع توانی از فاصله از لبه پیشرو، 

  :سه وضعیت جداگانه را تبیین کرد

1( /n 0 اینرسی بر جریان نزدیک لبه پیشرو حاکم بوده، اما از تاثیر آن در  در این حالت: 5

 .شودپایین دست جریان کاسته می

2( /n 0 هاي منتج به تاثیر نیروي اینرسی وابسته لایه مرزي حالت تشابهی داشته و پروفایل: 5

 .هستند

3( / n 0 5 تر از لبه پیشرو رشد کرده و ضخامت لایه مرزي بزرگتاثیرات اینرسی با فاصله : 2

 .شود که اینرسی وجود ندارداز حالتی می

                                                        
1 Hossain and Rees 
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تاثیرات ویسکوزیته متغیر روي جابجایی آزاد و ترکیبی از یک صفحه افقی، که ] 29[ 1کوماري

اثیر او این ت] 30[اي دیگر در مقاله. تحت شار متغیر قرار داشت، در یک محیط متخلخل را بررسی کرد

او لزجت سیال را تابع معکوسی از . را در یک محیط متخلخل اشباع غیر دارسی مورد مطالعه قرار داد

که انتقال حرارت در حالت ویسکوزیته متغیر نسبت به  دما در نظر گرفت و در هر دو محیط نشان داد

  .حالت ویسکوزیته ثابت در مورد مایعات بیشتر و در مورد گازها کمتر است

به مطالعه تاثیر نفوذپذیري متغیر، اینرسی و شار جرمی سطح روي ] 31[ 2و همکاران ایلیو

. اي جریان جابجایی طبیعی روي سطوح قابل نفوذ افقی در محیط متخلخل پرداختندناپایداري گردابه

ها از مدل فورچهیمر استفاده کرده و در ضمن تغییرات نفوذپذیري در نزدیکی سطح را با یک تابع آن

ضریب اینرسی شدت انتقال حرارت را کاهش داده و ) ها نشان داد که الفنتایج آن. مایی مدل کردندن

نفوذپذیري متغیر تمایل به افزایش شدت ) کند، باي بی ثبات میجریان را به سمت حالت گردابه

از یک  عدد ناسلت کمتر) تزریق ( در حالت دمیدن جریان ) انتقال حرارت و ایجاد گردابه دارد، ج

اي مستعد است، در حالی که تمایل سطح قابل نفوذ بوده و جریان بیشتر براي ناپایداري گردابه

  .شودمتضادي در حالت مکش مشاهده می

 4اي جریان لایه مرزي جابجایی طبیعی مگنوهیدرودینامیکناپایداري گردابه] 32[ 3جانگ و هسو

ها نشان داد که با نتایج آن. را بررسی کردنداز یک سطح افقی در محیط متخلخل با حضور تشعشع 

به علاوه تاثیر . یابدافزایش چگالی شار مغناطیسی یا کاهش تشعشع، شدت انتقال حرارت کاهش می

-کند، در حالی که تشعشع آن را پایدار میاي ناپایدار میمغناطیس، جریان را به سمت حالت گردابه

  .کند

                                                        
1 Kumari 
2 Elaiw et al. 
3 Jang and Hsu 
4 MHD 
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گرالی را براي بررسی ترکیب انتقال حرارت و جرم توسط یک روش انت] 33[ 1بنسود و جادهاو

nجابجایی طبیعی در طول یک سطح افقی با دما و غلظت 
wT T ax   وn

wC C bx   به کار

افزایش  nهاي دما و غلظت نزدیک سطح با توان ها نشان داد که میداننتیجه محاسبات آن. بستند

  .یابدمی

  

  سطوح مایل  3- 3- 1

یک توزیع توانی  جابجایی آزاد بر سطح مایل بامحاسبات عددي را براي ] 34[ 2جانگ و چانگ

هاي لایه مرزي ها دریافتند که با افزایش انحراف از حالت افق، ضخامتآن. دماي دیواره انجام دادند

  .یابدو شدت انتقال حرارت سطح افزایش می سرعت و دما کاهش یافته

را قادر ساخت تا همه موارد افقی، مایل و  ]35[ 3پاپ و نا ،استفاده از یک پارامتر انحراف جدید

ها جابجایی طبیعی از آن. عمودي را با یک دستگاه یگانه از معادلات لایه مرزي انتقالی توصیف کنند

ها تمام حل آن. ل با دماي ثابت را بررسی کردندیک سطح مایل هم دما در یک محیط متخلخ

  .داددرجه و نیز انحرافات منفی تا نقطه جدایش را پوشش می 90تا  0انحرافات مثبت از 
روي جریان القایی شناوري از یک سیال غیر قابل به مطاله تاثیر تشعشع  ]36[ 4حسین و پاپ

در یک  سطح. پرداختند دماي یکنواخت تراکم لزج چگال نوري در طول یک سطح تخت مایل گرم با

ها نشان نتایج عددي آن. کردند اعمالرا  5تخمین پخش روزلندقرار داشت و محیط متخلخل اشباع 

wداد که عدد ناسلت محلی با افزایش 
w

T
T




  و کاهشr
d

aR
T




 2 34
در )  تشعشع- پارامتر هدایت ( 

عدد بر مقدار  wو  dRیابد، در حالی که در هر مقدار معین، افزایش می) پارامتر شناوري (  یک 

  .شودافزوده می  ناسلت محلی با افزایش
                                                        
1 Bansod and Jadhav 
2 Jang and Chang 
3 Pop and Na 
4 Hossain and Pop 
5 Rosseland diffusion approximation 
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 ]38[ 2و تخار و همکاران] 37[ 1بندي دمایی توسط چمخاجابجایی مگنوهیدرودینامیک با لایه 

ن مغناطیسی عرضی غیر یکنواخت باعث افزایش انشان داد که حضور مید  ]37[ چمخا. مطالعه شد

در حالی که حضور تاثیرات  ،شوداي و عدد ناسلت محلی در طول صفحه میضریب اصطکاك پوسته

به بررسی  ]38[تخار و همکاران . را به همراه دارد کاهش این خصوصیات اینرسی محیط متخلخل

تزریق روي جابجایی طبیعی /هاي مکشسرمایش مقاطع معین از سطح یا شکاف/تاثیرات گرمایش

ها نشان آن. پرداختندمگنوهیدرودینامیک از یک صفحه مایل در محیط متخلخل با پروسیتی بالا 

انتقال حرارت ) کند، بهت انتقال حرارت تغییر میها سرد شود، جاگر سطح در شکاف) که الف دادند

  .یابدافزایش و با تزریق کاهش می اي با مکشو ضریب اصطکاك پوسته

مطالعات . آنالیز شد ]39[ 3تاثیرات شار جرمی عرضی و نفوذپذیري متغیر توسط ربادي و همدان

و علاوه بر آن، )  .لاتر استفرض کردند که نزدیک دیواره با (ها نشان داد که تغییر نفوذپذیري آن

هدایت محیط متخلخل باعث افزایش شدت انقال حرارت براي تزریق و کاهش شدت انتقال حرارت 

هاي سرعت، با افزایش تیز سرعت تاثیر نفوذپذیري متغیر روي پروفایل. شودبراي مکش سیال می

  .جریان نزدیک دیواره نسبت به شرایط نفوذپذیري یکنواخت مشخص شد

جریان انتقال حرارت جابجایی طبیعی از یک سطح مایل در یک محیط ] 40[ 4و همکارانلی 

ها نشان داد که ضخامت لایه مرزي نتایج عددي آن. متخلخل اشباع در حضور تشعشع را آنالیز کردند

تر همچنین با افزایش پارامتر شناوري و پارام. یابددمایی و سرعت با افزایش پارامتر تشعشع افزایش می

  .یابدتخلخل سرعت افزایش و دما کاهش می

  

  

  

                                                        
1 Chamkha 
2 Takhar et al. 
3 Rabadi and Hamdan 
4 Lee et al. 
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  معرفی پروژه و جایگاه آن 1-4

این پروژه در سه بخش به بررسی جریـان  . در ادامه تحقیقات فوق پروژه حاضر معرفی گردیده است

در بخـش اول جریـان لایـه    . پـردازد درون محیط متخلخل میبر روي سطوح انتقال حرارت  لایه مرزي

مرزي جابجایی طبیعی روي یک صفحه مایل دلخواه در یک محیط متخلخل اشباع در حالی که دمـاي  

بوزینسک -تخمین دارسی. گیرداز فاصله از لبه پیشرو است، مورد بررسی قرار می توانیدیواره یک تابع 

هاي انجام شـده در  از پروژه در ادامه پژوهش این بخش. ستبراي محاسبه نیروي شناوري لحاظ شده ا

در ایـن بخـش تـاثیر پـارامتر انحـراف بـر روي ضـریب        . مطرح شـده اسـت  ] 35[و ] 26[، ]9[مراجع 

هاي سرعت بی بعد و دماي بی بعـد مـورد بررسـی قـرار     اي و عد ناسلت و نیز پروفایلاصطکاك پوسته

-هاي تشابهی موجود مشاهده میحاصل و حل انگیزي از مقایسه حل عدديمطابقت شگفت.  گیردمی

زمینی، عایق  گرمایی، آنالیز آلودگی آب زیراین مسئله داراي کاربردهایی در سیستم انرژي زمین. گردد

  .ها، تولید کاغذ و منابع ذخیره نفتی استسازي ساختمان

روي سطوح عمودي  نامه به ارائه حل هاي تشابهی براي جریان لایه مرزيپایان در بخش دیگري از 

 تولید حرارت محلی متناسب با . شودو افقی در یک محیط متخلخل با تولید حرارت محلی پرداخته می

چنین فرمی یک تخمین غیر واقعی براي انتقال حرارت تابشی  یـا  . دماي بی بعد به صورت توانی است

مانند مقـالات کلاسـیک   . ]23[ براي حرارت تولید شده بوسیله یک واکنش شیمیایی حرارت زا نیست

کـه دمـاي صـفحه     شـود ، فـرض مـی  ]26[و چنـگ و چانـگ   ] 9[ارائه شده توسط چنگ و مینکوویکز 

  .یک ثابت است rفاصله در طول صفحه از لبه پیشرو و  xبوده که  rxمتناسب با 

جابجایی آزاد بر روي سطح مایل در حضـور تولیـد حـرارت    انتقال حرارت جریان لایه مرزي بررسی 

در کاربردهـاي گونـاگونی    تولید حـرارت داخلـی   .دهد، آخرین بخش پروژه حاضر را تشکیل میداخلی

مطالعات آتش و احتراق، و اي مصرف شده، ضایعات ناشی از سوخت هسته مانند آنالیز اطمینان راکتور،

حداقل به نظر نگارنده، تاثیر تولید حرارت داخلی بر جابجـایی   ].14[ ذخیره مواد رادیواکتیو مهم است

بنـابر تعریـف تـرم تولیـد     . طبیعی بر روي سطوح مایل تاکنون مورد توجه خاصـی قـرار نگرفتـه اسـت    
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بـه   اخلـی د، تولیـد گرمـاي   مسـئله اول در . شـود حرارت، دو مسئله در این بخش از پایان نامه حل می

این در حالی است که جابجایی آزاد بر روي صـفحات افقـی و عمـودي بـا      .کندصورت نمایی تغییر می

دوم با دمـاي   مسئلهتولید حرارت در  .حل شده است] 14[شرایط مسئله قبلا توسط پوستلنیکو و پاپ 

ش دوم حـل  آن در بخ ـ) سطوح قائم و افقـی  ( که حالات حدي  بی بعد به صورت توانی متناسب است

  .شودمی

در ادامه این فصل، به منظور آشنایی با معادلات حاکم بـر محـیط متخلخـل، در فصـل دوم تئـوري      

  .هاي متخلخل به صورت مختصر آورده شده استمحیط

  



 
 

  

  

  

  

2  

  هاي متخلخلتئوري محیط
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  1تخلخل 2-1

. هاي خالی معرفی شداي متشکل از یک قالب جامد با حفرهدر فصل قبل ماده متخلخل، ماده

گردد که توسط فضاي خالی یک ماده متخلخل به صورت بخشی از حجم ماده بیان می تخلخل، 

براي . است از حجم کل را اشغال نموده  -1 بنابراین در این محیط بخش جامد،. اشغال شده است

) ها به سطح کل بخش برش خورده نمونه یعنی نسبت سطح حفره( یک ماده همگن تخلخل سطحی 

در واقع . شوندبه صورت بالا، فضاهاي خالی به هم متصل فرض می با تعریف . خواهد بود برابر با 

اش کار داشته باشید که مقداري ازفضاهاي خالی آن با سایر فضاهاي خالیاي سروهنگامی که با ماده

به هم پیوسته نباشد، باید یک ضریب اثر تخلخل بصورت نسبت فضاهاي خالی به هم متصل، به کل 

 تجاوز 6/0براي یک محیط طبیعی به صورت معمول از   ضریب تخلخل. فضاهاي خالی معرفی شود

 4764/0تا  2595/0تواند در محدوده می براي بستري از ذرات کروي جامد با قطر ثابت، . کندنمی

در بسترهایی که از ذرات کروي با قطرهاي مختلف تشکیل شده باشد، یکسان نبودن . تغییر نماید

گردد، زیرا در این با ذرات یکسان میهاي کوچکتر نسبت به بسترهاي اندازه ذرات باعث ایجاد تخلخل

براي مواد ساخته . کنندحالت ذرات کوچکتر فضاي خالی ایجاد شده توسط ذرات بزرگتر را پر می

ضریب  1- 2جدول . نیز نزدیک شود 1تواند به مقدار می هاي فلزي دست انسان مانند اسفنج

  ].2[دهدمواد متخلخل متداول را نشان میتخلخل و برخی دیگر از خصوصیات 

  

  سرعت دارسی و معادله پیوستگی 2-2

همانطور که در مقدمه بیان شد، براي استخراج معادلات حاکم بر محیط متخلخل، یک مدل 

 mVحال در دستگاه مرجع دکارتی عنصر حجمی . گیردمورد استفاده قرار می r.e.vپیوسته بر اساس 

شود که این حجم به حد کافی نسبت اي در نظر گرفته میبه گونه)  شامل جامد و سیال ( از محیط 

                                                        
1 porosity 
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هاي حجمی معتبري به دست توان میانگیندر این شرایط می. باشد هاي میکروسکوپی بزرگبه حجم

w,v,u(v(با بردار  mVمیانگین سرعت سیال در سراسر . آورد  شودنشان داده می.  

  

  ]2[برخی از خصوصیات مواد متخلخل متداول . 1- 2جدول 
Surface per unit 
volume  1cm Permability K[ 2cm ] porosity  Material 

  910 104.4102      Agar-agar 
33 108.9107   910 101.2104.9    0.660.57   Black slate powder 

  910 102.2104.8    0.340.12   Brick  
5105.6    45.0  Catalyst(fischer – 

tropsch,granules only) 
  5101.1    cigarette  
    49.017.0   Cigarette filters 
    12.002.0   coal 

    1.0~ Concrete ( ordinary 
mixes) 

  79 102.3101      Concrete ( bituminous) 

  56 101.5103.3    34.009.0   Copper powder(hot 
compacted) 

  77 105.1102.4      Cork board 
770560     93.088.0   Fiberglass  

    45.0  Granular crushed rock 
    99.095.0   Hair ( on mammals ) 

  56 101.2108.3     Hair left 
44 101.6101.2   910 101.2109.5    59.056.0   leather 

  1011 104.5102    1.004.0   Limestone (dolomite) 
220150  67 101.8012    5.037.0   sand 

  12 85 10 3 10     38.008.0   Sandstone ("oil sand") 
    65.0  Silica grains 

33 108.9106.8   10 101.3 10 5.1 10    49.037.0   Silica powder 
  79 101.4102.9    54.043.0   Soil  

    43.036.0   Spherical packings( 
well shaken)  

4329   45 101103.8   76.068.0   Wire crimps 

  

هاي متفاوتی گرفته است مانند سرعت نفوذ، سرعت ظاهري، این کمیت توسط افراد مختلف نام

اگر میانگین سرعت سیال در . گرددکه در اینجا از سرعت دارسی استفاده می.... . سرعت دارسی و 
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Vالمانی از محیط متخلخل که تنها شامل سیال است، با 
  نمایش داده شود با استفاده از رابطه

v، 1فورچهیمر –دوپویت  V
 

اي مابین سرعت دارسی و سرعت میانگین درون المان توان رابطه، می

هاي معمول را به توان بحثشود میزمانی که پیوستگی بررسی می]. 2[سیال بدست آورد حجمی از

به عنوان مثال بقاي جرم یا . هاي معادلات دیفرانسیل قوانین بقا را به دست آوردکار برده و عبارت

  :گرددمعادله پیوستگی به صورت زیر بیان می

)2 -1(  .( ) 0f
f vt


 


 


   

  .باشدچگالی سیال می fکه در آن 

این معادله با توجه به یک حجم بنیادي از ماده و معادله نرخ افزایش جرم سیال در آن حجم، 

( )f
t




)، و شار خالص جرم به درون حجم کنترل،  )f v

  و توجه به این موضوع که ،  ازt

  .آیدمستقل است به دست می

  

  معادله مومنتوم 2-3

فعلا از . گیردهاي مختلفی از معادله مومنتوم در محیط متخلخل مورد بحث قرار میاکنون شکل

توان در مراحل میها را به راحتی نیروهاي حجمی مانند نیروي جاذبه صرف نظر شده، اما این ترم

  .بعدي اضافه نمود

  

  قانون دارسی  2-3-1

در تحقیقات بر روي جریان یک بعدي پایدار در یک محیط یکنواخت، تناسبی میان  2هنري دارسی

  ]:2[باشدسرعت سیال و اختلاف فشار اعمال شده به دست آورد که به صورت زیر می

                                                        
1 Dupuit-Forchheimer 
2 Henry Dracy 
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)2 -2(  K Pu
x


 


  

Pدر این معادله 
x




مستقل از  Kضریب . باشدویسکوزیته دینامیکی سیال می گرادیان فشار و  

بوده و نفوذ پذیري  L2به صورت  Kدیمانسیون . طبیعت سیال، اما وابسته به هندسه محیط است

. نامندبراي جریان تک فازي به اختصار آن را نفوذ پذیري می. شودنامیده می 1ویژه یا ذاتی محیط

براي شن  Kبه عنوان مثال مقدار ضریب . کندبراي مواد طبیعی در بازه وسیعی تغییر می Kمقدار 

. باشدمی m2با واحد  1110تا  1310و زغال سنگ  910تا  1210، ماسه تمیز 710تا  910تمیز 

  .آورده شده است 1-2نفوذ پذیري مواد متخلخل متداول در جدول 

  :شوددر حالت سه بعدي بصورت زیر نوشته می) 2- 2(معادله 

)2 -3(   1v K P  
  

که در این حالت  K در یک محیط همسانگرد . باشدیک تانسور درجه دوم میK  اسکالر بوده و

  :گرددبصورت زیر خلاصه می) 3- 2(بنابراین معادله 

)2 -4(  v
K

p  
  

  

  هاي ضریب نفوذپذیريمدل  2-3-2

اي رابطه Kدر واقع توسط هندسه ماده تعریف شود، باید بین پارامترهاي هندسی ماده و  Kاگر 

هاي ماده حفره 1995بیجن در سال . تحقیقات زیادي در این زمینه انجام شده است. برقرار باشد

در نظر گرفت و رابطه زیر را براي نفوذ پذیري  0rهاي موئین با شعاع متخلخل را به صورت لوله

  ]:2[پیشنهاد نمود

)2 -5(  
A
N

8
r

K
4
0

  

                                                        
1 intrinsic permeability 
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- اگر حفره. باشدمی Aهاي موئین در یک برش عرضی با سطح مقطع تعداد لوله Nاین رابطه  در

ها نیزدر نظر گرفته شوند و فاصله مابین ترك bهاي موئی به عرض اي از تركها به صورت توده

a b   :در نظر گرفته شود به رابطه زیر براي نفوذپذیري منجر خواهد شد  

)2 -6(  
)ba(12

bK
3


  

باشد با مدل کردن محیط متخلخل با بستري از ذرات معادله دیگري که داراي کاربرد بیشتري می

 1کازنی- این رابطه که به تئوري شعاع هیدرولیک کارمن. بدست آمده است pDکروي با قطر مؤثر 

  :کندمعروف است، نفوذ پذیري را به صورت زیر بیان می] 41[

)2 -7(  
2 3

2180(1 )
pDK






  

  :شودتوسط رابطه زیر محاسبه می pDکه 

)2 -8(  pp
0

2
ppp

0

3
p

2
p dD)D(hD/dD)D(hDD 



  

D(h(و  p   تابع چگالی براي توزیع قطرهاي متفـاوتpD  7-2(در معادلـه   180ثابـت  . باشـد مـی (

نتایج رضایت بخشی را بـراي محیطـی   کازنی -معادله کارمن. توسط تحقیقات تجربی بدست آمده است

ایـن  . دهـد که شامل ذرات کروي شکل بوده و قطر ذرات آن در یک رنج محـدود قـرار دارد، ارائـه مـی    

-کند، اختلاف اندازه ذرات زیـاد مـی  معادله براي مواردي که شکل ذرات از شکل کروي فاصله پیدا می

  .باشدهاي فشرده معتبر نمیشود و نیز محیط

  

  عه قانون دارسیتوس  2-4
در برخی از موارد نتایج حاصل از مدل . هاي متخلخل ارائه شددر بخش قبل مدل دارسی در محیط

هاي دیگري نیز در زمینه جریان دارسی از دقت کافی برخوردار نبوده، لذا براي رفع این نارسایی مدل

                                                        
1 Carman-Kozeny 
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ها به اجمال بیان معروفترین این مدلدر این قسمت دو نمونه از . اندهاي متخلخل ارائه شدهدر محیط

  .شودمی

    

  1معادله فورچهیمر 2-4-1

vنسبت به سرعت نفوذ ) 3- 2(معادله دارسی 
 باشد، البته تا زمانی که خطی میv

  به اندازه کافی

کمتر از یک  pReبه این معنا است که رینولدز جریان“ به اندازه کافی کوچک”در عمل . کوچک باشد

  .)بر مبناي قطر ذره یا یک منفذ الگو ( یا حداکثر یک باشد 

vبا افزایش 
 با افزایش باشد و گذار به درگ غیر خطی کاملا آرام میpRe هیچ  10تا  1در محدوده

جریان همچنان آرام باقی  pReبنابراین در این محدوده از . مرحله گذار ناگهانی به وجود نخواهد آمد

شود که نیروي درگ شکلی بر اساس موانع بلکه گذار از جریان آرام هنگامی ایجاد می. خواهد ماند

در این حالت . اي بر اساس اصطکاك باشدد در مسیر سیال، قابل مقایسه با نیروي درگ پوستهجام

  :بنابراین خواهیم داشت. اضافه شود) 3 –2(باید ترم دیگري به سمت راست معادله 

)2 -9(  Kv P b v v


   
   

  :شودبه صورت زیر تعریف میb در این رابطه 

)2 -10(  21/
F fb K c   

یمر و آخرین هرا معادله فورچ) 9-2(براي سادگی معادله  .به ضریب فورچهیمر معروف است Fcکه 

بایسـت یـک   مـی  Fcبر این تصور بـود کـه    ]42[ 2وارد .نامیمیمر میهجمله این معادله را جمله فورچ

با طبیعت محیط متخلخـل   Fcاما مشخص شده است که . باشد55/0ثابت جهانی با مقداري در حدود 

  .]2[برسد 1/0تواند به عنوان مثال براي فیبرهاي فلزي به کوچکی کند و میتغییر می

                                                        
1 Forchheimer’s Equation 
2 Ward 
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انند اثرات مهمـی روي مقـدار   تونشان دادند که دیوارهاي اطراف جریان می] 43[ 1بیورز و همکاران

Fc هایشان انطباق خوبی داشت ارائه دادندداشته باشند، سپس رابطه زیر را که با داده.  

)2 -11(  0.55 1 5.5F
e

dc
D

 
  

 
  

مربـوط   w و عرض hبا توجه به ارتفاع  eD. قطر معادل بستر است eDقطر ذرات کروي و  dکه 

  :گرددبه یک بستر بدین صورت تعریف می

)2 -12(  e
whD
w h




2  

ایـن اطلاعـات از   . نمـایش داده شـده اسـت    1-2گذار از رژیم دارسی به رژیم فورچهیمر در شـکل  

هـا  محور عـرض . به دست آمده است xدر جهت  v بررسی جریان ایزوترمال یک بعدي با سرعت نفوذ

K1 با مقیاس طولی kfضریب اصطکاك  K1ها متعلق به اعـداد رینولـدز بـر مبنـاي     و محور طول 2 2 

  .افتداتفاق می 10تا  1دهد که گذار در محدوده این شکل نشان می. باشدمی

  

  
 ]2[گذار از جریان دارسی به جریان فورچهیمر در جریان یک بعدي سیال ایزوترمال. 1- 2شکل 

  

  
                                                        
1 Beavers et al. 
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  1معادله برینکمن  2-4-2

است که معمولا به عنـوان بـرینکمن شـناخته    اي یک پیشنهاد دیگر در مقابل معادله دارسی معادله

  :هاي اینرسی این معادله به صورت زیر در خواهد آمدبا حذف ترم. شودمی

)2 -13(  v~v
K

P  2


  

حال دو ترم براي ویسکوزیته وجود دارد، ترم اول، ترم ویسکوزیته معمولی دارسی و دیگري هماننـد  

یـک ویسـکوزیته مـؤثر     ~ضـریب  . شـود ناویر استوکس ظاهر میترم لاپلاسینی است که در معادلات 

در مقـالات جدیـد بـه    . باشدرا برابر قرار داد که در حالت معمولی صحیح نمی ~و  است، برینکمن 

و ) نفوذ پذیري (  Kبرینکمن یک رابطه بین . گویندبسط برینکمن معادله دارسی می)  13-2(معادله 

 )با عنوان خودسازگاري، تنها براي وقتی که تخلخل به اندازه کافی بزرگ باشـد،  ) تخلخل/ 0 6 ،

  .بدست آورد

تـر  ه مومنتوم عمومی بکار بـرده شـود، وضـعیت پیچیـده    وقتی معادله برینکمن به عنوان تنها معادل

فشار ذاتی سیال است، بنابراین هر ترم در این معادله نماینـده یـک    P) 13-2(در معادله . خواهد شد

یک فرآیند میانگین گیري جزیی نشان خواهد داد که بـراي یـک   . باشدنیرو بر واحد حجم از سیال می

1تخلخل ایزو تروپیک محیط م T    باشد که میT     ضریبی است وابسته بـه هندسـه شـکل

وابسته  ~بنابراین . شودنامیده می 2که از روي پیچ و خم مسیر جریان تعریف شده و انحناي محیط

انجام شد، منجـر بـه معـادلات     3مطالعات جدیدي که توسط وفائی و همکارانش. به هندسه شکل است

  ]:2[کلی زیر گردید

)2 -14(  2
1/ 2

1 1 . 1 ( ) F f
f

f

cv v v P v v v v
t K K

  
    
                

        

                                                        
1 Brinkman’s Equation 
2 tortuosity 
3 Vafai et al. 
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0vبراي یک جریان غیر قابل تراکم   
   1و همچنین 1( )v v   

    1به . ( )v v  
   کاهش

  .               یابدمی

. ، استفاده شده اسـت )3 – 2(همانطور که در مقدمه آمد، در این پایان نامه از مدل دارسی، معادله 

  .دهدبه این دلیل که سرعت سیال کم است، این مدل نتایج مناسبی به دست می

  

  شرایط مرزي هیدرودینامیکی  2-5
yگیریم که خاص، شرایطی را در نظر میبراي حالت  0  توسط محیط متخلخل پر شده و بنابراین

با توجه به مختصات دکارتی  , ,x y z  درy 0 اگر مرز نفوذ ناپذیر باشـد، فـرض   . یک مرز وجود دارد

معمول این است که مؤلفه عمودي سرعت نفوذ  , ,v u v w
 صفر شود یعنی:  

)2 -15(  0
0

y
v


  

اگر از قانون دارسی استفاده شود، از آنجا که نسبت به مختصات مکانی از مرتبه اول مشتقات جزئی 

yهاي سرعت در بنابراین سایر مؤلفه. توان بکار بردباشد تنها یک شرط مرزي را میمی 0 تواننـد  می

  .مقادیر اختیاري داشته باشند، و لذا در مرز لغزش وجود دارد

اگر به جاي نفوذ ناپذیري مرز را آزاد در نظر بگیریم، شرط مناسب این است کـه فشـار را در طـول    

  :شوددر نتیجه با بکار بردن قانون دارسی براي سیال غیرقابل تراکم نتیجه می. مرز ثابت فرض کنیم

)2 -16(  
0

0
y

v
y







  

yشود که در این استنتاج از آنجا حاصل می 0،  فشار براي تمامیx ها وz ها ثابت بوده، بنابراین

P P
x z

 
 

 
uها داریم zها و x، و لذا براي همه 0 w 0 . پس درy 0 ،0u w

x z
 

 
 

و با توجـه   

  به معادله پیوستگی

)2 -17(  0u v w
x y z
  

  
  
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yکه براي  0  رسیممی) 16-2(صادق است، به شرط مرزي.  

حال شرایطی را در نظر بگیرید که محیط متخلخل در مجاورت سیالی تنها و یکسان با سیال اشباع 

، 2–2به صـورت نشـان داده شـده در شـکل      xکننده محیط بوده، و نیز جریان یک جهته در راستاي 

حالت بـا رابطـه تجربـی زیـر      شرایط مرزي مناسب در این 1طبق تحقیقات بیورز و جوزف. برقرار باشد

  ]:2[شودتعریف می

)2 -18(  )uu(
Ky

u
mf/

BJf 






21  

بدون بعد  BJکمیت . سرعت دارسی در محیط متخلخل است muسرعت سیال و  fuکه در آن 

و مستقل از ویسکوزیته سیال بوده اما به پارامترهاي ماده که ساختار ماده نفوذناپذیر را در ناحیه مرزي 

  .کند، وابسته استمشخص می

  
  پروفایل سرعت در داخل یک کانال پر شده از محیط متخلخل. 2- 2شکل 

  

  اثرات تغییر تخلخل 2-6
-ها تخلخل افزایش پیدا میناپذیر با نزدیک شدن به دیوارهدر یک بستر متخلخل با دیوارهاي نفوذ 

زیرا ذرات جامد به علت وجود دیواره قادر نخواهند بود که به میزان بقیه نقاط بستر متراکم . کند

                                                        
1 Beavers and Joseph 
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. کندآزمایشات نشان داده است که تخلخل با یک تابع میرا نسبت به فاصله از دیوار تغییر می. شوند

. در نزدیکی دیواره غیر قابل قبول خواهد بود r.e.vن گیري حجمی روي یک بنابراین نظریه میانگی

  :کندبه صورت زیر تغییر می تحقیقات اخیر نشان داده است که 

)2 -19(  1 exp( )
P

yC N
d

 
 

   
 

  

آزمایشـات  . باشـند هـاي تجربـی مـی   ثابـت  Nو  Cقطر ذرات و  Pdفاصله از دیوار،  yکه در آن 

C/ها، اند که مقادیر مناسب ثابتمشخص کرده 1 Nو  4  ، براي یـک محـیط متخلخـل بـا     6یا  5

/ 0    .باشدمی 4

  

  انتقال حرارت در محیط متخلخل 2-7

در . هاي قبل معادلات پیوستگی و مومنتوم در محیط متخلخل مورد بررسی قـرار گرفـت  در قسمت

ترین حالت که اثـرات نـاهمگن بـودن محـیط،     ابتدا ساده. شوداین قسمت به معادله انرژي پرداخته می

در ادامه با تأثیرات ایـن مـوارد بـه    . گردداست، بیان می تغییرات فشار و اثر لزجت در نظر گرفته نشده

  .شویمصورت مختصر آشنا می

  

  ترین حالت انتقال حرارتساده 2-7-1

شود که قانون اول ترمودینامیک در محـیط متخلخـل را   اي تمرکز میدر این قسمت بر روي معادله

رات تابشی، تلفات لزجی و کار انجام شده اي که ماده، ایزوتروپیک بوده و اثبا حالت ساده. کندبیان می

بـه طـور خلاصـه فـرض شـده کـه برابـري        . شودتوسط تغییرات فشار قابل چشم پوشی باشد، آغاز می

  بنابراین. حرارتی موضعی بین جامد و سیال وجود دارد

)2 -20(  TTT sf   
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همچنین فـرض شـده کـه هـدایت     . باشدبه ترتیب دماي فاز سیال و جامد می sTو  fTکه در آن 

بنابراین انتقال حرارت از یک فاز به . گیردحرارت بین فازهاي جامد و مایع به صورت موازي صورت می

  :با میانگین گیري بر روي یک حجم ماده براي فاز جامد خواهیم داشت. فاز دیگر وجود نخواهد داشت

)2 -21(           1 1 . 1s
s s ss

Tc k T q
t

   
       


   

  :و براي فاز سیال نیز به همین ترتیب خواهیم داشت

)2 -22(       f
p P f f f fff

T
c c v T k T q

t
    


      



    

ظرفیـت حرارتـی    cمربوط به فازهاي جامد و سـیال بـوده،    fو  sهاي در این معادلات زیرنویس

ضـریب هـدایت    kهمچنـین  . باشـند ظرفیت حرارتی ویژه سیال در فشـار ثابـت مـی    pcویژه جامد و 

qحرارتی و   انرژي تولید شده در واحد حجم هستند .  

است که تخلخل سطحی برابر بـا تخلخـل    فرض بر این بوده) 22-2(و ) 21-2(در نوشتن معادلات 

sبراي مثال، . هاي هدایت استاین مطلب وابسته به ترم. باشدمی sk T 
  شار حرارتی هدایت در جامد

بوده و بنابراین  . s sk T 
 

-2(در معادلـه  . باشـد نرخ خالص هدایت حرارتی در حجم واحد جامد می 

، معادله در عامل )21 1   که نسبت سطح پرشده توسط جامد به سطح کل در برش عرضـی مـی-

زیرا این عامل نسبت حجم پر شده توسط فاز جامد به حجم کل را نیـز نشـان   . باشد، ضرب شده است

هاي جابجایی مربوط به سرعت نفوذ ترم همچنین نشان داده شده است که) 22-2(در معادله . دهدمی

.قابل تشخیص است که . باشندمی fV T
  نرخ تغییرات دمایی در حجم مورد بررسی، به علت جابجایی

سیال داخل آن بوده و بنابراین حاصلضرب این ترم در p f
c  نرخ انرژي حرارتی بر واحد حجم سیال

از رابطـه  ) 22-2(همچنین به این نکته توجه شـود کـه در نوشـتن معادلـه     . باشدبه علت جابجایی می

vدوپویت فورچهیمر  V
 استفاده شده است.  

TTTبا جایگذاري  sf   شودینتیجه م) 22-2(و ) 21-2(و جمع دو معادله:  
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)2 -23(      ( )m mm f

Tc c v T k T q
t

        


    

)2 -24(         1
m s f

c c c        

)2 -25(   1m s fk k k     

)2 -26(   1m s fq q q       

  

  ضریب هدایت حرارتی کلی یک محیط متخلخل 2-7-2

بطور معمول هدایت حرارتی کلی از یک محیط متخلخل بستگی به پیچیدگی شکل هندسـی مـاده   

اگر هدایت حرارتی در فازهاي جامد و سیال به صورت موازي اتفاق بیفتد، هدایت حرارتـی کلـی   . دارد

Ak  برابر میانگین حسابی وزنیsk  وfk خواهد بود، یعنی:  

)2 -27(   1A s fk k k     

در حالت دیگر اگر ساختار محیط متخلخل به صورتی باشد که هدایت حرارتی در دو فاز به صـورت  

سري انجام شود، یعنی تمام شار حرارت از هر دو فاز سیال و جامد عبور کنـد، هـدایت حرارتـی کلـی     

  :خواهد بود، یعنی fkو  skهمساز وزنی  میانگین

)2 -28(  1 1

H s fk k k
 

   

. کنندرا مشخص می mkمرزهاي بالایی و پائینی هدایت حرارتی واقعی  Hkو  Akدر حالت عمومی 

کـه میـانگین هندسـی     Gkتواند می mkهاي ویژه یک تخمین براي علاوه بر فرضیات فوق براي حالت

  :این تقریببر اساس . است، نیز مورد استفاده قرار گیرد fkو  skوزنی 

)2 -29(  G s fk k k  1  

  .خیلی با یکدیگر فاصله نداشته باشد fkو  skاین تقریب زمانی مناسب است که میزان 
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  اثر تغییر فشار، اتلاف اصطکاکی و در نظر نگرفتن تعادل دمایی محلی 2-7-3

ترین حالت معادله زیر به عنوان معادلـه انـرژي برقـرار    آمد در ساده 1-7-2قسمت همانطور که در 

  :است

)2 -23(      ( )m mm f

Tc c v T k T q
t

 
       


    

اگر اثرات تغییر فشار ناچیز نباشد ترم  T P t v P    
    2(را باید به سمت چـپ معادلـه-

  :شودضریب انبساط حجمی حرارتی است و به صورت زیر تعریف می که . اضافه نمود) 23

)2 -30(  1
PT




     
  

اگر  / p fg c L 1که غالباً در . باشد، آنگاه اتلاف اصطکاکی قابل صرف نظر کردن می

سمت راست در غیر این صورت باید ترم دیگري به . جابجایی طبیعی چنین شرایطی برقرار است

 مطرح شد 1982در سال 1پالنشه- این موضوع اولین بار توسط انی و سانچز. اضافه شود) 23- 2(معادله 

) همسانگرد ( اگر مدل جریان دارسی در نظر گرفته شود در حالت محیط ایزوتروپیک ]. 2[

( )K v v 
   و در حالت محیط غیر ایزوتروپیک  .v K v 

 1 ترم اتلاف مورد نظر خواهد بود.   

خاطر نشان کرد که آنالیز ابعادي، شامل مقایسه بزرگـی تـرم اتـلاف اصـطکاکی و تـرم      ] 44[ 2نیلد

Nدهد در صورتی که پخش حرارت، نشان می 1 که در این رابطـه  . باشد ترم اتلاف ناچیز استN 

  :شودبه صورت زیر تعریف می

)2 -31(  2 2 / ( ) /p mN U L Kc k T Br Da    

  است و به صورت 3، عدد برینکمنBrکه 

)2 -32(  2 / p mBr U c k T   

                                                        
1 Ene and Sanchez-Palencia 
2 Nield 
3 Brinkman number 
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K/ها عدد دارسی در اغلب موقعیت. شودتعریف می  L2    کوچک است، بنابراین اتـلاف ویسـکوزیته

،  Uبراي جابجایی اجباري انتخاب سرعت مشخصـه،  . حتی در اعداد برینکمن نسبتا کم نیز مهم است

در مـــورد جابجـــایی طبیعـــی آنـــالیز ابعـــادي بـــه قـــرار دادن ســـرعت مشخصـــه . آســـان اســـت
/~ ( / )m pU k c L Ra 1 در ایـن حالـت اتـلاف ویسـکوزیته زمـانی نـاچیز اسـت کـه          .شـود منجر می 2

Ge 1 باشد .Geاست که به صورت  1، عدد گبهارتpc/LgGe  ایـن موضـوع   . شـود تعریف می

. اعتبار نـدارد  دهد،زمانی که جابجایی طبیعی در محفظه متخلخل با گرمایش یکنواخت جانبی رخ می

در این حالت انرژي جنبشی کلی آزاد شده توسط نیروي شناوري صفر است و اتلاف اصطکاکی بـا کـار   

Lckابعاد سرعت مشخصه به صورت . شودفشار بالانس می pm   بوده و نسبت اتلاف اصطکاکی به ترم

Pr/Ecهدایت از مرتبه  Da  بوده که( / ) /m p pEc k c L c T 2 باشدمی 2عدد اکرت.  

p/، 3موارد بالا در مورد جابجایی اجباري با این فـرض ذکـر شـد کـه عـدد پکلـت       mPe c UL k 

بزرگ باشد، نسبت بزرگـی اتـلاف اصـطکاکی و تـرم انتقـال جابجـایی از مرتبـه         Peاگر . بزرگ نباشد

/ ReEc Da باشد که رینولدز به صورت می /ULRe گرددتعریف می.  

ي دیگري که در محیط متخلخل وجود دارد در نظر گرفتن انتقال حرارت بین فاز جامد و مایع ایده

جامـد و مـایع بـه    مربوط به فاز ) 22-2(و ) 21-2(با در نظر گرفتن این انتقال حرارت معادلات . است

  :صورت زیر در خواهند آمد

)2 -33(             1 1 . 1s
s s s f ss

Tc k T q h T T
t

   
         


   

)2 -34(         f
p P f f f f s fff

T
c c v T k T q h T T

t
    


       



    

خاطر نشان کرد که معادلات بالا بر اسـاس یـک فرضـیه ضـمنی کـه مقاومـت        2002نیلد در سال

hدر ایـن روابـط  ]. 2[ گیرد، استوار اسـت حرارتی فازهاي سیال و جامد را به صورت سري در نظر می  

مهمترین جنبه استفاده از این معادلات در تعیین مقـدار مناسـب   . ضریب انتقال حرارت جابجایی است
                                                        
1 Gebhart number 
2 Eckert number 
3 Peclet number 
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h مقادیر تجربی . نهفته استh ط پولائیـو و  هـاي غیـر مسـتقیم بـراي مثـال توس ـ     با استفاده از روش

بر اساس رابطه بـه دسـت آمـده توسـط دیکسـون و      . بدست آمده است 1996در سال] 45[ 1همکاران

  ]:2[ شودلی از ذرات به صورت زیر تعریف میخاین ضریب براي بستر متخل ،2کرسول

)2 -35(   hah fs  

  :آیدسطح مخصوص، سطح در واحد حجم، بوده و از رابطه زیر به دست می fsa که در این رابطه

)2 -36(  6(1 ) /fs pa d   

  :نیز بدین صورت است hو

)2 -37(  1 p p

fs f s

d d
h Nu k k    

قطر ذره، و براي بستري از ذرات کروي  pdکه  10 عـدد ناسـلت مـایع بـه جامـد،      . خواهد بود

fsNu با رابطه اصلاح شـده هنـدلی و   )رینولدز بر اساس قطر ذره (  100، براي رینولدزهاي بیشتر از ،

  ]:2[ گرددبیان می 3هگز

)2 -38(  1/ 3 2/ 3( 0.255 / ) Refs pNu Pr  

بعضـی از محققـان نیـز یـک رابطـه      . متغیر است 4/12و  1/0بین  pRe ،fsNuبراي مقادیر پایین 

  ].2[ انددر نظر گرفته fsaو  hتناوبی بین 

  

                                                        
1 Polyaev et al. 
2 Dixon and Cresswell 
3 Handley and Heggs 



 
 

  

 

  

  

3  

  هاي عدديروش
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  مقدمه 3-1

معادلات مربوط به جریان لایه مرزي جریان طبیعی بر روي سطوح مایل، همانطور که بعدا مشاهده 

یک روش کاملا . شود، به صورت دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی سهموي و غیر خطی هستندمی

. ردگیبوده، که در این فصل مورد بررسی قرار می 1اي کلرکارا براي حل این گونه معادلات روش جعبه

-تر براي حل معادلات جزئی سهموي محسوب میکه روشی ساده ٢نیکولسون-اما ابتدا روش کرنک

  .شودگردد، با ذکر یک مثال به اجمال توضیح داده می

از طرفی معادلات حاکم بر لایه مرزي جریان آزاد بر روي صفحات عمودي و افقی به ترتیب معادله 

-حل می 4کوتا-و به کمک روش رانج 3که به روش پرتابی و دستگاه معادلات با شرایط مرزي بوده

  .شودبه همین دلیل در ادامه فصل به تشریح این روش هم پرداخته می. گردند

  

  نیکولسون-روش عددي کرنک 3-2

هاي روش. نیکولسون روشی ضمنی براي حل معادلات دیفرانسیل جزئی سهموي است-کرنک

هاي زمانی اجازه استفاده از گام ،هیچ شرطی پایدار بوده هاي صریح، بدونضمنی در مقایسه با روش

در این بخش، این روش با حل معادله زیر توضیح  .تر هستندو لذا با صرفه ساختهتر را امکانپذیر بزرگ

  .شودداده می

)3 -1(  
 

2

2

2 0 / 20 :
. : . : 0 :

2 1 / 2:
l

r

T T
t x

x x Lat x T T
BC I C at t T

x L x Lat x L T T


 


 

           

  

                                                        
1 Keller’s Box Method 
2 Crank-Nicolson 
3 Shooting method 
4 Runge-Kutta 
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2کند، که استفاده می 1- 3این روش از شبکه بندي نشان داده شده در شکل 

2

x
T


  در 1 / 2 ,n

it x 

1ntو زمان جاري  ntبا متوسط گیري آن در زمان قبل    .آیدبه دست می  

)3 -2(   
12 2 2

1/ 2
2 2 2,

2

n n
n

i
i i

T T Tt x
x x x





      
            

  

Tاز طرفی 
t




  .شودنوشته می زیر نیز به فرم دیفرانسیلی 

)3 -3(   
1

1/ 2 ,
n n

n i i
i

T TT t x
t t


 


 

  

  
تواند غیر می tیکنواخت است، اما  x. نیکولسون-شبکه بندي تفاضل محدود براي روش کرنک. 1- 3شکل 

  .یکنواخت باشد
  

تر تخمین کلی اما ،رداستفاده کفوق  تخمین تفاضل محدود از باید )1- 3(قبل از حل معادله 

  :دود این معادله به صورت زیر استتفاضل مح

)3 -4(   
11 2 2

2 21
n nn n

i i

i i

T T T T
t x x

  
       

             
  

 که در عمل 0 1 .  ، فرم صریح 0 1 ، و  نیکولسون- کرنکروش  2  یک روش  1

معادلات تحت هر شرایطی براي . دهدتفاضل پسرو کاملا ضمنی را نمایش می 1 2 پایدار و  1

همگرا هستند، اما براي  0 1 2  
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)3 -5(   2
1

2 1 2
t
x







 
  

براي  1   :توان به صورت زیر نوشترا می) 1- 3(معادله  2

     1 1 1 1
1 1 1 12

1 1 2 2
2

n n n n n n n n
i i i i i i i iT T T T T T T T

t x
   

   
         

  

  یا به صورت

)3 -6(  1 1 1
1 1 , 1 1n n n

i i i i i i ia T bT cT r i I  
        

  که

)3 -7(  
 

 1 1

2

1, 2 , 1

2 , 1 1,

2

i i i

n n n n
i i i i i

a b c

r T T T T i I

x
t








 

    

       






  

1nTاست، نه  nTتنها شامل مقادیر  irتوجه کنید که   . 0درi   وi I  1، شرایط مرزي
0
nT   و

1n
IT
  به عنوان یک نتیجه براي . داده شده است) 1- 3(توسط رابطهi 1  وi I 1  به ) 6- 3(معادله

  .شودصورت زیر نوشته می

1  )الف- 8- 3( 1 1
1 1 1 2 1 1 0 1 , 1n n nb T c T r a T r for i         

  و

1  )ب- 8- 3( 1 1
1 2 1 1 1 1 1 , 1n n n

I I I I I I I Ia T b T r c T r for i I   
             

x از اوردرخطاها در این روش  t 2 به  tراي اهداف پایداري نیازي نیست که هستند، اما ب 2

x و دقت مرتبه دوم با  بودهروش تحت هر شرایطی پایدار . وابسته باشدx هاي مساوي حاصل

  .شودمی

  .شوند، به صورت زیر نوشته می)8- 3(و ) 6-3(در روش برداري معادلات 

)3 -9(   A T r
   

Iکه بردارها  1 عضوي هستند.  
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)3 -10(  

1 1

2 2

2 2

1 1

I I

I I

T r
T r

T r
T r
T r



 


 

  
  
  
   
  
  
     

 
   

 و ماتریس A  با اوردرI 1 هاي روي سه قطر صفر هستند هاي آن به جز مؤلفهکه تمام مؤلفه) 

  :عبارتست از) . شودنامیده می 1ماتریس سه قطري

)3 -11(   

1 1

2 2 2

2 2 2

1 1

0

. . .
. . .

0
I I I

I I

b c
a b c

A

a b c
a b

  

 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

  

  .حل کرد 2توان با استفاده از الگوریتم توماسمعادله فوق را می

  

  الگوریتم توماس 3-3

براي . رودها سه قطري است به کار میهایی که ماتریس ضرایب آناین الگوریتم براي حل دستگاه

  :داریم 3رویشروبیدن پ اصطلاحه مثال در حل معادله فوق با روش ب

)3 -12(  

1 1 1 1

1

1

1

,

, 2,3,..., 1

i
i

i

i i i i

i i i i

b s r
am

b mc i I
s r m s














 



   

 

  

  :داریم 4در روبیدن پسرو

                                                        
1 tridiagonal matrix 
2 Thomas algorithm 
3 forward sweep 
4 Backward sweep 
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)3 -12(  
1

1 1 11
1

1

, , 2, 3,...,1
n

n n i i iI
I i

I i

s cTsT T i I I
 


  





      

نیکولسون حل شده و نتایج با جواب تحلیلی - هاي زیر به روش کرنکحال مسئله فوق با ورودي

  .گرددمقایسه می

1
1

0
0.1
0.01

0.1

l r

L

T T
x
t
total time




 

 
 



  

با توجه به شرایط مرزي و . دهدهاي مختلف نشان میرا در زمان) 1- 3(معادله حل  2-3شکل 

x/رفت جواب حاصل نسبت به اولیه، انتظار می 0 نیز  3-3شکل . متقارن باشد، که چنین است 5

  .داي دارنیکولسون با حل تحلیلی تطابق قابل ملاحظه- دهد که حل حاصل از روش کرنکنشان می

  

به روش ) 1-3(معادله نتایج حاصل از حل . 2- 3شکل 
  نیکولسون-کرنک

مقایسه نتایج حاصل از حل عددي و حل . 3- 3شکل 
x/در ) 1- 3(تحلیلی معادله  0 5  
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  اي کلرروش جعبه 3-4

معادلات یک روش ضمنی بوده و داراي مشخصات زیادي است که آن را براي حل همه روش کلر 

  :خصوصیات اصلی روش عبارتند از. سازددیفرانسیل جزئی سهموي مناسب می

 نیکولسون است- محاسبات آن براي حل کردن کمی بیشتر از روش کرنک. 

  داراي دقتی از مرتبه دوم باx  وt  است)  غیر یکنواخت (دلخواه. 

 ت سریع به اجازه تغییراt دهدرا می. 

 سازدبرنامه نویسی حل تعداد زیادي از معادلات کوپل شده را آسان می. 

  :حل یک معادله با این روش نیازمند انجام مراحل زیر است

 .معادله یا معادلات را به یک سیستم مرتبه اول کاهش دهید .1

 .تفاضلات مرکزي بنویسیدمعادلات دیفرانسیلی را با استفاده از  .2

و آن ها را در )  اگر غیر خطی هستند (معادلات جبري حاصل را به صورت خطی درآورید  .3

 .بردار بنویسید - فرم ماتریس

 .حل کنید 1سیستم خطی را با روش حذف سه قطري بلوکی .4

شکل نحوه مش بندي مسئله در این روش مطابق . شودبه روش کلر حل می) 1-3(در ادامه معادله 

  .است 4- 3

هایی از یک دستگاه معادلات آن را در ترممطابق گام اول باید ابتدا  )1- 3(براي حل معادله 

  .کرددیفرانسیل مرتبه اول بیان 

T'  )الف- 13- 3( T p
x


 


  

                                                        
1 block-tridiagonal-elimination method 
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در اینجا . توانند غیر یکنواخت باشندمی hو  k. اي کلرشبکه تفاضل محدود براي روش جعبه. 4- 3شکل 
 1/ 2 11 / 2n n nt t t    و 1/ 2 11 / 2j j jx x x    

  

  :شودبه صورت زیر نوشته می) 1- 3(و معادله 

p'1  )ب- 13- 3( Tp
x t
 

 
 

  

رم تفاضل محدود معادله دیفرانسیل ف در گام دوم .دهندمی را نمایش x ها مشتق نسبت بهپرایم

براي نقطه میانی ) الف- 13- 3( 1/ 2,n jt x  1 از قطعه 2PP  و فرم تفاضل محدود معادله دیفرانسیل

براي نقطه میانی ) ب- 13- 3( ايپاره 1 / 2
1/ 2,n

jt x
 1 مربع 2 3 4PPPP در نتیجه. شودنوشته می:  

1  )الف- 14- 3( 1
1/ 22

n n n n
j j j j n

j
j

T T p p
p

h
 



 
   

  )ب- 14- 3(
1 1 1

1 1 1/ 2 1/ 21 1
2

n n n n n n
j j j j j j

j j n

p p p p T T
h h k

  
      
   

 
  

  :به فرم زیر نوشت را هاتوان آنبا بازآرایی معادلات فوق می

  )الف- 15- 3( 1 1 0
2
jn n n n

j j j j

h
T T p p      
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  )ب- 15- 3(        1
1 2 1 3 1 1/ 2

n n n n n
j j j j jj j j

s p s p s T T R 
       

  در اینجا

  )الف- 16- 3(     1 2 31 , 1 , jj j j
s s s       

1  )ب- 16- 3( 1 1 1
1/ 2 1/ 2 12n n n n

j j j j jR T p p   
       

1  )ج- 16- 3( j
j

n

h
k




  

,براي ) 15- 3(معادلات  ,...,j J 1 2 jدر . شوندحل می 1 0  وj J داریم:  

)3 -17(  0 ,l J rT T T T   

توان دستگاه معادلات را در فرم و شرایط مرزي مربوطه خطی هستند، می) 14- 3(چون معادلات 

  .برداري زیر نوشت - ماتریس

)3 -18(      A r   

  که

  )الف- 19- 3( 

   
     

     
   

0 0

1 1 1

1 1 1

. . .

. . .
j j j

J J J

J J

A C
B A C

B A CA

B A C
B A

  

 
 
 
 
 

            
 
 
 
 
  
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  )ب- 19- 3(   

0 0

1 1

1 1

. .
,

. .
j j

J J

J J

r

r

r r

r

r





 




 

   
   
   
   
   
    
   
   
   
   
   
   

 

 

 

 

 

  

  و

  )الف- 20- 3(
 
 
1

2

,j j
j j

j j

rT
r

p r


  
   
     

  

  :شوندکه به صورت زیر تعریف می بوده 2×2هاي ماتریس jCو  jA ،jB که

  )ب- 20- 3(

 
   

 
       

3 1

0
1 1

3 23 1

1

1 0
, , 1 1

1 12 2

, , 1
1 0 0 0

0 0
, 0 1

1
2

j j

j
j

j jJ J
J j

j
j

s s
A A j J

h h

s ss s
A B j J

C j J
h





  
  
                    
  

               
 
 
         

  

  

  .آیدمقادیر زیر به دست می) 15-3(معادلات با توجه به ) الف- 20- 3(همچنین در معادله 

)3 -21(  
   
   

1
1 1 1/ 20

2 2

, , 1

0 , 0 1,

n
l jj

rj J

r T r R j J

r j J r T


   

    
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  روش حذف سه قطري بلوکی 3-5

و هر عضو ماتریس  ها سه قطري استهایی که ماتریس ضرایب آناین الگوریتم براي حل دستگاه

با روبیدن پیشرو ) 18- 3(براي حل معادله . رودبه کار می نیز از یک ماتریس مربعی تشکیل شده،

  :داریم

)3 -22(  

       

 

1 1
0 0 0 0 0 0

1

1

1

1 1

1

,

, 1,2,.., 1

, 1,2,.., 1

New

New New

New New

New

j j j j jNew New

j j j j j j jNew

J J J J

C A C r A r

C A B C C j J

r A B C r B r j J

r r B r

 







 



 

                       

                       

 

 

  

  

  

  :در روبیدن پسرو داریمحال 

)3 -22(       1

1

1 , 1, 2,...,0
New

New

J J J J JNew

j j j jNew

A B C r

r C j J J



 







   
      

 

    

با روش  3- 3را به ازاي مقادیر معلوم داده شده در قسمت ) 1- 3(حل حاصل از معادله  5- 3شکل 

نیکولسون، -هاي کرنکاین معادله را که از روشهاي نیز حل 6- 3شکل . دهداي کلر نمایش میجعبه

x/اي کلر و تحلیلی در جعبه 0 همانطور که از این شکل . کنداند با هم مقایسه میبه دست آمده 5

براي آشنایی بیشتر با این روش . پیداست حل حاصل از روش کلر مطابقت بیشتري با حل تحلیلی دارد

  .را ببینید] 47[و ] 46[مراجع 
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به روش ) 1-3(نتایج حاصل از حل معادله . 5- 3شکل 
  کلر

-هاي کرنکحاصل از روش مقایسه نتایج. 6- 3شکل 
x/ در) 1-3(نیکولسون و کلر و حل تحلیلی معادله  0 5  

  

  استفاده از روش پرتابی در حل یک معادله مقدار مرزي 3-6

  .شوداز معادله زیر استفاده میبراي توضیح این روش 

)3 -23(  
 

 
 

" ' ,

0
. :

'

y y y f x y

y
BC

y L





  

 




  

  .براي حل معادله فوق ابتدا باید آن را به یک سیستم از معادلات مرتبه اول کاهش داد

)3 -24(  
 

 
 

'
' ,

0
. :

y z
z z y f x y

y
BC

z L






   

 




  

 مورد نیاز دیگر هاي گام به گام یک شرط اولیهبه کمک روش) 24- 3(پس براي حل معادلات 

لذا شرط اولیه . است z 0 هاي گام به گام حدس زده شده و دستگاه معادلات زیر به یکی از روش

  .گرددحل می
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)3 -25(  
 

 
 

'
' ,

0
. :

0

y z
z z y f x y

y
BC

z






   

 




  

براي  يبا حل معادلات فوق مقدار   'z L y L آید که با مقدار شرط مرزي داده به دست می

xلذا حدسی دیگر در نقطه . متفاوت است) 23- 3(شده در معادله  0  برايz  اما . باشدمینیاز

 ،ها سیتماتیک باشندهاي موجود براي اینکه این حدسمبناي حدس بعدي چیست؟ یکی از روش

  .کنندرا  به صورت زیر تعریف می تیلور است، بدین گونه که تابع  استفاده از بسط

)3 -26(     ,z L      

پس بسط تیلور آن را برابر صفر . صفر باشد باید مقدار تابع  ،همانطور که از رابطه بالا پیداست

  .قطه پایانی برابر با شرط مرزي گردددر ن zکه مقدار  گیرد صورت ايبه گونه تصحیح  تا دادهقرار 

)3 -27(  
   

   
 

0
0

,
,

z L
z L




     



   


 
 

 


     




    

 
 



  

  :و در نهایت فرم تصحیح به صورت زیر است

)3 -28(  , 0 1New Old          

که شرط مرزي  یابدمیحل تا آنجا ادامه  'y L  ارضا شود.  

حل  7- 3شکل در  .درنظر بگیرید ، را)29- 3(معادله  ،له حاکم بر خیز یک تیرادبه عنوان مثال مع

گردد همانطور که مشاهده می. است مقایسه شدهدو روش پرتابی و تفاضل مرکزي  این معادله به

  .وجود داردمطابقت شگفت انگیزي بین دو حل 
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)3 -29(  

2

2 0.2* 0.

(0 ) 0
. .:

( 1) 0

d y Cosy
dx

y
BC dy x

dx

 





 

  

  

  
  هاي پرتابی و تفاضل مرکزيبه روش) 27-3(مقایسه حل معادله . 7- 3شکل 

  

  استفاده از روش پرتابی در حل دستگاه معادلات مقدار مرزي 3-7

. گرددتشریح میدر این قسمت حالت کلی روش پرتابی، که در حل دستگاه معادلات کاربرد دارد، 

  .دستگاه معادلات زیر را در نظر بگیرید

)3 -30(  
 

 
 

1 2 0

0 ,0

,

, , , , , , 1,2, ,

, 1,2, ,
. .:

, 1, 2, ,

j
j N f

j j

j f j f

dy
f x y y y x x x j N

dx
y x y j r

BC
y x y j r r N

   

  


   

 





  

اگر  n r هاي توان دستگاه را با یکی از روشمی ،که وجود ندارند، حدس زده شود شرط مرزي

  :پس. حل کرد) گام به گام(پیشرو 
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)3 -31(   0 , 1, 2, ,j jy x j r r N      

دستگاه حل شده و ) 30- 3(ستفاده از این شرایط اولیه و شرایط اولیه داده شده در معادله ا با

بنابراین مقادیري براي   , , , ,j fy x j r r N  1 2 آید که مسلما با مقادیر داده به دست می

، هاي بعدي را سیستماتیک کرداین بار براي اینکه بتوان حدس. متفاوت است) 30-3(شده در معادله 

  :گردداستفاده از ماتریس ژاکوبین پیشنهاد می

)3 -32(   

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

,

f

r r r

r r N

r r r

r r N
f

N N N

r r N x

y y y

y y y

J x

y y y

  

  


  

  

 

  

 

 

   
    
   
         
 
 
   
 
   





   



  

  .آیداز آنجا بردار تغییرات حدس اولیه از رابطه زیر به دست می

  )الف- 33- 3(  1
,fJ x y  


    

    

  )ب- 33- 3(

 
 

 

1 1,

2 2,

,

,

,

,

r f r f

r f r f

N f N f

y x y

y x y
y

y x y








 

 

 
 
 

   
 
 

  




  

  .رودحدس جدید به کار میو در پایان رابطه زیر براي به دست آوردن 

)3 -34(  New Old     
    

کند که حل فوق تا آنجا ادامه پیدا می  , , , ,j fy x j r r N  1 2  برابر مقدارشان در معادله

  .شود) 30- 3(
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در اینجا براي توضیح بیشتر این روش، حل معادلات حاکم بر لایه مرزي جابجایی آزاد در یک 

اشباع، بالاي یک سطح غیر قابل نفوذ گرم یا پایین یک سطح سرد مورد نظر است محیط متخلخل 

پس از استفاده از متغیرهاي تشابهی مناسب معادلات حاکم در این حالت مطابق زیر ). 8 - 3شکل (

  ].26[هستند 

"2  )الف- 35- 3( ' 0
3

f  
    

"1  )ب- 35- 3( ' ' 0
3

f f  
    

  
  ]26[فیزیک مسئله و سیستم مختصات . 8- 3شکل 

  

توانی است که  توابع جریان و دماي بی بعد، و  و  fمتغیر تشابهی،  ) 35- 3(در معادلات 

این معادلات باید شرایط مرزي زیر را ارضا . کندتغییر می مبدأنسبت به فاصله از  با آندماي صفحه 

  .کنند

  )الف- 36- 3(   0 1 & 0 0f    

  )ب- 36- 3(   0 & ' 0f      
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با شرایط مرزي  و  fدستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی کوپل شده براي ) 35- 3(معادلات 

ها در براي حل عددي با یک حدس سیتماتیک شیب. هستند) 36- 3(داده شده توسط معادلات 

 0 کوتا مرتبه - مسئله به یک مسئله مقدار اولیه تبدیل شده و به کمک روش رانج ،و روش پرتابی

  .گرددمسئله مقدار اولیه حل می 4

f' کار با تعریف براي این g  و'   دستگاه معادلات به سیستمی از معادلات مرتبه اول

  :شودتبدیل می

)3 -37(  

'
2'

3
'

1'
3

f g

g

g f

 

 
  


    

 
 

 


  

حال اگر فاصله دور از صفحه   درنظر گرفته شود، معادلات فوق باید شرایط مرزي زیر را  8

  :ارضا کنند

  )الف- 38- 3(   0 1 & 0 0f    

  )ب- 38- 3(   8 0 & 8 0g    

در  داده شده،مقدار تابع در نقطه اولیه ) 37- 3(پس براي معادلات اول و سوم از دستگاه معادلات 

 براي حل بدین. این شرایط براي معادلات دوم و چهارم وجود ندارند و باید حدس زده شوند حالی که

فرض . زنندحدس می و دو شرط اولیه براي  gشرط اولیه براي  2گردد که ابتدا گونه عمل می

  :ها به صورت زیر باشندکنید حدس

)3 -39(  0 0 ,1 0 ,2

0 0 ,1 0 ,2

g g g

  

   
   
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و در حالی که در  gبراي  2,0gو بار دوم با شرط اولیه   1,0gمعادلات مذکور بار اول با شرط اولیه 

کوتا حل شده و تغییرات - لحاظ گردیده، با استفاده از روش رانج براي  0,2هر بار شرط اولیه 

  .آیدبه دست می gدر نقطه انتهایی بر حسب مقدار اولیه  و  gمقادیر 

  )الف- 40- 3(

   
   

     

4
0 0 ,1 0 0 ,2 0 ,1 0 ,2

4
0 0 ,2 0 0 ,2 0 ,2 0 ,2

0 ,2 0,2 0 ,1 0 ,2

0 0 ,2 0 ,1

& 8 8, ,

& 8 8, ,

8, , 8, ,8

RK

RK

g g g

g g g

g g
g g g

    

    

   

    


   


 
 

  

  به همین ترتیب

  )ب- 40- 3(

   
   

     

4
0 0 ,1 0 0,2 0,1 0 ,2

4
0 0 ,2 0 0,2 0,2 0 ,2

0,2 0 ,2 0 ,1 0,2

0 0 ,2 0,1

& 8 8, ,

& 8 8, ,

8, , 8, ,8

RK

RK

g g g g g

g g g g g

g g g gg
g g g

  

  

 

    


   


 
 

  

  و

  )ج- 40- 3(

   
   

     

4
0 0 ,1 0 0 ,2 0 ,2 0 ,1

4
0 0 ,2 0 0 ,2 0 ,2 0 ,2

0 ,2 0,2 0 ,2 0 ,1

0 0 ,2 0 ,1

& 8 8, ,

& 8 8, ,

8, , 8, ,8

RK

RK

g g g

g g g

g g

    

    

   
  

    


   


 
 

  

  و نیز

  )د- 40- 3(

   
   

     

4
0 0 ,1 0 0,2 0,2 0 ,1

4
0 0 ,2 0 0,2 0 ,2 0 ,2

0,2 0 ,2 0 ,2 0,1

0 0 ,2 0 ,1

& 8 8, ,

& 8 8, ,

8, , 8, ,8

RK

RK

g g g g g

g g g g g

g g g gg

  

  

 
  

    


   


 
 

  

  .شودحاصل میبه صورت زیر ) 32- 3(ماتریس ژاکوبین طبق تعریف معادله 
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)3 -41(   

   

   
0 0

0 0

8 8

8 8

g g
g

J

g



 


  
      
 
   

  

  :آیدبه دست میها طبق رابطه زیر سپس تغییر مقدار تخمینی شیب

)3 -42(     
 

1 0 ,2 0 ,20

0 0 ,2 0 ,2

8, ,

8, ,

g gg
J

g



  
   

        
  

  .روددر نهایت فرم تصحیح زیر به کار می

)3 -43(  

0 ,1 0 ,2

0 ,1 0 ,2

0 ,2 0 ,2

0 ,2 0 ,2

0

0

& 0 1

New Old

New Old

g g

g g g

 

 
 

   
   

      

     
               

  

کند که هر دو مقدار حل تا آنجا ادامه پیدا می , ,, ,g g 02 0 و  28 , ,, ,g 0 2 0 از مقدار خطا  28

  .دهندنمایش می تغییرات سرعت و دماي بی بعد را با  10- 3و  9- 3هاي شکل .کمتر شود

  

  
براي مقادیر  توزیع سرعت بی بعد بر حسب . 9- 3شکل 

  انتخابی 

  
براي  توزیع دماي بی بعد بر حسب . 10- 3شکل 

  مقادیر انتخابی 



 
 

  

  

4  

لایه مرزي جابجایی آزاد در یک 

محیط متخلخل اشباع در مجاورت 

  سطوح مایل غیر قابل نفوذ
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  مقدمه 4-1

هاي هاي زیاد در سیستمحرارت همرفتی در یک محیط متخلخل اشباع به خاطر کاربردانتقال 

توان به سیستم انرژي ها میاز قبیل این کاربرد. ژئوفیزیک و انرژي، مورد توجه زیادي قرار گرفته است

ره نفتی ها، تولید کاغذ و منابع ذخیزمینی، عایق سازي ساختمان گرمایی، آنالیز آلودگی آب زیرزمین

برخلاف جابجایی آزاد از سطوح افقی و عمودي در یک محیط متخلخل، حالت صفحه مایل . اشاره کرد

  .کمتر مورد توجه قرار گرفته است

مطالعه جابجایی آزاد حول یک صفحه تخت مایل دلخواه با دماي متغیر در یک  فصلاین  هدف

. کندبه فاصله از لبه پیشرو تغییر می نسبت توانیدماي صفحه به صورت . محیط متخلخل اشباع است

سپس . گرددمعرفی شده، استفاده می ]35[نا در حل مسئله از سیستم مختصاتی که توسط پاپ و 

براي حالات ] 47[اي حاصل به کمک روش تفاضل محدود پیشنهاد شده توسط کلر دستگاه دو معادله

انحراف مثبت صفحه   0 90   و انحرافات منفی   0 تاثیر پارامتر انحراف بر . گرددحل می

هاي سرعت بی بعد و دماي بی بعد مورد اي و عد ناسلت و نیز پروفایلروي ضریب اصطکاك پوسته

این در حالی است که جابجایی آزاد بر روي صفحات افقی و عمودي قبلا به . بررسی قرار گرفته است

هاي که براي معتبر سازي دادهحل شده ] 9[، و چنگ و مینکوویکز ]26[یب توسط چنگ و چانگ ترت

  .رودحاضر به کار می

  

  معادلات حاکم 4-2

مسئله لایه مرزي جابجایی آزاد پایدار از یک سطح مایل دلخواه در مجاورت یک محیط متخلخل با 

زاویه . باشد توانیشود که توزیع دماي سطح به صورت فرض می. را در نظر بگیرید Tدماي یکنواخت 

انحراف، مثبت   0 90   یا اندکی منفی   0 مدل فیزیکی و سیستم مختصات در . است
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دستگاه مختصات کارتزین در طول صفحه و عمود بر آن بوده و  yو  xآورده شده که  1-4شکل 

  .به طرف داخل محیط متخلخل است yجهت مثبت 

  
  انحراف منفی) انحراف مثبت، ب) هندسه مسئله و دستگاه مختصات، الف. 1- 4شکل 

  

که سیال همرفتی و محیط متخلخل طوري جریان به اندازه کافی آرام است  )الفاگر فرض شود که 

تر از نقطه جوش است، دماي سیال در هر نقطه پایین )ب در هر نقطه در تعادل ترمودینامیکی هستند،

تخمین ) دخواص سیال و محیط متخلخل ثابت هستند،  ، دیگربه جز تغییر چگالی سیال با دما )ج

  .شود، معادلات حاکم به صورت زیر هستندظ میبوزینسک لحا- دارسی

)4 -1(  0u v
x y
 

 
 

  

)4 -2(  K Pu gSin
x

 


     
  

)4 -3(  K Pv gCos
y

 

 

    
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)4 -4(  
2 2

2 2m
T T T Tu v
x y x y


    

       
  

)4 -5(   1 T T         

در  .بر انحرافات مثبت و منفی سطح دلالت دارندبه ترتیب ) 2- 4(در معادله “ - ”و “ +”که علامت 

، ،،هاي سرعت در جهت طولی و نرمال،به ترتیب مؤلفه vو  u) 5- 4(تا ) 1- 4(معادلات 

نفوذ پذیري محیط متخلخل، Kویسکوزیته و ضریب انبساط دمایی سیال همرفتی، چگالی، 

 /m m f
k c   پخش گرمایی معادل باm Ak kبر طبق  ، ضریب هدایت حرارتی محیط متخلخل

)و  )27- 2(معادله  )fcحاصلضرب چگالی و گرماي مخصوص سیال همرفتی است ، .T ،P و ،g 

 .نیز به شرایط در فاصله بینهایت اشاره دارد“ ∞”زیر نویس . نیز دما، فشار و شتاب گرانش هستند

  شرایط مرزي مسئله عبارتند از

)4 -6(  0, 0r
wv T T T Ax on y      

)4 -7(  0,u T T as y    

- معادلات زیر حاصل می xو  yبه ترتیب نسبت به ) 3-4(و ) 2-4(با مشتق گیري از معادلات 

  .گردد

)4 -8(  
2u K P gSin

y x y y
 


    

         
  

)4 -9(  
2v K P gCos

x y x x
 


             

  

-ترم فشار از معادلات مومنتوم حذف می) 8-4(از معادله ) 9- 4(بدین ترتیب با کم کردن معادله 

  :شود

)4 -10(  u v K gSin gCos
y x y x

  

                    
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هاي لایه مرزي، و سپس لحاظ کردن تخمین) 10- 4(حال با اعمال معیار بوزینسک بر معادله 

  .دهندکه با معادله پیوستگی سه معادله اصلی مسئله را تشکیل میمعادلات زیر حاصل شده 

)4 -11(  u gK T TSin Cos
y y x

  


   
      

  

)4 -12(  
2

2m
T T Tu v
x y y

  
 

  
  

به معادلاتی که جریان جابجایی طبیعی را از ) 12- 4(و ) 11- 4(، )1- 4(براي تبدیل معادلات 

] 35[وسیله پاپ و نا صفحه مایل دلخواه در محیط متخلخل توصیف کنند، از پارامتر بی بعدي که به 

  .گرددمعرفی شد، استفاده می

)4 -13(   
 

1/ 2

1/ 3

Ra Sin

RaCos





  

  که

)4 -14(    /w mRa gK T T x     

هاي طولی به عمودي نیروي شناوري را که به مقاومت نسبی مؤلفه، . است محلی 1دد رایلیع

همچنین به عنوان مؤلفه طولی براي یک . کندشوند، توصیف میطور همزمان به لایه مرزي اعمال می

  .گیردقرار میاستفاده مورد هاي پیش رو بعلاوه متغیر. رودزاویه انحراف ثابت بکار می

)4 -15(  ,
1

y
x


  


      

  

  که

)4 -16(     1/ 21/ 3RaCos Ra Sin     

  ،معین یک  توان نشان داد که درمی) 15-4(تا ) 13- 4(با توجه به معادلات 

                                                        
1 Rayleigh number 
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  )الف- 17- 4( 1 /6
1

1 tan . rcons t x


 



  

  )ب- 17- 4(  1/61/ 3

1/ 2tan
m

Cos gK Acons t
Sin

 



 

  
 

  

به  در ضمن . دهدفاصله از لبه پیشرو را براي یک زاویه انحراف بخصوص نمایش می لذا 

زاویه از عنوان پارامتر انحراف در یک رایلی ثابت، با تغییر  0  تا  90  از ، 0  تا 1  تغییر

  .توان تابع جریان و دماي بی بعد را به صورت زیر تعریف کردحال می. کندمی

)4 -18(     , , ,
m w

T Tf
T T

    
 






 


  

  .شودتابع جریان بوده و به صورت زیر تعریف می که

)4 -19(  ,u v
y x
  

  
 

  

  .آیندهاي سرعت به صورت زیر به دست میبا مشتق گیري از معادلات فوق مؤلفه

  )الف- 20- 4(
2

'mu f
x

 
  

  )ب- 20- 4(
   

 

1/ 2

1/ 3

1 2 '
6

1'
6

m rv Ra Sin f f
x

r ff RaCos

   

  


        
       

  

اثبات (  .باشندبه صورت زیر میتغییر شکل یافته و در نهایت بر اساس متغیرهاي جدید، معادلات  

  . )کامل معادلات در پیوست الف آمده است

)4 -21(       3 421 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6
r rf r        


                       

  

)4 -22(     1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6
r r ff rf f       

 
                 

  

  .که باید شرایط مرزي زیر را ارضا کنند
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)4 -23(  0, 1 0f on     

)4 -24(  ' 0, 0f as     

و ) 21- 4(همانطور که پیداست براي حل معادلات . دهندرا نمایش می  ها مشتق نسبت بهپرایم

، این شرط از حل معادلات صفحه افقیمورد نیاز است یک شرط اولیه در راستاي ) 22- 4(

 ,  0 0 آیدبه دست می.  

با) 22- 4(و ) 21-4(از سوي دیگر معادلات  0    0  به معادلات حاکم بر صفحه افقی در

  .یابدکاهش می ،اندارائه شده] 26[یک محیط متخلخل که توسط چنگ و چانگ 

)4 -25(  2" ' 0
3

rf r 


    

)4 -26(  1" ' ' 0
3
r f rf  


    

براي مورد حدي دیگر یعنی  1     90 ت بیان شده به معادلا )22- 4(و ) 21- 4( معادلات

  .یابندبراي صفحه قائم تقلیل می] 9[توسط چنگ و مینکوویکز 

)4 -27(  " 'f   

)4 -28(  1" ' ' 0
2
r f rf  

    

-اي و عدد ناسلت را که به صورت زیر تعریف میهاي ضریب اصطکاك پوستهتوان کمیتحال می

  .شوند مورد بررسی قرار داد

)4 -29(   2 ,
w w

f
c m w

xqC Nu
U k T T

 

 


  

دیواره  بر رويشار حرارتی  wqاي و اصطکاك پوسته w، سرعت مشخصه cUدر معادله فوق 

  .شونداست، که به صورت زیر داده می
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  )الف- 30- 4( 1/ 22/c mU x   

  )ب- 30- 4(
0

w
y

u
y

 


 
   

  

  )ج- 30- 4(
0

w m
y

Tq k
y



 
    

  

بر روي هاي سرعت مماسی و دما رابطه زیر بین شیب پروفایل) 11- 4(بعلاوه با توجه به معادله 

  .سطح برقرار است

)4 -31(   1
0 0

r

y y

u gK T Sin Ar x Cos
y y


 




 

     
            

  

ضریب اصطکاك روابط نهایی زیر براي ) 30- 4(و ) 29- 4(، )18-4(، )15- 4(با ترکیب معادلات 

  .آیدبر حسب متغیرهاي جدید به دست می اي و عدد ناسلتپوسته

)4 -32(       31 " ,0fC f
RaCos

 


   

)4 -33(   
   1/ 3 1 ' ,0Nu

RaCos
  


      

  .نیز در پیوست الف آمده است) 33- 4(و ) 32- 4(اثبات معادلات 

  

  نتایج و بحث 4-3

یک دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی سهموي ) 22- 4(و ) 21- 4(معادلات دیفرانسیل کوپل شده 

همانطور . ارضا کنندرا ) 24- 4(و ) 23- 4(دهند که باید شرایط مرزي معادلات و غیر خطی تشکیل می

-حل می] 47[ذکر گردید، این معادلات به صورت عددي به کمک روش عددي کلر  3که در فصل 

، حل عددي در با توجه به تعریف . گسسته سازي معادلات فوق در پیوست ب آمده است. شوند
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 0 گام تا  شروع شده و به صورت گام به 1 براي شروع حل عددي، از حل . یابدادامه می

. گرددآمده، استفاده می) 26- 4(و ) 25- 4(تشابهی جابجایی آزاد بر روي صفحه افقی که در معادلات 

rحل معادلات براي  0 ] 26[که در هر دو حالت افقی و عمودي، به ترتیب توسط چنگ و چانگ  1

براي اثبات درستی محاسبات نیز از نتایج چنگ . گیردارائه شده، صورت می] 9[و چنگ و مینکوویکز 

  .گردداستفاده می] 9[و مینکوویکز 

  

  مثبت ايزاویه انحرافات 1- 3- 4

هاي مختلف در rبراي   ناسلت بر حسب اي و عددنتایج عددي براي ضریب اصطکاك پوسته

-4(و ) 27-4(مقادیر حاصل از حل تشابهی معادلات  1- 4جدول . است آمده 3- 4و  2- 4هاي شکل

تشابه شگفت انگیزي بین حل عددي حاصل و حل . دهدو نتایج حاصل از حل عددي را ارائه می) 28

گردد، در حالت دما ثابت قدر مطلق ضریب اصطکاك همانطور که مشاهده می. شودموجود دیده می

اي با افزایش زاویه به علت افزایش نیروي شناوري در جهت مماس بر صفحه، اکیدا صعودي پوسته

یز تغییرات دما بر روي صفحه ن دهد،نشان می) 31-4(، همانطور که معادله اما در حالات دیگر. است

- 4ها در جدول مختصات نقطه اکسترمم این منحنی .شوداثر گذار بوده و باعث تغییر الگوي نمودار می

 زاویه انحراف ثابت،اي در قدر مطلق ضریب اصطکاك پوسته rهمچنین با افزایش  .شودآورده می 2

در ضمن بر مقدار . دلیل این امر افزایش نیروي شناوري حاصل از اختلاف دما است. یابدافزایش می

ابتدا  در تمام موارد عدد ناسلت با افزایش  بعلاوه. شودافزوده می rعدد ناسلت نیز با افزایش 

/کاهش یافته و در  0 -هاي مماسی و نرمال با هم قابل قیاس هستند، به مینیمم میکه مؤلفه 55

  .رسد، سپس دوباره با سیر صعودي همراه است



63 

 

  
 اي با ضریب اصطکاك پوسته اتتغییر. 2- 4شکل 

  براي انحراف مثبت

  
براي انحراف  تغییرات عدد ناسلت با . 3- 4شکل 

  مثبت

  

مقایسه مقادیر . 1- 4جدول  ' ارائه شده توسط  0
و نتایج حاضر در ] 9[چنگ و مینکوویکز  1  

 ' 0 
نتایج (

  )حاضر

 ' 0 
]9 [  r  

444/0  444/0  00/0  
627/0  630/0  25/0  
764/0  761/0  50/0  
892/0  892/0  75/0  
000/1  001/1  00/1  

  

  2-4مختصات نقاط اکسترمم شکل . 2- 4جدول 

,f extC  
f

ext C
  r  

0000/0  00/0  00/0  
1243/0-  39/0  25/0  
1913/0-  47/0  50/0  
2466/0-  50/0  75/0  
2967/0 -  52/0  00/1  

  

 13- 4تا  4- 4هاي در شکل و  rگوناگون مقادیر  هاي سرعت و دماي بی بعد به ازايپروفایل

هاي مربوط به صفحات افقی و عمودي نیز آورده شده که با حل تشابهی مطابقت پروفایل. آمده است

  .دارد
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به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 4- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 00

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 5- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 25

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 6- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 50

  
به ازاي  بعد هاي سرعت بیپروفایل. 7- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 75

 
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 8- 4شکل 

/r  1  انحراف مثبت در حالت 00

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 9- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 00
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به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 10- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 25

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 11- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 50

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 12- 4شکل 

/r  0  انحراف مثبت در حالت 75

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 13- 4شکل 

/r  1 انحراف مثبت در حالت 00
  

- شیب پروفایل rمعین، با افزایش  پیداست به ازاي یک  8-4تا  4- 4هاي همانطور که از شکل

اي نیز نشان دهنده افزایش ضریب اصطکاك پوسته این موضوع. است هاي سرعت بی بعد افزایش یافته

گردد که در مشاهده می هاشکلاین از همچنین . کندیید میأنیز این مسئله را ت 2- 4بوده و شکل 

ها به جز تمام  1  با افزایش قدر مطلقr ، 'f یابد که دلیل آن افزایش نیروي افزایش می 0

دلیل ثابت ماندن. شناوري است 'f در  rبا تغییر  0 1ي سرعت و ها، منطبق بودن پروفایل

دماي بی بعد در   90  بوده که منجر به 'f 0   .گرددهاي گوناگون میrبه ازاي  1
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هاي معین شیب پروفایل  در یک r دهند که با افزایشنشان می 13-4تا  9- 4هاي بعلاوه شکل

علاوه بر این به ازاي تمام . کندیید میأرا ت rیش یافته که افزایش عدد ناسلت با دماي بی بعد نیز افزا

 ها  با افزایشr ، شودگرمایی مشاهده میکاهش در ضخامت لایه مرزي مومنتوم و.  

  

  نفیم ايزاویه انحرافات 2- 3- 4

زیرا نیروي  ،، لایه مرزي جدا شودپیشروي در طول صفحهرود با براي انحرافات منفی انتظار می

هنگامی که سرعت . گرددشناوري به سمت بالاي سطح وارد شده و باعث ایجاد جریان برگشتی می

شروع به حرکت به سمت بالاي شیب کرده، باعث جدایش لایه رسد، سیال صفحه به مقادیر منفی می

بنابراین معادلات لایه مرزي قبل از نقطه جدایش شکسته شده و به طور کلی یک . شودمرزي می

اي که معادلات لایه مرزي در آن بنابراین . مقیاس گذاري جدید در ناحیه جدایش لازم است

تنها تخمینی از نقطه جدایش بوده و بنابراین با  ،شوندشکسته می s approx
 از حل . گرددمشخص می

معادلات این مقدار   /s approx
 0   .شودبوده ، که حل به ازاي مقادیر بعد از آن همگرا نمی 67

  
 اي با ستهتغییرات ضریب اصطکاك پو. 14- 4شکل 

  براي انحراف منفی

  
براي انحراف  با  عدد ناسلتتغییرات . 15- 4شکل 

  منفی
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اي و عدد ناسلت براي زوایاي انحراف منفی به ترتیب در نمودار تغییرات ضریب اصطکاك پوسته

ضریب اصطکاك  r معین با افزایش  در این حالت نیز در یک. است آمده 15- 4و  14- 4هاي شکل

  .یابنداي و عدد ناسلت افزایش میپوسته

,هاي مختلف و rهاي سرعت و دماي بی بعد به ازاي در پایان پروفایل / , /  00 25 0 در  50

  .آمده است 25- 4تا  16- 4هاي شکل

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 16- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 00

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 17- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م حالتدر  25

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 18- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 50

  
به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 19- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 75
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به ازاي  هاي سرعت بی بعدپروفایل. 20- 4شکل 

/r  1  نفیانحراف م در حالت 00

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 21- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 00

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 22- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 25

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 23- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 50

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 24- 4شکل 

/r  0  نفیانحراف م در حالت 75

  
به ازاي  بی بعد دمايهاي پروفایل. 25- 4شکل 

/r  1  نفیانحراف م در حالت 00
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هاي معین به ازاي  r شود، در یکمشاهده می 25- 4تا  16- 4هاي همانطور که از شکل

معین  در یک  r افزایشهاي سرعت بی بعد داراي شیب تندتري بوده، از طرفی با کوچکتر پروفایل

را  آناي نیز نمودار تغییرات ضریب اصطکاك پوسته موضوعی که. یابدها افزایش میشیب پروفایل

/همچنین ضخامت لایه مرزي مومنتوم به ازاي . کندیید میأت 0 از دو حالت دیگر بیشتر بوده،  5

دهند که با افزایش نشان می 25- 4تا  21- 4هاي شکل. که این به علت نزدیکی به نقطه جدایش است

  درr یابد، که نشان دهنده کاهش عدد ناسلت بوده و هاي دما کاهش میمعین شیب پروفایل

معین  rدر  هاي دماي بی بعد با افزایش از طرفی پروفایل. استیید أت مورد نیز 15- 4توسط شکل 

  .یابدبه صورت یکنواخت افزایش می

  

  نتیجه گیري 4-4

انتقال حرارت جابجایی آزاد از صفحه مایل دلخواه با دماي متغیر  در این فصل معادلات لایه مرزي

دماي صفحه به صورت توانی نسبت به فاصله از لبه . در یک محیط متخلخل اشباع ارائه و حل گردید

و تعریف  ]35[حل با استفاده از پارامتر انحراف تعریف شده توسط پاپ و نا . کندپیشرو تغییر می

براي هر دو حالت زاویه انحراف مثبت دستگاه مختصات جدید   0 90   یا اندکی منفی

   0 اي، براي حل معادلات حاصل از روش کلر استفاده و ضریب اصطکاك پوسته. حاصل شد

  .هاي مختلف رسم گردیدها و rهاي سرعت و دماي بی بعد به ازاي عدد ناسلت، پروفایل

اي و در زوایاي انحراف معین ضریب اصطکاك پوسته rبا افزایش  مشاهده شد که در هر دو حالت

/براي حالت انحراف مثبت عدد ناسلت در . یابدعدد ناسلت افزایش می 0 هاي مؤلفه، جایی که 55

براي انحراف منفی . طولی و نرمال نیروي شناوري قابل مقایسه هستند، داراي یک نقطه مینیمم است
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در این حالت عدد ناسلت . گیرد به صورت تخمینی مشخص گردیداي که جدایش صورت مینیز نقطه

  .یابدکاهش می ،معین به طور یکنواخت با افزایش  rدر 

 هاي تشابهی به ازاياز سویی دیگر مطابقت شگفت انگیزي بین حل عددي حاصل و حل 0 

 و) صفحه افقی( 1 )و چنگ و ] 26[که به ترتیب توسط چنگ و چانگ ) صفحه عمودي

  .داردارائه شده، وجود ] 9[مینکوویکز 

  



 
 

  

  

5  

هاي هاي تشابهی جریان لایهحل

مرزي جابجایی طبیعی روي سطوح 

عمودي و افقی در یک محیط 

  متخلخل در حضور تولید گرما
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  مقدمه 5-1

هاي تشابهی براي جریان لایه مرزي روي سطوح عمودي و افقی یک هدف این فصل، ارائه حل

تولید حرارت محلی متناسب با دماي بی بعد به صورت . محیط متخلخل با تولید حرارت محلی است

چنین فرمی یک تخمین غیر واقعی براي انتقال حرارت تابشی یا براي . شوددر نظر گرفته میتوانی 

مانند مقالات کلاسیک ارائه . ]23[ اکنش شیمیایی حرارت زا نیستحرارت تولید شده بوسیله یک و

شود که دماي صفحه متناسب با ، فرض می]26[و چنگ و چانگ ] 9[شده توسط چنگ و مینکوویکز 
rx  بوده کهx  فاصله در طول صفحه از لبه پیشرو وr یک ثابت است.  

  

  بیان مسئله و فرضیات 5-2

مسئله لایه مرزي جابجایی طبیعی پایدار از یک سطح عمودي یا افقی گرم در مجاورت یک محیط 

شود که دماي فرض می. را در نظر بگیرید q'''و تولید حرارت داخلی  Tمتخلخل با دماي یکنواخت 

هندسه مسئله در دو حالت در شکل . نسبت به فاصله از لبه پیشرو تغییر کند توانیسطح به صورت 

محورهاي مختصات کارتزین در طول صفحه و عمود بر آن بوده و جهت  y و x آورده شده که 1- 5

  .گردددر هر حالت با در نظر گرفتن فرضیات زیر مسئله حل می. به طرف داخل محیط است yمثبت 

 .سیال همرفتی و محیط متخلخل در همه جا در تعادل ترمودینامیکی هستند .1

 .تر از دماي جوش استدماي سیال در تمام نقاط پایین .2

 .ل ثابت هستندبه جز تغییر چگالی سیال با دما، بقیه خواص سیال و محیط متخلخ .3

  .بوزینسک بر مسئله حاکم است- تخمین دارسی .4
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  هندسه مساله در دو حالت عمودي و افقی. 1- 5شکل 

  

  معادلات حاکم بر صفحه عمودي 5-3

با توجه به فرضیات فوق معادلات لایه مرزي حاکم بر یک سطح عمودي در یک محیط متخلخل 

  .در حضور تولید گرما به صورت زیر است

)5 -1(  0u v
x y
 

 
 

  

)5 -2(  K Pu g
x




     
  

)5 -3(  K Pv
y


 


  

)5 -4(   
2 2

2 2

'''
m

f

T T T T qu v
x y x y c




    
        

  

)5 -5(   1 T T         

  عبارتند از 4شرایط مرزي مسئله مانند فصل 

)5 -6(  0, 0r
wv T T T Ax on y      

)5 -7(  0,u T T as y    
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که  wT x  دماي روي سطح وu  وv هاي سرعت در راستاهاي به ترتیب مؤلفهx و y هستند .

K ، ، ،g  وm  به ترتیب نفوذپذیري محیط متخلخل، ویسکوزیته جنبشی، ضریب انبساط

و ) 2- 5(با مشتق گیري از معادلات . حرارتی، شتاب وابسته به گرانش و پخش حرارتی مؤثر هستند

، )5-5(ها از هم و در نهایت اعمال معادله ، و کم کردن تفاضل آنxو  yبه ترتیب نسبت به ) 3- 5(

  .شودمعادله زیر حاصل می

)5 -8(  u v Kg T
y x y




  
 

  
  

  .حاکم بر مسئله به قرار زیرندهاي لایه مرزي، معادلات نهایی حال با درنظر گرفتن تخمین

)5 -1(  0u v
x y
 

 
 

  

)5 -9(   gKu T T
    

)5 -10(   
2

2

'''
m

f

T T T qu v
x y y c




  
  

  
  

yو  yبین ) 8-5(با انتگرال گیري از معادله ) 9- 5(معادله    7- 5(و اعمال معادله مرزي (

  به فرم  q'''در اینجا اگر . حاصل گردیده است

)5 -11(   
2'''

p
m w

w

k T T T Tq Ra
x T T

 



  
   

  

هاي بی بعد زیر بر طبق چنگ و مینکوویکز توان با تعریف کمیتدر نظر گرفته شود، مسئله را می

  .به صورت تشابهی حل کرد] 9[

  )الف- 12- 5( 1/ 2 yRa
x

   

  )ب- 12- 5(   1/ 2
m Ra f    
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  )ج- 12- 5( 
w

T T
T T

  







  

که   /wRa gK T T x   عدد رایلی محلی و   4(تابع جریان بوده و مطابق معادله-

هاي سرعت بر اساس متغیرهاي جدید به صورت زیر توان نشان داد که مؤلفهمی. گرددتعریف می) 19

  :آینددر می

)5 -13(  'mRau f
y x


 


  

)5 -14(       
1/ 2

1 1 '
2

m Ra
v r f r f

x x
 

        
  

  .شوند، به قرار زیرنددر ضمن مشتقاتی که در معادلات حاکم ظاهر می

1  )الف- 15- 5( 1 '
2

rT rAx r
x

       
  

  )ب- 15- 5( 1/ 21 'rT Ax Ra
y





  

  )ج- 15- 5(
2

2
2 "rT Ax Ra
y





  

  .شوددر معادلات حاکم، معادلات زیر حاصل می) 15- 5(تا ) 13- 5(با جایگذاري معادلات 

)5 -13(  " ' 0f    

)5 -14(   1
" ' ' 0

2
pr

f rf   


     

  .که باید شرایط مرزي زیر را ارضا کنند

)5 -15(  0, 1 0f on     

)5 -16(  ' 0, 0f as     

و  بین ) 13- 5(با انتگرال گیري از معادله    رابطه )16- 5(و اعمال معادله ،'f  

  .شودبه صورت زیر می) 16- 5(تا ) 13- 5(معادلات گردد، که منجر به خلاصه نویسی حاصل می
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)5 -17(       21
''' " ' ' 0

2
pr

f ff r f f


     

)5 -18(       0 0, ' 0 1, ' 0f f f     

به معادلات ) 18- 5(و ) 17- 5(باید توجه کرد که بدون در نظر گرفتن ترم تولید حرارت معادلات 

f'رابطه . یابندتقلیل می] 9[ارائه شده توسط چنگ و مینکوویکز   هاي دهد که پروفایلنشان می

گردد مشاهده می) الف- 12- 5(همچنین از معادله . هستند  سرعت و دماي بی بعد تابع یکسانی از

  .شودبه صورت زیر داده می  که ضخامت لایه مرزي

)5 -19(  
 

, ,
1/ 2

T m T m

x Ra
 

  

) 29- 4(عدد ناسلت محلی مطابق معادله . هاي لایه مرزي هستنددر لبه  مقدار Tو  m که

  .آیدتعریف شده، و در نهایت به فرم زیر در می

)5 -20(   
   1/ 2 ' 0 " 0Nu f

Ra
     

  

  معادلات حاکم بر صفحه افقی 5-4

در این حالت معادلات پیوستگی و انرژي مطابق حالت قبل بوده، اما معادلات دارسی به فرم زیر 

  .هستند

)5 -21(  K Pu
x


 


  

)5 -22(  K Pv g
y



 

    
  

شده و با معادلات ) 9- 5(معادله  هاي مشابه قسمت قبل معادله زیر جایگزینکه پس از ساده سازي

  .دهدمعادلات حاکم بر لایه مرزي روي سطح افقی را تشکیل می) 10- 5(و ) 1- 5(
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)5 -20(  u gK T
y x




 
 

 
  

در این حالت تولید حرارت به فرم زیر . باشدمی) 7- 5(و ) 6- 5(شرایط مرزي نیز همانند معادلات 

  .گرددتعریف می

)5 -21(     2 / 32'''
p

m w

w

k T T T Tq Ra
x T T

 



  
   

  

  .شودبه صورت زیر تعریف می] 26[هاي تشابهی براي صفحه افقی طبق حل چنگ و چانگ پارامتر

  )الف- 22- 5( 1/ 3 yRa
x

   

  )ب- 22- 5(   1/ 3
m Ra f    

  )ج- 22- 5( 
w

T T
T T

  







  

هاي معادلات حاکم بر حسب متغیرهاي تشابهی با مشتق گیريهاي هاي سرعت و دیگر ترممؤلفه

  .آیدساده به دست می

  )الف- 23- 5( 2/ 3 'm Ra
u f

y x


 


  

  )ب- 23- 5(     
1/ 3

1 2 '
3

m Ra
v r f r f

x x
 

        
  

2  )ج- 23- 5( "mRau f
y x





  

1  )د- 23- 5( 2 '
3

rT rAx r
x

       
  

  )ه- 23- 5( 1/ 31 'rT Ax Ra
y





  

  )ي- 23- 5( 
2

2 / 32
2 "rT Ax Ra
y





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معادلات حاکم به صورت زیر ) 10- 5(و ) 9- 5(، )1- 5(در معادلات ) 23- 5(با جایگذاري معادلات 

  :آینددر می

)5 -24(   2" ' 0
3
r

f r 


    

)5 -25(   1" ' ' 0
3

pr
f rf   


     

بدون در نظر گرفتن ترم تولید . ارضا کنندرا ) 16- 5(و ) 15- 5(که باید شرایط مرزي معادلات 

. یابندکاهش می] 26[به معادلات ارائه شده توسط چنگ و چانگ ) 25- 5(و ) 24- 5(حرارت، معادلات 

هاي مرزي به صورت زیر هاي سرعت و دماي بی بعد متفاوت بوده و ضخامت لایهدر این حالت پروفایل

  .شوندتعریف می

  )الف- 26- 5( 1/ 3
m m

x Ra
 

  

  )ب- 26- 5( 1/ 3
T T

x Ra
 

  

  .تعریف شده و در این حالت مطابق زیر است) 29- 4(عدد ناسلت توسط 

)5 -27(   
 1/ 3 ' 0Nu

Ra
   

  

  نتایج و بحث 5-5

ها درمعادلات حاکم بر سطح در هر دو حالت به صورت عددي با یک حدس سیستماتیک شیب

 0 به ازاي  4کوتا مرتبه - و روش پرتابی به کمک روش رانجp 1 rو  4 1  .شوندحل می 2

بوده که با استفاده از روش  3اي غیر خطی از مرتبه در مورد سطوح قائم، معادله تشابهی حاکم، معادله

از طرفی، معادلات تشابهی حاکم بر سطوح افقی، یک . قابل حل است 6- 3پرتابی ارائه شده در قسمت 
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براي حل این معادلات، از روش پرتابی ارائه . دهنددستگاه معادلات غیر خطی مرتبه دوم را تشکیل می

  .رددگاستفاده می 7- 3شده در قسمت 

  

  سطوح قائم 5-5-1

rحل شده و ضخامت لایه مرزي و عدد ناسلت به ازاي ) 18- 5(و ) 17- 5(در این حالت معادلات 

. کنندتغییر می 5/0با گام  pو  r. آمده است 2- 5و  1- 5هاي مختلف به ترتیب در جداول pها و 

به صورت یکنواخت  rمعین با افزایش  pدهد که ضخامت لایه مرزي در نشان می 1-5جدول 

، 5/2تا  pبا افزایش . به گونه دیگري است pاما نحوه تغییرات ضخامت لایه مرزي با . یابدکاهش می

بر مقدار آن  4تا  pضخامت لایه مرزي کاهش یافته تا به مقدار مینیمم خود برسد و سپس با افزایش 

در مرحله دوم بسیار کندتر از  pدر ضمن شدت تغییرات ضخامت لایه مرزي با . شودافزوده می

  .مرحله اول است

  

T,مقادیر . 1- 5جدول  m براي سطوح قائم  

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  68/6  38/6  01/6  
5/1  66/4  22/4  87/3  
0/2  51/4  08/4  75/3  
5/2  50/4  07/4  73/3  
0/3  52/4  08/4  74/3  
5/3  54/4  09/4  75/3  
0/4  55/4  10/4  75/3  

  

معین، عدد ناسلت به صورت یکنواخت افزایش  pدر  rدهد که با افزایش نشان می 2- 5جدول 

معلوم بر مقدار  rدر  pهمچنین با افزایش . یافته که دلیل این موضوع افزایش نیروي شناوري است
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با ) 11- 5(این موضوع به این صورت قابل توجیه است که بنابر معادله . شودعدد ناسلت افزوده می

توجه به    / wT T T T   1 با افزایش ،p یابد، در نرخ حرارت تولید شده در محیط تقلیل می

بوده و در نهایت باعث شیب بیشتري در دماي کمتر دماي ناشی از این تولید حرارت افزایش نتیجه 

  .گرددسیال می

  

مقادیر . 2- 5جدول  /Nu Ra 1   براي سطوح قائم 2

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  32071/0  64676/0  89157/0  
5/1  52816/0  81023/0  02640/1  
0/2  62755/0  88608/0  08950/1  
5/2  69030/0  93476/0  13050/1  
0/3  73412/0  96924/0  15970/1  
5/3  76668/0  99512/0  18180/1  
0/4  79192/0  01530/1  19920/1  

  

  

  
پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 2- 5شکل 

p/ و عمودي 1 0 

  
پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 3- 5شکل 

p/عمودي و  1 5  



81 

 

  
پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 4- 5شکل 

p/عمودي و   2 0  

  

پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 5- 5شکل 
p/عمودي و   2 5  

  
پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 6- 5شکل 

p/عمودي و   3 0  

  
پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح . 7- 5شکل 

p/عمودي و   3 5  

  
p/پروفایل دما یا سرعت بی بعد براي سطح عمودي و . 8- 5شکل   4 0  
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آمده  8- 5تا  2- 5هاي در شکل pو  r مقادیر مختلف هاي سرعت و دماي بی بعد به ازايپروفایل

شوند، موضوعی متذکر می pو  rهاي دما را با افزایش افزایش شیب پروفایل مذکورهاي شکل .است

  .یید گردیدأنیز ت 2- 5که توسط جدول 

  

  سطوح افقی 5-5-2

. گرددحل می) 16- 5(و ) 15- 5(تحت شرایط مرزي ) 25- 5(و ) 24- 5(در این قسمت معادلات 

به ترتیب ضخامت لایه مرزي سرعت، دما و عدد ناسلت را به ازاي مقادیر  5- 5و  4- 5، 3-5جداول 

  .دهندنمایش می pو  rمختلف 

با کاهش ضخامت لایه مرزي سرعت و دما همراه  rدهند که افزایش نشان می 4- 5و  3- 5جداول 

سپس افزایش یافته یا ثابت  ،معین ابتدا کاهش rدر  pها با افزایش است، در حالی که این کمیت

  .همچنین ضخامت لایه مرزي سرعت همواره بیش از ضخامت لایه مرزي دما است. ماندمی

  

  براي سطوح افقی mمقادیر . 3- 5جدول 

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  57/7  98/6  26/6  
5/1  37/5  71/4  12/4  
0/2  38/5  68/4  09/4  
5/2  44/5  72/4  11/4  
0/3  49/5  75/4  13/4  
5/3  52/5  77/4  14/4  
0/4  55/5  78/4  15/4  
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  براي سطوح افقی Tمقادیر . 4- 5جدول 

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  08/6  72/5  30/5  
5/1  49/4  09/4  76/3  
0/2  39/4  99/3  67/3  
5/2  4/4  99/3  67/3  
0/3  41/4  00/4  67/3  
5/3  42/4  00/4  68/3  
0/4  43/4  01/4  68/3  

  

مقادیر . 5- 5جدول  /Nu Ra 1   براي سطوح افقی 3

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  82901/0  1749/1  4502/1  
5/1  77687/0  0997/1  3694/1  
0/2  80928/0  1187/1  3814/1  
5/2  84341/0  1431/1  4004/1  
0/3  87249/0  1650/1  4181/1  
5/3  89642/0  1833/1  4333/1  
0/4  91613/0  1987/1  4461/1  

  

اما روند . یابدمقدار ناسلت افزایش می r، با افزایش قائمدهد که مانند حالت نشان می 5- 5جدول 

p/در واقع به ازاي . رسدنسبت به حالت افقی متفاوت به نظر می pتغییرات عدد ناسلت با  1 0 ،

-عدد ناسلت افزایش می pبا افزایش مطابق انتظار همانطور که در حالت عمودي نیز مشاهده گردید، 

p/اما مقدار ناسلت در . یابد 1 p/اي از مقدار آن در به طور غیر منتظره 0 1   .بیشتر است 5

هاي دماي پروفایل 22- 5تا  16-5هاي هاي سرعت بی بعد و شکلپروفایل 15- 5تا  9- 5هاي شکل

  .دهندبر روي سطوح افقی نمایش می pو  rقادیر گوناگون بی بعد را به ازاي م
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پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی و . 9- 5شکل 

/p 1 0  

  
پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 10- 5شکل 

p/و  1 5  

  
پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 11- 5شکل 

p/و   2 0  

  
پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 12- 5شکل 

p/و   2 5  

  
پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 13- 5شکل 

p/و   3 0  

  
پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 14- 5شکل 

p/و   3 5  
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پروفایل سرعت بی بعد براي سطح افقی . 15- 5شکل 

p/و   4 0  

پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 16- 5شکل 
/p 1 0  

  
اي سطح افقی و پروفایل دماي بی بعد بر. 17- 5شکل 

/p 1 5  

  
پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 18- 5شکل 

/p  2 0  

پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 19- 5شکل 
/p  2 5  

  
پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 20- 5شکل 

/p  3 0  
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پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 21- 5شکل 

/p  3 5  

  
پروفایل دماي بی بعد براي سطح افقی و . 22- 5شکل 

/p  4 0  
  

، مقدار سرعت بر روي سطح کاهش pگردد که با افزایش مشاهده می 15- 5تا  9- 5هاي از شکل

  .توان کاهش نیروي شناوري ناشی از تولید حرارت داخلی دانستدلیل این موضوع را می. یابدمی

شوند، موضوعی را یادآور می rهاي دما با افزایش افزایش شیب پروفایل 22- 5تا  16-5هاي شکل

افزایش  22- 5تا  17-5هاي همچنین از مقایسه شکل. گذاردبر آن صحه می 5- 5هاي جدول که داده

p/، به ازاي pهاي دما با افزایش شیب پروفایل 1 آن  5- 5اي که جدول شود، پدیدهمشاهده می 0

  .کندرا تصدیق می

  

  نتیجه گیري 5-6

حل لایه مرزي انتقال حرارت جابجایی آزاد از سطوح عمودي و افقی با دماي متغیر در یک محیط 

دماي صفحه به صورت توانی نسبت به فاصله از لبه . متخلخل اشباع در حضور تولید گرما ارائه شد

براي حل از روش . کند و تولید حرارت متناسب با دماي بی بعد به صورت توانی استپیشرو تغییر می
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هاي سرعت و دماي بی بعد رسم و مقادیر استفاده و در هر حالت پروفایل 4کوتا مرتبه - پرتابی و رانج

pناسلت، ضخامت لایه مرزي مومنتوم و حرارت به ازاي  1 rو  4 1   .تعیین گردید 2

هاي مرزي کاهش و مقادیر ناسلت ، ضخامت لایهrمشاهده شد که در هر دو حالت با افزایش 

معین ابتدا کاهش یافته، سپس با  rدر  pهاي لایه مرزي با افزایش همچنین ضخامت. افزایش یافت

کند بوده که گاهی اوقات به ثابت ماندن  يافزایش همراه است، هرچند این نرخ افزایش به قدر

  .گرددها منجر میضخامت

اما این افزایش در . شودمعلوم بر مقدار عدد ناسلت افزوده می rدر  pدر حالت افقی با افزایش 

p/حالت عمودي به ازاي  1 p/گردد و عدد ناسلت در مشاهده می 0 1 از مقدار آن در  0

/p 1 همچنین در حالت افقی ضخامت لایه مرزي سرعت همواره بیش از ضخامت . بیشتر است 5

  .هاي مرزي سرعت و دما در حالت قائم بر هم منطبقندشد، در حالی که لایهبالایه مرزي دما می

  



 
 

  

  

6  

لایه مرزي جابجایی آزاد از سطوح 

مایل غیر قابل نفوذ در یک محیط 

متخلخل اشباع در حضور تولید 

  گرما
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  مقدمه 6-1

آمد، جریان لایه مرزي جابجایی آزاد بر روي سطوح مایل در  1- 3- 1همانطور که در ذیل قسمت 

در این . مجاورت محیط متخلخل، نسبت به سطوح افقی و قائم کمتر مورد بررسی قرار گرفته است

ح مایل وجابجایی آزاد بر روي سط اي در مورد اثر تولید گرما بر، در کارهاي گذشته، مطالعهمیان

هدف از فصل حاضر مطالعه جابجایی آزاد حول یک صفحه تخت مایل دلخواه با . شودمشاهده نمی

در  داخلیتولید حرارت . دماي متغیر در یک محیط متخلخل اشباع در حضور تولید گرما است

اي مصرف شده، ضایعات ناشی از سوخت هسته کاربردهاي گوناگونی مانند آنالیز اطمینان راکتور،

ان همچون سایر مسائل این پای .]14[ آتش و احتراق، و ذخیره مواد رادیواکتیو مهم است مطالعات

بنابر تعریف ترم تولید  .کندنسبت به فاصله از لبه پیشرو تغییر می نامه، دماي صفحه به صورت توانی

  .شودحرارت، دو مسئله در این فصل حل می

این در حالی است که جابجایی  .کندی تغییر میبه صورت نمای گرما اول این فصل، تولیدمسئله در 

حل شده ] 14[مسئله قبلا توسط پوستلنیکو و پاپ  این آزاد بر روي صفحات افقی و عمودي با شرایط

  .است

چنین فرمی یک . دوم با دماي بی بعد به صورت توانی متناسب است مسئلهتولید حرارت در 

یا براي حرارت تولید شده بوسیله یک واکنش شیمیایی تخمین غیر واقعی براي انتقال حرارت تابشی 

با شرایط مسئله حاضر در فصل قبل حل ) سطوح قائم و افقی ( حالات حدي  .]23[ حرارت زا نیست

  .شد

مورد استفاده قرار ] 35[سیستم مختصات ارائه شده توسط پاپ و نا  ائل،در حل مس 4همانند فصل 

اي حاصل به کمک روش تفاضل محدود پیشنهاد شده توسط کلر سپس دستگاه دو معادله. دگیرمی

براي حالات انحراف مثبت صفحه ] 47[  0 90   و انحرافات منفی   0  شده و تاثیر حل
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و هاي سرعت بی بعد اي و عد ناسلت و نیز پروفایلبر روي ضریب اصطکاك پوسته پارامترهاي مختلف

  .گرددمیدماي بی بعد بررسی 

  

  معادلات حاکم 6-2

یک صفحه تخت مایل غیر قابل نفوذ جاسازي شده در یک محیط متخلخل اشباع با دماي محیط 

فرض کنید که دماي صفحه بالاتر از دماي محیط . و تولید حرارت محلی را در نظر بگیرید Tثابت 

زاویه انحراف  4فصل  دمانن. کندقرار داشته و با قانون توانی نسبت به فاصله از لبه پیشرو تغییر می

تواند مثبت می  0 90   یا اندکی منفی   0 مدل فیزیکی و سیستم مختصات در . باشد

دستگاه مختصات کارتزین در طول صفحه و عمود بر آن بوده و  yو  xآورده شده که  1- 6شکل 

  .به طرف داخل محیط متخلخل است yجهت مثبت 

  
  انحراف منفی) انحراف مثبت، ب) دستگاه مختصات، الف هندسه مسئله و. 1- 6شکل 
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جریان به اندازه کافی آرام است که سیال همرفتی و محیط متخلخل در هر ) اگر فرض شود که الف

به ) تر از نقطه جوش است، جدماي سیال در هر نقطه پایین) نقطه در تعادل ترمودینامیکی هستند، ب

-تخمین دارسی) ر خواص سیال و محیط متخلخل ثابت هستند، دجز تغییر چگالی سیال با دما، سای

  .شود، معادلات حاکم به صورت زیر هستندهاي لایه مرزي لحاظ میبوزینسک و نیز تخمین

)6 -1(  0u v
x y
 

 
 

  

)6 -2(  u gK T TSin Cos
y y x

  


   
      
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'''
m

f

T T T qu v
x y y c




  
  
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. به ترتیب بر انحرافات مثبت و منفی سطح دلالت دارند) 2- 6(در معادله “ - ”و “ +” هايکه علامت

 gدما،  T ،بوده yو  xهاي سرعت در جهت به ترتیب مؤلفه vو  u) 3- 6(تا ) 1-6(در معادلات 

و  ضریب انبساط دماییبه ترتیب ویسکوزیته جنبشی،  mو   ،نفوذ پذیري،  Kشتاب گرانش، 

  :عبارتند از 4همانند فصل  شرایط مرزي مسئله. هستند پخش گرمایی

)6 -4(  0, 0r
wv T T T Ax on y      

)6 -5(  0,u T T as y    

- 6(علاوه ترم شدت گرما در معادله ه ب. به شرایط در فاصله بینهایت اشاره دارد“ ∞”که زیر نویس 

  .شودصورت زیر تعریف مییکی از دو به ) 3

  )الف- 6- 6(  2

2''' m wk T T
q e

x
 
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تولید حرارت را به ترتیب در مسائل اول و دوم این فصل بیان ) ب-6- 6(و ) الف- 6- 6(معادلات 

تا ) 29-4(و نیز )  20- 4(تا ) 13-4(به علاوه معادلات . تعریف شده است 4در فصل  و  . کنندمی

  .رونددر اینجا صادق بوده و به کار می) 33- 4(

  

  مسئله اول معادلات تغییر شکل یافته 6-2-1

) الف- 6- 6(و نیز ) 5- 6(تا ) 1- 6(بر معادلات ) 20- 4(تا ) 13- 4(در این حالت با اعمال معادلات 

اثبات کامل معادلات در پیوست الف آمده . ( آیندتغییر شکل یافته به صورت زیر به دست می معادلات

  . )است

)6 -7(       3 421 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6
r rf r        


                       

  

)6 -8(     1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6
r r ff rf e f       

 
                   

  

  .که باید شرایط مرزي زیر را ارضا کنند

)6 -9(  0, 1 0f on     

)6 -10(  ' 0, 0f as     

یک شرط ) 22- 4(و ) 21- 4(براي حل معادلات . دهندرا نمایش می ها مشتق نسبت به پرایم

مورد نیاز است، این شرط از حل معادلات صفحه افقی اولیه در راستاي  ,  0 0  به دست

  .آیدمی

 با) 8- 6(و ) 7- 6(از طرفی معادلات  0   0  به معادلات حاکم بر صفحه افقی در یک

  .یابنداند، تقلیل میارائه شده] 14[محیط متخلخل که توسط پوستلنیکو و پاپ 
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)6 -11(  2" ' 0
3

rf r 
    

)6 -12(  1" ' ' 0
3
r f rf e    

     

به علاوه براي مورد حدي دیگر یعنی  1    90  معادلات به معادلات بیان شده توسط

  .یابندبراي صفحه قائم کاهش می] 14[پوستلنیکو و پاپ 

)6 -13(  " 'f   

)6 -14(  1" ' ' 0
2
r f rf e    

     

  

  دوممسئله  معادلات تغییر شکل یافته 6-2-2

معادلات تغییر ) ب- 6- 6(و نیز ) 5- 6(تا ) 1- 6(بر معادلات ) 20- 4(تا ) 13- 4(با اعمال معادلات 

آید، که تنها در ترم تولید حرارت با معادلات مسئله اول شکل یافته این مسئله هم به دست می

  .متفاوت است

)6 -15(       3 421 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6
r rf r        


                       

  

)6 -16(     1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6

pr r ff rf f        
 

                  
  

با) 16-6(و ) 15- 6(معادلات . باشدشرایط مرزي مطابق مسئله قبل می 0   به معادلات حاکم

همچنین . شوند، تبدیل می) )25-5(و ) 24- 5(معادلات ( بر سطوح افقی در یک محیط متخلخل 

معادلات فوق، با  1  و ) 13- 5(معادلات ( به معادلات حاکم بر سطوح قائم در یک محیط متخلخل

  .یابند،  تقلیل می) )14- 5(
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  نتایج و بحث 6-3

یک دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی سهموي  تبدیل یافته هر یک از مسائلمعادلات دیفرانسیل 

مانند . را ارضا کنند) 10- 6(و ) 9- 6(د که باید شرایط مرزي معادلات دهنو غیر خطی تشکیل می

. شوندحل می] 47[، این معادلات به صورت عددي به کمک روش عددي کلر 4معادلات فصل 

  .در پیوست ب آمده است گسسته سازي معادلات مذکور

، حل عددي در با توجه به تعریف سئله در هر م 0  شروع شده و به صورت گام به گام تا

 1 مربوط براي شروع حل عددي، از حل تشابهی جابجایی آزاد بر روي صفحه افقی . یابدادامه می

rبراي  مسئله اول. گردداستفاده می، به هر یک از مسائل  1 3 که در هر دو حالت افقی و  1

rمسئله دوم نیز به ازاي . گیردارائه شده، صورت می ]14[توسط پوستلنیکو و پاپ عمودي،  1 2 

قائم که قبلا انجام حل تشابهی مربوط به سطوح  ،براي اثبات درستی محاسبات نیز. گرددحل می

  .گیردمورد استفاده قرار می گرفته،

  

  مثبت ايزاویه انحراف: مسئله اول 6-3-1

rبراي  اي بر حسب تغییرات ضریب اصطکاك پوسته 0  وr 0 و  2- 6هاي به ترتیب در شکل

rپیداست در حالت  2- 6همانطور که از شکل . آورده شده است 3- 6 0 اي ضریب اصطکاك پوسته

بعلاوه در حالت دما ثابت . در تمام زوایا داراي مقدار مثبت است r 0  مقدار ضریب اصطکاك

. در حالات دیگر رفتار متفاوتی را شاهد هستیم یابد، امااي با افزایش میزان انحراف افزایش میپوسته

rبا این حال، به ازاي  0 0اي بر خلاف حالت نمودارهاي ضریب اصطکاك پوستهr   داراي تقعر رو

افزایش یافته تا در  به پایین بوده و با افزایش 
f

ext C
  به ماکزیمم خود رسیده و سپس به مقدارش
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در  1 همچنین این کمیت به ازاي. یابدکاهش می r 1 4 ،r 1 rو  3 1 دو بار تغییر  2

1ها با علامت داده که موقعیت آن 0fC



2و   0fC




  .آمده است 1- 6نمایش داده شده و در جدول  

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 2- 6 شکل

rبراي انحراف مثبت و  0  

  

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 3- 6شکل 
rبراي انحراف مثبت و  0  

f,و  0,1 ،0,2 ،extمقادیر . 1-6 جدول extC  به ازايr 0 و انحراف مثبت  

,f extC  
f

ext C  2 0fC



  1 0fC




  
r  

2 -10×6367/8 71/0 94/0 45/0 1 4 
2 -10×7000/5 69/0 86/0  50/0 1 3 
3 -10×4667/6 66/0 72/0 61/0 1 2 
2 -10×7400/5- 65/0 -  -  3 4 
1 -10×1237/1- 64/0 -  -  1 

  

rرا به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با  4- 6 شکل 0 همانطور که از نمودار . دهدنمایش می

پیداست، عدد ناسلت در این حالت در کل بازه  0 این امر بدان معناست که در این . منفی است 1

ف سطح بوده و دلیل آن غلبه میزان تولید مورد جهت انتقال حرارت در تمام زوایا از سیال به طر

rاز  rاز طرفی دیگر، با تغییر . است لی بر شرط مرزي دمایی بر روي سطححرارت داخ  1 به  3

extگون با نقطه مینیمم در سمت صفر، روند تغییرات عدد ناسلت دگرگون شده و شکلی سهمی Nu
 
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در یک  rبا مراجعه دوباره به این نمودار افزایش قدر مطلق عدد ناسلت با افزایش قدر مطلق . گیردمی

را به  نیز نمودار تغییرات عدد ناسلت بر حسب  5- 6شکل . گرددزاویه انحراف معین مشاهده می

r ازاي 0 در این حالت به ازاي تمام . دهدنمایش میrگون داشته، و عدد ها نمودار شکل سهمی

ناسلت از مقدارش در  0  کاهش یافته تا به مقدار مینیمم خود درext Nu
  رسیده و دوباره با

r از سویی دیگر، به ازاي. افزایش مقدار همراه است  3 r و  4 1  عدد ناسلت به ازاي تمام مقادیر

  و دلیل آن غلبه شرط مرزي  باشدمیمثبت بوده که نشان دهنده انتقال حرارت از صفحه به سیال

عدد  rدر عین حال با کاهش . دمایی بر روي صفحه بر میزان تولید حرارت در محیط متخلخل است

1نقاط  2- 6جدول . شودمنفی می اي از ناسلت در بازه 0Nu



2و   0Nu




که در آن عدد ناسلت تغییر  

extعلامت داده و نیز نقطه  Nu
  به ازايrحاصل از  مقادیر 3- 6جدول . دهدهاي مختلف را نمایش می

در  )8- 6(و ) 7- 6(معادلات  و نتایج حاصل از حل عددي )14- 6(و  )13- 6(حل تشابهی معادلات 

 1     90 حاصل و حل موجود مشاهده  تشابه شگفت انگیزي بین حل عددي. دهدرا ارائه می

  .گرددمی

  

  
براي انحراف  تغییرات عدد ناسلت با . 4- 6شکل 

rمثبت و  0  

  

براي انحراف  تغییرات عدد ناسلت با . 5- 6شکل 
rمثبت و  0  
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  براي انحراف مثبت extNuو  0,1 ،0,2 ،extمقادیر . 2- 6جدول

extNu  ext Nu  2 0Nu


  1 0Nu


  r  
1 -10×5837/7- 46/0 -  -  19/0 - 
1 -10×7067/6- 51/0 -  -  15/0 - 
1 -10×8589/5- 52/0 -  -  10/0 - 
1 -10×5884/4- 55/0 -  -  00/0 - 
1 -10×4563/2 - 57/0 95/0 16/0 1 4 
1 -10×9069/1 - 57/0 87/0  25/0 1 3 
2 -10×3951/9- 58/0 75/0 39/0 1 2 

2 -10×9052/2 59/0 -  -  3 4 
1 -10×3487/1 59/0 -  -  1 

  

مقایسه مقادیر . 3-6جدول  ' و نتایج حاضر در ] 14[ارائه شده توسط پوستلنیکو و پاپ  0 1  

r   ' 0 ]9[   '   )نتایج حاضر( 0
1 3 99961/0- 99494/0 -  
1 4 67917/0- 67940/0-  

19/0 - 52822/0 -  52826/0-  
15/0 - 44666/0- 44656/0-  
10/0 - 35895/0 - 35904/0 -  
00/0 21524/0 -  21524/0 - 

1 4 04515/0 04515/0  
1 3 11415/0 11416/0  
1 2 23610/0 23610/0  
3 4 39121/0 39121/0  
1 52409/0 52409/0  

  

. اي و عدد ناسلت بررسی کردتوان تأثیر تولید حرارت را بر ضریب اصطکاك پوستهدر اینجا می

rاي به ازاي مقادیر ضریب اصطکاك پوسته 8- 6تا  6- 6هاي شکل 0 ،r 1 rو  2 1  در دو حالت

rبه ازاي . کنندتولید و عدم تولید حرارت را با هم مقایسه می 0 تولید حرارت، ، در حالت عدم حضور

اي از مقدار صفر در ضریب اصطکاك پوسته 0 کند، تا به مقدار خود در شروع به کاهش می 1 

اما در حضور تولید حرارت این کمیت از مقدار صفر در . برسد 0 شروع به افزایش کرده و با روندي 
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به عبارت دیگر در حالت عدم تولید حرارت شیب پروفایل سرعت . کندکندتر از حالت قبل تغییر می

منفی بوده، که دلیل آن بیشتر بودن نیروي شناوري در نزدیکی سطح است، اما با تولید حرارت نیروي 

. شودشناوري در محیط متخلخل شروع به افزایش کرده و در نتیجه شیب پروفایل سرعت مثبت می

rدر حالت  1 rو  2 1 هاي سرعت و در نتیجه مقادیر ضریب نیز به دلیلی مشابه شیب پروفایل

  .کنداي از مقادیر منفی به سمت صفر و حتی مقادیر مثبت میل میاصطکاك پوسته

  
 اي با ضریب اصطکاك پوستهتغییرات . 6- 6شکل 
حرارت براي انحراف  و عدم تولید تولید الاتدر ح

rمثبت به ازاي  0  

  

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 7- 6شکل 
حرارت براي انحراف  و عدم تولید تولید الاتدر ح

rمثبت به ازاي  1 2  

  

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 8- 6شکل 
حرارت براي انحراف  و عدم تولید تولید الاتدر ح

rمثبت به ازاي  1  

  

 تولید الاتدر ح تغییرات عدد ناسلت با . 9- 6شکل 
rحرارت براي انحراف مثبت به ازاي  و عدم تولید  0  
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 الاتحدر  با  تغییرات عدد ناسلت. 10- 6شکل 
و عدم تولید حرارت براي انحراف مثبت به ازاي  تولید

r 1 2  

  

 الاتحدر  با  تغییرات عدد ناسلت. 11- 6شکل 
و عدم تولید حرارت براي انحراف مثبت به ازاي  تولید

r 1  

  

تولید و عدم هاي مذکور در دو حالت مقادیر عدد ناسلت را به ازاي توان 11- 6تا  9-6هاي شکل

، rمشاهده گردید به ازاي کلیه مقادیر  4همانطور که در فصل . کنندتولید حرارت با هم مقایسه می

کرد، عدد ناسلت در سراسر زوایاي انحرافی مثبت در حالت عدم تولید گرما، مقداري مثبت اختیار می

rدر حضور تولید گرما و به ازاي . یط متخلخل بودکه نشان دهنده انتقال حرارت از سطح به مح 0 ،

، در تمام زوایا منفی است، موضوعی که نمایانگر غلبه عدد ناسلت با حفظ روند کلی تغییرات خود با 

rاي به از. تولید حرارت در محیط متخلخل بر شرط مرزي اعمالی بر روي سطح است 1 تنها در  2

rجهت انتقال حرارت از محیط به سطح بوده و به ازاي  اي از بازه 1  شرط مرزي اعمالی بر سطح

  .همچنان غالب بوده، اما از شدت انتقال حرارت از سوي سطح به محیط کاسته شده است

 25- 6تا  12- 6هاي در شکل و  rمقادیر مختلف  هاي سرعت و دماي بی بعد به ازايپروفایل

هاي مربوط به صفحات افقی و عمودي نیز آورده شده که با حل تشابهی مطابقت پروفایل. آمده است

  .دارد
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هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 12- 6شکل 

rمثبت و   1 3  

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 13- 6شکل 

rمثبت و   1 4  

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 14- 6شکل 

rمثبت و   0  

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 15- 6شکل 

rمثبت و  1 3  

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 16- 6شکل 

rمثبت و  1 2  

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 17- 6شکل 

rمثبت و   3 4  
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ي سرعت بی بعد براي انحراف هاپروفایل. 18- 6شکل 

rمثبت و  1  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 19- 6شکل 

rمثبت و   1 3  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 20- 6شکل 

rمثبت و   1 4  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 21- 6شکل 

rمثبت و  0  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 22- 6شکل 

rمثبت و  1 3  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 23- 6شکل 

rمثبت و  1 2  
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هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 24- 6شکل 

rمثبت و   3 4  

  
هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 25- 6شکل 

rمثبت و  1

rبه ازاي  0  در نمودارهاي سرعت و دماي بی بعد به ازايشود هاي گوناگون جهشی دیده می

که دلیل آن غلبه میزان تولید حرارت داخلی در محیط متخلخل بر شرط مرزي دمایی روي سطح 

ها به جز گردد که در تمام مشاهده می 18-6تا  12- 6هاي از شکل. است 1  با افزایش قدر

r ،مطلق  'f  دلیل ثابت ماندن. یابد که دلیل آن افزایش نیروي شناوري استافزایش می 0 'f 0 

در  rبا تغییر  190هاي سرعت و دماي بی بعد در ، منطبق بودن پروفایل    بوده که منجر به

 'f 0 از طرفی در . گرددهاي گوناگون میrبه ازاي  1 0  و 1 هم براي ،r 0  و هم براي

r  شود، که قبلا توسط نمودارهاي هاي سرعت افزوده میبر شیب پروفایل rبا افزایش قدر مطلق  0

/اما در مورد . اي نیز قابل رؤیت بودتغییرات ضریب اصطکاك پوسته 0 rتنها به ازاي  5 0  این

اي به هم پیداست ضریب اصطکاك پوسته 3- 6زیرا همانطور که از شکل . باشدمطلب قابل استنتاج می

rهرچند که به ازاي . دهدمی تغییر علامت rازاي بعضی از مقادیر مثبت  1 fCرابطه  3 0  برقرار

  .شودهاي سرعت زیاد میشیب پروفایل rتوان گفت که با افزایش بوده و بنابراین می

rدهند که براي نشان می 21- 6تا  19- 6نمودارهاي  0 با افزایش قدر مطلق ،r شیب پروفایل-

این پدیده . کندنیز آن را تایید می 4- 6معین افزایش یافته است، موضوعی که شکل  هاي دما در 
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rدر مورد   هاي گذارد، شیب پروفایلنیز بر آن صحه می 5- 6که شکل  صادق نیست، زیرا همانطور 0

  .دهنددما در این مورد تغییر علامت می

  

  منفی ايزاویه انحراف: مسئله اول 6-3-2

. دهدجدایش رخ می 2- 3- 4براي انحرافات منفی بر طبق توضیحات بخش  s approx
  معادلات که

آمده  4- 6گردد، در جدول محسوب میتخمینی از نقطه جدایش  لذاشده و لایه مرزي در آن شکسته 

  .است

مقادیر . 4-6جدول  s approx  بر حسبr  

r   s approx  
1 3 60/0 

1 4 60/0 

19/0 - 66/0 

15/0 - 60/0 

10/0 - 60/0 

00/0 64/0 

1 4 64/0 

1 3 65/0 

1 2 65/0 

3 4 64/0 

1 66/0 

  

  

  

  

0fCمقادیر . 5-6جدول 



در حالت انحراف منفی   

r به ازاي 0   

r  0fC



  

1 3 25/0 

1 4 30/0 

19/0 - 29/0 

15/0 - 29/0 

10/0 - 27/0 

  

مختصات نقطه اکسترمم منحنی تغییرات . 6-6جدول 
اي در حالت انحراف منفی به ضریب اصطکاك پوسته

rازاي  0  

,f extC  
f

ext C  
r  

2 -10×9833/9- 35/0 1 4 
1 -10×1337/1- 37/0 1 3 
1 -10×3280/1- 43/0 1 2 
1 -10×5077/1- 47/0 3 4 
1 -10×6020/1 - 50/0 1 
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rاي براي زوایاي انحراف منفی به ازاي نمودار تغییرات ضریب اصطکاك پوسته 0  وr  به  0

rدر . آمده است 27- 6و  26- 6هاي در شکلترتیب  0  این کمیت با افزایش  از مقدار مثبتش در

حالت افقی شروع به کاهش کرده، در 
0fC




تغییر علامت داده و نهایتا به مقدارش در   s approx
 

مقادیر . رسدمی
0fC




rدر . آمده است 5-6در جدول    این کمیت همواره منفی بوده و داراي  0

اغتشاشات یا تغییرات ناگهانی . آورده شده است 6- 6نقطه اکسترمم است، که مختصات آن در جدول 

در حوالی  s approx
  به دلیل نزدیکی به نقطه جدایش و در نتیجه شکسته شدن معادلات لایه مرزي

  .است

rتغییرات یکنواختی را براي عدد ناسلت در  28- 6شکل  0 میش به جز در نقاط انتهایی نمای-

rالبته نحوه تغییر به ازاي . دهد  1 دهد که نیز نشان می 29-6شکل . با بقیه موارد متفاوت است 3

rدر  0  عدد ناسلت با افزایش  تغییر علامت داده، به این ترتیب که ابتدا جهت انتقال حرارت از

به سیال است، در نقطه صفحه 
0Nu




صفر شده و سپس جهت انتقال حرارت از سیال به سمت به  

مقادیر  7- 6جدول . صفحه است
0Nu




rرا به ازاي      .دهدنشان می 0

  

  
 اي با اصطکاك پوسته تغییرات ضریب. 26- 6شکل 

rبراي انحراف منفی و  0  

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 27- 6شکل 

rبراي انحراف منفی و   0  
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براي انحراف  تغییرات عدد ناسلت با . 28- 6شکل 

rمنفی و  0  

  
براي انحراف  تغییرات عدد ناسلت با . 29- 6شکل 

rمنفی و   0  

  

0Nuمقادیر . 7-6جدول 


rدر   0 براي انحراف منفی  

r  0Nu


  
1 4 15/0 

1 3 22/0 

1 2 31/0 

3 4 40/0 

1 46/0 

  

rاي را براي انحراف منفی به ازاي تغییرات ضریب اصطکاك پوسته 32- 6تا  30- 6هاي شکل  0 ،

r 1 rو  2 1 به . کننددر دو حالت تولید و عدم تولید حرارت در محیط متخلخل با هم مقایسه می

rازاي  0 ،اي تغییر کرده، و با شیبی تندتر بر قدر مانند انحراف مثبت علامت ضریب اصطکاك پوسته

rبه ازاي . شودمطلق آن افزوده می 1 rو  2 1  به علت تولید حرارت در محیط متخلخل و افزایش

-ر نتیجه مقدار ضریب ضریب اصطکاك پوستههاي سرعت و دنیروي شناوري در محیط، شیب پروفایل

  .یابد، هر چند این افزایش در نقاط اولیه ناچیز استاي افزایش می
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 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 30- 6شکل 

در حضور و عدم حضور تولید حرارت براي انحراف 
rمنفی به ازاي  0  

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 31- 6شکل 

در حضور و عدم حضور تولید حرارت براي انحراف 
rمنفی به ازاي  1 2  

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 32- 6شکل 

در حضور و عدم حضور تولید حرارت براي انحراف 
rمنفی به ازاي  1  

  
در حضور و  تغییرات عدد ناسلت با . 33- 6شکل 

عدم حضور تولید حرارت براي انحراف منفی به ازاي 

r  0  
  

در  به بررسی تاثیر تولید حرارت بر نحوه تغییرات عدد ناسلت با  35-6تا  33- 6هاي شکل

شکل کلی تغییرات عدد ناسلت در دو حالت یکسان بوده، اما به دلیل تولید . پردازدانحرافات منفی می

براي مثال . انتقال حرارت در تمام بازه یا بخشی از آن تغییر کرده است گرما در محیط متخلخل جهت

rبه ازاي  0داد و مقدار آن با ، در حالت عدم تولید گرما، انتقال حرارت از سطح به سیال روي می
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اما در حالت تولید گرما، انتقال حرارت از سیال به سطح روي داده و با . یافتکاهش می پیشروي در 

  .گرددبر مقدار آن افزوده می پیشروي در جهت 

  
در حضور و  تغییرات عدد ناسلت با . 34- 6شکل 

 عدم حضور تولید حرارت براي انحراف منفی به ازاي
r 1 2  

  
در حضور و  تغییرات عدد ناسلت با . 35- 6شکل 

عدم حضور تولید حرارت براي انحراف منفی به ازاي 

r 1

 و هاي انتخابیr هاي سرعت و دماي بی بعد براي انحراف منفی به ازايدر پایان پروفایل

/ 0 00 ،/ 0 /و  25 0   .آمده است 49- 6تا  36- 6در شکل هاي  50

  
هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 36- 6شکل 

rمنفی و   1 3  

  

هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 37- 6شکل 
rمنفی و   1 4  
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هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 38- 6شکل 
rمنفی و   0  

  

هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 39- 6شکل 
rمنفی و  1 3  

  

هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 40- 6شکل 
rمنفی و  1 2  

  

هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 41- 6شکل 
rمنفی و   3 4  

  

هاي سرعت بی بعد براي انحراف پروفایل. 42- 6شکل 
rمنفی و  1  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 43- 6شکل 
rمنفی و   1 3  



109 

 

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 44- 6شکل 
rمنفی و   1 4  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 45- 6شکل 
rمنفی و   0  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 46- 6شکل 
rمنفی و  1 3  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 47- 6شکل 
rمنفی و  1 2  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 48- 6شکل 
rمنفی و   3 4  

  

هاي دماي بی بعد براي انحراف پروفایل. 49- 6شکل 
rمنفی و  1
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هاي سرعت بی هاي کوچکتر پروفایلمعین به ازاي  rشود، در یک مشاهده می فوقهاي از شکل

همچنین ضخامت لایه مرزي مومنتوم به ازاي  .بعد به طور کلی داراي شیب تندتري هستند

/ 0 از طرفی  .از دو حالت دیگر بیشتر بوده، که این به علت نزدیکی به نقطه جدایش است 50

rمعین به جز  rدر  هاي دماي بی بعد با افزایش پروفایل  1 -به صورت یکنواخت افزایش می 3

  .یابد

  

  اي مثبتزاویهانحراف : دوممسئله  6-3-3

r/را به ازاي  اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته 52- 6تا  50- 6هاي شکل  1 0 ،/r 1 و  5

/r  2 گون داشته و داراي نقطه اکسترمم در تمام موارد، این تغییرات شکلی سهمی. دهدنشان می 0

در 
f

ext C
  همچنین در . آمده است 8- 6بوده که مختصات آن در جدول هاي کوچکتر تغییراتp 

از قدر مطلق ضریب  pدر کل با کاهش . گذارداي نمیتاثیر چندانی بر مقدار ضریب اصطکاك پوسته

r/اي کاسته شده، طوري که در اصطکاك پوسته 1 ، این رویه باعث تغییر علامت ضریب اصطکاك 0

p/اي در پوسته 1 p/و  0 1   .گرددمی 5

 56- 6تا  53- 6هاي انتخابی در شکلهاي pبه ازاي  اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته

به دلیل کم شدن نیروي  rاي با کاهش آمده، که نشان دهنده کاهش مقدار ضریب اصطکاك پوسته

  .شناوري است

تا  57- 6هاي در شکل pو  r مقادیر گوناگون به ازاي منحنی تغییرات عدد ناسلت بر حسب 

ها پیداست، عدد ناسلت از مقدارش در حالت افقی همانطور که از این شکل. آورده شده است 63- 6

extشروع به کاهش کرده و در  Nu
هاي عمودي و مماسی نیروي شناوري با هم قابل ، جایی که مؤلفه

بر میزان آن افزوده شده تا به  مقایسه هستند، به کمترین میزان خود رسیده، دوباره با افزایش 
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هاي گوناگون در جدول pها و rمختصات نقطه اکسترمم به ازاي . مقدار خود در حالت عمودي برسد

r/دهند که به ازاي نشان می 59- 6و  58- 6هاي شکل. آمده است 9- 6 1 r/و  5  2 به طور  0

این موضوع به دلیل افزایش تولید حرارت در . یابدمقدار عدد ناسلت نیز کاهش می pبا کاهش کلی 

بین صفر و یک تغییر  زیرا بنابر تعریف دماي بی بعد مقدار . است pمحیط متخلخل با کاهش توان 

شود که خود میزان تولید حرارت افزوده میبر ) ب-6- 6(بر طبق معادله  pکند، لذا با کاهش می

اما . گرددنتیجه کاهش شیب دما بر روي سطح می باعث افزایش دماي سیال در محیط متخلخل و در

r/این افزایش دماي سیال در محیط متخلخل به ازاي   1 p/به حدي است که در  0 1 0 ،

/p 1 p/و  5  2 - 6هاي شکل. گیردبه سطح صورت میانتقال حرارت از سیال  اي از در بازه 0

از میزان عدد ناسلت کاسته شده که دلیل آن نیز  rدهند که با کاهش نیز نشان می 63- 6تا  60

r/کاهش قدر مطلق شیب پروفایل دما است، تا حدي که در  1 p/و به ازاي  0 1 0 ،/p 1 و  5

/p  2 ه شده از عدد ناسلت محاسب 10- 6جدول . شودشیب پروفایل دما مثبت می اي از در بازه 0

در حل معادلات مربوط به صفحه مایل  1     90  را با عدد ناسلت محاسبه شده از حل

  .کند که تطابق خوبی با هم دارندمقایسه می مربوط به صفحه قائممعادلات 

  

  اي براي انحراف مثبتمختصات نقاط اکسترمم منحنی تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 8- 6جدول

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  ]1682/0  ,73/0[  ]0617/0-  ,71/0[  ]2180/0-  ,70/0[  
5/1  ]0835/0  ,69/0[  ]1357/0-  ,67/0[  ]2679/0-  ,66/0[  
0/2  ]0029/0-  ,66/0[  ]1923/0-  ,64/0[  ]3084/0-  ,64/0[  
5/2  ]0748/0-  ,64/0[  ]2305/0-  ,62/0[  ]3362/0-  ,63/0[  
0/3  ]1223/0-  ,62/0[  ]2574/0-  ,61/0[  ]3561/0-  ,62/0[  
5/3  ]1537/0-  ,60/0[  ]2751/0-  ,60/0[  ]3699/0-  ,61/0[  
0/4  ]1749/0-  ,59/0[  ]2892/0-  ,60/0[  ]3810/0-  ,60/0[  
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 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 50- 6شکل 

r/به ازاي  1   براي انحراف مثبت 0

 

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 51- 6شکل 
r/به ازاي  1  براي انحراف مثبت 5

 

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 52- 6شکل 
r/به ازاي   2   براي انحراف مثبت 0

 

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 53- 6شکل 
p/به ازاي  1   براي انحراف مثبت 0

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 54- 6شکل 

p/به ازاي   2   براي انحراف مثبت 0

 

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 55- 6شکل 
p/به ازاي   3   براي انحراف مثبت 5



113 

 

 

 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 56- 6شکل 
p/به ازاي   4   براي انحراف مثبت 0

 

به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 57- 6شکل 
/r 1   براي انحراف مثبت 0

 

به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 58- 6شکل 
/r 1   براي انحراف مثبت 5

  
به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 59- 6شکل 

/r  2   براي انحراف مثبت 0

  
به ازاي   تغییرات عدد ناسلت با . 60- 6شکل 

/p 1   براي انحراف مثبت 0

  
به ازاي   تغییرات عدد ناسلت با . 61- 6شکل 

/p  2   براي انحراف مثبت 0
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به ازاي   تغییرات عدد ناسلت با . 62- 6شکل 

/p  3   براي انحراف مثبت 5

  
به ازاي   تغییرات عدد ناسلت با . 63- 6شکل 

/p  4   براي انحراف مثبت 0

  

  مختصات نقاط اکسترمم منحنی تغییرات عدد ناسلت براي انحراف مثبت. 9- 6جدول

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  ]4283/0-  ,69/0[  ]0072/0  ,70/0[  ]2954/0  ,70/0[  
5/1  ]3139/0-  ,64/0[  ]1366/0  ,64/0[  ]3957/0  ,64/0[  
0/2  ]1391/0-  ,62/0[  ]2630/0  ,61/0[  ]4878/0  ,61/0[  
5/2  ]0242/0  ,61/0[  ]3560/0  ,60/0[  ]5560/0  ,60/0[  
0/3  ]1424/0  ,59/0[  ]4231/0  ,59/0[  ]6068/0  ,60/0[  
5/3  ]2249/0  ,58/0[  ]4731/0  ,59/0[  ]6451/0  ,59/0[  
0/4  ]2844/0  ,58/0[  ]5112/0  ,58/0[  ]6750/0  ,59/0[  

  

مقایسه مقادیر . 10-6جدول  ' با مقدار محاسبه شده از  به شده از حل معادلات تشابهی سطح قائممحاس 0
در  سطح مایلمعادلات  1 )  مایلسطح و مؤلفه دوم از معادلات  سطح قائممؤلفه اول از معادلات (  

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  ]3208/0  ,3207/0[  ]6468/0  ,6468/0[  ]8916/0  ,8916/0[  
5/1  ]5282/0  ,5282/0[  ]8102/0  ,8102/0[  ]0264/1  ,0264/1[  
0/2  ]6276/0  ,6276/0[  ]8861/0  ,8861/0[  ]0895/1  ,0895/1[  
5/2  ]6903/0  ,6903/0[  ]9348/0  ,9348/0[  ]1305/1  ,1305/1[  
0/3  ]7341/0  ,7341/0[  ]9693/0  ,9692/0[  ]1597/1  ,1597/1[  
5/3  ]7667/0  ,7667/0[  ]9951/0  ,9951/0[  ]1818/1  ,1818/1[  
0/4  ]7919/0  ,7919/0[  ]0154/1  ,0153/1[  ]1992/1  ,1992/1[  



115 

 

آمده  74- 6تا  64-6هاي هاي اختیاري در شکلpها و rهاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل

-انگیزي را نشان میها آمده که مطابقت شگفت هم در شکل تشابهی سطوح قائمهمچنین حل . است

مقدار سرعت بی بعد بر روي سطح کاهش  در  pدهند که با افزایش ها نشان میاین شکل. دهد

دلیل این امر کاهش نیروي شناوري در نزدیکی سطح به علت کاسته شدن از شدت ترم تولید . یابدمی

این کاهش  آمد، 1- 3- 6همانطور که در قسمت  البته. است pحرارت با افزایش  1 را شامل نمی -

-نشان می rو  pهاي سرعت را با افزایش هاي مذکور افزایش شیب پروفایلهمچنین شکل. شود

  .کنداي نیز آن را تصدیق میموضوعی که نمودارهاي تغییرات ضریب اصطکاك پوستهدهند، 

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 64- 6شکل 
/r 1 p/و  0 1  براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 65- 6شکل 
/r 1 p/و  0  2  براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 66- 6شکل 
/r 1 p/و  0  3  براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 67- 6شکل 
/r 1 p/و  0  4   براي انحراف مثبت 0
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هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 68- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 69- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف مثبت 5

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 70- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 71- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف مثبت 5

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 72- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف مثبت 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 73- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف مثبت 5
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هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 74- 6شکل 
/r  2 p/و  0  4   براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 75- 6شکل 
/r 1 p/و  0 1  براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 76- 6شکل 
/r 1 p/و  0  2  براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 77- 6شکل 
/r 1 p/و  0  3   براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 78- 6شکل 
/r 1 p/و  0  4   براي انحراف مثبت 0

  
ي هاي دماي بی بعد به ازاپروفایل. 79- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف مثبت 0
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هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 80- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف مثبت 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 81- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 82- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف مثبت 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 83- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف مثبت 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 84- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف مثبت 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 85- 6شکل 
/r  2 p/و  0  4   براي انحراف مثبت 0
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هاي انتخابی نشان pها و rهاي دماي بی بعد را به ازاي نیز پروفایل 85- 6تا  75- 6هاي شکل

از . دهدکه مطابقت خوبی را نشان میها آمده هم در شکلتشابهی سطوح قائم حل . دهندمی

هاي دما منفی بوده که نشان دهنده انتقال نمودارهاي مذکور پیداست که در اکثر حالات شیب پروفایل

تا  از این مقدار منفی کاسته شده، rو  pاز طرفی با کاهش . باشدحرارت از صفحه به محیط می

اي که نمودار پذیرد، پدیدهحدي که در بعضی زوایا انتقال حرارت از محیط به صفحه صورت می

  .تغییرات عدد ناسلت نیز بر آن صحه گذاشت

  

  منفی ايزاویه انحراف: دوممسئله  6-3-4

مقدار  11-6جدول  s approx
  را به ازاي مقادیر مختلفr  وp تغییرات ضریب . دهدارائه می

رسم شده  91- 6تا  86- 6هاي هاي انتخابی در شکلpبراي  اي و عدد ناسلت با اصطکاك پوسته

اي و نیز نرخ انتقال حرارت از سطح به که نشان دهنده افزایش قدر مطلق ضریب اصطکاك پوسته

  .باشدمی rمحیط با افزایش 

مقادیر . 11-6جدول  s approx
  بر حسبr  وp  

r  p     0/1  5/1  0/2  
0/1  69/0  62/0  61/0  
5/1  55/0  60/0  63/0  
0/2  55/0  61/0  64/0  
5/2  51/0  57/0  62/0  
0/3  52/0  57/0  62/0  
5/3  51/0  57/0  60/0  
0/4  51/0  56/0  60/0  
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 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 86- 6شکل 

p/به ازاي  1   براي انحراف منفی 5

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 87- 6شکل 

p/به ازاي   2   براي انحراف منفی 5

  
 اي با تغییرات ضریب اصطکاك پوسته. 88- 6شکل 

p/به ازاي   4   براي انحراف منفی 0

  
به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 89- 6شکل 

/p  2   براي انحراف منفی 0

  
به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 90- 6شکل 

/p  3   براي انحراف منفی 0

  
به ازاي  تغییرات عدد ناسلت با . 91- 6شکل 

/p  4   براي انحراف منفی 0
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/ هاي انتخابی وpها و rهاي سرعت بی بعد براي انحراف منفی به ازاي پروفایل 0 00 ،

/ 0 /و  25 0  pدر این حالت نیز با افزایش . آمده است 102- 6تا  92- 6 هايدر شکل 50

  .یابدکاهش می سطحسرعت بی بعد بر روي 

مقادیر  براي انحراف منفی به ازاي را هاي دماي بی بعدنیز پروفایل 113-6تا  103- 6 هايشکل

/و  pو  rانتخابی  0 00 ،/ 0 /و  25 0   . دهندنمایش می 50

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 92- 6شکل 
/r 1 p/و  0 1  براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 93- 6شکل 
/r 1 p/و  0  2  براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 94- 6شکل 
/r 1 p/و  0  3  براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 95- 6شکل 
/r 1 p/و  0  4   براي انحراف منفی 0
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هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 96- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 97- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف منفی 5

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 98- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 99- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف منفی 5

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 100- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف منفی 0

  
هاي سرعت بی بعد به ازاي پروفایل. 101- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف منفی 5
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زاي هاي سرعت بی بعد به اپروفایل. 102- 6شکل 
/r  2 p/و  0  4   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 103- 6شکل 
/r 1 p/و  0 1  براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 104- 6شکل 
/r 1 p/و  0  2   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 105- 6شکل 
/r 1 p/و  0  3   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 106- 6شکل 
/r 1 p/و  0  4   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 107- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف منفی 0
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هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 108- 6شکل 
/r  2 p/و  0 1   براي انحراف منفی 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 109- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 110- 6شکل 
/r  2 p/و  0  2   براي انحراف منفی 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 111- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف منفی 0

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 112- 6شکل 
/r  2 p/و  0  3   براي انحراف منفی 5

  
هاي دماي بی بعد به ازاي پروفایل. 113- 6شکل 
/r  2 p/و  0  4   براي انحراف منفی 0
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هاي دما به سمت شیب پروفایل گردد که با کاهش مشاهده می 113- 6تا  103- 6ي هااز شکل

تر پیش رفته و این همان چیزي است که نمودارهاي تغییرات عدد ناسلت هم آن را تأیید مقادیر منفی

قابل ها و نیز افزایش ضخامت لایه مرزي افزایش یکنواخت پروفایل همچنین با افزایش . کنندمی

r/در ضمن به ازاي . رؤیت است  1 /و در  0 0 گردد، هاي دما مشاهده میجهشی در پروفایل 50

  .که دلیل آن غلبه نرخ تولید حرارت داخلی بر شرط مرزي دمایی روي سطح است

  

  نتیجه گیري 6-4

حل لایه مرزي انتقال حرارت جابجایی آزاد روي یک صفحه تخت مایل دلخواه با دماي متغیر در 

دماي سطح تابع توانی از فاصله نسبت به . یک محیط متخلخل اشباع در حضور تولید گرما ارائه گردید

در . یدبنابر تعریف ترم تولید حرارت، دو مسئله در این فصل حل گرد. لبه پیشرو در نظر گرفته شد

eمسئله اول تولید حرارت با    و در مسئله دوم باp حل با استفاده از پارامتر انحراف . متناسب است

و تعریف دستگاه مختصات جدید براي هر دو حالت زاویه انحراف ] 35[تعریف شده توسط پاپ و نا 

مثبت   0 90   یا اندکی منفی   0 براي حل معادلات حاصل از روش کلر . حاصل شد

 هاي سرعت و دماي بی بعد به ازاياي، عدد ناسلت، پروفایلاستفاده و ضریب اصطکاك پوسته

  .رسم گردیدپارامترهاي مختلف 

هاي دما و در نتیجه شیب پروفایلمشاهده شد که تولید گرما در محیط متخلخل باعث تغییر در 

طوري که در بعضی موارد حتی جهت انتقال . شوداي و عدد ناسلت میمقادیر ضریب اصطکاك پوسته

  .کندحرارت نیز تغییر می
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rاي و عدد ناسلت به ازاي در حالت انحراف مثبت ضریب اصطکاك پوسته در مسئله اول 0  در

rها به ترتیب داراي مقادیر مثبت و منفی هستند، اما به ازاي تعدادي از تمام  0 ها در این کمیت

rهمچنین به ازاي . دادندنقاطی تغییر علامت می 0  در نمودارهاي سرعت و دماي بی بعد به ازاي

گردد که دلیل آن غلبه میزان تولید حرارت داخلی در محیط هاي گوناگون جهشی مشاهده می

  .متخلخل بر شرط مرزي دمایی روي سطح است

اي و عدد ناسلت با کاهش در حالت انحراف مثبت از مقدار ضریب اصطکاك پوسته در مسئله دوم

r  همچنین به ازاي . شدکاسته/r 1 r/و  5  2 ها همراه با کاهش مقادیر این کمیت pکاهش  0

r/این در حالی است که به ازاي . است 1 - منحنی تغییرات عدد ناسلت و ضریب اصطکاك پوسته 0

  .دهدتغییر علامت میاي 

گیرد به صورت تخمینی اي که جدایش صورت میدر حالت انحراف منفی نقطهبراي هر دو مسئله  

از سویی . هاي مرزي افزایش یافتضخامت لایه همچنین در این حالت با افزایش . مشخص گردید

0 هاي تشابهی به ازايلدیگر مطابقت شگفت انگیزي بین حل عددي حاصل و ح  )و) افقی سطح 

 0 )هر یک از مسائل مشاهده گردید) قائم سطح.  

  

  پیشنهادات 6-5

  .گرددبه منظور ادامه تحقیق و پژوهش در این زمینه، پیشنهادات زیر ارئه می

 حل مسأله فوق براي صفحات قابل نفوذ 

 در حالت گذرا حل مسأله 

 بررسی تأثیر لایه بندي دماي محیط بر نتایج مسئله 

 از معادلات فورچهیمر یا برینکمن به جاي معادله دارسی استفاده شود. 
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 حل مسأله در حالتی که تخلخل، نفوذپذیري یا هر دو متغیر باشند.  



 
 

  

  

  

  

  پیوست الف

  اثبات معادلات حاکم بر سطوح مایل
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  مقدمه 1-الف

حاکم بر سطح  در این پیوست چگونگی به دست آوردن معادلات تغییر شکل یافته از معادلات اولیه

مشاهده گردید، معادلات دارسی حاکم بر  6و  4هاي همانطور که در فصل. شودمایل دلخواه بیان می

ها در حضور و عدم حضور ترم تولید گرما یکسان بوده و تنها تفاوت آن این صفحات در هر دو حالت

در واقع، در حضور تولید حرارت داخلی ترمی متناسب با نرخ تولید حرارت به . معادله انرژي است

لذا در این پیوست معالات تغییر شکل یافته حاکم بر سطح مایل در . شودمعادله انرژي اضافه می

معادلات حاکم بر سطح مایل در حالت . گردداثبات می pارت داخلی متناسب با حضور ترم تولید حر

عدم حضور تولید حرارت با حذف این ترم و معادلات حاکم بر سطح مایل با حضور دیگر ترم تولید 

eحرارت با جایگذاري ترم مذکور با   قابل دستیابی است.  

  

  معادلات اولیه 2-الف

ذکر شد، معادلات حاکم بر لایه مرزي جابجایی آزاد بر روي صفحه مایل در  6همانطور که در فصل 

  .حضور تولید حرارت داخلی به صورت زیر هستند

0u  )1- الف( v
x y
 

 
 

  

u  )2- الف( gK T TSin Cos
y y x

  


   
      

  

  )3- الف( 
2

2
'''

m
f

T T T qu v
x y y c




  
  

  
  

  .شودکه ترم تولید گرما به صورت زیر تعریف می
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  )4- الف(  2

2''' m w pk T T
q

x



  

  .باید شرایط مرزي زیر را ارضا کنند) 3-الف(تا ) 1- الف(در ضمن معادلات 

,0  )5- الف( 0r
wv T T T Ax on y      

u,0  )6- الف( T T as y    

  

  پارامترهاي جدید 3-الف

  .گیرندمعرفی شده و در اینجا مورد استفاده قرار می] 35[زیر توسط پاپ و نا  پارامترهاي

  )7- الف( 
 

1/ 2

1/ 3

Ra Sin

RaCos





  

,  )8- الف(
1

y
x

  


      
  

  )9- الف(   1/ 21/ 3RaCos Ra Sin     

  )10- الف(   , , ,
m w

T Tf
T T

    
 






 


  

  .باشد، تابع جریان می، عدد رایلی و Raکه 

  )11- الف(  /w mRa gK T T x     

u,  )12- الف( v
y x
  

  
 

  

  

  به دست آوردن معادلات تغییر شکل یافته 4-الف

  .کنیمبراي تبدیل معادلات، مشتقات مورد نیاز را محاسبه می
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  )13- الف( 
 

1

1

0

r

r
w m

x
m m

gK A r xRa
gK T T x xgK AxRa Ra

Ra
y


 
 




 
     

  

  

  )14- الف(

   

   

1/ 3 1/ 2
2 / 3 1 / 2

1/ 3 1/ 21 1

1/ 21/ 3

1 1
3 2

1 1
3 2

1 1 1
3 2

r r

m m

r r

m m

gK A r gK A rCos x Sin x
x

gK Ax r gK Ax rCos Sin
x x

r RaCos Ra Sin
x x

   
 

  
 

  

 

 

                       

              
      

            

  

0  )15- الف(
y




  

  )16- الف(

   

   

     

1/ 21/ 3
2 2 2

1/ 21/ 3

1/ 21/ 3
2

1 1 1)

1 1
3 2

1 11
3 2

ry y Ra Cos Ra Sin
x x x x x x

RaCos Ra Sin

y r RaCos Ra Sin
x x

    

 

   

                       
    
           

  

  )17- الف(
y x
 



  

  )18- الف(
1/ 2 1/ 2

1/ 3 1/ 2

( ) ) ( ) )
1 ( ) ( ) )

Ra Sin Ra Sin
Ra Cos Ra Sin

 
   

  
 

  

  )19- الف( 1/ 31
6
r RaCos

x x
  


      

  

0  )20- الف(
y




  

  .توان به صورت زیر نیز نوشترا می) 10-الف(در ضمن معادله 

  )21- الف(   , , ,r
m f T Ax T            
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جدید  پارامترهايتوان بر اساس هاي موجود در معادلات اولیه را میترم ،با توجه به معادلات فوق

  .به دست آورد

  )22- الف(
2 2

'm mfu f
y x x

   


 
  
 

  

  )23- الف(
3

2 "mu f
y x

 



  

  )24- الف(
   

 

1/ 2

1/ 3

1 2 '
6

1'
6

m rv Ra Sin f f
x

r ff RaCos


  

  


       
 

       

  

  )25- الف(   1 1 11 ' 2 1
6 6

rT r rAx r
x

    


                          
  

1  )26- الف( 'rT Ax
y





  

  )27- الف(
2

2 2
2 "rT Ax
y

 



  

) 1- الف(با استفاده از تعریف تابع جریان معادله . دهندرا نشان می ها مشتق نسبت به که پرایم

0منتج به  0 معادلات جدید ) 3- الف( و) 2- الف(جایگذاري معادلات فوق در معادلات شود، اما با می

  .آیدبه دست می

  )28- الف(

 

 

     

3
1 1

2

3 42

1" ' 1
6

1' 2 1
6

1 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6

r rm gK rf Ax Sin Ax r
x

r Cos

r rf r

   
    

 

  

       


              
         

   
                           
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  )29- الف(

   

    

 

 

2
1

1/ 2

1/ 3 1 2 2 2 2

1 1' 1 ' 2 1
6 6

1 2 ' '
6

1 ' "
6

1 1" 2 ' '
6 6

rm

m

r r r p
m m

p

r rf Ax r
x

r Ra Sin f f f
x

r fRaCos Ax Ax Ax

r rf rf

      



   

        


    



  

                        
       
 

        
          

  
 1 ' ' ff   

 
  

      

  

  .باید شرایط مرزي زیر را ارضا کنند و  fکه این معادلات با توجه به تعریف 

,0  )30- الف( 1 0f on     

'  )31- الف( 0, 0f as     

) 29- ب(معادله . باشدیکسان میبراي هر سه مسئله ) 28-ب(همانطور که قبلا ذکر گردید، معادله 

شود، در حالی که تبدیل می 4با حذف ترم تولید حرارت داخلی به معادله انرژي حاکم بر مسئله فصل 

eبا قرار دادن    به جايp دهدمعادله انرژي در حضور تولید حرارت مربوطه را نتیجه می.  

  

اي و عدد ناسلت بر حسب پارامترهاي تعریف ضریب اصطکاك پوسته 5-الف

  جدید

اي و عدد ناسلت به صورت زیر هاي ضریب اصطکاك پوستهکمیتآمد،  4همانطور که در فصل 

  .شوندتعریف می

  )32- الف( 2 ,
w w

f
c m w

xqC Nu
U k T T

 

 


  

شار حرارتی در دماي دیواره  wqاي و اصطکاك پوسته w، سرعت مشخصه cUدر معادله فوق که 

  .شونداست، که به صورت زیر داده می
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  )33- الف( 1/ 22/c mU x   

  )34- الف( 
3

2
0

" ,0m
w

y

u f
y x

 
   



 
   

  

  )35- الف( 1

0

' ,0r
w m m

y

Tq k k Ax
y

 



 
     

  

بر حسب  اي و عدد ناسلتضریب اصطکاك پوسته) 32- الف(با جایگذاري معادلات فوق در معادله 

  .آیندمتغیرهاي جدید به دست می

  )36- الف(

 

   

 
 

 
 

 

   

3

2
3

2

31/ 21/ 3

1/ 3 1/ 3

3

" ,0
" ,0

/

" ,0

1 " ,0

m

f

f

f

f
xC f

x

Ra SinC RaCos
f

RaCos RaCos RaCos

C
f

RaCos

  
 

 




  

 


  

 
   
 
 

 

  

  )37- الف(

   

 
   

 
 

 
   

1

1/ 21/ 3

1/ 3 1/ 3

1/ 3

' ,0
' ,0

' ,0

1 ' ,0

r
m

r
m

xk Ax
Nu

k Ax

RaCos Ra SinNu
RaCos RaCos

Nu
RaCos

 
 

 
 

 

  




    


    

    

  

  

  



 
 

  

  

  

  پیوست ب

به روش گسسته سازي معادلات 

  عددي کلر
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  مقدمه 1-ب

حاکم بر لایه مرزي جایجایی آزاد روي سطوح مایل، یک دستگاه  معادلات تغییر شکل یافته

این معادلات به صورت عددي به . دهندمعادلات دیفرانسیل جزئی سهموي و غیر خطی را تشکیل می

ها با شرایط اولیه حاصل از حل صفحه افقی در حل آن. شوندحل می] 47[کلر  ايجعبهکمک روش 

 0  سپس در جهت مثبت  .گرددمیشروع هاي وابسته در جهت عمود بر با محاسبه متغیر

از دو  .ارضا شود در راستاي  شرایط مرزي در هر مقطع  کند، طوري کهپیشروي می جریان

اما معادله دوم در یک ترم بین سه مسئله . معادله موجود، معادله اول براي هر سه مسئله یکسان است

  .تفاوت دارد

 معادله اول  

  )1- ب(     3 421 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6
r rf r        


                       

  

 معادله دوم در حالت عدم حضور تولید گرما  

  )2- ب(   1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6
r r ff rf f       

 
                       

  

  معادله دوم در حالت حضور تولید گرما متناسب باp  

  )3- ب(   1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6

pr r ff rf f        
 

                        
  

  معادله دوم در حالت حضور تولید گرما متناسب باe   

  )4- ب(   1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6
r r ff rf e f       

 
                         
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معادلات حاکم بر یکی از ) 4-ب(تا ) 2- ب(در کنار هر یک از معادلات ) 1- ب(در واقع معادله 

این پیوست ابتدا به گسسته سازي دستگاه معادلات متشکل از . دهدمسائل سه گانه را تشکیل می

  .کندپرداخته، سپس به تفاوت معادلات سایر مسائل هم اشاره می) 3-ب(و ) 1- ب(

  

  مرتبه اول معادلات معادلات به یک دستگاهکاهش دستگاه : مرحله اول 2-ب

اي کلر، کاهش دستگاه اولین گام در گسسته سازي معادلات به روش جعبه 4- 3مطابق بخش 

  پس. معادلات موجود به دستگاه معادلات مرتبه اول است

  )5- ب(
     

   

3 421 1" 1 ' 2 1 ' 1
6 6

1 1" 2 ' ' 1 ' '
6 6

p

r rf r

r r ff rf f


       



       
 

                       
                        

  

  .شودبه صورت زیر نوشته می

f'  )6- ب( g  

'  )7- ب( w   

  )8- ب(     3 421 1' 1 2 1 1
6 6
r rg r w w       


                        

  

  )9- ب(   1 1' 2 1
6 6

pr r fw fw rg g w    
 

                        
  

  .شرایط مرزي دستگاه معادلات جدید به صورت زیر هستند

,0  )10- ب( 1 0f on     

,0  )11- ب( 0g as     
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  دیفرانسیلی با استفاده از تفاضلات مرکزي نوشتن معادلات: مرحله دوم 3-ب

  .نشان داده شده است 1- بشبکه تفاضل محدود براي حل در شکل   

  

   اي کلرشبکه تفاضل محدود براي روش جعبه. 1-شکل ب

  

  .توان به صورت زیر نوشتبه صورت اندیسی تغییرات متغیرهاي مستقل را می

0  )12- ب( 10 , , 1,2, ,n n
nk n N         

0  )13- ب( 10 , , 1,2, ,j j jh j J         

و به روش تفاضل مرکزي  1- با توجه به شبکه مستطیل شکل ب )9- ب(تا ) 6- ب(حال معادلات 

-ب(هاي تفاضل محدود معادلات دیفرانسیل معمولی این کار با نوشتن تخمین. شوندمی زدهتخمین 

براي نقطه میانی ) 7-ب(و ) 6 1/ 2,n j    1از قطعه 2PP  با استفاده از مشتقات دیفرانسیل مرکزي

  .گرددشروع می

1  )14- ب( 1
1/ 22

j j j j
j

j

f f g g
g

h
 



 
   
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1  )15- ب( 1
1/ 22

j j j j
j

j

w w
w

h
   



 
   

 حول نقطه مرکزي )9- ب(و ) 8- ب(اي به، معادلات دیفرانسیل پارهبه طور مشا 1/ 2
1/ 2,n

j 
  از

1 مستطیل 2 3 4PP P P در مرحله اول، این . گیرددر دو گام صورت می عملاین . شوندگسسته می

معادلات را در  1/ 2 ,n  بدون در نظر گرفتن   مشخصی به صورت تفاضل مرکزي و در مرحله

 ها را در نقطهدوم آن 1/ 2
1/ 2,n

j 
 1 با انتخاب/ 2j   این دو مرحله به . ندکنگسسته می

  .تفصیل در زیر آورده شده است

  

  در نقطه ) 8-ب(گسسته سازي معادله 1/ 2 ,n  

  )16- ب(

       

   

     

31 1/ 2 1

1 1/ 2

12 41/ 2 1 1/ 2 1/ 2

1 1' ' 1
2 2 2

1 2 1
6

1 1 1
2 6

n n n n n

n n n

n n
n n n n n

n

rg g

rw w

rw w
k

   



 
  

  

 


   

        
          

      
 

  

  .گرددجهت اختصار در نوشتن معادله فوق ضرایب زیر تعریف می

  )الف- 17- ب( 31/ 21
2

n nr     

  )ب- 17- ب(   31/ 2 1/ 21 11 2 1
2 6

n n nr
             

  

  )ج- 17- ب( 21/ 21
2

n n     

  )د- 17- ب( 41/ 2 1/ 21 1
6

n n n

n

r
k

    
  
 

  

  .شودبه صورت زیر خلاصه می) 16- ب(با استفاده از ضرایب فوق معادله 
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  )18- ب(       
   

1 1 1

1 1

1 ' '
2

n n n n n n n n

n n n n n n

g g w w

w w

    

   

  

 

      

   
  

ام هستند، به سمت چپ و بقیه عبارات به سمت nمقدار توابع در گام  اینجا عباراتی که شاملدر 

  .گرددراست منتقل می

  )19- ب(      11 '
2

n n n n n n n ng w R            

  )20- ب(      11 1 1 1 '
2

nn n n n n n nR w g              

 

  در نقطه ) 19-ب(گسسته سازي معادله 1/ 2
1/ 2,n

j 
 

  )21- ب(     1 1
1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

n n n n n n n n
j j j j j j jh g g w R      

           

  .که سمت راست معادله فوق به صورت زیر است

  )22- ب(      11 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

1
2

nn n n n n n n
j j j j j j jR w h g g     

   
           

 

  در نقطه ) 9-ب(گسسته سازي معادله 1/ 2 ,n  

  )23- ب(

         

   

 

1
1 1/ 2

1
1 1/ 2

1 1 1 1
1/ 2

1 1' ' 2
2 6 2

1
2 2 6

1
2 2

n n
n n n

pn n
n n n

n n n n n n n n
n

n n

fw fwrw w

r rg g

g g w w f f
k k



   

 


 


 

   


         

              
    

    
 

  

معادله فوق یک بسط با بینهایت جمله  چپاعشاري باشد، جمله آخر سمت  pاز طرفی اگر 

  .خواهد بود
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  )24- ب(
           
      

1 2 21 1 1 1

3 31

1
2!

1 2
...

3!

p p p pn n n n n n n

pn n

p p
p

p p p

      

 

    




    

 


  

  جمله اول بسط، Mبا در نظر گرفتن 

  )25- ب(

           
       
   

     

1 2 21 1 1 1

1

1 11

1
2!

1 ... 1
...

!
1 ... 2

...
1 !

p p p pn n n n n n n

m p mn n

M p Mn n

p p
p

p p p m
m

p p p M
M

      

 

 

    



  


    

  
 

  




  

  .توان به صورت زیر نوشترا می) 23- ب(معادله 

  )26- ب(

       

     

   

 

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

11 1 1 1 1

2

1 1 1' 2 1
2 12 12

1 11 1
2 12 12

1
2 2 2!

n nn n n

n

nn n n n

n n

pn n n n n n n n n n
p p

n n

r rw fw
k

r r rg
k k

p ppg g w f w f

  

    

   

 

  

   

    



            
    

              
     


        

         
   

     

     

       

21 1

1 11

11/ 2 1/ 2 1/ 2

1 11/ 2 1/ 2 1

1 ... 1
...

2 !
1 ... 2

...
2 1 !

1 11 2
12 12

1 1 11 '
2 12 2 2

p m p mn n
p

M p Mn n
p

nn n n

n

pn nn n n
p

n

p p p m
m

p p p M
M

r r fw
k

r r g w
k

 

 

  

   

 

  

  

   

  
  


  

 
 

            
    

        
     

  .شودمییب زیر تعریف اضرجهت اختصار در نوشتن معادلات، 

  )27- ب( 1/ 2 1/ 2 1/ 21 12 1
12

nn n n n

n

r
k

            
   
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  )28- ب( 1/ 2 1/ 21 1
12

nn n n

n

r
k

    
   

 
  

  )29- ب(
2

nn nnr     

  )30- ب(   1/ 2 1/ 2 1/ 21 1 1 2
12

nn n n n

n

r
k

               
  

  )31- ب(
2

nn nnr    

1  )32- ب( 2 p
pc   

  )33- ب(   1 ... 1
2,3,..., 1

2 !m p

p p p m
c m M

m
  

  
 

  .گرددبه صورت زیر بیان می) 26- ب(و در نهایت معادله 

  )34- ب(
     

         
   

1 1 1 1

1 2 21 1 1
1 2

1 11 1
1

1 '
2

...

...

n n nnn nn nn n n n n n n n n

p p m p mn n n n n n
m

M p Mn n n
M

w fw g g g w f w f

c c c

c RR

     

     

 

   

    

   


        

   

 

  

1nRRکه   1گام ها در تنها شامل مقادیر کمیتn  استام.  

  )35- ب(       1 1 11 11 1'
2 2

pn n nn nn nn n
pRR fw g w           

  در نقطه ) 34-ب(گسسته سازي معادله 1/ 2
1/ 2,n

j 
 

  )36- ب(

     

 
       

1 1
1 1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

11 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2

2 21 1
2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1/ 2

1
2

... ...

n n nnn nn nn n n
j j j j jj j

pn n n n n n n n
j j j j j j j j

p m p mn n n n
j j m j j

M j

h w w fw g g

g w f w f c

c c

c

    

  

   



 
   

   
       

  
   

 

    

   

   

   1 11 1
1/ 2 1/ 2

M p Mn n n
j jRR

   
 

  

1که 
1/ 2

n
jRR 
 1، در واقع فرم گسستهnRR   در نقطه 1/ 2

1/ 2,n
j 
 است.  
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  )37- ب(       11 11 1 1
1/ 2 1 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1
2 2

pnn nn nn nn n
j j j j jpj jRR fw g h w w   

   
   

      

nدر ) 11- ب(و ) 10-ب(شرایط مرزي   گردنداعمال می.  

0  )38- ب( 00 , 1 , 0 & 0n n n n
J Jf g      

  

  روش نیوتن -خطی سازي معادلات: ومسمرحله  4-ب

و ) 36-ب(، )21-ب(، )15-ب(، )14- ب(در این مرحله روش نیوتن جهت خطی سازي معادلات 

1nبا این فرض که . گیردمورد استفاده قرار می) 38- ب(
jf
 ،1n

jg
 ،1n

j
  1وn

jw
 0 براي j J  

Jیک دستگاه معادلات با  مذکور ، معادلاتهستندمعلوم  4 J معادله براي 4 4 ، njf( مجهول 4
n
jg ،n

j  وn
jw( و , ,...,j J01 روش  ،معادلات غیر خطیبراي حل این دستگاه . دهندرا تشکیل می

vjf ،v( تکرارهاي نیوتن بکار گرفته شده و
jg ،v

j  وv
jw( به ازاي , , ,...v 01 مقدار . گرددمیتعریف  2

v(اولیه  0(  برابر با مقدار توابع در گام قبلی در جهت ،)1n ( که بهترین حدس اولیه موجود ،

  :روابط زیر حاکم هستندتکرارهاي بالاتر  در. شودگرفته میاست، در نظر 

1  )الف- 39- ب(
j j jf f f      

1  )ب- 39- ب(
j j jg g g      

1  )ج- 39- ب(
j j j
        

1  )د- 39- ب(
j j jw w w      

nحال طرف راست عبارات بالا جایگزین 
jf ،n

jg ،n
j  وn

jw  ب(، )15-ب(، )14- ب(در معادلات -

jfهاي بالاي هاي شامل توانشده و ترم) 38- ب(و ) 36- ب(، )21
 ،jg

 ،j
  وjw

  حذف

  .گرددمی
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 14-ب(عمال روش نیوتن بر معادله ا( 

  )الف- 40- ب(

 

   

1 11
1 1

1 1 1

2

2

j j j j
j j j j j

j
j j j j j

g g g g
h f f f f

h
f f g g r

   
   

   

 
 

   

 
 

 

  
    

   

  

 

 15-ب(عمال روش نیوتن بر معادله ا( 

  )ب- 40- ب(   1 1 3 12
j

j j j j j

h
w w r        

     

 

 21-ب(عمال روش نیوتن بر معادله ا( 

  )ج- 40- ب(

    

  

           

1
1 1 1 1

1
1/ 2 1 1 1/ 2

1
1 1 1 2 1 2

1 1
2 2
1
2
1
2

n n
j j j j j j j j j

n n n
j j j j j j

j j j j j j jj j j

h g g g g

w w w w R

h g g s s w w r

       

   

     

       

    

     


   


   


  

        

    

     

  

 

 36-ب(عمال روش نیوتن بر معادله ا( 

 جمله، ابتدا باید )36- ب(جهت اعمال روش نیوتن بر معادله  1/ 2

mn
j  را به ازاي 

, ,...,m M 1 2   .خطی کرد 1
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  )41- ب(

 

     
         

       

1/ 2 1/ 2 1

2 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

3 2 3 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

1

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

11
2

2

33
2

2

n
j j j j

n n n
j j j j j j j

n n n
j j j j j j j

m m mn
j j j j j

m

m

m

m

  

   

   

   

   

      

      

    

  

     

     



   

    

      

      

   

  

  .شودبه صورت زیر خطی می) 36-ب(در نتیجه معادله 

     

    

1
1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1

1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

nn
j j j j j j j j j j j j j

nn nn n n
j j j j j j j j j j j j

h w w w w f w f w w w f f

g g g g g g

           

         

      

         




       

 
        

          
            

    

         

1 1 1 1 1
1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2

1 2 21 1 1
1/ 2 1 1 1/ 2 1/ 2 1 2 1/2 1/ 2

1 1
2 2

1 1
2 2

n n n n n
j j j j j j j j j j j j j

p pn n n
j j j j j j j j j j

g g g w f w f f f w

f w w c c

       

     

      

        

    
          

   
       

       

             

           

     

1/ 2

1 11 1
1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1 1/2

1 2 1
1/ 2 1/ 2 1 1/ 2

2
1

2

p m m m p Mn n
j j m j j j j j M j

M M n
j j j j j

mc c

M RR



     

   

       

   

    
      

  
   



           
     

 

  

  .که نتیجه نهایی را می توان به صورت زیر نوشت

  )د- 40- ب(
       
         
3 1 4 1

5 1 6 7 1 4 1

j j j jj j

j j j jj j j j

s f f s g g

s s w s w r

   

   

   

   

 

  

   

   
  

  .به صورت زیر هستند) 40- ب(طرف راست معادلات 

  )الف-42-ب( 1 1 1/ 2j j j jj
r f f h g  

     

  )ب- 42- ب( 3 1 1/ 21 j j j jj
r h w    

    

  )ج- 42- ب(       1 1
2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

n n n n n
j j j j j j jj

r R h g g w         
    

        
 
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  )د- 42- ب(

   

 
     

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 2 21 1
1 1/ 2 1/ 2 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j

p pn n n
j j j j m j

r RR h w w f w g

g g w f f w

c c c

     

   

 

  

  

    

 
     

   
       

   
    

    


    

      
    

1
1/ 2

1 11
1 1/ 2 1/ 2

p m m

j

p M Mn
M j jc







 





  
  





  

  .شوندبیان مینیز به فرم زیر ) 40- ب(ضرایب معادلات 

  )الف- 43- ب(   1
1
2

n n
j

s     

  )ب- 43- ب(   2 1/ 2
1
2

n n
jj

s      

  )ج- 43- ب(   1
3 1/ 2 1/ 2

1
2

nn nn n
j jj

s w w  
    

  )د- 43- ب(   1
4 1/ 2 1/ 2

1
2

nn nn n
j jj

s     
    

  )ه- 43- ب(
     

          

1 21 1 1
5 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 2 1/ 2 1/ 2

1 1 21 1
1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2

1 2
2

1

p pnn nn n n n
j j j j jj

p m m p M Mn n
m j j M j j

s g g c c

mc M c

 

 

    

   

   
    

     
    

    

    
  

  )و- 43- ب(   1 1
6 1/ 2 1/ 2

1
2

nn nn n
j j jj

s h f f  
     

  )ز- 43- ب(   1 1
7 1/ 2 1/ 2

1
2

nn nn n
j j jj

s h f f  
    

 
  

  .آیندنیز به صورت زیر در می) 38-ب(شرایط مرزي معادله 

0  )44- ب( 00, 0, 0, 0J Jf g        
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  بردار-نوشتن معادلات به فرم ماتریس 1-4-ب

، ساختار سه قطري بلوکی داشته و )44- ب(و ) 40-ب(سیستم خطی داده شده توسط معادلات 

  .برداري زیر نوشت- ماتریس توان آن را به فرممی

  )45- ب(    A r   

  که

  )46- ب(

 

   
     

     
   

   

0 0

1 1 1

1 1 1

0 0

1 1

1 1

. . .

,

. . .

. .
,

. .

j j j

J J J

J J

j j

J J

J J

A C
B A C

B A CA

B A C
B A

r

r

r r

r

r





 





  

 

 
 
 
 
 

            
 
 
 
 
  
   
   
   
   
   
    
   
   
   
   
   
   

 

 

 

 

   

  و

  )47- ب(

 
 
 
 

1

2

3

4

,

jj

jj
j j

j j

j
j

rf
rg

r
r

w r








                      

   

jAدر ضمن    ،jB    وjC   هستند 4×4هایی از مرتبه ها ماتریس:  
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  )الف- 48- ب( 

       
0

1

3 4 5 71 1 1 1

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 1 / 2

A
h

s s s s

 
 
 
  
 
  

  

  )ب- 48- ب(     

       

1 2

1

3 4 5 71 1 1 1

1 / 2 0 0

0 1 / 2
, 1 1

0 0 1 / 2

j

j j j
j

j

j j j j

h

h s s
A j J

h
s s s s



   

 
 
           
 
 

  

  )ج- 48- ب( 
     1 2

1 / 2 0 0
0 1 / 2
0 1 0 0
0 0 1 0

J

J J J
J

h
h s s

A

 
 
 
 
 
  

  

  )د- 48- ب(     1 2

1 / 2 0 0

0 1 / 2
, 1

0 0 0 0
0 0 0 0

j

j j j
j

h

h s s
B j J

  
 

        
 
  

  

  )ه- 48- ب(
       

1

3 4 5 61 1 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0

, 0 10 0 1 / 2j
j

j j j j

C j Jh
s s s s



   

 
 
         
 
  

  

باید توجه کرد که دو ردیف اول  0A  و 0C  و نیز دو ردیف آخر JA  و JB  مربوط به شرایط

در ضمن اولین و آخرین بردار تشکیل دهنده ماتریس . مرزي هستند r  خواهند بودبه صورت زیر.  

  )49- ب( 
 

 
 
1

2
0

3 0

4 0

0
0

,
0
0

J

J
J

r

r
r rr

r

  
  
      
  
     

 
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  p مقادیر صحیح به ازاي) 9-ب(گسسته سازي معادله  5-ب

در این حالت، جمله  1  
pn n گسسته سازي . داراي بسطی متناهی به نام بسط خیام است

تعدادي نیز حذف تعدادي از معادلات تغییر کرده و تر بوده و در کل، در این حالت ساده) 9- ب(معادله 

هاي صحیح چشم پوشی کرده و تنها pدر اینجا از گسسته کردن دوباره این معادله به ازاي . شوندمی

  .گرددشوند، بیان میعباراتی که در نوشتن کد ظاهر می

  

pحالت  1-5-ب 1  

  )الف- 50- ب(      11 11 1 1
1/ 2 1 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1
2 2

   
   

   
    

nn nn nn nn n
j j j j jj j

RR fw g h w w  

  )ب- 50- ب(
   

 

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

1
2

     

    

  

   

 
     

   
        

     


    


n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j j

r RR h w w f w g

g g w f f w
  

  )ج- 50- ب(  1
5 1/ 2 1/ 2

1 1
2 2

  
 

    
 

nn nn n
j jj

s g g  

  

pحالت  2-5-ب  2  

  )الف- 51- ب(       211 11 1 1
1/ 2 1 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1
2 4

   
   

   
    

nn nn nn nn n
j j j j jj j

RR fw g h w w  

  )ب- 51- ب(

   

 

   

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

2 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

1 1
4 2

     

   

 

  

  

  

 
     

   
       


  

     


   

 


n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j

n
j j j

r RR h w w f w g

g g w f f w  
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  )ج- 51- ب(   1 1
5 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1
2 2

nn nn n n
j j j jj

s g g     
   

     
 

  

  

pحالت  3-5-ب  3  

  )الف- 52- ب(       311 11 1 1
1/ 2 1 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1
2 8

   
   

   
    

nn nn nn nn n
j j j j jj j

RR fw g h w w  

  )ب- 52- ب(

   

 

        

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

3 2 21 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

1 3
8 8

     

   

  

  

  

    

 
     

   
       

 
    

     


   

     

n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j

n n
j j j j j

r RR h w w f w g

g g w f f w  

  )ج- 52- ب(   21 1
5 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 3
2 8

nn nn n n
j j j jj

s g g     
   

     
 

  

  

pحالت  4-5-ب  4  

  )الف- 53- ب(       411 11 1 1
1/ 2 1 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1
2 16

   
   

   
    

nn nn nn nn n
j j j j jj j

RR fw g h w w  

  )ب- 53- ب(

   

   

        

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

41 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

3 31 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

1
2

1
16

1 2 3
8

n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j j

n n
j j j j j

r RR h w w f w g

g g w f f w

     

    

 

  

   

    

 
     

   
        

 
    

     


    

      2 21
/ 2 1/ 2

n
j



   

  

  )ج- 53- ب(   31 1
5 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1
2 4

nn nn n n
j j j jj

s g g     
   

     
 
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  نماییفرم گسسته معادله انرژي در حضور تولید حرارت  6-ب

گسسته کردن این . کند، معادله انرژي حاکم بر لایه مرزي را بیان می)4- ب(در این حالت معادله 

معادلات، معادله زیر پس از کاهش مرتبه دستگاه . باشدمی) 3-ب(تر از معادله معادله بسیار راحت

  .گرددمی) 9- ب(جایگزین معادله 

  )54- ب(   1 1' 2 1
6 6
r r fw fw rg e g w    

 
                         

  

مانند قبل ابتدا باید معادله فوق را در  1/ 2 ,n  گسسته کرد.  

  )55- ب(

         

     

1
1 1/ 2

1 1/ 2 1/ 2

1 1 1 1

1 1' ' 2
2 6 2

1 1
2 6

2 2

n n
n n n

n n n n

n n n n n n n n

n n

fw fwrw w

r rg g e

g g w w f f
k k





   

 


 

   

   

         
          

    
   

 

  

به سمت چپ، و انتقال بقیه جملات به سمت  nبا انتقال جملات شامل مقادیر توابع در گام 

  .شودراست، عبارت زیر حاصل می

  )56-ب(      1 1 1 1

1

1 '
2

n n nnn nn nn n n n n n n n n

n

w fw g g g w f w f

RR

        



          

1nRRبیان گردیده و ) 31-ب(تا ) 27- ب(که ضرایب مطابق معادلات    نیز توسط رابطه زیر

  .شودمشخص می

  )57- ب(     1 1 11 1 '
2

n n nn nn nnRR fw g w e           

را در ) 56- ب(حال باید معادله  1/ 2
1/ 2,n

j 
 گسسته کرد:  
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  )58- ب(     1 1
1 1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
2

n n nnn nn nn n n
j j j j jj j

n n n n n n n
j j j j j j j

h w w fw g g

g w f w f RR

    



 
   

   
      

    

  

  

  با

  )59- ب(      1/2
11 11 1

1/ 2 11/ 2 1/ 2

1
2

j
nn nn nn nn

j j j jj jRR fw g h w w e   
  

  
      

گردد، با این تفاوت که می) د- 40- ب(منجر به معادله ) 58- ب(خطی سازي معادله  4 1j
r


و  

ضریب  5 j
s باشدبه صورت زیر می.  

  )الف- 60- ب(
   

 

1 1
4 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21

1 1 1 1
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1
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n nn nn
j j j j j j j jj

nn n n n n
j j j j j j j j

r RR h w w f w g

g g w f f w
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   

  

  

 
     

   
       

     


  
  

  )ب- 60- ب(   1
5 1/ 2 1/ 2

1
2

nn nn n
j jj

s g g  
    

  .متناسب است pسایر معادلات همانند حالتی است که نرخ تولید حرارت با 

  

  حالت عدم تولید حرارتفرم گسسته معادله انرژي در  7-ب

- ب(گسسته کردن این معادله همانند معادله . باشدمی) 2- ب(معادله انرژي در این حالت، معادله 

لذا از دوباره . حذف کرد) 6- ب(بوده و تنها باید جملات شامل تابع نمایی را از معادلات بخش ) 4

  .شودنویسی این معادلات خودداري می

  



 
 

  

  

  

  منابع و مراجع

  

  

  



154 

 

 [1] Oosthuizen P. H. and Naylor D. (1999), “An Introduction to Convective Heat 

Transfer Analysis”, McGraw-Hill, New York. 

[2] Nield D. A. and Bejan A. (2006), “Convection in Porous Media”, 3rd edn. 

Springer, New York. 

[3] Ingham D. B. and Pop I. (2005), “Transport Phenomena in Porous Media”, Vol. 

III, Elsevier Science, Oxford. 

[4] Pop I. and Ingham D. B. (2001), “Convective Heat Transfer: Mathematical and 

Computational Modelling of Viscous Fluids and Porous Media”, Pergamon, 

Oxford. 

[5] Nakayama A. (1995), “PC-aided Numerical Heat Transfer and Convective 

Flow”, CRC Press, Tokyo. 

[6] Vafai K. (2005), “Handbook of Porous Media”, 2nd edn, Taylor and Francis, 

New York. 

[7] Ingham D. B., Bejan A., Mamut E. and Pop I. (2004), “Emerging Technologies 

and Techniques in Porous media”, Kluwer, Dordrecht. 

[8] Bejan A., Dancer I., Lorente S., Miguel A. F. and Reis A. H. (2004), “Porous 

and Complex Flow Structures in Modern Technologies”, Springer-Verlag, New 

York. 

[9] Cheng P. and Minkowycz W. J. (1977) “Free convection about a vertical flat 

plate embedded in a porous medium with application to heat transfer from a dike” 

J. Geophys. Res, 82, pp 2040-2044. 

[10] Cheng P. (1977) “The influence of lateral mass flux on free convection 

boundary layers in a saturated porous medium” Int. J. Heat Mass Transfer, 20, pp 

201–206. 

[11] Ingham D. B. and Brown S. N. (1986) “Flow past a suddenly heated vertical 

plate in a porous medium” Proc. Roy. Soc. London Ser. A, 403, pp 51–80. 



155 

 

[12] Haq S. and Mulligan J. C. (1990) “Transient free convection about a vertical 

flat plate embedded in a saturated porous medium” Numer. Heat Transfer A, 18, 

pp 227–242. 

[13] Mahmood T. and Merkin J. H. (1998) “The convective boundary-layer flow on 

a reacting surface in a porous medium” Transp. Porous Media, 32, pp 285–298. 

[14] Postelnicu A. and Pop I. (1999) “Similarity solutions of free convection 

boundary-layers over vertical and horizontal surfaces in porous media with 

internal heat generation” Int. Commun. Heat Mass Transfer, 26, pp 1183–1191. 

[15] Postelnicu A., Grosan T. and Pop I. (2000) “Free convection boundary-layer 

flow over a vertical permeable flat plate in a porous medium with internal heat 

generation” Int. Commun. Heat Mass Transfer, 27, pp 729–738. 

[16] Rees D. A. S., Magyari E. and Keller B. (2003) “The Development of the 

Asymptotic Viscous Dissipation Profile in a Vertical Free Convective Boundary 

Layer Flow in a Porous Medium” Transp. in Porous Media, 53, pp 347–355. 

[17] Andrew D., Rees S. and Pop I. (2003) “The effect of large-amplitude g-jitter 

vertical free convection boundary-layer flow in porous media” Int. J. Heat Mass 

Transfer, 46, pp 1097-1102. 

[18] Saeid N. H. and Mohamad A. A. (2005) “Periodic free convection from a 

vertical plate in a saturated porous medium, non-equilibrium model” Int. J. Heat 

Mass Transfer, 48, pp 3855-3863. 

[19] Badruddin I. A., Zainal Z. A., Aswatha Narayana P. A., Seetharamu K. N. and 

Siew L. W. (2006) “Free convection and radiation for a vertical wall with varying 

temperature embedded in a porous medium” Int. J. Thermal Sciences, 45, pp 487-

493. 

[20] Magyari E. and Rees D. A. S. (2006) “Effect of viscous dissipation on the 

Darcy free convection boundary-layer flow over a vertical plate with exponential 

temperature distribution in a porous medium” Fluid Dynamics Research, 38, pp 

405-429. 



156 

 

[21] Magyari E., Pop I. and Postelnicu A. (2007) “Effect of the Source Term on 

Steady Free Convection Boundary Layer Flows over an Vertical Plate in a Porous 

Medium. Part I” Transport Porous Media, 67, pp 49-67. 

[22] Jayanthi S. and Kumari M. (2007) “Effect of variable viscosity on non-Darcy 

free or mixed convection flow on a vertical surface in a non-Newtonian fluid 

saturated porous medium” Applied Mathematics and Computation, 186, pp 1643-

1659. 

[23] Mealey L. and Merkin J. H. (2008) “Free convection boundary layers on a 

vertical surface in a heat-generating porous medium” IMA Journal of applied 

Mathematics, 73, pp 231-253. 

[24] Merkin J. H. (2008) “FREE CONVECTIVE BOUNDARY-LAYER FLOW IN 

A HEAT-GENERATING POROUS MEDIUM: SIMILARITY SOLUTIONS” Q. 

Jl Mech. Appl. Math, 61, pp 205-218. 

[25] Kuznetsov A. V. and Nield D. A. (2010) “The Cheng–Minkowycz problem for 

cellular porous materials: Effect of temperature-dependent conductivity arising 

from radiative transfer” Int. J. Heat Mass Transfer, 53, pp 2676-2679. 

[26] Cheng, P and Chang I.D. (1976) “Buoyancy induced flows in a saturated 

porous medium adjacent to impermeable horizontal surfaces” Int. J. Heat Mass 

Transfer, 11, pp 1267-1272. 

[27] Kimura S., Bejan A. and Pop, I. (1985) “Natural convection near a cold plate 

facing upward in a porous medium” ASME J. Heat Transfer, 107, pp 819–825. 

[28] Hossain M. A. and Rees D. A. S. (1997) “Non-Darcy Free Convection Along a 

Horizontal Heated Surface” Transport Porous Media, 29, pp 309-321. 

[29] Kumari M. (2001) “Variable viscosity effects on free and mixed convection 

boundary layer flow from a horizontal surface in a saturated porous medium–

variable heat flux” Mech. Res. Commun., 28, pp 339–348. 



157 

 

[30] Kumari M. (2001) “Effect of variable viscosity on non-Darcy free or mixed 

convection flow on the horizontal surface in a saturated porous medium” Int. 

Comm. Heat Mass Transfer, 28, pp 723–732. 

[31] Elaiw A. M., Ibrahim F. S. and Bakr A. A. (2009) “Variable permeability and 

inertia effect on vortex instability of natural convection flow over horizontal 

permeable plates in porous media” Commun Nonlinear Sci Numer Simulat, 14, pp 

2190-2201. 

[32] Jang J. Y. and Hsu C. T. (2009) “Vortex instability of MHD natural 

convection flow over a horizontal plate in a porous medium” Computers & Fluids, 

32, pp 333-339. 

[33] Bansod V. J. and Jadhav R. K. (2009) “An integral treatment for combined 

heat and mass transfer by natural convection along a horizontal surface in a 

porous medium” Int. J. Heat Mass Transfer, 52, pp 2802-2806. 

[34] Jang J. Y. and Chang W. J. (1988) “Buoyancy-induced inclined boundary 

layer flow in a saturated porous medium” Comput. Methods Appl. Mech., 68, pp 

333–344. 

[35] Pop I. and Na T. Y. (1997) “Free convection from an arbitrarily inclined plate 

in a porous medium” Heat Mass Transfer, 32, pp 55–59. 

[36] Hossain M. A. and Pop I. (1997) “Radiation effect on Darcy free convection 

flow along an inclined surface placed in porous media” Heat Mass Transfer, 32, pp 

223–227. 

[37] Chamkha A. J. (1997) “Hydromagnetic natural convection from an isothermal 

inclined surface adjacent to a thermally stratified porous medium” Int. J. Engng. 

Sci., 35, pp 975-986. 

[38] Takhar H. S., Chamkha A. J. and Nath G. (2003) “Effects of non-uniform 

temperature or mass transfer in finite sections of an inclined plate on the MHD 

natural convection flow in a temperature stratified high-porosity porous medium” 

Int. J. Thermal Sci., 42, pp 829–836. 



158 

 

[39] Rabadi N. J. and Hamdan, E. M. (2000) “Free convection from inclined 

permeable walls embedded in variable permeability porous media with lateral 

mass flux” J. Petrol. Sci. Engng., 26, pp 241-251. 

[40] Lee J., Kandaswamy P., Bhuvaneswari M. and Sivasankaran S. (2008) “Lie 

group analysis of radiation natural convection heat transfer past an inclined 

porous surface” Journal of Mechanical Science and Technology, 22, pp 1779-1784. 

[41] Rahli O. and Santini R. (1998) “Fluid flow through randomly packed 

monodisperse fibers: the Kozeny-Carman parameter analysis II” J. of Fluids 

Engng., 121, pp 216–222. 

[42] Ward, J. C. (1964) “Turbulent flow in porous media” ASCE J. Hydraul.,  90, 

pp 1–12. 

[43] Beavers G. S., Sparrow E. M. and Rodenz D. E. (1973) “Influence of bed size 

on the flow characteristics and porosity of randomly packed beds of spheres” J. 

Appl. Mech., 40, pp 655–660. 

[44] Nield D. A. (2000) “Resolution of aparadox involving viscous dissipation and 

nonlinear drag in a porous medium” Transport Porous Media, 41, pp 349–357. 

[45] Polyaev V. M., Mozhaev A. P., Galitseysky B. A. and Lozhkin A. L. (1996) “A 

study of internal heat transfer in nonuniform porous structures” Expt. Therm. 

Fluid Sci., 12, pp 426–432. 

[46] Cebeci T., Shao J. P., Kafyeke F. and Laurendeau E. (2005) “Computational 

Fluid Dynamics for Engineers”, Horizons Publishing: Springer. 

[47] Keller H. B. (1978) “Numerical methods in boundary layer theory” Ann. Rev. 

Fluid Mech., 10, pp 417-433. 

 



 
 

Abstract 

In this thesis, the natural convection boundary layer flow over an arbitrarily 

inclined flat plate in a saturated porous medium is studied in the presence of heat 

generation. The wall temperature is kept at a higher value with the power-law 

variation. Problem is solved for two kind of heat generation. In first case, heat 

generation varies exponentially, and in the other case, it is proportional to 

dimensionless temperature with a power function. Darcy-Boussinesq 

approximation is adopted to account for buoyancy force. An inclination parameter 

is used such that all cases of the horizontal, Inclined and vertical plates can be 

described by a single set of transformed boundary layer equations. The non-linear 

coupled parabolic equations have been solved numerically by using an implicit 

finite-difference scheme, called Keller Box Method, for both positive and negative 

inclinations of the plate. Also, the similarity equations for the limiting cases of the 

horizontal and vertical plates are recovered by setting the inclination parameter 0 

and 1, respectively. In case of positive inclination, the solution covers all angles of 

inclination, whilst for negative inclination; the solution exists only for point at 

which separation occurs there. It is observed that heat generation causes the 

change in the slope of dimensionless temperature and velocity profiles, and 

therefore in quantity of Nusselt number and skin friction coefficient. In some 

cases, these changes also reverse direction of heat transfer. Moreover there is a 

wonderful match between the numerical solution and similarity solutions for 

horizontal and vertical plates of each problem. 

 

Keywords: porous medium, boundary layer, natural convection, 

inclined plate, inclination parameter. 


