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 و مکاترونیک دانشکده مهندسی مکانیک

 طراحی کاربردیپایان نامه کارشناسی ارشد مهندسی 

 

واقع در مرکز صفحات  ظمتهای منتوزیع تنش اطراف گشودگی یمطالعه

 ایدرون صفحهناهمسانگرد محدود تحت بار 

 

 

 : حبیب الله پولادینگارنده
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 تقدیم
 

 مهربانم و زیعز مادر و پدر به میتقد

 . اند بوده برایم مطمئن و محکم پشتیبانی و فداکار و دلسوز یاوری همواره زندگی های دشواری در که
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 تشکر و قدردانی

     

و دانش را به من لطا فرمود، تا بتوانم این خداوند بزرگ و مهربان را شااکر  که توفی  کسب للم 

 مرحله از للم آموزی را با موفّقیّت به پایان برسانم. 

دریغشاااان در تمامی مراح  های بیحمایت منّت وهای بیی لزیز  باه خااطر محبّتاز خاانواده

 ا ، کمال تشکّر و سپاس را دار . زندگی

های ارزشااامندشاااان در ری به خاطر راهنماییاز اساااتاد ارجمند ، جناب آ ای دکتر محمدّ جعف

 نمایم.نامه تقدیر و تشکر میی مراح  انجا  پایانکلّیه
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 کانیکمهندسی مدانشکده  مکانیک طراحی کاربردیدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  حبیب الله پولادیاینجانب 

واقع در مرکز  ظمتهای منش اطراف گشودگیتوزیع تن یمطالعهشاهرود نویسنده پایان نامه صنعتی دانشگاه 

 متعهد می شو . دکتر محمد جعفریتحت راهنمائی  ایدرون صفحهصفحات ناهمسانگرد محدود تحت بار 

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجا  شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 ع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرج 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه

 نشده است.

   اهروددانشگاه صنعتی ش»   شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با ناصنعتی کلیه حقوق معنوی این اثر متعل  به دانشگاه 

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood  University of Technology»   و یا« 

  امهپایان نحقوق معنوی تما  افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از 

 رلایت می گردد.

 ( استفاده شده است ضوابط و اصول  ه ) یا بافتهای آنهادر کلیه مراح  انجا  این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زند

 اخلا ی رلایت شده است.

  دسترسی یافته یا استفاده شده است در کلیه مراح  انجا  این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلالات شخصی افراد

اص  رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رلایت شده است 

.                                                                                                                                                                    
 تاریخ                                                                 

 امضای دانشجو                                                                         

 

 

 

 

 

 

ان نامه وجود داشته باشد ی*  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تکثیر شده پا

 تعهد نامه

  1 فصل

  2 فصل

  3 فصل

  4 فصل

  5 فصل

  6 فصل

    7 فصل
 

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نر  افزار ها و

شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی صنعتی تجهیزات ساخته شده است ( متعل  به دانشگاه 

 در تولیدات للمی مربوطه ذکر شود.

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلالات و نتایج موجود در پایان نامه. 
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 چکیده

 ناهمسانگردهای مختلف منتظم وا ع در مرکز ورق گشودگی نامه، توزیع تنش اطرافدر این پایان

ی بساااط ح  تحلیلی متغیّر مختلط ار گرفته شاااده بر پایهمحدود مطالعه شاااده اسااات. رو  به ک

محوری، ورق تحت بار کشااشاای تک باشااد.ای میبا فرض تنش صاافحه ،سااکی و نگاشاات همنوایتلخن

محیط بر گشاااودگی  ی)نسااابت  طر دایرهمحدود دومحوری و بر  خاال   رار گرفته و همننین، 

لاستیک خطی در نظر گرفته شده اهمسانگرد و ا، ن(2/0تر از ترین ضلع ورق، بزرگبه بزرگ ضلعیچند

ها در ی محدود خارج گشااودگیدر این رو  ح ، با اسااتفاده از تابع نگاشاات همنوا، ناحیه اساات. 

. شودمینگاشت  𝜉ی ای به شعاع واحد در صفحهی محدود خارج گشودگی دایرهبه ناحیه zی صافحه

های منتظم، از جمع تابع تنش ی گشودگید حاوی محدوی تابع تنش مربوط به صفحهبرای محاسابه

یک ورق نامحدود حاوی همان گشودگی منتظم و تابع تنش یک ورق محدود بدون گشودگی استفاده 

شاده اسات. ضارایب مجهول در تابع تنش، با اساتفاده از رو  حدا   مربعات مرزی و المال شرایط 

ی سهنوع هند نظیر ثر بر توزیع تنشؤمامترهای قی  تأثیر پاردر این تح. آیندمیدست همرزی مناسب ب

ی چرخش گشودگی(، گیری گشااودگی )زاویههای گشاودگی، جهتگشاودگی، شاعاع انحنای گوشاه

آمده از ح  دستنتایج به .شاده اساتبررسای ی الیاف ورق، نوع بارگذاری و نسابت اضالاع ورق زاویه

د ییأت های محدود و نامحدود کاملاًات برای ورقآمده از سااایر مقالدسااتنتایج به یوساایلههتحلیلی، ب

ر نسبت  ط هادر آن هایی کهدهند که در بررسی توزیع تنش ورقی نتایج نشان میمقایساه .دگردمی

است، استفاده از ح  مربوط به ورق  2/0تر از ترین ضلع ورق بزرگمحیط بر گشودگی به بزرگ یدایره

هد بود. همننین با انتخاب صاااحیح پارامترهای بررسااای شاااده، نامحدود با خطای زیادی همراه خوا

 توان از میزان تنش ایجاد شده حول گشودگی کاست و طرحی بهینه را ایجاد نمود.می

 

ای، نگاشت بارگذاری درون صفحه ،ناهمسانگرد، گشودگی منتظم مادهورق محدود،  : واژگان کلیدی

   .   مربعات، رو  حداتحلیلی، رو  متغیر مختلط ح  همنوا،
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 فهرست مطالب

 7 .................................................................................................. : مقدمه 7فصل 

 2 ....................................................................................................................................................مقدمه 1-1

 4 .................................................................................................................................................... زهیانگ 1-2

 4 .......................................................................................................................................مسئله فیتعر 1-3

 6 ......................................................................................................................................  یاهداف تحق 1-4

 7 .................................................................................................................................................. ینوآور 1-5

 8 ................................................................................................................ نامهانیفصول پا یطرح کل 1-6

 3 ................................................................ نیشیبر مطالعات پ ی: مرور 2فصل 

 10 .................................................................................................................................................مقدمه 2-1

 10 ...................................................................................................................................... هاکامپوزیت 2-2

 10 ......................................................................................................... هابا کامپوزیت ییآشنا 2-2-1

 12 ................................................................................................................... تعریف کامپوزیت 2-2-2
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 21 ................................................................................................... ورق ناهمسانگرد نامحدود 2-3-2
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 24 ..................................................................................................... ورق ناهمسانگرد محدود 2-3-5

 21 ........................................................................... یلی: روش حل تحل 9فصل 
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 28 ....................................................................................................................مورد استفاده اتیفرض 3-2

 28 ................................................................................................................................... نگاشت همنوا 3-3
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 هاشکلفهرست 

 3 .......................................................................... هواپیما یها در بدنهگشودگی درها و پنجره 1-1شک  

 5 .............................................. یگشودگی مربّعی تحت کشش دومحور یورق محدود حاو 2-1شک  

 21 ...................................................................... یبه گشودگی دایرو ینگاشت گشودگی مثلث 1-3شک  

 21 ................................................................... [46بر گشودگی شش ضلعی ] mتأثیر پارامتر  2-3شک  

 31 ........................................................................................................ یچرخش گشودگ ینحوه 3-3شک  

 L ...................................................................................................................... 33ک کانتور یشمات 4-3شک  

 38 .............................................................................................................. الخطیمختصات منحن 5-3شک  

 31 .................................................... الخط و بالعکسین و منحنین مختصات کارتزیانتقال ب 6-3شک  

 z ........ 43 یو مرز خارجی در صفحه ξ یرز داخلی در صفحهم یمو عیت نقاط منتخب بر رو 7-3شک  

ش تعداد جملات یبعد نسبت به افزایتنش ب ینهیشیب یبا بررس یلیح  تحل ییهمگرا 1-4شک  

 53 .............................................................................................................................................................. لورنت یسر

 یمثلث یرامون گشودگی[، پ52بعد ح  حاضر و مرجع ]یع تنش بیج توزینتا یسهیمقا 2-4شک  

 y .......... 54در جهت  یمحورکی یتحت بارگذار Glass/Epoxy[90]ورق محدود ناهمسانگرد با خواص 

 یمربع یرامون گشودگی[، پ52بعد ح  حاضر و مرجع ]یع تنش بیج توزینتا یسهیمقا 3-4شک  

 y ................................................................... 54در جهت  یمحورکی یورق محدود همسانگرد تحت بارگذار

با خواص ورق محدود ناهمسانگرد  ی، برایمثلث یگشاودگ رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 4-4شاک  

Glass/Epoxy[0] ،چرخش  یهیازاو𝛽 = در  یمحورکی یبارگذارتحات  L=H=10و ابعااد ورق  0

 y ...................................................................................................................................................................... 55جهت 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص  یبرا ،یمربع یگشاودگ رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 5-4شاک  

Glass/Epoxy[0]، چرخش  یهیازاو𝛽 = در  یمحورکی یبارگذارتحات  L=H=10و ابعااد ورق  0
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 y ...................................................................................................................................................................... 56جهت 

ورق محدود ناهمسااانگرد با  یبرا ،یضاالعپنج یگشااودگ رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 6-4شااک  

𝛽چرخش  یهیزاو، Glass/Epoxy[0]خواص  =  یمحورکی یبارگذارتحت  L=H=10ابعاد ورق  و 0

 y ................................................................................................................................................................ 56در جهت 

ورق محدود ناهمسانگرد با  یبرا ،یضالعشاش یگشاودگ نرامویپبعد یتنش ب عیتوز 7-4شاک  

𝛽چرخش  یهیزاو، Glass/Epoxy[0]خواص  =  یمحورکی یبارگذار تحت L=H=10و ابعاد ورق  0

 y ............................................................................................................................................................... 57در جهت 

ورق محدود ناهمسااانگرد با  یبرا ،یضاالعهفت یگشااودگ رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 8-4شااک  

𝛽چرخش  یهیزاو، Glass/Epoxy[0]خواص  =  یمحورکی یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 y ............................................................................................................................................................... 57ر جهت د

ورق محدود ناهمسانگرد با  یبرا ،یضلعهشات یگشاودگ رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 1-4شاک  

𝛽چرخش  یهیزاو، Glass/Epoxy[0]خواص  =  یمحورکی یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 y ............................................................................................................................................................... 58در جهت 

ورق محدود  ی، برایضااالع n یهایگشاااودگ انواع رامونیپبعاد یتنش ب عیتوز 10-4شاااکا  

𝛽چرخش  یهیازاو، Glass/Epoxy[90]نااهمساااانگرد باا خواص  = تحت  L=H=10و ابعاد ورق   0

 y ......................................................................................................................... 60در جهت  یمحورکی یبارگذار

ورق محدود  یبرا ،یضااالع n یهایگشاااودگ انواع رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 11-4شاااکا  

𝛽چرخش  یهیازاو، Glass/Epoxy[90]نااهمساااانگرد باا خواص  = تحت  L=H=10و ابعاد ورق   0

 x ......................................................................................................................... 60در جهت  یمحورکی یبارگذار

ورق محدود  یبرا ،یضااالع n یهایگشاااودگ انواع رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 12-4شاااکا  

𝛽چرخش  یهیازاو، Glass/Epoxy[90]نااهمساااانگرد باا خواص  = تحت  L=H=10و ابعاد ورق   0

 y ............................................................................................................ 61و  x یهادر جهت یمحوردو یبارگذار
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ورق محدود  یبرا ،یضااالع n یهایگشاااودگ انواع رامونیپبعاد یتنش ب عیتوز 13-4شاااکا  

𝛽چرخش  یهیازاو، Glass/Epoxy[90]نااهمساااانگرد باا خواص  = تحت  L=H=10و ابعاد ورق   0

 61 ....................................................................................................................................................... یبرش یبارگذار

 ورق محدود همسانگرد یبرا ،یضلع n یهایگشودگ انواع رامونیپبعد یتنش ب عیتوز 14-4شک  

𝛽چرخش  یهیزاوبا  =  y ................... 62در جهت  یمحورکی یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 ورق محدود همسانگرد یبرا ،یضلع n یهایگشودگ انواع رامونیپبعد یبتنش  عیتوز 15-4شک  

𝛽چرخش  یهیزاوبا  =  x ................... 62در جهت  یمحورکی یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

ورق محدود همسانگرد  یبرا ،یضلع n یهایگشودگ انواع رامونیپبعد یتنش ب عیوزت 16-4شک  

𝛽چرخش  یهیبا زاو =  y ...... 63و  x یهادر جهت یمحوردو یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

مسانگرد ورق محدود ه یبرا ،یضلع n یهایگشودگ انواع رامونیپبعد یتنش ب عیوزت 17-4شک  

𝛽چرخش  یهیبا زاو =  63 .................................................. یبرش یبارگذارتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

مختلف در ورق محدود  یچندضلع یهایگشاودگ یبرابعد یتنش ب نهیشایب ریمقاد 18-4شاک  

 y ........................... 68در جهت  یمحورکی یگذارتحت بار Glass/Epoxy[90]همسانگرد و ناهمسانگرد 

مختلف در ورق محدود  یچندضلع یهایگشاودگ یبرابعد یتنش ب نهیشایب ریمقاد 11-4شاک  

 x ........................... 68در جهت  یمحورکی یتحت بارگذار Glass/Epoxy[90]همسانگرد و ناهمسانگرد 

ورق  مختلف در چرخش یزوایا برحسااب یمثلث یگشااودگ رامونیبعد پبی تنش نهیشاایب 20-4شااک  
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 مقدمه 7-7
 منجر این برنامه اگر  .است مشک  یک ح ّ یا و معین نیازی ارضای برای اینقشاه تدوین طراّحی،

 پذیر،التمادپذیر، ر ابت ایمن، مند،وظیفه باید آن یفرآورده شااود، فیزیکی وا عیت با چیزی خل  به

 موارد ذکرشده رلایت و توجّه همواره طراّحی روند در بنابراین .[1باشد ] پسندمشاتری و سااخت  اب 

 و صاانعتی آلاتماشااین دریایی، فضااایی، هایسااازه در اغلب 1های کامپوزیتیورق  .باشاادمی ضااروری

 به بنا مهندساای، لملی ساااختارهای در  .روندمی کاربه ... و سااازیساااختمان صاانعت غیرصاانعتی،

 هاسازه در گوناگون اشکال و ابعاد با هابریدگی و هاگشودگی از مختلفی انواع اغلب کاربردهای گوناگون،

ی بدنه در هاپنجره و درها گشودگی به توانمی لملی، هایکاربرد در موارد این ازجمله  .گردندایجاد می

ورق  دو اتّصال مح ّ ،هاکوره یبدنه در هادماسنج و هافشاارسنج اتّصاال مح ّ ها،زیردریایی و هواپیماها

ساایال  یافتن جریان جهت هاتوربین هایپره در هاییگشااودگی ها،پرچ و هاپیچ توسااط همدیگر به

هیدرولیک  هایشلنگ و برق هایکاب  لبور برای مواردی در که هاییگشاودگی و هاآن در کنندهخنک

وزن  کاهش کلیّ طوربه .کرد ارهاشاا گردند،می ایجاد هواپیما بال در سااوخت جریان امر در تسااهی  یا

 از لوام  سازه در ورودی و خروجی هایراه ایجاد و هاسیستم به تجهیزات اتّصال  ابلیت ایجاد سیستم،

 وجودبه بالث جسام، در هاگشااودگی وجود موارد این یهمه در .باشاادمی هاورق در 2گشاودگی ایجاد

 است بررسی مهم چهآن .شودمی گشودگی افاطر در )تنش تمرکز(شدیدی  موضاعی هایتنش آمدن

 ها دانستنسازه طراّحی در نابراینب .باشادمی ساازه در ایجادشاده هایتنش در هاگشاودگی این تأثیر

 برای دهد،می رخ بیشااینه تنش این که اینقطه همننین گشااودگی، اطراف در بیشااینه تنش مقدار

 تنش- بار درست تنظیم طرز به هافرآورده از اریبسای بقای  .اسات مؤثر بسایار مناساب طرحی یارائه

 بر طراحی مقدماتی باشد. روابط کمتر سازه مقاومت از موردنظر مح ّ در که دارد بستگی طرّاح توساط

ها همسانگرد تدریجی دارد و همننین ورق تغییرات یا و ثابت هاآن مقطع سطح که است الضایی اساس

                                                 
1 Composite 
2 Hole 



 مقدمه

 

  3 

 ها،پله وجود  .نیسااتند شااک  این به همیشااه مکانیکی اجزای ولی اند،و نامحدود در نظر گرفته شااده

ثیر زیادی ها، تأو ناهمسانگرد بودن آن هامختلف، اندازه ورق هایو گشودگی جاخارها ها،رزوه شایارها،

 گشودگی دارند.  اطراف ایجاد شده در موضعی هایتنش در

 

 هواپیما یبدنه در هاگشودگی درها و پنجره 1-1شک  

توان به چند لام  مهم زیر ها را میثیرگذار در توزیع تنش ایجاد شده برای ورقهای تأمشاخصاه

 تقسیم کرد:

 بودن ورق 2یا ناهمسانگرد 1همسانگردالف: 

 طورهب های موضاااعی ایجاد شاااده بر اثر بارهای مکانیکیناهمساااانگرد بودن، تنش به توجه با

 .آیدمی وجودبه مختلف جهات در و مختلف اجزای در غیریکنواخت

 هابودن ورق 4یا نامحدود 3محدودب: 

 تنش توزیع در بسزایی تأثیر خارجی مرز شرایط گشودگی، یهندساه بر للاوه محدود هایورق در

دازه ورق بسااتگی ها به نساابت اندازه گشااودگی به اندارد. محدود یا نامحدود در نظر گرفتن ورق ورق

  [.2دارد]

                                                 
1 Isotropic 
2 Anisotropic 
3 Finite 
4 Infinite 



 مقدمه

 

  4 

 پارامترهای مربوط به گشودگی و بارگذاریج: 

ی الیاف در گشودگی، زاویه )چرخش زاویه(گیری جهت گشاودگی، انحنای شاعاع گشاودگی، نوع

و  بوده مؤثر هاورق در تنش توزیع بر که هسااتند بارگذاری و نساابت اضاالاع ورق پارامترهایی ورق، نوع

  .است مفید کاملاً طرح موف  به یابیدست در هاآن صحیح انتخاب

 انگیزه 7-2
ها در صفحات نامحدود پرداخته شده ی توزیع تنش اطراف گشودگیدر مطالعات زیادی به مسأله

شااده بر روی صاافحات محدود با توجه به ناهمسااانگرد بودن ورق و همننین اساات، اما کارهای انجا 

اشاااره  که طوربنابراین همان بساایار اندک بوده اساات. بررساای تمامی پارامترهای مؤثر بر توزیع تنش

 نظربه تأثیرات لاز  این بررسااای فوق، دارای اساااتانداردهای و بهینه ی طرحیارائه منظور به گردید

توزیع تنش و همننین  1ح  تحلیلی است شده نامه سعیپایان این در موضوع این به لنایت با .رسدمی

های منظم مختلف وا ع در مرکز یک اطراف گشااودگی تنش توزیع بر فمختل پارامترهای تأثیر بررساای

ای مورد مطالعه  رار گیرد. پارامترهای مهم مورد صفحهمحدود ناهمساانگرد، تحت بار درون یصافحه

گیری های گشااودگی، جهتی گشااودگی، شااعاع انحنای گوشااهنامه، نوع هندسااهبحث در این پایان

 باشند.ی الیاف، نوع بارگذاری و نسبت اضلاع ورق میی(، زاویهی چرخش گشودگگشودگی )زاویه

 تعریف مسئله 7-9
ورق  تنش توزیع بر مختلف پارامترهای تأثیر بررساای و تنش تحلی  نامهپایان این در اصاالی هدف

محیط  یایرهنسبت  طر دباشد. می 2-1شک   مطاب  منتظم هایگشودگی حاوی ناهمساانگرد محدود

 را ورق توانمی اطمینان با ، بنابرایناساات [2] 2/0تر از ترین ضاالع ورق بزرگبر گشااودگی به بزرگ

 غیاب در و ها کوچکای، تغییر شک صفحهتنش فرض استاتیک، حالت مسأله با .گرفت در نظر محدود

                                                 
1 Analytical solution 
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 یناحیه در و 1ی مورد نظر همگنصااافحه همننین  .گیردمی  رار بررسااای مورد نیروهای حجمی

 لاری و گشودگی  رار گرفته صفحه مرکز در گشودگی شودمی فرض  .شودمی خطّی بررسی الاستیک

 به نسبت آن  رارگیری ینحوه گشودگی که چرخش یزاویه 2-1شک   در. است بار خارجی هرگونه از

شود. نمایش داده می 𝛼الیاف دلخواه بوده و با  یویهزا .است شده داده نمایش β با باشاد می اف  محور

 تحت ورقضلعی باشد.  nطور کلی ضلعی و به، پنجربعتواند مثلث، مدر حالت کلی، شک  گشودگی می

 یگوشه انحنای شعاع گشودگی، شک  .گیردمی  رار خال  بر  و دومحوری محوری، تک کششی بار

ی ای و زاویهصفحه درون گشاودگی، نوع بارگذاری و ورق ابعاد گشاودگی، چرخش یزاویه گشاودگی،

 .است  رار گرفته توزیع تنش مورد بررسی بر نامهپایان این در آنها تأثیر که هستند پارامترهایی از الیاف

 

 یدومحور کشش تحت مربّعی گشودگی یحاو محدود ورق 2-1شک  

و نگاشاات  [26] 3رو  تحلیلی لخنیتسااکی یبر پایه 2مختلط متغیر رو  از مسااأله ح  برای

تمرکز تنش حول گشودگی  مسائ  ح  جهت ابزار  درتمندی رو  این  .اسات شاده اساتفاده 4همنوا

 پتانسی  توابع از و استفاده الاساتیسایته مرزی مقدار مساائ  یارائه با رو  این  .دهدمی ها ارائهورق

 گرفته کاربه تابع نگاشت از استفاده جهت ،مختلط متغیر رو  .سازدمی ممکن را مساائ  ، ح مختلط

                                                 
1 Homogenous 
2 Complex Variable Method 
3 Lekhnitskii 
4 Conformal Mapping 
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 را مختلف هایگشودگی محدود با هایورق تحلی  توانایی مناسب، نگاشتی تابع انتخاب بااست و  شاده

 هایشااهگو انحنای و ی چرخشزاویه مانند مختلف پارامترهای بررساای امکان تابع این همننین  .دارد

 ریاضی معتبر و پر درت هایرو  از بسیاری بندی،فرمول این در آورد.می فراهم به راحتی را گشودگی

به  مربوط تنش تابع یمحاساابه برای .شااوندمی گرفته کاربه مختلط متغیرهای یدر نظریه موجود

یک  تنش ابعت جمع بصااورتی که از ،منتظم، از رو  جمع آثار هایگشااودگی محدود حاوی یصاافحه

 شده استفاده گشودگی بدون ورق محدود یک تنش تابع و منتظم گشودگی همان نامحدود حاوی ورق

 مرزی شرایط المال و 1مرزی حدّا   مربّعات رو  از اساتفاده با تنش، تابع در ضارایب مجهول .اسات

 .آینددست میبه مناسب

 اهداف تحقیق  7-4
ای جامع برای تحلی  می تأثیرات و رساایدن به رابطهتما بررساای بهینه، طرحی یارائه منظور به

 برای پیشین، مطالعات در شده رفته کاربه تحلیلی هایرو  غالب .رسدمی نظربه لاز  هاتنش در ورق

 از زیادی موارد در اما باشااندمی مناسااب گشااودگی حاوی های نامحدودورق تنش توزیع بررساای

 برای شااده ارائه ح ّ راه از  .گرفت نظر در نامحدود توانیرا نم هاورق مهندساای، لملی کاربردهای

 بر مطالعه بنابرایننمود   اسااتفاده محدود هایورق توان براینمی گشااودگی، حاوی نامحدودِ هایورق

  .است ایجداگانه روابط کارگیریبه مرکزی، نیازمند گشودگی دارای محدود ورق تنش توزیع روی

های همسانگرد محدود انجا  گرفته است اما در اکثر موارد ی ورقهمننین مطالعاتی در زمینه

ها نسبت به مواد فلزی همسانگرد های آنها )مواد ناهمسانگرد( باتوجه به ویژگیاستفاده از کامپوزیت

های ناهمسانگرد توان برای ورقهای همسانگرد، نمیشود. از راه ح  ارائه شده برای ورقترجیح داده می

 های موضعی ایجاد شده بر اثر بارهای مکانیکیناهمسانگرد بودن، تنش به توجه بانمود، زیرا  استفاده

 .آیدمی وجود به مختلف جهات در و مختلف اجزای در غیریکنواخت طوربه

                                                 
1 Least square boundary collocation method 
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تا یک ح  تحلیلی برای ورق  است شده نامه سعیپایان این در شده، موضولات مطرح به لنایت با

 پارامترهای مختلف بر تأثیر و دست آیدها، بهها و بارگذاریدارای انواع گشودگیناهمسانگرد محدود و 

 .گیرد  رار مطالعه مورد تنش ی توزیعنحوه و مقدار

 نوآوری 7-1
 خلاصه کرد: توان می محور سه در را تحقی  این هاینوآوری

 حل تحلیلیالف: 

نش بااا اسااتفاده دساات آوردن توزیااع تاامنظااور بااهبااه جااامع اسااتفاده از حاا  تحلیلاای

هااااای از رو  متغیاااار مخااااتلط لخنیتسااااکی و نگاشاااات همنااااوا باااارای انااااواع هندسااااه

 بررسی شود. ثر در توزیع تنشؤتأثیر تمامی پارامترهای م همننین گشودگی و

 محدود و ناهمسانگرد بودن ورقب: 

نیز خارجی ورق  مرز شرایط گشاودگی، یهندساه بر للاوه با توجه به محدود در نظر گرفتن ورق،

به  توجه باهمننین   دست خواهد آمد.ها بهتری حول گشودگیدر نظر گرفته شده و توزیع تنش د ی 

 و اجزاء در غیریکنواخت طوربه های موضعی ایجاد شده بر اثر بارهای مکانیکیناهمسانگرد بودن، تنش

 .آیدمی وجودبه مختلف جهات

 پارامترهای مربوط به گشودگی و بارگذاریج: 

 نوع گشودگی، )چرخش زاویه(گیری جهت گشاودگی، انحنای شاعاع گشاودگی،ی هندساه  نوع

 در تنش توزیع بر که هستند و زاویه الیاف ورق ناهمسانگرد، پارامترهایی ، نسابت اضلاع ورقبارگذاری

 باشند. مؤثر می هاورق
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 نامهطرح کلی فصول پایان 7-6

 ای از تحقی  حاضر شده است.در فص  اول مقدمه

 پرداخته هاآن مکانیکی رفتار و ها، کاربردهاکامپوزیت معرفی به مختصر طوربه ابتدا دو ، فص  در

 نظر مورد یمسأله و گرفته صورت توزیع تنش یزمینه در پیشین مطالعات بر مروری پس  .شودمی

 .است شده معرفی

داده  توضیح هاآن ازیسپیاده ینحوه و حاکم معادلات حاضر، تحلیلی رو  اساس سو  در فص 

 .شودمی

 آورده مقالات سایر از آمده دستبه نتایج با حاضر تحلیلی ح ّ یدر ابتدا مقایسه چهار  فص  در

 همننین به و منتظم هایضلعی n و مثلّثی مربّعی، گشودگی حول تنش توزیع به سپس .است شده

 گشودگی، و ورق ابعاد نسبت ودگی،گش هایگوشه انحنای همنون گوناگون پارامترهای تأثیر بررسی

 هاگشودگی این اطراف تنش توزیع ینحوه بر گشودگی چرخش یزاویه و ایصفحه درون بارگذاری نوع

 است و نتایج حاصله مورد مطالعه و بحث  رار گرفته است. شده پرداخته

نتایج  کلیّ نبیا و مطالعه این در شااده انجا  هایفعالیت بندیجمع به پنجم فصاا  در در نهایت

این  یزمینه در آتی هایفعالیت پیشاابرد برای نیز هاپیشاانهاد از برخی شااده و پرداخته آمدهدسااتبه

  شود.ارائه می مسأله



 

  1 
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 مقدمه 2-7
 مواد از اسااتفاده یتاریخنه و اساات شااده پرداخته هاکامپوزیت معرفی به ابتدا فصاا  این در

 کامپوزیت مواد مکانیکی رفتار اند،شده معرفی هاکامپوزیت انواع ست. ا شده مرور اختصار به کامپوزیت

انجا   مطالعات بر مروری ادامه در  .است شده ذکر مواد از دسته این معایب و مزایا و شاده داده توضایح

 مورد یمسأله سپس و است شده انجا  هندسی نق  حاوی هایورق در تنش توزیع یزمینه در شاده

 .است شده معرفی نظر

 هاکامپوزیت 2-2

 مروری است، گشودگی حاوی کامپوزیتی یصفحه در تنش تحلی  نظر، مورد یمساأله که آنجا از

 و شده تعریف کامپوزیت یماده ابتدا  سامت، این در  .رسادمی نظر به لاز  کامپوزیت مواد بر مختصار

 از دسته این معایب و مزایا و مختلف صنایع در هایتکامپوز کاربردهای ساپس  .شاودمی ذکر آن انواع

 .است گرفته صورت کامپوزیت مواد به مربوط روابط بر مروری نهایت در و است آمده مواد

 هاکامپوزیت آشنایی با 2-2-7

 فرآیند در کمتر تولید هایهزینه و بیشاااتر اساااتحکا  کمتر، وزن  بی  از مختلفی پارامترهای

 و هافرآورده لملکرد بهبود برای روزافزون تقاضااای  .هسااتند نظر مورد هاردهفرآو لملکرد سااازیبهینه

 بنابراین  .نباشااند گوجواب دیگر کنونی یاسااتفاده مورد مواد که اساات شااده بالث نیاز، این تداو 

 هایویژگی و خواص یا که هستند تلا  در همیشه مواد للم نظرانصاحب و محققان نیز و دانشامندان

 کامپوزیت مواد ساااخت یایده .کنند تولید جدیدتری مواد یا و سااازند بهینه را متداول و ودموج مواد

 جدیدی کاملاً مواد هاکامپوزیت .شد آغاز داشتند وجود طبیعت در که موادی کشف با بشر، توساط

 مشخ  خواص با ایماده جزء هر که اندشده تشاکی  فاز یا مجزا جزء چند یا دو از بلکه نیساتند،

 مورد  دیم هایتمدن در که کاه با شاادهتقویت گلی هایخشاات و آجرها نمونه، لنوانبه  .اساات

 معماری شاهکار بم، ارگ  .داد  رار کامپوزیت مواد یدساته در توانمی را گرفتندمی  رار اساتفاده
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 ننینهم  .اساات گذشااته  رون در هاکامپوزیت تکنولوژی از اسااتفاده از بارزی ینمونه ایرانیان،

 بز پشم و شیشه پودر گ ، از که تنورهایی یا و ساختندمی بامبو و  یر با هاسرخپوست که هایی ای 

 یدسااته در توانمی را اساات شااده یافت نیز کشااورمان مختلف نواحی در و شاادندمی ساااخته

 ردهایکارب که اساات بتن کامپوزیت، مواد هاینمونه از دیگر یکی .داد  رار نخسااتین هایکامپوزیت

 سیمان توسط که شده تشکی  هاریزهسنگ از ایمجموله از بتن  .دارد سازیسااختمان در متنولی

 کششی استحکا  فلزی هایمیله شده،تقویت یا مسلح بتن در  .است شده محکم و چسابیده هم به

 .دارد کششی ایباره برابر در اندکی مقاومت و بوده ترد ایماده بتن که چرا  نمایندمی ایجاد را لاز 

 بر را کششی بارهای تحم  یوظیفه فولادی هایمیله و فشاری بارهای تحم  یوظیفه بتن بنابراین

 یلرشه و بتنی تیرهای در هاکامپوزیت چسباندن آزمایش در آمیزموفقیت نتایج از بعد .دارند لهده

 سازیمقاو  برای مناسبی رو  شیوه، این که دریافتند سارلتبه ژاپنی مهندساان و محققان ها،پ 

 و تعمیر در را هاکامپوزیت بار نخستین هاآن دلی  همین به و است شدید هایزلزله برابر در هاسازه

 از که دارند وجود نیز طبیعی مرکب مواد مصنولی، مرکب مواد بر للاوه .کردند وارد هاساازه تقویت

 چوب مثال، لنوانبه .کرد اشاره چوب و فصد اساتخوان، به توانمی آن یشادهشاناخته هاینمونه

 از ها،صدف از بعضی .دارد  رار 1لیگنین نا  به چسبی فاز در که است سالولزی الیاف از ایمجموله

 .هستند ترمحکم و ترسخت هم بشر دست یساخته یپیشرفته هایکامپوزیت

 نسبت است، شده هامپوزیتکا از استفاده یتوسعه و افزایش موجب که مهمی بسایار لوام  از یکی

 در مواد این یاولیه کارگیریبه .باشااندمی دارا مواد این که اساات بالایی خیلی وزن به اسااتحکا 

  .است شده امروزی صانایع از بسایاری در مواد این از گساترده یاساتفاده به منجر هوایی صانایع

 هایرشااته تولید ساارامیکی، و فلزی پلیمری، کامپوزیت مواد برای جدید تقاضاااهای بیشااتر منشااأ

 .[3] کنندمی حفظ بالا دماهای در را خود خواص که است 3آلومینیو  اکسید و 2سیلیسیو  کاربید

                                                 
1 Lignin 
2 Silicon Carbide (SiC) 
3 Aluminium oxide (Al2O3) 
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 کامپوزیت تعریف 2-2-2

 نامیده کنندهتقویت فاز یکی که است ماکروساکوپی مقیاس در ماده دو حدا   ترکیب کامپوزیت،

 شود،می نامیده زمینه یا ماتریس که دیگر فاز در و است ذرات یا و صفحات الیاف، صاورتبه و شاودمی

 اجزای از هر یک به نساابت حاصاا  یماده که گیردمی صااورت شااکلی به ترکیب این  .اساات محصاور

 .باشد داشته تریمطلوب و متفاوت هایویژگی و خواص تنهایی، به آن یدهندهتشکی 

  .داد  رار کامپوزیت مواد یزمره در را ایماده بتوان تا شااود گرفته نظر در باید مختلفی معیارهای

 فازهای کهاین دو  .[3] باشاااد داشاااته وجود ماده دو هر از ایملاحظه  اب  نسااابت کهاین اول

 طوربه کامپوزیت یماده خواص است ممکن ترتیباینبه .باشند داشته متفاوتی خواص دهنده،تشاکی 

 را ماده توانمی شاارایط این در که باشااد متفاوت آن یدهندهتشااکی  مواد خواص با ایملاحظه  اب 

 و مخلوط توسط مصانولی کامپوزیت مواد معمول طوربه کهاین ساو  .نمود معرفی کامپوزیت لنوانبه

 رو این از  شوندمی تولید مختلف مکانیکی وسای  توساط دهندهتشاکی  اجزای مناساب کردن ترکیب

 تواننمی را است یکنواخت مذاب یک انجماد یندافر حاص  که یدوفاز ریزسااختار با ریختگی آلیاژ یک

 ایماده و شده مخلوط فلز یک با مناساب نسابت با سارامیک ذرات اگر البته .کرد تلقی کامپوزیت یک

 را ماده این توانمی باشد، شده تشکی  فلز یک داخ  در شادهتوزیع سارامیکی ذرات از که کنند تولید

 پرتوهای جاذب مواد ساااز،روان کمی بساایار مقدار دارای معمولاً اگرچه هاتیکپلاساا .نامید کامپوزیت

 چرا گیرند نمی  رار هاکامپوزیت یدسااته در هم باز هسااتند، دیگر هایافزودنی برخی و بنفش ماورای

 .نیستند دارا را معیارها این از کدا هیچ که

 هاکامپوزیت انواع 2-2-9

 فاز یلهده به هاآن به بار انتقال و مربوطه جهت در و هم کنار رد الیاف نگهداری ها،کامپوزیت در

 یماده نوع به توجه با هاآن بندیدسته کامپوزیت، مواد بندیدسته هایرو  از یکی  .باشادمی زمینه

 یدسته سه به زمینه فاز لحاظ از مهندسی هایکامپوزیت .اسات کامپوزیت یزمینه در اساتفاده مورد
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 یزمینه با هاکامپوزیت و 2فلزی یزمینه با هاکامپوزیت ، 1پلیمری یزمینه با هازیتکاامپو اصااالی

 که باشندمی هاکامپوزیت ترینمتداول از پلیمری یزمینه با هاکامپوزیت .شوندمی تقسایم 3سارامیکی

 از و زمینه نوانلبه پایه 4رزین یک از مواد این ساخت در .اندبوده مصطلح فایبرگلاس نا  به گذشاته در

 از  .شااودمی اسااتفاده ،5آرامید الیاف و کربن الیاف شاایشااه، الیاف مانند متنولی هایکنندهتقویت

 فرآیند در  .شااودمی اسااتفاده گسااترده طوربه خودروسااازی صاانایع در فلزی یزمینه با هاکامپوزیت

 کاربید الیاف با که شاااودمی اسااتفاده زمینه لنوانبه آلومینیو  مانند فلز یک از مواد این ساااخت

 با ییهامحیط در ساارامیکی یزمینه با هاکامپوزیت .گرددمی تقویت ساارامیکی ذرات یا و ساایلیساایو 

 تار یا الیاف با و نموده استفاده زمینه لنوانبه سرامیک از مواد این .شاوندمی اساتفاده بالا بسایار دمای

 .گردندمی تقویت 6بور نیترید یا و  سیلیسیو کاربید مانند جنسی از کوتاه موهای

 با شدهتقویت هایکامپوزیت کلی یدسته دو به توانمی کنندهتقویت نوع اساس بر را هاکامپوزیت

 هایکامپوزیت از تحقی  این در .کرد بندیتقسیم 8ذرات با شادهتقویت هایکامپوزیت و ()الیاف 7فیبر

 هاآن یزمینه که هسااتند هاکامپوزیت از دسااته آن الیافی هایکامپوزیت .اساات شاده اساتفاده الیافی

 از مختلفی هایجنس از الیاف .هستند بارها اصلی یکنندهتحم  که شودمی تقویت الیافی یوسایلهبه

 .شوندمی ساخته برون و آرامید شیشه، کربن، جمله

 کامپوزیت مواد کاربردهای 2-2-4

 برابر در مقاومت کم، وزن بالا، اسااتحکا  مانند فردی به منحصاار خواص دلی  به هاکامپوزیت

 و مهندسان توجه مورد شادت به دیگر، مواد به نسابت بالاتر لمر و طراحی  ابلیت ساایش، و خوردگی

 هایدهه طی در کامپوزیت، مواد به نیاز و تقاضا روزافزون افزایش به توجه با  .اندگرفته  رار گرانصنعت

                                                 
1 Polymer Matrix Composites (PMC) 
2 Metal Matrix Composites (MMC) 
3 Ceramic Matrix Composites (CMC) 
4 Resin 
5 Aramid 
6 Boron nitride 
7 Fiber-reinforced Composite (FRC) 
8 Particulate Reinforced Composites (PRC) 
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  .اندداشته گیریچشم رشد هاکامپوزیت به مربوط هایدستگاه و هامسیست و ساخت هایرو  گذشته

 هاکامپوزیت روی بر صنایع از بسیاری کامپوزیت، صنعت ساوددهی و کامپوزیت مواد مزایای به توجه با

 به توجه با و کامپوزیت مواد انبوه تولید و خودکار ساخت هایرو  یتوسعه با .اندکرده گذاریسارمایه

 لنوانبه .است شده روروبه زیادی استقبال با کامپوزیت مواد از اساتفاده الیاف، تولید هایزینهه کاهش

 دلار 150 از گیرد،می  رار استفاده مورد تجاری صنایع در 1160 یدهه از که کربن الیاف  یمت نمونه،

 هابینیپیش برخلاف [. هرچند4بود ] رسیده 2008 ساال در پوند بر دلار 5 به ،1170 ساال در پوند بر

 و روند این تو ف سبب تولیدکنندگان تجاری هایگذاریسیاست ،2011 سال تا پوند بر دلار 2 بر مبنی

 و هزینهکم تولید هایرو  یتوسعه دلی به  یمت افت این .اسات شاده الیاف این  یمت نسابی ثبات

 صنایع توانمی کامپوزیت مواد از اساتفاده موارد از .اسات مختلف صانایع در مواد این مصارف افزایش

 مقاو  صنایع دریایی، صنایع سازی،ساختمان سازی،ری  و آهنراه صنایع خودروسازی، صنایع هوافضاا،

 .برد نا  را کاربردی و تجاری تجهیزات مصرفی، کالاهای صنایع و خوردگی برابر در

 هوافضا صنایع 2-2-4-7

 را هافرآورده در کامپوزیت مواد از فادهاست مزایای که بود صنایعی نخستین از هوافضا صنعت

 مسافت بیشتر سرلت با توانستند هاموشک و هواپیماها ها،کامپوزیت تکنولوژی کمک به  .کرد درک

 گرمایی، پایداری و کم وزن مانند هاویژگی برخی بودن دارا دلی به هاکامپوزیت .کنند طی را بیشتری

 فلزی آلیاژهای از بیشتر هاکامپوزیت یویژه ستحکا ا .ردندک فراهم را هوافضا صنایع بهبود امکان

 بیشتر بارهای تحم   ابلیت و کارایی شدن حداکثر سبب هاویژگی این .است صنعت این در کاررفتهبه

 هایاولویت تریناصلی از یکی وزن کاهش کهاین به توجه [. با5شود ]می کمتر سوخت مصرف و

 به را لرصه آلومینیو  صنعت، این در که رودمی انتظار شود،می حسوبم هوایی صنایع تولیدکنندگان

 یزمینه جنس به توجه با هوافضا صنعت در کاررفتهبه هایکامپوزیت .کند واگذار کامپوزیت مواد
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 یا و فلزی یزمینه با هایکامپوزیت ،1ارگانیک یزمینه با هاییکامپوزیت نوع از توانندمی هاآن

 هواپیما یبدنه  طعات و جت موتور ساخت منظور به که باشند سرامیکی یزمینه با هایکامپوزیت

 هایکامپوزیت از ترکیبی موتور سرد های سمت جت، موتور در نمونه لنوانبه .شوندمی گرفته کار به

 و احتراق محفظه مث  موتور گر  های سمت در که حالی در .است ارگانیک زمینه و فلزی زمینه

 در .شودمی استفاده سرامیکی یزمینه با هایکامپوزیت از دارند، بالا دمایی تحم  به نیاز که اگزوز

 اجزایی بدنه، از هایی مست و هاستون د ، درها، ها،گیره ها، اب بال، مانند  طعاتی هوافضا صنعت

 .[5] شودمی استفاده کامپوزیت مواد از هاآن ساخت در که هستند

 دریایی صنایع 2-2-4-2

 .است خوردگی انواع برابر در هاآن بالاتر مقاومت کامپوزیت، مواد کارآمد و مهم هایویژگی از کیی

 ظرفیت افزایش و سرلت افزایش سوخت، مصرف کاهش سبب که مواد این کم وزن نیز و ویژگی این

 استفاده  طعات انواع ساخت در هاکامپوزیت از دریایی صنایع در که است شده بالث شود،می بار حم 

 ساخت در .است شده ساخته کامپوزیت مواد از تفریحی های ای  اجزای از نیمی از بیش .شود

 هاکامپوزیت از استفاده .شودمی استفاده کامپوزیت مواد از نیز دریا در نفت و گاز استخراج هایلوله

 .[3] شودمی نیز نگهداری و نصب هایهزینه کاهش موجب صنعت این در

 روسازیخود صنایع 2-2-4-9

 خودروسازی صنعت در استفاده مورد مواد بسیاری جایگزین اخیر هایدهه طی کامپوزیت مواد

 به را اتومبی   طعات کارایی و  یمت ظاهر،  ادرند کامپوزیت مواد از استفاده با خودروسازان .اندشده

 هااتومبی  نواعا یبدنه ساخت در کامپوزیت مواد از استفاده امروزه .دهند تغییر ترمطلوب شک 

 .[3] است بوده آمیزموفقیت

                                                 
1 Organic Matrix Composites (OMC) 
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 گاز و نفت صنایع 2-2-4-4

 این که اندشده بالث کامپوزیت، هایفرآورده کم وزن و خوردگی به نسبت مقاومت بالا، استحکا 

 مواد کاربردهای ترینلمده از .باشند بتونی و فلزی هایلوله برای مناسبی بسیار جایگزین مواد

 از هالوله این .است گازی و نفتی محصولات انتقال برای مختلف ابعاد با یهالوله تولید کامپوزیت،

 .شوندمی تقسیم فشاری و گرانشی یلمده گروه دو به سیال انتقال ینحوه دیدگاه

  .شودمی حرکت تداو  و جابجایی سبب پایین خیلی فشار یا و گرانش نیروی گرانشی، هایلوله در

 ها،لوله این در .شودمی محسوب هالوله این طراحی در مهمی م لا سفتی ویژگی دلی  همین به

 بالث محوری و محیطی هایجهت در لوله سفتی که شودمی انتخاب ایگونه به الیاف گیریجهت

 آمد و رفت و مرده بار از ناشی نیروهای برابر در لوله و شود مسیر در خمشی هایشک  تغییر کاهش

 زیاد لم  در معمولاً که باشندمی گرانشی هایلوله از اینمونه فاضلاب ایهلوله .باشد مقاو  آن روی

 .گیرندمی  رار زمین سطح به نسبت

 میزان به بسته آنها الیاف و شوندمی استفاده گاز و نفت صنایع و آب انتقال در فشاری هایلوله

 دیدهآسیب هایلوله هدارینگ و تعمیر سنگین هایهزینه .دارند مختلفی هایگیریجهت طراحی، فشار

 مواد از استفاده لوام  مهمترین از صنعتی، مراکز به سرویس  طع از ناشی خسارات و خوردگی اثر در

 .[3] است صنعت این در کامپوزیت

 سازیساختمان 2-2-4-1

 در همننین و شوییدست وان، مانند ساختمان داخ  بهداشتی لواز  لنوان به کامپوزیت مواد از

 جای به توانمی را کامپوزیتی مواد همننین .شودمی استفاده گرما انتقال از جلوگیری برای پنجره و

 از گسترده طوربه سازیساختمان صنعت در .برد کار به نیز ساختمان یسازه در میلگرد یا تیرآهن

 خمشی فشاری، برشی، هایظرفیت افزایش جهت موجود هایستون خارجی تقویت برای هاکامپوزیت

 و آمریکا ژاپن، جمله از گوناگون کشورهای در رو  این .شودمی استفاده ضربه برابر در ومتمقا و
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 رو  این از همننین .رودمی کار به هاساختمان و پ  هایستون ایلرزه مقاومت اصلاح برای کانادا،

 خاص ورطبه کامپوزیت مواد .است شده استفاده هاپارکینگ هایستون باربری ظرفیت افزایش برای

 هایپ  از زیادی هاینمونه حاضر حال در .روندمی کاربه پیاده لابر و روماشین هایپ  ساخت در

 سقف مانند هاییابرسازه ساخت در کامپوزیت مواد از .است موجود جهان سراسر در کامپوزیتی تما 

 استفاده آن استحکا  کاهش بدون سازه وزن کاهش جهت تجاری و مسکونی هایبرج و مساجد

  ادر را طراحان ای،اندازه هر در پینیده  طعات و هاشک  بازسازی در هاکامپوزیت توانایی .شودمی

 .[3] کنند بازآفرینی یا مرمت شک ، و رنگ همان با را  دیمی بناهای ظاهر راحتی به که سازدمی

 ایران صنایع در کامپوزیت مواد کاربردهای 2-2-1

 یپیشرفته هایرو  اکثر کشورمان، در بودن جوان رغملیل کامپوزیت صنعت حاضر حال در

  .شودمی شام  را غیره و بادی توربین یپره خودرو،  طعات لوله، مانند مختلفی محصولات تولید

 در متأسفانه .باشدمی صنعت این با مرتبط مسئولان و متخصصان تلا  نیازمند صنعت این یتوسعه

 و تولید در طراحی، ضعف خود که کامپوزیت، مواد خصوصیات  کام شناخت لد  دلی  به ما کشور

 با .است کم بسیار کشورها سایر به نسبت مواد این از استفاده میزان دارد، دنبال به را مصرف

 ها وشرکت به مواد این شناساندن راستای در مناسب هایگذاریسرمایه و درازمدت هایریزیبرنامه

 .کرد جبران زیادی حد تا را زمینه این در موجود هایضعف توانمی کشور، صنعتی مؤسسات

 هاکامپوزیت مکانیکی رفتار 2-2-6

 یکسان خصوصیات دارای نقطه هر در که معنی این به باشند می همسانگرد مهندسی مواد اغلب

 غیرهمسانگرد جسم .هستند غیرهمسانگرد کلی حالت در کامپوزیت مواد .هستند جهات یهمه در

 سه یا دو دارای غیرهمسانگرد جسم که صورتی در .است متفاوت جهات در مختلف خواص دارای

 حالت یک ارتوتروپ جسم دیگر لبارت به .میشود نامیده 1ارتوتروپ باشد، هم بر لمود تقارن یصفحه

                                                 
1 Orthotropic  
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 در هم بر لمود جهت سه در مختلف خواص دارای کلی حالت در که است ناهمسانگردی از خاص

 مواد در .گیرندمی  رار ارتوتروپیک مواد یدسته در لموماً کامپوزیت مواد .اشدبمی جسم از نقطه یک

 جهت در طول کاهش و تنش المال جهت در طول افزایش بالث نرمال کششی هایتنش همسانگرد،

  .داشت خواهد لکس ینتیجه نیز فشاری هایتنش المال .شوندمی تنش المال راستای بر لمود

 نرمال هایتنش اگر ارتوتروپیک، مواد در .گردندمی برشی شک  تغییر بالث یبرش هایتنش همننین

 دهند،می نشان خود از همسانگرد مواد همانند رفتاری شوند، المال ماده اصلی محورهای جهت در

 مدول و مشابه بار تحت همسانگرد مواد با تواندمی هم بر لمود جهت در طول شدن زیاد و کم اما

 امتداد در ارتوتروپیک، یماده در اصلی محور .باشد متفاوت نیرو المال جهت در برابر یالاستیسیته

 المال جهت در طول ازدیاد بالث تنهانه نرمال تنش المال غیرهمسانگرد، مواد در .دارد  رار الیاف

 همننین .کندمی ایجاد نیز برشی شک  تغییر بلکه شود،می آن بر لمود جهت در طول کاهش و نیرو

 تأثیر نیز طول شدن زیاد و کم در بلکه کند،می ایجاد برشی شک  تغییر تنهانه برشی تنش المال

 دو هر نباشد، ماده اصلی محورهای راستای در نیرو المال جهت اگر نیز ارتوتروپیک مواد در .دارد

 .[3] آیدمی وجود به تنش نوع یک تحت برشی و طولی شک  تغییر

 هایتکامپوز معایب و مزایا 2-2-1

 شک  که شودمی موجب ایهندسه هر با کامپوزیت  طعات تولید برای مختلف هایرو  وجود

 کاریماشین لملیات حذف یا و کاهش سبب ویژگی این .کرد ایجاد مواد این با بتوان را  طعات نهایی

 بندی،مسره هایهزینه کاهش و کامپوزیت مواد از شدهساخته اجزای سازییکپارچه  ابلیت .شودمی

 [.3شود ]می فلزات از استفاده حالت به نسبت اتصالات و هاتبس تعداد گیرچشم به کاهش منجر

 چگالی به مدول نسبت و چگالی به استحکا  نسبت صورتبه ترتیب به که ویژه مدول و ویژه استحکا 

 این نمونه، لنوانبه .است فلزی آلیاژهای از بالاتر مراتب به کامپوزیت مواد برای شوند،می تعریف

 را سوخت مصرف در جوییصرفه و لملکرد بهبود و شده وزن کاهش سبب هوافضا صنعت در ویژگی
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 مراتب به کامپوزیت مواد از شدهساخته اجزای در یابیلیب و تعمیر [. فرایندهای3دارد ] پی در

 رطوبت مواد این .دارند بیمعای کاربردها برخی در ذکرشده، مزایای رغمللی هاکامپوزیت .است ترآسان

 دلی به همننین .دهدمی  رار تأثیر تحت را هاکامپوزیت خواص موضوع این .کنندمی جذب را

 دشوارتر هاآن رفتار تحلی  فلزات، ساختار به نسبت هاکامپوزیت مکانیکی مشخصات بودن ترپینیده

 حاوی صفحات در تنش توزیع یینهزم در شدهانجا  مطالعات بر مروری از پس ادامه، در .[3] است

 شود.می تعریف نظر مورد یمسأله گشودگی،

 مروری بر مطالعات پیشین 2-9
 تحقیقات بسیاری گشودگی، دارای نامحدود ناهمسانگرد و همسانگرد ورق تنش تمرکز یزمینه در

 و تابع بیضوی مختصات دستگاه از استفاده با 1113 سال [ در6] 1اینگلیس ابتدا .است شده انجا 

 و مناسب د ی  او ح ّ راه .آورد دستبه را بیضوی گشودگی اطراف تنش توزیع 2ایری حقیقی پتانسی 

 با تمرکز تنش که دادمی نشان او ح ّ .بود دشوار تیزنوک اشکال برای ویژهبه آن کارگیریبه اماّ بود

 تواند بسیارمی گشودگی نقاط دیگر با مقایسه در گشودگی از گوشه یک در انحنا شعاع شدن کوچک

-در گوشه مثال طوربه تنش تمرکز خطر امکان در مهندسان شدن حساس بالث نتایج این .شود بزرگ

 او محققان از پس. گردید هاسازه در هاآن مشابه و هاپیچ شیار ها،گشودگی ها،شکاف تیز، نوک های

 [ روابطی برای7] 3هوولند .کردند منتشر زمینه این در متعددی مرجع هایکتاب و مقالات زیادی

 هاییجمله با تنشی [ تابع8] 4وسترگارد .کرد ارائه محدود لرض و ایدایره گشودگی با بلند هایورق

 تابع آمده از دستبه هایتنش .آورد دستبه تیز هایگشودگی اطراف تنش تحلی  برای همساز توابع از

[ 1] 5هیوود .کردمی ارضا را یافته تعمیم هوک انون  و سازگاری معادلات تعادل، معادلات او تنش

 تنش ضریب تمرکز مقادیر از استفاده با محدود لرض در تنش تمرکز ضریب تصحیح برای روابطی

                                                 
1 Inglis 
2 Airy 
3 Howland 
4 Westergaard 
5 Heywood 
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 هایورق تعادل برای نیروهای برآیند از استفاده با را روابط این هیوود .کرد استخراج نامحدود هایورق

 کتاب در. المال شد تنهایی به محدود لرض تأثیر آن در که کرد هارائ کششی بار تحت گشودگی دارای

 از ی وسیعیمحدوده برای [،13] 4پیلکی و [12] 3[، پیترسون11] 2نیوبر [،10] 1استرنبرگ های

 در .شده است ارائه همسانگرد مواد برای مناسبی تنش تمرکز ضرایب مختلف، های اندازه با هاگشودگی

 نمونه پیترسون برای .است شده ارائه آزمایشگاهی نتایج از استفاده با نیز دلاتیمعا مراجع این از بعضی

 لرض محدود برای هم و نامحدود ابعاد برای هم مختلف، هایگشودگی حاوی هایورق برای روابطی

مثال  لنوان به تجربی هایآزمایش از معمولاً ،است موجود مراجع این در که نتایجی .کرد ارائه

و  هاکتاب این از تنش تمرکز ضریب یمحاسبه در طرّاحان از بسیاری .است آمده دستبه کفتوالاستی

 .کنندمی استفاده مرجع هایاستاندارد

 نامحدود همسانگرد ورق 2-9-7

با  .کرد معرفی را مختلط متغیرّ رو  دوبعدی، الاستیک تئوری یبرپایه [14] 5موشخلیشویلی

تحلیلیِ  تابع دو یمحاسبه به گشودگی، حاوی ورق تنش وزیعت تعیین یمسأله رو  این از استفاده

تحلیلی  صورت به بتواند تا کرد ترکیب همنوا نگاشت با را رو  این او .شدمی محدود 6هولومورفیک

 7ساوین .کند ح  دوبعدی الاستیک جسم در را دایروی غیر هایگشودگی تنش اطراف توزیع یمسأله

 هاگشودگی مختلفی از انواع اطراف تنش توزیع موشخلیشویلی، مختلط رمتغیّ  رو  از استفاده [ با15]

 با را z یدر صفحه گشودگی اطراف نامحدود یناحیه او .آورد دستبه همسانگرد نامحدود ورق در را

 از استفاده و با داد نگاشت واحد یدایره داخ  یناحیه به 8کرستف -شوارتز نگاشت تابع از استفاده

 گرد هایبا گوشه مثلّثی گشودگی تنش تمرکز همننین او  .آورد دستبه را تنش تابع 9وشیک انتگرال

                                                 
1 Sternberg 
2 Neuber 
3 Peterson 
4 Pilky 
5 Muskhelishvili 
6 Holomorphic 
7 Savin 
8 Schwartz-chirstoffel 
9 Cauchy integral 
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 و مختلط موشخلیشویلی متغّیر رو  [ از16] 1پترو و تئوکاریس .نمود بررسی نامحدود ورق در نیز را

 با ار نتایج و نامحدود بررسی همسانگرد ورق در را مثلّثی گشودگی اطراف تنش توزیع همنوا، نگاشت

 دستگاه از نگاشت همنوا، دو کارگیریبه از اجتناب منظور[ به17] 2گائو .کردند مقایسه تجربی نتایج

 نامحدود جابجایی ورق و تنش هایمؤلفه صریح آوردن دستبه برای هذلولی بیضوی مختصات

 حنایشعاع ان تأثیر بررسی به [18] 3موتوک .کرد استفاده دلخواه دومحوری بار تحت همسانگرد

 4و موهاپاترا سیمها .پرداخت کشش تحت نامحدود همسانگرد ورق در مختلف هایگشودگی هایگوشه

 همسانگرد یک ورق در هاگشودگی انواع اطراف در تنش توزیع یافتن برای کلیّ نگاشت تابع یک [ از11]

 توانستند همنوا، اشتتابع نگ در تصحیح ضرایب المال [ با20همکارانش ] و 5لی .کردند استفاده نامحدود

 و همسانگرد نامحدود در ورق دلخواه ابعاد با شک  مستطیلی گشودگی حول جابجایی و تنش توزیع

 تمرکز یمطالعه برای رو  ساوین از [21جعفری ] و پژند رضایی .آورند دستبه را محوریتک بار تحت

 شک  مانند پارامترهایی تأثیر و کردند استفاده فلزی نامحدود ورق در های مختلفگشودگی حول تنش

  .کردند مطالعه تنش تمرکز روی ضریب بر را گشودگی چرخش یزاویه و گوشه انحنای گشودگی،

 چندضلعی هایگشودگی حول توزیع تنش موشخلیشویلی، مختلط متغیّر رو  اصلاح [ با22] 6باتیستا

 حلیّ راه [23] 7شارما .کرد سبهرا محا کششی بارگذاری تحت نامحدود ورق در پینیده هایهندسه با

 بارگذاری تحت را نامحدود ورق همسانگرد در چندضلعی هایگشودگی اطراف تنش توزیع برای لمومی

 را ورق تنش توزیع بر بارگذاری و الگوی گشودگی یهندسه تأثیر او همننین .آورد دستبه دومحوری

 .نمود بررسی

 نامحدود ناهمسانگرد ورق 2-9-2

توسط  ناهمسانگرد مواد برای دوبعدی الاستیسیته مسائ  به موشخلیشویلی  رو ی کام توسعه

                                                 
1 Theocaris and Petrou 
2 Gao 
3 Motok 
4 Simha and Mohapatra 
5 Lei 
6 Batista 
7 Sharma 
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مختلط  متغیّر رو  لخنیتسکی .شد [ انجا 26] 3لخنیتسکی [ و25] 2اشترو [،24] 1اشلبای

های مؤلفه یمحاسبه برای لمومی حلیّ و داد بسط ناهمسانگرد الاستیک مواد برای را موشخلیشویلی

 آوردن ضرایب دستبه برای هاسری رو  از او .آورد دستبه ایصفحه تنش حالت در جابجایی و تنش

 در ورق را مختلف اشکال با هاگشودگی اطراف تنش توزیع بررسی ح ّ راه و کرد استفاده تنش تابع

 هاتوسط آن ارائه شده روابط از استفاده با متعددی پژوهشگران بعدها .نمود ارائه ناهمسانگرد نامحدود

 بر روی متعددی های[ بررسی27] 4تان .پرداختند گشودگی حاوی ناهمسانگرد هایورق یلعهمطا به

 ورق ناهمسانگرد تنش تمرکز به مربوط اطّلالات با تان .داد انجا  ناهمسانگرد مواد در تنش تمرکز ضریب

 اویح ورق تمرکز تنش مناسب، تصحیح ضرایب معرفی با و بیضوی و دایروی گشودگی حاوی نامحدود

 ورق در [ گشودگی مثلّثی28] 5هووا و دائوست .آورد دستبه محدود لرض با را هاگشودگی این

 نسبت تعریف ها باآن .کردند تحلی  محوری، تک کششی بار تحت را نامحدود ناهمسانگرد و همسانگرد

 مختلف اضلاع با نسبت هامثلّث سایر الاضلاعمتساوی ثمثلّ بر للاوه توانستند پارامتر، یک لنوان به اضلاع

[ 21] 6ابوالفتوح .نیز پرداختند گشودگی انحنای شعاع پارامتر بررسی به هاآن همننین .کنند بررسی را

 مثلّثی بیضوی، دایروی، هایهندسه برای گشودگی مرز بر مماس تنش یمؤلفه برای را واحدی یرابطه

 7رائو و یوکادگائونکر .نمود کششی بیان بار حتت خاص، ناهمسانگرد یماده از نامحدود ورق در مربّعی و

 ایصفحه درون بارگذاری تحت نامحدود را ناهمسانگرد ورق در مثلّثی گشودگی اطراف تنش [ توزیع30]

 تأثیر بررسی به همننین هاآن .آوردند دستبه آثار جمع از استفاده بدون و گائو رو  از استفاده با

 .دادند بسط متقارن های کامپوزیتیچندلایه برای را رو  این و داختندپر تنش توزیع بر الیاف یزاویه

 هایگشودگی اطراف در توزیع تنش نامحدود ورق ناهمسانگرد در [،32،31جعفری ] و پژند رضایی

 و اسمر .نمودند بررسی را چرخش گشودگی یزاویه و گوشه انحنای مانند پارامترهایی تأثیر و مختلف

                                                 
1 Eshelby 
2 Stroh 
3 Lekhnitskii 
4 Tan 
5 Daoust and Hoa 
6 Abuelfoutouh 
7 Ukadgaonker and Rao 
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 را کششی بار تحت نامحدود ورق ناهمسانگرد یک مربّعی در گشودگی اطراف تنش [ توزیع33] 1جبّور

 .پرداختند مقاله این در بار یزاویه و انحنای گشودگی تأثیر بررسی به همننین هاآن .آوردند دستبه

 مثلّثی گشودگی اطراف تنش توزیع بررسی نیز به ناهمسانگرد ورق مورد [ در34همکارانش ] و شارما

 انحنای و جنس الیاف، یزاویه بار، یپارامترهای زاویه و پرداختند ایصفحه درون بارگذاری تحت

 .گرفتند نظر در نیز را گشودگی یگوشه

 چندگشودگی حاوی ناهمسانگرد و همسانگرد هایورق 2-9-9

 راه ح ّ .است گرفته صورت زیادی تحقیقات نیز دارند گشودگی یک از بیش که هاییورق مورد در

 بار توسط اوّلین محدود لرض با ورق و نامحدود ورق یک در وا ع هایگشودگی از گروهی برای کلیّ

 منظور راه این به هاآن .است آمده دستبه [37] 4ونگ و لینگ [،36] 3گرین [،35] 2نایت و هوولند

 رایطارضای ش برای هاسری پارامتری ضرایب یمحاسبه رو ، این در .دادند گستر  را هاسری ح ّ

 ح ّ موف  به مختلط، متغیّرهای رو  از استفاده با [38] 5تانگ .است طولانی نسبتاً اماّ ساده مرزی،

و همکارانش  7همدا [،31] 6هالبرت مشک  این ح ّ برای .شد گشودگی چند دارای صفحات یمسأله

 9نظیر-ی نقطهلدد رو  یوسیلهبه را گشودگی چند ایصفحه مسائ  از تعدادی [،41] 8واه [ و40]

 را رو  [ این42] 10ایگوا و ایسادا .داد نشان را رو  این پذیری انعطاف و کارایی نتایج، .کردند ح 

 یوسیلهتحقیقاتی به همننین .دادند گستر  دایروی هایگشودگی زاگی زیگ آرایش یمسأله برای

 با دو گشودگی حاوی یهاورق تحلیلی ح  روی [ بر44یوکادگائونکر ] [ و43همکارانش ] و 11ژانگ

 .است شده انجا  مختلف اشکال

                                                 
1 Asmar and Jabbour 
2 Howland and Knight 
3 Green 
4 Ling and Wang 
5 Tang 
6 Hulbert 
7 Hamada 
8 Wah 
9 Point-matching 
10 Isida and Igawa 
11 Zhang 
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 محدود همسانگرد ورق 2-9-4

های ورق تنش توزیع بررسی برای فوق، مطالعات در شده کاررفتهبه تحلیلی هایرو  غالب

را  هاورق مهندسی، لملی کاربردهای از زیادی موارد در اما باشندمی مناسب گشودگی حاوی نامحدود

توان نمی گشودگی، حاوی نامحدودِ  هایورق برای شده ارائه ح ّ راه از .گرفت نظر رد نامحدود تواننمی

 تنش درنظر توزیع بر خارجی مرزی شرایط تأثیر حالت این در زیرا .نمود استفاده محدود هایورق برای

 مرکزی، نیازمند گشودگی دارای محدود ورق تنش توزیع روی بر مطالعه بنابراین .شودنمی گرفته

  .است ایجداگانه روابط کارگیریهب

 از دلخواه مو عیت و تعداد با محدود همسانگرد ورق یمسأله ح ّ منظور [ به45] 1و چن وو

 مربّعات حدّا   رو  و موشخلیشویلی مختلط متغیّر رو  اساس بر را تنشی تابع های دایروی،گشودگی

 و حدّا   مختلط متغیرّ رو  از استفاده با [2همکارانش ] و 2پن 2013 سال در .کردند مرزی پیشنهاد

 ورق محدود تنش توزیع بررسی به موشخلیشویلی، توسط شده ارائه تنش تابع اصلاح با و مرزی مربّعات

 توسط شارما که نگاشتی تابع از هاآن .پرداختند محوریتک کششی بار تحت مربّعی گشودگی حاوی

دو  و مربّعی گشودگی یک و کردند استفاده بود، آمده دستبه کرستف - شوارتز نگاشت اساس بر

 بار تحت انحنا، پارامتر گرفتن نظر در را بدون 1به  5و  1به  2/3ابعادی  نسبت با مستطیلی گشودگی

مربّعی  گشودگی برای را گشودگی چرخش پارامتر ها همننینآن .نمودند بررسی محوری تک کششی

ی تابع نگاشتی مناسب، توانستند [ با ارائه46ری و اردلانی ]جعف .کردند بررسی خاصی بسیار زوایای در

های مختلف را در صفحات محدود همسانگرد تحلی  کنند و تأثیر پارامترهای مختلف نظیر گشودگی

 ی گشودگی را بررسی نمودند.ی چرخش گشودگی و شعاع انحنای گوشهزاویه

 محدود ناهمسانگرد ورق 2-9-1
حول  تنش توزیع مرزی مربّعات حدّا   رو  و مختلط متغیّرهای از استفاده [ با47] 3اُگنوسکی

                                                 
1 Woo and Chan 
2 Pan 
3 Ogonowski 
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از  استفاده با [48] 1کو و لین .آورد دستبه محدود کامپوزیتی هایچندلایه در را دایروی گشودگی

بیضوی  گشودگی با محدود کامپوزیتی هایچندلایه تحلی  به لخنیتسکی ناهمسانگرد مواد تئوری

 2بریت .کردند استفاده مرزی مربّعات حدّا   رو  و ایری تنش تابع از هاآن رمنظو این برای .پرداختند

دست های دایروی و بیضوی را در صفحات محدود ناهمسانگرد به[ توزیع تنش اطراف گشودگی41]

 تنش مرزی، توزیع مربّعات حدّا   رو  و 4فابر سری بسط از استفاده [ با50همکاران ] و 3زو آورد.

[ 51و شارما ] 5چوحان .آوردند دستبه را محدود کامپوزیتی یچندلایه در بیضوی یگشودگ اطراف

دست آوردند. همننین همسانگرد بهتوزیع تنش اطراف گشودگی مستطیلی را در صفحات محدود نا

های مختلف را در صفحات محدود ناهمسانگرد تحلی  کنند و [ توانستند گشودگی52چوحان و شارما ]

ی گشودگی را بررسی ی چرخش گشودگی و شعاع انحنای گوشهترهای مختلف نظیر زاویهتأثیر پارام

 شده انجا  گشودگی حاوی محدود ناهمسانگرد هایورق روی بر تاکنون که بیشتر مطالعاتی نمودند.

 .شودمی شک بیضی و گشودگی دایروی به محدود است 

با استفاده از نگاشت  و مختلط لخنیتسکی متغیّر  رو از استفاده با تا شودمی سعی نامهپایان این در

 .بررسی شود ناهمسانگرد محدود ورق مرکز در وا ع منتظم هایگشودگی اطراف تنش توزیع همنوا،

محدود  هایورق تحلی  توانایی مناسب، نگاشتی تابع معرفی با نامهپایان این در شده ارائه رو 

نوع  شام  نامهاین پایان در بررسی مورد پارامترهای .ددار را مختلف هایگشودگی ناهمسانگرد با

-زاویه ای،صفحه درون بارگذاری نوع ورق، ابعاد نسبت گشودگی، هایگوشه انحنای ی گشودگی،هندسه

  باشد.می ی الیاف ورق ناهمسانگردگشودگی و زاویه چرخش ی

                                                 
1 Lin and Ko 
2 Britt 
3 Xu 
4 Faber series 
5 Chauhan 
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 مقدمه 9-7
 روند ح ّ در مورداستفاده نگاشت تابع روپیش یمساأله فرضایات بیان از پس فصا ، ابتدا این در

تئوری  از اسااتفاده با ناهمسااانگرد، محدود ورق بر حاکم معادلات آن از پس .شااودمی معرفی تحلیلی

کمک رو   با و ورق مرزی شاارایط به توجّه با سااپس .شااودمی لخنیتسااکی اسااتخراج مختلط متغیّر

رو   از این استفاده با ح  روند و مشخ  ورق مرزی شارایط به مربوط معادلات مرزی، مربعاّت حدّا  

  .گرددمی بیان

 فرضیات مورد استفاده 9-2
نسبت  طر دایره محیط بر گشودگی به باشد )می بزرگ ورق ابعاد درمقاب  گشودگی یاندازه -1

  .است ودمحد ورق بنابراین (،است 2/0بزرگترین ضلع ورق بزرگتر از 

 باشد.ی الیاف دلخواه میشود و زاویهورق ناهمسانگرد در نظر گرفته می -2

 کند.باشد و از  انون لمومی هوک تبعیت میمی خطّی الاستیک رفتار دارای و همگن ورق -3

 شده است. و در غیاب نیروهای حجمی فرض ایصفحه تنش مسأله، -4

 بر  و محوریتک دومحوری، کشااشاای هایورتصااای بهبارگذاری درون صاافحه تحت ورق -5

 .گیردمی  رار خال 

 .است بار از آزاد گشودگی و مرز گشودگی در مرکز صفحه -6

 .ی استدلخواه گیریجهت هر باو  منتظم ضلعی nشک  گشودگی  -7

 نگاشت همنوا 9-9
 در مختلف هایگشااودگی بایسااتمی ابتدا دایروی، غیر هایگشااودگی تنش تحلی  منظور به

 1-3شک  . شود تبدی   𝜉 نگاشت یصفحه در واحد شعاع به یاهدایر گشودگی به z مختلط یصافحه

 .دهدمی نشان مربعی گشودگی برای را تبدی  این
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 یبه گشودگی دایرو مثلثیگشودگی  نگاشت 1-3شک  

 یارهیاد گشودگی کی را به منتظم یچند ضلع هندسه اسات که شک  نگاشاتی، تابع ی زیرابطهر      

 .دکنیم تبدی 

(3-1) 
𝑧 = 𝑥 + i𝑦 = 𝑤(𝜉) = R(𝜉 +

𝑚

𝜉𝑝
) 

𝜉 = 𝜌𝑒𝑖𝜃 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃) 
𝜌برای دایره به شعاع واحد  =   د:آیمی دستبه صورت زیربهy و  x باشد ومی 1

(3-2) 
𝑥 = 𝑅[𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑚𝑐𝑜𝑠(𝑝𝜃)] 

𝑦 = 𝑅[𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑚𝑠𝑖𝑛(𝑝𝜃)] 

𝑅نامه و در این پایان دباشمیی گشودگی ی اندازهکنندهپارامتر تعیین 𝑅، (2-3)ی در رابطه = 1 

𝑝پارامتر  .شاودگرفته می در نظر = 𝑛 − باشد. به لنوان ی گشودگی میی نوع هندسهکنندهتعیین 1

𝑛نموناه برای مثلاث باا تعداد اضااالاع  = 3 ،𝑝  پارامتر باشاااد.می 2برابر 𝑚 انحنای ی کنندهتعیین

دیر تواند مقاو می باشدمیهای گشودگی معیار تیزی یا نرمی گوشه به لبارتی وهای گشاودگی گوشاه

های منتظم [ برای رسم گشودگی52] مرجعمنظور مقایسه نتایج با به مختلفی داشته باشد. برای نمونه

 شود. ی زیر برای این معیار استفاده میاز رابطه

(3-3) 𝑚 =
2

𝑛(𝑛 − 1)
 

 دهد.های گشودگی را نشان میبر انحنای گوشه mپارامتر  تأثیر 2-3شک        

 

 [46] ضلعی شش گشودگی بر m پارامتر تأثیر 2-3شک  
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𝑧ی بطهی راوسیلههب zی مختلط یک ورق همسانگرد در صفحه یهندسه = 𝑥 + i𝑦 یهندسه و 

𝑧𝑗ی ی رابطهوسایلهبه 𝑧𝑗ی در صافحه ورق ناهمساانگرد = 𝑥 + 𝜇𝑗𝑦 آید. دسات میبه𝜇𝑗 های ریشه

 . خواهند شدی  در بخش بعد معرفی تفص بهی مشخصه هستند که معادله

 توان نوشت:با استفاده از روابط اویلر می

(3-4) 
𝑒𝑖𝑝𝜃 = 𝑐𝑜𝑠(𝑝Ѳ) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑝Ѳ) 
𝑒−𝑖𝑝𝜃 = 𝑐𝑜𝑠(𝑝Ѳ) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑝Ѳ) 

𝜉 با استفاده از روابط = 𝑒𝑖𝜃 شود:های زیر نتیجه میرابطه، (4-3) یرابطه و 

(3-5) 

𝑐𝑜𝑠(𝑝𝜃) =
1

2
(𝜉𝑝 +

1

𝜉𝑝
)    

𝑠𝑖𝑛(𝑝𝜃) =
−𝑖

2
(𝜉𝑝 −

1

𝜉𝑝
) 

 صورت زیر بازنویسی کرد:را به y و  xتوان می (2-3ی )با توجه به رابطه بنابراین

(3-6) 

𝑥 =
𝑅

2
(𝜉 +

1

𝜉
+ 𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 

𝑦 = −
𝑅𝑖

2
(𝜉 −

1

𝜉
− 𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 

 شود:انتقال زیر استفاده می ماتریس ی چرخش گشودگی ازبرای مدل کردن زاویه

(3-7) [
𝑋
𝑌
] = [

𝑐𝑜𝑠 𝛽 −𝑠𝑖𝑛 𝛽
𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] [
𝑥
𝑦] 

ی  رارگیری گشودگی گر نحوهو بیان (3-3شاک  ) ی چرخش گشاودگی اساتزاویه βکه در آن 

چرخش  یزاویه نیز مختصااات نقاط روی مرز گشااودگی بعد از المال Yو  Xباشااد. نساابت به اف  می

 شود:نتیجه می (7-3) یدر رابطه (6-3) یهاگذاری رابطهبا جای باشند.گشودگی می

(3-8) 

𝑋 =
𝑅

2
(𝜉 +

1

𝜉
+ 𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 +

𝑅𝑖

2
(𝜉 −

1

𝜉
− 𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 

𝑌 =
𝑅

2
(𝜉 +

1

𝜉
+𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 −

𝑅𝑖

2
(𝜉 −

1

𝜉
− 𝑚𝜉𝑃 +

𝑚

𝜉𝑃
) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 
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 شود:نگاشت به فر  زیر تبدی  می تابع، (8-3)ی رابطهدر  Yو Xدرنهایت با جایگذاری 

(3-1) 

𝑧𝑗 = 𝑥 + 𝜇𝑗𝑦 =
𝑅

2
{[(1 − 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽]𝜉

+ [(1 + 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (−𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽]
1

𝜉

+ [(1 + 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (−𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽]𝑚𝜉
𝑃

+ [(1 − 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 (𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽]
𝑚

𝜉𝑃
} 

 :کرد مرتب زیر صورتبه را (1-3) نگاشت تابع توانمی

(3-10) 

𝑧𝑗 =
𝑅

2
(𝑎𝑗𝜉 +

𝑏𝑗

𝜉
+ 𝑚𝑏𝑗𝜉

𝑃 +
𝑚𝑎𝑗

𝜉𝑃
) 

𝑎𝑗 = (1 − 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 

𝑏𝑗 = (1 + 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (−𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 

 شود:، معادله به فر  زیر تبدی  میآن ( و بازنویسی10-3ی )در رابطه 𝜉𝑃ضرب  با

(3-11) 𝑅𝑚𝑏𝑗𝜉
2𝑃 + 𝑅𝑎𝑗𝜉

𝑝+1 − 2𝑧𝑗𝜉
𝑃 + 𝑅𝑏𝑗𝜉

𝑝−1 + R𝑚𝑎𝑗 = 0 

ی باشد که تما  نقاط موجود در صفحهمی 𝜉ای بر حسب ی چندجملهیک معادله (11-3)ی رابطه

z ی را به نقاط متناظرشان در صفحه𝜉  کند.می تبدی 

 

 یگشودگ چرخش ینحوه 3-3شک  

y 

x β 
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 دست آوردن معادلات حاکمروش حل و به  9-4

 مسائ  دوبعدی در .شودمی بررسی و تحلی  ،ایصفحه الاستیسیته تئوری یپایه بر حاضر یمسأله

  𝜏𝑥𝑦و 𝜎𝑦  ،𝜎𝑥تنش  سه دارای الاستیک، یماده از نقطه هر در تنش ماتریس ای،صفحه درون بار تحت

 :کنندمی ارضا زیر صورت به را تعادل معادلات خارجی نیروهای غیاب در ها،تنش این. باشدمی

(3-12) 

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
= 0 

هر  های تغییر شک  نسبی وههر مؤلفه تاانش را به تما  مؤلف توانمی ،مطاب  تعمیم  انون هوک

 :ختمؤلفه تغییر شک  نسبی را به تما  مؤلفه های تنش مربوط سا

(3-13) 𝑖 = 𝐶𝑖𝑗𝑗 

(3-14) 𝑖 = 𝑆𝑖𝑗𝑗 

 ماده هستند: (انعطاف پذیری) نرمی و تیفستانسورهای به ترتیب [S] و  [C]که 

(3-15) [𝐶] = [𝑆]−1 

الت کرنش گیریم. برای حای را درنظر مینش صاافحهای و تدر ادامه کار دو حالت کرنش صاافحه

ای صفحه 0 yzxzz  ،𝑎𝑖𝑗 آید: دست میهصورت زیر بب 

(3-16) 𝑎𝑖𝑗 = 𝑆�̅�𝑗 −
𝑆�̅�3𝑆�̅�3

𝑆3̅3
      ,       𝑖, 𝑗 = (1,2,6) 

0) ایحالت تنش صفحهو برای  yzxzz ) 

(3-17) 𝑎𝑖𝑗 = 𝑆�̅�𝑗    ,       𝑖, 𝑗 = (1,2,6) 

به ثوابت مهندسااای و  [̅ 𝑆]و  هساااتند کاهش یافته الضااااء ماتریس نرمی 𝑎𝑖𝑗 که در این روابط

 آورده شده است. پیوست الفدر  روابط آن گیری الیاف بستگی دارد وجهت
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 شود:میصورت زیر بیان هسازگاری ب یبعدی رابطهدر حالت دو 

(3-18) 
𝜕2𝜀𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝛾𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

    شوند:صورت زیر تعریف میهنیز ب جابجایی -همننین روابط کرنش

(3-11) 𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
    ;    𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
    ;     𝛾𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

 :باشدمیصورت زیر هب یافتهکاهش برای ماتریس نرمیکرنش -ی تنشرابطه

(3-20) 

𝜀𝑥 = 𝑎11𝜎𝑥 + 𝑎12𝜎𝑦 + 𝑎16𝜏𝑥𝑦
𝜀𝑦 = 𝑎12𝜎𝑥 + 𝑎22𝜎𝑦 + 𝑎26𝜏𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑦 = 𝑎16𝜎𝑥 + 𝑎26𝜎𝑦 + 𝑎66𝜏𝑥𝑦

 

 :شودصورت زیر تعریف میهکند، بطوری که در معادلات تعادل صدق هب U(x,y) تابع تنش

(3-21) 𝜎𝑥 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
   ;    𝜎𝑦 =

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
    ;     𝜏𝑥𝑦 = −

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

ی مسأله دو صورتبه است، محدود شده جسام از   Lکانتور توساط که S ناحیه 4-3شاک   مطاب 

مرزی  شرط ارضای ترتیب به اسااسی یمساأله دو این .شاودمی تجزیه هم از شاده تفکیک و اسااسای

 .باشندمی جاییجابه و نیرویی

 

 
 Lکانتور  کیشمات 4-3شک  
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 شود:روابط زیر استخراج می 4-3شک  با توجه به 

(3-22) {
𝐴1 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝜃1) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥) 

𝐴2 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜃2) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑦)
 

(3-23) {
𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃1) = ±

𝑑𝑦

𝑑𝑠
         

𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃2) = −(±
𝑑𝑥

𝑑𝑠
)

 

 صورت زیر خواهند بود:هب yو  xروابط تعادل نیرویی در جهت 

(3-24) 
𝜎𝑥 𝐴1 + 𝜏𝑥𝑦 𝐴2 = 𝑋𝑛 𝐴

𝜎𝑦 𝐴2 + 𝜏𝑥𝑦 𝐴1 = 𝑌𝑛 𝐴
 

 جساام خارجی مرزهای به𝑌𝑛 و  𝑋𝑛 یخارج نیروهای که هنگامی اوّل، نوع اساااساای یمسااأله برای

 باشند:می زیر صورتبه (24-3)ی رابطه در (22-3)ی گذاری رابطهجایبا مرزی  شرایط شوند،می وارد

(3-25) 
𝜎𝑥 cos(n, x) + 𝜏𝑥𝑦 cos(n, y) =  𝑋𝑛
𝜎𝑦 cos(n, y) + 𝜏𝑥𝑦 cos(n, x) =  𝑌𝑛

 

دساات ، روابط زیر به(25-3)در روابط  (21-3) و روابط تابع تنش (23-3) یرابطه گذاریجایبا 

 :آیدمی

(3-26) 

𝑋𝑛 = (
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
)(±

𝑑𝑦

𝑑𝑠
 ) + (−

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
)(−(±

𝑑𝑥

𝑑𝑠
)) = ±

𝑑

𝑑𝑠
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
)   

𝑌𝑛 = (
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
)(−(±

𝑑𝑥

𝑑𝑠
)) + (−

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
)(±

𝑑𝑦

𝑑𝑠
 ) = ∓

𝑑

𝑑𝑠
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
)    

 

            :  گیردانجا  می dsگیری از روابط بالا نسبت به انتگرال در نهایت

(3-27) 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= ±∫ 𝑋𝑛 𝑑𝑠 + 𝑐1

𝑠

0

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= ∓∫ 𝑌𝑛 𝑑𝑠 + 𝑐2

𝑠

0

 

 باشد، شده گرفته نظر در  Lکانتور برای جاییجابه که در حالتی دو ، نوع اسااسای یمساأله برای

 :گرددمی زیر بیان صورتبه مرزی شرایط

(3-28) 
𝑢 = 𝑢∗

𝑣 = 𝑣∗
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 .باشندمی   Lکانتور بر وا ع نقاط معلو  جاییجابه،  ∗𝑣و∗𝑢  توابع آن در که

برای  ،(18-3) ی سازگاریمعادلهدر  (20-3)روابط  انون هوک و  (21-3) تابع تنشروابط با ادغا  

 یدیفرانسی  مرتبه ییک معادله به شک  Uی سازگاری بر حسب تابع تنش معادله مواد ناهمسانگرد،

مجهول مسئله  5با ح  این معادله و المال شرایط مرزی در آن،  دست خواهد آمد.هچهار  ب

(𝑢, 𝑣, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦) ند آمد.دست خواهبه 

(3-21) 𝑎22
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
− 2𝑎26

𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ (2𝑎12 + 𝑎66)

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝑎16

𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ 𝑎11

𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

 صورت زیر خواهد بود:هب (17-3) ی، طب  رابطهایصفحهحالت تنشر د 1ارتوتروپیک برای مواد و

(3-30) 
1

𝐸2

𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ (

1

𝐺12
−
2𝜈12
𝐸1

)
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
1

𝐸1

𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

 شود:صورت زیر ساده میههمننین برای مواد همسانگرد ب

(3-31) 
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

که شرایط مرزی  U(x,y) تنشای تئوری الاستیسیته، به تعیین تابع صفحهتنش بنابراین ح  مسائ 

، به فوقچهار   یمرتبه معادلات شود.کند، خلاصه میدیفرانسی  مرتبه چهار  را ارضا می یو معادله

 :[26] شودصورت زیر بیان میهکمک چهار اپراتور مشت  خطی مرتبه اول ب

(3-32) 

𝐷1 𝐷2 𝐷3 𝐷4 𝑈 = 0  

𝐷𝑖 =
𝜕

𝜕𝑦
− 𝜇𝑖

𝜕

𝜕𝑥
   , (𝑖 = 1,2,3,4) 

 باشند.می زیر یمشخصه یهای معادلهها ریشه𝜇𝑖 که در آن 

(3-33) 𝑎11𝜇
4 − 2𝑎16𝜇

3 + (2𝑎12 + 𝑎66)𝜇
2 − 2𝑎26𝜇 + 𝑎22 = 0 

                                                 
1 Orthotropic 
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در ح ّ آن مراح  که  (21-3) چهار  ی مرتبه یح ّ معادله با [26] منظور لخنیتسااکی این به

 :نمود همسانگرد پیشنهادی نامادهدر  Uتابع تنش  برای  را توضیح داده شده است، ح ّ زیر پیوست ب

(3-34) 𝑈(𝑥, 𝑦) = 2𝑅𝑒[𝐹1(𝑧1) + 𝐹2(𝑧2)] 

دلخواه  تحلیلی توابع 𝐹2و  𝐹1 مختلط و لبارت یک حقیقی  ساامت یدهندهنشااان Re که در آن

 ند:شوصورت زیر تعریف میبه 𝑧2و  𝑧1 مختلط متغیّرهای هستند و

(3-35) 
𝑧1 = 𝑥 + 𝜇1𝑦  

𝑧2 = 𝑥 + 𝜇2𝑦 

 با تعریف مقادیر زیر 

(3-36) 

∅1(𝑧1) =
𝑑𝐹1
𝑑𝑧1

     ,    ∅2(𝑧2) =
𝑑𝐹2
𝑑𝑧2

  

∅1
ˊ (𝑧1) =

𝑑𝜙1
𝑑𝑧1

    ,    ∅2
ˊ (𝑧2) =

𝑑𝜙2
𝑑𝑧2

 

   Lکانتور روی بر که (𝑧2)2∅ و (𝑧1)1∅ تحلیلی تابع دو تعیین به ایصاافحه تنش مسااائ  ح ّ

,𝑈(𝑥 تنش تابع شاادن مشااخ  با .شااودمی محدود کنند،می ارضااا را شااده تعیین مرزی شاارایط 𝑦) 

 شوند:می محاسبه زیر صورتبه دوبعدی در حالت تنش هایمؤلفه، (𝑧2)2∅ و (𝑧1)1∅ توابع برحسب

(3-37) 

𝜎𝑥 = 2𝑅𝑒[𝜇1
2∅1

ˊ (𝑧1) + 𝜇2
2∅2

ˊ (𝑧2)]    

𝜎𝑦 = 2𝑅𝑒[∅1
ˊ (𝑧1) + ∅2

ˊ (𝑧2)]              

𝜏𝑥𝑦 = −2𝑅𝑒[𝜇1∅1
ˊ (𝑧1) + 𝜇2∅2

ˊ (𝑧2)]

 

  (𝑧2)2∅ و (𝑧1)1∅ تابع دو برحسب مرزی شارایط بساط ،(27-3)و  (34-3)هایتوجه به رابطه با

 :بود خواهد زیر شک  به مرزی شرایط اوّل، نوع اساسی یمسأله برای .است پذیرامکان

(3-38) 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 2𝑅𝑒[𝜇1∅1(𝑧1) + 𝜇2∅2(𝑧2)] = ±∫ 𝑋𝑛

𝑠

0

𝑑𝑠 + 𝑐1

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 2𝑅𝑒[∅1(𝑧1) + ∅2(𝑧2)] = ∓∫ 𝑌𝑛

𝑠

0

𝑑𝑠 + 𝑐2         

 

 :(20-3)و روابط  انون هوک  (11-3)جابجایی -وابط کرنشباادغا  ر
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(3-31) 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑎11𝜎𝑥 + 𝑎12𝜎𝑦 + 𝑎16𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑎12𝜎𝑥 + 𝑎22𝜎𝑦 + 𝑎26𝜏𝑥𝑦

 

 :(37-3)و با توجه به روابط  گیری از روابط فوقبا انتگرالو 

(3-40) 

𝑢 = 2𝑅𝑒 [𝑎11𝜇1
2∫

𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑥 + 𝑎11𝜇2
2∫

𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑥 + 𝑎12∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑥

+ 𝑎12∫
𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑥 − 𝑎16𝜇1∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑥 − 𝑎16𝜇1∫
𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑥] 

 

𝑣 = 2𝑅𝑒 [𝑎12𝜇1
2∫

𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑦 + 𝑎12𝜇2
2∫

𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑦 + 𝑎22∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑦

+ 𝑎22∫
𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑦 − 𝑎26𝜇1∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑦 − 𝑎26𝜇1∫
𝑑∅2
𝑑𝑧2

𝑑𝑦] 

 همننین داریم:

(3-41) 

 
𝑧1 = 𝑥 + 𝜇1𝑦
𝑧2 = 𝑥 + 𝜇2𝑦

  

𝑑𝑧1
𝑑𝑥

=
𝑑𝑧2
𝑑𝑥

= 1 

𝑑𝑧1
𝑑𝑦

= 𝜇1 ;  
𝑑𝑧2
𝑑𝑦

= 𝜇2 

∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑥 = ∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑥

𝑑𝑧1
𝑑𝑧1 = ∅1  

 ∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑦 = ∫
𝑑∅1
𝑑𝑧1

𝑑𝑦

𝑑𝑧1
𝑑𝑧1 =

1

𝜇1
∅1  

  

(3-42) 

𝑢 = 2𝑅𝑒[(𝑎11𝜇1
2 + 𝑎12 − 𝑎16𝜇1)∅1(𝑧1)

+ (𝑎11𝜇2
2 + 𝑎12 − 𝑎16𝜇2)∅2(𝑧2)] − 𝜔𝑦 + 𝑢0 

 

𝑣 = 2𝑅𝑒 [(𝑎12𝜇1 +
𝑎22
𝜇1

− 𝑎26)∅1(𝑧1)

+ (𝑎12𝜇2 +
𝑎22
𝜇2

− 𝑎26)∅2(𝑧2)] + 𝜔𝑥 + 𝑣0 

 :بود خواهد زیر شک  به مرزی شرایط دو ، نوع اساسی یمسأله برای در نهایت 

(3-43) 2𝑅𝑒[(𝑎11𝜇1
2 + 𝑎12 − 𝑎16𝜇1)∅1(𝑧1) + (𝑎11𝜇2

2 + 𝑎12 − 𝑎16𝜇2)∅2(𝑧2)] = 𝑢
∗ + 𝜔𝑦 − 𝑢0 

 2𝑅𝑒 [(𝑎12𝜇1 +
𝑎22
𝜇1

− 𝑎26) ∅1(𝑧1) + (𝑎12𝜇2 +
𝑎22
𝜇2

− 𝑎26) ∅2(𝑧2)] = 𝑣
∗ −𝜔𝑥 − 𝑣0 
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𝑣0 , 𝑢0 , 𝜔 گونهشوند و حرکت صلبگیری ایجاد میرالهای دلخواهی هستند که طی انتگثابت 

, 𝑣0دهنده چرخش و نشان 𝜔  کنندجابجایی بدون تغییر شک  را مشخ  می ورق و 𝑢0 هم 

 .باشندمی جابجایی یدهندهنشان

هب (θ,ρ)الخط در مختصات منحنی را  و  و مقادیر  xy و y و xاز  بتوان کهبرای این

 کرد:استفاده توان میانتقال زیر  یهابطز را د،دست آور

(3-44) {

𝜎𝜌
𝜎𝜃
𝜎𝜌𝜃

} = [
𝐶2 𝑆2 2𝐶𝑆
𝑆2 𝐶2 −2𝐶𝑆
−𝐶𝑆 𝐶𝑆 𝐶2 − 𝑆2

] {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} 

 که در آن داریم:

(3-45) {
𝑐𝑜𝑠  = 𝐶
𝑠𝑖𝑛 = 𝑆

 

 لمود بر سطح گشودگی است. ρباشد و جهت می ρالخط ها و محور منحنی x، زاویه بین محور زاویه 

 آمد. ددست خواهنهببصورت زیر   و  و مقادیر ، (37-3)با توجه به روابط فوق و روابط 

(3-46) 𝜎𝜌 = 2𝑅𝑒[(𝐶2𝜇1
2 + 𝑆2 − 2𝐶𝑆𝜇1) ∅1

ˊ (𝑧1) + (𝐶
2𝜇2

2 + 𝑆2 − 2𝐶𝑆𝜇2) ∅2
ˊ (𝑧2)]  

 𝜎𝜃 = 2𝑅𝑒[(𝑆
2𝜇1

2 + 𝐶2 + 2𝐶𝑆𝜇1) ∅1
ˊ (𝑧1) + (𝑆

2𝜇2
2 + 𝐶2 + 2𝐶𝑆𝜇2) ∅2

ˊ (𝑧2)]   

 
𝜏𝜌𝜃 = 2𝑅𝑒[(−𝐶𝑆𝜇1

2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇1) ∅1
ˊ (𝑧1)

+ (−𝐶𝑆𝜇2
2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇2) ∅2

ˊ (𝑧2)] 

 

 

 الخطیمنحن مختصات 5-3شک  
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 بالعکس و الخطیمنحن و نیکارتز مختصات نیب انتقال 6-3شک  

𝑗∅مشت   بایستی ، ابتدا𝜉متغیر مختلط  نش بر حسبهای تمؤلفهی برای محاسبه
´ (𝑧𝑗) دست هب

 آید:

(3-47) ∅1
´ (𝑧1) =

𝑑∅1(𝑧1)

𝑑𝑧1
=
𝑑∅1(𝜉)

𝑑𝜉
.
𝑑𝜉

𝑑𝑧1
=
∅1
´ (𝜉)

𝑧1
´ (𝜉)

 

 ∅2
´ (𝑧2) =

𝑑∅2(𝑧2)

𝑑𝑧2
=
𝑑∅2(𝜉)

𝑑𝜉
.
𝑑𝜉

𝑑𝑧2
=
∅2
´ (𝜉)

𝑧2
´ (𝜉)

 

مشت   یمحاسبهبا 
𝑑𝑧𝑗

𝑑𝜉
 صورت زیرهب 

(3-48) 𝑧1
´ (𝜉) =

𝑑𝑧1
𝑑𝜉

=
𝑅

2
(𝑎1 −

𝑏1
𝜉2
+𝑚𝑝𝑏1𝜉

𝑃−1 −
𝑚𝑝𝑎1
𝜉𝑃+1

) 

 

𝑧2
´ (𝜉) =

𝑑𝑧2
𝑑𝜉

=
𝑅

2
(𝑎2 −

𝑏2
𝜉2
+𝑚𝑝𝑏2𝜉

𝑃−1 −
𝑚𝑝𝑎2
𝜉𝑃+1

) 

 

 

𝑎𝑗 = (1 − 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 

 

𝑏𝑗 = (1 + 𝑖𝜇𝑗) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (−𝑖 + 𝜇𝑗) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 
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 آیند:دست میهبصورت زیر ب 𝜉های تنش بر حسب متغیر مختلط مؤلفه

(3-41) 
𝜎𝑥 = 2𝑅𝑒 [𝜇1

2
∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+ 𝜇2
2
∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

] 

(3-50) 
𝜎𝑦 = 2𝑅𝑒 [

∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+
∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

] 

(3-51) 
𝜏𝑥𝑦 = −2𝑅𝑒 [𝜇1

∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+ 𝜇2
∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

] 

(3-52) 

𝜎𝜌 = 2𝑅𝑒 [(𝐶2𝜇1
2 + 𝑆2 − 2𝐶𝑆𝜇1)

∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+ (𝐶2𝜇2
2 + 𝑆2 − 2𝐶𝑆𝜇2)

∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

]        

(3-53) 

𝜎𝜃 = 2𝑅𝑒 [(𝑆
2𝜇1

2 + 𝐶2 + 2𝐶𝑆𝜇1)
∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+ (𝑆2𝜇2
2 + 𝐶2 + 2𝐶𝑆𝜇2)

∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

]      

(3-54) 

𝜏𝜌𝜃 = 2𝑅𝑒 [(−𝐶𝑆𝜇1
2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇1)

∅1
´ (𝜉1)

𝑧1
´ (𝜉1)

+ (−𝐶𝑆𝜇2
2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇2)

∅2
´ (𝜉2)

𝑧2
´ (𝜉2)

] 

 تنش هایمؤلفه فوق، معادلات در هاگذاری آنجای با و  (𝜉)2∅و  (𝜉)1∅ توابع شادن مشاخ  با

 .گرددمی ح  ایصفحه تنش یمسأله و محاسبه

 تنش توزیع در بسزایی تأثیر خارجی مرز شرایط گشودگی، یهندسه بر للاوه محدود هایورق در

ورق نامحدود  تنش تابع جمع از صفحه، در دایروی گشودگی حاوی محدود ورق تنش دارد. تابع ورق

دست به 𝜉ی صفحه در گشودگی بدون محدود ورق تنش تابع با  𝜉یصفحه در دایروی حاوی گشودگی

را به صورت  (𝜉)2∅و  (𝜉)1∅توان توابع می ود دارای گشودگی،ی محدبرای تحلی  تنش صفحه آید.می

 در نظر گرفت. 𝜉 [2 ] در صفحه های مثبت و منفینهایت شام  توانسری لورنت با توان بی
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(3-55) ∅𝑗(𝜉𝑗) = 𝛼𝑗 ln 𝜉𝑗 +∑(𝐴𝑗𝑘𝜉𝑗
−𝑘 + 𝐵𝑗𝑘𝜉𝑗

𝑘)

∞

𝑘=1

 

ی لگاریتمی رابطه فوق ناشی از جملهباشند. ضرایب مجهول مسئله می 𝐵𝑗𝑘و  𝛼𝑗 ،𝐴𝑗𝑘که در آن 

 گردد.می حذف لگاریتمی یجمله این نیروها، غیاب در باشند ومی گشودگی مرز بر وارد خارجی نیروهای

منفی که بر روی مرز گشااودگی دایروی و های توانجملاتی با  م سااری لورنت شااا ،در این رابطه

هد. دباشد، تابع تنش ورق نامحدود حاوی گشودگی دایروی را تشکی  میی خارج آن تحلیلی میناحیه

د، باشهمننین سری لورنت شام  جملاتی با توان های مثبت، که بر روی مرز خارجی ورق تحلیلی می

ها بررسی جواب بتوان همگرایی کهاین برای دهد.گشودگی را تشکی  می تابع تنش ورق محدود بدون

از سری لورنتی با تعداد  به همین جهت ،باشد متناهی مقادیر دارای بایستی ورق در تنش مقادیر شاود،

 شود:جملات محدود استفاده می

(3-56) ∅1(𝜉1) = ∑(𝐴𝑘𝜉1
−𝑘 + 𝐵𝑘𝜉1

𝑘)

𝑀

𝑘=1

 

 ∅2(𝜉2) = ∑(𝐶𝑘𝜉2
−𝑘 + 𝐷𝑘𝜉2

𝑘)

𝑀

𝑘=1

 

خاطر در بههمننین  .باشدمی لورنت سری مختلف هایبخش به مربوط جملات تعداد آن در M که

 :شوندگرفته میمختلط در نظر  هاآن مجهول، نظر گرفتن حالت کلی برای ضرایب

(3-57) {

𝐴𝑘 = 𝑎1𝑘 + 𝑖𝑎2𝑘
𝐵𝑘 = 𝑏1𝑘 + 𝑖𝑏2𝑘
𝐶𝑘 = 𝑐1𝑘 + 𝑖𝑐2𝑘
𝐷𝑘 = 𝑑1𝑘 + 𝑖𝑑2𝑘

 

1∅ مشتقات یمحاسبه با
´ (𝜉) 2∅ و

´ (𝜉) زیر صورتبه: 

(3-58) ∅1
´ (𝜉) =

𝑑∅1(𝜉)

𝑑𝜉
= ∑(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉

−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉
𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

 

 ∅2
´ (𝜉) =

𝑑∅2(𝜉)

𝑑𝜉
= ∑(−𝐶𝑘. 𝑘. 𝜉

−𝑘−1 + 𝐷𝑘 . 𝑘. 𝜉
𝑘−1)

𝑀

𝑘=1
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 زیر نهایی شااک  به تنش هایمؤلفه، (54-3)تا  (41-3)در روابط  (58-3)روابط  گذاریجای با و

 :آیندمی دستبه

(3-51) 

𝜎𝑥 = 2𝑅𝑒∑ [
𝜇1
2

𝑍1
´ (𝜉1)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉1
−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉1

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
𝜇2
2

𝑍2
´ (𝜉2)

(−𝐶𝑘. 𝑘. 𝜉2
−𝑘−1 + 𝐷𝑘 . 𝑘. 𝜉2

𝑘−1)] 

(3-60) 

𝜎𝑦 = 2𝑅𝑒∑[
1

𝑍1
´ (𝜉1)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉1
−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉1

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
1

𝑍2
´ (𝜉2)

(−𝐶𝑘. 𝑘. 𝜉2
−𝑘−1 + 𝐷𝑘 . 𝑘. 𝜉2

𝑘−1)] 

(3-61) 

𝜏𝑥𝑦 = −2𝑅𝑒∑[
𝜇1

𝑍1
´ (𝜉1)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉1
−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉1

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
𝜇2

𝑍2
´ (𝜉2)

(−𝐶𝑘. 𝑘. 𝜉2
−𝑘−1 + 𝐷𝑘 . 𝑘. 𝜉2

𝑘−1)] 

(3-62) 

𝜎𝜌 = 2𝑅𝑒∑[
𝐶2𝜇1

2 + 𝑆2 − 2𝑆𝐶𝜇1

𝑧1
´ (𝜉)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
𝐶2𝜇2

2 + 𝑆2 − 2𝑆𝐶𝜇2

𝑧2
´ (𝜉)

(−𝐶𝑘 . 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐷𝑘. 𝑘. 𝜉

𝑘−1)] 

(3-63) 

𝜎𝜃 = 2𝑅𝑒∑[
𝑠2𝜇1

2 + 𝐶2 + 2𝑆𝐶𝜇1

𝑧1
´ (𝜉)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐵𝑘. 𝑘. 𝜉

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
𝑠2𝜇2

2 + 𝐶2 + 2𝑆𝐶𝜇2

𝑧2
´ (𝜉)

(−𝐶𝑘 . 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐷𝑘. 𝑘. 𝜉

𝑘−1)] 

(3-64) 

𝜏𝜌𝜃 = 2𝑅𝑒∑ [
−𝐶𝑆𝜇1

2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇1

𝑧1
´ (𝜉)

(−𝐴𝑘. 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐵𝑘 . 𝑘. 𝜉

𝑘−1)

𝑀

𝑘=1

+
−𝐶𝑆𝜇2

2 + 𝐶𝑆 − (𝐶2 − 𝑆2)𝜇2

𝑧2
´ (𝜉)

(−𝐶𝑘. 𝑘. 𝜉
−𝑘−1 + 𝐷𝑘. 𝑘. 𝜉

𝑘−1)] 
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 ضرایب مجهول یمحاسبه 9-1

ضرایب  یمحاسبه به نیاز گشودگی، اطراف تنش توزیع بررسی برای ذکرشده روابط به توجه با

  .باشدمی مجهول

های وارد شده بر مرزها از طری  شرایط مرزی نیرویی و جابجایی با توابع تحلیلی نیروها و جابجایی

ثیر أ( ت38-3)دو شرط مرزی نیرویی رابطه  ،در هر نقطه از مرز خارجی و داخلیرابطه دارند.  2∅و  1∅

(4𝑀∗1){𝑋} (2𝑁∗4𝑀)[𝑃]گذارد و با توجه به رابطه می = {𝐹}(2𝑁∗1)  تعداد معادلات بیشتر از تعداد مجهولات

(2𝑁≫ 8𝑀مربّعات  حدّا   رو  ازو برای ح  این نوع معادلات و بهبود همگرایی ح   باشد( می

 .گرددمی تشریح ادامه در ح  روند که است شده استفاده مرزی

 تعیین نقاط منتخب 9-1-7
، با یک گشودگی چندضلعی Hو ارتفاع  Lغیرهمسانگرد با طول نازک )ورق( مستطیلی  ییک صفحه

. برای استفاده از شودگرفته میدر نظر ورق(  رار دارد،  منتظم که در مرکز ورق )و در مرکز مختصات

رو  ح  مسئله )رو  حدا   مربعات مرزی(، به نقاط منتخب بر روی مرز داخلی و خارجی در صفحه 

𝜉 باشد.نیاز می  

 

 z یصفحه در خارجی مرز و ξ یصفحه در داخلی مرز یرو بر منتخب نقاط مو عیت 7-3شک  
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 𝑁1هر یک از لبه های مرز خارجی ورق،  تعداد نقاط منتخب بر روی𝑁2  تعداد نقاط منتخب بر

 نقاط تعدادباشد. می شماره نقاط منتخب s اندیسو تعداد ک  نقاط منتخب  𝑁، روی مرز گشودگی

 120 خارجی مرز روی بر و 80ها جواب شدن همگرا از پس نامهپایان این در داخلی مرز روی بر منتخب

 .باشدمی

(3-65) 

𝑁𝐴 =  𝑁1 

𝑁𝐵 =  𝑁𝐴 + 𝑁1 

𝑁𝐶 =  𝑁𝐵 + 𝑁1 

𝑁𝐷 =  𝑁𝐶 + 𝑁1 

𝑁 =  𝑁𝐷 + 𝑁2 

و طول و لرض  های نقاطبرای تولید شمارهاند و ی مسااوی روی مرز انتخاب شدهنقاط با فاصاله

 :شودروی مرز خارجی و روی گشودگی، از روابط زیر استفاده می هاآن

(3-66) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (

𝐿

2
 , −

𝐻

2
)                       ;                   𝑠 = 0                     

(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑥𝑠−1, 𝑦𝑠−1  +
𝐻

𝑁1
)      ;        1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁𝐴                       

(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑥𝑠−1 −
𝐿

𝑁1
 , 𝑦𝑠−1)      ;     𝑁𝐴 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁𝐵                            

(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑥𝑠−1, 𝑦𝑠−1 −
𝐻

𝑁1
)      ;     𝑁𝐵 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁𝐶                   

(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑥𝑠−1 +
𝐿

𝑁1
 , 𝑦𝑠−1)      ;      𝑁𝐶 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁𝐷                       

(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑅𝑒(𝑧𝑠) , 𝐼𝑚(𝑧𝑠))        ;     𝑁𝐷 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁                            

 

 یز رابطهبرای نقاط روی مرز خارجی ورق با استفاده ا باشد.نقاط منتخب می یشمارنده s در آن که

تما  نقاط تعریف شده در  نیم تا از طری  آنکصورت زیر تعریف میهرا ب (67-3)ی رابطه(، 3-11)

 . شوندتبدی   𝜉 یها در صفحهبه نقاط متناظر آن z یهای ورق در صفحهلبه

(3-67) {
𝑅𝑒[𝑅𝑚𝑏𝑗𝜉

2𝑃 + 𝑅𝑎𝑗𝜉
𝑝+1 − 2𝑧𝑗𝜉

𝑃 + 𝑅𝑏𝑗𝜉
𝑝−1 + R𝑚𝑎𝑗] = 0

𝐼𝑚[𝑅𝑚𝑏𝑗𝜉
2𝑃 + 𝑅𝑎𝑗𝜉

𝑝+1 − 2𝑧𝑗𝜉
𝑃 + 𝑅𝑏𝑗𝜉

𝑝−1 + R𝑚𝑎𝑗] = 0
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,𝑥𝑠)های خارجی ورق را بصورت صورت که تما  نقاط منتخب لبهاینبه 𝑦𝑠) دومعادله یرابطه وارد-

, 𝜌𝑠)های معادله را که به صورت کرده و جواب (67-3) دومجهول 𝜃𝑠) (68-3) یمعادلهدر باشند، می 

 .شودداده می رار 

(3-68) 𝜉𝑠 = 𝜌𝑠𝑒
𝑖𝜃𝑠 

تعریف  𝜉 یدر صفحه واحد یایرهصورت نقاط دور دهوی مرز گشودگی نیز بنقاط رهمننین 

 .شوندمی

(3-61) 𝜃𝑠 = (𝑠 − 𝑁𝐷 − 1)
2𝜋

𝑁2
  ;   𝑁𝐷 + 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑁 

 .گیردمی رار  زیری رابطهدر باشند، می 𝜃𝑠صورت هشده از آن که بو نقاط تعریف

(3-70) 
𝜉𝑠 = 𝑒

𝑖𝜃𝑠 

 تعیین شرایط مرزی 9-1-2

 ی واحددایره مرزی شرایط از داخلی مرزی شرایط برای مرزی، مربّعات حدّا   رو  از استفاده در

 صورتبه گشودگی، مرز روی بر مرزی شرایط .است شده استفاده  طبی مختصات در و 𝜉ی صافحه در

  :است زیر

(3-71) 𝜎𝜌 = 𝜏𝜌𝜃 = 0          on         |𝜉| = 𝜌 = 1 

 و z یدر صفحه ورق مرزی شرایط از ،)ورق های لبه( ورق خارجی مرزی شارایط برای کهحالیدر

 زیر صورتبه گشودگی حاوی محدود ورق خارجی مرزی شرایط  .شودمی اساتفاده کارتزین مختصاات

  :است

(3-72) 𝜎𝑥𝐶𝑜𝑠
2𝛾 + 𝜎𝑦𝑆𝑖𝑛

2𝛾 + 2𝜏𝑥𝑦𝑆𝑖𝑛𝛾𝐶𝑜𝑠𝛾 = 𝜎𝑛 

 (𝜎𝑦 − 𝜎𝑥)𝑆𝑖𝑛𝛾𝐶𝑜𝑠𝛾 + 𝜏𝑥𝑦(𝐶𝑜𝑠
2𝛾 − 𝑆𝑖𝑛2𝛾) = 𝜏𝑛 

همننین  .باشاادمی x محور و ورق خارجی مرز بر لمود بردار بین یزاویه𝛾  (72-3) معادلات در

𝜎𝑛  و𝜏𝑛 باشندمی خارجی مرز در برشی تنش و نرمال تنش ترتیب به.  
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 مورد بارگذاری نوع سه هر برای مرزی شارایط 2-1شاک  با توجه به  ،فوق معادلات از اساتفاده با

 بود. خواهد زیر شرح به نامهپایان در بحث

 (y( بارگذاری کششی تک محوری )در جهت 7

𝜎𝜌 روی مرز داخلی (3-73) = 0  ,    𝜏𝜌𝜃 = 0 

AB 𝜎𝑥  و  CDهای لمودی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 0 

DA 𝜎𝑦  و BCهای افقی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 𝜎0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 0 

 ( بارگذاری کششی دومحوری2

𝜎𝜌 روی مرز داخلی (3-74) = 0  ,    𝜏𝜌𝜃 = 0 

AB 𝜎𝑥  و  CDهای لمودی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 𝜆𝜎0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 0 

DA 𝜎𝑦  و BCهای افقی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 𝜎0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 0 

 ( بارگذاری برشی9

𝜎𝜌 روی مرز داخلی (3-75) = 0  ,    𝜏𝜌𝜃 = 0 

AB 𝜎𝑥  و  CDهای لمودی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 𝜏0 

DA 𝜎𝑦  و BCهای افقی روی ضلع  = 𝜎𝑛 = 0  , 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑛 = 𝜏0 

𝜎0 نامهپایان این در و باشدمی ورق خارجی مرز بر واردشده کشاشای تنش𝑀𝑃𝑎  1 درنظر گرفته 

λ 1 دومحوری کشااشاای بارگذاری در همننین .اساات شااده  𝑀𝑃𝑎1 برابر 𝜏0 برشاای بارگذاری در و =

 .باشدیم
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 ی مرزیماندهی مجذور باقیمحاسبه 9-1-9
    شود:ی مرزی به صورت زیر بیان میماندهعات مرزی، مجذور با یا   مربّبراساس رو  حدّ

(3-76) 
∆2= ∫𝑟2𝑑𝑟

𝛤

  

هی مرزی بماندهمجذور با ی یگسسته شاک  باشاد.مرز خارجی و داخلی کانتور می 𝛤 که در آن

 باشد:صورت زیر می

(3-77)  ∆2=∑[𝑟1
2(𝜉𝑠) + 𝑟2

2(𝜉𝑠)]

𝑁

𝑠=1

      ;       (𝑁 =  4𝑁1 + 𝑁2)  

𝑟2(𝜉𝑠), 𝑟1(𝜉𝑠) به  باشند.ی دو شارایط مرزی در نقاط منتخب روی مرزهای کانتور میماندهبا ی

، یکی تنش حاصا  از شارایط مرزی و دیگری تنش حاص  از اختلاف دو تنش 𝑟2و  𝑟1  صاورت کهاین

 یمحاسبهادلات فوق، مع از استفاده با باشند.ح  تحلیلی ارائه شاده در نقاط منتخب بر روی مرزها می

 بود. خواهد زیر شرح به نامهپایان در بحث مورد بارگذاری نوع سه هر برای 𝟐∆
 

    ( بارگذاری کششی تک محوری7

𝑁𝐷 روی مرز داخلی (3-78) + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝜌(𝜉𝑠) 
 

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝜌𝜃(𝜉𝑠)
 

} های لمودیروی ضلع 
1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐴
𝑁𝐵 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐶

 {
𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑥(𝜉𝑠)        

       
𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠)      

 

} های افقیروی ضلع 
𝑁𝐴 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐵
𝑁𝐶 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐷

 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑦(𝜉𝑠) − 𝜎0
 

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠)        
 

 ( بارگذاری کششی دومحوری2

𝑁𝐷 روی مرز داخلی (3-71) + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝜌(𝜉𝑠)  
 

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝜌𝜃(𝜉𝑠)
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} لمودیهای روی ضلع 
1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐴
𝑁𝐵 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐶

 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑥(𝜉𝑠) − 𝜆𝜎0

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠)          
 

} های افقیروی ضلع 
𝑁𝐴 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐵
𝑁𝐶 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐷

 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑦(𝜉𝑠) − 𝜎0

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠)        
 

   ( بارگذاری برشی9

𝑁𝐷 روی مرز داخلی (3-80) + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝜌(𝜉𝑠)  

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝜌𝜃(𝜉𝑠)
 

} های لمودیروی ضلع 
1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐴
𝑁𝐵 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐶

 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑥(𝜉𝑠)           

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠) − 𝜏0

 

} های افقیروی ضلع 
𝑁𝐴 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐵
𝑁𝐶 + 1 ≪ 𝑠 ≪ 𝑁𝐷

 {

𝑟1(𝜉𝑠) = 𝜎𝑦(𝜉𝑠)           

𝑟2(𝜉𝑠) = 𝜏𝑥𝑦(𝜉𝑠) − 𝜏0

 

 حل معادلات 9-1-4
، هآمددستهاختلاف ب عبرای هر نوع بارگذاری، به منظور کمینه کردن تاب Δ2دست آوردن هپس از ب

 شود:از روابط زیر استفاده می

(3-81) 

𝜕∆2

𝜕𝑎1𝑘
= 0  ;   

𝜕∆2

𝜕𝑎2𝑘
= 0  ;   

𝜕∆2

𝜕𝑏1𝑘
= 0  ;   

𝜕∆2

𝜕𝑏2𝑘
= 0

𝜕∆2

𝜕𝑐1𝑘
= 0  ;  

𝜕∆2

𝜕𝑐2𝑘
= 0  ;  

𝜕∆2

𝜕𝑑1𝑘
= 0  ;  

𝜕∆2

𝜕𝑑2𝑘
= 0

 

 مجهول آن، ثوابت ح ّ از کهشود ستگاه معادلاتی خطی تشکی  میدر نتیجه از روابط فوق، د

 تنش هایمؤلفه ،(64-3)تا  (51-3) تنش نهاییمعادلات  در ثوابت این گذاریجای با .آیندمی دستبه

 .گرددمی ح  موردنظر یو مسأله آمدهدستبه
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 الگوریتم حل تحلیلی 9-6
  :است زیر شرح به ترتیب به نظر مورد یمسأله تحلیلی ح  الگوریتم

 .𝛽 و 𝑛 و 𝑚 و 𝑅پارامترهای  تعریف به توجه با نگاشت تابع فر  تعیین -1

 الیاف. یزاویه و ماده نوع به توجه با نرمی ماتریس تعیین -2

 .(33-3)  یدر رابطه مشخصه یمعادله هایریشه تعیین -3

ط تعریف شده و تبدی  نقا (66-3)تعریف نقاط منتخب روی مرز خارجی با اساتفاده از روابط  -4

 .(67-3)با استفاده از روابط  𝜉ها در صفحه به نقاط متناظر آن zدر صفحه 

 .(61-3)ی با استفاده از رابطه 𝜉تعریف نقاط منتخب روی مرز گشودگی در صفحه  -5

 .(75-3)تا  (73-3)ی روابط وسیلههآن بتعیین نوع بارگذاری و شرایط مرزی مربوط به  -6

 .(80-3)تا  (78-3)ی روابط وسیلههی مرزی بماندهی مجذور با یمحاسبه -7

 آمده.دستبه منظور کمینه کردن تابع اختلاف به، (81-3)ح  معادلات  -8

 شده.تشکی  خطی ستگاه معادلاتدی ح ّ وسیلههای مجهول بهبدست آوردن ثابت -1

 .(64-3)تا  (51-3) روابط در ثوابت این گذاریجای با تنش هایی مؤلفهمحاسبه -10

 بندیجمع 9-1
در فص  آینده،  با استفاده از . ی، استخراج شدبررس موردی در این فصا  معادلات حاکم بر مسأله

یر آید و تأثدست میبه منتظمهای گشودگی انواع در این فص ، توزیع تنش در اطراف شادهارائهروابط 

 گیرد. رار می مورد بررسی ،نشبر توزیع ت اثرگذارهای پارامتر
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 : نتایج 4 فصل
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 مقدمه 4-7
 یهای پیرامون گشودگی چندضلعی در یک صفحهدست آوردن تنشمحاسبات ریاضی برای به

 ناهمسانگرد محدود، در فص   بلی نشان داده شد. 

ی محدود نوشته شده است. صفحهها در ی تنشها جهت محاسبهبر طب  فرمول یک برنامه

 ورقی اندازهپارامترهای تابع نگاشت، ، 𝛾و 𝜆پارامترهای بارگذاری های این برنامه لبارتند از: ورودی

 ی الیاف.خواص مواد و زاویه، 𝛽ی چرخش گشودگی، تعداد اضلاع چندضلعی، زاویهHو  Lمحدود 

 خواص و ماده جنس به وابسته گشودگی، ویحا ناهمسانگرد صفحات در تنش توزیع ینحوه و مقدار

  .است آمده 1-4جدول  در ترتیب به مختلف مواد برای مکانیکی خواص .باشدمی آن مکانیکی

 
 خواص مکانیکی مواد مختلف 1-4جدول 

12υ G12 

(GPa) 
E2 

(GPa) 
E1 

(GPa) 
 

0228 7217 1023 182 Graphite/Epoxy 

0226 7 1622 4724 Glass/Epoxy 

02071 0261 5281 11271 Plywood 

0227 10235 23271 282277 Boron/Epoxy 

 همسانگرد 205 205 80 0226

 

 بررسی همگرایی نتایج 4-2
سری اد جملات فرآیند تکراری افزایش تعد در طول ح  سیستم معادلات تا زمان همگرایی نتایج،

ی توزیع تنش پیرامون گشااودگی اسااتفاده ح  همگرا برای محاساابهشااود. راهالمال می، (M) لورنت

 های چندضلعیبعد پیرامون گشودگیی تنش بیهمگرایی خوبی از لام  بیشینه 1-4شاک   شاود.می

 رار  yمحوری در جهت بارگذاری یکحت که ت L=H=10باا  Glass/Epoxy[0]مختلف را برای ورق 

 دهد.گرفته، نشان می
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 لورنت یتعداد جملات سر شیافزا نسبت به بعدی تنش بیبیشینه با بررسی یلیح  تحل ییهمگرا 1-4شک  

 هابررسی درستی جواب 4-9
را با  (6-4جدول تا  2-4دول ج) در تحقی  حاضااری ورق نامحدود دساات آمدهتوان نتایج بهمی

 تنش [ توزیع30در این مرجع ] [ مقایسه کرد.30رائو ] و یوکادگائونکرنتایج رو  ارائه شاده توساط 

 از استفاده با ایهصفح درون بارگذاری تحت نامحدود را ناهمسانگرد ورق در مثلثّی گشاودگی اطراف

دست آمده از طری  رو  حاضر مشابه به نتایج .آوردند دستبه آثار جمع از استفاده بدون و گائو رو 

های ح ی نامحدود، نشانگر توانایی رو  حاضر برای ایجاد راه، با نتایج ور ه(L=100برای ورق بزرگ )

ی ر هوپیرامون گشودگی  بعدبی وزیع تنشت همننین باشد.ی نامحدود نیز میبخش برای ور هرضایت

 برای 2-4شک  در  ،[52را با نتایج ارائه شاده توساط شاارما ] yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت 

ق برای ور 3-4شااک   و Glass/Epoxy[90] ورق ناهمسااانگرد محدود با خواص گشااودگی مثلثی در

ی همسااانگرد و برای هر دو نوع ماده مقایسااه شااده اساات و محدود با گشااودگی مربعی، همسااانگرد

های به کار با توجه به رو  کهدرحالیدهد  دست میبه [52با نتایج مرجع ] نتایجی مشابه ناهمسانگرد

 درصد است. 4، بیشترین خطا برابر با هادر برخی رئوس گشودگی رفته شده در کد
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ورق محدود  یمثلث یگشودگ رامونی[، پ52ح  حاضر و مرجع ] بعدیتنش ب عیتوز جینتا یسهیمقا 2-4شک  

 yدر جهت  یمحورکی یتحت بارگذار Glass/Epoxy[90]با خواص  ناهمسانگرد

 

 ورق محدود یمربع یگشودگ رامونی[، پ52ح  حاضر و مرجع ] بعدیتنش ب عیتوز جینتا یسهیمقا 3-4شک  

 yدر جهت  یمحورکی یهمسانگرد تحت بارگذار
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 تنش توزیع بر مؤثر پارامترهای تأثیر 4-4
ی هندسه نوع ی ورق،شود تأثیر پارامترهایی همنون نوع بارگذاری، اندازهدر این بخش ساعی می

 ،ها(ها )شعاع انحنای گوشهها )چرخش گشودگی(، شک  گوشهداد اضالاع(، مکان گوشهگشاودگی )تع

های چندضلعی های مختلف ماده بر توزیع تنش اطراف گشودگیو جنس ی الیاف(ناهمسانگردی )زاویه

 نشتمنظور بررسی تأثیر هر پارامتر بر توزیع های دیگر بهدر این بخش و بخش مورد بررسی  رار گیرد.

 شوند. گرفته می در نظرها ثابت سایر پارامتر ،های آنمقادیر بیشینه و

های مختلف گشاااودگی پیرامونبعد تنش بینمایشااای از توزیع  1-4شاااک  تا  4-4شاااک  در 

𝛽ی چرخش ویهزا، Glass/Epoxy[0] ناهمسانگرد با خواص ورق محدودچندضلعی برای  = و ابعاد  0

تفاوت  اساات. شااده دادهنشااان   رار گرفته، yمحوری در جهت بارگذاری یککه تحت  L=H=10 ورق

مختلف با توجه به تعداد رئوس چندضااالعی و مکان های بعد اطراف گشاااودگیی توزیع تنش بینحوه

شرایط بارگذاری مختلف،  که دردرحالیشود. ها مشااهده میهای مختلف در این شاک رئوس در زاویه

 .شودها ایجاد میتوزیع تنش متفاوتی پیرامون گشودگی

 
ورق محدود ناهمسانگرد با خواص مثلثی، برای  گشودگی پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 4-4شک  

Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0
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ورق محدود ناهمسانگرد با خواص مربعی، برای  گشودگی پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 5-4شک  

Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  y محوری در جهتبارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای پنج گشودگی پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 6-4شک  
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Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای شش گشودگی پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 7-4شک  

Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای هفت گشودگی پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 8-4شک  
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Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای هشت یگشودگ پیرامونبعد تنش بی المان توزیع 1-4شک  

Glass/Epoxy[0] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 شرایط بارگذاری مختلف تأثیر 4-4-7

ی محدود تحت شاارایط در ور ه مختلف چندضاالعی هایگشااودگیپیرامون  بعدبی توزیع تنش

 ورق ناهمسااانگرد با خواصبرای  13-4شااک  تا  10-4شااک  مختلف، در  ایصاافحهدرونبارگذاری 

Glass/Epoxy[90]  برای این برای ورق همسانگرد نشان داده شده است.  17-4شک  تا  14-4شک  و

دلی  نتایج  ینبه هم  شودشااهده می o180ی رفتار متناوب پس از زاویه هابارگذاری یهمه، در یجنتا

 است. شده گزار  o180ی تا زاویه

شود که تمرکز تنش در رئوس مختلف گشودگی چندضلعی با توجه به مکان آن و با مشااهده می

 رئوس تمرکز تنش در ،yی در جهت محورتوجه به جهت بارگذاری، مختلف اساات. برای بارگذاری یک

o0  وo180 محوری در جهت در حاالی که بارگذاری تک. شاااودایجااد میx ،در رئوس o0  وo180 ،
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در  هادهند. در بارگذاری دومحوری، تنشها نشان میترین تمرکز تنش را در مقایسه با دیگر گوشهکم

 ( اما این شرایط16-4شک  ) هستند های گشودگی چندضلعی در مواد همسانگرد، مساویتما  گوشاه

به جز در گشاودگی مربعی، بدین صورت  ،Glass/Epoxy[90]رق در و با توجه به ناهمساانگردی مواد

. دلی  این رفتار گشاودگی مربعی ممکن است به این دلی  باشد که مکان تما  (12-4شاک  )نیسات 

 های دیگر،که مکان رئوس گشودگیحالیباشد، درمی ی مختصاتئوس گشودگی مربعی روی محورهار

  در دیگر جاهای محور نیز وجود دارد.

ها در گر بالاترین تنش، نشااان(x )روی محور o 0 ، رأس درyمحوری در جهت بارگذاری یکبرای 

، رأساای که xمحوری در جهت ی یکبارگذارکه در باشااد. درحالیهای چندضاالعی میتما  گشااودگی

اما ممکن اسااات در یک   رار ندارد. y یا xگیرد، لزوماً روی محور بالاترین تنش روی آن صاااورت می

 ی خاص، گشودگیلنوان یک نمونهای باشاد که به شاک  هندسی چندضلعی بستگی دارد. بهصافحه

رکز تنش مشابهی برای بارگذاری مربعی که تمامی رئوس آن فقط روی محورهای اصلی  رار دارند، تم

 باشد.می y و xهای محوری در جهتیک

 باشند، بنابراین، نقاطی با تمرکز تنش بالا در یک ورق میگشاودگی شاود که رئوسمشااهده می

 گذارد.ثیر میأها بر میدان تنش در ورق محدود تتعداد رئوس، مکان و شک  آن
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ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیتوزیع  10-4شک  

Glass/Epoxy[90] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد ش بیتنتوزیع  11-4شک  

Glass/Epoxy[90] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  xمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0



 نتایج 

 

  61 

 

 

ورق محدود ناهمسانگرد با خواص ضلعی، برای  n هایگیگشود پیرامون انواعبعد تنش بیتوزیع  12-4شک  

Glass/Epoxy[90] ،ی چرخش زاویه𝛽 = yو  x هایمحوری در جهتبارگذاری دوتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 
ورق محدود ناهمسانگرد با خواص  ضلعی، برای n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیتوزیع  13-4شک  

Glass/Epoxy[90] ،ی چرخش زاویه𝛽 =  برشیبارگذاری تحت  L=H=10و ابعاد ورق  0
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ی چرخش زاویهبا  ورق محدود همسانگردضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیتوزیع  14-4شک  

𝛽 =  yمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

 

ی چرخش زاویهبا  ورق محدود همسانگردضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیتوزیع  15-4شک  

𝛽 =  xمحوری در جهت بارگذاری یکتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0
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ی چرخش ورق محدود همسانگرد با زاویهضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیوزیع ت 16-4شک  

𝛽 =  yو  x هایمحوری در جهتبارگذاری دوتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0

 

ی چرخش ورق محدود همسانگرد با زاویهضلعی، برای  n هایگشودگی پیرامون انواعبعد تنش بیوزیع ت 17-4شک  

𝛽 =  بارگذاری برشیتحت  L=H=10و ابعاد ورق  0
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 ورق یاندازه تأثیر 4-4-2

پیرامون گشااودگی چندضاالعی با تعداد بعد تنش بی یبیشااینهمقادیر  6-4جدول تا  2-4دول ج

، Glass/Epoxy[0] در یااک ورق بااا ابعاااد مختلف و تشاااکیاا  شاااده از 7و  6، 5، 4، 3اضااالاااع 

Glass/Epoxy[90] محوری در جهت یک هایی همسانگرد را تحت بارگذاریدهو ماx ،محوری در یک

 دهد. نشان می و دومحوری yجهت 

 تنش بیشینه مقدار ها،بارگذاری تما  در ورق یاندازه کاهش با که شودیم مشاهدهدر این جدول 

 بیشینه مقدار با مختلف هاینسبت در بعدبی تنش بیشینه مقدار یمقایسه با .یابدمی افزایش بعدبی

 تواننمی نامحدود ورق ح ّ از که شودمشخ  می گوناگون، اشکال در نامحدود ورق در بعدبی تنش

تر از ترین ضلع ورق، بزرگضلعی به بزرگ nنسبت  طر دایره محیط بر گشودگی  با هاییورق ح ّ برای

  .نمود استفادهباشد، می 2/0

تمرکز تنش در ورق  ها،با توجه به مکان  رارگیری رئوس گشودگی د کهندهنشان می این جداول

و این موضوع باشدمی بارگذاریاز دیگر شرایط  تربیش، yمحوری در جهت بارگذاری یکهمسانگرد در 

اما با توجه به ناهمسانگردی، این موضوع برای کند. تما  اشکال چندضلعی صدق می در

Glass/Epoxy[0] و Glass/Epoxy[90] آید. تمرکز تنش در بوجود نمیGlass/Epoxy[0]  بارگذاری در

محوری در جهت بارگذاری یکدر  Glass/Epoxy[90]که در بالاتر است  درحالی، xمحوری در جهت یک

y ،باشد.بالاتر می 

، Glass/Epoxy[90]در ورق ناهمسانگرد با خواص ها تنش تمرکز شود کههمننین مشاهده می

و برای شرایط  از ورق همسانگرد تربیش ،و دومحوری yمحوری در جهت بارگذاری تکبرای شرایط 

ی الیاف که با توجه به زاویهباشد  در حالیرد میاز ورق همسانگتر کم ،xمحوری در جهت بارگذاری تک

بارگذاری برای شرایط ، Glass/Epoxy[0]در ورق ناهمسانگرد با خواص ها تنشتمرکز  متفاوت،

و  xمحوری در جهت و برای شرایط بارگذاری تک تر از ورق همسانگردکم ،yمحوری در جهت تک

 باشد.تر از ورق همسانگرد میبیش ،دومحوری
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 بارگذاری مختلفشرایط  ابعاد وورق با جنس، ، برای مثلثی گشودگیپیرامون بعد تنش بی مقادیر بیشینه 2-4دول ج

      L 5 6 7 8 9 11 111 Inf. 

Glass/Epoxy[0] 

Uni-X 14.38 13.27 12.47 12.02 11.82 11.75 10.90 10.78 

Uni-Y 11.85 11.35 11.18 11.06 10.92 10.43 10.08 10.07 

Equi-bi 13.47 12.69 12.28 11.89 11.84 11.55 11.34 11.25 

Glass/Epoxy[90] 

Uni-X 9.32 8.75 8.41 8.33 8.09 7.85 7.84 7.81 

Uni-Y 22.54 20.93 19.55 18.52 18.00 17.39 16.44 16.53 

Equi-bi 18.54 17.32 16.55 16.00 15.60 15.11 14.77 14.85 

 همسانگرد

Uni-X 10.52 9.88 9.50 9.27 9.12 8.99 8.52 8.54 

Uni-Y 13.45 12.66 12.23 11.92 11.71 11.55 10.98 10.90 

Equi-bi 11.50 10.96 10.68 10.50 10.37 10.30 10.00 10.04 

 

 بارگذاری مختلفشرایط ابعاد و ورق با جنس، ، برای مربعی گشودگیپیرامون بعد تنش بی مقادیر بیشینه 3-4جدول 

L              5 6 7 8 9 11 111 Inf. 

Glass/Epoxy[0] 

Uni-X 16.40 14.92 14.05 13.59 13.18 12.88 10.77 10.36 

Uni-Y 8.90 8.35 7.91 7.70 7.63 7.55 6.65 6.40 

Equi-bi 10.61 9.82 9.44 9.20 9.01 8.99 8.65 8.63 

Glass/Epoxy[90] 

Uni-X 9.00 8.35 7.96 7.82 7.66 7.51 6.70 6.41 

Uni-Y 17.35 15.50 14.42 14.01 13.76 13.42 10.76 10.33 

Equi-bi 9.75 9.47 9.35 9.10 9.07 8.99 8.65 8.69 

 همسانگرد

Uni-X 10.95 9.92 9.35 8.92 8.75 44.8  7.41 7.09 

Uni-Y 10.62 9.66 9.18 8.87 8.62 80.8  7.36 6.96 

Equi-bi 7.00 6.65 6.47 6.38 6.30 6.21 6.01 6.06 
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 مختلف بارگذاریشرایط ابعاد و ورق با جنس، ضلعی، برای پنج گشودگیپیرامون بعد تنش بی مقادیر بیشینه 4-4جدول 

                              L             5 6 7 8 9 11 111 Inf. 

Glass/Epoxy[0] 

Uni-X 9.75 9.11 8.65 8.49 8.32 8.21 7.19 7.00 

Uni-Y 6.69 6.45 6.25 6.12 6.09 6.00 5.35 5.26 

Equi-bi 7.95 7.41 7.06 6.88 6.72 6.58 5.91 5.79 

Glass/Epoxy[90] 

Uni-X 6.85 5.99 5.75 5.66 5.52 5.47 4.80 4.75 

Uni-Y 13.55 12.52 11.88 11.42 11.01 10.84 8.50 8.25 

Equi-bi 6.69 6.55 6.53 6.51 6.51 6.53 5.56 6.55 

 همسانگرد

Uni-X 7.82 7.00 6.55 6.31 6.15 6.00 5.25 5.21 

Uni-Y 8.65 7.80 7.25 6.95 6.74 6.68 5.82 5.61 

Equi-bi 5.45 5.21 5.10 5.02 4.99 4.92 4.66 4.63 

  

 بارگذاری مختلف شرایطابعاد و جنس، ورق با ضلعی، برای شش گشودگیپیرامون بعد تنش بی مقادیر بیشینه 5-4جدول 

                                   L          5 6 7 8 9 11 111 Inf. 

Glass/Epoxy[0] 

Uni-X 5.96 5.48 5.21 5.05 4.98 4.81 4.80 4.49 

Uni-Y 6.15 5.77 5.51 5.40 5.31 5.16 4.75 4.62 

Equi-bi 4.88 4.75 4.68 4.52 4.50 4.44 4.21 4.15 

Glass/Epoxy[90] 

Uni-X 4.31 4.15 4.12 4.00 3.96 3.95 3.62 3.55 

Uni-Y 11.00 .4110  9.85 9.45 9.22 9.03 7.52 7.20 

Equi-bi 7.29 6.90 6.55 6.31 6.23 6.16 5.44 5.52 

 همسانگرد

Uni-X 4.45 4.20 4.19 4.10 4.06 4.00 9.79 3.81 

Uni-Y 6.39 6.09 5.85 5.71 5.66 5.52 5.18 4.99 

Equi-bi 4.51 4.42 4.35 4.22 4.19 4.15 4.00 4.00 
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 بارگذاری مختلفشرایط ابعاد و ورق با جنس، ضلعی، برای هفت گشودگیپیرامون بعد تنش بی مقادیر بیشینه 6-4جدول 

                                L            5 6 7 8 9 11 111 Inf. 

Glass/Epoxy[0] 

Uni-X 6.85 6.45 6.24 6.20 6.18 6.15 6.09 6.01 

Uni-Y 5.16 4.78 4.51 4.41 4.35 4.29 4.22 4.22 

Equi-bi 6.80 6.05 5.52 5.28 5.11 4.91 4.52 4.68 

Glass/Epoxy[90] 

Uni-X 5.00 4.71 4.55 4.45 4.40 4.32 4.01 4.00 

Uni-Y 10.20 9.18 8.58 8.19 7.91 7.71 6.59 6.66 

Equi-bi 6.41 5.85 5.61 5.39 5.28 5.25 4.88 4.90 

 همسانگرد

Uni-X 5.19 5.06 4.99 4.88 4.80 4.75 4.44 4.41 

Uni-Y 5.88 5.55 5.32 5.29 5.16 5.07 4.66 4.57 

Equi-bi 4.25 3.96 3.81 3.80 3.77 3.69 3.60 3.65 

   (رئوس)تعداد  گشودگی چندضلعی اضلاعتعداد  تأثیر 4-4-9

، تمرکز تنش اضلاع گشودگی چندضلعیدهد با افزایش تعداد نشان می 6-4جدول ا ت 2-4دول ج

، اما این موضاااوع برای یابدکاهش می نهایتاً ،yمحوری در جهات باارگاذاری یاکدر یاک ورق برای 

و  18-4شک  ز توان به وضوح اشود. این موضوع را میمشااهده نمی ،xمحوری در جهت بارگذاری یک

ی هابرای گشااودگیبعد تنش بی بیشااینه گرنشااان ترتیبها بهشااک متوجه شااد. این  11-4شااک  

همسااانگرد تحت بارگذاری  و  Glass/Epoxy[90] ناهمسااانگرد چندضاالعی مختلف در ورق محدود

  باشد.می y و xهای محوری در جهتیک
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گرد ناهمسان همسانگرد و های چندضلعی مختلف در ورق محدودبرای گشودگیبعد تنش بی بیشینهمقادیر  18-4شک  

Glass/Epoxy[90] محوری در جهتتحت بارگذاری یک y 

 

های چندضلعی مختلف در ورق محدود همسانگرد و ناهمسانگرد برای گشودگیبعد تنش بی بیشینهمقادیر  11-4شک  

Glass/Epoxy[90] محوری در جهت تحت بارگذاری یکx 
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   مکان رئوس گشودگی )چرخش گشودگی( تأثیر 4-4-4
 دهد و اینمی تغییر در تعداد اضلاع، مکان رئوس در یک ورق را با توجه به جهت بارگذاری تغییر

ر د مکان رئوستأثیر مکان رئوس روی تمرکز تنش،  یمطالعه دهد. برایکار، میدان تنش را تغییر می

محوری در ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمساااانگرد با خواص ورق محادود

تنش بیشااینه . شااودتغییر داده می °180تا °0  از   𝛽ی از طری  چرخش گشااودگی با زاویه yجهت 

نشان داده شده  25-4شک  تا  20-4شک  گونه که در ها، همانبرای اشکال مختلف چندضلعیبعد بی

  ،°60 ،°36 ،°90 ،°60 یدر بازه وصورت تکرارشونده ها بهشود که منحنیآید. مشاهده میدست میبه

ار ضلعی تکرو هشت ضالعی، هفتضالعیضالعی، شاشمربع، پنج مثلث، ترتیب برای به °45و  25.7°

نش تی بیشینهکه  شودمشخ  میهمننین  .باشدشاود و این بخاطر شک  هندسی گشودگی میمی

اساات،  yشااود و بار در راسااتای جهت منطب  می xکه یکی از رئوس با محور هایی در جهت ،بعدبی

برای اشااکال مختلف به غیر از زاویه چرخش به انحنای  بعدبی مکان بیشااینه تنش شااود.می ماکزیمم

 گوشه ها نیز ارتباط دارد.

 

ناهمسانگرد  ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب بعد پیرامون گشودگی مثلثیبی تنش بیشینه 20-4شک  

 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] با خواص
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ناهمسانگرد  ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب بعد پیرامون گشودگی مربعیبی تنش بیشینه 21-4شک  

 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] با خواص

 

 ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب ضلعیبعد پیرامون گشودگی پنجبی تنش بیشینه 22-4شک  
 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمسانگرد با خواص
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 ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب ضلعیبعد پیرامون گشودگی ششبی تنش بیشینه 23-4شک  
 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمسانگرد با خواص

 

 ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب ضلعیفتبعد پیرامون گشودگی هبی تنش بیشینه 24-4شک  
 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمسانگرد با خواص

 

 ورق محدود مختلف در چرخش زوایای برحسب ضلعیبعد پیرامون گشودگی هشتبی تنش بیشینه 25-4شک  
 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمسانگرد با خواص
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   (هاگوشهشکل رئوس گشودگی )شعاع  تأثیر 4-4-1
ها بر تمرکز تنش پیرامون گشودگی چندضلعی در ی تأثیر شعاع گوشهدهندهنشان 26-4شک  

 yمحوری در جهت ت بارگذاری یک، تحGlass/Epoxy[90] محدودتعداد اضلاع مختلف، برای ورق 

کند. مشاهده تغییر می mتابع نگاشت ی گشودگی چندضلعی با تغییر پارامتر باشد. شعاع گوشهمی

یابد. برای شعاع ها تیزتر شده و تمرکز تنش افزایش میشود که با کاهش شعاع گوشه، گوشهمی

های چندضلعی مختلف، با توجه به تعداد رئوس، رای گشودگیب بعدبیتنش  بیشینههای مشابه، گوشه

 فرد اضلاع تعداد با هاییگشودگی برای دهدمی نشان تحقی  این از حاص  نتایج باشد.متفاوت می

 دارد  پی در بارگذاری حالت سه هر در را تنش مقدار افزایش ها(،انحنا )کاهش شعاع گوشه افزایش

 )دایروی گشودگی( m=0حالت  در گشودگی حول بیشینه تنش ترینکم اشکال گونهاین در بنابراین

 هایگوشه انحنای افزایش با همواره زوج اضلاع تعداد با هاییگشودگی برایکه   درحالیگرددمی ایجاد

 انتخاب چرخش یزاویه به بسته مواردی در بلکه یابدنمی افزایش لزوماً گشودگی حول تنش گشودگی،

 انحنای و چرخش یزاویه انتخاب با هاگشودگی نوع این در بنابراین .یابدمی کاهش مقدار این شده

  .داشت گشودگی حول دایروی حالت از کمتر تنشی بیشینه توانمی مناسب

 

 ورق محدود مختلف در هایشعاع گوشه های مختلف برحسببعد پیرامون گشودگیبی تنش بیشینه 26-4شک  

 yمحوری در جهت ( تحت بارگذاری یکL=H=10) Glass/Epoxy[90] ناهمسانگرد با خواص
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   ی الیاف(ناهمسانگردی مواد )زاویه تأثیر 4-4-6
ناهمسانگردی مواد نیز بر توزیع ها، شک  هندسی گشودگی، مکان رئوس و شک  گوشه از جدای

توزیع  30-4شک  تا  27-4شک  مطاب   ررسی این تأثیر،تنش پیرامون گشودگی مؤثر است. برای ب

  [0]ی الیافها، با زاویهGlass/Epoxyهای چندضلعی متفاوت برای ورق پیرامون گشودگی بعدبی تنش

ه گردید. در این نوع بارگذاری، اند، محاسب رار گرفته yمحوری در جهت تحت بارگذاری یککه  [90] و

 . باشدمی [0] ی الیافزاویه تر از، بیش[90]ی الیاف زاویهورق با تمرکز تنش در 

بارگذاری که تمرکز تنش در ورق همسانگرد در دهد نشان می 6-4جدول تا  2-4دول جهمننین 

کمتر ، xمحوری در جهت بارگذاری یکتر از دیگر شرایط بارگذاری و در بیش، yهت محوری در جیک

اما با توجه به ناهمسانگردی، این موضوع کند. باشد و این موضوع در تما  اشکال چندضلعی صدق میمی

در  Glass/Epoxy[0]آید. تمرکز تنش در بوجود نمی Glass/Epoxy[90] و Glass/Epoxy[0]برای 

محوری بارگذاری یکدر  Glass/Epoxy[90]که در بالاتر است  درحالی، xمحوری در جهت ری یکبارگذا

 باشد.بالاتر می، yدر جهت 

 

 Glass/Epoxy ،(L=H=10) محدود ناهمسانگرد بعد پیرامون گشودگی مثلثی برای ورقتوزیع تنش بی 27-4شک  

 yمحوری در جهت تحت بارگذاری یک [90] و  [0]ی الیافهازاویهبا 
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 Glass/Epoxy ،(L=H=10) محدود ناهمسانگرد بعد پیرامون گشودگی مربعی برای ورقتوزیع تنش بی 28-4شک  

 yر جهت محوری دتحت بارگذاری یک [90] و  [0]ی الیافهابا زاویه

 

، Glass/Epoxy محدود ناهمسانگرد ضلعی برای ورقبعد پیرامون گشودگی پنجتوزیع تنش بی 21-4شک  

(L=H=10) محوری در جهت تحت بارگذاری یک [90] و  [0]ی الیافهابا زاویهy 
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، Glass/Epoxy محدود ناهمسانگرد ضلعی برای ورقبعد پیرامون گشودگی ششتوزیع تنش بی 30-4شک  

(L=H=10) محوری در جهت تحت بارگذاری یک [90] و  [0]ی الیافهابا زاویهy 
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   های مختلف مادهجنس تأثیر 4-4-1
ک  ش پیرامون گشودگی چندضلعی، در بعدبیتنش ی بیشاینهروی   های مختلف ورقجنستأثیر 

 هایدر شرایط بارگذاری مشخ  شده و ویژگی ی ورقجنس مادهنشان داده شده است. با تغییر  4-31

 کند.تغییر میبعد تنش بیی بیشینهدیگر مواد، 

 

 های مختلفبا جنس (L=H=10) محدودهای مختلف برای ورق بعد پیرامون گشودگیش بیبیشینه تن 31-4شک  

 xمحوری در جهت تحت بارگذاری یک

 یی گشودگی، زاویهی ورق، هندسهتأثیر پارامترهایی همنون نوع بارگذاری، اندازهدر این فصا  

اده به لنوان های مختلف مها، ناهمساااانگردی و جنسچرخش گشاااودگی، شاااعاع انحنای گوشاااه

طور که مشاهده شد، همان ها مورد بررسی  رار گرفت.پارامترهای مهم در توزیع تنش اطراف گشودگی

 .ادکاهش د یتوجه اب را به میزان  تنش تمرکزتوان ها میمناسب آن و کنترلها با تغییر این پارامتر
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 گیرینتیجه 1-7
فاده از سکی و با استیتلخن ی رو  متغیّر مختلطتحلیلی بر پایه یحلی امه با ارائهندر این پایان

دود ورق مح های چندضلعی وا ع در مرکزپیرامون گشودگی همنوا به بررسی توزیع تنش تابع نگاشت

تأثیر پارامترهایی همنون نوع بارگذاری،  پرداخته شد. ایصفحهناهمسانگرد تحت بارگذاری درون

ها ها )چرخش گشودگی(، شک  گوشهی گشودگی )تعداد اضلاع(، مکان گوشهی ورق، هندسههانداز

های مختلف ماده به لنوان پارامترهای ی الیاف( و جنسها(، ناهمسانگردی )زاویه)شعاع انحنای گوشه

 یابی به نتایج جامع به روشیدست ها مورد بررسی  رار گرفت.مهم در توزیع تنش اطراف گشودگی

ی پارامتری، موجب شد تا رو  حاضر تبدی  به روشی مناسب برای ح  کارآمد در بررسی و مطالعه

دست آمده از این رو ، بسیار نزدیک به نتایج حاص  از مطالعات پیشین موضوع حاضر شود. نتایج به

  باشد. می

)کاهش  انحنا افزایش ،فرد اضلاع تعداد با هاییگشودگی برای داد نشان تحقی  این از حاص  نتایج

محوری، دومحوری کششی تک بارگذاری حالت سه هر در را تنش مقدار افزایش ،ها(شعاع انحنای گوشه

 هایگوشه انحنای افزایش با همواره زوج اضلاع تعداد با هاییگشودگی برایدارد.  پی در و برشی خال 

 انتخاب چرخش یزاویه به بسته اردیمو در بلکه یابدنمی افزایش لزوماً گشودگی حول تنش گشودگی،

 انحنای و چرخش یزاویه انتخاب با هاگشودگی نوع این در بنابراین .یابدمی کاهش مقدار این شده

  .داشت گشودگی حول دایروی حالت از ترکم تنشی بیشینه توانمی مناسب

 تما  در ثیرگذارتأ بسیار پارامترهای از یکی گشودگی چرخش یزاویه پارامتر که شد مشاهده 

 دارد وجود مطلوبی چرخش یزاویه بارگذاری و گشودگی هر برای .باشدمی هابارگذاری و هاگشودگی

 طراّحی هنگا  به است بهتر و افتدمی اتّفاق گشودگی حول بیشینه تنش مقدار ترینکم آن در که

  .گردند ایجاد خود لوبمط چرخش یزاویه در اشکال و گیرد  رار توجهّ مورد نکته این همواره

ر محوری دبارگذاری یکبا افزایش تعداد اضلاع گشودگی، تمرکز تنش در یک ورق برای همننین 
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 شود.مشاهده نمی، xمحوری در جهت بارگذاری یکیابد، اما این موضوع برای کاهش می نهایتاً، yجهت 

 .گرفت  رار بررسی مورد دگیگشو اطراف تنش توزیع بر ورق ابعاد به گشودگی ابعاد نسبت تأثیر

 با .یابدمی افزایش تنش بیشینه مقدار ها،بارگذاری تما  در ورق یاندازه کاهش با که گردید مشاهده

 نامحدود ورق در بعدبی تنش بیشینه مقدار با مختلف هاینسبت در بعدبی تنش بیشینه مقدار یمقایسه

نسبت  که دارای هاییورق ح ّ برای تواننمی، نامحدود قور ح ّ  از که شد داده نشان گوناگون اشکال در

 تما  در .نمود استفاده ،2/0بزرگتر از  ضلعی به بزرگترین ضلع ورق n طر دایره محیط بر گشودگی 

 گشودگی حول تنش مقدار ورق، ابعاد شدن کوچک للّت به محدود ورق در که شد مشاهده ها سمت

 حتماً تا است ضروری در این حالت جهت همین به است آن حدودنام حالت از بیشتر زیادی مقدار به

  .شود استفاده هاگشودگی حول تنش بیشینه صحیح مقادیر آوردن دستبه برای ورق محدود ح  از

 یورق همسانگرد، ورق ناهمسانگرد با زاویهبرای ، یکسانبارگذاری  شرایط تنش در توزیعهمننین 

 باشد.مختلف، متفاوت میهای الیاف مختلف و ورق با جنس

بخش یافته و جامع حاضر، للاوه بر مواد محدود ناهمسانگرد،  ادر به ایجاد نتایج رضایتح  تعمیمراه

ی ورق بزرگ و نیز برای ورق همسانگرد از طری  در برای ورق نامحدود، از طری  در نظر گرفتن اندازه

 باشد.های مناسب ماده مینظر گرفتن ویژگی
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 یشنهادهاپ 1-2

پیشنهاد  محدود هایورق در گشودگی حول تنش توزیع روی بر تحقیقات یادامه جهت زیر موارد      

 .گرددمی

ت تح مختلف غیرمنتظم در ورق محدود ناهمسانگردهای بررسی توزیع تنش اطراف گشودگی -1

 ایصفحهدرونبارگذاری 

و یافتن بهترین ساااازی ی بهینههااساااتفاده از الگوریتمساااازی ح  تحلیلی حاضااار با بهینه -2

 گشودگی در شرایط پارامترهای بهینه

بررسااای توزیع تنش اطراف چند گشاااودگی در ورق محدود ناهمساااانگرد تحت بارگذاری  -3

 ای صفحهدرون

در گشااودگی و وجود بار داخلی های مختلف منتظم با بررساای توزیع تنش اطراف گشااودگی -4

 ایصفحهمسانگرد تحت بارگذاری دروندر ورق محدود ناه دخالت نیروهای حجمی،

 های منتظمبررسی ارتعاشات ورق محدود ناهمسانگرد حاوی گشودگی -5
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 پیوست الف

 های ناهمسانگردی مادهلفهؤم

 شود:صورت زیر تعریف میبه ماتریس نرمی کاهش یافته

[𝑆̅] (1-)الف = [𝑇]𝑇[𝑆][𝑇] =

[
 
 
 
 
 
 
𝑆1̅1   𝑆1̅2   𝑆1̅3         0         0        𝑆1̅6
𝑆1̅2     𝑆2̅2     𝑆2̅3         0         0        𝑆2̅6
𝑆1̅3 𝑆2̅3 𝑆3̅3          0         0        𝑆3̅6
0           0            0           𝑆4̅4      𝑆4̅5       0

 0           0            0           𝑆4̅5      𝑆5̅5        0

𝑆1̅6      𝑆2̅6         𝑆3̅6          0         0        𝑆6̅6 ]
 
 
 
 
 
 

   

 د.نوشصورت زیر تعریف مید و بهنباشترتیب ماتریس نرمی و تابع تبدی  میبه Tو  Sکه در آن       

 (2-)الف
𝑣𝑖𝑗

𝐸𝑖
=

𝑣𝑗𝑖

𝐸𝑗
      ,      [𝑆] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

𝐸1
−
𝑣21

𝐸2
    
−𝑣31

𝐸3
      0      0      0

−𝑣12

𝐸1
    

1

𝐸2
      

−𝑣32

𝐸3
     0      0      0

−𝑣13

𝐸1
      

−𝑣23

𝐸2
      

1

𝐸3
       0      0      0

0           0           0       
1

𝐺23
    0      0

0           0           0         0    
1

𝐺13
    0

0           0           0         0      0   
1

𝐺12 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

[𝑇] (3-)الف =

[
 
 
 
 
 
𝐶2   𝑆2   0         0         0        2𝐶𝑆
𝑆2     𝐶2    0         0         0    − 2𝐶𝑆
0 0 1        0         0           0
0           0          0         𝐶      − 𝑆         0
0          0          0        𝑆          𝐶           0

−𝐶𝑆      𝐶𝑆         0         0        0    𝐶2 − 𝑆2]
 
 
 
 
 

   

𝑋)طوری که ، بهآیندهای موجود در آن از روابط زیر بدست میلفهؤو م     − 𝑌)  مختصات گلوبال و

(1 −  باشد.ی الیاف ماده میزاویه 𝛼مختصات اصلی ماده و  (2

   

 

} (4-)الف
sin 𝛼 = 𝑆
cos 𝛼 = 𝐶
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 شود:صورت زیر تعریف میبه می در حالت دوبعدیماتریس نر

 حالت تنش صفحه ای:

𝑎𝑖𝑗 (5-)الف = 𝑆�̅�𝑗    ,      𝑖, 𝑗 = (1,2,6)           (𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0)     

 

 حالت کرنش صفحه ای:

𝑎𝑖𝑗 (6-)الف = 𝑆�̅�𝑗 −
�̅�𝑖3�̅�𝑗3

�̅�33
    ,     𝑖, 𝑗 = (1,2,6)      (𝜀𝑧 = 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 0)   

 :خواهند بودصورت زیر به در حالت دوبعدی یافتهکاهش نرمیی ماتریس هامؤلفه

 (7-)الف

𝑆1̅1 = 𝑆11𝑐𝑜𝑠
4𝛼 + (2𝑆12 + 𝑆66)𝑠𝑖𝑛

2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑆22𝑠𝑖𝑛
4𝛼 

𝑆1̅2 = (𝑆11 + 𝑆22 − 𝑆66)𝑠𝑖𝑛
2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑆12(𝑠𝑖𝑛

4𝛼 + 𝑐𝑜𝑠4𝛼) 

𝑆2̅2 = 𝑆11𝑠𝑖𝑛
4𝛼 + (2𝑆12 + 𝑆66)𝑠𝑖𝑛

2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑆22𝑐𝑜𝑠
4𝛼 

𝑆1̅6 = (2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠
3𝛼 − (2𝑆22−2𝑆12 − 𝑆66)𝑠𝑖𝑛

3𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼 

𝑆2̅6 = (2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66)𝑠𝑖𝑛
3𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼 − (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠

3𝛼 

𝑆6̅6 = 2(2𝑆11 + 2𝑆22 − 𝑆66−4𝑆12)𝑠𝑖𝑛
2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑆66(𝑠𝑖𝑛

4𝛼 + 𝑐𝑜𝑠4𝛼) 

 شوند:صورت زیر تعریف میبه 𝑆66و  𝑆11 ،𝑆12 ،𝑆22و  استی الیاف زاویه 𝛼، فوق در روابط

𝑆11 =
1

𝐸1
  

𝑆22 =
1

𝐸2
  

𝑆12 = 
−𝑣21
𝐸2

  

𝑆66 =
1

𝐺12 
 (8-)الف 
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 پیوست ب

 U(x,y)هارمونیک تعیین تابع بای

دست هچهار  ب یدیفرانسی  مرتبه یمعادلهیک  به شک  Uی سازگاری بر حسب تابع تنش معادله

 خواهد آمد.

𝑎22 (1-)ب
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
− 2𝑎26

𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ (2𝑎12 + 𝑎66)

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝑎16

𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ 𝑎11

𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

 صورت زیر خواهد بود:به (17-3)ی ، طب  رابطهایصفحهنشحالت تدر  ارتوتروپیکو برای مواد 

 (2-)ب
1

𝐸2

𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ (

1

𝐺12
−
2𝜈12
𝐸1

)
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
1

𝐸1

𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

 ود:شصورت زیر ساده میههمننین برای مواد همسانگرد ب

 (3-)ب
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 

که  U(x,y)هارمونیک ای تئوری الاستیسیته، به تعیین تابع بایصفحهتنش بنابراین ح  مسائ 

 شود.کند، خلاصه میشرایط مرزی و معادله دیفرانسی  مرتبه چهار  را ارضا می

 د:شو  بالا، به کمک چهار اپراتور مشت  خطی مرتبه اول بصورت زیر بیان میمعادله مرتبه چهار

𝐷1 𝐷2 𝐷3 𝐷4 𝑈 (4-)ب = 0  

 شود:که در آن تعریف می

𝐷𝑖 (5-)ب =
𝜕

𝜕𝑦
− 𝜇𝑖

𝜕

𝜕𝑥
   , (𝑖 = 1,2,3,4) 

 با بازنویسی معادله بالا داریم:

 (6-)ب

(𝜇1𝜇2𝜇3𝜇4)
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
− (𝜇1𝜇2𝜇3 + 𝜇1𝜇2𝜇4 + 𝜇1𝜇3𝜇4 + 𝜇2𝜇3𝜇4)

𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
 

+(𝜇1𝜇2 + 𝜇1𝜇3 + 𝜇1𝜇4 + 𝜇2𝜇3 + 𝜇2𝜇4 + 𝜇3𝜇4)
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− (𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 + 𝜇4)
𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+
𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 
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 باشند.های معادله مشخصه زیر میها ریشه𝜇𝑖 که در آن 

𝑎11𝜇 (7-)ب
4 − 2𝑎16𝜇

3 + (2𝑎12 + 𝑎66)𝜇
2 − 2𝑎26𝜇 + 𝑎22 = 0 

 داریم: همسانگردماده و برای 

𝜇4 (8-)ب + 2𝜇2 + 1 = 0 

 

 مشخصه: یلههای معادجواب

همننین  ( هستند.finiteمحدود ) 𝑎22و 𝑎11 ،𝑎12 ،𝑎66های آلی، ثابتبرای هر ماده الاستیک ایده

های حقیقی باشد و جوابهای مختلط یا کاملاً موهومی می، دارای جواب(7-)بمعادله مشخصه غیرصفر 

 نخواهند داشت.

 باشد:شرح زیر می ها موارد محدودکننده منجر به حذف بهتن

𝑎22 (1 (1-)ب = 𝑎26 = 0   ⇒    𝜇
2(𝑎11𝜇

2 − 2𝑎16𝜇 + 2𝑎12 + 𝑎66) = 0  ⇒   𝜇1,2 = 0 

 باشد.که دارای دو جواب صفر می

 

𝑎22 (2 (10-)ب = 𝑎26 = 2𝑎12 + 𝑎66 = 𝑎16 = 0   ⇒    𝑎11𝜇
4 = 0  ⇒    𝜇1,2,3,4 = 0 

 ار جواب صفر خواهند بود.که تما  چه

 

𝑎11 (3 (11-)ب = 𝑎16 = 0   ⇒     (2𝑎12 + 𝑎66)𝜇
2 − 2𝑎26𝜇 + 𝑎22 = 0    

 نهایت دارد.که دو جواب بی

 

𝑎11 (4 (12-)ب = 𝑎16 = 2𝑎12 + 𝑎66 = 𝑎26 = 0    ⇒   𝑎22 = 0     

 نهایت دارد.جواب بی که چهار

ط مختل هاریشهبالا را در نظر نگرفته و  ینداشته باشد، موارد محدودکننده اگر شرط خاصی وجود

  شود.گرفته مییا موهومی در نظر 
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,𝜇1ها، از نمادگذاری برای این نوع جواب 𝜇2, �̅�1, �̅�2  شود.میاستفاده 

,𝜇1مشخصه )پارامترهای مختلط های معادله دو حالتی که برای جواب 𝜇2)    :امکان آن وجود دارد 

   های معادله مشخصه متفاوت خواهند بود.در حالت کلی، تما  جواب (1

𝜇1 (13-)ب = 𝛼 + 𝛽𝑖   ,    𝜇2 = 𝛾 + 𝜂𝑖   ,    𝜇3 = �̅�1 = 𝛼 − 𝛽𝑖   ,   𝜇4 = �̅�2 = 𝛾 − 𝜂𝑖 

 

 های معادله مشخصه، دو به دو باهم برابرند.جواب (2

𝜇1 (14-)ب = 𝜇2 = 𝛼 + 𝛽𝑖          ,           �̅�1 = �̅�2 = 𝛼 − 𝛽𝑖 

 

 باشد:صورت زیر میبهی همسانگرد مادهو برای 

𝜇1 (15-)ب = 𝜇2 = 𝑖      ,     �̅�1 = �̅�2 = −𝑖 

 

𝐷1 𝐷2 𝐷3 𝐷4 𝑈یح ّ معادله لخنیتسکی با =  :نمود پیشنهاد را ح ّ زیر ، 0

 :(حالت کلی) ها متفاوتجوابت برای حال

𝑈 (16-)ب = 𝐹1(𝑥 + 𝜇1𝑦) + 𝐹2(𝑥 + 𝜇2𝑦) + 𝐹3(𝑥 + �̅�1𝑦) + 𝐹4(𝑥 + �̅�2𝑦) 

                             

 دو برابر:های دوبهبرای حالت

𝑈 (17-)ب = 𝐹1(𝑥 + 𝜇1𝑦) + (𝑥 + �̅�1𝑦)𝐹2(𝑥 + 𝜇1𝑦) + 𝐹3(𝑥 + �̅�1𝑦) + (𝑥 + 𝜇1𝑦)𝐹4(𝑥 + �̅�1𝑦) 

                 

 ها:�̅�𝑖ها با 𝜇𝑖با توجه به مزدوج بودن برای حالت کلی 

𝑈 (18-)ب = 𝐹1(𝑥 + 𝜇1𝑦) + 𝐹2(𝑥 + 𝜇2𝑦) + 𝐹1(𝑥 + 𝜇1𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐹2(𝑥 + 𝜇2𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

1F  2وF  3وF  4وF  گیریم:هستند، همننین در نظر میتوابعی دلخواه 

𝑍1 (11-)ب = 𝑥 + 𝜇1𝑦   ,   𝑍2 = 𝑥 + 𝜇2𝑦   ,   �̅�1 = 𝑥 + �̅�1𝑦   ,    �̅�2 = 𝑥 + �̅�2𝑦 

 

 : ی زیربا توجه به رابطه باشد، پس yو  xتابع تنش باید یک تابع حقیقی از متغیرهای 



 هاپیوست 
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𝑍 (20-)ب = �̅� = 2𝑅𝑒[𝑍] 

 

 نویسیم:ر فر  دیگرشان میتابع تنش را دروابط 

 :(حالت کلی) ها متفاوتجواببرای حالت 

𝑈 (21-)ب = 2𝑅𝑒[𝐹1(𝑍1) + 𝐹2(𝑍2)] 

                             

  های دو به دو برابر:حالت جواب برای

𝑈 (22-)ب = 2𝑅𝑒[𝐹1(𝑍1) + �̅�1𝐹2(𝑍1)] 

                                             

  همسانگرد:برای ماده و 

𝑈 (23-)ب = 𝑅𝑒[�̅�∅(𝑧) + 𝜃(𝑧)] 

                               

اخیر و یک جواب  یجمع رابطهتابع تنش نهایی حاص  حالتی که نیروهای حجمی اثرکنند، در

 رهمگن خواهد بود.خصوصی معادله غی

 با تعریف مقادیر زیر: 

(𝑍1)1∅ (24-)ب =
𝑑𝐹1
𝑑𝑍1

 ; ∅2(𝑍2) =
𝑑𝐹2
𝑑𝑍2

 ;  ∅1
ˊ (𝑍1) =

𝑑𝜙1
𝑑𝑍1

 ;  ∅2
ˊ (𝑍2) =

𝑑𝜙2
𝑑𝑍2

 

                               

 گیریم:      ح  نهایی زیر را برای این مسئله در نظر می     

𝑈 (25-)ب = 2𝑅𝑒[𝐹1(𝑥 + 𝜇1𝑦) + 𝐹2(𝑥 + 𝜇2𝑦)] 
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Abstract 

In this thesis, stress distribution around different regular hole in finite anisotropic 

plate under uniaxial loading is studied. The method employed is based on the 

analytical solution of Lekhnitskii’s complex variable method and conformal 

mapping. With the assumption of plane stress conditions, also the finite plate (the 

ratio of the diameter of circumscribed circle of Polygon holes to biggest side of the 

plate is greater than 0.2) can be considered as anisotropic and linearly elastic. For 

solving the problem, the finite area with different shape of holes in z plan is 

mapped onto finite area outside a unite circle in ζ plan using the conformal 

mapping function. The stress function in finite plate with different hole shapes is 

presented by superposition of the stress function for an infinite plate with different 

shape of holes and ones for a finite plate without a hole. The unknown coefficients 

in stress function are obtained by using the least square boundary collocation 

method and applying the appropriate boundary conditions. The effects of hole 

geometry, hole curvature, hole orientation, angle of plate fiber, type of loading and 

plate’s aspect ratio as the effective parameters on the stress distribution have been 

investigated. The results based on analytical solution are in a good agreement with 

the results obtained from other paper in finite and infinite plates. The results show 

that the analysis of the stress distribution in perforated plates that the ratio of the 

length of the biggest side of the hole to the smallest side of the plate is greater than 

0.2, by using the infinite plate theory has a great error. Also by choosing the 

appropriate parameters can be reduced the amount of tension around holes and 

create the optimal plan. 

 

Keywords 

Finite plate, anisotropic material, regular hole, inplane loading, conformal mapping, 

analytical solution, complex variable method, least square method. 
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