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از:سپاس

ای برایپاسخی برای تمام سوالات و انگیزه ،که با صبوری دکتر امیر جلالی

ادامه و  معلمی برای آموختن مسیر موفقیت و تلاش بودند.
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 به:تقدیم

محبّت و تجلّی پدرم که از او آموختم که هیچ رویایی غیر ممکن نیست، مادرم که 

 .بهترین دوست و همراه استسرم که عشق و هم 
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 یدانشکده هوافضامهندسی  یکارشناسی ارشد رشته یدانشجوی دوره ، نیلوفر خسرویاینجانب

میکروتیر  خطیّبررسی ارتعاشات غیر  ینامهیانپا ینویسنده ،شاهرودصنعتی دانشگاه  مکانیک

های استفاده از تئوریمتناوب باتماسی و در میکروسکوپ نیرواتمی در مد  FGMمتداول 

 ی غیر موضعیالاستیسیته

 شوم:یممتعهد  دکتر امیر جلالییی راهنماتحت 

 نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.تحقیقات در این پایان 

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

 تاکنون توسطططط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیو نود مدرا یا امتیازی در هیو جا ارا ه نامه مطالب مندرج در پایان

 نشده است.

   دانشگاه صنعتی شاهرود»باشد و مقالات مستخرج با نام شاهرود میصنعتی کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه  »

 .به چاپ خواهد رسید« Shahrood University of Technology» یا

 نامهپایاناند در مقالات مسططتخرج از نامه تأثیرگذار بودهاصططلی پایان جینتادسططت دمدن حقوق معنوی تمام افرادی که در به 

 گردد.رعایت می

 صول های دننامه، در مواردی که از موجود زنده )یا بافتدر کلیه مراحل انجام این پایان ضوابط و ا ست  شده ا ستفاده  ها( ا

 شده است.اخلاقی رعایت 

 ست در کلیه مراحل انجام این پایان شده ا ستفاده  سی یافته یا ا ستر صی افراد د شخ نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات 

 اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  ،اثر و محصولات دن )مقالات مستخرج این  امهکلیه حقوق معنوی  یانهکتاب، برن ای، های را

افزار باشد. این صنعتی شاهرود میمتعلق به دانشگاه  (شده استها و تجهیزات ساختهنرم 

اید به نحو مقتضی   در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.مطلب ب

 ای و نتایج موجود در پ امهاناستفاده از اطلاعات   .بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد ن

 

 تعهد نامه
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 چکیده:

در این پژوهش، ارتعاشات غیر خطیّ میکروتیر متداول در میکروسکوپ نیرواتمی و در دو مد عملکرد 

میکروتیر مذکور  شده است.بررسیبا استفاده از تئوری غیر محلیّ گرادیان کرنش تماسی و متناوب 

FGM که میکروتیر صورتکند. بدیندرراستای عرضی تغییر میتوانی صورت بوده و خواص میکروتیر به

ولتاژ اعمالی به  پیزوالکتریک است.وسط سیلیکون و در بالا و پایین  میکروسکوپ نیرواتمی، در

ش تقسیم کرده را به دو بخثابت یا متغیّر باشد و همین نکته، این تحلیل صورت تواند بهپیزوالکتریک می

شود تا براساس گیرد که باعث میکنشی بین نوا و نمونه شکل میطرفی در مد متناوب، برهماست. از

ی متفاوت تقسیم شود. برای تحلیل تغییر کند و به دو بازه ی بین این دوی بین نوا و نمونه، نیروفاصله

های چندگانه استفاده شده است. سرفتار غیر خطیّ این میکروتیر، از تئوری اغتشاشات و روش مقیا

درنهایت رفتار سیستم مذکور با استفاده از نمودارهای فرکانس طبیعی و نمودارهای پاسخ فرکانسی  

 شده است.براساس تغییرات چند پارامتر مختلف، تحلیل

 

  های کلیدی:واژه

ی گرادیان کرنش، روبشی، میکروسکوپ نیرواتمی، میکروتیر، تئوری الاستیسیتهمیکروسکوپ پراب

 های چندگانه.تئوری اغتشاشات، روش مقیاس ،FGی مادهّ
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 لفصل اوّ

 مهمقدّ

 

 

 

 

 

 

 

 



۲ 

 

 مهمقدّ ۱-۱

 کروسکوپی جدیدمیخبر از ساخت ای با انتشار مقاله، ]۱[ بینینگ و گربر ،۱۹۸۲که در سوم مارس زمانی

ی فیزیک، به هکه انتشار این مقاله در یک مجلّ  کردبینی نمیکسی پیشها دادند، رای بررسی ریزذرهب

   ی نوبل منجر شود.دریافت جایزه

ی از دن نفر رسید، نیمصورت مشترا به سهبه ی نوبلجایزه ،۱۹۸۶اما تنها چند سال بعد یعنی در سال 

، به این دانشمند ۲الکترونی میکروسکوپاولین خاطر اختراد و به دلمانی ۱یبه پاس زحمات ارنست روسکا

ق ( تعلSTMّ) ۳روبشیرسید و نیمی دیگر از این جایزه، به بینینگ و گربر، مخترعان میکروسکوپ جریان

  گرفت.

با نیز  ۱۹۹۰در سال  هاق نبود، بلکه دنتلاش این تیم موفّ دخرین ،روبشیجریانمیکروسکوپ البته 

، برگ جدیدی (AFM) ۴میکروسکوپ نیرواتمی یعنی همان، تری از این میکروسکوپمدل کامل فیمعرّ

 شدن است.سال، در حال کاملسیبرگی که هنوز هم پس از گذشت قریب به  ؛ندداز تاریخ را رقم ز

استفاده از باگویند که می ۵روبشیهای پرابها، میکروسکوپی به تمام این میکروسکوپکلّطوربه

های لاعات زیادی را در تمام جنبهکنند و از این طریق، اطّرا روبش می ۷تیز، سطح نمونه ۶کاوشگری

ها، با ایجاد روبشی این میکروسکوپدورند. نود جریاندست میو مکانیکی نمونه به شیمیایی ،فیزیکی

های در انتخاب نمونهدلیل همیندهد و بهبین کاوشگر و نمونه، این عمل را انجام میکوچک جریانی 

باید رسانا یا  نیز مانند کاوشگر نمونه روبشی،میکروسکوپ جریانت دارد. در مطالعه، محدودیّمورد 

 برقرار شود.ها ا باشد تا جریانی بین دنرساننیمه

                                                           
1 Ernst Ruska 
2 Electron Microscope 
3 Scanning Tunneling Microscope 
4 Atomic Force Microscope 
5 Scanning Probe Microscope 
6 Probe 
7 Sample 
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نارسانا نیز  موادّ  و از دن به بعد، شد ت نیز برداشتههای نیرواتمی، این محدودیّبا ظهور میکروسکوپ

 .رار بگیرندمورد بررسی و تحلیل ق وسکوپ،توانستند از طریق این میکرمی

 ۲گیردار سربه انتهای یک تیر یک ،۱و گربر، یک کاوشگر یا نوا ی بینینگدر مدل مورد مطالعه

لاعات کند و اطّد. نوا در بالای سطح حرکت مینکنسطح نمونه را روبش می ،شده و این مجموعهصلمتّ

 همین اتمی بهدر واقع اساس کار میکروسکوپ نیرورساند. های مختلف، به ثبت میدریافتی را با روش

ی تحقیقات خود، ها در ادامهف نشد و دنو گربر، باز هم در این نقطه متوقّبینینگ اما کار سادگی است، 

لاعات میکروسکوپ را ارتقا داده و اطّتوان عملکرد کردن تیر مذکور، میصورت مرتعشدریافتند که در

حال ارتعاش باشد، دن را نتیجه اگر در میکروسکوپ نیرواتمی، تیر دربهتری را دریافت کرد. در

 کند.میثبت تر و بهتری را نامند که تصاویر دقیقمی ۳میکروسکوپ نیرواتمی دینامیکی

یش توان به دزمامیکی انجام گرفت، میروی میکروسکوپ نیرواتمی دیناکه بر هاییلین دزمایشاز اوّ

گیری ه تکنیکی برای اندازهب ،ها در دزمایش خوداشاره کرد. دن ۱۹۸۷در سال  ]۲[ مارتین و همکاران

ی توان فاصلهدنگستروم دست یافتند و باور داشتند که می ۱۸۰تا  ۳۰ی نیروی بین دو جسم به فاصله

 ستروم تغییر داد. تا صدها دنگ ،بین نوا و نمونه را از چند

 روبشی: انواع و عملکردهای پرابمیکروسکوپ ۲-۱

روبشی و های جریانو مدل شدهروبشی سخن گفتهای پرابی میکروسکوپشده، دربارهی ذکرمهدر مقدّ

 شود.پرداخته میها تر به این میکروسکوپ. در ادامه، کمی دقیقبرده شدندنامنیرواتمی 

 :توان در شکل زیر دیدمیکروسکوپ را میی کار این نحوه

                                                           
1 Tip 
2 Cantilever 
3 Dynamic Atomic Force Microscope 



۴ 

 

 
 ی کار میکروسکوپ نیرواتمی(: نحوه۱-۱شکل )

اهش این فاصله، کزیرا افزایش یا  ،ها اهمیت زیادی دارداین میکروسکوپ ی بین نوا و نمونه درفاصله

ملکرد با ایجاد نیروی جاذبه یا دافعه، ع و دهکنش بین نوا و نمونه شبرهمتغییر تواند باعث می

 ثیر قرار دهد.أمیکروسکوپ را تحت ت

بین  ۱ای در حد چند نانومتر، باعث ایجاد نیروهای واندروالسیفاصله ،روبشیهای جریاندر میکروسکوپ

ی بین این که اگر همین فاصله به یک نانومتر کاهش یابد، جریانی محلّ صورتیشود. درنوا و نمونه می

ها، نوا و نمونه هردو، رسانا که در این میکروسکوپ از این ذکر کردیمپیش دو برقرار خواهد شد؛ البته 

کنشی توان با ایجاد یک اختلاف پتانسیل الکتریکی خارجی، برهمرسانا هستند. همچنین مییا نیمه

برای نوا و نمونه، نیروهایی مگنواستاتیکی  ۲ومغناطیسالکترواستاتیکی ایجاد کرد یا با انتخاب جنس فرّ 

  دورد. وجودبه

در میدانی  میکروسکوپ ی بین نوا و نمونه، بسیار اهمیت دارد، حفظ نوابه اینکه فاصلههتوجّپس با

ی وسیلهرا به اصلهفاین  معمولاًروبشی است. های پراببه نمونه، یکی از اصول کاری میکروسکوپنزدیک

از میدان  ،برعکس یا نشدهنزدیکبه نمونه حد ازا نوا، بیشکنند تکنترل می ،یک مکانیزم فیدبک

 خارج نشود. ،اثرگذاری خود

                                                           
1 Van Der Waals Forces 
2 Ferromagnetism 



 

۵ 

 

کند. برای کنترل این فاصله، تری را تولید میبه نمونه، تصاویر واضحی مناسب نسبتحفظ نوا در فاصله

بار، در همان سال اختراد میکروسکوپ لینکه اوّ برندبهره می ۱ا پیزوالکتریکاز یک محرّ معمولاً

به ها برای دسترسی. دناستفاده شد ]۱[بار توسط بینینگ و روهرر اینو  ۱۹۸۲یعنی  ،روبشیجریان

های به اینکه در میکروسکوپهتوجّهایی پیزوالکتریک استفاده کردند و بابعدی نوا، از لولهموقعیت سه

ی فاصلهی تغییر در شود، تغییر در جریان را، نشانهروبشی، جریانی بین نوا و نمونه ایجاد میجریان

 ی مناسب را حفظ کنند.یان، فاصلهاساس تغییر جرکردند بر و درنهایت سعی بین نوا و نمونه دانستند

روی گیری برثیر چشمأ، ت]۳[ چکی قطر یک اتم نیز باشدکو، حتی اگر بهی بین نوا و نمونهفاصلهتغییر 

 جریان خواهد داشت.

 
 ]۴[ : میکروسکوپ نیرواتمی و سیستم ثبت تصاویر(۱-۲) شکل

 ؛بعدی از نمونه رسیدی سهبه یک نقشهتوان مینهایت روبشی، درهای پرابدر میکروسکوپحتی 

های کرده و نقشهی طولی و عرضی روبشراستادر دو ( ۱-۲مانند شکل )نمونه را صورت که اینبه

 دهند.دمده را در مقابل هم قرار میدستبه

 

                                                           
1 Piezoelectric 



۶ 

 

 نیرواتمی هایمیکروسکوپانواع  ۳-۱

 .قرار دارددرگیر  سرتهای تیر یکروبشی، یک نوا تیز، در انهای پرابدر این مدل از میکروسکوپ

ی بین نوا و نمونه را کنترل فاصله و داشتهسیستم فیدبکی نیز حرکت نوا را تحت نظر همچنین 

 کند.می

ر هر سه داسکنر نیز با حرکت خود  وقرار دارد  پیزوالکتریکروی یک اسکنر نمونه در این حالت، بر

 خواهد کرد.ی مناسب بین نوا و نمونه کمک راستا، به حفظ فاصله

بندی تهترین دسکرد، اما متداولبندی های گوناگونی دستهتوان به روشهای نیرواتمی را میمیکروسکوپ

 خواهیم پرداخت.که در ادامه به دن  اس مد عملکرد استاسموجود، بر

 ۱میکروسکوپ نیرواتمی شبه استاتیکی ۱-۳-۱

ی است های نیرواتمی، مد شبه استاتیکی یا مد تماسترین مدهای عملکرد میکروسکوپیکی از متداول

 روی میکروسکوپ نیرواتمی نیز هست. شده برلین مد دزمایشکه اوّ

ر این هنگام، با نمونه قرار دارد؛ داست، نوا در زمان روبش، درتماس مشخّصکه از نام این مد طورهمان

وری ثبت خواهد شد. ، توسط یک فوتودیود نبازتاب دنشود که تیر تابیده میمیکرویک پرتوی لیزری بر 

شود، تمامی می کرده و در خیز دن تغییراتی ایجادنمونه برخورد هاینشیبونتیجه وقتی نوا با فرازدر

دست ای از سطح نمونه بهنقشه ،تغییرات توسط فوتودیود مذکور، ضبط خواهند شد و از این طریقاین 

 خواهد دمد. 

یکی  ؛ری خیز تیر است. اما دو روش دیگر نیز وجود دارندیترین روش برای پیگشده، مناسبروش ذکر

کنیم، ی دن صرف نظر میضیح دربارهسنج است که بسیار پیچیده است و از توها استفاده از تداخلاز دن

                                                           
1 Quasi-Static 



 

۷ 

 

بار، توسط بینینگ، گرفته و نخستینروبشی الهامهای جریاندخرین روش، از اصول کاری میکروسکوپ

 ،باربالای میکروتیر قرار دارد و این شده است. در این روش، نوا دومی نیز دراستفاده ]۳[گربر و کو ت 

توان این روش بسیار زیاد است و می حساّسیتشود. جریان عبوری بین این نوا و میکروتیر، سنجیده می

 ثبت کرد.نیز دنگستروم را  ۰.۰۱ حدودکوچک و حتی دری دن، خیزهای بسیاروسیلهبه

، در همان شده برای میکروسکوپ نیرواتمی بوداستفادهلین مد به اینکه، این مد عملکرد، اوّهتوجّبا

شده، های گفتهلحظه با روشکه خیز تیر در هرنشان دادند زمانی ]۵[ ل، درنولد و همکارانهای اوّسال

در تحقیق  دست دورد. این نیرو کهکنش بین نوا و نمونه را نیز بهتوان نیروی برهمشود، می مشخّص

 دید. این سختیدست میجایی نوا بهب سختی استاتیکی در جابهیضرضرب ، از شدهنامیده tsF حاضر

یر شکل بسیار بیشتر از تغیباید تواند مقادیر محدودی داشته باشد؛ زیرا انحراف انتهای تیر، می ،استاتیکی

 باشد.نوا و سطح نمونه 

 دینامیکیمیکروسکوپ نیرواتمی  ۱-۳-۲

ارتعاش  شده است.سواریری مرتعش یک نوا تیز در ابتدای میکروتنیرواتمی دینامیکی،  در میکروسکوپ

 .کنش داشته باشدصورت متناوب با نمونه برهمشود تا نوا، بهتیر باعث می

ساس ابر ،بندیشود که این تقسیمی دیگر تقسیم میمیکروسکوپ نیرواتمی دینامیکی، خود به دو دسته

 .نددار اساسی هاییاختلاف با یکدیگر و البته این دو دستهشده روش دریافت فیدبک انجام

 (: AFM -FM) ۱میکروسکوپ نیرواتمی تلفیق فرکانس

عنوان شدید بهتاز فرکانس  هااست که در دن اینها، ت انتخاب چنین نامی برای این میکروسکوپعلّ

  شود.ی کنترل استفاده میدر حلقه ،فیدبک

                                                           
1 Frequency Modulation AFM 
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زمان، فرکانس صورت همشده و بهحال نوسان استفادههای تلفیق فرکانسی از یک تیر دردر میکروسکوپ

حال شود، زیرا میکروتیر در( گفته میNC) ۱مد غیر تماسیکه به دن  شود.داشته میتشدید ثابت نگه

های کنند، میکروسکوپهایی را که در این مد روبش میمیکروسکوپ و نوسان، با نمونه تماسی ندارد

 نامند.( میNC - AFMنیرواتمی غیر تماسی )

اگر  .کندهایی است که مد تماسی به نمونه وارد مییکی از دلایل استفاده از مد غیر تماسی، دسیب

نتیجه در مد غیر تماسی، در د؛ی مورد استفاده نرم باشد، تماس ممتد نوا با نمونه، مضر خواهد بومادهّ

 شده است.بین نوا و نمونه، این مشکل برطرف ایایجاد فاصلهبا

نتیجه از و در دادهوپ را کاهشمیکروسک حساّسیتهای خود، تبر مزیّای، علاوهاما ایجاد چنین فاصله

 دهد.نوسان میکروتیر، این قضیه را اندکی پوشش می که شده، کاسته خواهد شدکیفیت تصاویر ثبت

 :( AFM -AM) ۲میکروسکوپ نیرواتمی تلفیق دامنه

عنوان ی نوسان بهاز دامنه هااست که در دن اینها، ت انتخاب چنین نامی برای این میکروسکوپعلّ

 ند.نکفیدبک استفاده می

ی نوسان در مقداری شده و دامنهنوسان استفادهحال های تلفیق دامنه نیز از یک تیر دردر میکروسکوپ

درامی کروتیر بهملکرد، نوا میه داشت که در این مد عالبته باید توجّ داشته خواهد شد.مطلوب، ثابت نگه

 شود.به فرکانس تشدید تنظیم مییکفرکانس تحریک بسیار نزدکند و با نمونه برخورد می

استفاده کرد،  از این مد لین کسی کهست. اوّاه ود قابل توجّی خنوبهی پیدایش این مد نیز بهاما تاریخچه

ی نوسانی امنهعنوان سیگنال فیدبک بهره ببرد، دی نوسان بهبود. او که قصد داشت از دامنه ]۲[ مارتین

ثیر أ تحت تکاملا ،کرد. اما در این حالت، تغییرات در دامنه انتخابنانومتر را حدود یککم و دربسیار

 شد، چندان باکیفیت نبود.نهایت ثبت میگرفت و تصویری که درنیروهای واندروالسی قرار می

                                                           
1 Non-Contact 
2 Amplitude Modulation AFM 
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ی مارتین شدهمدل ارا هنانومتر، با افزایش دامنه در حدود صد ]۶[ چندی نگذشت که زهانگ و همکاران

نمونه را ح با سطی نوسان، مدت زمان تماس نوا واقع با افزایش دامنهها در. دنرا اصلاح کردند

 وگیری کردند.های ناخواسته جلاز ایجاد جریان ،بر دنو علاوه هدادکاهش

 کنند،هایی را که در این مد کار میو میکروسکوپ ( معروف شدTM) ۱نهایت به مد متناوباین مد در

این اصلی یکی از خصوصیات نامند و ( میTM - AFMهای نیرواتمی مد متناوب )میکروسکوپ اصطلاحاً

 د عملکرد، ثبت تصاویر با کیفیت بالاست.م

 استاتیکی و دینامیکی هایمد یمقایسه ۴-۱

ه و بسیاری به شرایط روبش، جنس نمونخاصی دارند و بنا هایکدام از این دو مد عملکرد، ویژگیهر

داشته باشد، دو مد وجود امکان استفاده از هر ،هشوند. اما اگر در روبش یک نمونعوامل دیگر انتخاب می

 دست خواهیم دورد. تری بهمد تماسی، تصاویر باکیفیت جایبهبردن از مد متناوب صورت بهرهدر

ای سیلیکونی که با دو مد مختلف مورد روبش درادامه تصویری واقعی از نمونهبرای اثبات این موضود، 

 شده است.قرارگرفته، دورده

 
 ]۹[ب در دو مد تماسی و متناو مونه توسط میکروسکوپ نیرواتمیسطح ن ش( تصویری واقعی از روب۱-۳شکل )

                                                           
1 Tapping-Mode 
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 است. کردهتری را ثبتهتر و واضحب یمد متناوب، نتیجه ؛است مشخّص (۱-۳شکل )در که طورهمان

سطح  زیرا ؛توان دسیب جدی به نمونه را مشاهده کردشده در مد تماسی، میدر تصاویر ثبتهمچنین 

 شده است.هیکروسکوپ، برداشته و خراشیدی مورد بررسی، توسط نوا منمونه

 های متداول در میکروسکوپ نیرواتمیمیکروتیر ۵-۱

شده، انتهای دن سواردرگیر که نوکی تیز در سراز یک میکروتیر یک معمولاًدر میکروسکوپ نیرواتمی، 

نامیده  ۱میکروتیرهای متداول لاحاًمیکروتیرها، اصطشود. این برای روبش سطح نمونه استفاده می

 شکل هستند.شوند و اغلب مستطیلمی

شکل شکل، مثلثیتوانند خنجریی عملکرد میکروسکوپ، میبه حوزهالبته تیرهای مورد استفاده، بسته

 شکل باشند.Vیا 

اشد. ساختار نوا، فاوت باساس عملکرد میکروسکوپ، متتواند برنوا تیر میکروسکوپ نیرواتمی نیز می

تیز برای بررسی های بسیارمثال از نواطورشده خواهد داشت، بهنقش مهمی در کیفیت تصویر ثبت

شود. مرسوم تری دارند، برای بررسی سطوح نرم استفاده میکم حساّسیتهایی که سطوح زبر و از نوا

 .]۷[گیرند نظر میکره دریک عنوان بخشی ازاست که در محاسبات، قسمت انتهایی نوا را به

 کنش بین نوک و نمونهبرهم ۶-۱

ی مورد و نمونه زیرا مابین نوا تیر ؛ای استکنش بین نوا و نمونه، کار بسیار پیچیدهتحلیل برهم

  .تعداد بسیار زیادی نیرو وجود دارد ،بررسی

بالا و  یی نیروهای محدودهدستهشدن این موضود، نیروهای بین نوا و نمونه را به دو تربرای ساده

ی پایین، بزرگی نیرو است، بالا یا محدوده ینیروهای محدودهاز کنیم. منظور بندی میپایین دسته

                                                           
1 Conventional Cantilevers 
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و اگر گرفته بالا قرار یی نیروهای محدودهه باشد، در دستهمعنا که اگر نیرویی بزرگ و قابل توجّ بدین

که طورهمان خواهد شد.داده پایین قرار ینیروهای محدودهی پوشی باشد، در دستهناچیز و قابل چشم

 .ی بین نوا و نمونه هستندبینی کرد، این نیروها تابع فاصلهتوان پیشمی

 

 
 ]۹[ه (: تغییرات نیرو دربرابر فاصل۱-۴شکل )

ی ناحیه اساس این شکل، دربر شده است.داده، تغییرات نیرو در برابر فاصله، نمایش(۱-۴در شکل )

رسد، نیروها تبدیل به نیروی دافعه انگستروم می به دو یا سه ی بین نوا و نمونهفاصلهکه زمانی تماسی،

به صفر  تقریباًی بین نوا و نمونه که فاصلهو زمانی ]۸[گیرند ی پایین قرار میشده و در محدوده

 .پوشی کردها چشمتوان از دنافزایش خواهند یافت و دیگر نمی شدترسد، این نیروها بهمی

فاق اتّ Aی ها در نقطهو حداکثر مقدار دن شدهسرعت زیادنیروهای جاذبه بهدر حالت غیر تماسی، مقدار 

  .]۱۰[ کنندسمت صفر میل میشده و بهشدن نوا و نمونه، نیروها ضعیفنهایت نیز با جدادر ؛افتدمی

 

 

   

A 
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 های نیرواتمیکاربرد میکروسکوپ یدامنه ۷-۱

راستای هایی نیز درشد و میکروسکوپها ارا هی نانو و میکروذرههایی برای مطالعهکه روشپس از دن

شد. یماحساس فراوانی به افزایش کیفیت تصاویر  ی مواد در این مقیاس اختراد شدند، نیازمطالعه

 ها بردمدند.شده از ریزذرهن راهی برای افزایش وضوح تصاویر تهیهدنبال یافتدرنتیجه دانشمندان به

ها و همچنین بعدی از ریزذرهدوردن تصاویر سهدستنیرواتمی برای به طور عمده، از میکروسکوپبه

شود، این موضود بیشتر از همه در علوم استفاده می و خصوصیات مواد ی نیروهای بین مولکولیمحاسبه

  .]۱۲، ۱۱[پزشکی و مهندسی کاربرد دارد 

بعدی تواند تصاویری سهشد، میکروسکوپ نیرواتمی مینامه نیز عنوانی این پایانمهکه در مقدّطورهمان

عه چه باشد، ی مورد مطالمادهّکند که جنس رقی نمیها ثبت کند. فبالا را از سطح ریزذرهبا وضوح بسیار

ند و این موضود کاز رسانا و نارسانا را روبش  اعم ،ایمادهّزیرا میکروسکوپ نیرواتمی قادر است سطح هر 

 روبشی شده است.های پرابباعث تمایز دن از سایر میکروسکوپ

های روی سیستممقیاس نانو و براکی دربه ساختار میکروسکوپ نیرواتمی، از دن برای حکّهتوجّباطرفی از

روی از نوا تیزی که برشود. همچنین نیز استفاده می( MEMS / NEMS) ۱الکترومکانیکینانومیکرو و 

 بهره برد.مقیاس نانو نیز توان برای برش مواد در، میشدهرمیکروسکوپ نیرواتمی سوا

 شدهاصلاح ی گرادیان کرنشالاستیسیته تئوری ۸-۱

سید که چیزی برای کشف و رمهندسی و پیشرفت بشر، بتوان به این نتیجه نگاهی به علوم شاید با نیم

تنها نیازمند پیشرفت هستند، بلکه ود دارند که نههایی از علم وجاما هنوز حوزه .اختراد باقی نمانده است

 هاست. های پرطرفدار، علوم ریزذرههای کاری و زمینهاند. یکی از این حوزهنخورده ماندهحتی دست

                                                           
1 Micro/Nano Electro Mechanical Systems 
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حدود میکرون و حتی هایی درسمت مقیاسالان دنیای مکانیک، بههای اخیر، بسیاری از فعّر سالد

هایی با سوی میکروتیرها و میکروصفحهو تمرکز کاری خود را به ]۱۳[اند شدهتر کشیدهکوچک

های نانوالکترومکانیک در سیستم ؛ این میکروساختارها اغلباندبرده میکرونحدود هایی درضخامت

(NEMS( و میکروالکترومکانیک )MEMSاستفاده می ،).شوند 

، مشخص هاروی دنشده بردزمایشات انجامهمچنین میکروساختارها و  یمطالعه باهای اخیر، در سال

 کاملاً نیز رفتابه اندازه است و با تغییر مقیاس مورد بحث، روابسته ،درفتار مکانیکی برخی مواشد که 

روی برثیر دن أبار تلیناوّ کهگویند به اندازه میبه این نود رفتار، رفتار وابسته حاًکند. اصطلاتغییر می

 . ]۱۵، ۱۴[ شدو پلیمرها کشف ها فلز

شد، این تئوری ارا ه ]۱۶[ توسط لام و همکاران ۲۰۰۳در سال  ی گرادیان کرنش،تئوری الاستیسیته

شده است که سه پارامتر مقیاس طولی دارد. این پارامترها، تئوری تنش کوپل اصلاحتری از مدل کامل

 اند.، طراحی شدهمادهّی به اندازهبینی و بررسی رفتار وابستهبرای پیش

 :]۱۷[ شرح زیر استبهی گرادیان کرنش، تئوری الاستیسیتهی اصول کلّ
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(1)ساد، بردار گرادیان اتّ i، های تانسور کرنشدرایه ij،بالا هایهکه در معادل

ijk  تانسور گرادیان کشیدگی

s، مادّهانحراف رفتار 

ij تانسور گرادیان چرخش متقارن وiu جایی،های بردار جابهفهلّمؤij  دلتای

 های بردار چرخش هستند.فهلّ مؤ iکرونیکر، 

sو  ij ،iP ،ijkبالا،  هایهشده در معادلبا پارامترهای تعریفهمچنین متناظر

ijm صورت زیر نیز به

 شوند:تعریف می

(۱-۷)  
ij ij ijtr( ) 2        
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i 0 iP 2 l    

(۱-۹)  (1) 2 (1)

ijk 1 ijk2 l     

(۱-۱۰)  s 2 s

ij 2 ijm 2 l    

iP ،(1) و معرف تانسور تنش کلاسیک ijکه در روابط بالا، 

ijk  وs

ijm بالا  یهای مرتبهمعرف تنش

هستند که در  مادهّ، همان پارامترهای مقیاس طول 2lو  0l ،1lذکر است که پارامترهایبههستند. لازم

 ها پرداختیم.ابتدای این بحث، به دن

  و اندشده تعریفاز مدول یانگ و ضریب پواسون صورت تابعینیز ثوابت لامه هستند که به: 
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0) نظر بگیریم، تنها یکی را درمادّه پارامتر مقیاس طولجای سهبالا، به هایهاگر در معادل 1l l 0 ) ،

 شده تقلیل خواهد یافت. کوپل اصلاحشده به تئوری تنش تئوری گرادیان کرنش اصلاح

0)یعنی  مقیاس طول صرف نظر کنیم رپارامتهمچنین اگر از هر سه 1 2l l l 0  ،) هایهمعادل 

 شوند.از تئوری کلاسیک تبدیل میشده، به روابط حاصلکوپل و گرادیان کرنش اصلاح ساختاری تنش
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 بر کارهای پیشینمروری ۹-۱

وجوددمدن انحرافی شود که باعث بهدر مد تماسی، در واقعیت همواره یک بار اوّلیه به نوا وارد می

کردن برای مدل خطّیدرنتیجه از یک فنر  ؛مدل شود خطّیصورت تواند بهخواهد شد. مدل تماسی می

میکروتیر مستطیلی،  خطیّ. ارتعاشات ]۱۸[د شومیکنش بین نوا و سطح نمونه استفاده نیروی برهم

دقیق دن نیز موجود است. درواقع تحلیل دینامیکی این  شده و حلّحال در بسیاری مراجع بررسیتابه

، هنوز نیازمند تحقیق و دزمون استکرده است. البته موضوعی که تاحد زیادی پیشرفت خطیّسیستم 

  .]۲۱، ۲۰، ۱۹[م قابل بررسی است های تئوری با نتایج دزمایشگاهی است که هنوز هتفاوت میان تحلیل

 اینقطه ی مدل جرمیا نظریه ی مدل متمرکزنظریهنام ای به، نظریهAFMبرای بررسی رفتار دینامیکی 

. این قرارگرفته استی خود، مورد توجهّ بسیاری از دانشمندان دلیل دینامیک سادهد که بهروجود دا

جرم معادل و سختی فنر  معمولاً. ]۲۳، ۲۲[ کندمینظریه، تیر الاستیک را با یک جرم و فنر جایگزین 

خمشی تیر یکی شود. درنتیجه  اوّلشوند که فرکانس تشدید با فرکانس طبیعی مد صورتی انتخاب میبه

 نظر خواهد شد. شود و از مدهای بالاتر صرف گرفته میدرنظر اولّدر این نظریه، تنها مد 

بار، رفتار دینامیکی میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی را مطالعه کردند و برای اوّلین ]۵[ رابه و همکاران

بر تحلیل تئوری، دامنه و فرکانس تیر را در ها علاوههایی ساده بهره بردند. دندر این مسیر از روش

 مقایسه کردند. همدست دوردند و نتایج هر دو روش را بادزمایشگاه به

های متفاوتی و بااستفاده از نظریه خطیّو غیر  خطیّصورت بهرا  AFMتورنر و همکاران ارتعاشات خمشی 

ی ی محدودههای این نظریه را درزمینهمدل کردند و توانستند محدودیت ایی جرم نقطهه نظریهازجمل

 بررسی کنند. خطّیفرکانسی، میرایی و رفتار غیر 
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تواند ناشی از دو عامل سزایی دارند. میرایی میدر رفتار ارتعاشی تیر، دو پارامتر سختی و میرایی تأثیر به

از ارتعاش باشد؛ میرایی ساختاری که ناشی از اتلاف داخلی در میکروتیر و همچنین اتلاف انرژی حاصل

 .]۲۶، ۲۵، ۲۴[دهد نه رخ میهای بین نوا و نموکنشخاطر برهمدر سیال است و میرایی کنشی که به

تئوری هرتزین را با روش مقاومت تابشی تلفیق کردند و الگوریتمی برای  ]۲۷[یارالیوگلو و همکاران 

توانست سختی و دست دوردند که میلایه بهی تکمادهّو  AFMی مکانیک تماس بین نوا محاسبه

ضخامت د باعث شد تا این دانشمند بتواند دست دورد. همین موضوشعاد تماس را با چندمرتبه تکرار به

 مواد را با دقت بالا محاسبه کند.

ی تیر، میرایی و ممان تأثیر عوامل مختلفی مثل مکان نوا، زاویه ]۳۰، ۲۹، ۲۸[ی محمدّو کرمی عباّسی

ها نشان مطالعه کردند. دن AFMاینرسی نوا را برروی فرکانس تشدید ارتعاشات خمشی و پیچشی در 

از  مثلاًی مناسب است. دادند که هر مد از ارتعاشات میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی برای عملکرد خاصّ

های مکانیکی سطح نمونه های دینامیکی توپوگرافی نانومواد و بررسی ویژگیمد اوّل برای سنجش پاسخ

 . ]۳۱[شود استفاده می

هایی با ضریب کیفیت پایین، مدهای بالاتر اهمیت زیادی یافتند که در محیطدر ]۳۲[رودریگز و گارسیا 

ل یک تیر دوردن پنج مد اوّدستاز روش المان محدود برای به ]۳۳[دارند. پس از او، استارا و همکاران 

ده غیر قابل مشاه عملاً های سطح که و دریافتند که در مد سوم، عواملی مثل دلودگی سیلیکونی بهره برده

عدی و مد دوم را بل را برای ثبت تصاویر سهمد اوّ ]۳۴[است، بسیار تأثیرگذار است. لوجسکا و همکاران 

 برای سنجش خصوصیات نانومواد مناسب دانستند.

تیر میکروسکوپ نیرواتمی،  خطیّشده، اما رفتار غیر خوبی بررسیبه خطیّرفتار ارتعاشاتی گرچه تاکنون، 

این  خطّیشدت غیر ی رفتار بهدهندههای بسیاری دارد زیرا تحقیقات دزمایشگاهی نشاننیاز به بررسی

 . ] ۳۶، ۳۵[ هستندمیکروتیر 
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. در ]۳۷[ قرار دارد خطیّهای غیر بیشتر از سایرین، درمعرض رفتار ها، مد متناوباز میان این مد

کنش بین نوا و سطح نمونه هایی که در برهمدلیل پیچیدگید متناوب، بهمیکروسکوپ نیرواتمی م

 است. شدهها درنظرگرفتهشود؛ که این نکته در تحلیلی متفاوت عملکرد ظاهر میهوجود دارد، دو نود باز

 روبشی مورد بررسی قرار دادند.را بر میکروسکوپ پراب خطیّا تأثیر رفتار غیر  ]۳۸[بوکارا و همکاران 

کنش را محاسبه کردند. زمان تماس بین نوا و نمونه و متوسط نیروهای برهم ]۳۹[فین و همکاران 

متناوب را براساس  در میکروسکوپ نیرواتمی مد خطّیهای غیر پدیده ]۴۱، ۴۰، ۳۶[رامان و همکاران 

قرار  ، مورد مطالعههای پوسته محاسباتی و همچنین دزمایش، روشیخطّتئوری سیستم دینامیکی غیر 

 دادند.

کار رفته است. یکی از های زیادی بهمیکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی، روش خطّیبرای تحلیل رفتار غیر 

های بین نوا و نمونه را با روش عددی المان محدود کنشسازی است که برهمخطیّها، تقریب این روش

های فرکانسی میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی با این روش، پاسخ ]۴۲[کنند. کرایم و همکاران ه میساد

 را در دو محیط عملکرد مایع و هوا بررسی کردند.

 ]۳۱[تحلیلی تئوری اغتشاشات است. لین و همکاران های مورد استفاده، روش نیمهیکی دیگر از روش

یک سطح  را در مد تماسی و در زمان روبش AFMتغییرات فرکانسی میکروتیر  بااستفاده از این روش،

 دار مورد بررسی قرار دادند. شیب

ها و افزایش امکان مانور میکروتیرها، یکی از عواملی بود که باعث ی نمونهقابلیت سنجش سطح جداره

مدل های جدید از میکروتیر را  ،]۴۴، ۴۳[وجوددمدن انواد دیگری از میکروتیرها شد. دای و همکاران به

. در این میکروتیرها از یک یا چند تیر یا ( معروف شدندACP) ۱فی کردند که به تیرهای مونتاژشدهمعرّ

شود. دای و همکاران همچنین تیرهایی را ارا ه دادند رابط عمودی برای روبش سطح نمونه استفاده می

                                                           
1 Assembled Cantilever Probe 
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، که کهربا یان و همکاران عمودی روی رابطگیر و یکی برسر درروی تیر یککه شامل دو نوا بود؛ یکی بر

 از تیر مونتاژشده را بررسی کردند. درفتار ارتعاشی این نو ]۴۵[

ابعاد ی تیرهایی بابه اندازهتوانست رفتار وابستهمکانیک محیط پیوسته، نمی کی کلاسیطرفی نظریهاز

ی هایی غیر محلیّ مثل تئوری الاستیسیتههای اخیر، تئوریمیکرو و نانو را بررسی کند. درنتیجه در سال

، ۵۰، ۴۹[و تئوری گرادیان کرنش  ]۴۸، ۴۷[تئوری الاستیسیته غیر محلّی ارینگن ، ]۴۶[کوپل تنش

ی میکروتیری را به اندازهرفتار دینامیکی و استاتیکی وابسته ]۵۲[مطرح شدند. کانگ و همکاران  ]۵۱

فرکانس تشدید و  ]۵۳[شده، بررسی کردند. کهربا یان و همکاران کوپل اصلاحاستفاده از تئوری تنشبا

شده لاحصکوپل امد تماسی و بااستفاده از تئوری تنشدر را  AFMارتعاشات در تیر متداول  حساّسیت

شده برای بررسی لاحصاز تئوری گرادیان کرنش ا ،در این مسیر ]۵۴[ انگ و همکارانمطالعه کردند.ک

 ی یک میکروتیر بهره برند.به اندازهرفتار وابسته

 هدف تحقیق ۱۰-۱

میکروتیر متداول میکروسکوپ نیرواتمی در مدهای مختلف  خطّیغیر هدف این طرح، بررسی ارتعاشات 

 مد متناوب است.  رو با تمرکز بعملکرد، یعنی مد تماسی و متناوب 

رتعاشی میکروتیر ااند. در بخش اول، رفتار به چند بخش تقسیم شده ،در همین راستا، مطالعات حاصل

شده است. در بخش های مختلف فرکانسی بررسیازای حالتمیکروسکوپ نیرواتمی در مد تماسی و به

کنش بین نوا و نمونه زیرا در این مد، برهمتری انجام شده؛ ب، مطالعات گستردهدوم یعنی مد متناو

 ی میکروتیر نیز متحرا است. شود و پایهوارد معادلات می

به  ی از بالا و پایینراستای عرضشده که دردرنظر گرفته FGMطرفی جنس میکروتیر مورد نظر، از

شوند که ولتاژ رسد. درنتیجه هردو بخش ذکرشده، خود به دو قسمت دیگر تقسیم میپیزوالکتریک می

 ها متفاوت است.اعمالی به پیزوالکتریک در دن
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بر دو مد تماسی و متناوب و بررسی رفتار  FG موادّ نامه، بررسی تأثیر استفاده از رویکرد اصلی این پایان

 ی نوسان پایه و مواردی از این قبیل است.دامنهاثر تغییر پارامترهایی مثل ولتاژ، میکروتیر در خطّیغیر 

 نوآوری طرح ۱۱-۱

های بسیارکمی برروی شده، اما بررسیانجام FG موادّ های اخیر تحقیقات بسیار زیادی برروی در سال

نامه، شود. در این پایانهوشمند در میکروتیرهای میکروسکوپ نیرواتمی دیده می موادّ استفاده از این 

ی میانی از جنس سیلیکون و دو که لایهصورتی، بهشدهدرنظر گرفته FGMجنس میکروتیر مذکور 

 سطح خارجی پیزوالکتریک هستند. 

روی مد تماسی هستند و بر شده عموماًهای انجام، پژوهششدکه پیش از این اشاره طورهمچنین همان

طرح  های بیشتری است که در اینهایی که دارد، هنوز نیازمند بررسیمد متناوب باوجود فواید و برتری

 شده است.ل به این مد پرداختهصورت مفصّ به
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۲۱ 

 

 

 

 

 

 

 فصل دوم

 مد تماسی هایاستخراج معادله

 

 

 

 

 

 

 

 



۲۲ 

 

 مهمقدّ ۱-۲

یرواتمی با سطح میکروتیر متداول میکروسکوپ ن خطیّو غیر  خطّی، ارتعاشات و فصل بعد در این فصل

 بررسی خواهد شد.شده، ی گرادیان کرنش اصلاحالاستیسیتهاساس تئوری مقطع مستطیلی، بر

 سرشد، میکروتیر مورد بحث در میکروسکوپ نیرواتمی، یکهای پیش عنوانمطالبی که در فصل بهتوجهّبا

 درگیر و دارای یک نوا در انتهای دزاد تیر است. 

کروتیر انتهای میامکان مونتاژ دقیق نوا دردلیل ابعاد بسیار ریز میکروتیر و نوا، ذکر است که بهبهلازم

بین نوا و سر دزاد تیر وجود خواهد داشت. البته در تحقیق  ،کوچکچندای هروجود ندارد و فاصله

یق در انتهای میکروتیر صورت دقشود که نوا بهشده و فرض میحاضر، این فاصله نادیده گرفته

 شده است.دادهقرار

اوقات از سیلیکون استفاده اما اغلب س میکروتیرها متفاوت است نیرواتمی جنهای در میکروسکوپ

 سیلیکون باشد.تواند سیلیکون یا پلیشود. جنس نوا میکروسکوپ نیز میمی

میکروتیر متداول در میکروسکوپ نیرواتمی در مد  خطّیارتعاشات  ۲-۲

 تماسی

ورت باشد؛ اگر خروجی مورد نظر تواند به دو صمی، مد تماسی کاربرد میکروسکوپ نیرواتمیبه هباتوجّ 

و برعکس، اگر خروجی  داشتهبه ارتفاد باشد، نیروی بین نوا و نمونه را ثابت نگه لاعات وابستهاطّ

 شود.داشته میارتفاد ثابت نگهنیروی بین نوا و نمونه باشد،  ،بومطل

ی ، زیرا دامنهشودمیتحلیل  خطیّصورت تماسی، بهدر این راستا، رفتار ارتعاشی بین نوا و نمونه در مد 

 .]۱۸ [نانومتر است ۵تا  ۱حدود بسیار کوچک و در ،نوسان نوا



 

۲۳ 

 

رفتار  ال است و برای تحلیلدن است که میکروسکوپ نیرواتمی در مد تماسی فعّبردر این فصل، فرض

بخشیدن به این تحلیل، عمومیتی ؛ همچنین براشدهی گرادیان کرنش استفادهسیتهتئوری الاستیدن، 

 شده است.بعد انجاماستفاده از پارامترهای بیاین بررسی با

 میکروتیر مورد بررسی مکانیکی و خواصّ جنس ۳-۲

 مکانیکی و خواصّ است FGMشده که جنس میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی، در تحقیق حاضر، فرض

 کنند.میراستای ضخامت تغییر نی و درصورت توامیکروتیر به

ی وسط )که لایهصورتشده، بدینمورد بررسی، از سیلیکون و پیزوالکتریک تشکیل FGMمیکروتیر 

z 0های بالا و پایین )( صددرصد سیلیکون و لایهz  h / 2 یعنی ( صددرصد پیزوالکتریک هستند ،

 .متقارن است کاملاً  نظر،میکروتیر مورد 

 .]۵۵[ دینددست میزیر به هایهو از معادل کردهپیروی  ۱توانی قانونهای مکانیکی میکروتیر، از ویژگی

(۱-۲) z

qE(z) E e


  

(۲-۲) z

q(z) e


    

(۳-۲) 
p

z

31 31e (z) e e


   

چگالی ومدول الاستیسیته، Eدر روابط بالا، 
p31e  .ثوابت موجود در نیز ضریب پیزوالکتریک است

 دیند:دست میبه شکل زیرو به استفاده از شرایط مرزینیز با و qE،q،،،بالا، یعنی هایمعادله

(۴-۲) q sz 0  E(0) E E      

(۵-۲) 
h

p2
s p

s

Eh h 2
z   E( ) E e E   ln( )

2 2 h E



         

                                                           
1 Power Law 



۲۴ 

 

چگالی مورد تابع همچنین دربه پیزوالکتریک است. مربوط pبه سیلیکون و زیروند مربوط sکه زیروند 

 داریم:نیز 

(۶-۲)   q sz 0  0         

(۷-۲) 
h

p2
s p

s

h h 2
z   e     ln

2 2 h

   
            

   
  

راستای ضخامت میکروتیر ی زیر درنشان دهیم، رابطه MPرا با  ۱همچنین اگر هر خاصیت مکانیکی

 :]۵۶ [خواهد شدبرقرار 

(۸-۲) 
0 0

0 s s p pz 0  MP MP P MP P MP        

(۹-۲) 
u u

u s s p p

h
z   MP MP P MP P MP

2
      

در این رابطه،
0

pP و 
0

sP ی درصد پیزوالکتریک و سیلیکون در دهندهنشانz 0 با دن، و مشابه
upP و 

usP و پایین میکروتیر یعنی در  بالای درصد پیزوالکتریک و سیلیکون در دهندهنشانz  h / 2  .هستند 

نیز  و  ، ثوابت (۳-۲)یعنی  به ثابت پیزوالکتریکی مربوطو رابطه (۹-۲)و  (۸-۲)به روابط هتوجّبا

 دیند:دست میزیر بهصورت به

(۱۰-۲) 
p p0

31 p 31e P e     

(۱۱-۲)  
u 0

p p

2
ln P 1 P

h
      

 تحلیل دینامیکی میکروتیر سازی ومدل ۴-۲

 کنیم. طور کامل تبیین میشماتیک میکروتیر مورد نظر را به ،در این قسمت

 داده شده است.نشان (۲-۱)میکروتیر مورد بررسی در شکل 

                                                           
1 Mechanical Property 



 

۲۵ 

 

 xمحور شده، گذارینام Lو طول دن  h، ضخامت دن bکه مرسوم است، عرض این میکروتیر طوردن

 شده است. گرفتهنظرعمودی در یاراستای عرضی در zراستای طولی میکروتیر و محور در

مدّ درگیر  سرایم. میکروتیر یکگرفتهنظردر w(x,t)را  tزمان  و در xراستای در همچنین خیز میکروتیر

 دزاد است. x=Lشده و در دادهگاه گیربه تکیه x=0، در نظر ما

شده؛ گرفتهنظرصورت مخروطی دربهموضود دیگری که باید به دن بپردازیم، نوا میکروتیر است که 

 ایم.نامیده qو طول دن را  tm جرم دن

 

 ]۶۳[ی میکروسکوپ نیرواتمی در مد تماس (۲-۱شکل )

دلیل، نیروهای همینپایین است و بهی نوسان در مد تماسی بسیارتر نیز گفتیم، دامنهکه پیشطورهمان

، از فنرهایی این نیروهاکردن برای مدلو  ] ۶۳[ کردهفرض خطّیصورت کنش بین نوا و نمونه را بهبرهم

و نیروهای  nKفنری با سختی  یوسیلهرا بهنیروهای عمودی کنیم. مطابق شکل، استفاده می خطّی

  مدل خواهیم کرد. lKفنری با سختی  را باجانبی 

 برنولیاولرغیر خطّی میکروتیر  ۱-۴-۲

برنولی، به تئوری تیر اولرهتوجّنشان دهیم، با 3uو 1u،2uرا با  zو  x ،yجایی در راستای اگر جابه

 :خواهند بودصورت زیر جایی میکروتیر مورد نظر تحت خمش، بههای جابهلفهؤم



۲۶ 

 

(۱۲-۲) 
1

w(x, t)
u u(x, t) z

x


 


  

(۱۳-۲) 2u 0   

(۱۴-۲) 3u w(x, t)   

ر دن را توضیح دادیم. بی گرادیان کرنش و روابط حاکمصورت کامل، تئوری الاستیسیتهیک به درفصل

نظر ی زیر دری غیر صفر کرنش را مطابق رابطهفهلّ ؤبودن تیر مورد مطالعه، مخطیّبه غیر هتوجّاز طرفی با

 :]۶۲ [خواهیم گرفت

2
231

11 2

uu 1 u w 1 w
( ) z ( )

x 2 x x 2 xx

   
     

   
  (۱۵-۲) 

های غیر صفر برداری گرادیان کرنش، مولفهدر روابط تئوری الاستیسیته (۲-۱۵) یرابطهگذاری با جای

i  (1)و تانسورهای

ijk وs

ij دیند:دست میصورت زیر بهبه 

2 3 2

1 11,1 2 3 2

u w w w
z

xx x x

   
     

  
  (۱۶-۲) 

2

3 11,3 2

w

x


    


  (۱۷-۲) 

2 3 2
(1)

111 2 3 2

2 u w w w
z

5 xx x x

    
    

   
  (۱۸-۲) 

2
(1) (1) (1)

113 311 131 2

4 w

15 x


      


  (۱۹-۲) 

3 2 2
(1) (1) (1) (1) (1) (1)

122 212 221 133 313 331 3 2 2

1 w u w w
z

5 xx x x

    
              

   
  (۲۰-۲) 

2
(1)

333 2

1 w

5 x


 


  (۲۱-۲) 

2
(1) (1) (1)

223 232 223 2

1 w

15 x


     


  (۲۲-۲) 

2
s s

12 21 2

1 w

2 x


    


  (۲۳-۲) 



 

۲۷ 

 

( ثوابت لامه را تعریف کردیم و دیدیم که این ثوابت به نسبت پواسون و ۱-۱۲( و )۱-۱۱روابط )در 

 مدول الاستیسیته وابسته هستند.

صورت نامند و دن را به( میپواسون ) ضریبنسبت کرنش جانبی )عرضی( به کرنش محوری )طولی( را 

trans

axial


  


با صفر قرار پواسون را مساوی ضریب معمولاًنویسی تیرها، و در فرمول کنندتعریف می 

 :]۵۵[ دهند، یعنیمی

(۲۴-۲) 
  

0E
  0

1 1 2


    

  
  

(۲۵-۲) 
 

0E E
  

2 1 2


    


  

 صورت زیر تغییر خواهد کرد:هایش بهشدن یکی از قسمتنیز با صفر (۱-۷) ینتیجه معادلهدر

(۲۶-۲) 11 11 11 11tr( ) 2 E           

ن کرنش ایادی گر( و روابطی که در قسمت تئوری الاستیسیته۲-۲۶( تا )۲-۱۵استفاده از روابط )با حال

 دست خواهیم دورد.ادامه به درنیز را  های غیر صفر تنشرایهشد، دهای تنشی ارا هبرای مولفه

 هستند.( مادهّپارامترهای مقیاس طولی  3lو  1l ،2lتر نیز گفتیم، که پیشطور)همان

(۲۷-۲) 
2

2

11 11 2

u w 1 w
E E z ( )

x 2 xx

   
      

  
  

(۲۸-۲) 
2 3 2

2 2

1 0 1 0 2 3 2

u w w w
P 2 L 2 L z

xx x x

    
       

   
  

(۲۹-۲) 
2

2 2

3 0 3 0 2

w
P 2 L 2 L

x


     


 

(۳۰-۲) 
2 3 2

(1) 2

111 1 2 3 2

4 u w w w
L z

5 xx x x

    
     

   
  

(۳۱-۲) 
2

(1) (1) (1) 2

113 311 131 1 2

8 w
L

15 x


       


  



۲۸ 

 

(۳۲-۲) 
3 2 2

(1) (1) (1) (1) (1) (1) 2

122 212 221 133 313 331 1 3 2 2

2 w u w w
L z

5 xx x x

    
               

   
  

(۳۳-۲) 
2

(1) 2

333 1 2

2 w
L

5 x


  


  

(۳۴-۲) 
2

(1) (1) (1) 2

223 232 223 1 2

2 w
L

15 x


      


  

(۳۵-۲) 
2

2

2

s s

12 21 2
 m

x
L

w
m


 


  

کنیم. گذاری میجای ساختاری تئوری گرادیان کرنشی در معادلهرا ( ۲-۳۵( تا )۲-۱۵) هایلهمعاد

کرده را به دن اضافه یکبه پیزوالکترسپس انرژی الاستیک فنرهای نرمال و جانبی و همچنین انرژی مربوط

 دوریم.دست میرا برای میکروتیر مورد نظرمان به Uانرژی کرنش کل  ،و در دخر

mصورت انرژی جسم را به اگر کلّ یعنی  n axial,piezoU U U U   کدام از پارامترهای دن یم، هربنویس

 .]۵۵، ۲۱[ شوندصورت زیر تعریف میبه

(۳۶-۲)  s s

m ij ij i i ijk ijk ij ij

1
U P m dv

2


           

(۳۷-۲) 
h

L 31 p2
axial,piezo piezo x 11h

0
2

be (z)V
U dv dz dx

h

 
     

 
    

(۳۸-۲)  
2

2

n n l

1 1 w(L, t)
U K w(L, t) K q

2 2 u

 
   

 
  

 .دست خواهد دمدبهصورت زیر یر بههمچنین انرژی جنبشی نیز برای این میکروت

(۳۹-۲) 
2 2h

l
2 2

1 h
0

2

1 1 w u
T mv b (z) dzdx

2 2 t t

     
             

    

(۴۰-۲) 
2

2 t

1 w(L, t)
T m

2 t

 
  

 
  

شکل نهایت به( در۲-۳۶ی )دست دوردیم، معادلهن کرنش بهاساس روابطی که از تئوری گرادیابرطرفی از

 بود.زیر خواهد 



 

۲۹ 

 

(۴۱-۲) 

2 2 22 3
2

eq2 3
L

m 20 2 2

2 2

w w u 1 w
S K (EA) ( )

x 2 xx x1
U dx

2 u w w
R

xx x

        
        

        
  

    
   

   

   

 کنیم.بودن میکروتیر معرفی می FGMبه خاصیت هتوجّپارامتر جدید را باجا چند در این

(۴۲-۲)  
eq

A
(EA) E(z)dA   2

eq
A

(EI) E(z)z dA   

(۴۳-۲) 
2

2

2 eq
A

(a A) (z)l dA    2

1 eq 1
A

(a A) (z)l dA    0

2

0 eq
A

(a A) (z)l dA    

(۴۴-۲)  2 2

1 eq 1
A

(a I) (z)l z dA    0

2 2

0 eq
A

(a I) (z)l z dA    

(۴۵-۲)   eq
A

( A) (z)dA    

 با:برابرند( ۲-۴۱ی )در معادلهنیز  S ،K ،Rضرایب   در نتیجه

(۴۶-۲) 
eq 0 eq 1 eq 2 eq

8
S (EI) 2(a A) (a A) (a A)

15
        

(۴۷-۲) 
0 eq 1 eq

4
K 2(a I) (a I)

5
     

(۴۸-۲) 
0 eq 1 eq

4
R 2(a A) (a A)

5
     

 براساس اصل همیلتون:

(۴۹-۲)   
2

1

t

t
T U W dt 0    

بالاتر و کلاسیک خارجی است که در  یی گشتاورهای مرتبهوسیلهشده بهکار انجام Wدر این رابطه، 

 شده است.اینجا صفر فرض

 دید:دست میصورت زیر بهبه همیلتون ی(، تغییرات رابطه۲-۴۰( تا )۲-۳۶) هایهبه معادلهتوجّبا

(۵۰-۲)  2

1

t

m n axial,piezo 1 2
t

U U U T T dt 0        

( تا ۲-۳۶ل، یعنی تغییرات روابط )یجنبشی و پتانس هایدوردن تغییرات انرژیدستنهایت و پس از بهدر

 ( داریم:۲-۵۰ی )ها در رابطهدادن دن( و قرار۴۰-۲)
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2

1

3 5
t L L

3 5 eq eq0 0t

2 4 3 2
L L L

2 4 3 20 0 0
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w
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x x
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1

2
2

t 2

4 6 2 2
t L

4 6 2 2eqt 0

2 2

1 2 2eq

w(L, t) w(L, t)
w(L, t) m w(L, t) dt

x x t

w w w w w w
S K EA Q Q R Q Q

x xx x x x

w w
n A wdtdx

x t

  
   

   

         
           

        

 
   

  

 

  

(۵۱-۲)    
2

1

2
t L

2eq eqt 0

u
EA Q RQ A udtdx 0

t

 
        

 
   

 شوند:صورت زیر تعریف میبه  2nو Q،1nکه در این رابطه، 

(۵۲-۲) 
2

u 1 w
Q

x 2 x

  
   
  

  

(۵۳-۲) 
h

p2
1 31h

2

bV
n e (z)  dz

h

 
  

 
   

(۵۴-۲) 
h

p2
2 31h

2

bV
n e (z)  zdz

h

 
  

 
  

 

دست صورت زیر بهو شرایط مرزی دن، به zو  xراستای اصلی تیر در هایشده، معادلهارد گفتهبه موهتوجّبا

 خواهند دمد:

(۲-۵۵)  

 

 

4 6 2 2

4 6 2 2eq

2 2

1 2 2eq

w w w w w w
S K EA Q Q R Q Q

x xx x x x

w w
n A 0

x t

        
         

       

 
   

 

  

(۲-۶۵)     
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2eq eq

u
EA Q RQ A 0

t


     


 



 

۳۱ 

 

 از:و شرایط مرزی عبارتند

(۵۷-۲) 
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3 5 eq
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S K EA Q RQ
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(۵۸-۲) 

   
 

   

 

3 5

3 5 eq

1

w 0, t w 0, t w 0, t w 0, t
S K EA Q RQ

x xx x

w 0, t
n 0

x

    
    

    


 



 

(۵۹-۲)   1eq
EA Q RQ n 0     

(۶۰-۲) 
2 4

2

2 l2 4

w(L, t) w(L, t) w(L, t) w(L, t)
S K R Q n K q 0

x xx x

   
    

  
  

(۶۱-۲) 
2 4

22 4

w(0, t) w(0, t) w(0, t)
S K R Q n 0

xx x

  
   

 
  

(۶۲-۲) Q A 0    

(۶۳-۲) 
3

3

w
K 0

x





  

 کنیم.صورت زیر تعریف میبعد را بهراستا پارامترهای بیاینست. درهاهسازی معادلبعدقدم بعدی بی

(۲-۴۶)  I

4

A

E I
t

AL
 


  

x
X

L
   u

U
L

   w
W

L
   

(۲-۵۶)  
3

n
n

I

K L

E I
   

3

l
l

I

K L

E I
    

t
f

m
m

AL



  
q

q
L

  

صورت زیر بعد را بهحرکت بی ی، معادله(۲-۵۵) یهدر معادلبعد، این پارامترهای بیگذاری با جای

 دست خواهیم دورد.به

(۶۶-۲) 

4 6 2 2

4 6 2 2

2 2

p 1 2 2

W W W W W W
S K P Q Q R Q Q

X XX X X X

W W
V N 0

X

        
         

       

 
  

 

  

 صورت زیر تعریف کرد:توان بهرا می FGبرای یک تیر  ،مادهّات معادل مشخّص



۳۲ 

 

(۶۷-۲)   Ieq
EI E I     Aeq

EA E A   

(۶۸-۲)   Ieq
I A      Aeq

A A     

(۶۹-۲)    Aeq
A A    

(۷۰-۲) i 0,1,2     2

i A ieq
a A l A     

(۷۱-۲) i 0,1     2

i I i 3eq
a I l I
    

ثوابت الاستیسیته و چگالی معادل  Aو AE،IE،A،I(، ضرایب ۱۷-۲( تا )۷۶-۲) هایهدر معادل که

0هستند. همچنین مادّه 1 4l , l ,..., l  پنج پارامتر مقیاس طول معادل هستند که برای تیرFG  استفاده

 شوند.می

 د بود.صورت زیر خواه( به۲-۶۶) هایهبعد معادل(، ضرایب بی۲-۴۸( تا )۲-۴۶) هایهبه معادلهتوجّبا

(۷۲-۲) 
2 2 2

0A 1 2

I

l l l8
S 1 12 2

E h 15 h h

       
        

      

  

(۷۳-۲) 
2 2

3I 4

I

l l4
K 2

E L 5 L

     
    

    

 

(۷۴-۲) 
2 2

0A 1

I

l l4
R 12 2

E h 5 h

     
    

    

   

(۷۵-۲) 
h2

2
1 31h4

I 2

12L
N e (z) dz

E h 
    

(۷۶-۲) 
2

A

I

E L
P 12

E h

 
  

 
  

 دید و داریم:دست میبه Qبعدسازی از بی Q، ضریب (۶۶-۲ساختاری ) یهدر معادلهمچنین 

(۷۷-۲) 
2

U 1 W
Q

X 2 X

  
   
  

  

گسسته  کانسی سیستم، باید توابع زمان و مکانو تحلیل فر( ۲-۶۶)مشتق جز ی  یمعادله برای حلّ

 کنیم. داریم:استفاده می ]۶۱[ شوند. برای این منظور، از روش گلرکین



 

۳۳ 

 

(۷۸-۲) W(X, ) (X) ( )      

)،که در این رابطه )  یافته ومختصات تعمیم(X)د دیدست میصورت زیر بهبهاست که  ایتابع مقایسه

]۶۳[. 

(۷۹-۲)    
cos( L) cosh( L)

(X) cos( X) cosh( X) sin( X) sinh( X)
sin( L) sinh( L)

  
        

  
  

 .]۶۳[ شده استگرفتهدرنظر ۱.۸۷۵۱با در این رابطه برابر Lکه

نهایت و در (X) در رابطه طرفین( و ضرب ۶۶-۲ی )( در معادله۷۸-۲ی )گذاری معادلهبا جای

 ،در مد تماسی مذکور خطیّ سیستم غیر تحرک یی حاصل، معادلهگیری از طرفین رابطهانتگرال

 دید.دست میصورت زیر بهبه

(۸۰-۲)    
2

3

0 p 1 1 2 3 4 5 7 62

d ( )
V N K S ( ) 2 2 8 R P  ( ) 0

d

 
                    

 

 دیند.دست میهای زیر بهاز انتگرال 7تا 0که ضرایب 

(۲-۱۸)    
21

0
0

X dX     

(۲-۲۸)    
2

1

1 20

d (X)
X dX

dX

 
   

 
   

(۲-۳۸)    
6

1

2 60

d (X)
X dX

dX

 
   

 
  

(۲-۴۸)    
4

1

3 40

d (X)
X dX

dX

 
   

 
  

(۲-۵۸)    
24

1

4 40

d (X) d (X)
X dX

dXdX

   
    

  
  

(۲-۶۸)    
3

2
1

5 20

d (X)
X dX

dX

 
   

 
  

(۲-۷۸)    
22

1

6 20

d (X) d (X)
X dX

dXdX

   
    

  
  



۳۴ 

 

(۲-۸۸)    
2 3

1

7 2 30

d (X) d (X) d (X)
X dX

dX dX dX

     
     

   
  

میکروسکوپ نیرواتمی در مد  میکروتیر خطّیتحلیل ارتعاشات غیر  ۵-۲

 :تماسی

 :در زمان اعمال ولتاژ، دو حالت ممکن است

(۸۹-۲) p DCV V   

(۹۰-۲) p DC AC 1V V V cos( t)     

نیز فرکانس ولتاژ اعمالی به پیزوالکتریک  1و  متناوبولتاژ  ACVولتاژ مستقیم،  DCVکه در این رابطه، 

  است.

 های چندگانه:روش مقیاس ۱-۵-۲

تحلیلی میکروسکوپ نیرواتمی دینامیکی، از تئوری نیمه خطّیبرای تحلیل رفتار دینامیکی غیر 

 . ]۷۵[کنیم استفاده می ۱های چندگانهاغتشاشات و روش مقیاس

مستقل  متغیرّز چند تابعی ا ،این است که پاسخ سیستم دینامیکیبر، فرضهای چندگانهدر روش مقیاس

 است. متغیرّجای یک مستقل به عبارتی چندین مقیاسیا به

 شوند.صورت زیر تعریف میهای جدید و مستقل بهدر این روش، مقیاس

(۹۱-۲)  n 0,1,2,...    n

nT     

های استفاده از مشتقانی بازم هایاساس، مشتقاینبریک پارامتر بسیار کوچک و مثبت است.  که 

 قابل محاسبه هستند.صورت زیر ای، بهزنجیره

(۹۲-۲) n0 1
0 1 n

0 1

T Td
... D D ... D

d T T

  
        

    
  

                                                           
1 Multiple Scales Method 



 

۳۵ 

 

(۹۳-۲)  
2

2 2 2

0 0 1 1 0 22

d
D 2 D D D 2D D ...

d
      


  

nکه در روابط بالا، 

n

D
T





 است. 

 صورت بسط زیر باشد.( به۲-۸۲دیفرانسیل ) یکنیم که پاسخ معادلهحال فرض می

(۹۴-۲)        2 3

1 0 1 2 2 0 1 2 3 0 1 2, u T ,T ,T u T ,T ,T u T ,T ,T           

بسطی که تا ی شده در بسط، به مرتبههای زمانی انتخابه داشت که تعداد مقیاسباید به این نکته توجّ 

در این قسمت ما بسط را تا . دهیم بستگی داردمیحل را انجام  ،دن مرحله 3O  دهیم و لذا ادامه می

 هستند. 2Tو  0T ،1Tشده، گرفته نظرهای درمقیاس

ل: حالت اوّ
p DCV V 

با ( باشد. سپس ۲-۸۹ی )شکل رابطهبه میکروتیر بهکنیم که ولتاژ اعمالیل فرض میدر حالت او  

های مختلف توان ضرایب دادن( و برابر صفر قرار۲-۸۰ی )در معادله( ۲-۹۴تا ) (۲-۹۱)گذاری روابط جای

 :داریم 

 (۹۵-۲) 
2

2 1
0 1 2

0

u
u 0

T


  

  
  :  

(۹۶-۲) 
2 2

2 2 1
0 2 2

0 10

u u
u 2

T TT

 
   

   

2 :   

(۹۷-۲) 
2 2 2 2

2 33 1 2 1
0 3 1 12 2

0 2 0 10 1

u u u u
u 2 2 r u

T T T TT T

   
      

      

3 :   

 برابرند با: 1rو  0 که در این معادلات،

(۹۸-۲)  2

0 DC 1 1 2 3

0

1
V N K S      

   

(۹۹-۲)   1 3 7 5 6

0

1
r R 2 8 2 P       

   



۳۶ 

 

های چندگانه، متداول است که از شکل مختلط پاسخ استفاده شود، روش مقیاسها بهمعادله در حلّ

 گیریم.نظر میصورت زیر در( را به۲-۹۵ی )پاسخ معادلهعبارتی به

(۱۰۰-۲) 0 0 0 0i T i T

1 1 2 1 2u A(T ,T )e A(T ,T )e
  

    

 Aدوردن تابع دستمزدوج مختلط دن است. برای به Aیک تابع مختلط نامعلوم و  Aکه در این رابطه، 

 پریودیک باشند. 0Tحسب بر 3uو  2uلازم است که توابع 

ها، و برابر صفر قراردادن سکولارترم (۲-۹۶) ی( در معادله۲-۱۰۰یعنی ) اولّی با قراردادن پاسخ معادله

 داریم:

(۱۰۱-۲) 
2u 0  و  

1 2D A 0    A A(T )     

 باشد. 1Tباید مستقل از  Aیعنی ضریب 

2A کردنو لحاظ( ۱۱۰-۲( و )۰۱۰-۲های )معادلهدمده، یعنی دستبه 2uو  1uگذاری با جای A(T ) 

 ( داریم:۲-۹۷ی )در معادله

(۱۰۲-۲) 
 

 

0 0 0 0 0 0

0 0

3i T 3i T i T2 2 3 3 2

0 3 0 3 1 1 1 0 2

i T2

1 0 2

u D u r A e r A e 3r A A 2i D A e

3r AA 2i D A e

   

 

      

  
 

 ی فوق حذف کرد؛ لذا:را از معادله Secular برای داشتن جواب معتبر، باید عبارت

(۱۰۳-۲) 2

1 0 23r A A 2i D A 0    

 گیرند؛نظر میصورت زیر درشکل قطبی بهرا به Aدیفرانسیل، متداول است که  یاین معادله برای حلّ

(۱۰۴-۲) ib1
A ae

2
   

گذاری این رابطه در هستند. با جای 2Tهردو تابعی از  bو  aبر این است که که در این رابطه، فرض

 های حقیقی و موهومی داریم:کردن قسمتجدا( و ۳-۱۰۲ی )معادله



 

۳۷ 

 

(۱۰۵-۲) 3

1 0

3
r a ab 0

8
    

(۱۰۶-۲) 0a 0    

 اساس روابط بالا خواهیم داشت:بر است. 2T حسبگر مشتق برکه در این رابطه علامت پریم، نشان

(۱۰۷-۲) 0a constant a    

(۱۰۸-۲) 21
2 0

0

r3
b a T b

8
  


  

 شکل زیر خواهد بود.به A، که درنهایت

(۱۰۹-۲) 
 

2
1

2 0
0

3r a
i T b

8

2 0

1
A T a e

2

 
  
    

( نیز برای حالتی که میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی ۲-۸۰ی )(، پاسخ معادله۲-۹۴ی )به رابطههو باتوجّ

 صورت زیر است.باشد، به DCVشکل در مد تماسی فعال باشد و ولتاژ اعمالی به

(۱۱۰-۲)      0 0 0 0i T i T 3, Ae Ae O
  

         

 دید.دست می( به۲-۱۰۹ی )از معادله Aی فوق، که در رابطه

 حالت دوم:
p DC AC 1V V V cos( t)   

های مشابهی که در دینده دوردن یک پاسخ تقریبی یکنواخت برای این سوال و موقعیتدستبرای به

ها قرار دهیم که عبارت مرتبه با سایر عبارتای همگونهبایست نیروی تحریک را بهخواهیم دید، می

 2را در  ACV منظور،. بدینپذیری()شرط حل ظاهر شوند εمیرایی و تحریک، در یک مرتبه از بسط 

2شکل کرده و دن را بهضرب

ACV ۵۷[ کنیممی هاهوارد معادل[. 

2شکل کنیم که ولتاژ اعمالی به میکروتیر بهفرض می پس

DC AC 1V V cos( t)   .در این صورت باشد

 داریم: و شوندظاهر می 3و تحریک، هر دو در بسط خطیّعبارت غیر 



۳۸ 

 

(۱۱۱-۲) 
2

2 1
0 1 2

0

u
u 0

T


  


   : 

(۱۱۲-۲) 
2 2

2 2 1
0 2 2

0 10

u u
u 2

T TT

 
   

 
 2 :   

(۱۱۳-۲)  
2 2 2 2

2 33 1 2 1
0 3 1 1 2 1 0 12 2

0 2 0 10 1

u u u u
u 2 2 r u r cos T u

T T T TT T

   
        

    
 3 :   

دست ی زیر بهنیز از رابطه 2r ( هستند و۹۹-۲( و )۹۸-۲های )همان معادله 0و  1rکه در این روابط، 

 دید.می

(۱۱۴-۲) 2 1 1 ACr N V    

گیریم. همچنین ( درنظر می۲-۱۰۰ی )صورت رابطهنیز به( را ۲-۱۱۱ی )مانند حالت قبل، پاسخ معادله

 2Tباید تابعی از  Aبینیم که نظر گرفته و می( در۱۱۰-۲ی )شکل معادله( را به۲۱۱-۲ی )پاسخ معادله

 باشد.

با قراردادن  ست.( ا۳۱۱-۲یعنی ) 3یمرتبه یی این حالت با حالت قبل، در معادلهاما تفاوت عمده

2Aو لحاظ کردن ( ۳۱۱-۲ی )در معادله(، ۱۱۰-۲( و )۰۱۰-۲های )رابطه A(T )  و همچنین

کردن عبارتوارد 1 0cos T صورتبه  1 0 1 0i T i T1
e e

2

  
 شود:میشکل زیر ( به۳۱۱-۲ی )، معادله  

   0 0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 3 0 3

3i T 3i T i T i T3 3 2 2

1 1 0 2 0 2

u D u

r A e r A e 3A A 2i D A e 3AA 2i D A e
     

  

      
 

(۲-۵۱۱)          0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0i T i T i T i T2r Ae Ae Ae Ae
2

         
     

DC اعمالی به پیزوالکتریک ولتاژ اگر، بالا یبه معادلههباتوجّ AC 1V V cos( t)  ،اینکه  دلیلبه باشد

 گرفت.نظر در توان، چند حالت را میشودمی هالهنیز وارد معاد 1فرکانس 

 .باشد 02دور از  1الف: 

 .باشد 02نزدیک به  1ب: 



 

۳۹ 

 

 کنیم.محاسبه میهر حالت پردازیم و پاسخ را در ها میکدام از این حالتتیب به بررسی هرتربه

 باشد. 02دور از 1الف: 

اینکههای سکولار خواهد بود، مگراصلی دارای ترم یدر این حالت پاسخ خصوصی معادله

2

1 0 23r A A 2i D A 0   در مد تماسی با زمانی است کهباشد. این حالت مشابه p DCV V باشد .

 ( خواهد بود.۲-۱۱۰ی )پاسخ نیز به شکل معادلهدرنتیجه 

 باشد. 02بهنزدیک 1ب: 

، یبرای تحلیل رفتار سیستم در حالت رزونانس متفاوت خواهد بود. طور کاملبهما  صورت، حلّ ایندر

کنیم. که این پارامتر از لحاظ تعریف می شکلبه ۱تنظیم، یک پارامتر 1استفاده از پارامتر  جایبه

 دهد.کیفی، میزان نزدیکی فرکانس طبیعی به فرکانس تحریک را نشان می

 کنیم.صورت زیر تعریف میرا به 1منظور بدین

(۱۱۶-۲) 2

1 02       

که در این رابطه،  O 1  .است  

 ( داریم:۲-۱۱۵سوم ) یی مرتبه( در معادله۲-۱۱۶ی )با اعمال رابطه

   0 0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 3 0 3

3i T 3i T i T i T3 3 2 2

1 1 1 0 2 1 0 2

u D u

r A e r A e 3r A A 2i D A e 3r AA 2i D A e
     

  

      
 

(۲-۷۱۱)         2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0i 3 T i T i T i 3 T

2r Ae Ae Ae Ae
2

              
    

 
 

(، ۱۹-۲ی )اساس معادلهی بالا، بر)در رابطه داریم های سکولارکه در این صورت برای حذف جمله

2

0 2T T  )است: 

                                                           
1 Detunning Parameter 



۴۰ 

 

(۱۱۸-۲)  2i T2 2
1 0 2

r
3r A A 2i D A Ae 0

2

     

( در ۲-۱۰۴ی )دادن رابطهبا قرارکنیم و ( فرض می۲-۱۰۴ی )طابق رابطهرا م Aاین معادله،  برای حلّ

 موهومی داریم:های حقیقی و ( و برابر صفر قراردادن قسمت۱۱۸-۲)

(۱۱۹-۲) 
 

 

3 2
1 0 2

2
0 2

r a3
r a ab cos T 2b

8 4

r a
a sin T 2b

4


   


    


  

 2Tهستند و مشتق نیز برحسب  2Tهر دو تابعی از  bو  aبر این است که که در این دو رابطه، فرض

 شود. گرفته می

 صورت زیر درنظر بگیریم:را به متغیّرتغییر  اگر

(۱۲۰-۲) 
2T 2b      

 شوند.شکل زیر تبدیل میبه( ۲-۱۱۹های )معادله

(۱۲۱-۲) 
   

 

3 0 2
1

2
0

a r a3
r a cos

8 2 4

r a
a sin

4


    


   


  

کرده و ها را پیدابالا، ابتدا نقاط منفرد این معادله پاسخ دستگاه معادلات کردن خواصّمشخصّبرای 

گونه تغییری ی منفرد، دامنه و فاز هیوکه در نقطه دنجا از کنیم.حرکت را در حوالی این نقاط بررسی می

 .]۵۷[ نامندمی ۱این نقاط را پاسخ حالت پایدارکنند، لذا پاسخ سیستم در نزدیکی نمی

 اکنون برای بررسی پاسخ حالت پایدار سیستم داریم:

(۱۲۲-۲) 
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  a 0        

                                                           
1 Steady State Response 



 

۴۱ 

 

 کردن دو معادله باهم(، خواهیم داشت:ن و جمعرساند ۲های بالا )به توان از معادله γ با حذف

(۱۲۳-۲) 
2 2

3 0 2
1

a r a3
r a

8 2 4

   
     

  
  

ی پاسخ ساخته و به دن معادلهتحریک مرتبط یرا به تابع تنظیم و دامنه aی ی بالا، در واقع دامنهمعادله

 گویند.می ۱فرکانسی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Frequency Response Equation 
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 سومفصل 

 مد متناوب هایهاستخراج معادل

 

 

 

 

 

 

 

 



۴۴ 

 

 مهمقدّ ۱-۳

شده ی تئوری گرادیان کرنشی تحلیلوسیلهمیکروسکوپ نیرواتمی به خطیّدر این بخش، رفتار غیر 

کنش بین نوا و داده و نیروهای برهم، را توضیح۱. در ابتدای این فصل، تئوری مکانیک تماسیاست

 هایهمعادل سگیری از اصل همیلتون و براسادهیم. سپس با بهرهنظر قرار می را در مد متناوب مدّنمونه 

 د دمد.ندست خواهبهحرکت و شرایط مرزی میکروتیر  یساختاری تئوری گرادیان کرنشی، معادله

غیر  هایهمعادلهای چندگانه، مانند فصل قبل، پس از دن، بااستفاده از تئوری اغتشاشات و روش مقیاس

ررسی مد متناوب به حرکت پایه نیز در ببه اینکه فرکانس تحریک مربوطهباتوجّ کنیم.را حل می خطّی

ی حالت ها، معادلهتک این حالتهای مورد بررسی بیشتر هستند و برای تکشود، حالتها میوارد معادله

 دست خواهیم دورد.پاسخ فرکانسی را به

کنش بین نوا و نمونه نیروی برهم درشود زیرا این فصل، خود به دو قسمت مجزا تقسیم میازطرفی 

 ،ی بین نوا و نمونهاساس فاصلهرا بر ی متفاوتتوان دو معادلههای بعد خواهیم دید، میکه در صفحه

 برای این نیرو درنظر گرفت.

 متناوبسازی میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در مد مدل ۲-۳

تناوب نمایش مال روبش سطح نمونه در مد حتیر میکروسکوپ نیرواتمی درمیکرو (۳-۱) در شکل

و  است bو عرض  L، طول h، دارای ضخامت ۲. این میکروتیر نیز مانند میکروتیر فصل شده استداده

 . شرایط فیزیکی و مکانیکی یکسانی دارد

                                                           
1 Derjaguin-Muller-Toporov 



 

۴۵ 

 

 
 نمونه در مد متناوب( میکروسکوپ نیرواتمی در حال روبش سطح ۳-۱شکل )

ی جدایی تعادلی فاصله Dنداشته باشد، کنشی بین نوا و سطح نمونه وجودکه نیروی برهمدرصورتی

بین نوا و نمونه است.  z x, t ای بین نوا و سطح نمونه وی لحظهفاصلهv(x, t) خیز میکروتیر 

 ی تیر است.به نگهدارندهصلمتّ دستگاه مختصاتبه یکنسبت

ا، محرّی یکوسیلهاست، میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی، به مشخصّ (۳-۱) که در شکلطورهمان

 است. گرفتهقرار زیری تحت حرکت هارمونیکی با معادله

(۱-۳)  g 2g(t) h cos t   

 فرکانس تحریک است. 2ی تحریک و دامنه ghکه در این رابطه، 

 در این تحلیل نیز مانند فصل قبل، w x, t است  پایهبه صلبه یک دستگاه اینرسی متّ خیز تیر نسبت

 شده برقرار است.ی زیر بین پارامترهای گفتهرابطهو 

(۲-۳)      w x, t v x, t g t   

 صورت زیر تعریف کرد.را به تیرنوا و  سطح نمونهای بین ی لحظهسادگی فاصلهتوان بههمچنین می

(۳-۳)        z x, t D v x, t g t D w x, t       

  



۴۶ 

 

 نمونه کنش بین نوک وبرهم  ۱-۲-۳

کنش بین نوا و نمونه وجود دارد. اولین مدل تماسی، نیروی برهم سازیشبیههای متفاوتی برای مدل

 معروف است. در مدل «مدل هرتزین»دلیل به همینو توسط هرتز معرفی شد که به ۱۸۸۲در سال 

ها صرف شوند و از نیروهای چسبندگی بین دنصورت دو کره فرض میهرتزین، هر دو سطح تماسی به

 ها راقدر کوچک باشند که بتوان دنسطح دنای چسبندگی بین دو نظر خواهد شد. پس باید نیروه

  و حذف کرد.گرفته نادیده

ها، دو مدل ترین دنکه معروف ]۵۸[دادند  را ارا ههای خود از هرتز، دانشمندان دیگری نیز مدلغیربه

JKR ۱ وDMT ۹۵[ی برخوردارند یت بالااز دقّ  ،هامقایسه با سایر روشهستند که در[ . 

کردن ای مدلبر JKRکه از مدل صورتی مناسب هستند. بدینبرای شرایط خاصّ ،هرکدام از این دو مدل

کردن برای مدل DMTشده و از مدل سبندگی زیاد استفادههای بلند و سطوح نرم با چتماس بین نوا

 شود.خت با چسبندگی کم استفاده میسهای کوتاه و سطوح تماس بین نوا

ها طور که در این بررسیی مورد نظر را دنمادهّمناسب است زیرا جنس  DMTق مدل در این تحقی

بر دن است ای سخت با چسبندگی پایین است و فرضمادهّایم که نظر گرفتهدرHOPG ۲مرسوم است، 

 کند. های تیز برای روبش سطح نمونه استفاده میاز نوا ،که تیر ما

بین  DMTی دروالسی و نیروهای تماسی نیروهای وانوسیلهبهکنش ، نیروهای برهمDMTدر تئوری 

 شوند. و یک سطح هموار، مدل می Rس کروی نوا با شعاد أر

 .]۶۰، ۳۲[شکل زیر درنظر گرفت را به نمونه کنش بین نوا و سطحتوان نیروهای برهممی

                                                           
1 Jhonson,Kendall, Roberts 
2 Highly Oriented Pyrolytic Graphite 
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که پارامتر مهمی  0aفاصله دنی بین نوا و سطح و  0z شعاد نوا، Rثابت هاماکر،  Hدر این رابطه، 

 E*این پارامترها،  برشود. علاوهبین مولکولی است که تماس در دن دغاز می یدر این تئوری است، فاصله

  .]۳۲[ دیددست میزیر بهی ثر بین نوا و نمونه است که از رابطهمدول الاستیک مؤ

(۵-۳) 
2 2

t s

*

t s

1 11

E EE

   
    

t  ،s ،tE  وsE الاستیک نوا و نمونه هستند. هایپواسان و مدول یباترتیب، ضربه 

داشته باشد، ای از نمونه قرارنوا در چه فاصله کهبه اینتوان دریافت که بسته( می۳-۴ی )به رابطههباتوجّ

السی باشد. طبق همین رابطه، دروی وانصورت دافعه یا جاذبهتواند بهت نیروهای بین این دو میماهیّ

دروالس بوده و برابر با شود، ماهیت نیروهای بین نوا و سطح نمونه، وانکه تماس برقرار میزمانی
2

0

HR

6a
 

 است. 

0بر این نیروها، اگر اتلاف انرژی در سیستم قابل ملاحظه باشد، در حالت علاوه 0z a  نیروهای

 اضافه خواهند شد.زیر  یبا رابطهویسکوالاستیک نیز 

(۶-۳)  tsv ts 0 0 0F (z, z) D a z z    

 .]۵۸[شکل زیر خواهد بود کنش بین نوا و سطح نمونه، بافرض وجود اتلاف انرژی بهو درنهایت، برهم

(۷-۳)  
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 ضریب میرایی بین نوا و سطح نمونه است. tsDی اخیر، که در دو رابطه



۴۸ 

 

 به سطح نمونهی مکان نوک نسبترابطه ۲-۲-۳

نام بردیم. در این بخش  0zکنش بین نوا و نمونه، از پارامترشده برای نیروی برهمعنواندر روابط 

 ای برای دن تعریف کنیم.هندسی پیدا کرده و رابطهصورت خواهیم این پارامتر را بهمی

 
 به سطح نمونهمکان نوا نسبتی هندسه :(۳-۲شکل )

 صورت زیر نوشت.بهی دنی بین نوا و سطح نمونه است، که فاصلهرا 0z توان( می۲-۳به شکل )هتوجّبا

(۸-۳)    
 

0 tip tip tip

w L, t
z w L, t l h C w L, t h 1 C

x

 
        

 
  

ی عمودی انتهای فاصله tipl ارتفاد نوا و tiphاست، مشخصّدر شکل  که طوررابطه، همان که در این

به تصویر درا هسادگی باتوجّتوان بهاست. این پارامترها را مییک عدد ثابت  Cو ی تیر نوا از میانه

 کرد.

 

 



 

۴۹ 

 

دیفرانسیل و شرایط مرزی میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در  یمعادله ۳-۲-۳

 مد متناوب

 هادلیل معادلههمینماسی دارد و بهمد ت بازیادی  تشابه های مد متناوب،دوردن روابط و معادلهدستبه

 کنیم.ها عنوان میصورت خلاصه و تنها با ذکر تفاوترا به

 این است که ،ترین نکتهلین و مهماوّ w x, t  در مد متناوب برابربا   v x, t g t ( ۲-۳ی )یا رابطه

 wجای به  (۳-۲ی )دمده برای انرژی پتانسیل و جنبشی، باید از رابطهدستدر روابط بهنتیجه است. در

 استفاده کرد.

کنش صفر نیست و باید برهم پایستار غیردومین نکته نیز این است که در مد متناوب، دیگر کار نیروی 

اگر  .ی زیر وارد تحلیل کنیمده از رابطهاستفابین نوا و سطح نمونه را با f x, t ّف نیروی واردشدهمعر 

 درگیر باشد، داریم: سربر تیر یک

(۹-۳)        
L L

nc
0 0

w f x, t w x, t dx f x, t v x, t dx        

کنش بین د. اولین نیرو، نیروی برهمنشومیکروتیر وارد می روسکوپ نیرواتمی، دو نود نیرو بهکدر می

شود و ( عنوان می۳-۷ی )ی دن توضیح دادیم و با رابطهل دربارهصورت مفصّنوا و نمونه است که به

دومین نیرو، نیروی میرایی است که تابع ضریب میرایی محیط عملکرد میکروسکوپ است. در این تحقیق 

شده، به موارد گفتههنتیجه باتوجّ شود. درهوا استفاده میمحیط دن است که از میکروسکوپ در برفرض

 صورت زیر درنظر گرفت.گیردار را به سرتوان نیروی واردشده بر تیر یکمی

(۱۰-۳)        ts 0 0 airf x, t F z , z x L D w x, t      

استفاده از  x L   نوا که  کنش بین نوا و نمونه، تنها در محلّ برهمبه این دلیل است که نیروی

که نوا  ایمکردهفرض این  ازپیشبه یاددوری است که . لازمشوداعمال میهمان انتهای تیر است 

 گرفته است.صورت دقیق در انتهای میکروتیر قراربه



۵۰ 

 

ی کردن از رابطهدمده برای مد تماسی و استفادهدستبه هایه( به معادل۳-۱۰ی )افزودن رابطهبادرنهایت 

دست بهمیکروسکوپ نیرواتمی در مد متناوب ی زیر برای حرکت میکروتیر ، رابطهwجای ( به۲-۳)

 خواهد دمد.

       
2 2 4 6 2 2

12 2 4 6 2 2eq eq

v g v v v v v
A S K EA Q Q n

xt t x x x x

         
        

        
  

(۳-۱۱)  
       

2

ts tip ts air tip2

v v v v g
R Q Q F h F x L D h 0

x t x t tx

      
              

       
 

 و شرایط مرزی در این حالت عبارتند از:

(۱۲-۳) 
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(۱۳-۳) 

   
 

   

 

3 5

3 5 eq
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w 0, t w 0, t w 0, t w 0, t
S K EA Q RQ

x xx x

w 0, t
n 0

x

    
    

    


 



 

(۱۴-۳)   1eq
EA Q RQ n 0     

(۱۵-۳) 
2 4

2

2 l ts2 4

w(L, t) w(L, t) w(L, t) w(L, t)
S K R Q n K q hF 0

x xx x

   
     

  
  

(۱۶-۳) 
2 4

2 ts2 4

w(0, t) w(0, t) w(0, t)
S K R Q n hF 0

xx x

  
    

 
  

(۱۷-۳) Q A 0    

(۱۸-۳) 
3

3

w
K 0

x





  

( ۲-۷۲)مانند بعد را است. در این راستا پارامترهای بی هسازی معادلبعدقبل، قدم بعدی بیمانند فصل 

 دوریم.دست مینهایی را به بعدبی یکرده و معادلهتعریف (۲-۷۶تا )

 دید.دست میشکل زیر بهبعد بهی حرکت بیدرنتیجه، معادله



 

۵۱ 

 

(۱۹-۳) 
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 حضور دارند.نیز در این معادله زیر  جدید بعدهمچنین دو ضریب بی

(۲۰-۳) 
 3

ts

I

F (x L)L
F

E I

 
 

(۲۱-۳) 
 4

air

A I

L
J D

AE I



 

 شود:ی بعد، موضود مورد بحث ما به دوقسمت تقسیم میدر مرحله

0صورت سطح نمونه بهی بین نوا و ل که در دن فاصلهقسمت اوّ 0z a نتیجه باید از عبارت است و در

 کنش بین نوا و نمونه استفاده کرد. دادن نیروی برهم( برای نشان۳-۷ی )ل معادلهاوّ

0ی است که نوا در فاصلهزمانی نیز مربوط به  قسمت دوم 0z a درنتیجه و  داردبه نمونه قرار نسبت

 .خواهیم کرد( استفاده ۳-۷ی )از عبارت دوم معادله

 نوشته و داریم: تیلورصورت بسط را به (۳-۷ی )و نمونه یعنی رابطهکنش بین نوا ی برهمرابطه

(۲۲-۳)  

 
  0 0

1 1 2

ts 0 0

2 3 0 0
4 5 6 0 7 0 8 0 9 10 0 0 0

dW X, , z a2 2 W X,
dXF z ,z

dz dz
z z z z , z a

d d

       
 
            
  

  

 عبارتند از:10تا  1ی بالا، ضرایب که در رابطه

(۲۳-۳) 2 3
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(۲۷-۳) 10 tsD L   
9 ts 0D a   

صورتی نوک و نمونه بهل: فاصلهقسمت اوّ ۳-۳
0 0z a 

 کنیم.( استفاده می۳-۷ی )ل رابطه، از عبارت اوّلین قسمت تحلیلبرای اوّ 

( و تحلیل فرکانسی سیستم، باید توابع زمان و مکان گسسته ۳-۱۹مشتق جز ی ) یمعادله برای حلّ 

 داریم: بااستفاده از روش گلرکینمنظور، شوند. برای این

(۲۸-۳) V(X, ) (X) ( )      

)که ) یافته ومختصات تعمیم(X) دیددست میی زیر بهرابطهت و از اس ایمقایسهتابع . 

(۲۹-۳)  
cos( ) cosh( )

(X) cos( X) cosh( X) sin( X) sinh( X)
sin( ) sinh( )

  
        

  
  

نهایت و در (X)( و ضرب طرفین رابطه در۱۹-۳ی )( در معادله۲۹-۳ی )گذاری معادلهبا جای

0که و در زمانی متناوبدر مد  ،خطّیحرکت سیستم غیر  ی، معادلهگیری از طرفینانتگرال 0z a 

 دید.دست میصورت زیر به، بهباشد

(۳۰-۳)  
2 2

2 3

0 1 3 1 2 32 2

1 3 9

d ( ) d ( ) dg( ) d g( )
( ) r ( ) r m g m m

d dd d

0

     
          

  

   

 

 از:عبارتند 3mو  1r،3r، 1m، 2mهمچنین ضرایب 

(۳-۳۱)    2

0 P 1 1 2 3 tip 1 3 1 2 3 8 1 3 8 2 3 0

0

1
V N K S 2h 2 2                     


 

(۳-۳۲)    1 3 7 5 6

0

1
r R 2 8 2 P       


 



 

۵۳ 

 

(۳-۳۳)  tip 8

3

0

h
r J 1

 
  

  

 

(۳-۳۴)  9
1 2 3

0

m 2


  


 

(۳-۳۵)  9
2

0

m





 

(۳-۳۶)  9
3

0

m J





 

 و 8 هایاند. ضریبشدهتعریف 7 تا 1 (، ضرایب۸۸-۲( تا )۸۱-۲همچنین پیش از این در روابط )
9 شکل زیر هستند.نیز به 

(۳۷-۳)  
  

1

8
0

d X
X dX

dX

 
   

 
  

(۳۸-۳)  
1

9
0

X  dX    

کهمیکروتیر در مد متناوب و زمانی خطّیتحلیل ارتعاشات غیر  ۳-۳-۱
0 0z a 

 باشد:

به پیزوالکتریک را به دو ولتاژ اعمالی توانه در زمان اعمال ولتاژ، میک باید درنظر داشت ،ل از همهاوّ

DCو  DCVصورت AC 1V V cos( t)   ( از روش ۱۹-۳ی )معادله سراغ حلّ فرض، بهاین. باگرفتدرنظر

 شود.حل میهای چندگانه مقیاس

 های چندگانه:روش مقیاس

میکروسکوپ نیرواتمی دینامیکی در مد متناوب نیز، از روش  خطّیبرای تحلیل رفتار دینامیکی غیر 

 .شودمیاستفاده  های چندگانهمقیاس

ل: حالت اوّ
p DCV V 

p ولتاژاگر  DCV V های مختلف باشد، جملات مرتبه :عبارتنداز 

 (۳۹-۳) 
2

2 1
0 1 2

0

u
u 0

T


  

  
  :  



۵۴ 

 

(۴۰-۳) 
2 2

2 2 1
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2 :   

(۴۱-۳) 

 

2 2 2 2
2 33 1 2 1 1
0 3 1 1 32 2

0 2 0 1 00 1

2

g 1 2 0 2 2 2 0 3 2 2 0

u u u u u
u 2 2 r u r

T T T T TT T

h m cos( T ) m cos( T ) m sin( T )

    
       

     

         

3 :   

 دیند.دست می( به۳-۳۶( تا )۳-۳۱از روابط ) موجودضرایب   ها؛که در این معادله

 شده است.عنوان( ۳-۱ی )رابطه که بااست  g(t) بعدبی ی تحریکدامنه gh ذکر است کهبهلازم

ضرب  2در 3r و 3در gh،ی سومیه در مرتبهعبارت میرایی و تحریک پا این، برای قراردادنبروهعلا

 شده است. سازی انجاممرتبه؛ این کار برای هماندشده

 شود.گرفته مینظر صورت زیر در( به۳-۲۴ی )پاسخ معادله

(۴۲-۳) 0 0 0 0i T i T

1 1 2 1 2u A(T ,T )e A(T ,T )e
  

    

، های سکولارجمله( و برابر صفر قراردادن ۳-۴۰ی )( در معادله۳-۴۲ل )ی اوّ با قراردادن پاسخ معادله

 داریم:

(۴۳-۳) 
2u 0  و  

1 2D A 0 A A(T )     

2Aکردن لحاظو  2uو  1uگذاری با جای باشد. 1Tباید مستقل از  Aیعنی ضریب  A(T ) ی در معادله

 ( داریم:۴۱-۳)

(۴۴-۳)    

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

3i T 3i T2 2 3 3

0 3 0 3 1 1

i T i T2 2

1 0 2 3 0 1 0 2 3 0

g gi T i T2 2

1 2 2 3 2 1 2 2 3 2

u D u r A e r A e

3r A A 2i D A r Ai e 3r AA 2i D A r Ai e

h h
[m m m ]e [m m m ]e

2 2

  

  

  

   

         

         

 

 ی فوق حذف کرد. را از معادله های سکولارجملهبرای داشتن جواب معتبر، باید 

 (، دو حالت ممکن است:۳-۴۴ی )به معادلههباتوجّ



 

۵۵ 

 

 0 دور از 2الف: 

 0نزدیک به  2ب: 

 پردازیم.میدر ادامه به تحلیل هر یک از دو حالت ذکرشده 

 0دور از  2الف: 

 ها در این حالت داریم:برای حذف سکولارترم

(۴۵-۳) 2

1 0 2 3 03r A A 2i D A r Ai 0      

 گیرند؛نظر میصورت زیر درشکل قطبی بهرا به Aدیفرانسیل، متداول است که  یاین معادله برای حلّ

(۴۶-۳) ib1
A ae

2
   

( و ۴۴-۳ی )گذاری این رابطه در معادلههستند. با جای 2Tهردو تابعی از  bو  aبر این است که فرض

 های حقیقی و موهومی داریم:کردن قسمتجدا

(۴۷-۲) 
3

1 0

2
0 0

3
r a ab 0

8
 

r
a a 0

2


 

 
    


  

 اساس روابط بالا خواهیم داشت:است. بر 2Tگر مشتق بر حسب که در این رابطه علامت پریم، نشان

(۴۸-۳) 
0

3
2

a
a

r
T 1

2





  

(۴۹-۳) 21
2 0

0

r3
b a T b

8
  


  

 شکل زیر خواهد بود.به Aکه درنهایت، 

(۵۰-۳)  
21

2 0
0

r3
i  a T b

80
2

3 2

a
A T e

r T 2

 
  

 


 



۵۶ 

 

، فعال باشد متناوببرای حالتی که میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در مد  (۳-۳۰ی )پاسخ معادله

0ی نوا از نمونهفاصله 0z a باشد، ولتاژ اعمالیDCV 2و  باشد 0 ور ازنیز د صورت زیر به ،باشد

 است.

(۵۱-۳)    
2 21 1

2 0 2 0
0 00 0 0 0

r r3 3
i a T b i a T b

8 8i T i T 30

3 2

a
, e e e e O

r T 2

   
       

      

 
        
 
 

 

نزدیک به  2ب: 
0 

2ا حالت دیگری نیز در این حل ممکن است و دن این است که امّ 0   شود، در این حالت برای حذف

 ها داریم:سکولارترم

(۵۲-۳) 2

2 0 2 0             

(۵۳-۳) 2
g i T2 2

1 0 2 3 0 1 2 0 3 0

h
3r A A 2i D A r Ai m m m e

2

            

(`۵۴-۳) 
3 0

0 4 2

3

0 1 4 2

r a
2 a m sin( T b)

2

3
2 ab r a m cos( T b)
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 2T b    b           

(۵۵-۳)  

2
2 2

g 433 0
0 0 1

h mr a 3
2 a 2 a r a

2 8 2

    
                   

 

a در حالت پایدار: 0      

(۵۶-۳) 
2

2 2

g 433 0
0 1

h mr a 3
2 a r a

2 8 2

    
              

 

2بالا،  هایمعادلهدر 

4 1 2 0 3 0m m m m      . 



 

۵۷ 

 

میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در مد متناوب  پاسخ حالت فرکانسی یمعادله( همان ۳-۳۹ی )معادله

0یو برای حالتی است که نوا در فاصله 0z a ولتاژ واردشده به پیزوالکتریک ،قرار داشتهp DCV V 

 .باشد 0 نزدیک به 2و همچنین 

 حالت دوم:
p DC AC 1

V V V cos( t)  . 

2شکل به میکروتیر بهکنیم که ولتاژ اعمالیفرض می

DC AC 1V V cos( t)  صورت عبارت ایندر ؛باشد

 شوند و داریم:ظاهر می 3و تحریک، هر دو در بسط خطّیغیر 

(۵۷-۳) 
2

2 1
0 1 2

0

u
u 0

T


  


   :  

(۵۸-۳) 
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2 2 1
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 2 :   

(۵۹-۳) 
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2 33 1 1 2
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3 g 1 2 0 2 2 2 0 3 2 2 0

0

u u u u
u 2 2 r u r cos T u

T T T TT T

u
r h m cos( T ) m cos( T ) m sin( T )

T

   
        

    


        



 3 :   

هستند و ضریب ( ۳۶-۳تا ) (۳۱-۳ضرایب )همان  3mو  0 ،1r ،3r ،1m ،2mی اخیر که در معادله

2r دید.دست میبه (۱۴۱-۲ی )نیز از رابطه 

 های قبل داریم:این حالت نیز مانند قسمت برای حلّ

(۶۰-۳) 0 0 0 0i T i T

1 1 2 1 2u A(T ,T )e A(T ,T )e
  

    

(۶۱-۳) 
2u 0  و  

1 2D A 0 A A(T )     

 

 

 



۵۸ 

 

  :داریمدر ادامه 

(۳-۲۶)  

 

   
        

0 0 0 0
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3i T 3i T2 2 3 3

0 3 0 3 1 1
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3r A A 2i D A r Ai e 3r AA 2i D A r Ai e

r
Ae Ae Ae Ae

2
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DCصورت در مد متناوب به به پیزوالکتریکولتاژ اعمالیی بالا، اگر به معادلههباتوجّ AC 1V V cos( t)  

0بین نوا و نمونه  یفاصلهبوده و  0z a ،توان درنظر حالت را میچندها، برای حذف سکولارترم باشد

 گرفت:

0  (1نیز دور از  2و  02دور از  1الف:  0 2 02  &        ) 

0  (1به نزدیک 2و  02دور از  1: ب 0 2 02  &      ) 

0  (1دور از  2و  02بهنزدیک 1پ:  0 2 02  &      ) 

0 (1به نیز نزدیک 2و  02به نزدیک 1ت:  0 2 02  &     ) 

 کنیم.ها محاسبه میپردازیم و پاسخ را در هرکدام از حالتها میتیب به بررسی هرکدام از این حالتتربه

الف: 
1  دور از

02  و
2  نیز دور از

0    

 داریم: التها در این حبرای حذف سکولارترم

(۳-۳۶)  

 

2

1 0 2 3 03r A A 2i D A r Ai 0      

شود که ولتاژ ( است. پس این حالت نیز دقیقا مانند زمانی می۳-۴۵)ی به معادلهاین رابطه کاملا شبیه

 باشد. 0نیز دور از  2 وبوده  DCVاعمالی 

 دیند.دست می( به۳-۵۰( و )۳-۴۹(، )۳-۴۸از روابط ) Aو  a ،bدرنتیجه 



 

۵۹ 

 

ب: 
1  دور از

02  و
2  نزدیک به

0 

 های سکولار داریم:در این حالت برای حذف عبارت

(۳-۶۴)  

 

g2 2

1 0 2 3 0 1 2 2 3 2

h
3r A A 2i D A r Ai [m m m ]

2
          

در این حالت  ی پاسخ حالت فرکانسی( است. پس معادله۳-۵۳ی )ادلهاین معادله کاملا شبیه به مع

 شود.می (۳-۵۶ی )نیز مانند معادله

پ: 
1 بهنزدیک

02  و
2  دور از

0     

 ها داریم:در این حالت برای حذف سکولارترم

(۶۵-۳)     1 0 00 0 i Ti T2 2
1 0 2 3 0

r
3r A A 2i D A r Ai e Ae 0

2

 
       

(۶۶-۳) 2

1 0 1 02   2         

(۶۷-۳) 2i T2 2
1 0 2 3 0

r
3r A A 2i D A r Ai Ae

2

      

(۶۸-۳) 
 

 

3 0 2
0 2

3 2
0 1 2

r a r a
a sin T 2b

2 4

r a3
ab r a cos T 2b

8 4


     

 
     


 

 
2T 2b    2b          

(۶۹-۳)  
2 2 2

33 0 0 2
0 1

r a a r a3
a r a

2 2 8 4

      
            

    
 

a در حالت پایدار: 0     

(۷۰-۳) 
2 2 2

33 0 0 2
1

r a a r a3
r a

2 2 8 4

       
       

    
 

 



۶۰ 

 

میکروتیر در مد متناوب و در شرایطی است که  ی پاسخ حالت فرکانسیی فوق، معادلهبالاخره معادله و

pولتاژ پیزوالکتریک  DC AC 1V V V cos( t)    باشد و نوا میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در

0ی فاصله 0z a 1 به نمونه قرارداشته و همچنین ولتاژنسبت 0به نزدیک .باشد 

ت: 
1  نزدیک به

02  و
2  نیز نزدیک به

0   

 داریم:در این حالت، های سکولار جملهبرای یافتن 

(۳-۱۷)  

   1 0 00 0 0 0

2 0

i Ti T i T2 2
1 0 2 3 0

g i T2

1 2 2 3 2

r
3r A A 2i D A r Ai e e Ae

2

h
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(۳-۲۷)  

2

1 0 1 0 1

2
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(۳-۳۷)  1 2 2 2
gi T i T2 22
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3r A A 2i D A r Ai Ae m m m e
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(۳-۴۷)  
   

   

g 43 0 2
0 1 2 2 2

g 43 2
0 1 1 2 2 2

h mr a r a
a sin T 2b sin T b

2 4 2

h mr a3
ab r a cos T 2b cos T b
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(۳-۵۷)  
   1 2 2 2

1 2 1 2

T 2b  & T b  = constant 

 2b  & b   2 2

   

           
  

(۳-۷۶)  
   

   

g 43 0 2
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0 1 2 2

h mr a r a
a sin 2( T b) sin T b

2 4 2

h mr a3
ab r a cos 2( T b) cos T b
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 2T b  b          

a در حالت پایدار: 0 :     
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(۳-۷۷)  
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g 43 33 02 2 2
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صورت ی بین نوک و نمونه بهقسمت دوم: فاصله ۳-۴
0 0z a 

 کنیم.ی کار استفاده می( برای ادامه۳-۷ی )در این حالت، از عبارت دوم رابطه

که میکروتیر میکروسکوپ ی حرکت سیستم را برای زمانیمعادله نهایتدررفته و مانند قسمت قبلی پیش

0ی بین نوا و سطح نمونه نیرواتمی در مد متناوب باشد و فاصله 0z a دوریم.دست میباشد، به 

(۷۸-۳) 
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3 2 2
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 3 2 2

tip 10 tip 11 tip 12 13

3 2

8 3 tip 1 0 7 3 tip 1 0

2 3

7 3 tip 8 3 tip 6 3 tip 5 3 4 3

h 6h 3h 3 g

6h 6 2h 2

h h h 0

 
 
 

       
 
 
               

            

  



 

۶۳ 

 

اند شده ( تعریف۳۸-۳( تا )۳۷-۳( و )۸۸-۲( تا )۸۱-۲در روابط ) 9تا  0 که در عبارت بالا، ضرایب

 نیز عبارتنداز: 18 تا 10 و ضرایب

(۷۹-۳)    
  

2
1

10 20

d X d X
X dX

dX dX
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2
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11 20
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(۸۱-۳)  
  

2
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d X
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(۸۲-۳)   
31

13
0

X dX    

(۸۳-۳)    
  

2
1 2

14 20

d X d X
X dX

dX dX

   
     

  
  

(۸۴-۳)  
  

3
1

15
0

d X
X dX

dX

 
   

 
  

(۸۵-۳)  
  

2
1 3

16 20

d X
X dX
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(۸۶-۳)   
 

2
2

1 2

17 20

d X
X dX

dX

 
     

 
  

(۸۷-۳)   
1 4

18
0

X dX    

که میکروتیر در مد متناوب و زمانی خطّیتحلیل ارتعاشات غیر  ۳-۴-۱
0 0z a 

 باشد:

سه همزمان داریم. همچنین عبارت ی دو و درجهی درجه خطّی، دو عبارت غیر (۳-۷۸ی )در معادله

 g  دید. برای اینکه تابع تحریکدست می( به۱-۳ی )از رابطه g  مرتبه از و عبارت میرایی در یک

ی اپسیلون ظاهر شوند، دامنه g  3را در 2و عبارت میرایی را در همچنین برای  کنیم.ضرب می



۶۴ 

 

اینکه عبارت  
 

d

d

  
  

 
ضرب  سوم فرستاده شود، ضریب این عبارت را نیز در  یمرتبهبه  

 .]۵۷[ کنیممی

 های چندگانه:روش مقیاس

 کنیم.به پیزوالکتریک را بررسی میدو حالت ممکن برای ولتاژ اعمالی

: اوّلحالت 
p DCV V 

pیر به میکروتاگر ولتاژ اعمالی DCV V داریم:باشد ، 
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3 :   

 داریم: فوق هایههمچنین در معادل

(۳-۱۹)  
   

 

4 2 3

8 3 tip 1 tip 0 7 3 tip 1 tip 0
2

0
2

0 6 3 tip 1 0 p 1 1 2 3

3h 3h 2h 2h1

3 h V N K S

             
  
            
    

(۳-۲۹)  

 6 5 7 4

4 3 3

tip 6 tip 14 tip 151

0 8 3 2

tip 16 tip 17 18

3P R 2 8 2

1
3h 6h 2hr

2h 3h

       
 

       
    

        

 

(۳-۳۹)       3 2

3 10 3 tip 1 tip 0 9 3 tip 0 0 tip 8

0

1
r h h h J h              

 
 



 

۶۵ 

 

(۳-۴۹)  
 

 

4 3

8 3 tip 10 tip 11 tip 13

4
3 2 2

0 7 3 tip 10 tip 11 tip 12 13

6h 6h 3h1
n

2h 2h h

       
 
         
 

 

(۳-۵۹)   3 2 2

5 10 3 tip 10 tip 11 tip 12 13

0

1
n 2h 2h h          

 
 

(۳-۹۶)  
 

 

4 3 3

8 3 tip 13 tip 10 tip 12 tip 11

6
3 2 2

0 8 3 tip 10 tip 12 13 tip 11

6h 12h 6h 12h1
n

4h 2h 2 4h

         
 
          
 

  

(۳-۹۷)   29
1 tip 3 8 tip 3 7 3 6

0

m 3h 2h


       


  

(۳-۹۸)  2
2

0

m





 

(۳-۹۹)   9
3 tip 1 3 3 9

0

m h J


     


 

 خطیّدلیل اینکه دو عبارت غیر بینید، در این حالت بهمی (۳-۹۰( تا )۳-۸۷) هایهکه در معادلطورهمان

دهی به پارامترها متفاوت است. عبارت ، ترتیب مرتبهحضور دارندکنار هم درسه  یدو و درجهی جهدر

 شده است.فرستاده 3یبه مرتبه ،سهی درجه خطّیو عبارت غیر  2یبه مرتبهدو، ی درجه خطّیغیر 

 گیریم.مینظر صورت زیر در( را به۳-۸۷ی )پاسخ معادله

(۱۰۰-۳) 0 0 0 0i T i T

1 1 2 1 2u A(T ,T )e A(T ,T )e
  

    

 :های سکولارجمله( و برابر صفر قراردادن ۳-۸۹ی )( در معادله۳-۱۰۰ل )ی اوّ با قراردادن پاسخ معادله

(۱۰۱-۳) 0 0 0 02i T 2i T2 24
2 2

0

n 1 1
u 2AA A e A e

3 3

   
      

  

 (، داریم:۳-۹۰سوم اپسیلون یعنی ) یی مرتبه( در معادله۳-۱۰۱( و )۳-۱۰۰های )با قراردادن عبارت



۶۶ 

 

(۱۰۲-۳) 

   

 

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0

0 0 0 0

3i T 3i T2 2 3 3

0 3 0 3 1 1

i T i T2 2

1 0 2 3 0 1 0 2 3 0

g gi T i T2 2

1 2 2 3 2 1 2 2 3 2

2i T 2i T2 2

5 0 0

2 2

4
6 2

0

u D u r A e r A e

3r A A 2i D A r Ai e 3r AA 2i D A r Ai e

h h
[m m m ]e [m m m ]e

2 2

n A i e i A e

1
2A A A A

n 3
n

  

  

  

  

   

         

         

   

 
  
 



0 0 0 0

0 0 0 0

i T i T2 2

3i T 3i T3 3

1
e 2AA AA e

3

1 1
A e A e

3 3

  

  

  
      

 
  
  

   

 های مختلفی را درنظر گرفت:توان موقعیتچه باشد، می 2برحسب اینکه  حال

 0دور از  2الف: 

 0به نزدیک 2ب: 

 پردازیم.ها میترتیب به بررسی هریک از این حالتبه

الف: 
2  دور از

0 

 داد.ها باید عبارت زیر را برابر صفر قرار دور باشد، درنتیجه برای حذف سکولارترم 0 از 2 اگر مقدار

(۱۰۳-۳) 
2 2 26 4

1 0 2 3 0 2

0

n n 1
3r A A 2i D A r Ai 2A A A A 0

3

 
        

  
 

ib1شکل قطبیرا به Aدیفرانسیل،  یاین معادله برای حلّ 
ae

2
و  aاین است که  برفرض گرفته ونظر در 

b  2هردو تابعی ازT های ( و جداکردن قسمت۳۱۰-۳ی )گذاری این رابطه در معادلههستند. با جای

 حقیقی و موهومی داریم:

(۱۰۴-۳) 

2
0 0

36 4
0 1 2

0

r a
a 0

2

n n3 5
ab r a 0

8 24


   




 
     
  

  



 

۶۷ 

 

 خواهیم داشت:اساس روابط بالا است. بر 2Tحسبگر مشتق برکه در این رابطه علامت پریم، نشان

(۱۰۵-۳) 
0

2 2

a
a

r T
1

2


 
 

 

  

(۱۰۶-۳) 
2

6 4 2
1 02

00

n n a T3 5
b r b

8 24

 
    

 
  

که میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی در مد متناوب برای حالتی Aهای فوق، مقدار عبارت رابطهبه هو باتوجّ 

 صورت زیر است.، بهباشد 0 دور از 2بوده و  DCVشکل ال باشد و ولتاژ اعمالی بهفعّ

(۱۰۷-۳) 
 

 

2
6 4 2

1 02
00

n n a T3 5
i r b

8 24
0

2
2 2

a
A T e

2 r T

  
    
    


    

 0نزدیک به  2ب: 

 های سکولارجملهنیز وارد  2 حالت دیگری که برای این حل ممکن است، این است که جملات حاوی

2 شوند. در چنین شرایطی، باید 0  :قرار بگیرد. درنتیجه داریم 

(۱۰۸-۳) 2

2 0 2 0        

(۱۰۹-۳) 2
g i T2 26 4

1 0 2 3 0 1 2 0 3 02

0

hn n5
3r A A 2i D A r Ai m m m e

3 2

 
              

 

(۱۱۰-۳) 

g 43 0
0 2

3
g 46 4

0 1 22

0

h mr a
a sin( T b)

2 2

h mn n5 a
ab 3r cos( T b)

3 8 2

 
    


 

          

  

 2T b b           

(۱۱۱-۳)  

222 3
g 43 0 6 4

0 0 1 2

0

h mr a n n5 a
a a 3r

2 3 8 2

      
                       

 

a در حالت پایدار: 0      



۶۸ 

 

(۱۱۲-۳) 
222 3

g 43 0 6 4
0 1 2

0

h mr a n n5 a
a 3r

2 3 8 2

      
                   

 

2در معادلات بالا، 

4 1 2 0 3 0m m m m      . 

 

 

 

 

p حالت دوم: DC AC 1V V V cos( t)   

2شکل اعمالی به میکروتیر بهکنیم که ولتاژ فرض می

DC AC 1V V cos( t)  صورت عبارت اینباشد. در

 شوند و داریم:ظاهر می 3مرتبه سه و تحریک، هر دو در بسط  خطّیغیر 

(۱۱۳-۳) 
2

2 1
0 1 2

0

u
u 0

T


  

  
  :  

(۱۱۴-۳) 
2 2

2 22 1
0 2 4 12

0 10

u u
u 2 n u

T TT

 
    

   

2 :   

(۱۱۵-۳) 

 

 

2 2 2 2
2 33 1 2 1
0 3 1 1 2 1 0 12 2

0 2 0 10 1

21
3 g 1 2 0 2 2 2 0 3 2 2 0

0

1
5 1 6 1 2

0

u u u u
u 2 2 r u r cos T u

T T T TT T

u
r h m cos( T ) m cos( T ) m sin( T )

T

u
n u n u u

T

   
        

    


        




 



 

3 :   

های این در رابطهو سایر ضرایب نیز پیش از  دیددست می( به۰۱۱-۲) یاز رابطه 2rکه در عبارت دخر، 

 اند.عنوان شده( ۳-۱۰۳( و )۹۸-۳)

 گیریم.نظر میصورت زیر در( را به۳-۱۱۳ی )پاسخ معادله



 

۶۹ 

 

(۱۱۶-۳) 0 0 0 0i T i T

1 1 2 1 2u A(T ,T )e A(T ,T )e
  

    

ها، ( و برابر صفر قراردادن سکولارترم۳-۱۱۸ی )( در معادله۳-۱۲۰ل یعنی )ی اوّ با قراردادن پاسخ معادله

 داریم:

(۱۱۷-۳) 0 0 0 02i T 2i T2 24
2 2

0

n 1 1
u 2AA A e A e

3 3

   
      

  

سوم اپسیلون یعنی  یی مرتبه( در معادله۳-۱۱۷( و )۳-۱۱۶های )ی بعدی با قراردادن عبارتمرحلهدر 

 های سینوسی و کسینوسی، داریم:دادن عبارت( و بسط۱۱۵-۳)

(۱۱۸-۳) 

   
        

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

2 0 2 0

3i T 3i T2 2 3 3

0 3 0 3 1 1

i T i T2 2

1 0 2 3 0 1 0 2 3 0

i T i T i T i T2

g gi T i T2 2

1 2 2 3 2 1 2 2 3 2

2

5

u D u r A e r A e

3r A A 2i D A r Ai e 3r AA 2i D A r Ai e

r
Ae Ae Ae Ae

2

h h
[m m m ]e [m m m ]e

2 2

n A

  

  

         

  

   

         

   

         

  0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2i T 2i T2

0 0

i T i T2 2 2 2

4
6 2

0 3i T 3i T3 3

i e i A e

1 1
2A A A A e 2AA AA e

n 3 3
n

1 1
A e A e

3 3

  

  

  

  

    
              

   
  

 

  

 های مختلفی را درنظر گرفت:توان موقعیتد، مینباش چه 1و  2برحسب اینکه  حال

0  (1نیز دور از  2و  02دور از  1الف:  0 2 02  &        ) 

0  (1به نزدیک 2و  02دور از  1ب:  0 2 02  &      ) 

0  (1دور از  2و  02بهنزدیک 1پ:  0 2 02  &      ) 

0 (1به نیز نزدیک 2و  02به نزدیک 1ت:  0 2 02  &     ) 

 پردازیم.ها میترتیب به بررسی هرکدام از این حالتبه



۷۰ 

 

 

 

 

 

 

 

   0نیز دور از  2و  02دور از  1الف: 

 صورت زیر خواهد بود.پذیری برای این حالت بهشرط حل

(۱۱۹-۳)  2 2 26 4
1 0 2 3 0 2

0

n n 1
3r A A 2i D A r Ai 2A A A A 0

3

 
        

  
 

( و ۳-۱۰۵نیز از روابط ) bو  a( است. پس در این حالت،  مقدار ۳-۱۰۳ی )ی بالا همان معادلهمعادله

 دست خواهند دمد.( به۱۰۶-۳)

   0به نزدیک 2و  02دور از  1ب:  

(۱۲۰-۳) 2
g i T2 26 4

1 0 2 3 0 1 2 0 3 02

0

hn n5
3r A A 2i D A r Ai m m m e

3 2

 
              

 

از  حالت پاسخ فرکانسی یمعادلهدر این حالت ( است. درنتیجه ۳-۱۰۹ی )ی بالا، همان معادلهمعادله

 دید.دست می( به۳-۱۱۲ی )رابطه

pکه در دیدپیش می هاییهمان موقعیتهای الف و ب، دلیل اینکه در حالت DCV V ها مواجه با دن

. اشدب 02 دور از 1دن بوده کهبرنشده و فرضوارد 1دو حالت هنوز تاثیر، این است که در این بودیم

 شود.می مشخصّکاملا ثیر این فرکانس، أدهیم، تمی قراردو حالتی که در ادامه مورد تحلیل اما در 



 

۷۱ 

 

   0دور از  2و  02نزدیک به 1پ: 

 پذیری در این حالت عبارتست از:شرط حل

(۱۲۱-۳) 

    1 0 00 0

0 0

i Ti T2 2
1 0 2 3 0

i T2 26 4

2

0

r
3r A A 2i D A r Ai e Ae

2

n n 1
2A A A A e 0

3

 



    

  
     
   

   

 ی بالا داریم:معادله برای حلّ

(۳-۲۱۲)  2

1 0 1 0 12   2         

(۳-۳۱۲)  2i T2 26 42
1 0 2 3 0 2

0

5n nr
3r A A 2i D A r Ai Ae A A 0

2 3

      


 

(۳-۴۱۲)  

3 0 2
0 2

3
6 4 2

0 1 22

0

r a r a
a sin( T 2b)

2 4

n n r a5 a
ab 3r cos( T 2b)

3 8 4


    


 

 
       
  

 

(۳-۵۱۲)  

22 23
3 0 6 4 2

0 0 1 2

0

r a n n r a5 a
a ab 3r

2 3 8 4

       
            

       
 

(۳-۲۶۱)  2T 2b    2b     b
2

 
            

(۳-۲۷۱)   

22 23
3 0 0 6 4 2

0 1 2

0

r a a n n r a5 a
a 3r

2 2 3 8 4

       
             

       
 

a در حالت پایدار: 0     

(۳-۲۸۱)  

22 23
3 0 0 6 4 2

1 2

0

r a a n n r a5 a
3r

2 2 3 8 4

        
        

       
 

دور  2و  02نزدیک به 1در حالتی است که  سیستم دله معادله حالت پاسخ فرکانسیاین معاکه 

 .باشد0از 

  0نیز نزدیک به 2و  02نزدیک به  1ت: 



۷۲ 

 

در این حالت که دخرین حالت ممکن است، باید عبارت زیر را برابر صفر قرار  هابرای حذف سکولارترم

 دهیم.

(۱۲۹-۳) 

   1 0 00 0

2 0 0 0

i Ti T2 2
1 0 2 3 0

g i T i T2 26 4
1 2 2 3 2 2

0

r
3r A A 2i D A r Ai e Ae

2

h 5n n
[m m m ]e A Ae 0
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(۳-۰۳۱)  

2

1 0 1 0 1

2

2 0 2 0 2

2   2
 

  

       

      

 

(۳-۱۳۱)  
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i T26 4 2
1 0 2 3 02

0

g i T2

1 2 2 3 2

5n n r
(3r )A A 2i D A r Ai Ae

23

h
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(۳-۲۳۱)  

   

   

g 43 0 2
0 1 2 2 2

3
g 46 4 2

0 1 1 2 2 22

0

h mr a r a
a sin T 2b sin T b

2 4 2

h m5n n r aa
ab 3r cos T 2b cos T b

8 4 23

 
        


 

             

  

(۳-۳۳۱)  
   1 2 2 2

1 2 1 2

T 2b  & T b  = constant 

 2b  & b   2 2

   

           
  

(۳-۴۳۱)  

   

   

g 43 0 2
0 2 2

3
g 46 4 2

0 1 2 22

0

h mr a r a
a sin 2( T b) sin T b

2 4 2
 

h m5n n r aa
ab 3r cos 2( T b) cos T b

8 4 23

 
        


 

             

 

 2T b  b          

a در حالت پایدار: 0 :     

(۳-۵۳۱)  

3
22 3

3 0 6 4 2
0 1 2

0

3
6 42 2

0 1 2

0

22 3
g 4 3 0 6 4 2

0 1 2

0

r a 5n n r aa
a 3r

2 8 43

5n nr a r aa
a 3r

4 8 43

h m r a 5n n r aa
a 3r

2 2 8 43
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۷۳ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم

 نتایج و بحث

 

 

 



۷۴ 

 

 

 

 

 

 

 مقدّمه ۱-۴

ی تحریک پایه را بر دامنه و ولتاژ پیزوالکتریکدر این فصل، تأثیر پارامترهای مختلف سیستم، ازجمله 

میکروسکوپ نیرواتمی بررسی  FGMمنحنی پاسخ فرکانسی مدهای تماسی و متناوب در میکروتیر 

 .ندازیر دمدههای های مواد، در جدولخواهیم کرد. ابعاد هندسی و ویژگی

 مشخّصات فیزیکی و مکانیکی میکروتیر: ۲-۴

 اند.شده نظر گرفتهضرایب و ثوابت زیر برای میکروتیر و نوا در

 ]۶۳[ شدهمشخّصات فیزیکی میکروتیر بررسی :(۴-۱جدول )

L ( m) b ( m) h ( m) R ( m) q ( m) 
0h l 

۲۲۵ ۳۷ ۷ ۸ ۱۸ ۵ 

 

که در وسط  FGMشده در بازار، میکروتیر میکروسکوپ نیرواتمی های ساختهبه اینکه در نمونهباتوجهّ

 بابرابر ،سیلیکون و در طرفین پیزوالکتریک باشد، هنوز وجود ندارد؛ مشخّصات فیزیکی میکروتیر

 در صنعت بسیار کاربرد دارد. کهشده نظر گرفتهدر MikroMasch NSC16نام شده بهساخته یمیکروتیر



 

۷۵ 

 

دمده  (۴-۱جدول )، در FGMات مکانیکی سیلیکون و پیزوالکتریک مورد استفاده در میکروتیر مشخّص

شده،های انجامهمچنین در تمام تحلیل ضریب پواسان است. چگالی و  مدول الاستیسیته،  Eاست. 

p31e ۵۵[ شده استدرنظر گرفته -۹.۲۹با برابر[. 

 ] ۶۳[ شدهمشخّصات مکانیکی پیزوالکتریک و سیلیکون استفاده :(۴-۲جدول )

   (Pa) E (GPa) 

 ۱۶۹.۶۱ ۲۳۳۰ ۰.۲۵ سیلیکون

 ۷۶.۶ ۷۸۰۰ ۰.۳۵ پیزوالکتریک

 

 کنش بین نوا و نمونه دخیل هستند، دورده شده است.، ضرایبی که در برهم(۴-۳)در جدول 

کنش بین نوا و نمونه، مورد نیاز برای تحلیل رفتار ارتعاشی در مد به نیروی برهممربوط پارامترهای :(۴-۳جدول )

 ] ۶۳[متناوب 

 مقدار واحد 

0a nm  ۰.۳۸ 

H J  ۲.۹۶ × ۱۰-۱۹ 

*E GPa  ۱۰.۲ 

airD N.s / m  ۳-۱۰ × ۲.۵۲ 

tsD nN.s / m  ۱۰۵.۵ 

 تأثیر ۴-۳
DCV بر فرکانس طبیعی سیستم: 

صورت مستقیم دهد که بهعی رخ میات ذکرشده، دو حالت برای فرکانس طبیمشخّصبرای سیستمی با 

0ی بین نوا و نمونه که در مد متناوب فاصلهدر مد تماسی و همچنین زمانی ا ولتاژ رابطه دارند.ب 0z a 

ی که در مد متناوب فاصلهزمانی و دیددست می( به۳-۳۱) ( و۲-۹۸های )فرکانس طبیعی از رابطه باشد،

0بین نوا میکروتیر و نمونه  0z a دید.دست می( به۹۵-۳ی )یعی سیستم از رابطهباشد، فرکانس طب 



۷۶ 

 

 

 فرکانس طبیعی سیستم در مد تماسی و قسمت اوّل مد متناوب بر DCVتأثیر (: ۱-۴شکل )

 

 

 سیستم در قسمت دوم مد متناوببر فرکانس طبیعی  DCV(: تأثیر ۲-۴شکل )



 

۷۷ 

 

ولتاژ  شدنترتر و منفیاست، با بزرگ مشخصّ( ۲-۴( و )۱-۴های )که در شکلطورهمان
DCV،  فرکانس

دمده برای دستهای بهی رابطهتوان با مقایسهیابد. این نکته را میمی افزایشدو حالت طبیعی در هر

  نیز دریافت. هابه ضرایب دنتوجهّو رکانس طبیعی ف

0که توان نتیجه گرفت که در قسمت اوّل مد متناوب، یعنی زمانیمی 0z a  است، رفتار فرکانسی

صورت ی نوا تا نمونه بهشویم و فاصلهکه به نمونه نزدیک میسیستم مانند مد تماسی است و زمانی

0 0z a است. البته باز هم همان سیر تغییر را شاهد هستیم.رفتار سیستم اندکی متفاوت شود، می 

 

 

 

 

 :مد تماسی پاسخ فرکانسی تأثیر پارامترهای مختلف بر ۴-۴

1 افتد که(، زمانی اتفاق می۱۱۷-۲ی پاسخ فرکانسی )دلهدر مد تماسی، معا 02   و

p DC AC 1V V V cos( t)   .باشد 

تأثیر این پارامترها  همچنین. شده استبررسی ACVو  DCVر دو متغیّتأثیر ، (۴-۴)( و ۳-۴)دو نمودار در 

 .کنیمبرای چند عدد دلخواه رسم میی نوسان دامنه را بر



۷۸ 

 

 
ACV،فرکانسیپاسخ ر نمودار ب DCVثیر أت(: ۳-۴شکل ) 5 

شوندگی در سیستم ولتاژ اعمالی به پیزوالکتریک، رفتار نرماست،  مشخصّ( ۴-۳طور که در شکل )همان

تم کاسته شوندگی سیسسمت عددهای منفی، از نرمکند. با کاهش ولتاژ از یک عدد مثبت بهایجاد می

هم های پاسخ بههای منحنی، شاخهبه سمت عددهای منفی DCVکردن ولتاژ شود. همچنین با میلمی

 شوند.می نزدیک



 

۷۹ 

 

 

DCV، فرکانسیپاسخ  ر نمودارب ACVیر تأث(: ۴-۴شکل ) 5  

های پاسخ از هم دور های منحنیشاخه ،ACV مقدار افزایشبا بینیم که می( ۴-۴در شکل )همچنین 

 شوند.می

سمت عددهای منفی و همچنین با به DCVتوان نتیجه گرفت که در مد تماسی، با کاهش ولتاژ پس می

 شوند.زدیک میهم نهای پاسخ بههای منحنی، شاخهACVکاهش مقدار ولتاژ 

کهزمانی مد متناوبفرکانسی  تأثیر پارامترهای مختلف بر پاسخ ۵-۴

0 0z a باشد  : 

ترتیب به رسم و بررسی نمودارهای پاسخ دهد که بههای رزونانسی مختلفی رخ میحالت ،در مد متناوب

 پردازیم.فرکانسی هرکدام می
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 (۳-۶۰پاسخ فرکانسی ) تأثیر پارامترهای مختلف بر ۱-۵-۴
 p DCV V 

  )1حالت ب 02    

 

gh، (۶۰-۳)ی فرکانسپاسخ بر  DCV(: تأثیر ۵-۴شکل ) 0.001 

این شود که ظاهر می 2rدر ضریب  ACVاین حالت تأثیری نخواهد داشت. زیرا  بر، ACVتغییر پارامتر 

 ی پاسخ فرکانسی نیامده است.در معادلهضریب 

دهد. هرچه ولتاژ شوندگی رخ میی نرمژ، پدیدهی ولتابا تغییر در اندازهبینیم که ( می۴-۵درشکل )اما 

DCV شودی دن زیاد میو دامنهشده شوندگی سیستم کاستهاز نرم، سمت عددهای منفی میل کندبه.  

نیز  (۲-۴) ( و۱-۴را به نمودارهای ) DCVپاسخ فرکانسی برحسب ولتاژ  توان تغییرات نمودارهایمی

 ربط داد.
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یابد و در شکل بیعی افزایش می، فرکانس طسمت اعداد منفیبه DCVولتاژ  میلم که با یجا دیددر دن

توان شود. پس مییشوندگی سیستم کم ماز میزان نرم در همین شرایط، که( نیز مشاهده شد ۵-۴)

افزایش  در این حالت فرکانس طبیعی سیستم ،سمت اعداد منفیبه DCVولتاژ  نتیجه گرفت که با میل

 شود.شوندگی سیستم کم مییافته و میزان نرم

 

DCV، (۶۰-۳)فرکانسی  بر پاسخ gh(: تأثیر ۶-۴شکل ) 10  

طور که همان. است ghپایه یا ی تحریک و اما موضوعی که فقط در مد متناوب دخیل است، تأثیر دامنه

 یابد.می ی نمودار کاهشدامنه، ghاست، با کاهش  مشخصّ( ۶-۴در نمودار )

درنظر داشته باشید که مقدار  .کنیمرا بررسی می ghهای دیگر مد متناوب نیز تغییر در ادامه برای حالت

gh .عددی بسیار کوچک و در حد میکرو یا نانو است 

 



۸۲ 

 

 (۳-۷۴تأثیر پارامترهای مختلف بر  پاسخ فرکانسی ) ۲-۵-۴

 p DC AC 1V V V cos( t)   

  1( پحالت 0 2 02  &         

 

DCV، (۷۴-۳فرکانسی )بر پاسخ  ACV(: تأثیر ۷-۴شکل ) 5 

کند، در سمت راست ها میرا وارد معادله ACVکه تأثیر  2r(، پارامتر ۷۴-۳پاسخ فرکانسی ) یدر معادله

بر این  ACVشدن شود که مثبت یا منفیرسد. همین موضود باعث میمی ۲معادله قرار دارد و به توان 

 شوند.هم نزدیک میهای پاسخ بهشاخهطور کلیّ با کاهش مقدار این ولتاژ، تأثیر باشد. اما بهیحالت، ب



 

۸۳ 

 

 

ACV، (۷۴-۳) بر پاسخ فرکانسی DCV(: تأثیر ۸-۴شکل ) 10 

دمده برای فرکانس طبیعی دستی بهباید درنظر داشت که رابطه .است( ۴-۳به شکل )این نمودار شبیه

ها یکی نیز برای هر دوی این موقعیت DCVبه فرکانس نسبتکلّی در این دو حالت یکسان است و رفتار 

 است.
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 (۳-۸۱پاسخ فرکانسی ) تأثیر پارامترهای مختلف بر ۳-۵-۴

 p DC AC 1V V V cos( t)   

  1ت( حالت 0 2 02  &      

دخیل هستند  2هم و  1 هم ،که در دن کنیمرا بررسی می (۸۱-۳) ی پاسخ فرکانسیمعادله اکنون

1صورت و حالت رزونانسی به 0 2 02 و       دهد. در این حالت رفتار سیستم اندکی میرخ

به پیزوالکتریک، باهم در ی تحریک پایه و ولتاژ اعمالیدامنه ،درواقع در این حالت متفاوت خواهد بود.

 گذارند.فرکانسی تأثیر میی پاسخ معادله

 

DCV، (۸۱-۳)فرکانسی  پاسخبر  ACV(: تأثیر ۹-۴شکل ) 5 ،gh 0.001 

ها از یابد و شاخهافزایش میی سیستم ، دامنهACVبینیم، با افزایش ( می۹-۴طورکه در شکل )همان

  شوند.هم دور می



 

۸۵ 

 

 

ACV، (۸۱-۳)فرکانسی  بر نمودار پاسخ حالت DCV(: تأثیر ۱۰-۴شکل ) 10 ،gh 0.001 

سمت اعداد به DCV با میل ولتاژ ؛بر پاسخ فرکانسی در این موقعیت، شبیه به گذشته است DCVتأثیر 

. در این حالت، یابددن افزایش می یو البته دامنه شودشوندگی سیستم کاسته می، از میزان نرممنفی

 شوند.هم نزدیک میهای پاسخ بهشاخه
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ACV، (۸۱-۳) بر پاسخ فرکانسی gh(: تأثیر ۱۱-۴شکل ) 10 ،DCV 5 

دهد، شوندگی را تغییر خاصّی نمیی نرمرکانسی، دامنهبر پاسخ ف ghبینیم که تأثیر ( می۱۱-۴در شکل )

سمت چپ حرکت نمودار به ghکند. در واقع با افزایشنمودار به سمت راست یا چپ حرکت می بلکه

 کند.می

 ر است،ثّمؤ 1( که فقط ۶-۴شویم که در شکل )( متوجهّ می۱۱-۴( و )۶-۴ی دو شکل )با مقایسه

شوندگی ی نرمشود و دامنهتری در رفتار سیستم میباعث تغییرات محسوس gh یتغییر در اندازه

بر سیستم اثرگذار هستند،  2و  1که هر دو فرکانس زمانی اما ،کندوضوح تغییر میسیستم نیز به

 گیر نیست.چندان چشم ،gh تأثیر پارامتر

 

 



 

۸۷ 

 

کهزمانیمد متناوب پاسخ فرکانسی تأثیر پارامترهای مختلف بر  ۶-۴

0 0z a :باشد  

کنش بین نوا و سطح نمونه، ی برهمو معادله شدهنوا به نمونه نزدیک  در قسمت دوم مد متناوب،

 .کندتغییر می

 (۳-۱۱۶فرکانسی ) تأثیر پارامترهای مختلف بر پاسخ ۱-۶-۴

 p DCV V
 

 )2 حالت ب 0   

 

DCV،(۱۱۶-۳)فرکانسی بر پاسخ  ghتأثیر (: ۲۱-۴شکل ) 5 



۸۸ 

 

 

gh،(۱۱۶-۳)فرکانسی پاسخ  بر DCVتأثیر (: ۳۱-۴شکل ) 0.001 

 

سمت سیستم به سمت اعداد منفی،به DCVمقدار  کاهشبا بینیم که ( می۱۳-۴( و )۱۲-۴های )در شکل

در  همچنین .گیرندها از هم فاصله میو شاخه شودی دن زیاد میو دامنه کندشوندگی میل میسخت

 .یابندکاهش مییر خطیّ ی ارتعاشات غدامنه ،ghبا کاهش  بینیم کهمی (۱۲-۴شکل )

 در معادله حضور ندارد. 2r تأثیری ندارد چون پارامتر ACVدر این حالت، ذکر است که بهلازم
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 (۳-۱۳۲تأثیر پارامترهای مختلف بر پاسخ فرکانسی ) ۲-۶-۴

 p DC AC 1V V V cos( t)   

  1پ( حالت 0 2 02  &       

 

ACV، (۱۳۲-۳فرکانسی )پاسخ بر  DCV(: تأثیر ۴۱-۴شکل ) 10 ،gh 0.001 

 

 1کنیم که تنها فرکانس ( را بررسی می۱۳۲-۳شرایط رزونانس برای پاسخ فرکانسی ) ،در این حالت

نیست  در این حالت لازم .حالت نیز رفتاری مشابه سایرین دارندر است. نمودارهای این برروی دن مؤثّ

2را بررسی کنیم زیرا  ghتأثیر پارامتر  0   معنای این است که بهgh  ،در رزونانس این حالت

ی ارتعاشات سمت اعداد منفی، دامنهبه DCVکردن با میل بینیم که( می۱۴-۴در نمودار ) دخالتی ندارد.

( ۴-۱۵شوند. همچنین در نمودار )هم نزدیک میهای پاسخ سیستم بهیافته و شاخهخطّی افزایشغیر 

 شوند.هم نزدیک میهای پاسخ بهشاخه ACVبینیم که با کاهش می



۹۰ 

 

 

DCV، (۱۳۲-۳نسی )فرکاپاسخ بر  ACV(: تأثیر ۵۱-۴شکل ) 5  ،gh 0.001 

 

 (۳-۱۳۹فرکانسی ) تأثیر پارامترهای مختلف بر پاسخ ۳-۶-۴

گذارند بر سیستم تأثیر می 2و  1و اما این حالت رزونانسی، همان حالتی است که هر دو فرکانس 

 ترین حالت است.و درواقع جامع

 p DC AC 1V V V cos( t)   

  1( تحالت 0 2 02  &      

ل مد متناوب است. توجهّ داشته به همتای خود در قسمت اوّرفتار سیستم در این حالت، بسیار شبیه

بایکدیگر ایجاد حالت  ،شده و دو فرکانس مختلفحالت به نمونه نزدیکباشید که سیستم در این 

 رزونانسی خواهند کرد.
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DCV،(۳۹۱-۳)فرکانسی پاسخ بر  gh(: تأثیر ۶۱-۴شکل ) 5 ،ACV 10 

 

DCV، (۳۹۱-۳)فرکانسی پاسخ  بر ACV(: تأثیر ۷۱-۴شکل ) 5  ،gh 0.001 
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صورت به 2و  1 رسد که اگر هر دو فرکانسنظر می(، به۱۷-۴( و )۹-۴به نمودارهای )درواقع باتوجهّ

 .سمت راست حرکت خواهد کردبهاندکی نمودار ، ACVافزایش ر باشند، باهمزمان در معادله مؤثّ 

 

AC، (۳۹۱-۳)فرکانسی  پاسخبر  DCV(: تأثیر ۸۱-۴شکل ) 0V 1 ،gh 0.001 

نمودار دو حرکت همزمان  سمت اعداد منفی،به DCV بینیم که با کاهش مقدار( می۱۸-۴ر نمودار )د

 یابد.ی دن افزایش میدامنهو دوم اینکه شده هم نزدیکهای پاسخ بهشاخه ل اینکه، اوّ دهدانجام می

 در این حالت، کاملاً شبیه به همتای خود در قسمت اوّل مد متناوب است. سیستمرفتار 

که دو فرکانس ، درصورتیghو DCV ،ACVتوان نتیجه گرفت که دراثر تغییر پارامترهای طور کلیّ میبه

رفتار در دو حالت متفاوت مد متناوب، تحریک پایه و پیزوالکتریک بایکدیگر دخیل باشند، سیستم 

 دهد.را بروز میمشابهی 
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 فصل پنجم

 هاگیری و پیشنهادنتیجه
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 گیری:نتیجه ۱-۵

 ای که از نمودارهای تغییر فرکانس طبیعی برحسب اوّلین نتیجهDCV گرفت، این است توانمی

 یابد.طبیعی سیستم نیز افزایش میفرکانس ، DCVبا افزایش مقدار که 

 مقدار  با کاهشDCV شوندگی سیستم کاسته ها از نرمدر تمام حالت، سمت اعداد منفیبه

ای که وجود دارد در نمودار یابد. نکتهمی سیستم افزایش ارتعاشات غیر خطیّ یشود و دامنهمی

سمت اعداد به DCVکردن نها در این نمودار، با میل( است که ت۱۱۶-۳ی )مربوط به معادله

 شوند.منفی، شاخه های پاسخ از هم دور می

 های رزونانسی، در برخی از حالتACV طور کلیّ، اگر تأثیری ندارد. اما بهACV  ،افزایش یابد

دو فرکانس تحریک د که هردهتثنا، زمانی رخ میتنها اس .شوندنیز از هم دور میهای پاسخ شاخه

بر علاوه، ACVصورت، با افزایش به پیزوالکتریک، باهم دخیل باشند. دراینپایه و ولتاژ اعمالی

 نیز افزایش خواهد یافت. ی ارتعاشات غیر خطّی، دامنههادورشدن شاخه

  یا پایهتحریک gh ّطور کلیّ، با کاهش ر است. بهتنها در مد متناوب مؤثgh اشات ی ارتعدامنه

اژ اعمالی که دو فرکانس تحریک پایه و ولتید. البته در زمانیابغیر خطّی سیستم کاهش می

به راست یا چپ متمایل نمودار فقط اندکی و تغییر دامنه وجود ندارد  باهم دخیل باشند، عملاً 

 شود.می

 شود که هر سه پارامتر با بررسی نمودارهای موجود، مشاهده میDCV ،ACV وgh  بر رفتار

همواره  DCVنقشی ندارند اما  ghو  DCVرزونانسی،. در برخی شرایط سیستم مؤثرّ هستند

 تأثیرگذار است.
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 :هاپیشنهاد ۲-۵

 شود:تر مسأله، بررسی موارد زیر پیشنهاد میی جامعبرای مطالعه

  .بررسی تأثیر پارامترهای دیگر مسأله بر نمودار پاسخ فرکانسی 

 های دیگر برای تیر درنظرگرفتن جنسFG ترین جنس.بهینه ندورددستو به 
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Abstract:  

 

In this paper, size-dependent behavior of Atomic force microscope microbeam made of 

functionally graded materials (FGMs) in both contact and tapping mode, is investigated 

on the basis of the strain gradient theory. 

The material properties of the microbeam are varying in the direction of the microbeam 

thickness, based on a power law. General presented governing equation and the boundary 

conditions have been specialized for a cantilever beam using in atomic force microscopes 

(AFMs), with silicon in mid-plane and piezoelectric in both sides through thickness. 

The electric excitation loading on the beam is considered to be generated by AC and DC 

interactions; and this point, separates this analysis into two different segments. The effect 

of the tip position, on the vibration of the micro cantilever are also analyzed. 

The analysis of the nonlinear motion of the microbeam is carried out with the employment 

of perturbation theory and multiple scales method. As a Conclusion, the nonlinear 

behavior of the system based on frequency response equation is discussed. 
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