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 تشکر و قدردان

درخت پربار  هیساخته تا در سا بميفداکار نس یکرم، پدر و مادر یشاکرم که از رو یرا بس یخدا

اه کسب علم و دانش تلاش وجودشان در ر هیو از سا رميآنها شاخ و برگ گ شهیو از ر میاسايوجودشان ب

دو  نیکه ا رااست بر بودنم، چ یلياست بر سرم و نامشان دل یکه بودنشان تاج افتخار ینی. والدمینما

ر پ یزندگ یواد نیام بوده اند دستم را گرفتند و راه رفتن را در ا یهست هیوجود، پس از پروردگار ، ما

 بودن و انسان بودن را معنا کردند. ،یدگزن میکه برا یآموختند. آموزگاران بياز فراز و نش

در این مدت توانستم از سپاسگزارم چرا که  اريبس مهدی قناّد دکتر یجناب آقا مياز استاد گرام

سواد و تجربه ایشان نهایت استفاده را بکنم، همچنين از ایشان بابت اینکه فرصت آشنایی من با جناب 

 ند متشکرم.آقای مهندس محمدحسين سوهانی را فراهم کرد

 شانیداشت اچشمیب یهاییو راهنما هایاری ليبه دل جناب آقای مهندس محمدحسين سوهانی از

 کمال تشکر را دارم. تر نمودندآسان میرا برا هایاز سخت یاريکه بس

به اش های صميمانهدلیها و همزبانیها، همفکریبا همهای این راه را از خواهر دلبندم که سختی

الخصوص برادر عزیزم همچنين از برادران گراميم علی تشکر ميکنم. و روشنایی راه تبدیل کرده اميد

گاه من در جناب آقای مهندس وحيد بهادرانی که همواره در طول تحصيل متحمل زحماتم بود و تکيه

 جوابگویی نزدیک مواجهه با مشکلات، و وجودش مایه دلگرمی من بود سپاسگذارم و اميدوارم در آینده

 این همه محبت آنها باشم.

 کمال تشکر را دارم.  دوستان عزیزمهای ها و کمکدر پایان، از همکاری
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نوید بهادرانی دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته مهندسی مکانيک، گرایش طراحی کاربردی دانشکده  نجانبیا

حت های جدار ضخیم تحلّ کامل الاستیک استوانه "نامهانیپامهندسی مکانيک دانشگاه صنعتی شاهرود، نویسنده 

مهدی  یی دکترراهنماتحت  "ی مستوی غیرخطیی الاستیسیتهکمک نظریههای بزرگ بهفشار با تغییر شکل

 شوم.قناد متعهد می
  شده است و از صحت و اصالت برخوردار است. انجام نجانبیاتوسط  نامهانیپاتحقيقات در این 

 ی محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.هاپژوهشیج در استفاده از نتا 

  تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هيچ نوع مدرک یا امتيازی در هيچ جا ارائه نشده  نامهانیپامطالب مندرج در

 است.

   دانشگاه صنعتی شاهرود » نام  و مقالات مستخرج با هستکليه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود» 

 به چاپ خواهد رسيد.«  Shahrood  University  of  Technology» و یا 

 رعایت  هنامانیپادر مقالات مستخرج از  اندبودهتأثيرگذار  نامهانیپااصلی  جینتادست آمدن حقوق معنوی تمام افرادی که در به

 .گرددمی

  شده است ضوابط و اصول ( استفاده هاآنی ابافته، در مواردی که از موجود زنده ) یا  هنامانیپادر کليه مراحل انجام این

 اخلاقی رعایت شده است.

  ل شده است اص، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفادهنامهانیپادر کليه مراحل انجام این

 ت شده است. رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعای

 

 

 تاریخ

 امضای دانشجو                                                                           

 

 

 

 چکیده

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  ،و  افزارهانرم، یاانهیرا یهابرنامهکليه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب

در . این مطلب باید به نحو مقتضی باشدیمد تجهيزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرو

 توليدات علمی مربوطه ذکر شود.

  باشدینمبدون ذکر مرجع مجاز  نامهانیپااستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در. 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  ،و  فزارهاانرم، یاانهیرا یهابرنامهکليه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب
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 چکیده

متقارن محوری تحت  ی جدار ضخيمهای دیفرانسيل حاکم بر استوانهدر پژوهش حاضر، معادله

ی ی الاستيسيتهکمک نظریههای بزرگ بهشکل از مواد ناهمگن و همسانگرد با تغيير شدهساختهفشار، 

های بزرگ در جهت شعاعی دليل وجود تغيير شکلبهشده است. استخراج   (NPET)مستوی غيرخطی

 یدیفرانسيل حاکم از نوع مرتبه ی، معادلهمعادلات سينماتيک  در جملات غيرخطی وجود نتيجه و در

کرنش  ای ومک تئوری اغتشاشات در دو حالت تنش صفحهککه به باشددو غيرخطی با ضرایب متغيرّ می

شرایط انتهایی متفاوت  همچنينای حل شده است. با توجه به معادلات تعادل، شرایط مرزی و صفحه

يلی صورت تحلبه شعاعی جاییبههای شعاعی و محيطی و نيز جاتنش ؛سر آزاد و دو سر بسته استوانه: دو

ضخامت، جنس، شرایط پارامترهای  تأثيرتوجه به نتایج حاصل از حل تحليلی،  دست آمده است. بابه

 سازیاست. مدل ای، بررسی شدهی استوانهپوستهدر جایی و جابه هامرزی و ناهمگنی بر مقادیر تنش

نجام ا ی غيرخطیبراساس تئوری الاستيسيته افزار آباکوسکمک نرمی مذکور بهاجزای محدود استوانه

دهد که روند حل تحليلی ارائه این پژوهش نشان می اند.نتایج دو روش حل با یکدیگر مقایسه شده و

 ای تحت بارگذاری فشاری از دقّت خوبی برخوردار است.های استوانهشده برای پوسته

 

 

 کلیدواژگان

ی مستوی ی الاستيسيتههای بزرگ، نظریهی جدار ضخيم تحت فشار، تغيير شکلاستوانه

 تابعی. ، مواد ناهمگنيرخطی، تئوری اغتشاشاتغ
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 قدمهم -1-1

 های آن،بندیها و طبقهدر این فصل ابتدا در مورد مفاهيم بنيادین پژوهش حاضر، شامل پوسته

ا هآن یاضیسازی رمدل یها، مواد ناهمگن و شيوههای خطی و غيرخطی تحليل پوستهمروری بر تئوری

ی مرتبط، های انجام گرفتهشود. سپس سایر پژوهشمطالبی بيان می 1و در نهایت تئوری اغتشاشات

 گردد.طور مختصر مرور میبه

یک قاعده در طبيعت به شمار روند، یک استثنا هستند و محدود  کهآنهای خطی بيش از سيستم

ودیت در دانش ریاضی است. هرچند مسائل خاطر محدبه های خطی عمدتاًکردن مطالعات به سيستم

سازند، اما مواجهه با مسائل غيرخطی جدید از یک خطی تا حد زیادی نيازهای مهندسی را مرتفع می

ای هاز طرف دیگر، سبب شده تا دستيابی به حل غيرخطیطرف و پيشرفت دانش در جهت حل معادلات 

 دانيم امروزه دیگرطور که میدار گردد. همانای برخورتحليلی برای مسائل غيرخطی از اهميت ویژه

های موجود های تئوری موجود به کدهای عددی نيست، بلکه هدف افزایش دقت مدل، تبدیل مدلمسأله

 هایسازه یسازنهيبههای بزرگ، مکانيک ضربه، سازی مواد، تحليل کرنشهای مختلف )مدلدر زمينه

 .[1] در مسائل غيرخطی است تر واقعيت خصوصاًسازی دقيقهدستيابی به شبي منظوربهغيرخطی و ...( 

ها ها، ورقای به سه گروه کلی تيردر مهندسی مکانيک با توجه به هندسه و بارگذاری، اجزای سازه

 مراتبهبها نسبت به دو بعد دیگر هایی هستند که یک بعد آنشوند. تيرها سازهها تقسيم میو پوسته

ی هاینند. سازههای خمشی، محوری، پيچشی و برش عرضی را تحمل کاست و قادرند بارگذاری تربزرگ

هایی ها سازهروند. ورقهای خاص تير به شمار میها حالتها، اجزای خرپا و ستونها، رشتهماند کابل

ر انتظا معمولاًها )بعد ضخامت( نسبت به دو بعد دیگر کوچک باشد. مسطح هستند که یک بعد آن

ای را عرضی و برش درون صفحهها بتوانند انواع بارگذاری خمشی، محوری، پيچشی، برش ورق رودمی

دليل ضخامت ناچيز تنها قادرند بارهای درون ها هستند که بهتحمل کنند. غشاها حالت خاصی از ورق

                                                 

1 Perturbation Theory 
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ها هایی خميده هستند که ضخامت آنها سازهای شامل کشش و برش را تحمل نمایند. پوستهصفحه

ها ازهترین انواع سترین و متنوعها از فراوانپوسته درواقعنسبت به شعاع انحنا و ابعاد طولی کوچک است. 

داری و انتقال سيال، روند و دارای کاربردهای وسيعی همانند ساخت مخازن نگهدر مهندسی به شمار می

 ها، فضاپيماها، رآکتورهای اتمی و ... هستند.ها، موشکلوله

 هاپوسته -1-2

يفيت رفتاری و مقاومت در برابر نيروها های خميده هستند که از جهت ک، سازهیطورکلبهها پوسته

های تحليلی تقریبی روش. گيرندها قرار میی تکاملی سازهی وارد شده، در بالاترین مرتبهو لنگرها

ميان  دهند. ازها را تشکيل میها بر اساس فرضياتی است که تئوری پوستهموجود برای تحليل پوسته

فتار ی ری برخوردارند. مطالعهادليل کاربرد فراوان، از اهميت ویژهبه ایهای استوانهها، پوستهانواع پوسته

ادامه دارد.  همچنانچندان دور تا به امروز مورد توجه دانشمندان بوده و ی نهها از گذشتهپوسته گونهنیا

ها مت آناند که بتوانند مقاوها بودهی پوستهپژوهان پيگير اعمال تغييرات بر روی هندسه و مادهدانش

 ها را کاهش دهند.های مکانيکی و حرارتی افزایش و در صورت امکان، وزن آنرا در برابر انواع تنش

 هاپوسته بندیدسته -1-2-1

 شوند.بندی میها از دیدگاه هندسی، مادی و رفتاری دستهدر این بخش، پوسته  

 الف( از دیدگاه هندسی

یا سطح مادی در امتداد خط راست خارج از  : از انتقال یک منحنی1ی حاصل از انتقالپوسته

 شود.ی قوس، حاصل میصفحه

ی قوس، : از دوران یک سطح مادی یا منحنی حول محور واقع در صفحه2ی حاصل از دورانپوسته

                                                 

1 Shells of Translation 

2 Shells of Revolution  
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 شود.حاصل می

ز ا ترکوچکای که نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح ميانی آن ی جدار نازک: پوستهپوسته

 باشد. 20/1

از  رتبزرگای که نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح ميانی آن ی جدار ضخيم: پوستههپوست

 باشد. 20/1

 ب( از دیدگاه مادی 

ی پوسته در نقاط مختلف جسم یکسان است و تابع موقعيت : خواص مکانيکی ماده1ی همگنپوسته

 باشد.نقاط نمی

مختلف جسم یکسان نيست و تابع ی پوسته در نقاط : خواص مکانيکی ماده2ی ناهمگنپوسته

 باشد.موقعيت نقاط می

ی پوسته در جهات مربوط به هر نقطه، یکسان ماده (,𝐸)ی همسانگرد: خواص مکانيکی پوسته

 است.

ی پوسته در جهات مربوط به هر نقطه، یکسان ماده (,𝐸)ی ناهمسانگرد: خواص مکانيکیپوسته

 نيست.

 ج( از دیدگاه رفتاری

ر نقطه از پوسته بين شرایط بارگذاری و بدون جایی ه: جابه3های کوچکتغيير شکلپوسته با 

                                                 

1 Homogeneous 

2 Heterogeneous 

3 Small Deformations 
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 ، کوچک است )رفتار خطی از نظر هندسی(.بارگذاری

بين شرایط بارگذاری و بدون جایی هر نقطه از پوسته : جابه1های بزرگپوسته با تغيير شکل

 ی، کوچک نيست )رفتار غيرخطی از نظر هندسی(.گذارربا

انون عمومی کرنش از ق-تنش معادلهها بازگشت پذیرند و : تغيير شکل2با رفتار کشسان پوسته

 د )رفتار خطی از نظر مادی(.کنهوک پيروی می

انون عمومی کرنش از ق-تنش معادلهها بازگشت ناپذیرند و : تغيير شکل3پوسته با رفتار مومسان

 خطی از نظر مادی(.غير)رفتار  کندهوک پيروی نمی

 [2] ایهای استوانههای خطی پوستهیتئور -1-3

 شوند.ی میفی خطی و تئوری تغييرشکل برشی معرالاستيسيته در این قسمت تئوری

 4مستویی تئوری الاستیسیته -1-3-1

ند کطور کامل توصيف میها را بهبعدی هر چند مشخصات رفتاری پوستهی سهتئوری الاستيسيته

-ها امکانکارگيری آنبه و عملاً لی حل معادلات آن بسيار پيچيده بودهشود، وو منجربه حل دقيق می

مجهول  15توان معادله وجود دارد که می 15بعدی، ی سهدر تئوری الاستيسيته یطورکلبهناپذیر است. 

-ی سينماتيک )کرنشی تعادل )تنش(، شش معادلهمعادلات عبارتند از: سه معادلهاین دست آورد. را به

ی تنش )تانسور مؤلفهت عبارتند از: شش کرنش( و مجهولا-ی رفتاری )تنشجایی( و شش معادلهجابه

ایی(. ججایی )بردار جابهی جابهمؤلفهی کرنش )تانسور متقارن کرنش( و سه مؤلفهمتقارن تنش(، شش 

ی دو بعدی را برای توان معادلات بالا را کاهش داد و تئوری الاستيسيتهای میشوندهبا فرضيات ساده

                                                 
1 Large Deformations 

2 Elastic Behavior 

3 Plastic Behavior 

4 Plane Elasticity Theory 
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شود مقاطع مستوی و عمود بر ئوری الاستيسيته مستوی، فرض میکار برد. در تها بهتحليل استوانه

مستوی و عمود بر محور استوانه باقی  همچنانمحور مرکزی استوانه، پس از اعمال فشار و تغيير شکل، 

لاسيک اما برخلاف تئوری ک ؛شوندمانند. در حقيقت کرنش برشی و تنش برشی صفر در نظر گرفته میمی

ود. این شجایی سطح ميانی در نظر گرفته نمیجایی هر نقطه از پوسته برابر جابهههای نازک، جابپوسته

کار برد و ی همگن و همسانگرد بهی جدار ثابت متقارن محوری از مادهبرای استوانه 1تئوری را لامه

 رهای ضخيم مشهودست آورد. تئوری لامه به تئوری کلاسيک استوانهها را بهتوزیع تنش در استوانه

 است.

 ی ضخيم جدار ثابت عبارت است از:معادله دیفرانسيل حاکم بر استوانه

 

(1-1) 𝑑2𝑢𝑟

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑟
−

1

𝑟2
𝑢𝑟 = "𝑟2𝑢𝑟      یا     0 + 𝑟𝑢𝑟′ − 𝑢𝑟 = 0 

 برابر است با: (u𝑟) استوانه شعاعی جاییو جابه

 

(1-2) 𝑢𝑟 = 𝐶1𝑟 +
𝐶2
𝑟

 

𝑟  ،شعاع استوانه𝐶1  و𝐶2 آیند.دست میشرایط مرزی به استفاده از های معادله هستند که باثابت 

 2مرتبه اول تئوری تغییر شکل برشی -1-3-2

ه با شود بلکجایی سطح ميانی توصيف نمیجایی هر نقطه از پوسته با جابهدر این تئوری، جابه

لی طور کد. بهگردجایی آن نقطه نسبت به سطح ميانی بيان میجایی سطح ميانی و جابهمجموع جابه

ی آن علاوه فاصله( به𝑅( برابر است با شعاع سطح ميانی )𝑟ی هر نقطه از پوسته تا محور تقارن )فاصله

                                                 

1 Lame 

2 First-order Shear Deformation Theory 
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 (، یعنی:zنقطه از سطح ميانی )

 

(1-3) 𝑟 = 𝑅 + 𝑧       ,     |
𝑧

ℎ
| < 1 

 صورت زیر است.به ی توخالیجایی شعاعی استوانهوری لامه، جابهبر اساس تئ

(1-4) 𝑢𝑟 = 𝐶1𝑟 +
𝐶2
𝑟
= 𝐶1(𝑅 + 𝑧) +

𝐶2
(𝑅 + 𝑧)

 

 ( را به شکل زیر بازنویسی کرد.4-1ی )معادله توانکمک بسط تيلور میبه

(1-5) 𝑢𝑟 = 𝐶1(𝑅 + 𝑧) +
𝐶2

(𝑅+𝑧)
       ⇒     𝑢𝑟 = 𝑢0 + 𝑢1𝑧 + 𝑢2𝑧

2 +⋯   

توان نوشت. می 𝑧 برحسبای جملهصورت یک چندجایی شعاعی را بهبالا، جابه یمعادلهبر اساس 

𝑧اگر  = 𝑢𝑟ی اول در نظر گرفته شود جایی سطح ميانی است. اگر فقط جملهنشانگر جابه باشد، 0 =

𝑢0 یشود که مشابه تئوری خمشی )تئوری مرتبهمی ميضخای هی صفر پوستهتحليل با تقریب مرتبه 

𝑢𝑟های نازک( و اگر دو جمله در نظر گرفته شود یک در پوسته = 𝑢0 + 𝑢1𝑧  تحليل با تقریب

های نازک( ی دو در پوسته)تئوری مرتبه 1شود که مشابه تئوری فلوگهمی ضخيمهای ی یک پوستهمرتبه

 باشد.می

اینرسی دورانی  آثاربرش، خمش، پيچش و نيز  آثارعلاوه بر اثر نيروهای محوری،  در این تئوری،

ول ی یک به تئوری تغيير شکل مرتبه اتوان در نظر گرفت. تئوری با تقریب مرتبهو ميدان حرارتی را می

در  4تئوری ميندلين همچنيندر تيرها و  3شهرت دارد که تعميم تئوری تيموشينکو 2هرمان-ميرسکی

باشد. در تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، مقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی، پس از ها میقور

                                                 
1 Flugge 

2 Mirsky-Hermann 

3 Timoshenko 

4 Mindlin 
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عمود نيستند. یعنی کرنش برشی و تنش برشی  مانند ولی الزاماًمستوی باقی می همچنانتغيير شکل، 

 شوند.صفر در نظر گرفته نمی

 جایی در این تئوری عبارت است از:ميدان جابه

(1-6) {

𝑈𝑥 = 𝑢 + 𝜙𝑧  
𝑈𝜃 = 𝑣 + 𝛩𝑧  
 𝑈𝑧 = 𝑤 + 𝜓𝑧 

  ⇒     {𝑈} = {𝑢0} + {𝑢1}𝑧 

  

 𝛩 و 𝑣جایی شعاعی و های جابهمعرف مؤلفه 𝜓 و𝑤جایی محوری، های جابهبيانگر مؤلفه   𝜙 و 𝑢که 

ی استوانه از ر نقطهدهنده فاصله هنشان zهستند. همچنين  جایی محيطیهای جابهدهنده مؤلفهنشان

 ی ميانی استوانه است.صفحه

 ای های استوانههای غیرخطی پوستهتئوری -1-4

ای وجود دارند معرفی های استوانههای غيرخطی معروف که درباره پوستهدر این قسمت تئوری

ضخامت پوسته و نيز بزرگ یا کوچک در  آثارها در لحاظ کردن ی این تئوریگردند. تفاوت عمدهمی

، 2یرناب-لور-، فلوگه1های دانلجایی در راستاهای مماسی است. در این قسمت تئورینظر گرفتن جابه

 شود.معرفی می مختصراً 5و تغيير شکل برشی مرتبه اول غيرخطی 4کویتر-، سندرز3نووژیلوف

 تئوری غیرخطی دانل -1-4-1

(. 1-1ت )شکل مفروض اس 𝑙و طول  ℎ، ضخامت 𝑅ای با شعاع ميانگين ی استوانهیک پوسته

ای ارائه شده است. ی استوانه)درجهت شعاعی( یک پوسته wهای بزرگ تئوری دانل برای تغيير شکل

                                                 
1 Donnel’s Nonlinear Theory 

2 The Flügge-Lur’e-Byrne Nonlinear Shell Theory 

3 The Novozholov Nonlinear Shell Theory 

4 The Sanders-Koiter Nonlinear Shell Theory 

5 Nonlinear First-order Shear Deformation Theory 
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 در این تئوری فرضيات زیر برقرارند.

ℎپوسته نازک است؛ .1 ≪ 𝑅,𝐿  

برابر است. بنابراین با توجه به فرض اول،  ℎی بزرگی ضخامت با مرتبه ωخيز ی بزرگی مرتبه .2

𝑤کوچک است؛ یعنی،  Lو  Rابعاد خيز نسبت به  ≪ 𝑅,𝐿  

⁄𝑤 (𝑅𝜕𝜃)��|شيب در هر نقطه کوچک است؛  .3 | ≪ ⁄𝑤 𝜕𝑥��|    و     1 | ≪ 1    

 ی خطی معتبر است.های کرنش کوچک هستند. بنابراین الاستيسيتهلفهتمام مؤ .4

سته قابل ی ميانی پوها در جهت عمود بر رویهیعنی، تنش ؛برقرار است 1کيرشهف-فرضيات لوو .5

ای هکنند. این فرضيات تقریبصورت خطی با ضخامت تغيير میها بهنظر هستند و کرنشصرف

های نازک هستند. هرچند، در حضور بارهای خارجی عمود بر سطح پوسته، خوبی برای پوسته

ها )به جز در همسایگی ی آنآیند، حتی اگر اندازهها در جهت نرمال نيز به وجود میتنش

 تر باشد.ها کوچکی متمرکز( از سایر تنشبارها

                                                 

1 Love-Kirchhoff Hypotheses 
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 .[2]ه ی سطح مقطع پوستشده)ب( نمای بزرگ ها،جایی)الف( ابعاد و جابه ای؛ی استوانهپوسته 1-1شکل 

جایی تنها جابه–کرنش یمعادلهسيار کوچک هستند و در ب 𝑣 و 𝑢های مماسی جاییجابه .6

 شود.نظر میشود. از سایر جملات غيرخطی صرفدیده می  wجملات غيرخطی شامل

 𝑢1 ،𝑢2محوری، محيطی و شعاعی به ترتيب با  هایای دلخواه از پوسته در جهتجایی نقطهجابه

-1)شکلی ميانی پوسته است رویهای روی جایی نقطهجابه 𝑤و  𝑢 ،𝑣 که ،شودنشان داده می 𝑢3و 

1.) 𝑢3  و𝑤 جایی زیر ، ميدان جابه5شوند. با توجه به فرض شماره به سمت بيرون مثبت فرض می

 شود.برای پوسته در نظر گرفته می

 الف( 1-7)

 ب( 1-7)

 پ( 1-7)

𝑢1 = 𝑢(𝑥,𝜃) − 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
   

𝑢2 = 𝑣(𝑥,𝜃) −
𝑧

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
 

𝑢3 = 𝑤(𝑥,𝜃) 
 .شوندهای کرنش به شکل زیر محاسبه میمؤلفهنظر گرفتن معادلات سينماتيک غيرخطی،  با در
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 الف( 1-8)

 ب( 1-8)

 پ(1-8)

𝜀𝑥 = 𝜀𝑥,0 + 𝑧𝑘𝑥    

𝜀𝜃 = 𝜀𝜃,0 + 𝑧𝑘𝜃 

𝛾𝑥𝜃 = 𝛾𝑥𝜃,0 + 𝑧𝑘𝑥𝜃 

ی ميانی و های رویهکرنش ،پوشی شودچشم 𝑅در برابر  𝑧از اگر پوسته نازک فرض شود، یعنی 

 آیند. دست میزیر به یمعادلهتغييرات انحنا از 

 

الف( 1-9)  𝜀𝑥,0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

   

𝜀𝜃,0 ب( 1-9) =
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
+
1

2
(
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)
2

 

𝛾𝑥𝜃,0 پ( 1-9) = 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃
 

𝑘𝑥 ت( 1-9) = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝑘𝜃 ث( 1-9) = −
1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
 

𝑘𝑥𝜃 ج( 1-9) = −
2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
   

ای های استوانهای کامل و یا پانلهای استوانهتوان برای تحليل پوستهاخير می یاهمعادلهاز 

 های ناقص( استفاده کرد.)پوسته

 عاعی جایی شای متناظر با تنش صفر اوليه با جابههای استوانههای هندسی اوليه برای پوستهنقص

𝑤0 پ( 7-1شود. بنابراین )دیده گرفته میای ناصفحهی درونشود، نقص هندسی اوليهنشان داده می

 شود.ی زیر تبدیل میبه معادله
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(1-10) 𝑢3 = 𝑤(𝑥,𝜃) + 𝑤0(𝑥,𝜃)  

 𝑤0نظر از جملاتی که تنها تابع سينماتيک غيرخطی و صرف یمعادله( در 10-1گذاری )با جای

الف( تا   9-1زیر جای معادلات )صفر هستند(، معادلات  و تنشهستند )چرا که متناظر با حالت اوليه 

 گيرند.پ( را می 1-9)

 

 الف( 1-11)

 ب( 1-11)

 پ( 1-11)

𝜀𝑥,0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

𝜀𝜃,0 =
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
+
1

2
(
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)
2

+
1

𝑅2
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

 

𝛾𝑥𝜃,0 = 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

 

 بایرن-لور-تئوری فلوگه -1-4-2

تئوری دانل نيز معتبر  6فرض  همچنينشود. نظر میدر این تئوری از فرض نازکی پوسته صرف

 شود.جایی به شکل زیر در نظر گرفته مینابراین ميدان جابهنخواهد بود. ب

 

 الف( 1-12)

 ب( 1-12)

 پ( 1-12)

𝑢1 = 𝑢 − 𝑧
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥
              

𝑢2 = 𝑣 −
𝑧

𝑅
(
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
− 𝑣) 

𝑢3 = 𝑤 + 𝑤0 

 .گرددتوجيه می 2-1راحتی با توجه به شکل جایی اخير بهميدان جابه

شود و برای در نظر گرفتن پوشی نمیدر این تئوری از ضخامت در برابر شعاع استوانه و طول چشم

 شود.های زیر استفاده میضخامت از تقریب آثار

 الف( 1-13)

 ب( 1-13)

1

𝑟
=

1

𝑅 + 𝑧
=
1

𝑅
[1 −

𝑧

𝑅
+ 𝑂(𝑧 𝑅⁄ )2] 
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1

𝑟2
=

1

(𝑅 + 𝑧)2
=
1

𝑅2
[1 −

2𝑧

𝑅
+ 𝑂(𝑧 𝑅⁄ )2]  

 

𝑂(𝑧که  𝑅⁄ 𝑧)با  مرتبههمعددی کوچک  2( 𝑅⁄ شود. با در نظر نظر میاست که از آن صرف 2(

  کنند.ها و انحناها نسبت به تئوری دانل به شکل زیر تغيير میگرفتن این دو تقریب، کرنش

 

 واقع بر سطح ميانی. Qی دلخواه و نقطه Pی دلخواه جایی نقطهجابه 2-1شکل 

 .[2])ب( مقطع عرضی  )الف( مقطع طولی،

  

𝜀𝑥,0 الف( 1-14) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
[(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

] +
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥
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 ب( 1-14)

𝜀𝜃,0 =
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
+

1

2𝑅2
[(
𝜕𝑢

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣)

2

]

+
1

𝑅2
[
𝜕𝑤0
𝜕𝜃

(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) + 𝑤0 (

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤)] 

 

 پ( 1-14) 

𝛾𝑥𝜃,0 = 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

+
1

𝑅
[
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) +

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑤0] 

𝑘𝑥 ت( 1-14) = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥2
−
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
)
2

 

 ث( 1-14)
𝑘𝜃 = −

1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
−
𝑤

𝑅2
−
𝑤 +𝑤0
𝑅3

(𝑤 +
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+
𝜕𝑣

𝜕𝜃
) −

𝑤

𝑅3
(𝑤0 +

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

)

− 
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
( 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
) −

1

𝑅3
𝜕𝑣

𝜕𝜃

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
 

 ج( 1-14)

𝑘𝑥𝜃 = −
2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
)

+
1

𝑅2
𝜕𝑉

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
) −

1

𝑅2
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
(𝑤 +

𝜕𝑣

𝜕𝜃
) −

𝑤0
𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃

−
1

𝑅

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
1

𝑅2
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 

 آید.دست میبه 𝑧 نظر از جملات مرتبه بالایفوق با صرف یمعادله

 نووژیلوف غیرخطیتئوری  -1-4-3

تر در نظر جایی به شکل پيچيده(، ميدان جابه1953) نووژیلوفی بر اساس تئوری غيرخطی پوسته

 شود.ه میگرفت

 الف( 1-15)

 ب( 1-15)

 پ( 1-15)

𝑢1 = 𝑢 + 𝑧𝜃   

𝑢2 = 𝑣 + 𝑧𝜓 

𝑢3 = 𝑤 + 𝑤0 + 𝑧𝑋𝑖 

 که
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 الف( 1-16)

 ب( 1-16)

 ت( 1-16)

 𝜃 = −
𝜕(𝑤 +𝑤0)

𝜕𝑥
(1 +

1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
) +

1

𝑅2
(
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
− 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝑤0
𝑅
   

𝜓 = −
1

𝑅
 (
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
− 𝑣) (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝑋𝑖 ≅  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤 + 𝑤0
𝑅

 +
1

𝑅
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤 +𝑤0) −

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

که تارهای مستقيم و عمود بر سطح ميانی ض این( را با فر16-1( و )15-1) معادله نووژیلوف

 1مانند و دچار درازشپوسته پس از تغيير شکل همچنان مستقيم و عمود بر سطح ميانی باقی می

تئوری دانل )تغييرات خطی  5آورد. این فرض جای بخش دوم در فرض شماره  دستبهشوند، نمی

 نيز برقرار نيست. 6ض فر همچنينگيرد. ها در راستای ضخامت( را میکرنش

یر برای های زخطی، عبارتسينماتيک غير معادله( در 16-1( و )15-1جایی )گذاری ميدان جابهبا جای

 آید.دست میتغييرات انحنای پوسته به

 الف( 1-17)

𝑘𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
) +

𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

+
1

𝑅2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃
(−𝑣 +

𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
) +

1

𝑅2
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝜃

−
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥2
(
𝑤

𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑤0
𝑅

 

                                                 
1 Elongation 
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 ب( 1-17)

𝑘𝜃 = −
1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
𝑤 + 𝑤0
𝑅

( 
1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
−
1

𝑅2
𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
2

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

−
𝑤

𝑅3
𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

−
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
( 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
)

+
1

𝑅2
𝜕𝑣

𝜕𝜃
( 
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 3

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 
1

𝑅

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
) +

1

𝑅3
𝜕2𝑣

𝜕𝜃2
(
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
− 𝑣)

+
1

𝑅3
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) −

1

𝑅2
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

𝑅3
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥

𝜕2ʋ

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
 

 پ(1-17)

𝑘𝑥𝜃 = −
2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
−
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
1

𝑅2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
(−

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
−
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
)

+
𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝑣

𝑅2
(
1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝜕(𝑤 +𝑤0)

𝜕𝑥
)

+
1

𝑅2
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃
( 
1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜃
) +

1

𝑅2
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(
𝑤 + 𝑤0
𝑅

+
2

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
1

𝑅

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝜃2
+ 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

+
𝜕(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥
(
1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
) −

2

𝑅

𝜕2(𝑤 + 𝑤0)

𝜕𝑥𝜕𝜃
(
𝑤

𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

−
2𝑤0
𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
 

-لور-تئوری فلوگه معادلهی ميانی پوسته با جایی رویهجابه-کرنش معادله، نووژیلوفدر تئوری 

ير در ده، تغيپيچي معادلهمطابقت دارد. بنابراین تنها تفاوت ایجاد شده ناشی از استفاده از این  بایرن

 انحناها و پيچش است.

 کویتر-سندرز غیرخطیتئوری  -1-4-4

. [3] ی غيرخطی پوسته را در شکل تانسوری ارائه دادتئوری بهبود یافته 1963سندرز در سال 

ادلات دست آمد، که منجر به معيز بهن 1966تر در سال مان با او، همين معادلات توسط کویهمز تقریباً

یافتن  رمنظوبههای قبل گردید. این معادلات با در نظر گرفتن فرضيات مشابه با تئوری کویترسندرز 

ای دست آمدند و برمرتبه بههای ریاضی منطبق با مکانيک پوسته و نيز نگه داشتن جملات همعبارت

 6ین فرض شماره های کوچک مناسب هستند. بنابراهای محدود با کرنش کوچک و دورانتغيير شکل
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ی های رویهگردد. کرنشپوشی میهای عرضی چشماز برش همچنينتئوری دانل برقرار نخواهد بود. 

 آیند.دست میزیر به معادلهميانی و نيز تغييرات انحناها از 

 

 الف( 1-18)

 
𝜀𝑥,0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+
1

8
(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
)
2

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

 ب( 1-18)
𝜀𝜃,0 =

1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
+

1

2𝑅2
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣)

2

+
1

8
(
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
 )
2

+
1

𝑅2
𝜕𝑤

𝜕𝜃
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) 

𝛾𝑥𝜃,0 = 
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) +

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

 

𝑘𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝑘𝜃 = −
1

𝑅2
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
) 

𝑘𝑥𝜃 = −
2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

2𝑅
(3
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
) 

 پ(1-18)

 )ت 1-18)

 ث(1-18)

 ج( 1-18)

 ر، خطی هستند. کویت-ا توجه به تئوری غيرخطی سندرزتغييرات انحنا و پيچش ب

 تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول غیرخطی -1-4-5

 2و چاندراشخار 1ها نخستين بار توسط ردیتئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول غيرخطی پوسته

برای  𝜙2و  𝜙1دو دوران و   𝑢 ،𝑣،𝑤جایی ته، سه جابهوابس متغيرمعرفی شد. از پنج  1985در سال 

درز ی جدارضخيم تئوری سنتوان نسخهشود. این تئوری را میتوصيف تغيير شکل پوسته استفاده می

 برای جملات خطی و تئوری غيرخطی دانل برای جملات غيرخطی دانست. 

گردد. در استخراج معرفی می 𝑦و 𝑥دو راستای ی با انحنا دردر این بخش این تئوری برای یک پوسته

 معادلات این بخش فرض بر این است که انحناها در تمام نقاط ثابت باشند.

های انحنای اصلی کوچک ( ضخامت پوسته در مقایسه با شعاع1فرضيات این تئوری عبارتند از: )

                                                 

1 Reddy 

2 Chandrashekhara 
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 𝜎𝑧( تنش نرمال عرضی 2است. )ضخيم مناسب  نسبتاًهای بنابراین این تئوری تنها برای پوسته ؛است

به جز در نزدیکی  𝜏𝑦𝑧و  𝜏𝑥𝑧در مقایسه با  𝜎𝑧توان نشان داد که پوشی است. در حالت کلی، میقابل چشم

شمار خيم بهض نسبتاًهای های پوسته، کوچک است. بنابراین، این تئوری تقریب خوبی از رفتار پوستهلبه

ند، مانمستقيم باقی می همچنانی ميانی پوسته پس از تغيير شکل مود بر رویه( خطوط ع3رود. )می

 کيرشهف در این تئوری برقرار نيست.-لوو فرضيات ی ميانی نيستند. یعنیعمود بر رویه لزوماً اما 

 شود.زیر توصيف می معادلهکمک ی دلخواهی از پوسته بهجایی نقطهميدان جابه

 الف( 1-19)

 ب( 1-19)

 پ( 1-19)

𝑢1 = (1 + 𝑧 𝑅𝑥⁄ )𝑢 + 𝑧𝜙1   

𝑢2 = (1 + 𝑧 𝑅𝑦⁄ )𝑣 + 𝑧𝜙2 

𝑢3 = 𝑤 + 𝑤0    

( 𝑧های مراتب بالاتر )برحسبتوان با اضافه کردن جملات مشابه به ميدان برداری فوق، به تئوریمی

 نيز دست یافت.

 ،نظر از جملات غيرخطیرفاند، با صهای برشی عرضی کوچک فرض شدهجا که کرنشاز آن

 آید.دست میمعادلات سينماتيک زیر برای برش عرضی به

 الف( 1-20)

 ب( 1-20)

𝛾𝑥𝑧 = 
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
1

𝑅𝑥(1 + 𝑧 𝑅𝑥⁄ )
(
𝜕𝑢3
𝜕𝜓

− 𝑢1) 

𝛾𝑦𝑧 = 
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

+
1

𝑅𝑦(1 + 𝑧 𝑅𝑦⁄ )
(
𝜕𝑢3
𝜕𝜃

− 𝑢2) 

𝑧 نظر از جملات شامل ای هستند. با صرفمختصات زاویه 𝜃و  𝜓 فوق، یمعادلهدر  𝑅𝑥⁄ و𝑧 𝑅𝑦⁄ 

 آید.دست میجایی زیر برای تغيير شکل برشی مرتبه اول بهجابه-کرنش معادله

𝜀𝑥 الف( 1-21) = 𝜀𝑥,0 + 𝑧𝑘𝑥   
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 ب( 1-21)

 پ( 1-21)

 ت( 1-21)

 ث( 1-21)

𝜀𝑦 = 𝜀𝑦,0 + 𝑧𝑘𝑦 

𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦,0 + 𝑧𝑘𝑥𝑦 

𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧,0 

𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑦𝑧,0 

 که

 الف( 1-22)

 ب( 1-22)

 پ( 1-22)

 ت( 1-22)

 ث( 1-22)

 ج( 1-22)

 چ( 1-22)

 ح( 1-22)

𝜀𝑥,0 =
1

𝑅𝑥
(
𝜕𝑢

𝜕𝜓
+ 𝑤) +

1

2𝑅𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝜓
)
2

+
1

𝑅𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝜓

𝜕𝑤0
𝜕𝜓

 

𝜀𝑦,0 =
1

𝑅𝑦
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) +

1

2𝑅𝑦2
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
)
2

+
1

𝑅𝑦2
𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

 

𝛾𝑥𝑦,0 = 
1

𝑅𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
1

𝑅𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝜓
+

1

𝑅𝑥𝑅𝑦
(
𝜕𝑤

𝜕𝜓

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤0
𝜕𝜓

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤

𝜕𝜓

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝛾𝑥𝑧,0 = 𝜙1 + (
1

𝑅𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝜓
− 𝑢) 

𝛾𝑦𝑧,0 = 𝜙2 + (
1

𝑅𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) 

𝑘𝑥 =
1

𝑅𝑥

𝜕𝜙1
𝜕𝜓

 

𝑘𝑦 =
1

𝑅𝑦

𝜕𝜙2
𝜕𝜃

 

𝑘𝑥𝑦 =
1

𝑅𝑦

𝜕𝜙1
𝜕𝜃

+
1

𝑅𝑥

𝜕𝜙2
𝜕𝜓

+
1

2
(
1

𝑅𝑦
−
1

𝑅𝑥
)(

1

𝑅𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝜓
−
1

𝑅𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝜃
) 

با توجه به معادلات بالا، توزیع کرنش عرضی در ضخامت ثابت است که منجر به تنش برشی ثابت 

ا یک تقریب هکنند؛ بنابراین نتيجه تنوضوح برشی را تحمل نمیالایی و پایينی پوسته بهشود. سطوح بمی

اوليه است. توزیع واقعی تنش برشی در ضخامت شبيه به سهمی است و در سطوح بالا و پایين دارای 

ضروری است که یک ضریب تصحيح برشی  مقدار صفر است. به همين دليل، برای ملاحظات تعادل،

 چه که هستند، محاسبه نشوند.ها بيش از آنعرضی در معادلات وارد شود تا تنش
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 ی مستوی غیرخطیی الاستیسیتهتئور -1-4-6

شتتود مقاطع مستتتوی و عمود بر تئوری الاستتتيستتيته مستتتوی، فرض می این تئوری همانند . در

مستوی و عمود بر محور استوانه باقی  همچنانمحور مرکزی استوانه، پس از اعمال فشار و تغيير شکل، 

این  با این تفاوت که در شوند؛یمانند. در حقيقت کرنش برشی و تنش برشی صفر در نظر گرفته ممی

شکل ستخراج معادلات در. شوندهای بزرگ نيز در نظر گرفته میتئوری تغيير  ئوری این ت ،این بخش ا

های بزرگ در راستای شعاعی ای در حالت تقارن محوری کامل و تغيير شکلاستوانه یبرای یک پوسته

 شوند.به صورت زیر ساده میجایی جابه-بنابراین معادلات کرنشگردد. معرفی می

(1-23) 

{
 
 

 
 𝜀𝑟 = 𝑢𝑟,𝑟 +

1

2
(𝑢𝑟,𝑟)

2

 𝜀𝜃 =
𝑢𝑟
𝑟
+
1

2
(
𝑢𝑟
𝑟
)2      

 𝜀𝑥 = 𝑢𝑥,𝑥                      

 

ه وطرض مرباز فاستفاده شده است؛ و  غيرخطی ی مستویالاستيسيتهدر پژوهش حاضر، از تئوری 

با  نشود؛ بنابرایدر راستای شعاعی و تقارن محوری کامل استوانه استفاده می های بزرگتغييرشکلبه 

ی محيطی لفهؤجایی محيطی و مشتق نسبت به ماز جابه مسألهتوجه به تقارن محوری موجود در 

 شود.نظر میمختصات صرف

 مواد ناهمگن تابعی  -1-5

خواص از قبيل مقاومت مکانيکی، مقاومت حرارتی،  دليل یکنواختیمواد همگن و همسانگرد به

هایی در صنایع مقاومت در برابر خوردگی و سایش، مقاومت در برابر خزش و خستگی و ... محدودیت

د انرو دانشمندان همواره در تلاش بودهکنند. ازیننظامی، هوا فضا، نفت و گاز، خودروسازی و ... ایجاد می

 1940ی ها( در پایان دهه)کامپوزیت مرکّبی مواد برتر استفاده کنند. ایدهکه از مواد جدید با خواص 

 به وجودی ناهمساز از دو یا چند ماده بمرکدر صنایع دریایی عملی شد. مواد  1950ی و آغاز دهه

آیند که خواص فيزیکی متفاوت و گاهی ناسازگار دارند. این عدم سنخيت رفتار مواد، باعث تمرکز می

ها شود. کامپوزیتها در اثر بارگذاری همزمان مکانيکی و حرارتی میایجاد گسستگی در مرز لایهتنش و 
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از دیدگاه مکانيکی  تند. امااز دیدگاه متالورژی )ميکروسکوپی(، ناهمگن و ناهمسانگرد هس

 شوند.قی میکروسکوپی(، همگن و ناهمسانگرد تل)ما

و پس از وی  [4] کردبندی را فرمول بمرک ی اجسام( تئوری الاستيسيته1950لخنيتسکی )

( تئوری 1974. وینسون )های کامپوزیتی را ارائه نمودندها و پوستههای حاکم بر ورقدیگران، تئوری

ار برد و بين نتایج کهای کامپوزیتی بهکلاسيک و تئوری تغيير شکل برشی را در تحليل استاتيکی پوسته

 .[5] ای انجام داددو روش مقایسه

هندسی های مبا دارا بودن نسبت استحکام به وزن و سفتی به وزن بالا، تاکنون در کاربرد بمرکمواد 

د. فلزات دماهای بالا نيستنسنتی قادر به تحليل  بمرکاند. اما مواد مختلف با موفقيت به کار گرفته شده

ها نيز ناند؛ اما آپذیری بالای خود مورد استفاده قرار گرفتهنيز ساليان طولانی به خاطر استحکام و شکل

ها در برابر گرما مقاومت خوبی از خود نشان دهند. سراميکدر دماهای بالا استحکام خود را از دست می

 گيرد.الشعاع قرار میپذیری پایين تحتشکل ها به خاطردهند، ولی استفاده از آنمی

اند. توجه زیادی را به خود جلب کرده FGMتحت عنوان  مرکبهای اخير گروهی از مواد در دهه

فلز و سراميک( تشکيل  معمولاً است که از فازهای مختلفی از مواد ) بمرکی نوعی ماده FGی یک ماده

تغييرات پيوسته و  FGی دهنده، خواص مادهتشکيل شده است. با تغيير تدریجی نسبت حجمی مواد

کنند که منجر به از بين رفتن مشکلات مربوط به سطوح مشترک دو ماده و تمرکز نرمی را تجربه می

ا هپذیری و سراميکای از خواص فلزات مانند استحکام و شکلگردد. در این نوع از مواد مجموعهتنش می

ی صورت شماتيک تفاوت بين ماده، به3-1شکل  ،قابل حصول هستند ماًمانند مقاومت حرارتی بالا توأ

 دهد.ی ناهمگن تابعی را نشان میو ماده مرکبی همگن، ماده
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 .[6] و ناهمگن تابعی مرکبتفاوت تغيير در خواص بين مواد همگن،  3-1شکل 

 FGمواد  یتاریخچه -1-5-1

در سازمان هوایی ژاپن  1984ی مواد ناهمگن تابعی توسط نينو و همکاران در سال مفهوم اوليه

ی . مرحله[7] ر این کشور شروع شدسنجی توليد آن دمطالعات امکان 1986مطرح گردید و از سال 

در ژاپن انجام  1989تا  1987های طی سال« فناوری گسترش مواد ناهمگن تابعی»ی ملی اول پروژه

 توليد یک ،ی پيشنهادیشد. در این پروژه سه گروه ساخت، پردازش و ارزیابی حضور داشتند. نظریه

ل گرادیان حرارتی مناسب ها با  مقاومت حرارتی بالا و تحمی جدید بود که با استفاده از سراميکماده

ه ای که تغييرات تدریجی مادو فلزات با مقاومت مکانيکی بالا و ضریب هدایت حرارتی مناسب، به گونه

نيکی ی شاتل فضایی و نيز شرایط مکای بيرونی دماغهاز سراميک به فلز انجام پذیرد تا شرایط دمایی لایه

سازی دستيابی به هدف پروژه که ساخت و آماده ی درونی شاتل ارضا شود. پس ازو جوشکاری لایه

 2000متر که قادر به تحمل دماهایی در حدود ميلی 10تا  1متر و ضخامت ميلی 30قطعاتی به قطر 

دانشمندان ژاپنی، نتایج پژوهش خود را در اولين  کلوین بودند؛ 1000دمایی در حدود  کلوین و اختلاف

 1990-91ی دوم پژوهش ملی ژاپن در همگان قرار دادند. مرحلهدر اختيار  1990سمپوزیوم جهانی در 

 یمتر برای استفاده در قسمت پایينی دماغهميلی 300انجام شد که منجر به ساخت ورق مربعی به ابعاد 

ی سفينه شد. متر برای استفاده در نوک مخروطی دماغهميلی 50کره به قطر ی فضایی و یک نيمسفينه

و به  FGبرگزار شد و پس از آن، مطالعات بر روی مواد  1992واد ناهمگن تابعی در دومين سمپوزیوم م
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 هایی از این جنس فراگير شد.ویژه سازه

نگاشته و منتشر شده است. بر اساس  FGهای مختلف مواد تاکنون منابع مختلفی در مورد جنبه

تی تر بر روی تحليل تنش حرارشتوان نتيجه گرفت که نخستين تحقيقات بر روی این مواد بيها میآن

ست. اما بعدها جنبه ست متمرکز بوده ا شک شات و و مکانيک  های دیگری مانند خمش، کمانش، ارتعا

 ها نيز مورد توجه قرار گرفت.ها و پوستهها مانند ورقپایداری انواع سازه

 سازی ریاضی مواد ناهمگن تابعیمدل -1-5-2

توصيف  معمولاًشود. همگن و با خواص مختلف ساخته میزیادی با دو فاز مختلف از مواد  FGمواد 

 اطلاعاتی در مورد توزیع درصد حجمی در دسترس نيست. احتمالاًدقيقی از ریزساختار این مواد، به جز 

ها FGM مؤثرکند، خواص در جهت گرادیان خواص تغيير می تدریجاًچون درصد حجمی هر فاز 

سازی و راه برای مدل کردن مواد ناهمگن تابعی وجود دارد: مدلد نيز در این راستا متغير است. عمدتاً

تغييرات  ،شود درصد حجمیدر روش اول فرض می .4-1 شکلهمگن و مدل تغيير پيوسته، نيمه

دهنده لایه است که در هر لایه درصد حجمی مواد تشکيلصورت لایهبه FGی ای دارد و مادهناپيوسته

 سازی عددی با این روش صورت گرفته است.لثابت است. در پژوهش حاضر مد

م ریاضی که برای شود. سه مدل مهی خواص با توابع ریاضی مدل میدر روش دوم، توزیع پيوسته

شوند عبارتند از: )الف( توزیع توانی، )ب( توزیع نمایی و )پ( توزیع کسر ر گرفته میتوزیع خواص در نظ

  است.در نظر گرفته  توانی صورتخواص به در پژوهش حاضر حل تحليلی با توزیع حجمی.

 )الف( توزیع توانی

ود ش. در این روش توزیع، فرض میشود( استفاده میایاستوانهمختصات قطبی )از این توزیع در 

𝑟خواص به نسبت شعاعی 

𝑟𝑖
 وابسته باشد. 
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(1-24) 𝑃(𝑟,𝑇) = 𝑃𝑖(𝑇) (
𝑟

𝑟𝑖
)
𝑛

 

 

 )الف( مدل نيمه همگن، )ب( مدل تغيير پيوسته.  FGMی مدل تحليلی یک لایه 4-1شکل 

مقدار این فشار را در  iPمورد نظر است و  یحرارت ایخاصيت مکانيکی  P(، 23-1ی )در معادله

دهد که خواص مواد مستقل از میبيانگر دماست و نشان  T، همچنيندهد. را نشان می 𝑟𝑖شعاع داخلی 

 ی شکل توزیع خاصيت است.کنندهثابت ناهمگنی است و مشخص nبعد دما نيستند. عدد بی

 )ب( توزیع نمایی

وزیع شود. این شکل از تکمک تابع نمایی توصيف میوزیع، وابستگی خواص به موقعيت بهدر این ت

 نيز تنها در مختصات قطبی کاربرد دارد.

 

(1-25) 𝑃(𝑟,𝑇) = 𝑃𝑖(𝑇)𝑒𝑥𝑝(𝑛 (
𝑟

𝑟𝑖
− 1)) 

 )پ( توزیع کسر حجمی

 شود.در این روش توزیع خواص به شکل زیر در نظر گرفته می
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(1-26) 𝑃(𝑥𝑔,𝑇) = (𝑃𝑓(𝑇) − 𝑃𝑖(𝑇))𝑉𝑓(𝑥𝑔) + 𝑃𝑖(𝑇) 

ماده وابسته است: یکی در دو روش قبل، در این روش خاصيت ماده در هر نقطه به دو  برخلاف

کسر حجمی است و 𝑉𝑓  (،25-1ی )در معادله .(𝑃𝑓( و دیگری در انتهای آن )𝑃𝑖ابتدای گرادیان خواص )

 شود.به شکل زیر تعریف می

(1-27) 𝑉𝑓(𝑥𝑔) = (
𝑥𝑔 − (𝑥𝑔)𝑖

(𝑥𝑔)𝑓 − (𝑥𝑔)𝑖

)

𝑛

 

𝑖(𝑥𝑔)ای در جهت گرادیان خواص است. ی طولی یا زاویهمختصه 𝑥𝑔 بالا، معادلهدر 
موقعيت در  

𝑓(𝑥𝑔)ابتدای گرادیان و
 موقعيت در انتهای گرادیان است. 

 تحلیل مجانبی -1-6

های تحليلی مسائل پيچيده است. در سال ابزاری قدرتمند برای یافتن تقریب 1یمجانبتحليل 

گذاری کردند. بعدها پرانتل را پایه 2های مجانبیاستيلتيس در مقالاتی جداگانه بسط ، پوانکاره و1886

ی حرکت سيال در اطراف یک جسم، در مورد حرکت یک ایرفول در هوا ای درباره، مقاله1905در سال 

 لهمسأ شود. حل ایناستوکس با عدد رینولز بالا توصيف می-کمک معادلات ناویربه مسألهنوشت که این 

گردید. بر اساس تئوری اغتشاشات، حل یک  3)نامنظم( تکين به وجود آمدن روش اغتشاشاتسبب 

تئوری  شود.ای نخست یک بسط مجانبی یا بسط اغتشاشی بيان میصورت چندجملهبه مسأله

يق آن که پاسخ دق یامسئلهریاضی است که برای یافتن پاسخ تقریبی برای  یهاروششامل  اغتشاشات

ط ه مرتبألمس . یافتن این جواب تقریبی با یک پاسخ دقيق در یکرودیمدسترسی نيست، به کار قابل 

به کاربرد که بتوان مسئله را با افزودن یک عبارت  توانیمرا زمانی  تئوری اغتشاشات. شودیمآغاز 

                                                 

1 Asymptotic Analysis 

2 Asymptotic Expansions 

3 Singular Perturbation Method 
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 .نمود یبندفرمولکه قابل حل دقيق است،  یامسئلهکوچک به توصيف ریاضی 

 پارامترکه با نام  𝜖 از یک پارامتر کوچک سری توانی یک صورتبه عبارتی به تتئوری اغتشاشا

ل را حل کام شود که انحرافات از مسئله قابلمنجر میبرای پاسخ مورد نظر ، شودشناخته می یاغتشاش

کند. اولين جمله از این سری توانی پاسخ مسئله قابل حل دقيق است و جملات کمی بيان می صورتبه

تکين  یک مسأله اغتشاشی کنند.نحراف از مسئله اصلی را توصيف میدليل ابعدی انحراف از این پاسخ به

𝜖ر افتد که اگزمانی اتفاق می → 𝜖در دوحالت  0 = 0و  0 < 𝜖 < راه حل کاملاً متفاوت باشد،  1

 افتد. اتفاق می 1اگر بين این دوحالت راه حل مشابه باشد یک مسأله اغتشاشی غيرتکين )منظم( همچنين

 مروری بر مقالات -1-7

های همگن و ناهمگن در ارتباط با موضوع این در این بخش، مطالعات انجام شده بر روی استوانه

 شود.ژه گزارش میپرو

 یی مستوی حل دقيق استوانهبا استفاده از تئوری الاستيسيته 1852نخستين بار لامه در سال 

جدار ضخيم متقارن محوری با جدار ثابت و ساخته شده از مواد همگن و همسانگرد را تحت فشار 

اثر برش عرضی، تئوری تغيير شکل برشی  کردن با لحاظ 1956. نقدی در سال [8] یکنواخت ارائه کرد

ی ضخيم انهی استومقادیر ویژه 1960. گرینسپن در سال [9] گذاری نمودهای ضخيم پایهرا برای پوسته

. زیو و پرل [10] های نازک و ضخيم، محاسبه و با یکدیگر مقایسه کردهای مختلف پوستهرا با تئوری

هرمان و روش عددی تفاضل محدود، پاسخ ارتعاشی -کارگيری تئوری ميرسکیبا به 1973در سال 

از تئوری  ادهستفابا  1981. سوزوکی و تاکاهاشی در سال [11] دست آوردندهای نيمه بلند را بهاستوانه

ها را های همگن جدار متغير را استخراج و آنارتعاشی حاکم بر استوانه تغيير شکل برشی، معادلات

. ميرسکی و هرمان [12] جمله از سری برای همگرایی حل کردند 50کمک سری فریبينيوس، با لحاظ به

                                                 

1 Nonsingular (Regular) Pertubation Method 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B3%D8%B1%DB%8C_%D8%AA%D9%88%D8%A7%D9%86%DB%8C_%D8%B5%D9%88%D8%B1%DB%8C
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ای ضخيم های استوانهی اول، تحليل پوستهتبهکارگيری تئوری تغيير شکل برشی مربا به 1958در سال 

محدود غيرخطی را برای آناليز روش المان  1981توماس و همکاران در سال . [13] را ارائه کردند

چرخش را همراه دارند ارائه  آثارهای بزرگ و هایی که تغيير شکلبعدی در پوستهاستاتيکی سهشبه

با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی، معادلات ارتعاشی  1982سوزوکی و همکاران در سال . [14]دادند 

کمک سری فریبينيوس با لحاظ ها را بهدست آورده و آنهای همگن جدار متغير را بهحاکم بر مخروط

 کامل، لاگرانژی روش از استفاده با ،1986سال در انات و اليور .[15] حل کردندجمله از سری،  100

 .[16]نمودند  بررسی محدود اجزای روش با را محوری های با تقارنپوسته هندسی غيرخطی رفتار

تحت فشار داخلی را  FGMهای جدار ضخيم الاستيک حاکم بر لولهروابط  1992فوکویی و یاماناکا در 

اباتا و نوادا در  .[17] کوتا حل کردند-را به روش عددی رانگ هاآنکمک معادلات لامه استخراج و به

ی بهينه را استخراج و ماده FGMی توخالی های حرارتی پایدار را در استوانه و  کرهتنش 1994سال 

را با  FGMای های نازک استوانهارتعاشات پوسته 1999. لوی و ردی در سال [18] دست آوردندبه

 . کامبسکور[19] ریتز حل کردند-کمک روش ریلیها را بهکيرشهف استخراج و آن-استفاده از تئوری لوو

 فشار ای تحتاستوانه هایپوسته کمانش غيرخطی بر ضخامت را نقص در آثار، 2001سال  گاسيک در و

ی پارامتری پرداختند که به به مطالعه COMIها با استفاده از المان کردند. آن بررسی خارجی واختیکن

. [20] دهند قرار مطالعه مورد بتوانند را ضخامت در محوری نامتقارن نقص هرگونه تا دادمی ها اجازهآن

تحت  FGMی توخالی های مکانيکی و حرارتی در یک استوانهتنش 2002جباری و همکاران در سال 

چی . ایپک[22] دست آوردندتحت بارهای نامتقارن حرارتی را به 2003و در سال  [21] بارهای متقارن

را با تئوری تغيير شکل ر ای همگن و همسانگرد با جدار متغيهمعادلات استوانه 2003و همکاران در 

 2007ژیفای و همکاران در . [23] کمک تئوری اغتشاشات حل کردندی اوّل، استخراج و بهبرشی مرتبه

ای کردن استوانه که هر لایه را با روش چندلایه FGی ناهمگن های توخالی از مادهّاستوانهيق حل دق

 2007. در سال [24] گرفته شده، ارائه کردند در نظری همگن با خواص مکانيکی ثابت صورت مادهّبه
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 با توزیع نمایی مدول یانگ، ارائه کرد 1ایحهکرنش صفرا در حالت  FGMی توتونچو تحليل استوانه

 مختصات در ها راپوسته غيرخطی محدود بندی المانفرمول ، 2007 سال در ردی و آرسينيگا .[25]

 وریتانس اساس حساب بر ناهمگن مواد برای اول مرتبه برشی شکل تغيير کمک تئوریخط بهخميده

-قفل از ات کردند ها استفادهميدان تقریب برای بالا مرتبه گرانژیلا ميانيابی توابع ها ازآن. دادند توسعه

 را لمانا این اساس بر تحليل از حاصل نتایج نهایت در. شود جلوگيری و ضخامت برشی شدگی غشایی،

های معادلات مخروط 2008چی و همکاران در سال . ایپک[26] اندی موردی بيان کردهمطالعه چند برای

ک تئوری کمم، استخراج و بهی دوتغيير شکل برشی مرتبه همگن و همسانگرد با جدار متغير را با تئوری

 را محوری های متقارنها و تنشجاییتمل جابه و توتونچو ،2009 سال . در[27] اغتشاشات حل کردند

ی الاستيسيته تئوری کمکبه داخلی یکنواخت فشار تحت FGMهای ها و کرهها، دیسکاستوانه در

 از استفاده همکاران با و خباز سرفراز 2009 سال در .[28] کردند مستوی و روش توابع تکميلی تعيين

را  FGMهای ورق ضخامت جهت در تنش و خيز بزرگ سوم و اول مرتبه برشی شکل تغيير تئوری

بعدی بر اساس ی دستگاه معادلات سهبا ارائه 2009نژاد و قنّاد در سال . زمانی[29] محاسبه کردند

 متغيرحاصل از دوران با انحنای دلخواه و ضخامت  FGMهای جدار ضخيم تحليل تانسوری، رفتار پوسته

تحليل ترموالاستيک  2010سال  . عارفی و رحيمی در[30] النهّاری را بررسی کردنددر راستای نصف

با تغييرات توانی خواص مکانيکی در راستای شعاعی را تحت فشار داخلی  FGMهای جدارضخيم استوانه

قنّاد و . [31] ای  انجام دادندی اول در حالت کرنش صفحهبا استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه

را بر  FGشده از مواد های جدار ضخيم متقارن محوری ساختهحل عمومی استوانه 2012نژاد در زمانی

 ای ارائه نمودندو کرنش صفحه 2ایی مستوی برای شرایط مرزی تنش صفحهمبنای تئوری الاستيسيته

(، معادلات حاکم بر FSDTی اولّ )ی تغيير شکل برشی مرتبهبر مبنای نظریه 2012. ایشان در [32]

را در حالت کلیّ استخراج و سپس برای استوانه با دو سر بسته )کرنش  FGMهای جدار ضخيم استوانه

                                                 

1 Plane Strain 

2 Plane Stress 
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 ه کردندی مستوی مقایسدست آوردند و با نتایج حل تئوری الاستيسيتهصورت تحليلی بهای( بهصفحه

 یصورت هذلولی برای استوانه و کرهکلس و کانکر حل گذرای هدایت حرارتی به 2011. در سال [33]

پور و بان. قر[34] نمودند ارائهبا تغييرات نمایی خواص را  FGتوخالی ناهمگن تشکيل شده از مواد 

چرخان  یاثر ناهمگنی را بر روی رفتار الکتریکی، حرارتی و مکانيکی یک استوانه 2011همکاران در سال 

با تغييرات توانی خواص تحت فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات حاصل را  FGPMجدارضخيم 

با ارائه حل تحليلی، رفتار غيرخطی  2011تانگ و بيچ در سال . [35] برای این استوانه حل کردند

را  دما تأثيرعمق تحت بارگذاری فشاری خارجی یکنواخت و تحت های کروی متقارن محوری کمپوسته

ای های استوانهها را برای پوستهجاییها و جابهقارونی، تنش و قنّاد 2012 سال در. [36]بررسی کردند 

 مرتبه یبرش شکل تغيير تئوری کمکبه ضخامت، راستای در جدار ضخيم ناهمگن با توزیع توانی خواص

 حاصل جنتای با را خود کار نتایج و کردند استفاده سينماتيک خطی معادله ها ازآن .آوردند دستبه بالا

 ردندک مقایسه محدود المان روش و اول مرتبه برشی شکل تغيير و ی مستویها الاستيسيتهتئوری از

شده از مواد همگن و ساخته متغيرهای جدار حل تحليلی استوانه 2012قناّد و همکاران در  .[37]

و تئوری اغتشاشات ارائه و با نتایج حاصل از حل عددی  تغيير شکل برشیی ریهکمک نظهمسانگرد را به

 متغيری جدار هامعادلات حاکم بر استوانه 2013؛ سپس ایشان در [38]اجزای محدود مقایسه کردند 

برگرفته  1(MAMهای همتا )کمک روش مجانبها را بهاستخراج و آن FGMشده از مواد ناهمگن ساخته

 غيرخطی پليکانو ارتعاشات و استروزی 2013 سال در. [39] از تئوری اغتشاشات حل ریاضی نمودند

سازی مدل برای کویتر-سندرز تئوری ها ازبررسی کردند. آن را نازک ای جدارهای استوانهپوسته

 را تحليلی یک راه ، 2014 سال . تونگ در[40] ی محدود استفاده کردنددامنه با غيرخطی ارتعاشات

 فشار تحت الاستيک، بستر بر FGMهای دایروی گيردار ورق و نازک های کرویپوسته پایداری برای

عباس  و زنکور 2014 سال در .[41] کرد ارائه محيط دمایی تغييرات معرض در و خارجی یکنواخت

                                                 

1 Matched Asymptotic Method (MAM) 
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ا نهایت بلند و توخالی بی بیاستوانه ایبر رهایش را یک زمان با ی عمومیی ترموالاستيسيتهمسأله

 اساس تئوری بر ، 2014 سال همکاران در و . دوک[42] خواص فيزیکی وابسته به دما بررسی کردند

، Pasternakنوع  از الاستيک بستر و اوليه نقص هندسی هندسی، غيرخطی احتساب ها باکلاسيک پوسته

 شرایط و حرارتی-مکانيکی بار تحت FGMعمق کروی های کمپوسته محوری متقارن غيرخطی پاسخ

 تأثيرات نش،ت تابع گلرکين و-بابناف ها با استفاده از روشآن پژوهش نتایج. کردند بررسی گوناگون مرزی

ها هکمانش غيرخطی پوستهندسی بر کمانش و پس خصوصيات و مادهّ دما، خارجی، شارف الاستيک، بستر

 .[43] کردند مقایسه دیگر نویسندگان با نتایج را خود کار نتایج از ها برخیدهد. در نهایت آنرا نشان می

 بندیجمع -1-8
های نازک و ضخيم، ها خطی و غيرخطی پوستهابتدا در فصل اولّ این پژوهش، ضمن مرور تئوری

ای ارائه شده است. همچنين مواد با تغييرات تابعی های استوانهمطالعات انجام شده در خصوص پوسته

ها مورد زی آنساها، فرآیندهای توليد و مدلهای آنخواص تعریف و ضمن بيان تاریخچه و ویژگی

ارائه شده است. فصل دوم شامل استخراج معادلات  FGی پژوهش مواد بررسی قرار گرفته و پيشينه

 باشد. سپسی همگن و همسانگرد تحت بارگذاری فشاری میهای جدارضخيم برای مادهحاکم بر استوانه

ایج ی موردی، نتروش حلّ معادلات نهایی با استفاده از بسط اغتشاشی مستقيم بيان و با انجام مطالعه

جایی برای شرایط مرزی مختلف آورده شده است. به منظور و نمودارهای مربوط به توزیع تنش و جابه

نظر نيز ارائه شده و نتایج  ی موردسازی عددی استوانهبررسی صحت نتایج حاصل از حلّ تحليلی، مدل

ای، با انههای استودو روش حل با یکدیگر مقایسه شده است. در فصل سوم برای تحليل الاستيک پوسته

جدارضخيم متقارن محوری تشکيل شده از مواد ناهمگن  استخراج معادلات دیفرانسيل حاکم بر استوانه

تحت  ایهای استوانهی حلّ عمومی پوستهائهی مستوی غيرخطی، ضمن اربر مبنای تئوری الاستيسيته

ی موردی برای استوانه مورد نظر برای سه صورت مطالعهجایی بهبارگذاری فشاری، توزیع تنش و جابه

حالت بارگذاری فشاری داخلی، خارجی، همزمان داخلی و خارجی و شرایط مرزی مختلف ارائه شده 

حاصل  ی مستوی غيرخطی با نتایجکمک تئوری الاستيسيته است. نهایتاً نتایج حاصل از حلّ تحليلی به
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ی پيشنهادها در فصل چهارم انجام بندی نهایی و ارائهگيری، جمعاند. نتيجهاز حلّ عددی مقایسه شده

 شده است.
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 2فصل -2

 همگنای های استوانهتحلیل الاستیک پوسته
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 تعریف مسأله -2-1

ر ای تحت فشار دهای استوانهبزرگ پوسته هایشکلدر این فصل، هدف تحليل الاستيک تغيير

جایی غيرخطی است. در استخراج کلی جابه-حالت تعادل استاتيکی، با فرض برقراری روابط کرنش

صورت همگن و به معادلات از روابط ساختاری خطی )قانون هوک( استفاده شده است و جنس پوسته

شود و استوانه فشارهای یکنواخت گرفته می استوانه ثابت در نظر hشود. ضخامت همسانگرد فرض می

کند. مسأله در حالت تقارن محوری کامل بررسی های داخلی و خارجی خود تحمل میرا در شعاع

 دهد.ی مورد بررسی را نشان میمقطع عرضی استوانه 1-2گردد. شکل می

 

 شماتيک مسأله 1-2شکل 

𝑟𝑖 های مستقلمحدوده تغييرات کميت 1-2با توجه به شکل  ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑜  0و ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 هندسه-

 کنند.ای را تعریف میی استوانهی پوسته
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 معادلات حاکم -2-2

ی ميانی شود که مقاطع مستوی و عمود بر لایهی مستوی، فرض میی الاستيسيتهدر نظریه

ده معنای آن نادی مانند.مستوی و عمود بر آن باقی می چنانهماستوانه، پس از بارگذاری و تغيير شکل، 

-ابهباشد. به عبارتی دیگر جگرفتن اثر برش و درنتيجه قطری شدن تانسور تنش و تانسور کرنش می

 باشند.می 𝑢𝑥(𝑥)و  𝑢𝑟(𝑟)صورت های شعاعی و طولی بهجایی

 صورت زیر هستند.معادلات تعادل تنش در حالت کلی به

(2-1) 𝑑𝑖𝑣𝜎̃ + 𝜌𝑏⃗ = 0⃗  

 شوند.یر ساده میزصورت بهتنش تعادل  معادلاتای و در غياب نيروهای حجمی در مختصات استوانه

(2-2) 
{
𝜎𝑟,𝑟 +

1

𝑟
(𝜎𝑟 − 𝜎𝜃) = 0

𝜎𝑥,𝑥 = 0                          
 

 .زیر هستندصورت بهدر حالت کلی غيرخطی سينماتيک  معادلات       

(2-3) 𝜀̃ =
1

2
[(𝛻⃗ 𝑢⃗ ) + (𝛻⃗ 𝑢⃗ )

𝑇
+ (𝛻⃗ 𝑢⃗ )

𝑇
(𝛻⃗ 𝑢⃗ )] 

های بزرگ در استوانه )هندسه، جنس و بارگذاری( و تغيير شکلبودن با توجه به تقارن محوری 

 جایی عبارتند از:جابه -راستای شعاعی، روابط کرنش 

(2-4) 

{
 
 

 
 𝜀𝑟 = 𝑢𝑟,𝑟 +

1

2
(𝑢𝑟,𝑟)

2

 𝜀𝜃 =
𝑢𝑟
𝑟
+
1

2
(
𝑢𝑟
𝑟
)2      

 𝜀𝑥 = 𝑢𝑥,𝑥                      

 

 

برای  شرایط مرزی های مختلفتوان در حالتکرنش( را می -)روابط تنش  1معادلات ساختاری

                                                 

1 Constitutive Equations 
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 .بندی کردصورت زیر فرمولمواد همگن و همسانگرد به

𝐸 ی استوانه استخواص مکانيکی ثابت مادهّ ،مدول یانگ .A  وB با توجه به  هایی هستندکهعبارت

 شوند.تعریف می صورت زیربه شرایط انتهایی استوانه

 ای )استوانه با دو سر باز(الف( تنش صفحه

𝜎𝑥 = 𝜀𝑥   و   0 ≠ 0 

(2-6) 

{
 
 

 
 𝐴 =

1

1 −  2
𝐵     و      =



1 −  2

∗ =
𝐵

𝐴
= 

 

 

 ای )استوانه با دو سر بسته(ب( کرنش صفحه

𝜎𝑥 ≠ 𝜀𝑥   و   0 = 0 

(2-7) 

{
 
 

 
 𝐴 =

1 − 

(1 − 2)(1 + )
𝐵     و      =



(1 − 2)(1 + )

       ∗ =
𝐵

𝐴
=



1 − 

 

 

  ،ی استوانه است.یانگ خواص مکانيکی ثابت ماده همانند مدول نسبت پواسون 

 آید.دست میی زیر بهرابطه (2-2) یمعادله در (5-2)ی گذاری معادلهجایبا 

(2-8) [𝐸(𝐴𝜀𝑟 + 𝐵𝜀𝜃)],𝑟 +
1

𝑟
[𝐸(𝐴 − 𝐵)(𝜀𝑟 − 𝜀𝜃)] = 0 

 مقداری ثابت است. 𝐸 کهآنجاییاز و  (8-2)ی در معادله (4-2)ی گذاری معادلهبا جای

 

(2-5) {
𝜎𝑟
𝜎𝜃
} = 𝐸 [

𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] {
𝜀𝑟
𝜀𝜃
} 
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(2-9) 
[A (ur,r +

1

2
(ur,r)

2
) + B(

1

r
ur +

1

2
(
1

r
ur)

2

)]
,r

+
(A − B)

r
[ur,r +

1

2
(ur,r)

2
+
1

r
ur +

1

2
(
1

r
ur)

2

] = 0 

 .آیددست میی زیر بهرابطهگيری و ساده کردن، پس از مشتق

(2-10) 𝐴(1 + 𝑢𝑟,𝑟)𝑢𝑟,𝑟𝑟 + (𝐴 +
𝐵

𝑟
𝑢𝑟 +

(𝐴 − 𝐵)

2
𝑢𝑟,𝑟)

𝑢𝑟,𝑟
𝑟
− (𝐴 +

(𝐴 + 𝐵)

2𝑟
𝑢𝑟)

𝑢𝑟
𝑟2
= 0 

 جایی شعاعی خطی و غیرخطیی جابهمحاسبه -2-3

حل  برایکه  باشدر میی دو غيرخطی با ضرایب متغيی دیفرانسيل مرتبه، معادله(10-2)ی معادله

کمک ی دیفرانسيل را بهشود. ابتدا باید معادلهاستفاده می 1شی مستقيمآن از روش بسط اغتشا

 کرد. بعدسازی، بی(11-2)ی معادلهپارامترهای معرفی شده در 

(2-11) 
𝑟∗ =

𝑟

𝑅
    ,     𝑢𝑟

∗ =
𝑢𝑟
ℎ
     ,     

𝐵

𝐴
= 𝜈∗     ,     

ℎ

𝑅
= 𝜖 ≪ 1     ,     𝜎𝑟

∗ =
𝜎𝑟
𝐸𝜖
      

 𝜎𝜃
∗ =

𝜎𝜃
𝐸𝜖
     ,     𝑝∗ =

𝑝

𝐸𝜖
     ,     𝑘 =

𝑟𝑜
𝑟𝑖
=
𝑟𝑜
∗

𝑟𝑖
∗ 

 شود.صورت زیر می( به10-2ی )بعد معادلهبنابراین شکل بی

 

(2-12) 
(1 +

ℎ

𝑅
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ )

ℎ

𝑅2
𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ + (1 +

∗ℎ

𝑅𝑟∗
𝑢𝑟
∗ +

(1 − ∗)

2

ℎ

𝑅
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ )

ℎ

𝑅2𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗

− (1 +
(1 + ∗)

2

ℎ

𝑅𝑟∗
𝑢𝑟
∗)

ℎ

𝑅2𝑟∗2
𝑢𝑟
∗ = 0 

𝜖با جایگزینی  =
ℎ

𝑅
 شود.صورت زیر ساده می( به12-2) یدر معادله 

 

                                                 
1 Straightforward Perturbed Expansion Method 
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(2-13) 
(1 + 𝜖𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
𝜖

𝑅
𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ + (1 +

∗𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗ +

(1 − ∗)

2
𝜖𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
𝜖

𝑅𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗

− (1 +
(1 + ∗)

2

𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗)

𝜖

𝑅𝑟∗2
𝑢𝑟
∗ = 0 

𝜖از آنجا که 

𝑅
≠  شود.صورت زیر ساده میی بالا بهمعادله بنابراین 0

 

(2-14) 
(1 + 𝜖𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ + (1 +

∗𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗ +

(1 − ∗)

2
𝜖𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
1

𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗

− (1 +
(1 + ∗)

2

𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗)

1

𝑟∗2
𝑢𝑟
∗ = 0 

 

 .صورت زیر بازنویسی کردتوان بهمی را (14-2)ی معادله

 

(2-15) 

[𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ +

1

𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ −

1

𝑟∗2
𝑢𝑟
∗] 𝜖0

+ [((𝑢𝑟,𝑟∗
∗ )𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗

∗ + (
∗

𝑟∗
𝑢𝑟
∗ +

(1 − ∗)

2
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ )

1

𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ )

− (
(1 + ∗)

2𝑟∗
𝑢𝑟
∗)

1

𝑟∗2
𝑢𝑟
∗] 𝜖1 = 0 

؛ بنابراین تر، غالب نيستندکه مشتقات مراتب بالاتر نسبت به مشتقات مراتب پایينبا توجه به این

بعد یجایی شعاعی بی اغتشاشی غيرتکين )منظم( است. بنابراین جابهمسألهمعرف یک  (15-2)ی معادله

 .ط اغتشاشی زیر قابل بازنویسی استشکل بسبه 

 

(2-16) 𝑢𝑟
∗ = 𝑢0 + 𝜖𝑢1 + 𝑂(𝜖

2) 

 شود.معادله زیر حاصل می (15-2)ی در معادله (16-2)ذاری بسط اغتشاشی گبا استفاده از جای
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(2-17) 

(𝑢0,𝑟∗𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗𝑟∗) +
1

𝑟∗
(𝑢0,𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗ ) −

1

𝑟∗2
(𝑢0 + 𝜖𝑢1)

+ 𝜖 [(𝑢0,𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗ )(𝑢0,𝑟∗𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗𝑟∗)

+ (
∗

𝑟∗
(𝑢0 + 𝜖𝑢1) +

(1 − ∗)

2
(𝑢0,𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗ )

1

𝑟∗
(𝑢0,𝑟∗ + 𝜖𝑢1,𝑟∗ ))

− (
(1 + ∗)

2𝑟∗
(𝑢0 + 𝜖𝑢1))

1

𝑟∗2
(𝑢0 + 𝜖𝑢1)] = 0 

ی زیر حاصل تشاشی، معادلههای مختلف پارامتر اغبراساس توان (17-2)ی مرتب کردن معادله با

 .شودمی

 

(2-18) 

[(𝑢0,𝑟∗𝑟∗ +
1

𝑟∗
𝑢0,𝑟∗ −

1

𝑟∗2
𝑢0)]

+ 𝜖 [(𝑢1,𝑟∗𝑟∗ +
1

𝑟∗
𝑢1,𝑟∗ −

1

𝑟∗2
𝑢1) + (𝑢0,𝑟∗ )𝑢0,𝑟∗𝑟∗

+ (
∗

𝑟∗
𝑢0 +

(1 − ∗)

2
𝑢0,𝑟∗ )

1

𝑟∗
𝑢0,𝑟∗ − (

(1 + ∗)

2𝑟∗
𝑢0)

1

𝑟∗2
𝑢0]

+ 𝑂(𝜖2) = 0 

های ه ضرایب توانزمانی برقرار است ک (18-2)ی عدد بسيار کوچکی است، معادله 𝜖جا که از آن

به  ی غيرخطی را تبدیلی پيچيدهتوان یک معادلهمختلف اپسيلون، برابر صفر باشند. بنابراین می

 ی بزرگی با یکدیگر متفاوت هستند.تر نمود که از نظر مرتبهی خطی سادهنهایت معادلهبی

 (𝝐𝟎)یمعادله از مرتبه -2-3-1

 ( عبارت است از:𝜖0معادله )ضریب 

 

(2-19) 𝑢0,𝑟∗𝑟∗ +
1

𝑟∗
𝑢0,𝑟∗ −

1

𝑟∗2
𝑢0 = 0 

 رد:صورت زیر بازنویسی کتوان آن را بهکوشی است بنابراین می-دیفرانسيل اویلر که یک معادله
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(2-20) (
1

𝑟∗
(𝑟∗𝑢0),𝑟∗)

,𝑟∗
= 0 

𝑢0(𝑟مقدار  (20-2)ی اگر در معادله
∗) = 𝑟∗

𝑚 صورت زیر خواهد گذاشته شود، پاسخ معادله به

 شد:

 

(2-21) 𝑢0 = 𝐶1𝑟
∗ +

𝐶2
𝑟∗

 

𝑢𝑟که 
∗ = 𝑢0 حل خطی (PET) باشدمسأله می. 

 (𝝐𝟏)یمعادله از مرتبه -2-3-2

 باشد:می 𝜖1ی بعدی ضریب معادله

 

(2-22) 

(𝑢1,𝑟∗𝑟∗ +
1

𝑟∗
𝑢1,𝑟∗ −

1

𝑟∗2
𝑢1)

= − [(𝑢0,𝑟∗ )𝑢0,𝑟∗𝑟∗ + (
∗

𝑟∗
𝑢0 +

(1 − ∗)

2
𝑢0,𝑟∗ )

1

𝑟∗
𝑢0,𝑟∗ 

− (
(1 + ∗)

2𝑟∗
𝑢0)

1

𝑟∗2
𝑢0] 

، به صورت (22-2)ی در معادله (21-2)گذاری دست آمد، با جایبه تقریب صفرحل  کهآنپس از 

 آید.دست میزیر به

 

(2-23) 

(𝑢1,𝑟∗𝑟∗ +
1

𝑟∗
𝑢1,𝑟∗ −

1

𝑟∗2
𝑢1)

= − [(𝐶1 −
𝐶2

𝑟∗2
) (
2𝐶2

𝑟∗3
) +

(1 − ∗)

2𝑟∗
(𝐶1 −

𝐶2

𝑟∗2
)
2

+
∗

𝑟∗2
(𝐶1𝑟

∗ +
𝐶2
𝑟∗
) (𝐶1 −

𝐶2

𝑟∗2
) −

(1 + ∗)

2𝑟∗3
(𝐶1𝑟

∗ +
𝐶2
𝑟∗
)
2

] 

 شود.ی زیر حاصل میسازی معادلهپس از ساده
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(2-24) (
1

𝑟∗
(𝑟∗𝑢1),𝑟∗)

,𝑟∗
=
2(1 + ∗)𝐶2

2

𝑟∗
5  

 آید:دست میبه 𝑢1 مقدار( 24-2) یادلهبا حل مع

 

(2-25)  𝑢1 = 𝐶3𝑟
∗ +

𝐶4
𝑟∗
+
(1 + ∗)

4

𝐶2
2

𝑟∗
3 

 است: صورت زیربعد بهجایی شعاعی بیبنابراین جابه

(2-26) 𝑢𝑟
∗ = 𝐶1𝑟

∗ +
𝐶2
𝑟∗
+ 𝜖 (𝐶3𝑟

∗ +
𝐶4
𝑟∗
+
(1 + ∗)

4

𝐶2
2

𝑟∗
3) +  𝑂(𝜖^2)  

 باشد.( مسأله میNPET(، حل غيرخطی )26-2ی )که معادله

 شعاعی و محیطی هایها و تنشی کرنشمحاسبه -2-4

 ی کرنش و تنش خطیمحاسبه -2-4-1

-2) معادلاترا با کمک  خطیابتدا باید روابط سينماتيک  خطی ی معادلات کرنشبرای محاسبه

 :بعد کردبی (11

 

(2-27) {
𝜀𝑟 = 𝑢𝑟,𝑟 = 𝜖𝑢𝑟,𝑟∗

∗

 𝜀𝜃 =
𝑢𝑟
𝑟
=
𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗       

 

 : (27-2)ی در معادله (21-2)ی گذاری معادلهاکنون با جای

 

(2-28) {
𝜀𝑟 = 𝜖 (𝐶1 −

𝐶2

𝑟∗2
)

 𝜀𝜃 = 𝜖 (𝐶1 +
𝐶2

𝑟∗2
)

 

، مقادیر (5-2)کمک معادلات ساختاری توان بههای شعاعی و محيطی، میی کرنشز محاسبهپس ا

 تنش نرمال شعاعی و محيطی را محاسبه کرد:
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شعاعی و محيطی برای حل خطی مسأله  ، تنش(5-2)معادلات  در (28-2)گذاری معادلات با جای

 شوند:نتيجه می

صورت زیر ، تنش شعاعی و محيطی به(29-2)در معادلات  (11-2)گذاری معادلات یکه با جا

 شوند:بعد میبی

(2-30) 

{
 
 

 
 𝜎𝑟

∗ = ((𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)
𝐶2

𝑟∗
2)

𝜎𝜃
∗ = ((𝐴 + 𝐵)𝐶1 + (𝐴 − 𝐵)

𝐶2

𝑟∗
2)

 

 ی کرنش و تنش غیرخطیمحاسبه -2-4-2

گذاری با جای، (4-2)سينماتيک  معادلاتکمک توان به، میغيرخطی جاییی جابهپس از محاسبه

 شوند:بعد میصورت زیر بیهای شعاعی و محيطی به(، کرنش4-2( در )11-2معادلات )

 

(2-31) 

{
 

 𝜀𝑟 = 𝑢𝑟,𝑟 +
1

2
(𝑢𝑟,𝑟)

2 = 𝜖𝑢𝑟,𝑟∗
∗ +

𝜖2

2
(𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
2

 𝜀𝜃 =
𝑢𝑟
𝑟
+
1

2
(
𝑢𝑟
𝑟
)2 =

𝜖

𝑟∗
𝑢𝑟
∗ +

𝜖2

2𝑟∗2
(𝑢𝑟

∗)2      

 

 (:27-2( در )26-2ی )گذاری معادلهاکنون با جای

 

(2-32) 

{
 
 
 

 
 
 
𝜀𝑟 = 𝜖 (𝐶1 −

𝐶2

𝑟∗2
) + 𝜖2(

(𝐶1 −
𝐶2
𝑟∗2
)
2

2
+𝐶3 −

𝐶4

𝑟∗2
−
3(1 + 𝜈∗)

4

𝐶2
2

𝑟∗
4)+ 𝑂(𝜖

3)

 𝜀𝜃 = 𝜖 (𝐶1 +
𝐶2

𝑟∗2
) + 𝜖2(

(𝐶1 +
𝐶2
𝑟∗2
)
2

2
+𝐶3 +

𝐶4

𝑟∗2
+
(1 + 𝜈∗)

4

𝐶2
2

𝑟∗
4)+ 𝑂(𝜖

3)

 

 

(2-29) {
𝜎𝑟 = 𝐸𝜖 [(𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)

𝐶2

𝑟∗
2]

𝜎𝜃 = 𝐸𝜖 [(𝐴 + 𝐵)𝐶1 + (𝐴 − 𝐵)
𝐶2

𝑟∗
2]
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 شعاعی و محيطی نرمال مقادیر تنشکمک توان به، میهای شعاعی و محيطیکرنشی پس از محاسبه

 ، تنش شعاعی و محيطی را(5-2)در  (32-2)گذاری معادلات ، با جای(5-2)ی گفته شده در معادله

 :محاسبه کرد

بعد صورت زیر بیبه و محيطی شعاعینرمال  ، تنش(33-2)در  (11-2)گذاری معادلات با جای

 د:نشومی

 های ثابتمحاسبه  -2-5

د. رسمی های ثابتقبل توضيح داده شد، نوبت به محاسبه هایکه در بخش پس از انجام مراحل حل

 

 (الف 2-33)

𝜎𝑟 = 𝐸𝜖 [[(𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)
𝐶2

𝑟∗
2]

+ 𝜖 [(𝐴 + 𝐵)(𝐶3 +
𝐶1
2

2
+
𝐶2
2

2𝑟∗
4) − (𝐴 − 𝐵) (

𝐶1𝐶2 + 𝐶4

𝑟∗
2 ) − (3𝐴

− 𝐵)
(1 + ∗)𝐶2

2

4𝑟∗
4 ]] 

 (ب 2-33)

𝜎𝜃 = 𝐸𝜖 [[(𝐴 + 𝐵)𝐶1 + (𝐴 − 𝐵)
𝐶2

𝑟∗
2]

+ 𝜖 [(𝐴 + 𝐵)(𝐶3 +
𝐶1
2

2
+
𝐶2
2

2𝑟∗
4) + (𝐴 − 𝐵) (

𝐶1𝐶2 + 𝐶4

𝑟∗
2 ) + (𝐴

− 3𝐵)
(1 + ∗)𝐶2

2

4𝑟∗
4 ]] 

 (الف 2-34)

𝜎𝑟
∗ = [(𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)

𝐶2

𝑟∗
2]

+ 𝜖 [(𝐴 + 𝐵)(𝐶3 +
𝐶1
2

2
+
𝐶2
2

2𝑟∗
4) − (𝐴 − 𝐵) (

𝐶1𝐶2 + 𝐶4

𝑟∗
2 ) − (3𝐴

− 𝐵)
(1 + ∗)𝐶2

2

4𝑟∗
4 ] 

 (ب 2-34)

𝜎𝜃
∗ = [(𝐴 + 𝐵)𝐶1 + (𝐴 − 𝐵)

𝐶2

𝑟∗
2]

+ 𝜖 [(𝐴 + 𝐵)(𝐶3 +
𝐶1
2

2
+
𝐶2
2

2𝑟∗
4) + (𝐴 − 𝐵) (

𝐶1𝐶2 + 𝐶4

𝑟∗
2 ) + (𝐴

− 3𝐵)
(1 + ∗)𝐶2

2

4𝑟∗
4 ] 
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باید شرایط مرزی استوانه را اعمال کنيم.  (21-2)ی در معادله 𝐶2و  𝐶1های دست آوردن ثابتبرای به

 اشد:بصورت زیر میصورت فشار داخلی و خارجی است، بنابراین شرایط مرزی بهجا که بارگذاری بهاز آن

 (2-35) {
𝜎𝑟│𝑟=𝑟𝑖 = −𝑝𝑖

𝜎𝑟│𝑟=𝑟𝑂 = −𝑝𝑜
 

 .بعد کرد، بیبعد تعریف شدههای بیال شرایط مرزی ابتدا باید آن را با استفاده از پارامتربرای اعم

(2-36) {
𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑖

∗ = −𝑝𝑖
∗

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑜∗ = −𝑝𝑜

∗
 

 𝜖فی از های مختلصورت توانبه معادلهدو  (36-2)گذاری روابط تنش در شرایط مرزی با جای

برابر قرار داده شوند، شرایط مرزی  باهمدر دوطرف تساوی  𝜖های مختلف آید که اگر تواندست میبه

 (25-2)و  (21-2)های معادلات دست آوردن ثابتآید. بنابراین برای بهدست میمربوط به هر معادله به

 شود:از شرایط مرزی زیر استفاده می

 (19-2ی )ی معادلهشده بعدالف( شرایط مرزی بی

(2-37) 

{
 
 

 
 (𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)

𝐶2

𝑟𝑖
∗2
= −𝑝𝑖

∗

(𝐴 + 𝐵)𝐶1 − (𝐴 − 𝐵)
𝐶2

𝑟𝑜∗
2 = −𝑝𝑜

∗

 

 (22-2)ی ی معادلهشده بعدالف( شرایط مرزی بی

(2-38) 

{
 
 
 

 
 
 

(𝐴 + 𝐵)𝐶3 − (𝐴 − 𝐵)
𝐶4

𝑟𝑖
∗2
=
(3𝐴 − 𝐵)(1 + 𝜈∗)

4

𝐶2
2

𝑟𝑖
∗4
−

𝐴(𝐶1 −
𝐶2
𝑟𝑖
∗2
)

2

2
−

𝐵 (𝐶1 +
𝐶2
𝑟𝑖
∗2
)

2

2

(𝐴 + 𝐵)𝐶3 − (𝐴 − 𝐵)
𝐶4

𝑟𝑜
∗2
=
(3𝐴 − 𝐵)(1 + 𝜈∗)

4

𝐶2
2

𝑟𝑜
∗4
−

𝐴 (𝐶1 −
𝐶2
𝑟𝑜
∗2
)
2

2
−

𝐵 (𝐶1 +
𝐶2
𝑟𝑜
∗2
)
2

2

 

 آید:دست میبه 𝐶2 و  𝐶1های ثابت (37-2)حل دستگاه معادلات با 
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(2-39) 

{
 
 

 
 𝐶1 =

𝑝𝑖
∗ − 𝑘2𝑝𝑜

∗

(𝐴 + 𝐵)(𝑘2 − 1)

 𝐶2 =
(𝑝𝑖

∗ − 𝑝𝑜
∗)𝑟𝑜

∗2

(𝐴 − 𝐵)(𝑘2 − 1)

 

 آید:دست میبه 𝐶4و  𝐶3های ثابت (38-2)لات با حل دستگاه معاد همچنين

 

(2-40) 

{
 
 

 
 𝐶3 = [

(∗ − 1)𝐶2
2

4𝑟𝑜∗
2
𝑟𝑖
∗2

−
𝐶1
2

2
]                       

 𝐶4 = [−𝐶1𝐶2 −
(1 + ∗)(𝑘2 + 1)𝐶2

2

4𝑟𝑜∗
2 ]

 

 نتایج -2-6

ی مورد بررسی، معرفی تخراج و حل تحليلی معادلات حاکم بر مسألههای قبل، روند اسدر بخش

جایی در پوسته نشان داده شده ی موردی، توزیع تنش و جابهشد. در این بخش، ابتدا در یک مطالعه

حل در نهایت بر حل غيرخطی بررسی شده و  و جنس دو پارامتر، ضخامتتغيير  آثاراست و سپس 

 شود.سازی المان محدود مقایسه میدلبا نتایج حاصل از مغيرخطی 

 مطالعه موردی  -2-6-1

 در پوسته، در قالب هاها و تنشجاییدر این بخش، نتایج حاصل از حل تحليلی، شامل توزیع جابه

ار ی تحت فشدر این بخش، خواص مکانيکی و مشخصات پوستهمطالعه موردی ارائه گردیده است. یک 

 آورده شده است. 1-2 داخلی در جدول

 ی موردیهای مختلف در مطالعهمقدار کميت 1-2جدول 

 𝑟𝑖 𝑟𝑜 𝑝𝑖 𝑝𝑜 𝐸 𝑅  کميت

 mm30 mm34 MPa8 MPa8 Gpa0,7 mm32 0,3 مقدار

ه پوسته، برای جایی و ميدان تنش در راستای جدار، توزیع ميدان جابه10-2تا  2-2های در شکل

روش  همانطور که مشخص است برحسب حل خطی و غيرخطی رسم شده است. حالت بارگذاری،سه 

ذارد گجایی شعاعی اثر میتغيير شرایط انتهایی استوانه بر روی جابه حل خطی و غيرخطی و همچنين
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 اما بر روی تنش شعاعی و تنش محيطی اثر چندانی ندارد.

 

 ی همگن تحت فشار داخلیبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  2-2شکل 

 

 ی همگن تحت فشار خارجیبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  3-2شکل 
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 ی همگن تحت فشار داخلی و خارجیبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  4-2شکل 

 

 ی همگن تحت فشار داخلیبعد در استوانهشعاعی بی نرمال تنشتوزیع  5-2شکل 
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 ی همگن تحت فشار خارجیبعد در استوانهشعاعی بی نرمال تنشوزیع ت 6-2شکل 

 

 ی همگن تحت فشار داخلی و خارجیبعد در استوانهشعاعی بی نرمال تنشتوزیع  7-2شکل 
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 ی همگن تحت فشار داخلیبعد در استوانهمحيطی بی مالنر تنشتوزیع  8-2شکل 

 

 ی همگن تحت فشار خارجیبعد در استوانهمحيطی بی نرمال تنشتوزیع  9-2شکل 
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 ی همگن تحت فشار داخلی و خارجیاستوانه بعد درمحيطی بی نرمال تنشتوزیع  10-2شکل 

 غیرخطی  رفتاربر  مؤثرپارامترهای  -2-6-2
های دیگری بين دو حل خطی و غيرخطی صورت گرفته که در آن اثر دو در این بخش، مقایسه

 های مختلف رفتارو ضخامت بر پاسخ غيرخطی بررسی شده است. برای بررسی جنبه سفتیپارامتر، 

 م شده است.این بخش رس غيرخطی، نمودارهایی در

 بر پاسخ غیرخطی سفتیاثر  -2-6-2-1

برای  ایی استوانهجایی پوستهجابه، مسأله بر پاسخ غيرخطی سفتیی اثر پارامتر ارائه منظوربه

𝑝𝑜چهار مقدار 
∗ = رسم شده است.  14-2تا  11-2های در شکل  0.04 ,0.0914 ,0.0032 ,0.00914

𝑟𝑖 برای تمام نمودارهای این بخش = 30𝑚𝑚، 𝑟𝑜 = 34𝑚𝑚 و= در نظر گرفته شده است. با  0.3

فولادی(  هایهای بسيار سفت )مانند پوستهتوان نتيجه گرفت که رفتار پوستهها میتوجه به این شکل

پوشی از رفتار چشمصنعتی و در فشارهای کاری متعارف کاملاً خطی است. بنابراین در کاربردهای 

 .کندخطای بسيار کمی را ایجاد میکه پوسته نازک نباشد، آن رطشبهغيرخطی سازه، 
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𝑝𝑜ی همگن تحت فشار بعد در استوانهجایی شعاعی بیجابه توزیع 11-2شکل 
∗ = 0.0032 

 

𝑝𝑜ی همگن تحت فشار بعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  12-2شکل 
∗ = 0.00914 
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𝑝𝑜ی همگن تحت فشار بعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  13-2شکل 
∗ = 0.04 

 

𝑝𝑜ی همگن تحت فشار بعد در استوانهجایی شعاعی بیابهجتوزیع  14-2شکل 
∗ = 0.0914 

 اثر ضخامت بر پاسخ غیرخطی -2-6-2-2

ذارد. گتغييرات آن بر پاسخ غيرخطی اثر می فصلضخامت استوانه دومين پارامتری است که در این 

-0.316

-0.312

-0.308

-0.304

-0.300

-0.296

-0.292

1.00 1.04 1.08 1.12

u
r/

h

r/ri

PET NPET

-0.740

-0.730

-0.720

-0.710

-0.700

-0.690

-0.680

-0.670

-0.660

1.00 1.04 1.08 1.12

u
r/

h

r/ri

PET NPET



 ای همگنهای استوانهتحليل الاستيک پوسته                                                                           2 فصل

 

53 

 

𝑝𝑖تحت فشار داخلی ثابت و یکنواخت  ایاستوانه یجایی پوستهجابه بدین منظور
∗ = همراه با  0.0286

 تمامی برای آورده شده است. 18-2تا  15-2 هایشکلنتایج آن در  که های مختلف بررسی شدضخامت

𝑅 ی ميانیشعاع صفحه نمودارها = 40mm .همانطور که مشخص است، هرچه  در نظر گرفته شده است

 شود.شود اختلاف حل خطی و غيرخطی بيشتر میضخامت استوانه کمتر می

 

𝜖 به ازای ی همگنبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  15-2 شکل = 0.5 

 

𝜖 به ازای ی همگنبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  16-2شکل  = 0.35 

0.025

0.027

0.029

0.031

0.033

0.035

0.037

0.039

0.041

1.00 1.20 1.40 1.60

u
r/

h

r/ri

PET NPET

0.065

0.067

0.069

0.071

0.073

0.075

0.077

0.079

0.081

0.083

0.085

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

u
r/

h

r/ri

PET NPET



 ای همگنهای استوانهتحليل الاستيک پوسته                                                                           2 فصل

 

54 

 

 

𝜖 به ازای ی همگنبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  17-2شکل  = 0.25 

 

𝜖 به ازای ی همگنبعد در استوانهجایی شعاعی بیجابهتوزیع  18-2شکل  = 0.1 

 مقایسه با نتایج حاصل از حل عددی -2-6-3

در جدول  ذکرشدههندسی با مشخصات جدار ضخيم  ایی حل اجزای محدود، استوانهارائه رمنظوبه

𝑝𝑖 تحت فشار داخلی 2-1
∗ =  افزار آباکوس مورد تحليل قرار گرفت.با استفاده از نرم 0.0032
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 داخلیتحت فشار  ی همگناستوانهبعد در جایی شعاعی بیجابهتوزیع  19-2شکل 

 

 یتحت فشار داخل ی همگندر استوانه بعدتوزیع تنش نرمال شعاعی بی 20-2شکل 
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 یفشار داخل ی همگن تحتبعد در استوانهبی توزیع تنش نرمال محيطی 21-2شکل 

 FEهای شده با روشتنش نرمال شعاعی و محيطی محاسبه ،جایی شعاعیحاوی نتایج جابه 2-2جدول 

ای فشار داخلی در حالت کرنش صفحه تحت های داخلی، ميانی و خارجی استوانهدر لایه NPETو 

شده با بهشعاعی محاس و تنش جاییهمانطور که مشخص است؛ اختلاف بين مقادیر جابه باشد.می

 باشد.ی داخلی استوانه بيشتر میی خارجی استوانه کمتر و در لایهدر لایه NPETو  FEهای روش

ی خارجی در لایه NPETو  FEهای شده با روشهمچنين اختلاف بين مقادیر تنش محيطی محاسبه

 باشد.ی داخلی استوانه کمتر میاستوانه بيشتر و در لایه

در  NPETو  FEهای شده با روشاعی و تنش نرمال شعاعی و محيطی محاسبهجایی شعجابه 2 -2جدول

 ایی تحت فشار داخلی برای حالت کرنش صفحهاستوانه

𝜎𝜃
∗ 𝜎𝑟

∗ *
ru   

8,036182 0,97012- 0,023226 FEM ی داخلیلایه 

ir=r 8,031179 1,015730- 0,023065 NPET 

7,517984 0,453552- 0,022489 FEM ی ميانیلایه 
r=R 7,483790 0,466090- 0,022330 NPET 

7,084038 0,0208202- 0,021882 FEM ی خارجیلایه 

or=r 7,030211 0,010865- 0,021725 NPET 
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 بندیجمع -2-6-4

 ایصفحه تنش انتهایی شرایطهای همگن طور که در طول این فصل مشاهده شد، در استوانههمان

 مقادیر ازداخلی و خارجی(  ، خارجی،بارگذاری )فشار داخلی حالت سه هر در ایهصفح کرنش به نسبت

 نتایج بر اندکی بسيار تأثير محيطی و شعاعی تنش مورد در اما است، برخوردار بالاتری شعاعی جاییجابه

-تر )سفت( و ضخامت استوانه نازکهمچنين مشاهده شد که هرچه جنس ماده نرم .گذاردمی حاصل

 شود.تر( میشود اختلاف بين حل خطی و غيرخطی بيشتر )کمتر( میيمتر)ضخ
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 3فصل  -3

 نای ناهمگاستوانههای پوستهتحلیل الاستیک 
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 تعریف مسأله -3-1

در نظر  1-2ای جدار ضخيم تحت فشار داخلی و خارجی همانند شکل ی استوانهیک پوسته

 شود. ت ناهمگن فرض میصورجنس استوانه بهدر این فصل گيریم. می

 معادلات حاکم  -3-2

صورت سينماتيک غيرخطی به تمعادلا همچنيننش و معادلات تعادل تبرای مواد ناهمگن 

 (کرنش-باشند اما معادلات ساختاری )روابط تنشگفته شده در فصل قبل می (4-2)و  (2-2)معادلات 

 صورت زیر هستند:به

 توزیع ناهمگنی مدول الاستیسیته -3-2-1

شود مشاهده می (1-3)ی طور که در معادله(، همانFGM)نه تشکيل شده از مواد ناهمگن در استوا

باشند که در اکثر می r̅بعد توابعی از مختصات شعاعی بی و ضریب پواسون  𝐸(𝑟)مدول الاستيسيته 

ود. شدر این بررسی، به علت تغييرات جزئی ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته می لأخصباها و تحليل

مختصات  صورت تابعی ازی استوانه بهبرای مدول الاستيسيته در طول جداره توانیبا در نظر گرفتن توزیع 

 خواهيم داشت: (2-3)ی معادلهصورت به r̅بعد شعاعی بی

𝑟̅ معادلهکه در این  =
𝑟

𝑟𝑖
ی شعاع مدول الاستيسيته 𝐸𝑖 همچنينبعد است. مختصات شعاعی بی 

  ی همگن است.ماده متناظر با n=0باشد که نيز ثابت ناهمگنی ماده می nداخلی استوانه و 

ی ستوانهبعد در ابعد شده را نسبت به مختصات شعاعی بیی بیتوزیع مدول الاستيسيته 1-3شکل 

 دهد.ازای مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان میناهمگن و همسانگرد به

 

(3-1) {
𝜎𝑟
𝜎𝜃
} = 𝐸(𝑟) [

𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] [
𝜀𝑟
𝜀𝜃
] 

 

(3-2) 𝐸(𝑟) = 𝐸𝑖(𝑟̅)
𝑛 
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 بعد مدول الاستيسيته در راستای شعاعیتوزیع بی 1-3شکل 

 :(2-2)ی در معادله (2-3)ی گذاری معادلهجایبا 

خواهيم  (3-3)ی در معادله (2-3)ی معادلهو  (4-2)سينماتيک غيرخطیی گذاری معادلهبا جای

 :داشت

 

(3-4) 
[𝐴(𝐸𝑖(𝑟̅)

𝑛) (𝑢𝑟,𝑟 +
1

2
(𝑢𝑟,𝑟)

2
) + 𝐵𝐸𝑖(𝑟̅)

𝑛 (
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

2
(
1

𝑟
𝑢𝑟)

2

)]
,𝑟

+
(𝐴 − 𝐵)

𝑟
𝐸𝑖(𝑟̅)

𝑛 [𝑢𝑟,𝑟 +
1

2
(𝑢𝑟,𝑟)

2
+
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

2
(
1

𝑟
𝑢𝑟)

2

] = 0 

 شود.گيری و ساده کردن، نتيجه می، پس از مشتق𝐸𝑖با توجه به ثابت بودن 

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.00 1.02 1.04 1.06 1.08 1.10 1.12

E
/E

i

r/ri

n=2 n=1 n=-1 n=-2 n=0

 

(3-3) [𝐸(𝑟)(𝐴𝜀𝑟 + 𝐵𝜀𝜃)],𝑟 +
1

𝑟
[𝐸(𝑟)(𝐴 − 𝐵)(𝜀𝑟 − 𝜀𝜃)] = 0 

 

(3-5) 
𝐴𝑢𝑟,𝑟𝑟 +

𝐴(𝑛 + 1)

𝑟
𝑢𝑟,𝑟 +

(𝐵𝑛 − 𝐴)

𝑟2
𝑢𝑟 + 𝐴𝑢𝑟,𝑟𝑢𝑟,𝑟𝑟 +

𝐵

𝑟2
𝑢𝑟𝑢𝑟,𝑟

+
(𝐴𝑛 + 𝐴 − 𝐵)

2𝑟
𝑢𝑟,𝑟

2 +
(𝐵𝑛 − 𝐵 − 𝐴)

2𝑟3
𝑢𝑟
2 = 0 
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 جایی شعاعی خطی و غیرخطیی جابهمحاسبه -3-3

، ابتدا باید آن با استفاده از روش بسط اغتشاشی مستقيم (5-3)ی در این بخش برای حل معادله

 کرد. بعدبی، (11-2)ی معرفی شده در معادله بعدکمک پارامترهای بیرا به

𝜖از آنجا که 

𝑅
≠  بنابراین: 0

د؛ بنابراین غالب نيستنتر، که مشتقات مراتب بالاتر نسبت به مشتقات مراتب پایيناینبا توجه به 

بعد جایی شعاعی بیجابهی اغتشاشی غيرتکين )منظم( است. بنابراین معرف یک مسأله (7-3)ی معادله

 شکل بسط اغتشاشی زیر قابل بازنویسی است:به 

 

(3-8) 𝑢𝑟
∗ = 𝑢0 + 𝜖𝑢1 + 𝑂(𝜖

2) 

ی و سپس مرتب کردن معادله  (7-3)ی در معادله (8-3)گذاری بسط اغتشاشی با استفاده از جای

 شود:ی زیر حاصل میهای مختلف پارامتر اغتشاشی، معادلهحاصل براساس توان

 

(3-6) 

[𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ +

(𝑛 + 1)

𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ +

(∗𝑛 − 1)

𝑟∗2
𝑢𝑟
∗]
𝜖

𝑅

+ [(𝑢𝑟,𝑟∗
∗ 𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗

∗ ) + (∗𝑢𝑟
∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗

𝑟∗2
) +

(𝑛 + 1 − ∗)

2𝑟∗
(𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
2

+
(∗𝑛 − ∗ − 1)

2𝑟∗3
𝑢𝑟
∗2]

𝜖2

𝑅
= 0 

 

(3-7) 

[𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗
∗ +

(𝑛 + 1)

𝑟∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗ +

(∗𝑛 − 1)

𝑟∗2
𝑢𝑟
∗]

+ [(𝑢𝑟,𝑟∗
∗ 𝑢𝑟,𝑟∗𝑟∗

∗ ) + (∗𝑢𝑟
∗
𝑢𝑟,𝑟∗
∗

𝑟∗2
) +

(𝑛 + 1 − ∗)

2𝑟∗
(𝑢𝑟,𝑟∗

∗ )
2

+
(∗𝑛 − ∗ − 1)

2𝑟∗3
𝑢𝑟
∗2] 𝜖 = 0 
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های زمانی برقرار است که ضرایب توان (9-3)ی معادلهعدد بسيار کوچکی است،  𝜖جا که از آن

 مختلف اپسيلون، برابر صفر باشند.

 (𝝐𝟎)یمعادله از مرتبه -3-3-1

 ( عبارت است از:𝜖0معادله )ضریب 

 

(3-10) ((𝑢0,𝑟∗𝑟∗) + (𝑛 + 1)
𝑢0,𝑟∗

𝑟∗
+ (∗𝑛 − 1)

𝑢0

𝑟∗2
) = 0 

𝑢0(𝑟مقدار  (10-3)ی کوشی است. اگر در معادله-اویلر یک معادله (10-3)ی معادله
∗) = 𝑟∗

𝑡  گذاشته

 آید:دست میمشخصه زیر به یشود، معادله

 

(3-11) 𝑡2 + (𝑛)𝑡 + (∗𝑛 − 1) = 0 

 باشند:صورت زیر میمشخصه به یهای معادلهو ریشه

 

𝑡1,2 الف( 3-12) =
(−𝑛 ± √∆)

2
 

=∆ ب( 3-12) (𝑛)2 − 4(∗𝑛 − 1) 

<∆از آنجایی که  در این حالت برابر  (10-3)ی های حقيقی است و پاسخ معادلهدارای ریشه معادله 0

 است با:

(3-9) 

((𝑢0,𝑟∗𝑟∗) + (𝑛 + 1)
𝑢0,𝑟∗ 

𝑟∗
+ (∗𝑛 − 1)

𝑢0

𝑟∗2
)
𝜖0

𝑅

+ ((𝑢1,𝑟∗𝑟∗ +
(𝑛 + 1)𝑢1,𝑟∗ 

𝑟∗
+
(∗𝑛 − 1)𝑢1

𝑟∗2
) + (𝑢0,𝑟∗ 𝑢0,𝑟∗𝑟∗)

+ (∗
𝑢0𝑢0,𝑟∗ 

𝑟∗2
) +

(𝑛 + 1 − ∗)

2𝑟∗
(𝑢0,𝑟∗ )

2
+
(∗𝑛 − ∗ − 1)

2𝑟∗3
𝑢0
2)
𝜖1

𝑅

+ 𝑂(𝜖2) = 0 
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(3-13) 𝑢0 = 𝐶1𝑟
∗𝑡1 + 𝐶2𝑟

∗𝑡2 

 (𝝐𝟏) یمعادله از مرتبه -3-3-2

 باشد:می 𝜖1ی بعدی ضریب معادله

 سازی داریم:و ساده (14-3)ی گذاری آن در معادلهدست آمد، با جایی صفر بهحل مرتبه کهآنس از پ

یک معادله دیفرانسيل خطی درجه دو ناهمگن است که دارای یک حل عمومی  (15-3)ی معادله

و یک حل خصوصی است. اکنون برای حل عمومی، معادله دیفرانسيل همگن نظير این معادله را در نظر 

 گيریم.می

 

(3-16) 𝑢1,𝑟∗𝑟∗𝑟
∗2 + (𝑛 + 1)𝑢1,𝑟∗ 𝑟

∗ + (∗𝑛 − 1)𝑢1 = 0 

 صورت زیر است:این حل عمومی بهبنابر

 

(3-17) 𝑢ℎ = 𝐶3𝑟
∗𝑡1 + 𝐶4𝑟

∗𝑡2 

 

(3-14) 
((𝑢1,𝑟∗𝑟∗ +

(𝑛 + 1)𝑢1,𝑟∗ 

𝑟∗
+
(∗𝑛 − 1)𝑢1

𝑟∗2
) + (𝑢0,𝑟∗ 𝑢0,𝑟∗𝑟∗) + (

∗
𝑢0𝑢0,𝑟∗ 

𝑟∗2
)

+
(𝑛 + 1 − ∗)

2𝑟∗
(𝑢0,𝑟∗ )

2
+
(∗𝑛 − ∗ − 1)

2𝑟∗3
𝑢0
2) = 0 

 

(3-15) 

𝑢1,𝑟∗𝑟∗𝑟
∗2 + (𝑛 + 1)𝑢1,𝑟∗ 𝑟

∗ + (∗𝑛 − 1)𝑢1

= − [𝑡1
3 + ∗𝑡1 +

𝑛 − 1 − ∗

2
𝑡1
2 +

∗𝑛 − ∗ − 1

2
]𝐶1

2𝑟∗
(2𝑡1−1)

− [𝑡2
3 + ∗𝑡2 +

𝑛 − 1 − ∗

2
𝑡2
2 +

∗𝑛 − ∗ − 1

2
]𝐶2

2𝑟∗
(2𝑡2−1)

− [(𝑡1 + 𝑡2)𝑡1𝑡2 + ∗(𝑡1 + 𝑡2) + (𝑛 − 1 − ∗)𝑡1𝑡2
+ (∗𝑛 − ∗ − 1)]𝐶1𝐶2𝑟

∗(𝑡1+𝑡2−1) 
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ر صورت زیتوان نشان داد که پاسخ خصوصی دارای ساختاری بهبا استفاده از روش رونسکين می

 خواهد بود:

 

(3-18) 

𝑢𝑝 = (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)

𝐾1
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡1+1)

+ (
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)

𝐾2
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡2+1)

+ (
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)

𝐾3
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(𝑡1+𝑡2+1) 

 باشند:ورت زیر میصبه 𝐾3و  𝐾1  ،𝐾2های ، عبارت(18-3)در حل خصوصی 

 صورت زیر برابر جمع جواب عمومی و خصوصی خواهد بود:به (15-3)ی بنابراین حل کلی معادله

(3-20) 

𝑢1 = 𝑢ℎ + 𝑢𝑝 = 𝐶3𝑟
∗𝑡1 + 𝐶4𝑟

∗𝑡2

+ (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)

𝐾1
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡1+1)

+ (
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)

𝐾2
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡2+1)

+ (
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)

𝐾3
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(𝑡1+𝑡2+1) 

 است: صورت زیربعد بهجایی شعاعی بیبنابراین جابه

(3-21) 

𝑢𝑟
∗ = 𝑢0 + 𝜖𝑢1 = 𝐶1𝑟

∗𝑡1 + 𝐶2𝑟
∗𝑡2

+ 𝜖 [𝐶3𝑟
∗𝑡1 + 𝐶4𝑟

∗𝑡2

+ (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)

𝐾1
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡1+1)

+ (
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)

𝐾2
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡2+1)

+ (
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)

𝐾3
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(𝑡1+𝑡2+1)] 

 

(3-19) 

𝐾1 = −[𝑡1
3 + ∗𝑡1 +

𝑛 − 1 − ∗

2
𝑡1
2 +

∗𝑛 − ∗ − 1

2
] 𝐶1

2
 

𝐾2 = − [𝑡2
3 + ∗𝑡2 +

𝑛 − 1 − ∗

2
𝑡2
2 +

∗𝑛 − ∗ − 1

2
]𝐶2

2
 

𝐾3 = −[(𝑡1 + 𝑡2)𝑡1𝑡2 + ∗(𝑡1 + 𝑡2) + (𝑛 − 1 − ∗)𝑡1𝑡2 + (
∗𝑛 − ∗ − 1)]𝐶1𝐶2 
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 های شعاعی و محیطیو تنش ی کرنشمحاسبه  -3-4

 ی کرنش و تنش خطیمحاسبه -3-4-1

گذاری جای (27-2)ی را در معادله (13-3)ی باید معادلهی معادلات کرنش خطی برای محاسبه

 کرد:

 

(3-22) {
𝜀𝑟 = 𝜖(𝐶1𝑡1𝑟

∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑡2𝑟
∗(𝑡2−1))

𝜀𝜃 = 𝜖(𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1))       
 

 (، مقادیر1-3کمک معادلات ساختاری )توان بههای شعاعی و محيطی، میی کرنشپس از محاسبه

(، تنش 1-3( در )22-3گذاری معادلات )با جایبنابراین  تنش نرمال شعاعی و محيطی را محاسبه کرد:

 شوند:شعاعی و محيطی برای حل خطی مسأله نتيجه می

 

(3-23) {
𝜎𝑟 = 𝐸(𝑟)𝜖 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))]

𝜎𝜃 = 𝐸(𝑟)𝜖 [((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + (𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1))]
 

بعد صورت زیر بی، تنش شعاعی و محيطی به(23-3)در معادلات  (12-2)گذاری معادلات یکه با جا

 شوند:می

(3-24) 
{
𝜎𝑟
∗ = (𝑟̅)𝑛 ((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

𝜎𝜃
∗ = (𝑟̅)𝑛 ((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

 

 ی کرنش و تنش غیرخطیمحاسبه  -3-4-2

ی شده بعدبی روابط سينماتيک را در (21-3)ی معادله ی معادلات کرنش ابتدا بایدبرای محاسبه

 :گذاری کردجای (2-31)



 ای ناهمگنهای استوانهتحليل الاستيک پوسته                                                                           3 فصل

 

67 

 

 الف( 3-25)

𝜀𝑟 = 𝜖(𝐶1𝑡1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑡2𝑟

∗(𝑡2−1)) + 𝜖2 [𝐶3𝑡1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶4𝑡2𝑟

∗(𝑡2−1)

+ (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(2𝑡1 + 1)𝐾1
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡1) + (

1

(𝑡2 + 1)

−
1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(2𝑡2 + 1)𝐾2
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡2) + (

1

(𝑡1 + 1)

−
1

(𝑡2 + 1)
)
(𝑡1 + 𝑡2 + 1)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
𝑟∗
(𝑡1+𝑡2) +

(𝐶1𝑡1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑡2𝑟

∗(𝑡2−1))
2

2
] 

  

 ب( 3-25)

𝜀𝜃 = 𝜖(𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1)) + 𝜖2 [𝐶3𝑟
∗(𝑡1−1)

+ 𝐶4𝑟
∗(𝑡2−1) + (

1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)

𝐾1
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡1) + (

1

(𝑡2 + 1)

−
1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)

𝐾2
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(2𝑡2) + (

1

(𝑡1 + 1)

−
1

(𝑡2 + 1)
)

𝐾3
(𝑡2 − 𝑡1)

𝑟∗
(𝑡1+𝑡2) +

(𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + 𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1))
2

2
] 

در معادلات ( 25-3)توان با جایگذاری معادلات طی، میهای شعاعی و محيی کرنشس از محاسبهپ

 دست آورد:، تنش شعاعی و محيطی را برای حل غيرخطی به(3-1)
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 الف( 3-26)

𝜎𝑟 = 𝐸(𝑟)𝜖 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 (((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ ((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2))] 

  

 ب( 3-26)

𝜎𝜃 = 𝐸(𝑟)𝜖 [((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + (𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 (((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐵(2𝑡1 + 1) + 𝐴)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐵(2𝑡2 + 1) + 𝐴)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
)) 𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐵(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐴)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐵𝑡1

2 + 𝐴)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐵𝑡2

2 + 𝐴)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐵𝑡1𝑡2 + 𝐴)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2))] 

بعد صورت زیر بی، تنش شعاعی و محيطی به(26-3)در  (11-2)گذاری معادلات بنابراین با جای
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 شود:می

 الف( 3-27)

𝜎𝑟
∗ = (𝑟̅)𝑛 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
))𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)]] 

 

 ب( 3-27)

𝜎𝜃
∗ = (𝑟̅)𝑛 [((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 [((𝐵𝑡1 + 𝐴)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐵𝑡2 + 𝐴)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐵(2𝑡1 + 1) + 𝐴)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ ((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐵(2𝑡2 + 1) + 𝐴)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐵(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐴)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐵𝑡1

2 + 𝐴)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐵𝑡2

2 + 𝐴)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐵𝑡1𝑡2 + 𝐴)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)]] 
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 های ثابتمحاسبه -3-5

د. رسمی هاابتی ثهای قبل توضيح داده شد، نوبت به محاسبهپس از انجام مراحل حل، که در بخش

ایط مرزی استوانه را اعمال کنيم. باید شر (13-3)ی در معادله 𝐶2و  𝐶1های دست آوردن ثابتبرای به

 اشد:بصورت زیر میصورت فشار داخلی و خارجی است، بنابراین شرایط مرزی بهجا که بارگذاری بهاز آن

 الف( 3-28)

 ب( 3-28)

𝜎𝑟│𝑟=𝑟𝑖 = −𝑝𝑖 

𝜎𝑟│𝑟=𝑟𝑂 = −𝑝𝑜 

بعد تعریف شده در پيوست، های بیده از پارامتربرای اعمال شرایط مرزی ابتدا باید آن را با استفا

 بعد کرد.بی

 الف( 3-29)

 ب( 3-29)

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑖

∗ = −𝑝𝑖
∗

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑜∗ = −𝑝𝑜

∗
 

 𝜖های مختلفی از صورت توانبه معادلهدو  (29-3)گذاری روابط تنش در شرایط مرزی با جای

 :آیددست میر بهصورت زیبه
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 الف( 3-30)

 

𝜎𝑟
∗│𝑟=𝑟𝑖 = [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
))𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)]] = −

𝑝𝑖
∗

(𝑟̅)𝑛
 

 

 ب( 3-30)

𝜎𝑟
∗│𝑟=𝑟𝑜 = [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1))

+ 𝜖 [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
))𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)]] = −

𝑝𝑜
∗

(𝑟̅)𝑛
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𝑟̅مرز شعاع داخلی استوانه  در = 𝑟̅و مرز خارجی استوانه   1 = 𝑘( ، که𝑘 =
𝑟𝑜
∗

𝑟𝑖
 براینباشد. بنامی (∗

در دوطرف تساوی با هم برابر قرار داده شوند، شرایط مرزی مربوط به هر معادله  𝜖های مختلف اگر توان

 آید.دست میبه

 (10-3)ی ی معادلهشده بعدالف( شرایط مرزی بی

 

 الف( 3-31)

 ب( 3-31)

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑖

∗ = ((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟
∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟

∗(𝑡2−1)) = −𝑝𝑖
∗ 

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑜∗ = ((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶1𝑟

∗(𝑡1−1) + (𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶2𝑟
∗(𝑡2−1)) = −

𝑝𝑜
∗

𝑘𝑛
 

 (14-3)ی ی معادلهبعد شدهب( شرایط مرزی بی

 

 الف( 3-32)

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑖

∗ = [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟
∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟

∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
))𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)] = 0 
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 ب( 3-32)

𝜎𝑟
∗│𝑟∗=𝑟𝑜∗ = [((𝐴𝑡1 + 𝐵)𝐶3)𝑟

∗(𝑡1−1) + ((𝐴𝑡2 + 𝐵)𝐶4)𝑟
∗(𝑡2−1)

+ ((
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1

(𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵)𝐾1

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(2𝑡1)

+ (((
1

(𝑡2 + 1)
−

1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾2

(𝑡2 − 𝑡1)
))𝑟∗

(2𝑡2)

+ ((
1

(𝑡1 + 1)
−

1

(𝑡2 + 1)
)
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵)𝐾3

(𝑡2 − 𝑡1)
) 𝑟∗

(𝑡1+𝑡2)

+ (
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵)

2
𝐶1
2) 𝑟∗2

(𝑡1−1) + (
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵)

2
𝐶2
2) 𝑟∗2

(𝑡2−1)

+ ((𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)𝐶1𝐶2)𝑟
∗(𝑡1+𝑡2−2)] = 0 

شود، از شرایط مرزی بالا استفاده می (20-3)و  (13-3)های معادلات دست آوردن ثابتبرای به که

 د:نآیدست میبهصورت زیر به 𝐶2 و  𝐶1های ثابت (31-3) دو معادله و دو مجهولحل با  بنابراین

 

𝐶1 الف( 3-33) =
(
𝑝𝑜
∗

𝑘𝑛
− 𝑝𝑖

∗𝑘(𝑡2−1))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

∗(𝑡1−1)
 

𝐶2  ب( 3-33) =
(𝑝𝑖

∗𝑘(𝑡1−1) −
𝑝𝑜
∗

𝑘𝑛
)

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

∗(𝑡2−1)
 

 آید.دست میبه 𝑢0مقدار  (13-3)ی در معادله (33-3)های با قرار دادن ثابت همچنين

 

(3-34) 
𝑢0 =

(𝑝𝑜
∗ − 𝑝𝑖

∗𝑘(𝑡2−1))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

∗(𝑡1−1)
𝑟∗𝑡1

+
(𝑝𝑖

∗𝑘(𝑡1−1) − 𝑝𝑜
∗)

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

∗(𝑡2−1)
𝑟∗𝑡2 

 آیند:دست میبه 𝐶4و  𝐶3های ، ثابت(32-3)در شرایط مرزی  (20-3)گذاری با جای همچنين

 

𝐶3 = 
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(3-35) 

−(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵) (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1
(𝑡1 + 1)

)𝐾1(𝑘
(𝑡2−1)𝑟𝑖

∗2𝑡1 − 𝑟𝑜
∗2𝑡1)

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)

+
−(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵) (

1
(𝑡2 + 1)

−
1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)𝐾2(𝑘

(𝑡2−1)𝑟𝑖
∗2𝑡2 − 𝑟𝑜

∗2𝑡2)

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)

+
−(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵) (

1
(𝑡1 + 1)

−
1

(𝑡2 + 1)
)𝐾3 (𝑘

(𝑡2−1)𝑟𝑖
∗(𝑡1+𝑡2) − 𝑟𝑜

∗(𝑡1+𝑡2))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)

+
−
1
2
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵) (𝑘(𝑡2−1)𝑟𝑖
∗2(𝑡1−1) − 𝑟𝑜

∗2(𝑡1−1))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)
𝐶1
2

+
−
1
2
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵) (𝑘(𝑡2−1)𝑟𝑖
∗2(𝑡2−1) − 𝑟𝑜

∗2(𝑡2−1))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)
𝐶2
2

+
−(𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵) (𝑘

(𝑡2−1)𝑟𝑖
∗(𝑡1+𝑡2−2) − 𝑟𝑜

∗(𝑡1+𝑡2−2))

(𝐴𝑡1 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡1−1)
𝐶1𝐶2 

𝐶4 = 

 

(3-36) 

(𝐴(2𝑡1 + 1) + 𝐵) (
1

(2𝑡1 − 𝑡2 + 1)
−

1
(𝑡1 + 1)

)𝐾1(𝑘
(𝑡1−1)𝑟𝑖

∗2𝑡1 − 𝑟𝑜
∗2𝑡1)

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)

+
(𝐴(2𝑡2 + 1) + 𝐵) (

1
(𝑡2 + 1)

−
1

(2𝑡2 − 𝑡1 + 1)
)𝐾2(𝑘

(𝑡1−1)𝑟𝑖
∗2𝑡2 − 𝑟𝑜

∗2𝑡2)

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)

+
(𝐴(𝑡1 + 𝑡2 + 1) + 𝐵) (

1
(𝑡1 + 1)

−
1

(𝑡2 + 1)
)𝐾3 (𝑘

(𝑡1−1)𝑟𝑖
∗(𝑡1+𝑡2) − 𝑟𝑜

∗(𝑡1+𝑡2))

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑡2 − 𝑡1)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)

+

1
2
(𝐴𝑡1

2 + 𝐵) (𝑘(𝑡1−1)𝑟𝑖
∗2(𝑡1−1) − 𝑟𝑜

∗2(𝑡1−1))

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)
𝐶1
2

+

1
2
(𝐴𝑡2

2 + 𝐵) (𝑘(𝑡1−1)𝑟𝑖
∗2(𝑡2−1) − 𝑟𝑜

∗2(𝑡2−1))

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)
𝐶2
2

+
(𝐴𝑡1𝑡2 + 𝐵)(𝑘

(𝑡1−1)𝑟𝑖
∗(𝑡1+𝑡2−2) − 𝑟𝑜

∗(𝑡1+𝑡2−2))

(𝐴𝑡2 + 𝐵)(𝑘
(𝑡2−1) − 𝑘(𝑡1−1))𝑟𝑖

(𝑡2−1)
𝐶1𝐶2 

 

 جنتای  -3-6

موردی، اثر ثابت ناهمگنی بر پاسخ غيرخطی نشان داده شده  یمطالعهدر این بخش  ابتدا در یک 

و نتایج  NPETنتایج حاصل از روش بررسی صحت روش حلّ تحليلی ارائه شده،  منظوربهاست. در ادامه 
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  آورده شده است. FEحاصل از روش 

 ی موردیمطالعه  -3-6-1

دست آمده از نتایج حلّ تحليلی، یک استوانه جدار دارهای بهی موردی و بررسی نموبرای مطالعه

𝑟𝑖 به شعاع داخلی 1-2ضخيم ناهمگن و همسانگرد با ضخامت ثابت مطابق شکل  = 30mm  و شعاع

𝑟𝑜خارجی  = 34mm، طول 𝐿 = 400mm   مدول الاستيسيته را در نظر گرفته شده  توانیو توزیع

𝐸𝑖لی استوانه برابر است. مدول الاستيسيته در سطح داخ = 0.7GPa  و نسبت پواسون = را تحت  0.3

𝑝𝑖 سه حالت بارگذاری فشار یکنواخت داخلی = 8MPa فشار یکنواخت خارجی ، 𝑝𝑜 = 8MPa،  فشار

𝑝𝑖 یکنواخت داخلی = 8MPa و خارجی 𝑝𝑜 = 8MPa   همراه با شرایط انتهایی در دو حالت تنش

جایی ، توزیع ميدان جابه18-3تا  2-3های شکلدر  شود.ی در نظر گرفته میاای و کرنش صفحهصفحه

ره پوسته، برای سه حالت بارگذاری و شرایط انتهایی متفاوت )کرنش و ميدان تنش در راستای جدا

 رسم شده است. مختلف ثابت ناهمگنی ایای(، برای و تنش صفحهصفحه

 

 ایدر حالت کرنش صفحه همگن تحت فشار داخلینای بعد در استوانهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 2-3شکل 
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 ایتحت فشار خارجی در حالت کرنش صفحه همگننای بعد در استوانهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 3-3شکل 

 

تحت فشار داخلی و خارجی در حالت کرنش  همگننای بعد در استوانهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 4-3شکل 

 ایصفحه
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 ایر حالت کرنش صفحهد ی ناهمگن تحت فشار داخلیبعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 5-3شکل 

 

 ایی ناهمگن تحت فشار خارجی در حالت کرنش صفحهبعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 6-3شکل 

-1.000

-0.900

-0.800

-0.700

-0.600

-0.500

-0.400

-0.300

-0.200

-0.100

0.000

1.00 1.04 1.08 1.12

σ
r/

p

r/ri

n=-1

n=2

n=-2

n=1

n=0

-1.100

-0.900

-0.700

-0.500

-0.300

-0.100

0.100

1.00 1.04 1.08 1.12

σ
r/

p

r/ri

n=-1

n=2

n=-2

n=1n=0



 ای ناهمگنهای استوانهتحليل الاستيک پوسته                                                                           3 فصل

 

78 

 

 

ی ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجی در حالت کرنش بعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 7-3شکل 

 ایصفحه

 

 یادر حالت کرنش صفحه ی ناهمگن تحت فشار داخلیبعد در استوانهمحيطی بی نرمال توزیع تنش 8-3شکل 
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 ایدر حالت کرنش صفحه ی ناهمگن تحت فشار خارجیبعد در استوانهمحيطی بی نرمال تنش توزیع 9-3شکل 

 

در حالت کرنش  ی ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجیبعد در استوانهمحيطی بی نرمال توزیع تنش 10-3شکل 

 ایصفحه
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 ایدر حالت تنش صفحه همگن تحت فشار داخلینای بعد در استوانهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 11-3شکل 

 

 ایدر حالت تنش صفحه یتحت فشار خارج همگننای بعد در استوانهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 12-3شکل 
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در حالت تنش  یتحت فشار داخلی و خارج همگننای بعد در استوانهجایی شعاعی بیجابه توزیع 13-3شکل 

 ایصفحه

 

 ایدر حالت تنش صفحه حت فشار داخلیهمگن تنای بعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 14-3شکل 
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 ایدر حالت تنش صفحه یتحت فشار خارج همگننای بعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 15-3شکل 

 

در حالت تنش  یتحت فشار داخلی و خارج همگننای بعد در استوانهشعاعی بی نرمال توزیع تنش 16-3شکل 

 ایصفحه
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 یادر حالت تنش صفحه همگن تحت فشار داخلینای بعد در استوانهی بیمحيط نرمال تنش توزیع 17-3شکل 

 

 یاخارجی در حالت تنش صفحههمگن تحت فشار نای بعد در استوانهی بیمحيط نرمال تنشتوزیع  18-3شکل 

6.000

6.500

7.000

7.500

8.000

8.500

9.000

9.500

1.00 1.04 1.08 1.12

σ
𝜃
/p

r/ri

n=-1

n=-2

n=2

n=1

n=0

-10.500

-10.000

-9.500

-9.000

-8.500

-8.000

-7.500

-7.000

-6.500

-6.000

1.00 1.04 1.08 1.12

σ
𝜃
/p

r/ri

n=-1

n=-2

n=2

n=1

n=0



 ای ناهمگنهای استوانهتحليل الاستيک پوسته                                                                           3 فصل

 

84 

 

 

در حالت تنش  یتحت فشار داخلی و خارج همگننای بعد در استوانهی بیمحيط نرمال تنشتوزیع  19-3شکل 

 ایصفحه

 های ناهمگن تحت بارگذاری فشاریانهعددی استو حلّ -3-6-2

سازی ی مدل. در این بخش نحوهاستفاده شده است Abaqus 6.14-1افزار نامه از نرمدر این پایان

نتایج مربوط به حل تحليلی با نتایج حل عددی  همچنينتوضيح داده شده است.  FGMی استوانه

 سه شده است.های ناهمگن مقایحاصل از روش اجزاء محدود در استوانه

ضلعی  4المان  مقطع این ،انتخاب شده است CAX8Rاز نوع  solidبندی استوانه، المان برای المان

یافته بندی کاهشو دارای فرمول باشدمی 2گره است که درجه آزادی هر گره  8با اضلاع خميده و دارای 

متر و شعاع ميلی 30به شعاع داخلی باشد. استوانه می 16در  16، بنابراین ماتریس سفتی این المان است

ی دهندهصورت یک مستطيل که نشانمتر بهميلی 400ی ثابت به طول متر با جدارهميلی 34خارجی 

سازی شده است. برای ایجاد خواص باشد، مدلاز استوانه در حالت متقارن محوری می یک مقطع

استوانه  یر گرفته شده است، با تقسيم جدارهای در نظی استوانهصورت شعاعی در پوستهناهمگنی که به
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ه ی مرکز هر لایی مساوی و نسبت دادن خواص مول الاستيسيته در هر لایه بسته به فاصلهلایه 32به 

ای مورد نظر از ی استوانهپوسته ، در نهایت(2-3) یهمعادلطبق  توانیصورت تابع ی داخلی بهاز لایه

 شود.تشکيل می دهی همگن به هم چسبياستوانه 32

توی ی مساصل از تئوری الاستيسيتهبررسی صحت نتایج تحليلی، نتایج ح منظوربهدر ادامه 

 .شده است آورده Abaqusافزار کمک نرمعددی بهاصل از حل نتایج حغيرخطی و 

 

تحت فشار  ی ناهمگناستوانهدر  FEو  NPETهای با روش دهشمحاسبهبعد شعاعی جایی بیجابه 20-3شکل 
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تحت فشار  ی ناهمگندر استوانه FEو  NPETهای با روش شدهمحاسبهبعد شعاعی تنش بی 21-3شکل 

 داخلی و خارجی

 

تحت فشار  ی ناهمگندر استوانه FEو  NPETهای با روش شدهمحاسبهبعد محيطی تنش بی 22-3شکل 
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-همحاسب و تنش محيطی شعاعی تنش شعاعی، جاییبعد جابهحاوی نتایج بی 3-3 تا 1 -3جدول 

ی داخلی، ميانی و خارجی های ناهمگنی مختلف در سه لایهازای ثابتبه NPETو  FEهای شده با روش

  جایی شعاعیکه مشخص است بيشترین جابههمانطور  باشد.برای بارگذاری فشار داخلی و خارجی می

 یباشد و بيشترین تنش شعاعی برای ضریب ناهمگنی منفی در حدود لایهدر سطح خارجی استوانه می

برای  ی خارجی ومثبت در لایهباشد. همچنين بيشترین تنش محيطی برای ضریب ناهمگنی ميانی می

 باشد.ی داخلی میضریب ناهمگنی منفی در لایه

و  ی تحت فشار داخلیدر استوانه NPETو  FEهای شده با روشجایی شعاعی محاسبهجابه 1 -3جدول 

 ایبرای حالت کرنش صفحه خارجی

2n= 1n= 0n= 1-n= 2-n= *
ru 

 

0,03907- 0,041793- 0,044638- 0,04760- 0,05068- FEM ی داخلیلایه 

ir=r 0,03910- 0,041841- 0,044704- 0,04769- 0,05079- NPET 

0,04193- 0,04471- 0,047612- 0,05064- 0,05378- FEM ی ميانیلایه 
r=R 0,04196- 0,04476- 0,047680- 0,05072- 0,05389- NPET 

0,04432- 0,047378- 0,050588- 0,05396- 0,05749- FEM ی خارجیلایه 

or=r 0,04435- 0,04742- 0,05065- 0,05404- 0,05760- NPET 

ی تحت فشار داخلی و خارجی در استوانه NPETو  FEهای شده با روشتنش شعاعی محاسبه 2 -3جدول 

 ایبرای حالت کرنش صفحه

2n= 1n= 0n= 1-n= 2-n= 𝜎𝑟
∗
 

 

0,99997- 1- 0,99996- 0,99996- 0,99995- FEM ی داخلیلایه 

ir=r 1- 1- 1- 1- 1- NPET 

40,9977- 0,99885- 30,99996- 81,0010- 81,0021- FEM ی ميانیلایه 
r=R 0,99779- 0,998895- 1- 1,00110- 1,00220- NPET 

0,99998- 0,999975- 0,99996- 0,99996- 0,99995- FEM ی خارجیلایه 

or=r 0,99999- 0,99999- 1- 1,00001- 1,00001- NPET 
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ی تحت فشار داخلی و خارجی در استوانه NPETو  FEهای شده با روشتنش محيطی محاسبه 3 -3جدول 

 ایبرای حالت کرنش صفحه

2n= 1n= 0n= 1-n= 2-n= 𝜎𝜃
∗

 
 

0,93063- 0,9646- 0,99996- 1,0367- 1,0748- FEM ی داخلیلایه 

ir=r 0,92854- 0,963507- 1- 1,03800- 1,07750- NPET 

0,99995- 81,00033- 30,99996- 40,9988- 80,9969- FEM ی ميانیلایه 
r=R 0,99985- 1,000306- 1- 0,99892- 0,99708- NPET 

1,06900- 1,033838- 0,99996- 0,96739- 0,93613- FEM ی خارجیلایه 

or=r 1,07114- 1,03487- 1- 0,96653- 0,93445- NPET 

 یبندجمع -3-6-3

، فشار داخلی یکنواخت سبب ی جدار ضخيمفصل مشاهده شد، در استوانه اینطور که در همان

ر د جایی شعاعی منفیباعث ایجاد جابه عی مثبت و فشار خارجی یکنواخت نيزجایی شعاایجاد جابه

استوانه تحت فشار داخلی و خارجی یکنواخت از برآیند دو بارگذاری شامل فشار داخلی  شود.استوانه می

 شارتنش ناشی از فو  جاییبودن مقادیر جابه تربزرگبنابراین با توجه به  شود؛و فشار خارجی حاصل می

 ود.شجایی منفی میاد جابهخارجی نسبت به فشار داخلی، فشار خارجی اثر غالب را داشته و سبب ایج

همگن  یجایی در استوانه نسبت به مادهمواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش جابه

-یی همگن مجایی نسبت به مادهکه مقادیر ثابت ناهمگنی منفی باعث افزایش جابهدر حالی ،شودمی

و  شعاعیی خارجی مقادیر تنش مت لایهی داخلی به سشود. در استوانه تحت فشار داخلی از لایه

 یرفتار مشابه جایی شعاعیجابهیابد. در مورد استوانه تحت فشار خارجی کاهش میجایی شعاعی بهجا

در مورد استوانه یابد. ی خارجی افزایش میی داخلی به سمت لایهتنش شعاعی از لایهدارد، اما مقادیر 

 یابدی خارجی افزایش میی داخلی به سمت لایهاز لایهاعی جایی شعتحت فشار داخلی و خارجی جابه

 شرایط انتهایی تنش مانند.در راستای ضخامت مقادیر ثابتی باقی می تقریباًو مقادیر تنش شعاعی 

عاعی بالاتری جایی شای در هر سه حالت بارگذاری از مقادیر جابهای نسبت به کرنش صفحهصفحه

 گذارد.بسيار اندکی بر نتایج حاصل می تأثيرتنش شعاعی و محيطی در مورد  برخوردار است، اما



 4فصل  -4

 هاو پیشنهاد گیرینتیجه
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 مقدمه -4-1

تحليل مسأله و نتایج حاصل از تحليل در قالب نمودارهایی ارائه شد. در این  3و  2های در فصل

 ردد.گمطرح می یایی پژوهش حاضر پيشنهادهفصل ابتدا به تفسير نتایج پرداخته و سپس برای ادامه

 گیریبندی و نتیجهجمع -4-2

ی جدار ضخيم، فشار داخلی شود که در استوانهم مشاهده میبا دقتّ به نمودارهای فصل دو

منفی  جاییجایی شعاعی مثبت و فشار خارجی یکنواخت نيز باعث ایجاد جابهیکنواخت سبب ایجاد جابه

ارجی یکنواخت که از برآیند دو بارگذاری شامل فشار شود. استوانه تحت فشار داخلی و خدر استوانه می

جایی و تنش ناشی از فشار بودن مقادیر جابه تربزرگشود؛ با توجه به داخلی و فشار خارجی حاصل می

شود که مشاهده می همچنين باشد.منفی می و تنش جاییخارجی نسبت به فشار داخلی، دارای جابه

تحت فشار داخلی و فشار خارجی یکنواخت در راستای ضخامت  یتنش محيطی و شعاعی در استوانه

 ای نسبت به کرنششرایط انتهایی تنش صفحه شود کهملاحظه می همچنيندارای مقدار ثابتی است. 

در مورد  اماجایی شعاعی بالاتری برخوردار است، ای در هر سه حالت بارگذاری از مقادیر جابهصفحه

 گذارد.يار اندکی بر نتایج حاصل میبس تأثيرتنش شعاعی و محيطی 

شود که منشأ رفتار غيرخطی در پوسته، اندازه نسبی ضخامت پوسته است. مشاهده می همچنين

دارد. به عبارت دیگر، هرچه اثر های خطی و غيرخطی در ميزان اختلاف حلتغييرات ضخامت،  یعنی،

تر گردد این دو یابد و هر چه ضخيممیهای خطی و غيرخطی افزایش تر باشد، اختلاف حلپوسته نازک

بنابراین ميزان ضخامت پوسته، تنها عامل هندسی مؤثر بر ميزان شوند. تر میدیگر نزدیکیکحل به

 اختلاف حل خطی و غيرخطی است. 

ن آ شود که هرچه نسبت بار فشاری اعمالی بر پوسته به مدول الاستيسيتهمشاهده می همچنين

تر، برای کاربردهای شود. به عبارت دقيقتر میهای خطی و غيرخطی بيشف حلتر باشد، اختلابيش

ته نازک که پوسآن شرطبهشود، ی بسيار بالا استفاده میها از مواد با مدول الاستيسيتهصنعتی که در آن
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 شدت خطی است و نيازی به بررسی رفتار غيرخطی وجود ندارد. بنابراین، درنباشد، رفتار پوسته به

 شود.ای تحت فشار، رفتار غيرخطی در مواد بسيار نرم دیده میهای استوانهپوسته

ر تشود که ثابت ناهمگنی منفی )مثبت( باعث نرمم مشاهده میبا دقتّ به نمودارهای فصل سو

ابت های ناهمگن با ثجایی در پوستهجابه شود. بنابراین مطابق انتظارتر( شدن کلی پوسته می)سفت

 های همگن است.تر( از پوستهتر )کمی منفی )مثبت(، بيشناهمگن

 پیشنهادها  -4-3

ی پژوهش حاضر، موارد زیر جهت توسعه ،ایهای استوانهبا توجه به کاربرد وسيع و متنوع پوسته

 قابل بررسی و مطالعه هستند.

 بررسی حل مراتب بالاتر در بسط تئوری اغتشاشات. -1

 پوستهی گرفتن ضخامت جداره در نظر متغير -2

 کاربردهای پرحل برای سایر پوسته -3

 در نظر گرفتن خواص وابسته به دما برای مسائل دارای بارگذاری حرارتی -4

ای در حالت نامتقارن محوری از نظر هندسه، بارگذاری و شرایط های استوانهتحليل پوسته -5

 ی مستوی غيرخطیمرزی با استفاده از تئوری الاستيسيته

 ای تحت بارگذاری محوری، خمشی، پيچشی و برشینههای استواتحليل پوسته -6

 در طول استوانه متغيرای تحت فشار های استوانهتحليل پوسته -7

 ای برای مواد ناهمسانگردهای استوانهتحليل پوسته -8

 سازی مواد ناهمگن تابعی استفاده از توابع دیگر برای مدل -9
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Abstract 

In present study, governing equation of pressurized thick axisymmetric cylinders 

made of heterogeneous and isotropic materials with large deformations is derived by 

using the nonlinear plane elasticity theory. Because of large deformations along the radial 

direction and hence existence of nonlinear terms in kinematic equations, the governing 

equation is a nonlinear second-order equation with variable coefficients, which is solved 

in plane stress and plane stress states using perturbation theory. According to the 

equilibrium equation, boundary conditions and different end conditions of the cylinder: 

two free ends and two fixed ends; radial and circumferential normal stresses and radial 

displacement in cylindrical shells are analytically calculated. For investigating the 

accuracy of the results obtained from the analytical solution, the numerical finite element 

modeling of mentioned cylinder with Abaqus software on the basis of the nonlinear 

elasticity theory is done and the results of the two methods are compared. This research 

reveals that the obtained results by using the mentioned analytical solution procedure 

have good accuracy for cylindrical shells under pressure load. 
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