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  چکیده

گرایش مواد پلیمري و لاستیکی استفاده از هاي اخیر به سوي در سال هاي میکروالکترومکانیکیسیستم

عنوان مواد مورد به هاي منحصر به فردشان ها به دلیل ویژگیالاستومر ،از بین مواد پلیمري اند.یافته

- باشند. این ویژگی به همراه دیگر خصوصیات همچون کرنش بالا، انعطافمدنظر میدر این رساله بررسی 

مطلوب در کاربردهاي اي کاملا دهی سریع و ... الاستومرها را به عنوان مادهپذیري، تطابق با محیط، پاسخ

 رساله. در این نموده استها، حسگرها، رزوناتورها و ... معرفی هاي مصنوعی، گیرهماهیچهجمله متنوعی از 

شده از این مواد با هاي میکروالکترومکانیکی ساختهرفتار دینامیکی و ارتعاشی اعضاي مکانیکی سیستم

ها به خوبی رفتار لاستیکی و رابطه گیرد. این مدلر میهاي هایپرالاستیک مورد بررسی قرااستفاده از مدل

طی ماده را ، عامل غیرخهاآن توسطتوان بینی کرده و میخطی تنش و کرنش در این نوع مواد را پیشغیر

د و اجباري میکروتیر و ارتعاش آزا براي این منظوردر بررسی رفتار ماده دخیل نمود.  در کنار دیگر عوامل

گاه ساده و با شرایط مرزي تکیهو برشی اویلر برنولی هاي کلاسیک تئوري بر اساساي دایره میکروورق

اثر پارامترهاي مختلف  .گرددمیبررسی یئو و بیدرمن هاي هایپرالاستیک با در نظر گرفتن مدلگیردار 

در  .گیردمیهمچون شماره مود، طول، ضخامت و نسبت لاغري بر فرکانس غیرخطی مورد مطالعه قرار 

هاي چندگانه استفاده و براي هاي نیمه تحلیلی پوانکاره و مقیاسحل معادلات غیرخطی حاکم از روش

تئوري تنش همچنین . شودمیکوتاي مرتبه چهارم بهره گرفته -هاي زمانی از روش رانجسنجی پاسخاعتبار

و  پیشنهادجهت درنظرگرفتن اثر اندازه  رژي کرنشی تقویت شده بیدرمنچگالی ان شاملاصلاح شده  کوپل

هاي در سیستمنیز  pull-inوضعیت پایداري مورد بررسی قرار خواهد گرفت. نتایج آن 

میکروالکترومکانیکی براي دو مدل یئو و بیدرمن مطالعه و مقادیر بحرانی براي ولتاژ، میدان الکتریکی 

بندي متفاوتی براي میکروتیر با یادشده، ترکیبعلاوه بر موارد  گردد.اسمی و نسبت کشیدگی محاسبه می

یک الکترود بر روي سطح تیر و الکترود ثابت دیگري با فاصله از سطح زیرین تیر که تحت نیروي 



 ح 
 

محاسبه و بررسی رفتار  pull-in. در این قسمت، ولتاژ و خیز گردد، بررسی میباشدمیالکتروستاتیکی 

  د.گیردینامیکی نیز براي دو ولتاژ مختلف با تحلیل یک مود انجام می

  
 کلمات کلیدي

 pull-in، اصلاح شده تئوري تنش کوپل، تئوري برشی، اویلر برنولی، تئوري هایپرالاستیکهاي مدل
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  فصل اول: مقدمه

  موردنظرهاي الکترومکانیکی و ماده عرفی سیستمم 1-1

با  و نامیده شدهکه متشکل از اجزا الکتریکی و مکانیکی هستند سیستم هاي الکترومکانیکی  اعضایی

ها این سیستمظهور اولیه  منشا. [1]شوندتولید میو نانو میکرو  اندازه تاهاي ساخت استفاده از تکنیک

- آن پس پیشرفت از. [2]نمودگردد که احتمال ساخت ابعاد کوچک را مطرح برمی 1به ریچارد فینمن

هاي اکثر سیستمجنس . هاي میکرو صورت گرفتهاي بسیاري در زمینه فهم تکنولوژي سیستم

هاي اخیر به دلایلی که در باشند، اما در سالسیلیکون و مشتقاتش می مبتنی برمیکروالکترومکانیکی 

 شکل گرفتهمواد دیگر همچون مواد پلیمري و لاستیکی  گرایش به سمت استفاده ازشود ادامه ذکر می

 است.الکتریک ديشده در میکروسیستم از نوع الاستومر مبناي ماده استفاده ،نیز. در این تحقیق است

قابل ذکر  .شودرزوناتورها بیان میعملگرها، حسگرها و  درکاربردهاي الاستومرها مختصري از  ابتدا

مر لاستیکی (الاستومر) پلیدلی با تحریک الکتریکی است که در آن مب ،یکالکتراست که الاستومر دي

بین دو  که غشاء پلیمري نازك (الاستومر) استمتشکل از اي و داراي ساختار بسیار ساده دهاستفاده ش

  کند.گیرد، لذا به صورت یک خازن عمل میپذیر و الاستیک قرار میالکترود انعطاف

طور که پیداست وقتی ولتاژ به ) بوده و همان1-1الکتریک طبق شکل (ديالاستومر اصول عملکرد 

گردد، ضخامت غشاء فشرده و مساحت آن زیاد شده و به این ترتیب داراي تغییر الکترودها اعمال می

ناپذیر هستند، لذا هرگونه کاهش شود. علت این امر این است که الاستومرها از مواد تراکمشکل می

ه افزایش مساحت شده تا حجم ماده ثابت بماند. شایان ذکر است که میزان ولتاژ ضخامت منجر ب

                                                             
١ Richard feynman 
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- کیلوولت می 10ولت تا  500میکرومتر در محدوده  100تا  10اعمالی براي الاستومرها با ضخامت 

  .[3]باشد

 

  [4]کیالکتر يد الاستومر عملکرد نحوه: )11-( شکل

  

  الاستومرکاربردهاي  2 -1

  رزوناتورها 1-2-1
هاي اخیر به شوند در سالرزوناتورهاي ارتعاشی که با استفاده از فرآیند میکروماشینکاري تولید می

اد بالا و هزینه پایین هایشان از جمله اندازه کوچک، وزن سبک، عملکرد خوب، قابلیت اعتمدلیل مزیت

شده از الاستومر نسبت به رزوناتورهاي رزوناتورهاي ساختهند. ه اگسترده قرار گرفت مورد استفاده

ها با پارامترهاي ساختاري در مرحله ساخت فرکانس طبیعی آن داراي این مزیت هستند کهپیشین 

هاي غشاء. شوندمیهاي مختلفی طراحی بنديقابل تنظیم است. رزوناتورهاي الاستومر در ترکیب

  گیرند. تحت ارتعاش غیرخطی قرار می فرکانس بالاستومري در کرنش و الا

 ،در آن کتاب. [5]ارائه شد 1983میکرورزوناتورها در کتاب جانسون در سال  ها راجع بهاولین گزارش

ها با مدارهاي الکتریکی معرفی شد. در سال سازي رزوناتورهاي مکانیکی و ارتباط آنطراحی، مدل

و توسط بود، ساخته  1تحریک الکتروستاتیکی شانه اياولین میکرورزوناتور که رزوناتوري با  1997

                                                             
١ Comb-drive  
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سیلیکونی با تحریک الکتروستاتیکی در  . رزوناتور[6]شدکائو و همکارش در دانشگاه میشیگان تست 

  :شودمشاهده می) 2-1شکل (

 
 [6]يا شانه یکیالکتروستات کیتحر با کرورزوناتوریم ریت:)2- 1( شکل

  
رهاي تیر متشکل از رزوناتو ،فیلتر میکروالکترومکانیکی فرکانس بالا 2000ل ادر سبانن و همکاران  

در هر دو انتها درگیر بوده  رزوناتور. [7]ساختندبه هم متصل بودند را ي نرم دوسرگیردار که توسط تیر

  در خلا تست شدند.  840مگاهرتز و فاکتور کیفیت  2/54و تا 

 
   [7]رداریدوسرگ ریت کرورزوناتوریم: )3- 1( شکل

  
در  8000میکرورزوناتور تیر دوسر آزاد با مود خمشی ساخته شد تا به فاکتور کیفیت  2000در سال 

 35/50اد را با فرکانس شماتیک تیر دو سر آز ،)4-1(. شکل [8]مگاهرتز برسد 90و  30فرکانس بین 

  دهد.نشان می مگاهرتز
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   [8]آزاد دوسر ریت یکونیلیس یپل کرورزوناتوریم: )4- 1( شکل

 این. [9]شدساخته  9400مگاهرتز با فاکتور کیفیت  156رزوناتور دیسکی در فرکانس  2003در سال 

  باشد.رزوناتور داراي دو الکترود حول دیسک ارتعاشی می

 
  [9]یسکید کرورزوناتوریم: )5- 1( شکل

  عملگرها 1-2-2
و ترکیبات با ابعاد متنوع  توانند به بسیاري از اشکالچون الاستومرها موادي شکل پذیر هستند می

شوند توسط انستیتو تحقیقاتی استنفورد در دهه موجود باشند. اکثر عملگرهایی که امروزه استفاده می

اي، تک ماده، اي شکل، لولهتوسعه داده شد. این ترکیبات شامل اشکال نورد ماهیچه 2000تا  1990

هاي کروي براي کاربرد در ربرد اپتیکی، بالوناي، دیافراگم، عملگرهاي به شکل قاب براي کادو ماده

- الکتریک چالشفرد الاستومر ديهاي منحصربهباشد. ویژگیهوافضا و آکوستیک، تیر خمشی و ... می

کند. طراحی و ساخت این عملگرها به هایی را در طراحی و انتخاب ترکیب بندي عملگر ایجاد می

الکتریک بین دو الکترود است در مقایسه با مر ديدلیل ساختمان آن که صرفا متشکل از الاستو
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عملگرهایی همچون الکترومغناطیسی که نیاز به دقت در بیرینگ ها و فاصله دقیق شکاف دارد ساده 

باشند، هرچند خصوصیات ویژه آن تر است و در مقایسه با عملگرهاي پیزوالکتریک فراگیرتر می

کند. به عنوان مثال الاستومري همچون ا ایجاد میهاي تکنیکی ربرخی چالش ،همچون کرنش بالا

مگاپاسگال مدول الاستیسیته دارد  5تا 1همراه درصد را به300اکریلیک، توانایی ایجاد کرنشی بیش از 

درصدي به همراه مدول  0,1باشد تنها کرنش که نوعی سرامیک پیزوالکتریک می PZTدرحالی که 

  :[10]آمده است )6-1(اصلی عملگرها در شکل  هاي بنديیبگیگاپاسکال دارد. ترک 65الاستیسیته 

 

   [10]هاي مختلف عملگرهابندي: ترکیب)6- 1( شکل

نماید به طور خلاصه به هاي مطلوبی که الاستومر را گزینه مناسبی براي کاربرد در عملگرها میجنبه

  قرار زیر است:

 صفحات با مساحت زیاد یا هرشکل دیگري راحتی به توانند به: پلیمرها می1ساختار یکپارچه

 بدل شوند.

 توانند انعطاف پذیري و مطابقت: عملگرها به دلیل نرم بودن پلیمرها انعطاف پذیر بوده و می

 تغییر شکل داده و یا سطوح مختلف را دنبال کنند.

 و نیز  شفافیت: اکثر الاستومرها شفاف بوده و این امر کاربرد در موارد اپتیکی را ممکن نموده

 .نمایندامکان پذیر میرا دیدن داخل عملگر 

                                                             
١ Monolithic 
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 ها علاوه بر نقش عملگري، وظایف راحتی در سازهتوانند بهاي: پلیمرها میچندوظیفه

 محافظتی یا ساختاري را انجام دهند.

از عملگرهاي با ، به عنوان مثال باشدالکتریک در عملگرها بسیار گسترده میکاربرد الاستومرهاي دي

بلندگوها (عملگر آکوستیک)، آینه انعطاف پذیر و عملگر  زیاد یا چند وظیفه اي می توان، مساحت

 تر و. بلندگوهاي الاستومري در مقایسه با بلندگوهاي قدیمی بسیار ساده)7-1(شکل  بالون را نام برد

نشان از قابلیت  ،تر بوده و به راحتی قابلیت تبدیل به سطح را دارند. همچنین آینه انعطاف پذیرسبک

بزرگ همچون تلسکوپ هاي فضایی دارد. در بالون  اندازهبالاي کنترل شکل الاستومرها در اجسام با 

بندي داخلی حفظ شده و نیازي به قاب یا هرگونه سازه اضافی ندارد. این ترکیب جدارنیز تنش توسط 

  تواند براي پمپ کردن یا بلندگو استفاده شود.می

 

   [10]عملگر بالون، عملگر آکوستیک و آینه الاستومري :)7- 1( شکل

بزرگ و چه میکرو براي  اندازهها چه در توان به استفاده در رباتاز دیگر کاربردهاي الاستومرها می

 اندازهها نسبت به روبات-در میکرواز الاستومرها هاي مصنوعی اشاره نمود. مزیت استفاده ماهیچه

و نیز عملکرد به  هاي بزرگهاي غیرقابل دسترس براي رباتبه مکان هادسترسی این ربات، بزرگ

کاري هاي الکتریک نشان دادند که توانایی انجام جنبه. الاستومرهاي ديباشدها میتر آننسبت سریع
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شده که از مواد سیلیکونی و مهمی از ماهیچه هاي مصنوعی را دارند. در این راه، عملگرهاي نورد

هاي طبیعی باشند، به سازي ماهیچهتوانند گزینه مناسبی براي شبیهاند میشده اکریلیک ساخته

  gمیلی متر، توانایی ایجاد 2میلی متر و قطر  15گرم، طول  0,25عنوان مثال عملگر نوردشده با وزن 

ن شوند زیرا باید مواردي همچوتر از حشرات ساخته نمیکوچک اندازهها در دارد. میکروربات شتاب 15

پردازش اطلاعات، حسگر، منبع توان و ... را در یک ساختار داشته باشند. عملگرهاي نورد که براي 

پذیري بالایی بوده و قابلیت حرکت در سطوح سخت شوند داراي کرنش و انعطافها استفاده میربات

تا توانایی حرکت در  بردهاي الکتروستاتیکی بهره میکند و در عین حال از گیرهها را فراهم مییا لوله

هاي ها همچنین در مقابل شوك و استفادههر دو سوي افقی و عمودي را داشته باشد. این روبات

ها شکند. رباتکه این ربات در اثر له شدن، کاملا صاف شده و نمیطورينامناسب مقاوم هستند به

- این موارد یاد شده در شکلتوانند از عملگرها به شکل قاب ساخته شوند که هر یک از همچنین می

 .[10]ن داده شده اندنشا )9-1) و (8-1( هاي

 

 

  [10]یکیکتروستاتلا يپاها با ربات عنوان به نوردشده عملگر: )8- 1( شکل

 



 فصل اول: مقدمه
 

9 
 

 

  [10]قاب شکل به عملگر با کوچک يهاربات: )9- 1( شکل

  

  حسگرها 1-2-3
گیري تغییر شکل، براي اندازه حسگرهاي الاستومر، دسته جدیدي از حسگرهاي مکانیکی بوده که

هایی توانند در سازهشود. این حسگرها داراي الاستیسیته بالا بوده و لذا مینیروها و فشار استفاده می

که تحت تغییر شکل بزرگ هستند تجمیع شوند. کاربرد بالقوه دیگري که در این حسگرها موجود 

باشد. هاي بدن و نیز تکنولوژي اتوماسیون میاست در تکنولوژي پزشکی براي مانیتور کردن فعالیت

و یا لاستیک سیلیکونی باشد که مورد  2یا پلی اریتان 1تواند آکریلاتماده الاستومري در حسگر می

نظر از طراحی و هندسه ابعاد، سختی الاستومر تعیین کننده حساسیت حسگر  صرف. برتري داردآخر 

گیري عمل اندازه ،اي قرار داد. حسگرحسگر را در محفظهتوان باشد. براي جلوگیري از سایش میمی

کند. به عنوان مثال طبق شکل پارامتر موردنظر را از طریق مقدار تغییر در ظرفیت خازن مشخص می

 ،تواند با کشیده شدن غشاء و به دنبال آن تغییر خطی ظرفیت با کرنشیک حسگر کرنش می )1-10(

                                                             
١ Acrylate  
٢ Polyurethane 
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با متورم شدن غشاء توسط فشار ) 11- 1طبق شکل (مقدار کرنش را تعیین کند و یا در حسگر فشار 

  .[11]کنداعمالی ظرفیت خازن تغییر 

 

   [11]: حسگر کرنش)10- 1( شکل

 

  [11]: طرز عملکرد حسگر فشار)11- 1( شکل

  
  کاربردهاي زیر نیز استفاده گردد:تواند در الکتریک میگیري تغییر در ظرفیت الاستومرهاي دياندازه

 حسگرهاي ردپا 

 فشار در گازها و مایعات اندازه گیري 

 مانیتورینگ وظایف بدن همچون تنفس، ضربان یا فشار خون 

 (به عنوان مثال براي جلوگیري از زخم بستر ) تعیین توزیع فشار 
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هاي مختلف در الاستومرهاست. این امر از طریق تغییر در ترکیب نیازمند ویژگی ،کاربردهاي مختلف

- بنديع مختلف ترکیباانو )12-1(مواد، هندسه غشاء و طراحی حسگر قابل دستیابی است. در شکل 

  هاي این حسگرها آمده است:

 

 [11] هاي مختلف حسگرهابندي : ترکیب)12- 1( شکل

  مزیت ها 1-2-4
  کوچکساخت ساده حتی در مقیاس 

 پذیريانعطاف 

 تطابق محیطی 

 کرنش بالا 

 چگالی انرژي بالا 

 راندمان بالا 

 دهی سریعپاسخ 

 الکتریک هواهاي ابزار الکتروستاتیکی با دينبود محدودیت 

  100توانایی ایجاد میدان الکتریکی بیش از MV
m

40در مقایسه با ایجاد   MV
m

-دي توسط

 الکتریک هوا

 براي هوا 1الکتریک ديدر مقایسه با ثابت  10تا  3الکتریک داشتن ثابت دي 
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  1لاستیک 1-3

  مرور تاریخی 1-3-1
باشد. این مواد در ترشحات درخت مو که در ظاهر شیري رنگ است میلاستیک طبیعی در حقیقت از 

هاي شیره گیاهی، صمغ، به فرم درصد) بوده و 98تا  92حالت بکر، بیشتر شامل هیدروکربن (در حد 

  باشند. ها و آب میمواد معدنی، پروتئین

هاي . قبیلهدشود که مصریان اولین افرادي بودند که از لاستیک طبیعی استفاده نمودنگفته می

ها نیز از پذیر براي ساخت کفه کفش استفاده نموده و در ورزشفریقایی و آمریکایی از مواد انعطافآ

، 2بردند. اما تا کشف روش ولکانیزاسیونهایشان بهره میه توپ لاستیکی با زانو و شانهضربه زدن ب

لاستیک به دلیل حساسیت بالا به محیط، داراي کاربرد صنعتی چندانی نبود. لاستیک طبیعی در اثر 

گردد. ولکانیزاسیون دهی اندك، نرم و چسبنده، سپس سخت و در اثر سردشدن شکننده میحرارت

دهد که قابلیت حل شدنش کاهش یافته، مقاومت کششی فیزیکی لاستیک را طوري تغییر می خواص

  کند.تر حفظ میو مقاومتش به حرارت افزایش یافته و ضمنا حالت الاستیک خود را در دماهاي پایین

 )13-1ا با زنجیره بلند است که در شکل (هلاستیک طبیعی در یک سطح معمولی متشکل از مولکول

ها را به هم وصل ن داده شده است. ولکانیزاسیون فرآیندي است که با اتصالات شیمیایی، زنجیرهنشا

ها با زنجیره بلند در عرضی مولکول اتصال. [12]دهدبعدي الاستیک تشکیل کند تا یک شبکه سهمی

  آمده است. )13-1(شکل 

                                                             
١ Rubber 

 ارائه شد. 1839که توسط گودیر و هانکوك در سال  شود به سولفید تبدیل می شود و سولفور کاهیده اکسیده می لاستیک این روش،طی در 2 
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 یعرض اتصال) ب یعیطب کیلاست يهامولکول) الف: بلند رهیزنج با هامولکول يتئور کیشمات انیب: )13- 1( شکل

 [12]یعیطب کیلاست يهامولکول شده تیتقو
  

ترکیبات لاستیک عموما متشکل از لاستیک پایه ( مثل لاستیک طبیعی)، یک پرکننده ( مثل کربن 

- گیريهاي فیزیکی معمول که در ترکیبات اندازهویژگی باشد.سیاه) و سخت کننده (مثل سولفور) می

تواند اي میباشد. هر عامل و ذرهنهایی و ... می 1شامل سختی، مقاومت کششی نهایی، کشیدگی ،شده

هاي فیزیکی اثرگذار باشد. بهبود دادن هر ویژگی، همواره منجر به تغییر دیگر مستقلا بر این ویژگی

  .[13]ها، چه بهتر و چه بدتر شدن، خواهد شدویژگی

ها به شوند. آنکاربرد در لاستیک اتوموبیل در چندین نوع کاربرد استفاده میاجزاء لاستیکی در کنار 

ها و آب بند وسایل الکتریکی، به دلیل دلیل هدایت حرارتی و الکتریکی پایین در روکش سیم، ارینگ

ها و اتصالات و نیز به علت بوش، [14]هاظرفیت جذب صدا و ارتعاش در ایزوله کردن یاتاقان

گیرند. برخی مواد لاستیکی قابلیت ها، آب بندها و ... مورد استفاده قرار میي در بارانینفوذناپذیر

  برابري نسبت به طول اولیه خود را دارند. 6تا  5کشیدگی 

هاي کرنش در مواد لاستیکی با نرم شوندگی آنی مدول الاستیسیته در کرنش-رفتار غیرخطی تنش

شود که این امر در کی بیشینه کرنش ماده  مشخص میکم و متوسط و سپس سخت شوندگی در نزدی

لاستیک نیازمند  در ها براي بیان رفتارالاستیک) نشان داده شده است. اولین تلاش14- 1شکل (

یق توابع انرژي درنظر گرفتن تئوري تغییر شکل محدود  بوده و منجر به قوانین سازگاري ماده از طر

                                                             
١ elongation 
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توسعه  [16] 1. کارهاي اولیه ترلوآر[15]شودیسیته شناخته میعنوان هایپرالاست کرنشی گردیده و با

شدگی مواد لاستیکی در هاي هایپرالاستیک به راه انداخت که نشان از سختبیشتري را در مدل

  آنها داشت. 2نزدیکی حد کشیدگی

 

 سخت و هیاول یشوندگ نرم از نشان که یکیلاست مواد در کرنش-تنش یرخطیغ رابطه یفیک انیب: )14- 1( شکل
   [15].دارد ماده یدگیکش محدوده در یشوندگ

 

  هاي مکانیکی لاستیکویژگی 1-3-2
هاي کرنش لاستیک موارد متعددي قابل استخراج است. یکی از مهمترین پدیده -از رفتار تنش

شود. در ابتدا مفاهیم پایه مشاهده شده رفتار الاستیک غیرخطی است که در این قسمت بررسی می

هاي موجود براي هاي در دسترس و در نهایت معرفی تستمربوطه، سپس مواد هایپرالاستیسیته، مدل

  .[16]شودها ارائه میدستیابی به پارامترهاي مدل و تکمیل آن

  تغییر شکل و کرنش 3-2-1- 1
در یک جسم طبق  pباشد. نقطه گیري جابجایی و تغییر شکل مینقطه شروع مکانیک کوانتوم، اندازه

i شکل داراي بردار مکان مرجع iX X e است. مکان جدید نقطهp حرکت  در طی تغییر شکل و یا

i شود که داراي بردار مکانبدل می  p به نقطه ix x e.بردار مکان قبلی و بردار مکان  رابطهاست

  :) است1طبق معادله ( uجدید توسط بردار جابجایی  

                                                             
١ Treloar 
٢ Elongation limit 
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)1-1(  i i ix X u   

  صورت است:این فرم دیفرانسیلی معادله بالا به 

)1-2(  i
i j ij j

j

xdx dX F dX
X


 


  

  شود. نشان داده می Fماتریسی با  گرادیان تغییر شکل است که به فرم تانسور ijFکه 

  آید:گرین از گرادیان تغییر شکل بدست می-تانسور راست کوشی

)1-3(  ij mi mjC F F  

  باشد:یا به فرم ماتریسی زیر می

)1-4(  .TC F F  
  :برابر است باگرین -به همین ترتیب تانسور چپ کوشی

)1-5(  ij im jmB F F  

  :عبارتست از یا به فرم ماتریسی

)1-6(  . TB F F  
  

 

 [16] : بردارهاي موقعیت اولیه و ثانویه)15- 1( شکل

) براي یافتن Cگرین (-راست کوشیشود. از تانسور تعریف این تانسورها منجر به تعریف کرنش می

  معادل است با: )کندبر اساس حالت مرجع را بیان میرا که کرنش  تانسوريتانسور کرنش لاگرانژین (
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)1-7(   1
2ij ij ijE C    

  باشد. تابع دلتاي کرانکر می ijکه 

برابر کند بیان می از کرنش نسبت به موقعیت تغییر شکل یافته را شکلیتانسور کرنش اویلري که 

  است با:

)1-8(   11
2ij ij ijE B    

  :برابر است با  Lو طول ثانویه  0L براي المان یک بعدي با طول اولیه 1نسبت کشیدگیهمچنین 

)1-9(  
0

L
L

   

باشد که بر اساس تغییر طول نسبت به آشناترین تعریف براي کرنش، کرنش مهندسی یا اسمی می

  شود:طول اولیه بیان شده و مستقیما از نسبت کشیدگی تعیین می

)1-10(  1i i    

و تانسور راست کشیدگی  R ، بر اساس دو تانسور یعنی تانسور دوران متعامد Fگرادیان تغییر شکل

  به صورت زیر قابل بیان است:  Vیا تانسور چپ کشیدگی   Uمتقارن مثبت معین 

)1-11(  . .F RU V R   
   باشند:می 2هاي کشیدگی اصلینسبتمقادیر ویژه تانسور راست کشیدگی، 

)1-12(  det 0ij n ijU       

  مرتبط است: ی گرین از طریق معادلات مشخصهاین نسبت کشیدگی با مقادیر ویژه تانسور راست کوش

)1-13(  2det 0ij n ijC       

2گرین -یعنی مقادیر ویژه تانسور راست کوشی
i  گرین -که این مقدار براي تانسور چپ کوشی است

2برابر 
i
 باشد.می  

                                                             
١ Stretch ratio 
٢ Principle stretch ratios 
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  ثوابت کرنش 3-2-2- 1
- گرین و بدون توجه به جهت مختصات قابل تعریف می -ثوابت کرنش از طریق تانسور راست کوشی

  باشد:

)1-14(  2 2 2
1 1 2 3 (C)I tr       

)1-15(   2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 3 1 3 1

1 (C )
2

I I tr           

)1-16(  2 2 2 2
3 1 2 3 det(C)I J      

)  ثوابت کشیدگی 1, 2,3)i i  گرین می-ریشه مربعی مقادیر ویژه تانسور چپ یا راست کوشی -

 .باشند

  : است Jراست کشیدگی برابر با تانسور به همین ترتیب، دترمینان 

)1-17(  1 2 3det(U)J      

همواره برابر یک بوده و رابطه  Jاگر همچون مساله مورد بررسی ما، ماده غیر قابل فشرده باشد آنگاه

  سازد:هاي کشیدگی اصلی برقرار میرا بین نسبت يسودمند

)1-18(  1 2 3 1J      

  :ردگرین تعریف ک -توان ثوابت کرنش را از طریق تانسور تغییر شکل چپ کوشیبه همین ترتیب می

)1-19(  1 ( ) kkI tr B B   

)1-20(     2 2
2 1 1

1 1..
2 2 ik kiI I B B I B B     

)1-21(  2
3 det( )I B J   

-توان مجموعه ثوابت زیر را نیز براي تانسور تغییر شکل چپ کوشیفشردگی، میبراي مواد غیر قابل 

  کار برد:گرین به

)1-22(  1
1 2/3 2/3

kkBII
J J
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)1-23(  2 22
1 1 14 /3 4/3 4/ 3

1 . 1
2 2

ik kiI B B B BI I I
J J J

          
   

  

)1-24(  detJ B  

  هاي اصلیتنش 3-2-3- 1
it  1و بردار ترکشن jnدر صفحه المان با بردار نرمال  Pبا درنظر گرفتن نقطه  ، )16طبق شکل ( 

  شود:تعریف می )25-1با رابطه (تنش کوشی 

)1-25(  i ji jt n  

یک نقطه بیان شود و لذا به تنش  در حالت تغییر شکل یافته کند که تنشاین تعریف ایجاب می

  نیز معروف است. 2حقیقی

 

 P [15] نقطه يرو نرمال و ترکشن بردار: )16- 1( شکل

  
کرشهف اول نیز معروف -تر است که تنش مهندسی (که به تنش اسمی، لاگرانژین یا پیولاراحت گاهی

  است) را به فرم اندیسی نوشت:

)1-26(  1
ij ij ijS JF   

  

                                                             
١ Traction vector 
٢ True stress 
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  الاستیسیته غیرخطی 1-4

  هایپرالاستیسیته   1-4-1    
- با کرنش شوند که حین مواجههي استفاده میکردن موادقوانین سازگاري هایپرالاستیک براي مدل

هاي شکل رفتار غیرخطی ماده و تغییردهند. آنها هاي خیلی بزرگ، از خود رفتار الاستیک نشان می

) مدل کردن رفتار 1باشد: (ربرد این تئوري در دو مورد میدهند.  کارا در خود جاي میبزرگ 

بزرگ برگشت هاي شکل هاي پلیمري در معرض تغییر) مدل کردن فوم2لاستیکی در مواد پلیمري (

  .[44]پذیر

هاي پیشین وابسته است. پلیمرها داراي پاسخ مواد پلیمري شدیدا به دما، نرخ بارگذاري و کرنش

باشند. در ، ویسکوالاستیک و لاستیکی می1رفتاري همچون حالت شیشه ايهاي مختلف محدوده

وجه شود، ماده پلیمري تحت تغییرات قابل تشناخته می 2دماي بحرانی که به نام دماي گذار شیشه اي

اي با رفتار نرم عمل کرده و در نزدیکی این دما همچون حالت شیشه گیرد. در زیرمکانیکی قرار می

نش شدیدا به نرخ کرنش وابسته است. در خود دماي گذار افت قابل توجهی در مدول دماي گذار، ت

طوري که رفتار شود بهدهد و در بالاي این دما رفتار لاستیکی از ماده مشاهده میالاستیسیته رخ می

 یابد. الاستیک بوده، تنش وابستگی قابل توجهی به نرخ کرنش نداشته و مدول نیز با دما افزایش می

تمام پلیمرها این رفتار کلی را دارند اما محدوده هر رفتار و جزییات آن به ساختار مولکولی ماده 

ل ترین رفتار آیا همان الاستومرها داراي ایده 3بستگی دارد. در بین پلیمرها، پلیمرها با اتصال عرضی

الاستیک چنین رفتار  د. مواد هایپرباشنیز می که ماده مورد نظر ما در این پژوهشالاستیک بوده 

  زنند.الاستیکی را تقریب می

  باشد:هاي زیر میرفتار ماده لاستیکی داراي جنبه

                                                             
١ glassy 
٢ Glass transition temperature 
٣ Cross-linked polymers 
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- دیاباتیک تغییر شکل میآباشد یعنی الف) وقتی ماده در دماي ثابت یا آل می): ماده الاستیک ایده1(

باشد. ب) رفتار یابد، تنش صرفا به کرنش آن لحظه وابسته بوده و مستقل از نرخ بارگذاري می

پذیر دارد یعنی در طی یک سیکل بسته از کرنش در شرایط هم دما یا آدیاباتیک، هیچ کار برگشت

  شود. خالصی روي ماده انجام نمی

  کند.حجمی مقاومت می ات): ماده شدیدا در مقابل تغییر2(

  برابر اکثر مواد است.  510): مدول برشی آن در حدود3(

  گیري ماده است.کرنش مستقل از جهت-): ماده ایزوتروپیک است یعنی پاسخ تنش4(

  شود.تر می) مدول برشی وابسته به دما بوده و ماده در اثر حرارت دهی سفت5(

  کند.شود از خود حرارت آزاد می): وقتی ماده کشیده می6(

  کنند:پیروي می تمامی مواد هایپرالاستیک از قوانین زیر

که تابعی از تانسور گرادیان  W): رابطه تنش وکرنش براي ماده از طریق چگالی انرژي کرنشی 1(

W(F) شود:تغییر شکل است بیان می W دهد که ماده کاملا الاستیک بوده و نیز . این امر نشان می

کلی تابع چگالی انرژي  شکل. می باشیمبدین معنی است که صرفا نیازمند کار با یک تابع اسکالر 

کرنشی با آزمایشات مشخص شده و فرمول استخراجی شامل ثوابتی است که براي هر ماده خاص قابل 

  حصول است.

گیري اولیه شود یعنی رفتار ماده مستقل از جهتک فرض می): ماده تغییر شکل نیافته، ایزوتروپی2(

ماده نسبت به بارگذاري است. اگر تابع چگالی انرژي کرنشی تابعی از تانسور تغییرشکل چپ کوشی 

  معادله سازگاري حاصل به طور خودکار ایزوتروپیک است. باشد

  شود.شی حاصل میگیري نسبت به چگالی انرژي کرنکرنش از طریق مشتق-): رابطه تنش3(

 [17] کرنش از چگالی انرژي تغییر شکل-محاسبه رابطه تنش 1-4-2

شود که چگالی انرژي اي بیان میقانون سازگاري براي ماده هایپرالاستیک ایزوتروپیک از طریق معادله

  کند:کرنشی را به گرادیان تغییر شکل یا سه ثابت تانسور کرنش براي ماده ایزوتروپیک مرتبط می



 فصل اول: مقدمه
 

21 
 

)1-27(  
1 2 3 1 2 1 2 3( ) (I , I , I ) U(I , I , J) U( , , )W F U       

-رابطه تنش ،گیري چگالی انرژي کرنشی حاصل شود. در ادامهکرنش باید از مشتق - آنگاه رابطه تنش

  کرنش بر حسب انتخاب ثوابت آمده است:

 :چگالی انرژي کرنشی بر حسب گرادیان تغییر شکل 

)1-28(  1
ij ik

jk

WF
j F







  

  1چگالی انرژي کرنشی بر حسب 2 3, ,I I I : 

)1-29(  1 3
1 2 2 33

2 2ij ij ik kj ij
U U U UI B B B I
I I I II

 
     

          
  

 

  1چگالی انرژي کرنشی بر حسب 2, , JI I  : 

)1-30(  
1 1 22/3

1 2 1 2

4/3
2

1 2
32

1

ij
ij

ij ij

ik kj

U U U UI B I I
J I I I I U

J JU B B
J I



 

       
                  

  

  

  1چگالی انرژي کرنشی بر حسب 2 3, ,    : 

)1-31(  (1) (1) (2) (2) (3) (3)31 2

1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3
ij i j i j i j

U U Ub b b b b b 


           
  

  
  

    

کنند و لذا به صورت مواد غیر قابل اکثر مواد لاستیکی شدیدا در مقابل تغییر حجم مقاومت می

  باشند:ها میهاي مختص به مواد هایپرالاستیک داراي این ویژگی. مدلشوندزده میتقریب  1فشرده

1J): براي حفظ حجم باید 1(   .باشد  

  باشد.): چگالی انرژي کرنشی صرفا تابعی از دو ثابت کرنش می2(

                                                             
١ incompressible 
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  هاي سازگاريمدل 1-5

به دو دسته کلی تقسیم  ،هاي هایپرالاستیک بسته به کاربردهاي محققین از تابع انرژي کرنشیمدل

  :[18]شوندمی

  2یا اگدن 1سري ریولین مانندباشند از مفهوم ریاضی تابع انرژي کرنشی میناشی دسته اول .

ها گویند. تعیین پارامترهاي ماده در این مدلمی 3هاي پدیدارشناختیبه این دسته مدل

 مشکل بوده و در خارج از محدوده تغییر شکلشان ممکن است منجر به خطا شوند. 

 اس ها بر اساند. این مدلهایی هستند که از مفاهیم فیزیکی قابل استخراجدومین نوع از مدل

هاي باشند. این امر بسته به پدیدههاي آماري میروشاي پلیمر و فیزیک شبکه زنجیره

بندي گردد و در اکثر موارد فرمولمیکروسکوپیک، منجر به توابع انرژي کرنشی متفاوتی می

 ریاضی آنها کمی پیچیده است.

 شوند.میهاي حاکم بررسی در این بخش تعدادي از مدل

 [18] پدیدارشناختیهاي مدل  1-5-1

 ریولین مرتبه اول) -(مدل مونی 4مدل مونی 1-1- 5- 1

باشد. وي تابع چگالی مونی مشاهده کرد که رفتار لاستیکی تحت بارگذاري ساده برشی، خطی می

  انرژي کرنشی را به صورت زیر در نظر گرفت:

)1-32(  1 1 2 2(I 3) (I 3)W C C     

دو پارامتر ماده هستند. این مدل به طور گسترده براي مواد لاستیکی با کرنش متوسط (  2Cو  1Cکه 

  شود.%) استفاده می200زیر 

                                                             
١ Rivlin  
٢ Ogden  
٣ Phenomenological models  
٤ Mooney model 
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 1ریولین-مدل مونی  1-2- 5- 1

I)1جمله اي ازهاي چندبه سري  Wریولین مدل پیشین را از طریق بسط  3)  2و(I 3) :توسعه داد  

)1-33(  1 2
0, 0

(I 3) (I 3)i j
ij

i j
W C



 

    

00پارامترهاي ماده بوده و  ijCکه  0C  باشد. معمولا جملات سري مورد نظر به جملات مرتبه می

. استپارامتر براي جملات تا مرتبه سوم  9به عنوان مثال، نیازمند تعیین  شود،دوم و سوم ختم می

د. در هر صورت، این باشهاي دیگر ثوابت کرنش میشکلشده ریولین قابل توسعه از طریق مدل بیان

  شود.هاي خیلی بزرگ استفاده میاز کرنش انرژي به صورت کلاسیک براي کرنش شکل

  شود:ریولین به صورت زیر بیان می -امتري و پنج پارامتري مونیطبق رابطه اخیر، مدل سه پار

)1-34(  10 1 01 2 11 1 2(I 3) (I 3) (I 3)(I 3)W C C C         

)1-35(  2 2
10 1 01 2 11 1 2 20 1 02 2(I 3) (I 3) (I 3)(I 3) (I 3) (I 3)W C C C C C            

ه مواد لاستیکی ب - 2ریولین براي ترکیبات لاستیک پرنشده -اثبات شده که مدل مونی ،در مقالات

  .[19]مناسب است -گویندلی میخالی از مواد غیرآ

  

 3مدل یئو   1-3- 5- 1

) داراي مقدار ثابت 2I(مدل دیگري را پیشنهاد داد که در آن ثابت کرنش دوم  1990یئو در سال 

  شود:کشیدگی بوده و در تابع انرژي کرنشی دخیل نمی

)1-36(   
3

1
1

3i
i

i

W c I


   

به همراه داشته و تنها نیازمند تست کشش دومحوره  4این مدل دقت خوبی را براي لاستیک پرشده

 هاست.داده متقارن براي تطابق با 

                                                             
١ The Mooney-Rivlin model 
٢ Unfilled rubber 
٣ Yeoh model 
٤ Filled rubber 
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 1مدل بیدرمن  1-4- 5- 1

0iریولین تنها جملات با  -بیدرمن از معادله مونی  0 یاj   را حفظ نمود و به این ترتیب سه

  را مدنظر قرار داد: 2Iو جمله اول از    1Iجمله اول از 

)1-37(  2 3
10 1 01 2 20 1 30 1(I 3) (I 3) (I 3) (I 3)W C C C C         

  استفاده شد. 2این مدل به صورت موفقیت آمیز توسط الکساندر

 3ویلسون -مدل هینس 1-5- 5- 1

حسب ثوابت کرنش و ثوابت کشیدگی جیمز و همکاران از مقایسه توصیف چگالی انرژي کرنشی بر 

  تصمیم به حفظ شش جمله اول از سري گرفتند:

)1-38(  10 1 01 2 11 1 2
2 2 3

02 2 20 1 30 1

(I 3) (I 3) (I 3)(I 3)

(I 3) (I 3) (I 3)

W C C C
C C C

      

     
  

 

  4مدل اگدن  1-6- 5- 1
اگدن، چگالی انرژي کرنشی را بر حسب ثوابت کشیدگی بیان نمود. او چگالی انرژي  1972در سال 

)1,2,3هاي حقیقی سري از توانیک کرنشی را به صورت  )i i  :ارائه داد  

)1-39(   1 2 3
1

3n n n

N
n

n n

W   
  



     

  به طوري که پارامترهاي ماده باید شرط زیر را ارضاء کنند:

)1-40(  0 1,n n n N      
 

                                                             
١ The Biderman model 
٢ Alexander  
٣ The Haines-Wilson model 
٤  Ogden model 
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  [18] هاي فیزیکیمدل 1-5-2
ها باشند. این مدلمیهاي پلیمري در شبکه هاي فیزیکی بر اساس پاسخ میکروسکوپیک زنجیرهمدل

  هاي انجام شده در رسیدن به پاسخ با هم تفاوت دارند.بر اساس فرض

  1هوکین-مدل نئو 1- 2- 5- 1
 - ترین مدل فیزیکی موجود براي مواد لاستیکی است. این مدل در تطابق با مدل مونیاین مدل، ساده

2ریولین اما با یک پارامتر ( 0C  آید. مواد در عین حال از ارتباط زنجیره مولکولی بدست می ) بوده و

اي از زنجیره هاي انعطاف پذیر بلند که با اتصالات شیمیایی به هم متصلند لاستیکی از طریق شبکه

شود. الاستیسیته این شبکه عمدتا به سبب تغییرات آنتروپی در طی تغییر شکل بوده که حاصل می

 2گردد. ترلوآرهاي ماکرومولکولی تعریف میهاي ممکن از زنجیرهاد ترکیبآنتروپی ماده نیز توسط تعد

  و فرم انرژي کرنشی زیر را ارائه نمود:استفاده  3از توزیع آماري گوسین

)1-41(  1
1 (I 3)
2

W nkT   

دماي مطلق است. ترلوآر براي کربن  T ثابت بولتزمن و kچگالی زنجیره در واحد حجم، nکه در آن

1مقدار  4طبیعی سیاه
2

nkT  مگاپاسکال بدست آورد. مدل وي در تطابق مناسبی با تست 0,2را برابر -

  است.% بوده 50هاي کمتر از هاي دومحوره در تغییر شکلهاي کشش، برش ساده و تست

  5مدل ایشیهارا 2- 2- 5- 1
سازي معادلات مربوطه، سري ریولین را ایشیهارا تئوري غیرگوسین را بکار برده و با استفاده از خطی

  براي چگالی انرژي کرنشی بدست آورد:

)1-42(  2
10 1 20 1 01 2(I 3) (I 3) (I 3)W C C C      

                                                             
١ Neo-hookean 
٢ Treloar  
٣ Gaussian statistical distribution  
٤  Carbon black-filled natural rubber 
٥ Ishihara model 
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بوده که تا پیش از آن در  2Iنشان ساخت که مدل مولکولی حاضر، شامل ثابت کرنش باید خاطر

یهارا نزدیک به روابط حاکم بر مدل بیدرمن ر نشده بود. به این ترتیب مدل ایشهاي فیزیکی ظاهمدل

  ریولین می باشد. -یا مونی

 شود.تعداد پارامترهاي مجهول نشان داده میها به همراه از مدلي تعداد (1-1)در جدول 

 

 

  

 

 

 

  [18]مجهول يپارامترها تعداد همراه به هامدل یبرخ ستیل: )1-1(جدول
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  هاي تعیین پارامترهاي مادهتست 1-6

هـاي مـواد در   هاي ارائه شده در مواردي همچون طراحی، ضروري است تا ویژگـی براي استفاده از مدل

ضرایب مدل  اسـتفاده  ها براي استخراج تعیین شود. زمانی که از ترکیبی از تست ،ناسب تستمشرایط 

  :[20] عبارتند از هاها باید در دما و نرخ کرنش یکسان تعیین گردند. این تستداده شود، این می

  1محوره): تست کشش تک1(

  1): تست برش صفحه اي2(

                                                             
١ Uniaxial tension test 
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  2): تست کشش دومحوره3(

  

 محورهتست کشش تک1- 1-6

کند. براي انجام این تست و می اي تعیینهاي ماده را تحت تنش صفحهمحوره ویژگیتست کشش تک

مورد آزمایش باید در جهت کششی نسبت به عرض و  نمونهبراي بدست آوردن کرنش خالص کششی، 

توان به این امر دست از تحلیل المان محدود میکه ضخامت داراي طول بیشتري باشد. قابل ذکر است 

  حداقل ده برابر عرض باشد. نمونهیافت که نیاز است تا طول 

  

  

  

  
  
  
 

 [20] محورهتک کشش تست: )17- 1( شکل          
 

  برابر خواهد بود با:کرنش ناشی از کشش 

)1-43(  1/2
1 2 3 1

0

L
L

        

  شود:بیان میزیر روابط با  ناشی از کشش تنش

)1-44(  1 2 3
0

, 0F
A

        

  باشد.گونه می سطح اولیه 0A بار اعمالی و Fتنش، که 

                                                                                                                                                                                   
١ Planar Shear test 
٢ Equibiaxial tension test 
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است.  موجود [22] لاستیکو  [21]محوره براي پلاستیکاستانداردهاي مختلف براي تست کشش تک

 باشد.و سرعت بارگذاري می نمونهدر هندسه  ،ها براي پلاستیک و لاستیکروشتفاوت اصلی بین 

  گردد. انجام می) 18-1(شکل طبق استخوانی  نمونههاي مربوطه بر روي تست

 

   [20] نمونه تست نظر مورد يهااندازه: )18- 1( شکل
  

 .دهدهاي مذکور را براي هر نوع ماده نشان میتفاوت )2-1(جدول 

 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 تست برش صفحه اي2- 1-6

مورد  نمونهترین جنبه در ، همچون تست برش خالص است. مهماي تست برش صفحهتنش در 

  باشد، یعنی:تر نسبت به عرضش میدر راستاي کشش بسیار کوتاهبعد نمونه آزمایش این است که 

 [20] کشش تست يبرا استاندارد يهامشخصه: )2- 1( جدول
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)1-45(  10W L  
شود که کمینه نسبت عرض باشد. توصیه میمی نمونهعرض  Wطول و   L )19-1(که طبق شکل 

 60میلی متر و طول  200با عرض  نمونهبرابر چهار باشد. مطالعات آزمایشگاهی روي  ،به طول معیار

بر منحنی  10تا  4  1رض به طولهاي مختلف نشان داد که نسبت عمیلی متر و با درگیر کردن طول

محوره اي که در تست کشش تک. پس در اینجا به جاي تنش صفحه[23]تاثیر استکرنش بی -تنش

  گیرد.اي مورد آزمایش قرار میشود، گونه در حالت کرنش صفحهانجام می

 

 [20] ياصفحه برش تست: )19- 1( شکل

  کرنش صفحه اي به صورت زیر خواهد بود. ،اي: با توجه به تستکرنش صفحه

)1-46(  1
1 2 1 3

0

1L
L

       

)که  1,2,3)i i  0، کشیدگی در جهت اعمال بار هاينسبتL  طول اولیه وL است. طول ثانویه  

  باشد.روابط نشان داده شده در زیر میاي نیز داراي تنش صفحه :ايصفحه تنش

)1-47(  1 2 30 0       

 تست کشش دو محوره3- 1-6

-1که طرح واره آن در شکل ( راستاي متعامد استدو هاي کششی در این تست نیازمند اعمال تنش

  . ) نشان داده شده است20

                                                             
١ Aspect ratio 
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 [20] ): نمونه تست براي کشش دو محوره20- 1شکل (

  :برابر است با کرنش

)1-48(  2
1 2 3

0

L
L

          

  کشیدگی در دو راستاي عمود بر هم است.که 

  :به صورت زیر است تنش

)1-49(  1 2 3 0       

سازي و طراحی موفقیت آمیز مواد هایپرالاستیک بستگی به انتخاب مناسب تابع انرژي کرنشی و مدل

ها براي در ادامه توضیح مختصري در ارتباط با کمترین تعداد تستدارد. تعیین صحیح ضرایب در تابع 

  است. آمده )21-1(ها در شکل برخی از تست .شودهاي ماده هایپرالاستیک ارائه مییافتن مشخصه

 

  [20]کرنش آزمایشگاهی براي الاستومر -: منحنی تنش)21- 1(شکل 
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باشد. هاي ماده هایپرالاستیک در دسترس نمیهاي لازم براي تعیین مشخصهمعمولا تمامی تست

هایی همچون محوره به طور معمول موجود است. هزینه بالاي انجام تستتنها تست کشش تک

استفاده از آنها را محدود کرده است. براي مثال، تست دومحوره نیازمند کشش دومحوره و برشی، 

  باشد.ماشین تست گران قیمت یا یک چفت و بست خاص می

- و منطبقتر هاي درستپاسخ ،رسد استفاده همزمان از چندین تستاگرچه در ظاهر به نظر می

هست اما قابل اثبات است که دهد که البته اینگونه نیز هاي مختلف به دست میتري را با مدل

محوره) تنها منجر به خطاي تفاوت استفاده از چندین تست و یا صرفا یک تست (تست کشش تک

نشان  2005باشد. این امر را مانوئل و همکارانش در سال د که قابل اغماض میگرداندکی می

داده و دو حالت مختلف را ها یک کره صلب را در تماس با ماده هایپرالاستیک  قرار . آن[20]دادند

) تست 1هاي مختلف و نیز ضرایب را بدست آوردند: (یک تطابق مدلدر نظر گرفتند و براي هر

  محوره و دو محوره.هاي برشی، کششی تک): تست2کشش تک محوري (

 

  

  
  حالت دوم   حالت اول

  [20]تست مجوعه دو قیطر از مدل بیضرا نییتع: )22- 1( شکل
  

هاي مختلف را با استفاده از هاي آزمایشگاهی با مدلدادهمقدار خطاي قابل قبول در تطابق ها آن

.درصد تعیین کردند 30به میزان  1حداقل مربعات روش
 

  

                                                             
١ Least square method 
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)1-50(  
2

2

1

1
THn
i
EXP

i i

E 


 
  

 
  

EXPکه 
i  ،تنش هاي تجربیTH

i مقادیر تنش تئوریک وE .مقدار خطاست 

- می )3-1(محوره طبق جدول هاي آزمایشگاهی در استفاده از تست کشش تکدادهتایج تطبیق ن

  شد.با

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 [20]محورهتک کشش تست با انطباق جینتا: )3-1(  جدول
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  ارائه شد. )4-1(هاي آزمایشگاهی در استفاده از چندین تست نیز طبق جدول دادهنتایج تطبیق 
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 [20]تست سه با انطباق جینتا: )4-1( جدول

  
شده خطاي مطلوب، مقدار خطاي نرمال هاي متناسب باها و یافتن مدلمدلها پس از تطابق آن

e  رابطه بدست آوردند:این که نشان از درصد تفاوت بین دو مجموعه تست بود را با  

)1-51(  1

1

max
100

max

B A
i n i i

A
i n i

e
 


 

 


  

A در این رابطه  نودها در دامنهتعداد  nبه ترتیب بیانگر حالت اول و حالت دوم تست بوده،  Bو  

  باشد.نیز بیانگر تنش می به دلیل استفاده از تحلیل المان محدود) و (

% بدست آمد و 15ها برابر محوره در کار آنبه این ترتیب خطاي استفاده از صرفا تست کشش تک

هاي دیگر از جمله کشش توان بدون وارد آمدن ایرادي به اصل کار، تستلذا براي سادگی کار می

  دو محوره و برشی را حذف نمود.

کند. باید ذکر کرد که انجام تنها یک آزمایش براي تعیین پارامترهاي ماده لاستیکی کفایت نمی

حتی اگر فرایند تطبیق براي یک تست مکانیکی همگرا شود هیچ اطمینانی از ارائه همان مقدار 
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 1خواهد بود. مثال مناسبی از این امر در کار سیبرت و شوچهپارامترها در شرایط دیگر بارگذاري ن

هاي دیگر در مواد این مساله باید خاطرنشان شود که در مواردي که تست. لذا [10]موجود است

ها و پارامترهاي مورد نظر در دسترس باشد، منطقی است که براي بالا بردن دقت انتخاب مدل

  ها استفاده نمود.مربوطه از آن

ذکر شد باید به یک سري  بالااستخراج پارامترهاي مجهول در معادلات سازگاري همانطور که در  براي

هاي تئوریک با آنها به مقادیر از اطلاعات آزمایشگاهی دسترسی داشت و سپس از طریق تطبیق مدل

مجهول دست یافت. در مجموع تعداد کارهاي آزمایشگاهی قابل اعتماد اندك بوده که از بین آنها 

کار تطبیق با [16] . بیشترین استفاده را در بین محققین داشته است 2هاي مربوط به کار ترلوآرداده

ها شده که در اینجا از نتایج آنوع تست انجامهاي هایپرالاستیک توسط افراد مختلف با توجه به نمدل

و صرفا براي اطلاع از چگونگی  شودبه عنوان مقادیر عددي پارامترهاي مجهول در معادله استفاده می

  شود.کلیت استخراج این پارامترها، مروري مختصر بر آن می

چند محوره و نیز  کشش تک و% سولفور براي 8همراه با ترلوآر براي لاستیک طبیعی پرنشده  هايداده

و همکاران را نیز که به  3. در کنار کار وي، خروجی کار کاواباتا[16]برش خالص انجام شده است

. دلیل شودصورت تست کشش دومحوره بر روي گونه پلی سوپرین پرنشده انجام شده نیز بیان می

وره هاي بارهاي کششی تک محهدادو قابل اعتماد بودن ، در دسترس انتخاب این کارهاي آزمایشگاهی

هاي هایپرالاستیک مدل شده است و از به خوبی توسط مدل و چندمحوره در آن است که علاوه بر آن

  توان بهره برد.ها به دلیل مشابهت دو ماده میخروجی هر یک از آن

) تطبیق داده شوند.  Y) با نتایج آزمایشگاهی ( Ŷهاي تئوریک (براي تعیین پارامترهاي ماده باید حل

تشکیل می شوند. تفاوت بین نتایج  îYمقدار تئوري  nمرتبط با  iYنقطه  nنتایج آزمایشگاهی با 

  گردد:تئوریک و آزمایشگاهی به صورت کلاسیک بر حسب خطاي حداقل مربعات بیان می

                                                             
١ Seibert & Schoche  
٢ Treloar  
٣ Kawabata  
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)1-52(  
2n

i
1

i
i

Y Y


 
 


 



  

0 ها، فاکتورهاي وزنی اضافه می شوند. اگر دادهگاهی در عبارت بالا، براي تعدیل اثر برخی    گردد

شوند، با این حال نتایج آزمایشگاهی همواره از خود عدم مقادیر تئوریک و آزمایشگاهی منطبق می

سازي ها در کمینههاي مختلفی وابسته اند، لذا هدف الگوریتمها نیز به فرضقطعیت نشان داده و مدل

 سازي مختلفی همچون روش گرادیان کلاسیک، هاي کمینهباشد که در این راه از الگوریتممی

الگوریتم ژنتیک و ... استفاده شده است. چون هدف در اینجا استخراج مجدد پارامترهاي ماده نبوده و 

رهاي لذا از ذکر جزییات و تکرار کا استفاده شود، رسالهرفا قرار است از مقادیر موجود، در این ص

  .شودارجاع داده می [25-24]بیشتر به منابع دیگران خودداري و براي مطالعه 

 هاي هایپرالاستیک با این دو کار آزمایشگاهی طبق جدول زیر است:نتایج حاصل از تطبیق مدل

  [18]یشگاهیآزما يهاداده با قیتطب از حاصل مدل سه يپارامترها: )5- 1( جدول

  شدهپارامترهاي تطبیق داده 
ی آزمایشگاهی داده

  )K) و کاواباتا (Tترلوآر(
  نام مدل

10
2

01
3

20

4
30

0.208

2.33 10

2.40 10

5 10

c

c

c

c









 

  

 

 T 

  بیدرمن

10
2

01
3

20

5
30

0.185

1.27 10

2.9 10

1.77 10

c

c

c

c









 

  

   

  

  

K 
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10
3

01

4
11

3
20

6
02

5
30

0.173

6.68 10

1.18 10

1.19 10

2.3 10

3.85 10

c
c

c
c

c
c













 

  

  

 

 

  T  

  ویلسون- هاینس

10

2
01

3
11

3
20

5
02

4
30

0.176

2.34 10

1.17 10

4.64 10

1.59 10

2.47 10

c

c

c

c

c

c













 

  

  

 

 

   K  

10
3

01
4

20

0.171

4.89 10

2.40 10

c

c
c







 

  

   T  

  ایشیهارا
10

2
01

2
20

0.186

1.04 10

2.52 10

c

c
c







 

 

   K  

  

 هاي الکترومکانیکیانواع تحریک در سیستم 1-7

تواند به صورت تغییر در حالت مکانیکی سیستم، توسط تغییر موثر سطح انرژي سیستم با تحریک می

هاي میکروالکترومکانیکی استفاده شده  اطرافش تعریف گردد. تا کنون انواع مختلف تحریک در سازه

هاي روشکه هر یک مزایا و معایب مربوط به خود را دارد. برخی از این انواع عبارتند از: 

هاي روشهیدرولیک. گرچه تمامی  الکتروستاتیکی، پیزوالکتریک، مغناطیسی، حرارتی و پنوماتیک/

هاي الکتروستاتیکی، پیزوالکتریک، روشها پرکاربردترین آناند اما کار رفتهه تا بحال ب ،تحریک مذکور

  .[26]مغناطیسی و حرارتی بوده اند
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  تحریک پیزوالکتریک 1-7-1
گیرند، میدانی وقتی موادي مانند کوارتز و سرامیک سنتز شده در معرض نیروي مکانیکی قرار می

کس اگر میدانی الکتریکی به این مواد شود ونیز بالعشدگی این مواد ایجاد میالکتریکی در نتیجه قطبی

گویند. کاربردهاي این گردد که به این پدیده، اثر پیزوالکتریک میمکانیکی ظاهر می ، تنشوارد شود

  آمده است. )23-1شکل (باشد که شماتیکی از آن در ها مینوع تحریک در میکروولوها یا میکروپمپ

 

  [26]کیزوالکتریپ کیتحر با کروپمپیم خورده مقطع ينما: )23- 1( شکل

  

  تحریک مغناطیسی 1-7-2
میدان  شود که یک ماده مغناطیسی با روکش فلزي در معرضتحریک مغناطیسی زمانی انجام می

  مغناطیسی خارجی قرار گیرد.

  
  [26]یسیمغناط کیتحر: )24- 1( شکل

 

  تحریک حرارتی 1-7-3
شود، بر این اصل استوار است که وقتی جریان الکتریکی درون عملگري اعمال می تحریک حرارتی

گردد. عملگرهاي غییر انبساط حرارتی موجب حرکت مکانیکی میدر نتیجه تافزایش حرارت عملگر و 
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- تر میولمتدابه دلیل استفاده از تفاوت در ضریب انبساط حرارتی دو ماده  براي حرکت،  1دوبلوره

  باشند. 

د هرچند در شوک بالا استفاده میتحریک هیدرولیکی نیز امروزه به دلیل توانایی در تولید نیروي تحری

 انتخاب پارامترهاي طراحی سختی هایی وجود دارد.

تر میکرو که در آن یکی از عوامل هاي پیچیدههمچنین ترکیب دو یا چند عامل تحریک در سیستم

 د.باشمکانیکی یکی از این موارد می - ترمو - اي الکترورود. عملگرهتر است بکار میبرجسته

در صنعت و بر اساس کاربرد و تناسب استفاده  يآمیزهاي یاد شده به طور موفقیتهر یک از تکنیک

  .[27]شدند

باشد که در ادامه به همراه مزایا، معایب ها میروشین الکتروستاتیکی یکی از پرکاربردتر پدیده تحریک

  گیرد. مورد بحث قرار میو کاربردها 

 [26] تحریک الکتروستاتیکی 1-7-4

رخ   2اياز طریق صفحات موازي و تحریک شانهتواند در دو حالت کلی میتحریک الکتروستاتیکی 

از طریق خازن با صفحات موازي است که در آن یکی از صفحات آزادانه قابلیت  نوع اول. تحریک دهد

هاي تحریک ، تحریک الکتروستاتیکی به دلایل زیر، بیشترین استفاده روشحرکت دارد. از بین تمامی 

  را دارد:

  پذیرد.تحریک صرفا با دو الکترود و شکاف موجود انجام می ): سادگی در عملکرد:1(

  تر): وزن پایین2(

  ): مصرف توان کمتر3(

                                                             
١ Bimorph 

٢ Comb-drive 
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الکترومغناطیسی که  شود و تغییر ولتاژ در مقایسه با تحریک): تحریک با اعمال ولتاژ انجام می4(

باشد. همچنین تحریک الکتروستاتیکی در مقایسه با تر میپارامتر تحریک آن جریان است، آسان

  تحریک الکترومغناطیسی نیاز به ولتاژ تحریک کمتري دارد.

  بسیار خوب است. 1): امکان کوچک سازي آنها بالاست و سازگاري آنها در مدارات مجتمع5(

هایی نیز ها دارد اما محدودیتروشهاي مهمی در مقایسه با دیگر اتیکی مزیتگرچه تحریک الکتروست

یابد، نیروي الکتروستاتیکی نیز افزایش دارد. به عنوان مثال وقتی ولتاژ اعمالی به سازه افزایش می

نامند. می 2یشود، این ولتاژ را ولتاژ کشیدگو در یک مقدار خاص ولتاژ، سازه دچار نقصان می یافته

جهت باید تواند استفاده شود و بنابراین تحریک الکتروستاتیکی براي محدوده بزرگی از کاربرد نمی

  جلوگیري از این پدیده، در مبحث طراحی مدنظر قرار گیرد.

هاي میکرو، آلودگی شکاف بین الکترودهاي بالا و پایین در سازه روشدیگر محدودیت استفاده از این 

هاي متعددي براي کنون نیز تلاش تا. [28] حساسندباشد زیرا بسیار به گرد و خاك و رطوبت می

  .[29]جلوگیري از این آلودگی انجام شده است

 

 [26]يمواز صفحات با خازن: )25- 1( شکل

و شکاف   Q، بار  Aمشخص است این صفحات موازي به مساحت ) 24-1(همانطور که در شکل 

و   Qشوند یکی از این صفحات داراي بار باشند. زمانی که به منبع ولتاژ متصل میمی  0gاولیه 

گردد. به این ترتیب نجر به نیروي جاذبه بین صفحات میگشته و این امر م Q دیگري داراي بار

  گردد. صفحه آزاد حرکت کرده و از شکاف اولیه کاسته می
                                                             
١ IC 
٢ Pull-in voltage 
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  :[26]براي خازن با صفحات موازي به صورت زیر است  Qو  بار   V، ولتاژ  Cارتباط بین ظرفیت 

)1-53(  QC
V

  

  که ظرفیت خازن برابراست با:

)1-54(  0 0
A AC
g g z

  


  

128.85الکتریک خلا و برابر با ثابت دي 0و در آن  10 F
m

  ،g  فاصله بین صفحات بر حسب متر

  باشد.مساحت صفحات می A و 

معادل   Vاي به صفحه دیگر با ولتاژ از صفحه  dQکار انجام شده در شارژ خازن از طریق انتقال بار 

  است با:

)1-55(  dU VdQ  

  :) خواهیم داشت55-1در معادله ( Vگذاري یاز جا

)1-56(  QdQdU VdQ
C

   

  با انتگرال گیري، کار نهایی برابر است با:

)1-57(  
2

21
2 2

QdQ QU CV
C C

    

در زمان  zاز اصل کار مجازي در جابجایی کوچک  توانبراي یافتن نیرو در صفحات موازي، می

Q. تغییر در شکاف موجب ایجاد بار  توسط باتري استفاده کرد  Vاعمال ولتاژ  V C   شود که می

دهد. سپس از باتري به خازن منتقل شده و انرژي پتانسیل ذخیره شده را تغییر می Vتحت پتانسیل 

تغییر در انرژي پتانسیل خازن را با کار مکانیکی انجام شده براي انتقال صفحات و کار  توانمی

  حفظ شود: Vتا پتانسیل در مقدار  باتري در انتقال بار بالانس کرد الکتریکی انجام شده توسط

)1-58(  Capacitor Mechanical BatteryU W U      

)1-59(  21
2

V C F z V Q    
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  :داریم از طرفی

)1-60(  2
VQ CV Q V C V Q V C          

  بنابراین:

)1-61(  2 21
2

V C F z V C      

)1-62(  21
2

F z V C     

)1-63(  21
2

CF V
z


 


  

و از آنجا نیرو حاصل  آوردهبراي محاسبه نیرو، مشتق ظرفیت را نسبت به فاصله بین دو صفحه بدست 

  شود:می

)1-64(  
 0 0 2

0 0
V

C A A
z z g z g z

 
  

       
  

)1-65(  
 

2
2 0

2
0

1
2 2e

AC VF V
z g z
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  فصل دوم: مرور مقالات
دراین فصل تلاش می شود تا تحقیقات صورت گرفته در زمینه مواد هایپرالاستیک، دي الکتریک هاي 

   بیان گردد.سال موضوع و به ترتیب الاستومر در ترکیب بندي هاي مختلف و دیگر کارهاي مرتبط 

اي حل، در ابتدا مقالات مهم انجام شده در زمینه میکروتیر و میکروورق شامل عوامل غیرخطی، روش ه

بندي هاي مختلف، پایداري، تحریک الکتروستاتیک و شرایط مرزي مختلف ارائه می گردد و سپس ترکیب 

  کارهاي انجام شده مرتبط با مدل هاي هایپرالاستیک مورد بررسی قرار می گیرد.

Chaterjee  وPohit ی ناشی از با عوامل غیرخطرا مدلی جامع از میکروتیر یکسرگیردار  2009 در سال

ها نشان داد که گرچه نیروي و جملات اینرسی ارائه کردند. مطالعات آننیروي الکتریکی، هندسی 

- شود اما عوامل هندسی غیرخطی موجب اثر سفتشوندگی میالکتروستاتیک موجب خصوصیات نرم

توجهی بر شود. عوامل غیر خطی هندسی در نزدیکی وضعیت کششی، اثر قابل شوندگی بر میکروسازه می

تر از ولتاژ دارد. براي تحریک با ولتاژ پایین 0,3هاي پاسخ سیستم در نسبت فاصله به طول بالاي مشخصه

  .]30[کنندناپایداري دینامیکی، عوامل غیرخطی هندسی نقش مهمی را ایفا نمی

Hasanpour بررسی  دینامیک غیرخطی رزوناتور تیر را در اثر کشیدگی تیر ،2010در سال  و همکاران

شود. سازه به صورت متصل به تیر تحریک می 1اينمودند. تیر رزونانسی در اثر عملگر الکتروستاتیکی شانه

تیري با جرم متصل و با نیروي محوري اولیه مدل شد. ضمنا رزوناتور مربوطه غیرمتقارن بوده یعنی 

ه، مکان جرم و اینرسی دورانی آن تر بوده است. اثرات نیروي محوري اولیعملگر(جرم) به یک انتها نزدیک

بر ارتعاش آزاد و اجباري تیر مورد بررسی قرار گرفت. نشان داده شد که ترکیب خاصی از پارامترهاي 

                                                             
١ Electrostatic comb-drive actuators 
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گردد. همچنین بیان شد که نیروي هاي داخلی بین مودهاي مختلف میمذکور، موجب ایجاد رزونانس

نیروي فشاري موجب تقویت حالت محوري اولیه کششی موجب کاهش حالت غیرخطی و بالعکس 

  .]31[گرددغیرخطی می

Mojahedi استاتیکی را در میکروتیرهاي دوسرگیردار و  دگییناپایداري کش 2010مکاران در سال و ه

گالرکین براي تبدیل به معادلات جبري استفاده شد و سپس حل  روشیکسرگیردار بررسی نمودند. از 

بدست آمد. عوامل درنظر گرفته شده در استخراج معادله، کشیدگی  هوموتوپی روشتحلیلی با استفاده از 

صفحه میانی، نیروي الکتروستاتیک و بارگذاري محوري بوده است. مقایسه نتایج تحلیلی با نتایج عددي 

حتی در حضور کشیدگی صفحه میانی  اتواند ناپایداري کشیدگی رهوموتوپی می روشدهد که نشان می

  .]32[نمایدبینی به درستی پیش

Mestrom تحلیلی و آزمایشگاهی، دینامیک  -از روش ترکیبی عددي 2010در سال   و همکاران

لکتروستاتیکی به اغیرخطی میکروتیر رزوناتور را بررسی نمودند. این مدل شامل عوامل غیرخطی هندسی، 

به پارامترهاي  گیهر دو بست ،سازي و آزمایشگاهیهمراه میرایی ترموالاستیک بوده است. نتایج شبیه

تطابق خوبی با  ،نشان از رفتار دینامیکی سخت و نرم شوندگی دارند. نتایج شبیه سازي داشته و تحریک

  ]33[دارد و تمام معادلات به پارامترهاي فیزیکی مرتبط هستند نتایج آزمایشگاهی

Rasekh  وkhadem ع شامل اینرسی، نیروي رفتار غیرخطی نانولوله کربنی را بر اساس مدلی جام

بررسی نمودند. هدف از این مقاله نشان دادن این امر است که چه  2011الکتروستاتیک و انحناء در سال 

کند. مدل از یک نانولوله کربنی زمانی فرمول بندي غیرخطی نیاز است و چه وقت مدل خطی کفایت می

فاصله نسبتا بزرگی بین الکترود و نانولوله یکسرگیردار معلق روي صفحه ثابت الکترود تشکیل شده است. 

گیري گالرکین براي کاهش مرتبه معادله و در نهایت از روش انتگرال از روش درنظر گرفته شده است.

هاي بزرگ شکاف مستقیم براي حل معادله حاصل استفاده شد. در این تحقیق نشان داده شد که در نسبت
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نزدیک است، جملات غیرخطی نقشی مهم در رفتار  دگییولتاژ کشعمالی به به طول و وقتی که ولتاژ ا

کنند. همچنین بیان شد که عوامل اینرسی و انحناي غیرخطی به ترتیب اثرات دینامیکی سیستم ایفا می

  .]34[نرم کنندگی و سخت کنندگی دارند به طوري که اثر سخت کنندگی بیشتر است

Feng یکی رزوناتور را با استفاده از مدل اویلر برنولی و تئوري عملکرد دینام 2011همکاران در سال  و

فاکتور  مانندهاي تقریبی براي بررسی عملکرد رزوناتور و حل فشردگی غشاء مورد بررسی قرار دادند

. بر پایه مقایسه با موارد آزمایشگاهی موجود نشان داده شد که مدل را ارائه دادندکیفیت و تغییر فرکانسی 

باشد. همچنین مشخص شد که افزایش شده براي محدوده خاصی از فشار محیط مناسب می تحلیلی ارائه

باشد هرچند براي ولتاژ الکتریکی اعمالی به رزوناتور، پارامتري مهم و موثر بر بهبود حساسیت رزوناتور می

  .]35[جلوگیري از رخداد ناپایداري باید ولتاژ اعمالی در محدوده مشخصی کنترل شود

Fu  براي مطالعه ارتعاش غیرخطی ناشی از میکروتیرها  2011بالانس انرژي را در سال  روشو همکاران

با کشیدگی صفحه میانی و نیروي الکتروستاتیکی توزیع شده استفاده کردند. در بررسی ارتعاش آزاد تیر با 

س معادله حاصل را با گالرکین بهره برده و سپ روشسازي معادلات توسط تئوري اویلر برنولی، از ساده

نمودند که نشان از  حل کوتاي مرتبه چهارم -روش بالانس انرژي حل کردند. نتایج حاصله را نیز با رانج 

  .[36]دقت بسیار بالاي این روش داشت 

Qian   ارتعاش دامنه بزرگ میکروتیرها با تحریک الکتروستاتیکی را بررسی  2012در سال همکاران و

براي تیر  هاج حل تحلیلی از روش تحلیل هوموتوپی استفاده نمودند. مدل استفاده شدکرده و براي استخر

ظر از نوع اویلر برنولی بوده و در عین حال، کشش صفحه میانی و نیروي الکتروستاتیکی توزیع شده را درن

براي افزایش استفاده نمودند. آنها دریافتند که  2011در سال  Fuده توسط گرفتند. آنها از روابط ارائه ش

موجود را بهینه سازي کنند و به پاسخ مناسبی نیز دست  هوموتوپیدقت روش هوموتوپی، باید پارامتر 

  .[37]یافتند
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Pratihar  پایداري میکروتیرهاي یکسرگیردار تحت نیروي الکتروستاتیکی را بررسی نمود.   2012در سال

دمپر با در نظر گرفتن دو نوع فنر و میرایی خطی و غیرخطی استفاده نمود. تیر  –فنر  -وي از مدل جرم

شود، شود. مشاهده شد که با کاهش شکاف، دامنه پاسخ بزرگ میور با ولتاژ هارمونیک تحریک میکمذ

ه یابد. علاوه بر این مشاهدهمچنین با افزایش دامنه ولتاژ اعمالی و جرم سیستم، دامنه پاسخ افزایش می

هاي غیر بدیهی پایدار و ناپایدار در منحنی پاسخ فرکانسی به ازاي برخی پارامترها وجود شد که حل

  .]38[دارد

Qian  هاي تقریبی مساله غیرخطی آنالیز هوموتوپی را براي استخراج حل روش 2012و همکاران در سال

با تحریک الکتروستاتیکی و دامنه  با عوامل غیرخطی مرتبه بالا به کار بردند. در این مساله، میکروتیر

ارتعاش بزرگ مدنظر است. بهینه سازي این روش نیز براي همگرایی پاسخ هاي تقریبی انجام شد. 

هاي نانو نیز از طریق تئوري تنش غیرموضعی بسط داده شد. آنها محدوده کاربرد این روش به سیستم

   .[39]ها مناسب استی میکروسازهنتیجه گرفتند که تئوري کلاسیک تیر براي تحلیل و طراح

Yang  تحلیل الکترودینامیکی هندسی غیرخطی میکروتیر خمیده را بر اساس  2012و همکاران در سال

انجام دادند. این تیر داراي ه از مختصات خمیده استخراج شد مدل تیر خمیده و معادلات غیرخطی ک

. این تحقیق بر بودییر شکل خطی در آن مدنظر خمیدگی اولیه بوده و نیروي الکتریکی غیرخطی و نیز تغ

در  یخلاف موارد پیشین که صرفا بر اساس فون کارمن و کشیدگی صفحه میانی بود، شامل هیچ فرض

براي تبدیل معادلات با مشتق جزیی به مجموعه  1دیفرانسیل مربعی روش. نبود تغییر شکل غیرخطی

براي حل  Petzold-Gear BDF روشه شد و سپس معادلات دیفرانسیل معمولی بر حسب زمان استفاد

هاي دینامیکی غیرخطی میکروتیر خمیده بکار برده شد. برخی نتایج عددي معادلات و یافتن ویژگی

  حاصل عبارتند از: 

                                                             
١ Differential quadratue method 
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): تغییر شکل هندسی غیرخطی با افزایش طول تیر اهمیت بیشتري یافته و در تیرهاي بلند باید مدنظر 1(

تر از مقدارش تخمین زده و منجر به طی، مقدار ولتاژ کششی دینامیکی را بسیار پایینقرار گیرد. تحلیل خ

  شود. تباه میاش 1مود فروپاشی

تر از ولتاژ کششی استاتیک بوده اما اندکی پایین یدینامیک راي میکروتیرهاي کوتاه، ولتاژ کشیدگی): ب2(

  باشد.در میکروتیرهاي بلند بسیار پایین تر می

): میکروتیرهاي خمیده با شکاف اولیه بزرگتر، داراي ولتاژ کششی دینامیکی و نیز فرکانس پایه 3(

  غیرخطی 

  باشد.تر میبزرگ

- ): با افزایش طول تیر، ولتاژ کششی دینامیکی افزایش یافته و فرکانس پایه غیرخطی کاهش می4(

  .]40[یابد

Rezazadeh  ر روي میکروتیر با تحریک الکتروستاتیکی و نوسان اي را بمطالعه 2012و همکاران در سال

ها ناشی از انجام دادند. تنها عامل غیرخطی موجود در کار آن 2پارامتریک با استفاده از روش تکرار تغییرات

نیروي الکتروستاتیکی بوده است. معادله غیرخطی حاکم بر مساله حول نقطه تعادل استاتیک، با استفاده از 

- حاصل شد. آن 3گالرکین، معادله از نوع متئو روشسازي شد و توسط و سري تیلور خطیتئوري تغییرات 

 روشج حاصل از و نتای 4هاي گذراها مناطق پایدار را از ناپایدار جدا کرده و نتایج نشان داد که منحنی

ابر یا که بر DCها همچنین نشان دادند که براي یک میکروتیر تحت ولتاژ اغتشاشات یکسان هستند. آن

در شرایط ناپایدار قرار گرفته و با تنظیم فرکانس  ACاست، با اعمال ولتاژ  دگییبزرگتر از مقدار ولتاژ کش

 .]41[تواند پایدار گرددمیکروتیر می

                                                             
١ Collapse mode 
٢ Variational iteration method 
٣ Mathieu  
٤ Transition curves 
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Ghayesh   تروستاتیکی را با تئوري رفتار رزونانسی میکروتیر با تحریک الک 2013و همکاران در سال

نمودند. عامل غیرخطی به کار رفته در میکروتیر، کشش صفحه میانی و از اصلاح شده بررسی  تنش کوپل

-pseudoگالرکین براي کاهش مرتبه مدل و در نهایت از روش  روشنوع عامل هندسی بوده است. از 

archlength  .در تحلیل استاتیکی مقدار ها آنبراي مطالعه رفتار استاتیکی و دینامیکی بهره گرفته شد

. رفتار دینامیکی تیر نیز در دو را بدست آوردنددهد استاتیکی که در آن ناپایداري کششی رخ میولتاژ 

شوندگی در تحریک اولیه و سوپرهارمونیک مطالعه شد. یکی از نتایج تحریک اولیه، رفتار از نوع سخت

ه براي رسیدن به سازه بود. نتایج تحریک سوپرهارمونیک مشابه نتایج تحریک اولیه بود با این تفاوت ک

  .]42[باشدمی ACدامنه با تحریک اولیه نیاز به دامنه بزرگتري در ولتاژ 

Kaneria  تیکی تحلیل استاتیکی میکروتیر یکسرگیردار تحت نیروي الکتروستا 2013و همکاران در سال

محدود المان نرم افزار و نتایج کار را با مقالات دیگر و نیز  گالرکین بررسی نمودند را با روش

COMSOL گالرکین و  معادلات حاکم و با استفاده از روشاز  یسه نمودند. ولتاژ و جابجایی کشیدگیمقا

  .]43[سري تیلور به دست آمد

Cai  کمانش تیر -اي از المان محدود را براي حل مساله پسترکیب شده روش 2013و همکاران در سال

ها با استفاده از توابع شکل مستقل براي خیز و میدان آن هایپرالاستیک با خیز بزرگ استفاده نمودند.

ها نشان داد که حل تنش، تابع انرژي را به طور صریح براي فضاي بعد محدود ارائه کردند. نتایج عددي آن

  .]44[باشدها و بارهاي خارجی حساس میکمانش شدیدا به تعداد مش -ار پسناپاید

Ansari   س کمانشی نانوتیر را با در نظر گرفتن اثر سطحی بررسی رفتار پ 2013و همکاران در سال

اثر تنش سطحی را وارد تئوري کلاسیک اویلر برنولی نمودند.  Gurtin-Murduchکردند. آنها با تئوري 

سازي معادلات توسط آنها از اصل کار مجازي براي استخراج معادلات استفاده نمودند. پس از گسسته
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1GDQ  اي حل استفاده شد به طوري که پاسخ خطی به عنوان مقدار اولیه قرار عددي نیوتن بر روشاز

تواند علامت و مقدار ثوابت الاستیک سطحی می با توجه بهها نشان دادند که اثر سطحی داده شد. آن

موجب نرم تر یا سخت تر شدن نانوتیر شود. همچنین ثابت شد که براي مود اول، افزایش ضخامت منجر 

شود، البته در مود دوم و سوم، این امر بستگی به شرایط نانوتیر در همه شرایط مرزي می به سختی بیشتر

تکیه گاهی دارد. در تمامی مودها و شرایط مرزي، افزایش ضخامت منجر به کاهش نقش اثر تنش سطحی 

  . [45]شودبر رفتار کمانشی نانوتیر می

Baghani  را براي یافتن عبارت تحلیلی ساده براي  2تکرار تغییرات روش 2013و همکاران در سال

بارگذاري در تیر مخروطی روي پایه الاستیک غیرخطی به کار  -فرکانس طبیعی غیرخطی و رابطه خیز

بستند. عبارت استخراج شده براي تحلیل غیرخطی تیرهاي مخروطی کفایت کرده و از سادگی لازم 

ه وسیعی از دامنه ارتعاشی معتبر است درحالی که برخوردار است. علاوه بر این، مدل حاضر براي محدود

است. اثرات پارامترهاي مختلف  اغتشاشات براي دامنه کوچک معتبر روشهاي تحلیلی دیگر همچون روش

همچون دامنه ارتعاش، ضریب الاستیک پایه و شکل مودهاي مختلف بر فرکانس طبیعی و پاسخ جابجایی 

اده شد که در مود اول تحریک، افزایش ضریب مخروط موج کاهش تیرها مورد بررسی قرار گرفت. نشان د

  .[46]شود. رفتار تیر در شکل مود دوم و سوم کاملا متفاوت است فرکانس طبیعی تیر می

 Gaonkar  وKulkarni سازي کاهش مرتبه را براي شبیه قابلیت کاربرد یک روش 2013سال  در

دسی مورد بررسی قرار دادند. تیرهاي یکسرگیردار و هن دینامیکی تیرها با عوامل غیرخطی نیرو و

. اندسازي شدهها با روش گالرکین گسستهاند. معادلات حاکم بر آندوسرگیردار در این کار مورد نظر بوده

- هاي ناشی از شبیهمنجر به بروز خطاي فاز در مدل روشسازي نشان داد که استفاده از این نتیجه شبیه

                                                             
١ Generalized differential quadrature 

٢ Variational iteration method 
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سازي مانده بر اساس مینیمم روششود. براي بهبود پاسخ دینامیکی، اصلاح مدت میسازي دینامیکی بلند

با مدل المان محدود غیرخطی مقایسه شد و نشان از کارآیی آن  روشسازي ارائه شد. این در نقطه خطی

به خصوص در مسائل با عوامل غیرخطی هندسی و الکتروستاتیک بیشتر جلوه  روشداشت. مزیت این 

  .]47[کندمی

Stoykov  وRibeiro  مدلی را براي تیر ایزوتروپیک با سطح مقطع دلخواه ارائه نمودند.  2013در سال

ونانت براي پیچش درنظر گرفته  - میدان جابجایی بر اساس تئوري تیموشنکو براي خمش و تئوري سنت

المان  روشتفاده از که به صورت تحلیلی براي مقاطع پیچیده ممکن نیست، با اس 1شد. یافتن تابع پیچش

مرزي و با حل معادله لاپلاس به صورت عددي بدست آمد. مقطع غیرمتقارن جملات دیگري را در معادله 

کند، جملات اضافه شده نیز به و کوپلینگ بین جابجایی عرضی و پیچش موجود در تحلیل خطی وارد می

هاي ارتعاشی مربوطه بدست آمد و باشد. فرکانس طبیعی خطی و مودصورت جملات مرتیه دوم و سوم می

  .]48[مودهاي نرمال غیرخطی مورد بررسی قرار گرفت

Liu  وWang  روتیر دوسرگیردار با کتحقیقی عددي را براي مطالعه رفتار دینامیکی می 2014در سال

به کار بستند. خیز میکروتیر تحت  2و با در نظر گرفتن اثر میرایی فشردگی غشاء AC/DCتحریک 

تقریب تفاضل محدود  روششرایط تحریک مختلف و حل مدل تحلیلی توسط روش عددي هیبریدي و 

مورد بررسی قرار گرفت. نشان داده شد که نتایج عددي ولتاژ کششی دینامیک میکروتیر دوسرگیردار 

همچنین شرایط تحریکی که پایداري  هاي قدیمی تفاضل محدود ندارد.از روش %2,04اختلافی بیش از 

فازي مشخص شد. در نهایت نتایج ارائه شده در این مطالعه تایید  3کند با پرترهمیکروتیر را تضمین می

                                                             
١ Warping function 

٢ Squeeze-film damping 
٣  Portrait  
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عددي هیبریدي ابزاري مناسب در تحلیل رفتار غیرخطی میکروسازه ها با تحریک  روشکند که می

  .]49[باشدالکتروستاتیکی می

Bhushan اي ارتعاش صفحه ياثرات غیرخطی هندسی و الکتروستاتیکی را برا 2014و همکاران در سال

هاي رزونانسی ارتعاش آزاد و اجباري نانوسیم سیلیکونی بررسی نمودند. آنها مشاهده نمودند که منحنی

رفتار سخت شوندگی دارند به  DCفرکانس ارتعاش آزاد براي ولتاژ کوچک  -هاي دامنهاجباري و منحنی

به مقدار مشخصی، این رفتار به سوي نرم شوندگی یا ترکیبی از سخت و  DCطوري که با افزایش ولتاژ 

مرتبه اول  آزاد نیز به صورت تحلیلی و با روش بالانس هارمونیککند. ارتعاش نرم شوندگی سوق پیدا می

- طبیعت منحنی ی مرتبه دوم و سوم تعیین کنندهمورد بررسی قرار گرفت و بیان شد که جملات غیرخط

براي ارتعاش نانوسیم ارائه شد اما قابل استفاده براي  نتایج این کار دفرکانس هستند. هرچن -هاي دامنه

  .]50[باشندمینیز هاي توانی سري شکلهاي غیرخطی با عوامل غیرخطی به دیگر سیستم

Feng  براي مطالعه دینامیک غیرخطی رزوناتور میکروتیر الاستومر دي 2014و همکاران در سال -

، میرایی گاز و تحریک بررسی کردند. براي خطی را با درنظر گرفتن دامنه بزرگالکتریک، ارتعاش غیر

ایش اغتشاشات استفاده شد. آنها مشاهده کردند که افزایش دامنه موجب افز روشیافتن حل تقریبی از 

شود. همچنین مشخص شد که تنش اولیه و فشار فرکانس طبیعی و کاهش فاکتور کیفیت رزوناتور می

  .]51[دهدفرکانس رزونانسی رزوناتور تغییر می به شدتمحیطی 

Peng  تحلیل دینامیک غیرخطی میکروعملگر ساخته شده از ماده غیرخطی را  2014و همکاران در سال

ادلات بر اساس تئوري اویلر برنولی و اثر غیرخطی کشیدگی صفحه میانی و بررسی نمودند. استخراج مع

صرفا  ،شود که رابطه سازگاري خطیعامل غیرخطی ناشی از ماده انجام شد. از نتایج عددي نشان داده می

در میکروتیر با فاصله شکاف کوچک، طول زیاد و ولتاژ  براي تغییر شکل کوچک یا ولتاژ پایین معتبر است.

سختی تیر و فرکانس طبیعی آن را بیش از حد تخمین زده در حالی  ،مالی بالا، رابطه سازگاري خطیاع
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زند. لذا در این موارد باید از معادلات سازگاري غیرخطی براي تحلیل که خیز تیر را  کمتر تخمین می

  .[52]صحیح استفاده شود

یک میکروتیر دوسرگیردار با تحریک شدگی تحلیل شاخه 2014و همکاران در سال  Azimlooدر کار 

الکتروستاتیکی بین دو زیرسازه رسانا و در حضور نیروي گریز از مرکز مورد مطالعه قرار گرفت. مدل در 

اي اولیه نظر گرفته شده از نوع اویلر برنولی بوده و ولتاژ کششی استاتیک براي مقادیر مختلف سرعت زاویه

مورد محاسبه قرار گرفت. نتایج کار نشان داد    DCادیر مختلف ولتاژاي کششی براي مقو نیز سرعت زاویه

اي کششی با افزایش اي کاهش یافته و سرعت زاویهکه ولتاژ کششی استاتیک با افزایش مقدار سرعت زاویه

با  DCیابد. موقعیت تعادل سیستم براي مقادیر مختلف سرعت زاویه اي و ولتاژ کاهش می  DCولتاژ 

اي، استفاده از مدل جرم و فنر معادل یافت شد. از دیگر نتایج این بود که با افزایش مقدار سرعت زاویه

  .]53[یابدو محدوده پایداري کاهش میتغییر کرده پرتره فازي متقارن به غیرمتقارن 

 Han مباحثی را در زمینه ملاحظات طراحی در میکرورزوناتورهاي 2014ل و همکاران در سا 

دوسرگیردار با دو الکترود متقارن و داراي دامنه ارتعاش بزرگ مورد بررسی قرار دادند. آنها نقاط تعادل 

از منظر انرژي  و ارتعاش دامنه بزرگ و پدیده کشیدگی دینامیکی را سیستم همیلتونین را تعیین نموده

ارامترهاي فیزیکی بر ارتعاش بررسی کردند. سپس فرض مود اول با تئوري کلاسیک تیر براي مطالعه اثر پ

را براي  1ملنیکف روشها براي جلوگیري از ارتعاشات پیچیده و اخذ عملکرد بهتر رزوناتور معرفی شد. آن

هار ابزار فیزیکی را طراحی نموده تا اثربخشی کار بستند. آنها در نهایت چهنظمی ببینی وجود بیپیش

به طوري که  م این کار در تحلیل دینامیکی بود،نتایج مه سازي را امتحان کنند. یکی ازهاي شبیهروش

و یا کاهش مناسب شکاف تا الکترود، در  DCبینی ملنیکوف، افزایش نسبی میرایی، ولتاژ طبق نتایج پیش

شدگی نشان داد که ارتعاش رزوناتور مذکور نظمی موثر است. همچنین دیاگرام شاخهکاهش احتمالی بی

                                                             
١ Melnikov method  
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- ارتعاش بزرگ پایدار می ACیا  DCر صورت انتخاب مناسب شکاف اولیه و ولتاژ پیچیده بوده و تنها د

  .]54[تواند رخ دهد

Zhu  وChang  ارتعاش جانبی غیرخطی تیر چرخان داخل شیار را بررسی نمودند. بخشی  2014در سال

داراي جابجایی ی محوري و بخشی دیگر نیز در بیرون شیار بوده که یداراي جابجا ،از این تیر داخل شیار

اند. اثر کوپلینگ غیرخطی جابجایی محوري و عرضی به طور کامل عرضی در کنار جابجایی محوري بوده

ها براي استخراج معادله غیرخطی از تئوري اویلر برنولی و تئوري فون کارمن استفاده مدنظر قرار گرفت. آن

نمودند. برخی نتایج حاصل از این تحقیق هاي پیشین مقایسه کردند و پاسخ دینامیک غیرخطی را با مدل

  عبارتند از:

هاي خطی موجود بوده و رفتار دینامیکی متفاوتی با حالت تر از مدل): مدل غیرخطی حاضر مطمئن1(

  خطی دارد. 

): با کاهش مدول یانگ و افزایش شتاب ناشی از نیروي محوري اعمالی، تفاوت بین پاسخ دینامیکی 2(

  .]55[شودطی بیشتر میهاي خطی و غیرخمدل

Cui  وHu  رزونانس اولیه ارتعاش جانبی تیر اویلر برنولی با انتهاي متحرك و نیز در  2014در سال

معرض نیروهاي حرارتی و هارمونیک را بررسی نمودند. انتهاي تیر که در ابتدا حالت ساکن دارد در اثر 

براین، اگر دامنه ارتعاش بیش از حد بحرانی باشد، حرارت اندکی جابجا شده تا به دیواره ثابت برسد. علاوه 

انتهاي متحرك ممکن است دچار لغزش شود. آنها بر اساس اصل همیلتون معادلات مشتق جزیی را با 

درنظر گرفتن رابطه غیرخطی بین کرنش و جابجایی و نیز درنظر گرفتن نیروي اصطکاکی و وابسته به 

ش گالرکین براي تبدیل به معادلات دیفرانسیلی بهره بردند. به حرارت را استخراج نمودند و سپس از رو

میانگین براي تعیین رزونانس اولیه حالت پایدار بهره برده و در نهایت پاسخ تحلیلی با  روشدنبال آن از 

نیروي نرمال بر رزونانس  شبیه سازي عددي تطبیق داده شد و اثرات پارامترهایی همچون ازدیاد حرارت و
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تعاش جانبی تیر مورد مطالعه قرار گرفت. همچنین نشان داده شد که رزونانس اولیه ارتعاش جانبی اولیه ار

از طریق حل تحلیلی تنظیم نمود. همچنین این  1متوقف -لغزشی -تیر را می توان با یک مرز چسبیده

روي نرمال و حالت تحقیق نشان داد که چهار نوع رزونانس اولیه در ارتعاش جانبی مذکور بسته به اندازه نی

در صورت بسیار بزرگ بودن بوده و اولیه انتهاي متحرك موجود است. تیر داراي ارتعاش جانبی بزرگ 

دهد. اگر نیروي نرمال کوچک باشد، رزونانس اولیه نیروي نرمال، تنها رفتار غیرخطی نرم از خود نشان می

  .]56[داردشوندگی  را ابراز میبسیار پیچیده شده و تیر هر دو رفتار غیرخطی سخت و نرم 

Oukad  رفتار استاتیکی میکروتیر دوسرگیردار تحریک شده با نیروي الکتروستاتیکی  2014در سال

اي را بررسی نمود. این امر از طریق عدم تقارن تیر و دو الکترود مربوطه انجام شد. نیروي خارج صفحه

روستاتیکی با استفاده از المان محدود، تخمین زده الکتروستاتیکی از طریق تطبیق حل عددي مساله الکت

 اي استخراج شد. عوامل غیرخطی موجود دریافتهشد. سپس از طریق روش گالرکین، مدل مرتبه کاهش

معادله ناشی از اثر میدان لبه و کشیدگی صفحه میانی بوده است. در نهایت نیز معادلات استخراجی براي 

نشان از سه محدوده مختلف براي  ،حل شد. نتایج DCي و با تحریک اخذ پاسخ استاتیکی با روش عدد

) و محدوده الاستیک. وي همچنین زنجیري(2این ابزار میکرو داشت: محدوده خمشی، محدوده کاتناري

هاي مختلف ضربه بزرگ عملگر را با احتمال جابجایی بزرگ و بدون ناپایداري کششی بررسی نمود. حالت

  .]57[داشت 3هاي میکرو با قابلیت تنظیم وسیعکاربرد این ابزار به عنوان سازه نتایج نشان از امکان

  Gunda  کمانش حرارتی تیر منشوري تیموشنکو را ارتعاش آزاد با دامنه بزرگ و پس 2014در سال

رایلی ریتز همراه ساخت. متغیر  روشبررسی نمود. وي موارد مذکور را با حل دقیق ساده و با استفاده از 

میدان دوران سطح مقطع تیر به صورت تابعی از میدان جابجایی عرضی بیان شد و وي در این راه از 

                                                             
١ Stick-slip-stop 

٢ Catenary  
٣ Wide-band tunable MEMS structures 
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معادلات دیفرانسیل استاتیک تیر تیموشنکو بهره برد. مقایسه دقت عددي حل بسته ارائه شده از روش 

ارائه شده داشت. نشان از سادگی، دقت و مقاوم بودن روش  ،ریلی ریتز با دیگر مقادیر موجود در مقالات

کمانشی به بار کمانشی خطی مشاهده شد که این امر براي تیرهاي نسبتا لاغرتر نیز افزایش نسبت بار پس

در نسبت فرکانس غیرخطی به خطی تیر نیز وجود داشت و با افزایش ضریب لاغري از اهمیت این رخداد 

رشی براي تیرهاي نسبتا لاغر منجر به شد. همچنین نشان داده شد که افزایش فاکتور اصلاح بکاسته می

- کمانشی به بار کمانشی خطی و نیز کاهش نسبت فرکانس غیرخطی به خطی میکاهش نسبت بار پس

بندي این تحقیق این است که تنها متغیر میدان جابجایی عرضی براي شود. مهمترین مزیت فرمول

توان بر رفتار ارتعاشی آزاد با دامنه بزرگ را میگیرد و کمانش مدنظر قرار میارتعاش آزاد و مساله پس

  .]58[حسب تابعی از فاکتور برش اصلاحی، ضریب لاغري و نسبت دامنه بیان نمود

Hosseini  ارتعاش آزاد و رزونانس اولیه تیر چرخان  را مورد بررسی قرار   2014و همکاران در سال

ینرسی بوده، اینرسی دورانی و اثرات ژیروسکوپیک دادند. تیر چرخان داراي عوامل غیرخطی در انحنا و ا

 روشهاي تحلیلی، از مدنظر قرار گرفته و در مقابل از تغییر شکل برشی صرف نظر شد. براي یافتن پاسخ

هاي چندگانه استفاده شد و عباراتی براي ارتعاش آزاد غیرخطی و رزونانس اولیه بدست آمد. نتایج مقیاس

ي دو سر مفصل و یکسردرگیر ارائه شد. برخی نتایج این کار به شرح زیر عددي نیز براي شرایط مرز

 : [59]است

کند صفحه دیگر نیز به واسطه این اثر نوسات ): در اثرات ژیروسکوپیک وقتی که یک صفحه نوسان می1(

  دارد.

  شوند. تحریک می 1): در رزونانس اولیه تیر چرخان، تنها مودهاي پیشرو2(

  حالت غیرخطی تیر چرخان از نوع سخت شونده بوده است. ): در مود اول،3(

                                                             
١ Forward modes 
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- تري از خود نشان می): منحنی پاسخ فرکانسی در زمان افزایش خروج از مرکز، اثرات غیرخطی قوي4(
  .دهد

  
Marckmann  وVerron  مواد لاستیکی مورد مقایسه  مدل هایپرالاستیک را براي 20 ،2005در سال

دو مجموعه کار آزمایشگاهی مورد  قالبها و در ها در انواع مختلف بارگذاريمدلدادند. توانایی این قرار 

بررسی قرار گرفت. پارامترهاي ماده و محدوده اعتبار هر مدل با یک فرآیند تطبیق تعیین شد. آنها به این 

ینی کنند. هاي کرنش را پیش بتوانند تمامی محدودههاي با دو یا سه پارامتر نمینتیجه رسیدند که مدل

دیگر قادر به  1شود که در صورت تعیین پارامترهاي آنها با تست تک محورهها زمانی آشکار میناتوانی مدل

هاي متوسط در مواد لاستیکی نیستند. همچنین نشان دادند که براي کرنش 2بینی پاسخ دو محورهپیش

هاي کوچک نیز مدل کند. براي کرنشبا دو پارامتر کفایت می 3مدل قدیمی مونیدرصد  250تا  200حد 

  .]18[هوکین پیشنهاد شده است -نئو

Martins  بینی هاي مختلف براي پیشاي مبنی بر مقایسه بین مدلمطالعه 2006و همکاران در سال

هاي نرم کاربرد داشته هاي سیلیکونی و بافتخصوصیات مواد هایپرالاستیک انجام دادند که در لاستیک

نرم بیولوژیکی  براي مطالعه رفتار مکانیکی بافت تجربی ر این مقاله از روش محاسباتی/است. محققین د

هاي آزمایشگاهی براي اولین بار مدل دادهتحت کشش تک محوره استفاده نموده و براي تطبیق بر 

بهره  5وارتمارک-را ارائه نمودند. آنها براي یافتن مقادیر بهینه در هر پارامتر از الگوریتم لونبرگ 4مارتین

بردند. این فرآیند براي نمونه لاستیک سیلیکونی نیز با تست کشش تک محور به کار برده شد. برخی 

): ازبین هفت مدل ماده استفاده شده، شش مدل 1نتایج حاصل شده از کار جامع آنها به قرار زیر است: (

                                                             
١ uniaxial 
٢ biaxial 
٣ Mooney 
٤ Martin 

٥ Levenberg-Marquardt 
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، 1هاي اگدنبهترین نتایج براي مدل): 2هاي آزمایشگاهی و تئوریک بیان نمودند. (دادهتطابق خوبی رابین 

هوکین بوده که در هر دو ماده قابلیت  -): بدترین نتیجه مربوط به مدل نئو3و مارتین بوده است. ( 2یئو

  .]60[هاي غیرخطی را نداردبیان ویژگی

Selvadorai  مساله خیز عرضی غشاء لاستیکی طبیعی را که در یک سمت درگیر است   2006در سال

هاي مختلف در بررسی نمود. تست کشش تک محوره براي تعیین رفتار ماده لاستیکی بر حسب مدل

دهد که خیز نامتقارن و متقارن محوري مورد بررسی قرار گرفتند. نتایج نشان می مقالات به انجام رسید.

بوده و لذا در این حالت  %70اما کرنش غشاء همچنان در حد متوسط یعنی زیر  استگرچه خیز بزرگ 

- تطابق بهتري را با نتایج آزمایشگاهی می 3کو-ریولین و بلاتز-تر همچون مونیهاي سادهاستفاده از مدل

  .]61[دهد

Wissler  الکتریک دياي را براي کاربرد الاستومرهاي کار آزمایشگاهی گسترده 2007در سال و همکاران

و تحت آزمایشات با  VHB 4910در عملگرهاي پلیمري فعال ارائه نمودند. الاستومر استفاده شده از نوع 

هاي تنش -عملگر را با پیش  40کرنش بالا شامل تغییر شکل تک و دو محوره بوده است. آنها بیش از 

بویس بکار رفتند که به  -ن و آروداولت قرار دادند. سه مدل یئو، اگد 3500تا  2000متفاوت  تحت ولتاژ 

قابل ذکر  سازي مورد استفاده قرار گیرند.توانند در طراحی عملگر و فرآیند بهینهدلیل تطابق خوب، می

هاي تک و دو محوره پاسخ مناسبی را ها در بیان رفتار وابسته به زمان در تغییر شکلاست که این مدل

  .]62[ارائه نکردند

Batra  ارتعاش میکروتیر لاغر تحت میدان الکتریکی با ولتاژ   2008و همکاران در سالDC  را بررسی

دهد. ها نشان دادند که مدل ارائه شده پیش بینی مناسبی از رفتار ارتعاشی میکروتیر انجام میننمودند. آ

                                                             
١ Ogden 
٢ Yeoh 
٣ Blatz-Ko 
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ان لبه و هم کشیدگی براي شکاف نسبتا بزرگ بین میکروتیر و کنداکتور پایه، هم درنظر گرفتن اثر مید

ها موجب تقریب ناصحیح از پارامترهاي کششی و غشاء مهم است و لذا در نظر نگرفتن هر یک از آن

  .]63[دگردفرکانس رزونانسی می

Kim 2011را در سال  3و نئوهوکین 2، مونی ریولین1و همکاران سه مدل مختلف از جمله مدل اگدن 

هاي مونی یجه رسیدند که گرچه مدله این نتبراي لاستیک هاي کلروپرین مورد مقایسه قرار دادند. آنها ب

- محدودیت ،هاي بزرگشکل باشند اما براي تغییرریولین و نئوهوکین براي استفاده در تحلیل مناسب می

هاي هایپرالاستیک تیکی، مدلهایی دارند. لذا جهت دستیابی به نتایج بهتر در تغییر شکل بزرگ مواد لاس

باشد و آنها در این مورد خاص، مدل اگدن مرتبه سوم را پیشنهاد نمودند. همچنین تري نیاز میپیشرفته

- هاي ساده در محدوده کرنشتوانند براي تطابقاشاره شده است که دو مدل مونی ریولین و نئوهوکین می

  . [64]هاي کوچک در مواد هایپرالاستیک استفاد شوند

Soares  وGoncalves  ارتعاش خطی و غیرخطی و پایداري غشاء مستطیلی  2014در سال

هایپرالاستیک با کشیدگی اولیه را تحت فشار جانبی هارمونیک و تغییر شکل اولیه محدود بررسی نمودند. 

نمودند. نتایج را ریولین انتخاب  - آنها ماده را از نوع ایزوتروپیک، همگن و غیرقابل فشردگی و از نوع مونی

و با مدل اصلی مقایسه نمودند. آنها پس از استخراج معادله،  هوکین بدست آورده -براي حالت خاص نئو

و شکل مودهاي غشاء را به صورت تحلیلی براي هر دو نوع ماده بدست آوردند.  هاي طبیعیفرکانس

ماده بر نوسان خطی و غیرخطی  جزییات تحلیل پارامتریک نشان از تاثیر نسبت کشیدگی و پارامترهاي

  .]65[ماده دارد

                                                             
١ Ogden 
٢ Mooney-Rivlin 
٣ Neo-Hookean 
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 Breslavsky   خیز استاتیکی، ارتعاش آزاد و اجباري صفحات نازك  2014و همکارانش در سال

ق آنها عامل غیرخطی هندسی را از طریمستطیلی لاستیکی را تحت توزیع فشار یکنواخت بررسی نمودند. 

هوکین مورد  -ترین مدل یعنی نئوبا درنظر گرفتن سادهکارمن در صفحه و عامل فیزیکی را -رابطه فون

بررسی قرار دادند. آنها روشی براي مدل موضعی که رفتار صفحه را حول حالت تغییر شکل یافته تقریب 

زند ارائه کردند. این مدل موضعی که داراي عوامل غیرخطی مربعی و مرتبه سوم است از نوع معادلات می

- ها نشان دادند که حساسیت خیز به عوامل غیرخطی فیزیکی در کرنششد. آنبادیفرانسیل معمولی می

باشد. هچنین خیز تحت فشار اولیه در زمانی که عامل غیرخطی ماده حذف هاي متوسط قابل توجه می

  .]66[دهدشود، تخمینی کمتر از حد معمول را می
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  عادلات حاکم، حل هاي مربوطه و مطالعه پاسخ ها: مسومفصل 
  

  مقدمه: 3-1

اما مواد پلیمري که  [67]نده اهاي الکترومکانیکی از مواد بر پایه سیلیکون ساخته شدتا کنون اکثر سیستم

الکترونیکی گزینه بسیار هاي الکتریکی، نیمه رسانا یا رسانا باشند براي کاربرد در ابزار توانند عایقمی

پلیمرها سبک، نرم، .  [70-68]اي دارند، زیرا هزینه نسبتا پایین و روند ساخت سادهمناسبی هستند

توان متناسب با وظایف می راها داراي سازگاري شیمیایی و بیولوژیکی بوده و ساختار آن انعطاف پذیر و

هاي مکانیکی آنها را تنظیم و با تغییر در پارامترهاي فیزیکی و شیمیایی، ویژگی کاري مختلف اصلاح کرده

قابلیت مقاومت بدون شکست در برابر بوده و  . اکثر پلیمرها در مقایسه با مواد سیلیکونی شکنندهکرد

 هايساختارهاي پلیمري از موارد مورد علاقه در کاربردتغییر طول زیاد را دارند.  به دلایل مذکور، 

) نشان داده 1-3نمونه اي از این کاربردها در شکل ( ، که طرح[77-71]باشندمیکروالکترومکانیکی می

  شده است.

  
 [73]): نمونه اي از کاربرد پلیمرها ( عملگر شانه اي) 1-3شکل (
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ولتاژ ر پایین مدول الاستیسیته در این مواد منجر به خیز بیشتر در که مقدا به طور ویژه باید اشاره کرد

از طریق کنترل هاي پلیمري، ذکر است که مدول الاستیسیته میکروسازه شایان .[78]گرددمیاعمالی 

  باشد.میقابل تنظیم تا حدود زیادي هاي پلیمري ارتباط عرضی بین زنجیره

رزوناتورهاي پلیمري از پلیمرهاي نارسانا به عنوان زیرسازه استفاده شده و تا پیش از این در عملگرها یا 

-79] شد ها، لایه اي فلزي بر سطح آنها نصب می براي افزایش قابلیت هدایت الکتریکی این میکروسازه

80]. 

سال  شد. دربه هر صورت، از پلیمرها به مدت زیادي در ابزارهاي الکترونیکی به عنوان عایق استفاده می

گزارش شد و از آن پس مواد پلیمري [81] 1ساخت اولین پلیمر با رسانایی بالا به نام پلی استیلن 1977

 . [85-82]هادي در میکروابزارها استفاده شدند مزدوج متعددي به عنوان مواد نیمه

 Zhang  میکروتیر دوسرگیردار تمام پلیمري را با پلیمر  [87-86] 2007و  2005و همکاران در سال

رسانا بر روي زیرسازه شیشه اي با استفاده از تکنولوژي میکروالکترونیکی ساختند. این میکرورزوناتورهاي 

باشند، زیرا ابزاري مناسب براي کاربرد به عنوان حسگرهاي تنش، شیمیایی و بیولوژیکی می ،پلیمري

  و صلبیت ذاتی پایینی دارند.  2قابل تنظیمهاي سطحی و حجمی ویژگی

براي یک رزوناتور الکتروستاتیکی باید هم قسمت پل و هم الکترود به اندازه کافی رسانا باشند تا از بیشتر 

1دشارژ خازن تشکیل شده ( بودن فرکانس شارژ/
RC

  .[88]) از فرکانس رزونانسی اطمینان حاصل شود

میکرومتر و  40تا  10ها بین اهم، طول آن مگا 30مقاومت میکرورزوناتورهاي دوسرگیردار معمول 

باشد. در رزوناتور با تحریک الکتروستاتیکی، ولتاژ بین پل پلیمري و میکرومتر می 0,65ضخامت لایه 

اسکن میکروسکوپ گردد. الکترود اعمال شده و موجب نوسان در اثر نیروي الکتروستاتیکی ایجاد شده می

                                                             
1 polyacetylene 
2 Tunable  
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میکرومتر و نیز نماي شماتیکی از آن در  40از رزوناتور پلیمري ساخته شده توسط آنها به طول  1الکترونی

  ) آمده است.2-3شکل (

 

   [86] یجانب ينما کیشمات و ومیکروم الکترود يرو معلق يمریپل تمام کرورزوناتوریم از یعکس: )2-3( شکل

  

ذکر شد پلیمرها با اتصال عرضی یا همان الاستومرها رفتار الاستیک ایده ابتداي این فصل طور که در همان

هاي هایپرالاستیک بیان نمود. توان توسط مدلدهند و این رفتار الاستیک را میآلی از خود نشان می

سازي کار مدلمبناي اما با ابعاد و شرایط مرزي متفاوت،  ،رزوناتور پلیمري ساخته شده توسط آنهاکلیت 

 ما در این پژوهش قرار خواهد گرفت.

در کنار اندك بودن تحقیقات انجام شده در زمینه که مشخص است در فصل دوم در کارهاي ارائه شده 

تجربی انجام شده اند  اکثریت پژوهش ها به صورت بالاخص الاستومر دي الکتریک،  مواد هایپرالاستیک  و

که متاسفانه جز تعداد اندکی از آن ها قابل اتکا نمی باشند. همچنین عامل غیرخطی ماده که مستقیما 

ها را هاي تیر و این مدليهاي چندجمله اي هایپرالاستیک باشد و بتواند ارتباط بین تئورلدربرگیرنده مد

می شود تا این ارتباط کاملا با جزییات مورد مطالعه مشخص کند انجام نشده است. در این پژوهش تلاش 

غیرکلاسیک نیز با معرفی مدلی تقویت شده از  هايقرار گیرد و در عین حال خلا موجود در زمینه تئوري

تا بحال بحث پایداري صرفا در علاوه بر آن، پر شود. تا حد امکان تئوري تنش کوپل اصلاح شده 
                                                             
١  Scanning electron microscope (SEM) 
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و در ارتباط با پایداري میکروتیرها با استفاده از مدل هاي هایپرالاستیک  هعمولی انجام شدمیکروتیرهاي م

که در این رساله براي مدل هاي چندجمله اي هایپرالاستیک مورد مطالعه  کار قابل توجهی انجام نگردید

ها صرفا . براي تحریک الکتروستاتیکی همانطور که در مراجع مشخص است پژوهشقرار خواهد گرفت

که سعی برآن است تا همان روند براي میکروتیرهاي هایپرالاستیک ا تیرهاي معمولی بوده است رتبط بم

  د.قرار گیربررسی مورد 

هاي جابجایی در خیز بزرگ و مدل -فرضیات، رابطه کرنش تیر درنظر گرفته شده به همراهمدل  ،در ادامه

ها و نیز دقت بیان رفتار اي موجود در آنظر هایپرالاستیک ارائه شدند که هر یک به تناسب پارامترهنمد 

هاي از مدل در اینجاتوانند در استخراج معادلات ارتعاشی حاکم بر مساله به کار روند. حاکم، می

مترهاي نامعلومی اها هر یک داراي پار. این مدلهمچون بیدرمن و یئو استفاده خواهد شداي چندجمله

اول باید از طریق تطبیق روابط تئوریک با نتایج حاصل از کارهاي فصل هستند که طبق روند ارائه شده در 

آزمایشگاهی بدست آید. در این راه باید از کارهاي آزمایشگاهی مورد اعتماد در مقالات بهره برد که پس از 

  شود. استخراج معادلات مربوطه درباره آن بحث می
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  میکروتیر  مدل سازي 3-2

و  Fengاما طبق کار  باشدو همکاران می Zhangسازي کار ما بر اساس رزوناتور ساخته شده توسط مدل

 کتا دي الکتریشود  به جاي رساناي پلیمري از الاستومر که نارساناست استفاده می [56] همکاران

 نیروي هارمونیکرا با زیرسازه، الکترود براي اعمال  با تکیه گاه ساده. لذا میکروتیري الاستومر تشکیل شود

باشد را مدنظر آل لاستیکی میو نیز بخش اصلی تیر که تماما پلیمري و از جنس الاستومر با رفتار ایده

علاوه بر شرایط مرزي مفصلی، براي نمونه در ارتعاش آزاد مدل یئو از شرط مرزي تکیه گاه دهیم. قرار می

شده ارائه  )3-3براي شرط مرزي تکیه گاه ساده در شکل (شماتیک رزوناتور اده می کنیم. گیردار نیز استف

  :است

  

 

   گاه سادهمیکروتیر با تکیهسازي شماتیک مدل: )3-3( شکل

 

رزوناتور مذکور تحت نیروي خارجی ناشی از تحریک الکتروستاتیکی قرار داشته و به این ترتیب به صورت 

  باشد. می b و عرض d ضخامت،  L این تیر داراي طول عرضی ارتعاش می کند.

توان آن را با قوانین سازگاري باشد لذا میاز آنجا که ماده مدنظر براي رزوناتور از نوع الاستومر می

  :شودگرفته میسازي به کاردر مدل الاستیک بیان نمود. فرضیات زیرهایپر

  است. تراکم ناپذیر): ماده داراي خاصیت 1( 
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  ): تغییر شکل داراي اثرات تغییر نرخ کرنش نیست.2(

  .)isothermal): تولید حرارت داخلی قابل صرف نظر است (3(

  ): رفتار مکانیکی ماده کاملا الاستیک است.4(

  .باشدبزرگ مینسبتا خیز یعنی  استغیرخطی هندسی عامل تحت تاثیر تیر  ): رفتار5( 

  جابجایی در تغییر شکل بزرگ  –رابطه کرنش  3-2-1
طور که ذکر شد در خیز بزرگ باید ازتانسورکرنش لاگرانژي استفاده نمود که به صورت زیر تعریف همان

  شود:می

)3-1(   
2

C I
E


  

بیان آن برحسب گرادیان تغییر شکل در بخش باشد که گرین می -تانسور راست کوشی Cکه در آن 

  مقدمه آمده است.

  د:حسب گرادیان جابجایی نیز بیان گرد تواند برهاي کرنش لاگرانژي میمولفه

)3-2(  1
2

ji k k
ij

j i j i

uu u u
x x x x


   

        
  

u طبق موارد ذکر شده در فرضیات، پارامتر 
x



wو نیز شیب تیر ( 
x




  د.نشو) کوچک فرض می

  اصل همیلتون 3-2-2
کند که از بین تمامی اصل همیلتون بیان می. شودبراي استخراج معادله، از اصل همیلتون استفاده می

هاي ابتدایی و و نیز شرایط مرزي در زمانلات سازگاري، قیود هاي جابجایی وابسته به زمان که معادحالت

کند. بنابراین اصل همیلتون به کند، پاسخی حقیقی است که تابع لاگرانژ را کمینه میانتهایی را ارضا می

  شود:کلی زیر بیان می شکل
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)3-3(  
2

1

0
t

t

Ldt   

 L  شوداصل همیلتون با رابطه زیر بیان میدر:  

)3-4(  L T W    
T   ،در این رابطه انرژي جنبشی انرژي کرنشی وW اعمالی به سیستم  کار نیروهاي غیرپتانسیلی

  است.

شود تا معادله حاکم استخراج اصل همیلتون جایگذاري میدامه محاسبه و در نهایت در این سه پارامتر در ا

  گردد.

بررسی رفتار ارتعاشی میکروتیر در سه بخش ارتعاشات آزاد، ارتعاشات اجباري و تئوري غیرکلاسیک انجام 

  خواهد شد. 

- ئو و تئوري اویلر برنولی و نیز از مدل بیدرمن و تئوري برشی استفاده میدر بخش ارتعاش آزاد از مدل ی

خواهد نیز پرداخته  ،هوکین- هایی همچون نئوعدم کارایی مدلدر ابتداي این بخش به موضوع  شود، البته

در بخش . بررسی خواهد شدنیز براي مدل یئو  عنوان نمونه، شرط مرزي گیردار در این بخش به شد.

در بخش تئوري غیرکلاسیک، از گردد و استفاده می یئو و تئوري اویلر برنولیارتعاش اجباري نیز از مدل  

تئوري تنش کوپل اصلاح شده جهت در نظر گرفتن اثر اندازه بهره گرفته شده و مدل هایپرالاستیک 

 بیدرمن به نوعی براي در نظر گرفتن اثر اندازه، ترمیم شده است.

  

  

  

  

  



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

71 
 

  

، تئوري اویلر برنولی و گاه سادهبا شرط مرزي تکیه میکروتیر ارتعاش آزاد 3-3

  یئونئوهوکین و  اي هایپرالاستیکهاي چندجملهمدل

برنولی براي  -باشد،  از مدل اویلرسازي که به صورت تیر لاغر میبا توجه به رزوناتور مورد نظر براي مدل

. تیر مذکور شودکه در اینجا به مقدمات کوتاهی از این تئوري اشاره می شده این رزوناتور استفاده

  باشد. می zسطوح بالا و پایین عمود بر محور  بوده و xیکنواخت، همگن و مستقیم در راستاي 

  باشند:به شرح زیر میفرضیات مورد اعمال در این تئوري 

- ): سطح مقطع در صفحه خود کاملا صلب بوده و لذا هیچ تغییر شکلی در صفحه سطح مقطع رخ نمی1(

  دهد.

  ماند.): سطح مقطع در طی تغییر شکل به صورت صفحه باقی می2(

  باشد.): سطح مقطع پس از اعمال خیز نیز همچنان بر تار خنثی عمود می3(

- باشد، آنگاه مولفه w، اگر جابجایی عرضی تیر برابر)4-3(و با توجه به شکل  هافرضاین با در نظر گرفتن 

 هاي جابجایی هرنقطه از سطح مقطع برابر خواهد بود با:

)3-5(  ( , ) , 0, ( , )w x tu z v w w x t
x


   


  

  .[89]باشندمی  zو   x  ،yهاي جابجایی در راستاي به ترتیب مولفه  wو   u  ،vکه در آن 
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   [89] خمش تحت یبرنول لریاو ریت: )4-3( شکل

 

توان از رابطه کلاسیک بیان کرنش بر باشد نمیاز آنجا که رزوناتور مذکور در کار ما تحت خیز بزرگ می

حسب جابجایی یعنی رابطه 
2

ij ji
ij

u u



  استفاده نمود بلکه به جاي آن باید از مفهوم کرنش لاگرانژي

 بهره برد. جزییات این امر در ادامه می آید.

پس از اعمال تعریف کرنش لاگرانژي در خیز بزرگ براي هر مولفه از تانسور کرنش و صرف نظر از جملات 

  :دهدهاي کرنش را نتیجه میکوچک و نیز جابجایی طولی، درنهایت مولفه

)3-6(  
22

11 2

1
2

w wz
x x


        

  

)3-7(  13 31 33 0      

)3-8(  12 21 22 23 32 0          

  که مولفه باقیمانده همان مولفه محوري فون کارمن است.
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توان ثوابت کرنش را بر اساس ثوابت کشیدگی بیان نمود و خود ثوابت کشیدگی از تانسور از آنجا که می

گرین راست را  - آیند، تانسور کرنش لاگرانژي و به دنبال آن تانسور کوشیراست بدست می گرین -کوشی

  .توان یافتمی

  تانسور کرنش لاگرانژي با محاسبات ارائه شده برابر است با:

)3-9(  
2 0 0

1 0 0 0
2

0 0 0

xx

E
 

   
  

  

  :عبارتست ازگرین راست نیز با تعریف قسمت پیشین -تانسور کوشی

)3-10(  
2 1 0 0

2 0 1 0
0 0 1

xx

C E I
  

     
  

  

باشند. گرین می - ریشه مربعی مقادیر ویژه تانسور چپ یا راست کوشی i ثوابت کشیدگیاز طرفی 

و یافتن ریشه مربعی مقادیر  )10-3معادله (گرین تعریف شده در  -تانسور راست کوشی توسطبنابراین 

  برابر خواهد بود با: iویژه آن، مقادیر 

)3-11(  1 2 3λ 1,        λ 1,            λ 1 2 xx     

  :عبارتند ازثوابت کرنش 

)3-12(  1 xxI 2ε 3   

)3-13(  2 xxI 4ε 3   

     با در نظر گرفتن رابطهشود و ماده مورد نظر در مدل، غیرقابل فشرده در نظر گرفته می جا کهاز آن
2 2 2 2

3 1 2 3 det( )I J C     حجم  ثابت ماندناول باید براي  فصل و اینکه طبق مطالب ارائه شده در

1J    باشد بنابراین چگالی انرژي کرنشی در مواد هایپرالاستیسیته صرفا بر اساس دو ثابت کرنش اولیه

 گردد.بیان می
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  و بررسی عدم کارایی آن مدل نئوهوکین 3-3-1
نیازمند  بر اساس مدل نئوهوکین الکتریک الاستومرمعادله حاکم بر رفتار ارتعاشی میکرورزوناتور دي

  :اعمال اصل همیلتون است محاسبه انرژي جنبشی، کرنشی و

 انرژي جنبشی:

2

0

1 ( )
2

l wT A dx
t

 


 )3-14( 

- گرال حجمی آن که انرژي کرنشی کل را میحجم مربوط به مدل نئوهوکین و انتدر واحد  انرژي کرنشی

  دهد:

1
1 ( 3)
2

W nkT I  )3-15( 
2 2

2 )
2 2
1 (1 w wz

x x
W nkT       

 )3-16( 

0

21
2

l

V

nkTWd
x

A dxwV      
 

  )3-17( 

  
  ) معرفی شدند.1- 5-2-1) در فصل اول (بخش 15-3پارامترهاي معادله (

  :دهدمی ،هاي مربوطهگیريهمیلتون و انجام مشتقاصل 

)3-18(  
2

1

0
t

t

Ldt   

)3-19(  
2

1 0 0

( ) 1 ( )2 0
2

t l l

t

w w w wA dx nkT A dx dt
t t x x

 
    

      
    

  :دهدرا می معادله نهایی زیر) 19-3(جزء به جزء از معادله انتگرال دو بار 
2 2

2 2 0w wA nkTA
t x


 

 
  

)3-20( 

تواند به عنوان معادله ده و نمیمعادله حاکم بر رشته بو ،استخراجیشود معادله همانطور که ملاحظه می

توان نتیجه گرفت که مدل نئوهوکین، مدل مناسبی براي بیان د پذیرش قرار گیرد. از این امر میتیر مور
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باشد. دلیل این امر را می توان به عدم کافی بودن تعداد جملات در رفتار میکروتیر مورد نظر ما نمی

  انرژي کرنشی آن نسبت داد.چگالی 

  استخراج معادله حاکم بر مدل یئو 3-3-2
در جنبشی و کرنشی به ترتیب زیر هاي انرژي ،یئو براي استخراج معادلات تحت تئوري اویلر برنولی و مدل

  .شودیگزین میااصل همیلتون ج

)3-21(  2

0

1 ( )
2

l wT A dx
t

 


  

  با: انرژي کرنشی مدل یئو معادل استچگالی 

)3-22(       2 3
1 1 2 1 3 13 3 3W c I c I c I       

  انرژي کرنشی که انتگرال حجمی چگالی انرژي کرنشی است رابطه زیر را خواهد داشت:

)3-23(  

22 4 2

1 2 2 2
0 0 0

26 2 2

3 3 2
0 0

4

12

l l l

l l

w w wc A dx c A dx c I dx
x x x

w w wc A dx c I dx
x x x

                     

                   

  

 
  

مدل  کارمن، معادله نهایی- کارگیري رابطه کرنش لاگرانژي فون) و به8-3( تا )5-3با استفاده از معادلات (

  یئو عبارتست از:

 )3-24(  

2 42 2 4 2 2

1 2 2 32 2 4 2 2

3 22 3 2 4

3 3 32 3 2 4

2 8 12 30  

24 96 24 0

w w w w w w wA c A c I c A c A
t x x x x x x

w w w w w wc I c I c I
x x x x x x

                        

                    


  

  شرایط مرزي قابل استخراج از روش همیلتون عبارتند از:
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)3-25(  

3 5

1 2 3

22 3 2

3 2 3 2

0, : 2 4 6

24 2 0

0

w w wat x l c A c A c A
x x x

w w w w wc I
x x x x x

OR w

               
      
           


   

 

)3-26(  
22

2 320, : 8 24 0 0w w wat x l c I c I OR
x x x


                    

  

  
بدست آمده، شرایط مرزي از بین 

2 2

2 2(0) 0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0w ww w l l
x x

    
 

معرف شرایط مرزي 
  باشند.گاه ساده میتکیه

  

  حل معادله حاکم و  بررسی پاسخ فرکانسی 3-3-3
  

  :شودسازي میابتدا معادله با تعریف پارامترهاي زیر، بی بعد
)3-27(  dim, ,x wx w t t

l d
       

  باشد.) می24-3معادله ( شده فرکانس طبیعی بابعد در حالت خطی dim) پارامتر 27-3در رابطه (

  گیرد.سازي انجام میبعدشود و سپس بیاین پارامتر ابتدا محاسبه می

  ) عبارتست از:24-3خطی شده معادله (

)3-28(  
2 2 4

1 22 2 42 8 0w w wA c A c I
t x x

  
  

  
  

  :[89]  شودگرفته می کند در نظرکه شرایط مرزي تکیه گاه ساده را ارضاء میحل پیشنهادي زیر 
)3-29(  dimw(x,t) C sin( x)cos( t )

l


    
2به مربع فرکانس طبیعی با بعد (توان میسازي، ) و مرتب28-3) در (29-3از اعمال معادله (

dim دست (
  یافت:

)3-30(  
2 2 4

2 1 2
dim 4

2 8c Al c I
Al
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62.1963که مقدار عددي آن برابر  10 /rad s ) باشد.می) 1- 3به ازاي مقادیر جدول  
  :آیدبدست میحاکم بر مدل یئو معادله بی بعدشده ) 24-3) در (27-3از جایگذاري (

)3-31(  
4

4

2 42 2 4 2 2

1 2 3 42 2 2 2

3 22 3 2 4

5 5 52 3 2

  

4 0

w w w w w w w
t x x x x xx

w w w w w w
x x x x xx

      

     

     

    

         
               

        
             

   

  

  که:
4 22

3 31 2 2
1 2 3 4 52 2 4 2 4 2 6 2 6 2

dim dim dim dim dim

30 242 8 12, , , ,c d c Idc c I c d
l Al l l Al

    
         

       

  
 عبارتند از: بعدشرایط مرزي بی و

2 2

2 2(0) 0, (1) 0, (0) 0, (1) 0w ww w
x x

 
 

 

 
   

 
.  

  گردد.نکاره استفاده میاغتشاشات پوا از روش براي حل این معادله

تغییر ابتدا با هاي بسیار پرکاربرد در زمینه معادلات غیرخطی است در این روش حل که یکی از روش

wمتغیر     با تغییر متغیر زمانسپس پارامتر کوچک اغتشاش را معرفی کرده وt   ، معادله

  :شودتبدیل میبه معادله زیر ) 97(

)3-32(  

2 42 2 4 2 2
2 3 5

1 2 3 42 2 4 2 2

3 22 3 2 4
3 3 3

5 5 52 3 2 4

  

4 0

x x x x x x

x x x x x x

                        

                    

       
      

 

 


       
  

  علامت ستاره بر روي متغیرها برداشته شده است. ،براي سادگی

  نکاره عبارتست از:اي جابجایی و فرکانس، طبق روش پواحل پیشنهادي بر

)3-33(  
2

0 1 2

2
0 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ...

...

x x x       

    

   

   
  

ها دست آورده، به حل معادلات آنرا به  توان هاي مختلف ) ضرایب31-3) در (33-3گذاري (یاز جا

  . شودی) جایگزین م33-3پرداخته و در نهایت در معادله (

 باشند:به قرار زیر می بدست آمدهضرایب 
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)3-34(  
2 4 2

1 2 0 0 0
0 2 12 24( ) : 0

x
O

x
  

   


  



 

  
)3-35(  

2 2 4 2
2 2 1 0 1 1

0 0 1 2 12 2 4 2( ) : 2 0O
x x

        
 

      
     

)3-36(  

2 2 2
3 2 22 1 0

0 0 1 0 2 12 2 2

24 2 2
2 2 0 0

2 1 34 2 2

3 22 4 3 2
0 0 0 0 0 0

5 5 52 4 3 2

( ) : 2 (2 )

4 0

O

x x x x

x x x x x x

        
  
   

  

       

  
  

  
                          

                                        

  

 ،شوند. در این راستااین معادلات توسط روش گالرکین به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل و حل می

  شود:خیز عرضی در هر معادله بر حسب حاصل ضرب دو تابع مجزاي زمانی و مکانی نوشته می

)3-37(  (x, t) T ( ) X (x) 0,1,2 (x) 2 sin(m x)im im im imi X      
  شماره مود می باشد. mتابع شکل مود ارضاء کننده شرایط مرزي و imX(x)که 

max(0)شرایط اولیه در حل ارتعاش آزاد به فرم  , (0) 0T A T   بوده کهmaxA  بیشینه دامنه نرمال شده

maxباشد و می
max

AA
d

.  

  حل معادلات این ضرایب به ترتیب عبارتست از:

)3-38(  0m max 12 A cos( )sin(m x)      

که 
2 2 4 4

1 2
1 2

0

m m

   




 .   

)3-39(  1m 0   
)3-40(     1

2m 1 1
1

2 cos 3 cos
8

   


    
  

که  6 6 4 4
5 33

1 max 2
0

4

8

m m
A

   





  .  

 است 2و  0  ،1نیاز به یافتن سه پارامتر فرکانسی  2براي یافتن فرکانس غیرخطی سیستم تا مرتبه 

از حذف جملات سکولار در حل معادلات  2و  1بعد بوده و فرکانس خطی سیستم در حالت بی 0که 

  شوند.) حاصل می36-3) و (3-35(
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0عبارت ) 35-3در حل معادله (  1 1 max 12 cos( )A    شود، موجود استکه منجر به ترم سکولار می 

  :آیدبدست می 1که از صفر قرار دادن آن مقدار 

)3-41(  1 0   
  شود:حاصل می 2) نیز با صفر قرار دادن عبارت منجر به ترم سکولار، 36-3در حل معادله (

)3-42(  2 6 6 2 4 4
5 max 3 max

2
0 1

6 3
16

A m A m 


    


 
   

  )0(فرکانس بی بعد خطی  

  ) در حالت خطی عبارتست از:31-3بعد شده (معادله بی

)3-43(  
4

2 2 4

1 22 2  0w w w
t x x

  

  

  
  

  
   

  :شودبعد است در معادله اعمال میکننده شرایط مرزي بیحل پیشنهادي زیر که ارضا

)3-44(  0w(x,t) C sin(m x)cos( t )    

  آید:بدست میبدین ترتیب مربع فرکانس خطی بی بعد 

)3-45(  
2 2 2 4 4

2 1 2
0 4 2

dim

2 8 mc Al m c I
Al
 


 


  

  شود.حاصل میتیر ) فرکانس غیرخطی 33-3) در رابطه (45-3) و (42-3)، (41-3از جایگذاري معادلات (

  
  نتایج عددي 3-3-4

، از پارامترهاي هندسی و ماده طبق جدول سیستم در مودهاي مختلف براي یافتن شکل مودهاي پاسخ

maxشود. ضمنا بیشینه دامنه وسط تیر میزیر استفاده  0.3A شود.فرض می   

  : پارامترهاي هندسی و ماده مدل یئو)1-3(جدول 
 مقدار پارامتر[87]

l  30 m  
b  10 m  
d  0.65 m  
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 مقدار [30]پارامتر   
1c  0.24162 MPa  

2c  0.19977 MPa  

3c  0.00541MPa  

  

هاي مختلف رسم شده است که زمان براي مود اول دربراي سه مود اول و نیز به طور جداگانه  خیزها

  باشد.می گاه سادهتکیه شرایط مرزيمطابق با 
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  براي سه مود اول تکیه گاه ساده ): شکل مود میکروتیر 5-3شکل (

 
  مختلفبراي مود اول در زمان هاي تکیه گاه ساده میکروتیر  خیز): 6-3شکل (

  
  

در ي مرتبه چهارم 1کوتا -روش تحلیلی، از روش عددي رانجهتوسط سنجی پاسخ بدست آمده براي اعتبار

  است. استفاده شدههاي بعدي این بخش و بخش

) رسم شده و همانطور 9-3) و (8-3)، (7-3پاسخ زمانی میانه تیر براي مودهاي مختلف در شکل هاي (

تحلیلی و عددي وجود دارد. این امر بیانگر این است که  روشکه مشخص است تطابق بسیار خوبی بین 

  کند.تحلیلی براي اخذ پاسخ دقیق در این مساله کفایت می روشبسط سه جمله اي در 

                                                             
١  Runge-Kouta 
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  مود اولمیکروتیر تکیه گاه ساده در ): پاسخ زمانی 7- 3شکل(

  

  
  مود سوممیکروتیر تکیه گاه ساده در ): پاسخ زمانی 8- 3شکل (
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  مود پنجممیکروتیر تکیه گاه ساده در ): پاسخ زمانی 9-3شکل (

 
 

  بررسی پارامترهاي موثر بر فرکانس

همانطور که در بخش حل اغتشاشات بیان شد، فرکانس غیرخطی سیستم پس از حذف جملات سکولار 

  ) است.31-3بدست آمده که مطابق با معادله (

  شوند:رسم و بررسی می ،بر فرکانس میکرورزوناتور مورد بحث ،در این بخش اثر پارامترهاي مختلف زیر

 اثر بیشینه دامنه در مودهاي مختلف 

 هاي مختلف براي مود اول و سوماثر بیشینه دامنه در ضخامت 

 ) اثر نسبت طول به ضخامتAspect ratioدر مودهاي مختلف ( 

(وابستگی فرکانس نرمال شده  )12-3( تا )10-3(هاي لدر نمودار شک
0




نسبت فرکانس غیرخطی به 

به بیشینه دامنه در سه مود اول نشان داده شده است. همانطور که فرکانس بی بعد خطی در همان مود) 
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. این میزان افزایش در یابدافزایش میمیزان فرکانس ر هر مود با افزایش بیشینه دامنه، مشخص است د

 تر است.مودهاي بالاتر داراي نرخ بیشتري نسبت به مودهاي پایین
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  مود اول گاه ساده درمیکروتیر تکیه): اثر بیشینه دامنه بر فرکانس غیرخطی 10-3شکل (

 
  

  مود دوم گاه ساده درمیکروتیر تکیه): اثر بیشینه دامنه بر فرکانس غیرخطی 11-3شکل (
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  مود سوم گاه ساده درمیکروتیر تکیه): اثر بیشینه دامنه بر فرکانس غیرخطی 12-3شکل (
  

() اثر بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال شده 14-3) و (13-3در نمودار شکل (
0




هاي مختلف در ضخامت) 

توان دو مود در یک ضخامت مشخص میو به ترتیب براي مود اول و سوم نشان داده شده است. از مقایسه 

مشخص در به این امر دست یافت که میزان افزایش فرکانس با تغییر بیشینه دامنه در یک ضخامت 

  باشد.) می12-3) تا (10-3مودهاي بالاتر بیشتر است که موید نمودارهاي (

  
  در ضخامت هاي مختلف براي مود اولگاه ساده میکروتیر تکیه):  اثر بیشینه دامنه بر فرکانس غیرخطی 13-3شکل (

  

میکرومتر می باشندواحدها   
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  در ضخامت هاي مختلف براي مود سومگاه ساده میکروتیر تکیه):  اثر بیشینه دامنه بر فرکانس غیرخطی 14-3شکل (

  

فرکانس نرمال (بر  )طول به ضخامتمنظر (سبت در انتها نیز اثر ن
0




نسبت فرکانس غیرخطی و خطی 

ارائه شده است. محدوده درنظر گرفته شده با توجه به تئوري اویلر برنولی  )در همان شماره مود بی بعد

)، 15-3(هايباشد. این نمودار براي هر سه مود اول رسم شده است. همانطور که در شکل می 180 -20

) مشخص است با افزایش طول تیر در ضخامت ثابت، فرکانس نرمال تیر تا مقدار 17-3) و (3-16(

یعنی به مقدار  1شود به طوري که این نسبت به مقدار یابد و سپس تقریبا ثابت میمشخصی کاهش می

ت که اثر این پارامتر در از طرفی با مقایسه نمودار در هر مود واضح اسکند. بعد میل میفرکانس خطی بی

 باشد.مودهاي بالاتر بیشتر می

 واحدها میکرومتر می باشند
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 مود اول درگاه ساده میکروتیر تکیه): اثر نسبت منظر بر فرکانس نرمال 15- 3شکل (

  

  
 مود دوم درگاه ساده میکروتیر تکیه): اثر نسبت منظر بر فرکانس نرمال 16- 3شکل (
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 مود سوم گاه ساده درمیکروتیر تکیه نرمال): اثر نسبت منظر بر فرکانس 17-3شکل (

  
  
  
  

ارتعاش آزاد میکروتیر با شرط مرزي دوسر گیردار، تئوري اویلر برنولی و مدل  3-4

  یئوهایپرالاستیک 

  حل معادله حاکم و  بررسی پاسخ فرکانسی 3-4-1
  

- شود. همانسازي بر اساس شرط مرزي دوسر گیردار انجام داده میدر این قسمت، به عنوان نمونه، مدل

و چگالی  b، عرض l، طول  d) نشان داده شده است میکروتیر داراي ضخامت 18- 3طور که در شکل (

  ولتاژ به هر یک از طرفین الکترود اعمال می باشد. الاستومر بین دو الکترود انعطاف پذیر فشرده شده و

  گردد.می
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  ): شماتیک میکروتیر دوسر گیردار18-3شکل (
  

منجر به معادله حاکم  2-3-3هاي جنبشی و پتانسیل در اصل همیلتون همانند بخش وارد کردن انرژي

  گردد. ) می3-24(

باشد ) می26-3) و (25-3معادله هاي (نیز مطابق شرایط مرزي استخراج شده از بکارگیري اصل همیلتون 

(0)که از بین آن ها شرایط مرزي مناسب یعنی  0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0w ww w l l
x x

 
   

 
را باید انتخاب  

  نمود.

 گردد:) با استفاده از پارامترهاي بی بعدسازي زیر، بی بعد می24-3معادله (

)3-46(  4
*1

4
1

, , ,c Ix w Alx w t t
l d Al c I


 


       

33.0899) داراي مقدار عددي 46-3در معادله ( فرکانس طبیعی با بعد معرفی شده 10 /rad s  به ازاي

  باشد.می) 1-3مقادیر جدول (

  شود:بعد زیر حاصل می، معادله بی )24-3) در معادله (46-3از اعمال پارامترهاي (
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)3-47(  

2 4 4 3 2

2 2 2

2

22 4 4 3 2
2 3 3

1 1 1

2 42 2 4 2
2 3

2 2

2 2

2 2

1 1

32
3

2

1

2

2

8 24 96 

2 12 30  

24 0

w c w c w w c w w w
c c x c xt x x x x

A

d d
l l

w c A w w c Ad w w
c I x c x

l d
I l I

d

x x x

c w
lc x

      

     

    

   





       
         

       
           

 
  

 

  

(0)شرایط مرزي مربوطه نیز عبارتند از:  0, (1) 0, (0) 0, (1) 0w ww w
x x

 
   

 
.  

w*) از روش پوانکاره با معرفی متغیرهاي جدید 47-3براي حل  معادله ( 	 و* *t   می توان بهره

  شود به:) تبدیل می47-3در نتیجه معادله ( برد.

)3-48(  

22 4 4 3 2
2 3 33 32

2 4 4

2 2

2 2

2

3 2
1 1 1

2 442 2 2
3 532

2 2 2
1 1

32
33

2

2

2 2
1

2

24 968 

30122  

24 0

c cc
c x c x x c x x x

c Adc AA
x

d d
l l

dl
I lc I x x c x x

c
x

I

d
c l

      

    



    


  



                 

                   

 
   

  

 توجه به روش حل مورد نظر، می توان پیشنهاد داد:حل هاي زیر را با 
)3-49(  2

0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ...x x x            
  
)3-50(  2

0 1 2 ...         
 

هاي ) و مرتب کردن بر اساس توان48-3) در معادله (50-3) و (49-3هاي پیشنهادي (از وارد کردن حل

 شوند:حاصل میمعادلات زیر  مختلف 

)3-51(  
2 4 22

1 0 0
4

02
2 2

1

8 2: 0c Al
Ixc x

  



  

  
 

  

  
)3-52(  

22 4 22
2 01 2 1 1

12 2 4 2
1

8 2: 2 0c Al
c x I x
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)3-53(  

32 2 22 2
2 0 3 02 1

1 2 12 2 2 2 2
1

2 22 4 24 2
3 3 0 0 0 02 2 2

2 4 4 2
1 1 1

2 3 2
3 0 0 0

2 3 2
1

242 (2 )

24 8 12:

96

c d
c l x

c d c c Ad
c l x x c x c I x x

c d
c l x x x

  
  

  

   


  

   
         

                              
            

22
2

2

2 0Al
I x

 
     

  

 
) را می توان با استفاده از روش گالرکین به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل 53-3) تا (51-3معادلات (

  اي که شرایط مرزي دوسردرگیر را ارضا کند معرفی کرد:کرد. بدین منظور ابتدا باید تابع ویژه 

)3-54(     
im im im

m m
im m m m m

m m

m

(x, t) T ( )X (x) i 0,1,2
cos( ) cosh( )X (x) cos( x) cosh( x) sin( x) sinh( x)
sin( ) sinh( )

(2m 1)
2

 
    
 



 


   



 

  

  

  شماره مود است. mتابع ویژه بوده و  imXکه در آن 

معادله حاصل در  ) و انتگرال گیري از طرفین53-3) تا (51-3) در معادلات (54-3جایگذاري معادله (

1توجه به اینکه در مود اول فاصله صفر تا یک و
3
2
  3و در مود سوم

7
2
  هاي می باشد، حل

نهایی زیر براي مود اول و سوم بدست می آید. شرایط اولیه نیز همانند قبل 

max
max(0) , (0) 0AT A T

d
    .می باشند  

  منجر به پاسخ هاي زیر می گردد:به ترتیب 

)3-55(  0 max 0 0cos( ) ( )m m mA X x     

  

)3-56(  
1 0m   
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)3-57(  
3
max

2 0 0
0

cos(3 ) cos( )
9 1

m
m m m

m

g A    


   

  

  که در این روابط:
01  مود اول: 1792.25, 2174.7g    

03  مود سوم: 32270, 158220g    
  

wدر نتیجه پاسخ میکروتیر با توجه به تغییر متغیر    :برابر است با  

)3-58(  2 3
0 1 2

1
( , ) ( , ) ( , )m m m

m
w x x x       


   



  
  
در حل هریک از مودها نیز مطابق با توضیحات پیشین باید جملاتی که منجر به حالت سکولار می شوند 

  برابر صفر قرار داده شوند که نتیجه آن می شود:

)3-59(  
2 2

2 3 2
max 1 22

1 1
1 2

3 0

24 123
0,

8

m m

m m
m m

c d c AdA B B
c l c I

B
 



 
   

  



   

  
  که ثوابت موجود در آن عبارتند از:

11  مود اول: 21 311936.6, 73.326, 1.0036B B B    
7  مود سوم:

13 23 33-1.9083 10 , 5313.381, 1.000004B B B     
  

    

  نتایج عددي 3-4-2
 شود. شکل مودهاي اول تا سوم در) استفاده می1-3در این بخش، از مقادیر عددي ارائه شده در جدول (

- همچنین شکل مود اول در زمان ) آمده است که مطابق با شرایط مرزي دوسر گیردار است.19-3شکل (

  ) رسم شده است.20-3هاي مختلف در شکل (
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  و سوممود اول  برايدوسر گیردار ): شکل مود میکروتیر 19-3شکل (

  
  مختلفبراي مود اول در زمان هاي دوسر گیردار میکروتیر خیز ): 20-3شکل (
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) رسم شده است. 22-3( و) 21-3سوم به ترتیب در شکل هاي ( پاسخ زمانی براي مودهاي اول و

کوتاي مرتبه چهارم انجام شده  - اعتبارسنجی حل نیمه تحلیلی، همانند بخش قبلی با روش رانجه

عددي است.همان طور که در این شکل ها مشخص است تطابق بسیار مناسبی بین حل نیمه تحلیلی و 

وجود دارد و این امر بیانگر این مطلب است که به کارگیري حل با سه جمله ابتدایی می تواند منجر به 

  حل دقیقی براي مساله مورد نظر باشد.

  
  میکروتیر دوسر گیردار در مود اولپاسخ زمانی ): 21-3شکل (
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  میکروتیر دوسر گیردار در مود سومپاسخ زمانی ): 22-3شکل (

  

فرکانس نرمال ( وابستگی
0




هاي به ترتیب در شکلو سوم اول  هايمود ) به بیشینه دامنه حرکت در 

ها مشخص است، با افزایش بیشینه ) نشان داده شده است. همانطور که در این شکل24-3( و) 3-23(

خصوص در مود که نرخ این تغییرات در مودهاي بالاتر، به دیابدامنه، مقدار فرکانس نرمال نیز افزایش می

  سوم، بیشتر است. 
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  و سوم اول هايمودمیکروتیر دوسر گیردار در بر فرکانس نرمال  بیشینه دامنهاثر  :)23 -3شکل (

  
) به ترتیب براي مودهاي 25-3) و (24-3(هاي منحنی فرکانس نرمال در ضخامت هاي مختلف در شکل

هاي مورد نظر، ارتباط مستقیمی بین رسم شده است. در هر دو مود و در تمامی ضخامتاول و سوم 

بیشینه دامنه و فرکانس نرمال وجود دارد. ضمنا میزان این وابستگی در ضخامت هاي بالاتر بیشتر بوده که 

  باشد.در مود سوم نسبت به مود اول داراي مقادیر بزرگتر ( نرخ تغییرات بیشتر) می
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  میکروتیر دوسر گیردار در ضخامت هاي مختلف براي مود اولبر فرکانس نرمال  بیشینه دامنهاثر  :)24 -3شکل (

  
  میکروتیر دوسر گیردار در ضخامت هاي مختلف براي مود سومبر فرکانس نرمال  بیشینه دامنه): اثر 25-3شکل (

  

  دمیکرومتر می باشنواحدها 

  دمیکرومتر می باشنها واحد
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گاه ساده، درنظر گرفتن عامل برش ارتعاش آزاد میکروتیر با شرط مرزي تکیه 3-5

  بیدرمنو مدل هایپرالاستیک 

  

  استخراج معادله حاکم بر مدل بیدرمن 3-5-1
  

درنظر گرفتن عامل برش اده با گاه سمعادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی رزوناتور تکیه ،رسالهدر این بخش از 

  شود.استخراج می بیدرمنو مدل هایپرالاستیک 

   عبارتند از: مولفه هاي جابجایی در این تئوري

( , )
0

( , )

u z x t
v
w w x t

 



 )3-60( 

 
 [89] با درنظر گرفتن عامل برش یرتمیکرو): شماتیک 26-3شکل (

 
  گیرد عبارتند از:هاي کرنش لاگرانژي که تغییر شکل بزرگ را درنظر میمولفه
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1
2

ji k k
ij

j i j i

uu u u
x x x x


   

        
 )3-61( 

21
2

1
2

xx

xz zx

wz
x x

w
x




  

        
    


 )3-62( 

  آید:دهد به صورت زیر به دست میمیهاي ثوابت کرنش را گرین راست که مولفهتانسور کوشی 

2 1 0
2 0 1 0

0 1

xx xz

zx

C E I




  
     
  

 )3-63( 

  با: ویژه ماتریس اخیر هستند معادلندکه مقادیر  هاي ثوابت کرنشمولفه

1 xxI ( ) 2ε 3tr C    
2 2

2 xx xz
21I ( ) (c ) 4ε ε 3

2
4tr c tr      

)3-64( 

بیدرمن با استفاده از بر اساس مدل  الکتریک الاستومرمعادله حاکم بر رفتار ارتعاشی میکرورزوناتور دي

  شود.جایگذاري انرژي جنبشی و کرنشی در اصل همیلتون حاصل می

  انرژي جنبشی:

)3-65(  2 2

0

( ) ( )
2

l wT I A dx
t t

         

  :انرژي کرنشی
  همانطور که پیش از این ذکر شد چگالی انرژي کرنشی در مدل بیدرمن عبارتست از:

)3-66(         01 2 20 1 30 1
2 3

10 1 3 3 3 3W c I c I c I c I         

)3-67(  
V

WdV    

  :آیدبدست میهاي مربوطه، معادله نهایی گیريبا استفاده از اصل همیلتون و انجام مشتق
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)3-68(  

2 2

01 01 202 2

22 2

30 2 2

2 2 8c

24 2 0

wI c A c A I
t x x

w w wc I
x x x x x

  

 

  
  

  
                 

  

  

)3-69(  

2 2

10 01 012 2

2 42 2

20 302 2

22 2

30 2 2

(2c 2 ) 2

12c A 30

24 2 0

w wA c A c A
t x x

w w w wc A
x x x x

w wc I
x x x x x




  

  
  

  

                
                 

  

  گردند شامل موارد زیر است:مجموعه شرایط مرزي که از اصل همیلتون استخراج می

)3-70(  
2

20 300, : 8 24 0 0at x l c I c I OR
x x
 


            

   

 

)3-71(  

3

01 01 20

5 2

30 30

0, : 6 2 4

6 24 0

0

w w wat x l c A c A c A
x x x

w wc A c I
x x x

OR w







                

               


  

  
(0)شرایط مرزي که از بین موارد بالا،  ( ) 0, (0) ( ) 0w w l l

x x
  

   
 

گاه مرزي تکیهمعرف شرط 
ساده است.

    

  

  

  حاکم و  بررسی پاسخ فرکانسیهاي حل معادله 3-5-2
  

  :تعریف شود سازيبعدپارامترهاي بیابتدا باید ، براي حل معادله
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)3-72(  *
dim, , ,x wx w t t

l d
         

این پارامتر ابتدا محاسبه  باشد.فرکانس طبیعی بابعد در حالت خطی می dim) پارامتر 72-3در رابطه (

  گیرد.سازي انجام میبعدشود و سپس بیمی

توان با استفاده از روابط ارائه شده در بخش مدل برنولی را می  - معادله خطی مدل بیدرمن با تئوري اویلر

معرفی ) بیان شده محاسبه کرد. پس از 66-3یئو و صرفا با چگالی انرژي کرنشی متفاوت که در رابطه (

رابطه خطی مدل هاي لازم، گیريهاي جنبشی و پتانسیل، جایگذاري در اصل همیلتون و انتگرالانرژي

  :گرددحاصل میبرنولی  -بیدرمن تحت تئوري اویلر

  :[90] شودگرفته می کند در نظرکه شرایط مرزي تکیه گاه ساده را ارضاء میحل پیشنهادي زیر، 

)3-74(  dimw(x,t) C sin( x)cos( t )
l


    

2مربع فرکانس طبیعی با بعد (سازي، ) و مرتب73-3) در (74-3از اعمال معادله (
dim (آیدمیدست ب:  

)3-75(  
2 2 4

2 10 01 20
dim 4

(2 4 ) 8cc c Al I
Al
 




 
   

62.253که مقدار عددي آن برابر  10 /rad s ) باشد.می) 2-3بر مبناي مقادیر جدول  

حاکم بر مدل بی بعدشده  ) معادلات71-3( و )70-3(معادلات ) در 72-3(پارامترهاي از جایگذاري 

  :شود ازعبارت می بیدرمن

)3-76(  
22 2 2 2

1 2 3 42 2 2 22 0w w w w
t x x x x x x x
   

    
                          

  

)3-73(  
2 2 4

10 012 2 420(2 4 ) 8 0w w wA c c A I
t x x

c
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)3-77(  

2 42 2 2 2

5 6 7 82 2 2 2

22 2

9 2 22 0

w w w w w w
t x x x x x x

w w
x x x x x


   

  

                        
                 

  

(0)با شرایط مرزي  (1) 0, (0) (1) 0w w
x x
  

   
 

  که: 

2
01 01 20 30 10 01

1 2 3 4 52 2 2 2 4 2 2 2
dim dim dim dim dim

2 4
01 20 30 30

6 7 8 92 4 2 6 2 4 2
dim dim dim dim

2 2 8 24 2 2, , , ,

2 12c 30 24, , , ,

c A c Ad c c d c c
I I l l l l

c d c d c I
ld l l Al

    
         

   
       


    

   
  

  براي سادگی، علامت ستاره از روي متغیرها برداشته شده است.

براي حل این معادله ابتدا معادلات با مشتق جزیی توسط روش گالرکین به معادلات دیفرنسیل معمولی 

اي از مکان و زمان که توابع جداگانهضرب به صورت حاصل     و    . لذا ابتدا دو متغیر شوندتبدیل می

  :شوندمعرفی می هستندکننده شرایط مرزي ارضا

)3-78(  1( , ) 2 cos(m x) (t)x t q   
)3-79(  2( , ) 2 sin(m x) (t)w x t q  

                                                   ) را در76-3) قرار داده، طرفین رابطه (77-3( و )76-3) را در معادلات (79-3(و  )78-3حال روابط (

- ده و در فاصله صفر تا یک انتگرالضرب کر                     ) را در77-3طرفین رابطه (و                 

  معادلات دیفرانسیل معمولی که از این مراحل استخراج می شوند عبارتند از:شود. گیري انجام می

)3-80(  4 4
2 2 24

1 3 1 1 2 2 1 2( m ) ( m ) ( ) 0
2

mq q q q q            

)3-81(  
4 4

2 2 37
2 5 2 6 1 2

6 6 4 4
5 28 9
2 2 1

m( m ) ( m ) ( )
2

( ) ( ) 0
2 2

q q q q

m mq q q

    

   

  

  


  

w

2 cos(m x)2 sin(m x)
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tهاي قبلی به مفاهیم اولیه آن پرداخته شد، ابتدا تغییر متغیر نکاره که در بخشطبق روش پوا   در

  :شوند) جایگزین می81-3) و (80-3معادلات (

)3-82(  
2 4 4

2 2 2 21 4
3 1 1 2 2 1 22 ( m ) ( m ) ( ) 0

2
q mq q q q      


     


  

)3-83(  

2 4 4
2 2 2 32 7

5 2 6 1 22

6 6 4 4
5 28 9
2 2 1

m( m ) ( m ) ( )
2

( ) ( ) 0
2 2

q q q q

m mq q q

     


   


  



  

  

به صورت زیر معرفی  هاي بسط داده شده، حل و نیز فرکانس  2qو  1qبا توجه به داشتن دو متغیر 

  :شوندمی

)3-84(  2 3
1 10 11 12 ...q q q q        

)3-85(  2 3
2 20 21 22 ...q q q q       

)3-86(  2
0 1 2 ...          

) و جداسازي ضرایب مختلف پارامتر 83-3) و (82-3) در روابط (86-3(تا  )84-3قرار دادن معادلات ( 

  :آیند، معادلات زیر بدست میکوچک اغتشاشی

)ضرایب  )O  :  

)3-87(  
2

2 10
0 2 20 1 102 0d q q q

d
  


     

)3-88(  
2

2 20
0 5 10 4 202 0d q q q

d
  


    

)2ضرایب  )O  :   

)3-89(  
2 2

2 11 10
0 0 1 1 11 2 212 22 0d q d q q q

d d
    

 
     

)3-90(  
2 2

2 21 20
0 0 1 4 21 5 112 22 0d q d q q q

d d
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)3ضرایب  )O  :   

)3-91(  
2 2 2

2 212 11 10
0 0 1 0 2 12 2 2

2
1 12 2 22 3 20 10

2 (2 )

0

d q d q d q
d d d
q q q q

     
  

  

  

   
  

)3-92(  
2 2 2

2 222 21 20
0 0 1 0 2 12 2 2

3 2
4 22 5 12 6 20 8 10 20

2 (2 )

0

d q d q d q
d d d
q q q q q

     
  

   

  

    
  

  که: 
4 4

2 2 2 24
1 3 1 2 2 3 4 5

6 6 4 4
4 47 8 9

5 6 6 7 8

m , m , , m
2

m , m , ,
2 2 2

m

m m

           

    
      

    

   

  

ابتدا  بدین منظور. گردداز روش قطري کردن ماتریس استفاده می )88-3و ( )87-3براي حل معادلات (

  :شودبیان میمعادلات به صورت ماتریسی زیر این جفت

)3-93(  

2
10
2

101 2
2

5 4 2020
2

0
0

d q
qdt
qd q

dt

 
 

 
      
       
      
  

   

0Aنامیده و با استفاده از رابطه  A) را 93-3( ماتریس ضرایب در معادله I   پیدا مقادیر ویژه آن

  .شودمی

  :گرددرابطه زیر به صورت ماتریس قطري بیان میقالب در  ،مقادیر ویژه یافته شده

)3-94(  1

2

0
0



 

   
 

   



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

106 
 

AVبا استفاده از مقادیر ویژه و رابطه  V 10. اگر تانسور توان یافتبردارهاي ویژه را می
0

20

q
q

q
 

  
 

 

  :قابل بیان است) به صورت زیر نیز 94-3آنگاه معادله ( گرددتعریف 

)3-95(  
2

0
02 0d q Aq

dt
   

1VVضرب معکوس بردار ویژه در سمت راست هر جمله و اضافه کردن عبارت بی تاثیر     پیش از متغیر

q دهدمی:  

)3-96(  
2

1 1 10
2 0d qV V AVV q

dt
     

1q̂حال با استفاده از تغییر متغیر جدید  V q   1و این دانسته ریاضی کهV AV     معادلات اخیر

  شود به:تبدیل می

)3-97(  
2

0
2

ˆ ˆ 0d q q
dt

    

1با استفاده از شرایط اولیه  2
1 2 max

ˆ ˆˆ ˆ(0) 0, (0) 0, (0) / , (0) 0dq dqq q w w d
dt dt

     هاي پاسخ معادله

  ) برابر است با:3-97(

)3-98(  10 12 max 0cos( )q V w      

)3-99(  20 22 max 0cos( )q V w     

درایه سطر دوم و  22Vو منظور از  درایه سطر اول و ستون دوم از ماتریس ،در رابطه بالا 12Vمنظور از  

  باشد.می Vبردارهاي ویژه  ستون دوم از ماتریس

شود ) واضح است که جمله دوم منجر به ترم سکولار می90-3در معادله () 99-3و () 98-3از جایگذاري (

  که باید معادل صفر قرار داده شود. لذا:

)3-100(  1 0    
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)3از آنجایی که سیستم داراي جمله غیرخطی از مرتبه سوم ( )O  بنابراین: ) است ،  

)3-101(  21 0q    

  :شود)، معادلات زیر حاصل می92-3) و (91-3(روابط ) در 101-3( تا )98-3از جایگذاري معادلات (

)3-102(  
2

2 312
0 1 12 2 22 0 2 12 max 02

2 3 3
3 22 12 max 0

2 cos( )

( ) ( ) cos ( )

d q q q V w
d
V V w

      


  

  






  

 

)3-103(  
 

2
2 322
0 5 12 4 22 0 2 22 max 02

2 3 3 3
8 12 22 6 22 max 0

2 cos( )

( ) ( ) cos ( )

d q q q V w
d

V V V w

      


   

  

 




  

 

  گردند:پذیري معادلات اخیر، حل هاي زیر پیشنهاد می براي یافتن شرط حل

)3-104(  12 11 0 12 0cos( ) cos(3 )q A A       

)3-105(  22 21 0 22 0cos( ) cos(3 )q A A      

 آید:بدست میزیر )، دو تساوي 103-3) و (102-3) در روابط (105-3) و (104-3از جایگذاري (

)3-106(  

 

4 4
0 11 1 11 2 21 0 0 12 1 12 2 22 0

3 2 3
0 2 12 max 3 22 12 max 0

2 3 3
3 22 12 6 22 max 0

cos( ) 9 cos(3 )

32 ( ) ( ) cos( )
4

1 ( ) ( ) cos(3 )
4

A A A A A A

V w V V w

V V V w

         

    

   

             
    
   

 



  

)3-107(   

 

4 4
0 21 5 11 4 21 0 0 22 5 12 4 22 0

3 2 3 3
0 2 22 max 8 12 22 6 22 max 0

2 3 3
8 12 22 6 22 max 0

cos( ) 9 cos(3 )

32 ( ) ( ) cos( )
4

1 ( ) ( ) cos(3 )
4

A A A A A A

V w V V V w

V V V w
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)0cos از برابر قرار دادن ضرایب  )   0وcos(3 )   در طرفین معادلات اخیر و بازنویسی آن به شکل

  شود:ماتریسی، دو رابطه زیر ایجاد می

)3-108(  
 

3 2 3
4 0 2 12 max 3 22 12 max

111 0 2
4

3 2 3 3215 4 0
0 2 22 max 8 12 22 6 22 max

32 ( ) ( )
4

32 ( ) ( )
4

V w V V wA
A V w V V V w

    
      

     
              

 

 
   

  

)3-109(  
 

 

2 3 3
4 3 22 12 6 22 max

121 0 2
4

2 3 3225 4 0
8 12 22 6 22 max

1 ( ) ( )9 4
19 ( ) ( )
4

V V V wA
A V V V w

   
    

      
              




  

به جاي ستون اول ماتریس ضرایب، دترمینان  )108-3سمت راست معادله  ( برداراگر پس از قراردادن 

  آید:سازي بدست میپس از سادهبرشی  2برابر صفر قرار داده شود، آنگاه فرکانس  حاصلماتریس 

)3-110(  
2 2 3 2 4 2

2 max 8 12 22 6 22 3 max 4 0 22 12
2 3 4 3

2 0 22 4 0 0 12

3 ( ) 3 ( )
8 8( )

w V V V w V V
V V

     
    

  


 
    

) به جاي ستون اول ماتریس ضرایب، 109-3معادله  (همچنین اگر با قراردادن پاسخ سمت راست 

پس از  0فرکانس خطیپذیري، طبق شرط حلآنگاه س حاصل برابر صفر قرار داده شود دترمینان ماتری

  :شودحاصل میسازي ساده

)3-111(  22 12

22

2 2
6 4 2 4 3 12 22 2 84

0 2
3 12 22 6

( )
9( )

V V V V
V V V

      


 
  




   

 

  نتایج  عددي 3-5-3
نتایج عددي محاسبات انجام شده پرداخته می شود. بدین منظور براي دسترسی  در این بخش به بررسی

 ) استفاده می شود:2-3به اطلاعات هندسی و مادي میکروتیر در مدل بیدرمن از جدول (

  بیدرمن: پارامترهاي هندسی و ماده مدل )2-3(جدول 
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 مقدار پارامتر[87]
l  30 m  
b  10 m  
d  10 m  

 مقدار [18]پارامتر   
01c  42.33 10 Pa  

10c  60.208 10 Pa  

20c  32.4 10 Pa   

30c   25 10 Pa   

  

) رسم شده است و همانطورکه مشاهده می 27-3شکل مود میکروتیر براي مودهاي اول و سوم در شکل (

 باشد.منطبق میگردد کاملا بر شرایط مرزي 

  

  
  و سوممود اول  تکیه گاه ساده براي): شکل مود میکروتیر 27-3شکل (

) پاسخ هاي زمانی به ترتیب براي مودهاي اول و سوم رسم شده و اعتبار 29- 3) و (28-3در شکل هاي (

سنجی آن توسط روش عددي انجام گرفته است. همانطور که در هر دو شکل مشخص است تطابق بسیار 
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مناسبی بین روش تحلیلی ارائه شده و روش عددي وجود دارد و افزایش فرکانس در ازاي افزایش مود 

  کاملا از مقایسه این دو شکل مشهود است.

  
  میکروتیر تکیه گاه ساده مدل بیدرمن در مود اول): پاسخ زمانی 28- 3شکل (

  



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

111 
 

  در مود سوممیکروتیر تکیه گاه ساده مدل بیدرمن ): پاسخ زمانی 29- 3شکل (
  

اثر بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال (
0




هاي بعد) براي ضخامتهاي غیرخطی و خطی بینسبت فرکانس 

) ارائه شده است. اثر مستقیم 31-3) و (30-3مختلف و در مودهاي اول و سوم به ترتیب در شکل هاي (

شود و میزان اثرگذاري در مودهاي این اشکال دیده می بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال معرفی شده در

شود. همچنین در هر مود با افزایش ضخامت میکروتیر، نرخ تغییرات فرکانس نرمال بیشتر بالاتر بیشتر می

  گردد.می

  
  ضخامت هاي مختلف براي مود اول میکروتیر تکیه گاه ساده دربر فرکانس نرمال  بیشینه دامنه): اثر 30 -3شکل (

  

 باشندواحدها میکرومتر می
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  ه گاه ساده در ضخامت هاي مختلف براي مود سوممیکروتیر دوسر تکیبر فرکانس نرمال  بیشینه دامنه): اثر 31 -3شکل (

  

فرکانس نرمال (نمودار 
0




l/بر حسب نسبت منظر ( )بعدهاي غیرخطی و خطی بینسبت فرکانس  d (

) رسم شده است. این نمودارها براي مودهاي اول تا سوم نشان داده شده اند. همان طور 32-3در شکل (

تر) اختلاف فرکانسی در مودهاي مختلف مشهود هاي پایین(تیر ضخیمشود در نسبت منظرکه مشاهده می

. همزمان با افزایش طول تیر (تیر لاغر) گرددمی نیز بیشترقدار فرکانس و هر چه مود بیشتر باشد ماست 

یافته و به سوي مقدار فرکانس خطی پیش رفته و تقریبا  کاهشدر هر سه مود  نرمالهاي پاسخ فرکانس

  شود.ثابت می

 باشندواحدها میکرومتر می
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  در مودهاي مختلفمیکروتیر بیدرمن  نرمال): اثر نسبت منظر بر فرکانس 32-3شکل (
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گاه ساده، تئوري اویلر برنولی و ارتعاش اجباري میکروتیر با شرط مرزي تکیه 3-6

  مدل هایپرالاستیک یئو

  استخراج معادله حاکم بر مدل یئو 3-6-1
  

0نیروي هارمونیک  ،ارتعاش اجباري در بررسی cos( )f t  الکتریک ديرا که از طرف الکترودها به

  .شودگرفته میدرنظر گردد الاستومر وارد می

هاي جنبشی و کرنشی مطرح شده در بخش با توجه به انرژي معادله حاکم بر رفتار ارتعاش اجباري تیر

  :باشدارتعاش آزاد به صورت زیر می

)3-112(  
  

22 4 4 3 2

2 3 32 4 4 3 2

2 42 2 2

1 2 32 2 2

32

3 02

8 24 96

2 12 30  

24 cos( )

w w w w w w wA c I c I c I
t x x x x x x

w w w w wc A c A c A
x x x x x

wc I f t
x

                  

                   

 
    

  

  .فرکانس تحریک است دامنه نیروي تحریک و  0fکه 
 

 )، به صورت26-3) و (25-3شرایط مرزي نیز از بین معادلات(

2 2

2 2

(0) 0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0w ww w l l
x x

 
   

 
  شوند.انتخاب می         

  
  :بی بعدسازي زیر تعریف شوندپارامترهاي  بایدابتدا ) 112-3(براي حل معادله 

)3-113(  *
dim

dim

, , ,x wx w t t
l d
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) 30-3باشد که در معادله (فرکانس طبیعی بابعد در حالت خطی می dim) پارامتر 113-3در رابطه (

  مقدار آن محاسبه شده است.

  :آیدبدست میحاکم بر مدل یئو بعدشده معادله بی) 112-3) در (113-3از جایگذاري (

)3-114(  

4 4

22 4 4 3 2

2 3 2

2 42 2 2

2 2 2

3

1 2 2

3 4

2
*

2 0
*

5

2

 4

 

cos( )

w w w w w w w
t x x

F

x xx x

w w w w w
x x x x x

w t
x

  

  



      

     

    

    





       
          

       
            

 
      

  که:
2

1 2 34 2 6 2 2 2
32 1

4
3

dim dim

02

dim
2

4 54 2 6 2 2
dim dim dim

0

248 2, ,

301

,

2 , ,

cc c

c d

d II
AL AL L

d
A

fF
L

c
L d

  
     

 
     

  

 

 

2 عبارتند از: بعدشرایط مرزي بی و 2

2 2

(0) 0, (1) 0, (0) 0, (1) 0w ww w
x x

 
 

 

 
   

 
.  

  

  حل معادله حاکم و  بررسی پاسخ فرکانسی 3-6-2
  

 اعمال روش گالرکین

، ) جایگزین114-3در معادله ( پذیرد به طوري که) انجام می115-3با استفاده از معادله ( جداسازي متغیر 

گیري فاصله صفر تا یک انتگرال کرده و در ) ضرب115-3معادله (طرفین را در شکل مود معرفی شده در 

  .کنیممی

* * * * * * *( , ) ( )q( ), ( ) 2 sin( )w x t X x t X x m x  )3-115( 

  گردد:، معادله دیفرانسیل معمولی زیر حاصل میاعمال گالرکین اثردر 
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* * 3 * 5 * * *
1 2 3( ) q( ) ( ) ( ) cos( )q t t q t q t F t        )3-116( 

. که  4 4 2 2 6 6 4 4 6 654
1 1 3 2 2 3, ,

2 2
m m m m m

                

 

  1حل مقیاس هاي چندگانه

کوچک طبق رابطه زیر اعمال  پارامتري معادله استخراجی، بر روهاي چندگانه مقیاساعمال روش براي 

  :شودمی

)3-117(  q u  

  شود:می جایگذاريمعرفی و در معادله  هاي چندگانهمقیاسپیشنهادي زیر طبق روش  حل

)3-118(  2
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2(T ,T ,T ) (T ,T ,T ) (T ,T ,T )u u u u      

2که 
0 1 2, ,T t T t T t    باشد.می  

جمله نیروي  .بدست خواهند آمد میپلم افزار ارامتر کوچک با استفاده از نرهاي مختلف پضرایب توان

  اجباري باید در بزرگترین ضریب پارامتر کوچک اغتشاشی وارد شود.

  :ازضرایب بدست امده عبارتند 

)3-119(  
2

1 0
1 02

0

: 0
u

u
T

 


 


   

)3-120(  
22

2 01
1 12

0 10

: 2 0
uu

u
T TT

 


  
 

   

)3-121(  
2 22 2

3 3 *0 02 1
1 2 2 0 02 2

0 1 0 20 1
: 2 2 cos( T )u uu uu u F

T T T TT T
  

  
      

      

2(بعدشده ) همان مربع فرکانس طبیعی تیر خطی و بی119-3در معادلات ( 1ضریب 
0 (.است  

  ) برابر است با:119-3حل معادله (
                                                             
١ Multiple scales method 
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)3-122(  0 0
0 1 2(T ,T )ei Tu A cc   

  مختلط است.مزدوج معرف عبارت  ccکه 

1) و حذف جملات سکولار، عدم وابستگی 120-3) در (122-3از جایگذاري ( 2(T ,T )A 1به متغیرT 

  شود.مشخص می

)3-123(  1 20 (T )D A A A    

، لذا پاسخ معادله شوددر معادلات پاسخ دخیل می) 122-3(معادله از آنجایی که صرفا اولین حل همگن  

  ) برابر است با:3-120(

)3-124(  
1 0u    

به جر )، من123-3معادله ()، در کنار در نظر گرفتن 3- 121) در (124-3) و (122-3جایگذاري معادلات (

  رابطه زیر خواهد شد:

)3-125(  
 

   
0 0 0 0

* *
0 0 0 0 0 0

2 2
0 2 0 2 0 0

3

2

2 e e

e e e e
2

i T i T

i T i T i T i T

D u u i A i A

FA A

 

 

  





   

   

   
  

و فرکانس تحریک در نزدیکی فرکانس طبیعی  ید، رزونانس اولیه درنظر گرفته شدهبراي بررسی بحث تشد

  :گرددتعریف می 1پارامتر تنظیمبا استفاده از 

)3-126(  2
0       

  :شود، تساوي زیر حاصل می) و حذف جملات سکولار125-3) در (126-3جایگذاري (از 

)3-127(  22
2 03 2 0

2
i TFA A i A e        

  :عبارتست ازدر عبارت بالا  Aفرم قطبی 

                                                             
١ detuning parameter 
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)3-128(  1
2

iA ae    

ie) جایگزین و طرفین در 127-3در معادله (باید ) 128-3رابطه قطبی (  سپس از جداسازي ضرب شود .

  :آیدمی دستبدو رابطه  ،هاي حقیقی و موهومیبخش

)3-129(  3
2 0 2

3 cos( T ) 0
8 2

Fa a          

)3-130(  0 2sin( T ) 0
2
Fa        

  دهیم:تغییر متغیر زیر را انجام می، 2Tبراي حذف وابستگی مستقیم معادلات به  

)3-131(  2T      

علم به اینکه در پاسخ حالت پایدار، ) و 130-3() و 129-3) در روابط (131-3با اعمال معادله ( 

0a    فرکانسی را ها، پاسخ با به مربع رساندن طرفین معادلات حاصل و تجمیع آن تواناست می

  :بدست آورد

)3-132(  
2 2

3
2 0

3
8 4

Fa a     
 

  

  پاسخ نهایی معادله نیز برابر است با:

)3-133(  2 3
0 0cos( T ) O( )q a        

  نتایج عددي 3-6-3
و بر رسم ) 1-3با توجه به مقادیر عددي ارائه شده در جدول ( 1در این بخش، نمودارهاي شاخه شدگی

معرفی شده در بر حسب پارامتر تنظیم نوسان دامنه  تغییرات. این نمودارها شودها بحث میروي آن

هاي + در نظر گرفته شده است. در همه شکل4تا  -4باشند. محدوده پارامتر تنظیم از می) 126-3معادله (

                                                             
١ Bifurcation 
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شوندگی نمودار به سمت راست متمایل است و لذا تیر رفتار سختشود که مشاهده می) 35-3) تا (3-33(

  دارد.

) بیانگر کاهش دامنه در اثر افزایش شماره مود بالاخص بین مود اول 35-3) تا (33-3مقایسه نمودارهاي(

شوندگی هم به دلیل خمش بیشتر نمودار به سمت راست، با افزایش مود باشد و میزان سختو دوم می

  .گرددبیشتر می

  
  اول در مودمیکروتیر شدگی ): نمودار شاخه33-3شکل (
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  در مود دوممیکروتیر ): نمودار شاخه شدگی 34-3شکل (

  
  در مود سوممیکروتیر ): نمودار شاخه شدگی 35-3شکل (
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- طول بر حسب) ، نمودار پاسخ فرکانسی به ترتیب براي مودهاي اول تا سوم 38-3) تا (36-3در شکل (

شود با افزایش طول یعنی افزایش ثابت رسم شده است. همانطور که مشاهده میضخامت هاي مختلف در 

lنسبت منظر (
d

  شود.شوندگی کم میولی از میزان سخت )، میزان دامنه افزایش یافته

  
0.65dهاي مختلف با ضخامت ثابت براي مود اول (): پاسخ فرکانسی در طول36-3شکل ( m (  
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0.65dهاي مختلف با ضخامت ثابت براي مود دوم (فرکانسی در طول): پاسخ 37-3شکل ( m (  

  

0.65dهاي مختلف با ضخامت ثابت براي مود سوم (): پاسخ فرکانسی در طول38-3شکل (     m (  
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هارمونیک خارجی است. دو گیرد دامنه نیروي در اینجا مورد بررسی قرار میاثر آن پارامتر دیگري که 

) مشخص 39-3شود. همانطور که در شکل (مقدار متفاوت براي دامنه نیرو در هر مود درنظر گرفته می

کند است بخش اول پایدار براي دامنه نیروي بزرگتر در پارامتر تنظیم کوچکتري روند صعودي را آغاز می

شود که این امر به معناي ایجاد دامنه ماکزیمم در و بخش دوم پایدار در پارامتر تنظیم بزرگتري آغاز می

فرکانس تحریک بزرگتر است. علاوه بر این، دامنه نیرو در مودهاي بالاتر منجر به رفتار سخت شونده تري 

  می گردد. 

  
  ): اثر دامنه نیرو بر رفتار میکروتیر39- 3شکل(
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ساده، با معرفی و استفاده از دوسر میکروتیر  ارتعاش آزاداثر اندازه در  بررسی 3-7

 یک مدل جدید بیدرمن تقویت شده بر اساس تئوري تنش کوپل اصلاح شده

   اصلاح شده تنش کوپلکلاسیک روابط اساسی تئوري  3-7-1
  :[90] از عبارتند  اصلاح شده بر تئوري تنش کوپلروابط حاکم 

)3-134(  1 ( : : )
2 V

m dV      

)3-135(  ( ) I 2tr      

)3-136(  2
02m l   

)3-137(   1
2

     

)3-138(  
1 ( )
2

curl u   

پارامتر مقیاس  0lثوابت معادلات سازگاري،  و  تانسور کرنش،  تانسور تنش،  که در این روابط 

  است. بخش دویاتوریک تانسور تنش کوپل mبخش متقارن گرادیان چرخش و  تانسور انحنا،  طول، 

و  اصلاح شده تنش کوپلمدل جدید بیدرمن تقویت شده بر اساس تئوري معرفی  3-7-2
  استخراج معادله حاکم

هاي جنبشی و پتانسیل براي اعمال در اصل براي یافتن معادله حاکم بر مدل بیدرمن نیاز به تعریف انرژي

 باشد.همیلتون تعمیم یافته می

  انرژي جنبشی برابر است با:
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)3-139(  2 2

0

( ) ( )
2

l wT I A dx
t t

         

براي معرفی انرژي پتانسیل با توجه به تعریف آن توسط انتگرال حجمی چگالی انرژي کرنشی که در 

) است 0l) بیان شد باید اثر اندازه که دربرگیرنده پارامتر مقیاس کوچک طولی (67-3) و (66-3معادلات (

شده در جمله آخر معرفی با استنتاج از تئوري تنش کوپل اصلاح شده، با افزودنلذا را نیز درنظر گرفت. 

) به چگالی انرژي کرنشی بیدرمن، رابطه تقویت شده انرژي پتانسیل به صورت زیر پیشنهاد 134-3رابطه (

  شود: می

)3-140(   2 3
10 1 01 2 20 1 30 1(I 3) (I 3) (I 3) (I 3) xy xy

V

c c c c m dV            

) 140-3در معادله ( دویاتوریک تانسور تنش کوپلبخش بردار چرخش، بخش متقارن گرادیان چرخش و 

  ) به ترتیب عبارتند از:138-3( تا )136-3(با توجه به عبارات 

)3-141(  1
2

w j
x

 
     

    

)3-142(  
2

2

1
4xy yx

w
x x

 
  

         

)3-143(  
2 2

0
22xy yx

l wm m
x x

   
      

  

همان شوند ظاهر می) 140-3در معادله (گرین که -کوشیهاي کرنش و تانسور راست کرنش، مولفهثوابت 

گویی در این بخش از آن باشند که براي پرهیز از دوباره) می64-3() تا 62-3(معادلات ارائه شده در روابط 

  گردد.اجتناب می

کرنش در  - سازي با رابطه تنشکه از طریق معادل استثابت مدول برشی )، 143-3در رابطه ( پارامتر 

- مورد استفاده قرار میدر نتایج عددي  محاسبه شده ومواد هایپرالاستیک، بر حسب ثوابت مدل بیدرمن 

   گیرد.
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  رابطه تنش و کرنش در مواد هایپرالاستیک با رابطه زیر قابل بیان است:

)3-144(  
1

1 23

12 2ij ij ij
ijI

W Wp C
I I C

 


  
      

   

  عبارتند از:با توجه به تست کشش تک محوره ها وضعیت تنشهمانطور که پیش از این گفته شد 

)3-145(  1 2 3, 0        

  هاي اصلی:و نیز براي کشیدگی

)3-146(  1 2 3
1,   


     

  چگالی انرژي کرنشی حاکم بر مدل بیدرمن عبارتست از:

)3-147(  2 3
10 1 01 2 20 1 30 1(I 3) (I 3) (I 3) (I 3)W c c c c          

  اند.) معرفی شده64-3که ثوابت کرنش در رابطه (

  شود با:)، برابر می145-3)، پس از اعمال شرط (144-3کرنش بیان شده در معادله ( -رابطه تنش

)3-148(   
11 23

12 2ij ij ij ij
ijI

W WC
I I C

  


   
           

  

  بیدرمن به صورت زیر بدست آمد:گرین راست در مدل  - ماتریس کوشی ،هاي پیشیناز طرفی در بخش

)3-149(  
11 13

13

2 1 0 2
0 1 0

2 0 1
C

 



 
   
  

   

)، براي تنش برشی رابطه زیر حاصل 144-3کرنش ( -پس از اعمال پارامترهاي مختلف در رابطه تنش

  شود:می

)3-150(  13 10 01 134( )c c     

10که عبارت  014( )c c کند.نقش مدول برشی را ایفا می  
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نهایتا منجر  ،هاي مربوطهگیريهاي جنبشی و پتانسیل در اصل همیلتون و انجام انتگرالانرژي وارد کردن

 گردد:به مجموعه معادلات زیر می

)3-151(  

2 2 2
0

01 01 202 2

22 2 2 3
0

30 2 2 3

2 2 (8c )
4

24 2 0
4

w l AI c A c A I
t x x

w w w l A wc I
x x x x x x

   

  

  
   

  
                    

  

 

)3-

152(  

2 42 2 2 2

10 01 01 20 302 2 2 2

22 2 2 4 3
0

30 2 2 4 3

(2c 2 ) 2 12c 30

24 2 0
4

w w w w w wA c A c A A c A
t x x x x x x

w w l A wc I
x x x x x x x



    

                         
                             

  

  اصل همیلتون عبارتند از: شرایط مرزي استخراج شده از

)3-153(  

3 5
10 01 01 20 30

2 3 2
2 0

30 3 2

0, : 2( ) 2 4 ( ) 6 ( )

24 ( ) ( ) 0
4

0

w w wat x l c c A c A c A c A
x x x

w Al wc I
x x x x

OR w



  



  
    

  
   

   
   



  

  

)3-154(  

2 2
2 0

20 30 20, : 8 24 ( ) ( ) 0
4

0

w Al wat x l c I c I
x x x x x

OR

   



    
    

    


  

  

  از بین شرایط مرزي مذکور، شروط مناسب مساله باید انتخاب شوند:

)3-155(  
2 2

2 0
20 30 20, : 0 8 24 ( ) ( ) 0

4
w Al wat x l w and c I c I

x x x x x
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  هاي حاکم و بررسی پاسخ فرکانسی حل معادله 3-7-3
  کنیم:سازي میبعدرا با تعریف پارامترهاي زیر، بیابتدا معادله 

)3-166(  *
dim, , ,x wx w t t

l d
         

  باشد.برنولی در حالت خطی می -فرکانس طبیعی بابعد اویلر dim) پارامتر 166-3در رابطه (

  د.درگسازي انجام میبعدو سپس بی این پارامتر ابتدا محاسبه

و  هاي قبلیبا توجه به روابط بخشرنولی ب -خطی مدل بیدرمن غیرکلاسیک با تئوري اویلرمعادله 

  زیر قابل دستیابی است. پارامترهاي

  ) عبارتست از:138-3با توجه به تعریف آن در معادله ( بردار چرخش

)3-167(  w j
x

 
 



   

  )، عبارتند از:137-3متقارن انحناء براساس معادله (هاي تانسور مولفه

)3-168(  
2

2

1
2xy yx

w
x

 


  


   

  ها برابر صفر هستند.باقی مولفه

  با: )، معادلند136-3بر اساس معادله ( )m( ي بخش دویاتوریک تانسور تنش کوپلهامولفه

)3-169(  
2

2
0 2xy yx

wm m l
x

   


  

  ها برابر صفر هستند.مولفه بقیه

رابطه نهایتا اعمال در اصل همیلتون،  از قرار دادن معادلات سازگاري در روابط انرژي جنبشی و پتانسیل و

  :آیدمیدست به خطی حاکم 

)3-170(     
2 2 4

2
10 01 20 02 2 42 4 8 0w w wA c c A c I l A

t x x
       

  
  

  :آیدبدست میفرکانس طبیعی  ،)170-3) در معادله (74-3از اعمال پاسخ پیشنهادي (واضح است که 
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)3-171(     2 2 2 4
10 01 20 0

dim 4

2 4 8c c A l c I Al
Al

  




  
   

62.2586که داراي مقدار عددي  10 /rad s ) باشد.می) 2-3بر مبناي مقادیر عددي جدول  

(لازم به ذکر است  شود:حاصل می ت حاکمبعد معادلاحالت بی )،166-3حال با استفاده از پارامترهاي (

  براي سادگی، علامت ستاره از روي متغیرها برداشته شده است).

)3-172(  
22 2 2 2 3

1 2 3 4 52 2 2 2 32 0w w w w w
t x x x x x x x x
   

     
                             

  

)3-173(  

2 42 2 2 2

6 7 8 92 2 2 2

22 2 4 3

10 11 122 2 4 32 0

w w w w w w
t x x x x x x

w w w
x x x x x x x

   

     

                        
                       

  

  که:
2 2 2

01 01 20 0 30 0
1 2 3 4 52 2 2 2 4 2 3 2

dim dim dim dim dim

2 4
10 01 01 20 30 30

6 7 8 9 102 2 2 4 2 6 2 4 2
dim dim dim dim dim

0
11

2 2 32 24, , , ,
4 4

2 2 2 12c 30 24, , , , , ,

c A c Ad c I Al c d Al d
I Il l l l I

c c c d c d c I
l ld l l Al

l

     
         

    
         



    

    


2 2

0
124 2 3 2

dim dim

,
4 4

l
l l d


   



 

بیانگر مقیاس طولی در تئوري تنش کوپل اصلاح  0lبیانگر طول میکروتیر و  lدر پارامترهاي معرفی شده، 

 شده است.

 عبارتند از:نیز  شرایط مرزي بی بعد

)3-174(  
2 2

2 0
20 30 20,1: 0 8 24 ( ) ( ) 0

4
w Al wat x w and c I c I

x x x x x
       

     
    

  

.  

  روش گالرکین
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- در معادله پذیرد به طوري که) انجام می176-3) و (175-3(هاي با استفاده از معادله جداسازي متغیر 

- معادلهمعرفی شده در مرتبط  هايموددر شکل ترتیب به، طرفین ) جایگزین173-3( ) و 172-3هاي (

  .شودگیري میفاصله صفر تا یک انتگرال و در ) ضرب176-3) و (175-3هاي (

)3-175(  
1 1 1 2( x,t ) X ( x )q ( t ), X ( x ) cos( m x )    

)3-176(  
2 2 2 2w( x,t ) X ( x )q ( t ), X ( x ) sin( m x )   

  باشد:می 2qو  1qنتایج حاصل شامل دو معادله کوپله از 

)3-177(  
4 4

2 2 3 3 24
1 3 1 1 2 5 2 1 2( ) ( ) ( ) 0

2
mq m q m m q q q              

)3-178(  
4 4 6 6

2 2 3 58 9
2 6 2 7 1 2 2

4 4
2 4 4 4 3 3 310

2 1 11 2 12 1

m( m ) ( m ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) 0
2

mq q q q q

m q q m q m q

   
   

 
   

   

   


  

  
  نکارهحل پوا

tنکاره ابتدا تغییر متغیر طبق روش پوا   جایگزین می217) و (216داده و در معادلات (را انجام ( -

  کنیم:

)3-179(  2
2 21

1 1 2 2 3 1 22 0d q q q q q
dt

        

)3-180(  2
2 3 5 2 4 32

4 2 5 1 6 2 7 2 8 2 1 9 2 10 12 0d q q q q q q q q q
dt

                

  که:
4 4

2 2 3 3 2 24
1 3 1 2 2 5 3 4 6 5 7

6 6 4 4
4 4 4 4 3 38 9 10

6 7 8 9 11 10 12

, , , m , m ,
2

m , , , ,
2 2 2

mm m m

m m m m

 
               

    
         

       

    

  

  عبارتند از: و  1q ،2qهاي بسط داده شده براي حل
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)3-181(  2 3
1 10 11 12 ...q q q q        

)3-182(  2 3
2 20 21 22 ...q q q q       

)3-183(  2
0 1 2 ...          

) و جداسازي ضرایب مختلف 180-3) و (179-3) در روابط (183-3( تا )181-3از قرار دادن معادلات ( 

  پارامتر کوچک اغتشاشی خواهیم داشت:

)ضرایب  )O  :  

)3-184(  
2

2 10
0 1 10 2 202 0d q q q

d
  


     

)3-185(  
2

2 20
0 5 10 4 202 0d q q q

d
  


    

)2ضرایب  )O  :   

)3-186(  
2 2

2 11 10
0 0 1 1 11 2 212 22 0d q d q q q

d d
    

 
     

)3-187(  
2 2

2 21 20
0 0 1 4 21 5 112 22 0d q d q q q

d d
    

 
     

  

  

)3ضرایب  )O  :  

 

)3-188(  
2 2 2

2 212 11 10
0 0 1 0 2 12 2 2

2
1 12 2 22 3 20 10

2 (2 )

0

d q d q d q
d d d
q q q q

     
  

  

  

   
  

)3-189(  
2 2 2

2 222 21 20
0 0 1 0 2 12 2 2

3 2 3
4 22 5 12 6 20 8 10 20 10 10

2 (2 )

0

d q d q d q
d d d
q q q q q q
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) 101-3) تا (93-3) دقیقا همان روند حل در معادلات (187-3تا () 184-3براي حل مجموعه معادلات (

  شود.گویی آن ها اجتناب میبرقرار است که از دوباره

  شود:)، معادلات زیر حاصل می189-3) و (188-3روابط () در 101-3تا ( )98-3از جایگذاري معادلات (

)3-190(  
2

2 312
0 1 12 2 22 0 2 12 max 02

2 3 3
3 22 12 max 0

2 cos( )

( ) ( ) cos ( )

d q q q V w
d
V V w

      


  

  






  

 

)3-191(  
 

2
2 322
0 5 12 4 22 0 2 22 max 02

2 3 3 3 3
8 12 22 6 22 10 12 max 0

2 cos( )

( ) ( ) cos ( )

d q q q V w
d

V V V V w

      


    

  

  




  

)، دو تساوي زیر 191-3) و (190-3) در روابط (105-3) و (104-3از جایگذاري پاسخ هاي پیشنهادي (

 آید:بدست می

)3-192(  

 

4 4
0 11 1 11 2 21 0 0 12 1 12 2 22 0

3 2 3
0 2 12 max 3 22 12 max 0

2 3 3
3 22 12 6 22 max 0

cos( ) 9 cos(3 )

32 ( ) ( ) cos( )
4

1 ( ) ( ) cos(3 )
4

A A A A A A

V w V V w

V V V w

         

    

   

             
    
   

 



  

)3-193(   

 

4 4
0 21 5 11 4 21 0 0 22 5 12 4 22 0

3 2 3 3 3
0 2 22 max 8 12 22 6 22 10 12 max 0

2 3 3 3
8 12 22 6 22 10 12 max 0

cos( ) 9 cos(3 )

32 ( ) ( ) cos( )
4

1 ( ) ( ) cos(3 )
4

A A A A A A

V w V V V V w

V V V V w

         

      

    

             
      
    

 



  

)0cosاز برابر قرار دادن ضرایب   )   0وcos(3 )   در طرفین معادلات اخیر و بازنویسی آن به شکل

  شود:ماتریسی، دو رابطه زیر ایجاد می
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)3-

194(   

3 2 3
4 0 2 12 max 3 22 12 max

111 0 2
4

3 2 3 3 3215 4 0
0 2 22 max 8 12 22 6 22 10 12 max

32 ( ) ( )
4

32 ( ) ( )
4

V w V V wA
A V w V V V V w

    
       

     
               

 

 
   

  

)3-195(  
 

 

2 3 3
4 3 22 12 6 22 max

111 0 2
4

2 3 3 3215 4 0
8 12 22 6 22 10 12 max

1 ( ) ( )9 4
19 ( ) ( )
4

V V V wA
A V V V V w

   
     

      
               




  

) به جاي ستون اول ماتریس ضرایب، دترمینان 194-3سمت راست معادله  ( اگر پس از قراردادن بردار

سازي پس از سادهبرشی  2فرکانس پذیري، برابر صفر قرار داده شود طبق شرط حل ماتریس حاصل

  آید:بدست می

)3-196(  
2 2 3 3 2 4 2

2 max 8 12 22 6 22 10 12 3 max 4 0 22 12
2 3 4 3

2 0 22 4 0 0 12

3 ( ) 3 ( )
8 8( )

w V V V V w V V
V V

      
    
   


 

    

) به جاي ستون اول ماتریس ضرایب، 195-3همچنین اگر با قراردادن پاسخ سمت راست معادله  (

- سازي حاصل میپس از ساده 0دترمینان ماتریس حاصل برابر صفر قرار داده شود، آنگاه فرکانس خطی

  شود:

)3-197(  22 22 12 12

22 22

3 2 2 3
6 4 2 4 3 12 2 8 22 2 104

0 2 3
3 12 6

( )
9( )

V V V V V V
V V V

        


 
   




   

  نتایج عددي  3-7-4
پارامتر  ردر قسمت اول این بخش، اث

0

d
l

بر رفتار فرکانس نرمال ( 
c




، نسبت فرکانس غیرخطی به 

در صورت افزایش نسبت  استانتظار گیرد. مورد مطالعه قرار می )فرکانس مدل کلاسیک
0

d
l

پارامتر  اثر، 

) مرتبا کاهش یافته و به سمت پاسخ ناشی از تئوري کلاسیک سوق پیدا کند. 0lکوچک مقیاس طولی (
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 پل) بیانگر صحت پاسخ فرکانسی ناشی از تئوري تنش کو42-3) تا (40-3هاي (این مساله کاملا در شکل

باشد به طوري که با افزایش نسبت اصلاح شده می
0

d
l

که همان کمتر شدن اثر پارامتر کوچک مقیاس  

) است پاسخ این تئوري به تدریج به سمت پاسخ تئوري کلاسیک (بدون در نظر گرفتن اثر 0lطولی (

باشد و که نرخ این کاهش در مودهاي بالاتر بیشتر می شودکند. این امر نیز خاطر نشان میاندازه) میل می

تر هاي پاییندر نسبتو حالت کلاسیک اصلاح شده  ینی فرکانسی براي تئوري تنش کوپلبتفاوت در پیش

0

d
l

  بیشتر است. ، در مودهاي بالاتر 
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اصلاح شده و کلاسیک در  تنش کوپلهاي بین تئوريمود اول ): مقایسه فرکانس نرمال 40-3شکل (
0

d
l

  هاي مختلف 

  
اصلاح شده و کلاسیک در  تنش کوپلهاي بین تئوريمود دوم ): مقایسه فرکانس نرمال 41-3شکل (

0

d
l

  هاي مختلف 
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اصلاح شده و کلاسیک در  کوپلتنش هاي بین تئوريمود سوم ): مقایسه فرکانس نرمال 42-3شکل (

0

d
l

  هاي مختلف 
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پایداري الکترومکانیکی در الاستومرهاي دي الکتریک در یک المان  بررسی 3-8

  عمومی
  

  مقدمه 3-8-1
ولتاژ اعمالی در دي الکتریک هاي انعطاف پذیر همچون الاستومرها اغلب توسط ناپایداري الکترومکانیکی 

نشان دادند که حد فروپاشی پلیمر در صورت نرم شدن در  [91]محدود می شود. استارك و همکاران 

ه و لذا میدان الکتریکی دماهاي بالا کاهش می یابد و هرچه ولتاژ اعمالی افزایش می یابد، پلیمر لاغرتر شد

این بازخورد منجر به وضعیت ناپایداري الکترومکانیکی یا همان بزرگتري توسط همان ولتاژ ایجاد می شود. 

  می گردد.  1کشیدگی

به طور خلاصه می توان مودهاي ناپایداري ممکن در عضو دي الکتریک تحت تحریک الکتریکی را در 

  :[92]موارد زیر عنوان کرد

پاشی الکتریکی: این مود شکست زمانی رخ می دهد که میدان الکتریکی به  بالاترین حد مجاز فرو -الف

  خود برسد و در بالاتر از آن مقدار، تخلیه بار موجب فروپاشی عملگر می شود.

  

                                                             
١ Pull-in 



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

138 
 

  [92]): شماتیک فروپاشی الکتریکی یک مبدل 43-3شکل (

  

 

دارد که در  دناپایداري، حد بحرانی براي ولتاژ وجو/ الکترومکانیکی: در این نوع pull-inناپایداري -ب

مقادیر بزرگتر از آن، دیگر تعادلی بین نیروهاي الاستیک و الکتریکی وجود نداشته و صفحه بالایی بر روي 

  صفحه پایین می افتد. 

  
  [92]): شماتیک ناپایداري الکترومکانیکی یک مبدل 44-3شکل (

  

این نوع ناپایداري  هاي تحت فشار، احتمال این نوع ناپایداري وجود دارد.ناپایداري کمانشی: در مبدل  -پ

  در عملگرهایی که در آن ها کشیدگی اولیه ناشی از پیش تنش حذف شده باشد، معمول است.

  
  [92]): شماتیک مود ناپایداري کمانشی در یک مبدل تحت فشردگی جانبی 45-3شکل (

  

ناپایداري موضعی: این حالت ناپایداري مربوط به شروع یک تغییر شکل موضعی به صورت یک نوار  -ت

وپله بودن معادلات حاکم از دست دادن حالت معمول کمی باشد. از منظر تحلیلی، این ناپایداري مرتبط با 

  می  باشد.
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  [92]): تغییر شکل موضعی به صورت نوار 46-3شکل (

  
  

  روابط حاکمبیان و  مسالهتعریف  3-8-2
هاي معرفی شده در بخش مقدمه، به بررسی یکی از مهمترین انواع آن یعنی از بین انواع ناپایداري

شود. بدین منظور، تعریف مساله با استفاده از یک المان پرداخته می) pull-inناپایداري الکترومکانیکی (

  عمومی که قابلیت پیاده سازي در انواع ترکیب بندي ها از جمله تیر، صفحه و ... دارد، انجام می گیرد. 

درنظر گرفته می شود که در اثر اعمال ولتاژ بین  3Lو  1L  ،2L) عملگري با ابعاد اولیه 50-3طبق شکل (

. با مساحت آن زیاد می شودبراي ثابت ماندن حجم، دو الکترود بالا و پایین ضخامت آن کاهش یافته و 

ساس آن ها بیان شد، این عملگر توجه به نوع تنش هاي اعمالی که در فصل اول ذکر گردید و ثوابت بر ا

2که به ترتیب به سطوح  2Pو  1Pکششی تحت دو نیروي  3L L  1و 3L L شوند، در نظر اعمال می

  شود.گرفته می

  

  

  ): شماتیک ابعاد دي الکتریک الاستومر قبل و بعد از اعمال ولتاژ47-3شکل (

  

1L
2L

  

3L
  

1 1L
  

2 2L
  

3 3L
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1به ترتیب به  V) مشخص است، ابعاد عملگر پس از اعمال ولتاژ 47-3همان طور که در شکل ( 1L ،

2 2L  3و 3L.تبدیل می شوند  

توسط رابطه  1میدان الکتریکی اسمی
3

VE
L

  توسط رابطه 2حقیقیو میدان الکتریکی
3 3

VE
L

  تعریف

با رابطه  3شوند. همچنین جابجایی الکتریکی اسمیمی
1 2

QD
L L

 با رابطه  4و جابجایی الکتریکی حقیقی

1 1 2 2

QD
L L 

 که  شوندبیان میQ اولیه و  وضعیتحالت اسمی از تقسیم به  .بار الکتریکی اعمالی است

  شوند. تغییرشکل یافته ایجاد می وضعیتحالت حقیقی از تقسیم به 

1به ترتیب عبارتند از 2Pو  1Pبه همین ترتیب تنش هاي اسمی توسط نیروهاي 
1

2 3

PS
L L

  2و
2

1 3

PS
L L

.  

  می باشد. Vبوده و پارامتر کنترل  Dو  1  ،2مختصات عمومی موردنظر در این مساله 

رب نیرو در مقدار جابجایی و کار باتري نیز شده توسط نیروهاي خارجی از حاصل ضاز آنجا که کار انجام 

که مجموع انرژي آزاد نیروها،  5، لذا انرژي آزاد سیستمآیداز حاصل ضرب ولتاژ در بار اعمالی بدست می

با در نظر گرفتن چگالی انرژي کرنشی الاستومر به صورت زیر قابل تعریف باتري و عملگر الاستومر است، 

 :[92] است

)3-198(  1 2 3 1 2 1 1 1 2 2 2( , , )G L L L W D P L P L VQ         

1که در آن  2( , , )W D   :عبارتست از  

)3-199(  1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , , )W D U D          

                                                             
١  Nominal electric field 
٢  True electric field 
٣  Nominal electric displacement 
٤  True electric displacement 
٥ Free energy of system 
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U  و  در عبارت اخیر به ترتیب توابع چگالی انرژي کرنشی الاستیک و چگالی انرژي میدان الکتریکی

  باشند.می 

 :[93]تابع چگالی انرژي میدان الکتریکی برابر است با

)3-200(  
2 2 2

1 2
1 2( , , )

2
DD  

  


 

   

Dو  1 ،2در اثر تغییرات کوچک مختصات عمومی معرفی شده به صورت   تغییرات انرژي آزاد ،

  شود با:پس از تقسیم طرفین بر حجم اولیه المان برابر میسیستم 

)3-

199(  

2 2
2 2

1 1 2 2 1 22 2
1 2 3 1 2 1 2

2 2 2 2
2

1 2 1 22
1 2 1 2

1 1( ) ( ) ( )
2 2

1
2

G W W W W WS S E D
L L L D

W W W WD D D
D D D


    

   

    
   

    
       

    

   
   

     

 


  
  

   

کمینه باشد. در حالت تعادل باید ضرایب مرتبه اول یعنی  Gشود که حالت تعادل پایدار زمانی ایجاد می

  باشند:) برابر صفر 199-3ضرایب سه جمله اول معادله (

)3-200(  1 2
1 2

, ,W W WS S E
D 

  
  
  


   

می شود، باید تغییرات مرتبه دوم براي Gبراي اطمینان از اینکه این حالت تعادل موجب کمینه شدن 

Dو 1 ،2ترکیبات دلخواه  در حالت تعادل، مثبت معین  1مثبت باشد. درنتیجه باید ماتریس هسین

 باشد:

                                                             
١ Hessian 
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)3-201(  

2 2 2

2
1 1 2 1

2 2 2

2
1 2 2 2

2 2 2

2
1 2

W W W
D

W W WH
D

W W W
D D D

   

   

 

   
     
   

  
    

    
      





  

   

مثبت معین دیگر  ،در مقدار بحرانی ولتاژ لیدر مقادیر کوچک ولتاژ، ماتریس هسین مثبت معین است و

  شود. نبوده و دترمینان این ماتریس برابر صفر می

پایداري سیستم مورد بررسی را با استفاده از دو مدل یئو و بیدرمن که در بخش هاي قبلی نیز استفاده 

 pull-inشدند مورد بررسی قرار می دهیم و در هر یک مقادیر ولتاژ بحرانی و ... که منجر به ناپایداري 

  کنیم.شود را بررسی میمی

  

  بررسی وضعیت پایداري عملگر با مدل یئو 3-8-3
  

  چگالی انرژي کرنشی مدل یئو با درنظر گرفتن چگالی انرژي میدان الکتریکی عبارتست از:
)3-202(  

2 2 2
2 3 1 2

1 1 2 1 3 1( 3) ( 3) ( 3)
2

DW c I c I c I  


 

      
   

2هاي با توجه به رابطه 2 2
1 1 2 3I       1و 2 3 1    شودنتیجه می:  

  

)3-203(  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2 2 3 1 2

3 1 2 1 2

( 3) ( 3)

( 3)
2

W c c

Dc

       

 
   



   

 
 

       

    
  

  شوند با:) برابر می200-3معادلات تعادل ( و
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)3-204(  

3 2 3 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

2 3 2
3 2 2 2 2 2 2 1 2

3 1 1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 3 2 2
3 2 1 2 1 2

(2 2 ) 2 (2 2 )( 3)

3 (2 2 )( 3)

(2 2 ) 2 (2 2 )( 3)

3 (2 2 )(

S c c

Dc

S c c

c

         

 
      


         

     

     

 
   

     

 

      

     

      

   



2 2 3
2 2 2 1 2

1 2

2 2
1 2

3) D

DE

 



 


 
 

 

 







  

  

  

  

  

  نیز عبارتند از: ماتریس هسینهاي درایه و
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)3-205(  

4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 24 2

11 1 1 2 2 3 2 2
1 1 2

4 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 2 2 2 3 2 2
1 2 1 2 1 1 2

2 4 2
1 2

3 3
12 21 1 1 2

(2 6 )( 3)
(2 6 ) 2

(2 2 )

(2 6 )( 3)
3

2( 3)(2 2 )

3 ;

(4

H c c

c

D

H H c

     
 

  

     

      

 


 

   
 

 

   

   

 

 

    
    

   
    

  
      



 



3 3 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 3 2 2 3
1 1 2 2 1 2

3 3 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 2 2 2 3 2 2 3
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2 3 3
1 2

1
13 31

(4 )( 3)
) 2

(2 2 )(2 2 )

(4 )( 3)
3

2( 3)(2 2 )(2 2 )

2 ;

2

c

c

D

DH H

     

     

     

         

 




   

   

   

     

 

   
  

    
   

  
       



  



 3 2
2

2 4 2 2 2 2
1 2 1 2 1 22 4

22 1 1 2 2 2 3 2
2 1 2

2 4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 2 2 2 2 3 2
1 2 1 2 2 1 2

2 2 4
1 2

2
1

23

;

(2 6 )( 3)
(2 6 ) 2

(2 2 )

(2 6 )( 3)
3

2( 3)(2 2 )

3 ;

2

H c c

c

D

DH




     
 

  

     

      

 




 

   
 

 

   

   

 



    
    

   
    

  
      



 



 3
2

2 2
1 2

33

;

;H




 




 



   

بدست آمدند  1با توجه به این که ثوابت مدل یئو از طریق آزمایش هایی همچون تنش یکسان دومحوره

1یعنی درنتیجه وضعیت پایداري براي این حالت تنش  2S S S   1و 2     در  گردد.میبررسی

  شوند به:) تبدیل می204-3هاي تعادل (نتیجه معادله

                                                             
١  Equal biaxial stress 
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)3-206(  

 

 

6 2 4 2 4 2 52 3

1 1 11

2 8 2 4 2 4 2 32 3

1 1 11

2 32 2 1 (2 3) (2 3)

2 32 2 1 (2 3) (2 3)
/

D c c S
c c cc

E c c S
c c cc

     


      


 

    

 
         

 

 
         

 





   

  

بین ولتاژ نرمال شده () بیانگر رابطه 206-3مجموعه معادلات (
1

D
c 

) و بار نرمال شده (
1 /
E

c 

 براي(

بار مکانیکی 
1

S
c

  به عنوان پارامتر می باشد. و 

هاي مختلف رسم شده است. گذاري) براي بار48-3نرمال شده در شکل ( ولتاژنرمال شده به  بارنمودار 

بخش چپ هر نمودار مرتبط با ماتریس هسین مثبت معین، بخش راست آن مرتبط با ماتریس هسین غیر 

  ها مربوط به صفر بودن دترمینان ماتریس هسین است.مثبت معین بوده و قله
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  براي مدل یئو هاي مختلفنرمال شده در بارگذاري ولتاژنرمال شده به  بار): نمودار 48-3شکل (

به نسبت کشیدگی نیز رسم شده است که توسط آن می توان هم  ) نمودار بار نرمال شده49- 3در شکل (

مقدار میدان الکتریکی بحرانی و هم مقدار نسبت کشیدگی بحرانی را یافت و با مقادیر نسبت کشیدگی 

)detبدست آمده از رابطه  ) 0H  سنجی کرد.مقایسه و اعتبار  

1

0S
c
   1

1S
c
   

1

3S
c
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  براي مدل یئو هاي مختلف): نمودار بار نرمال شده به نسبت کشیدگی در بارگذاري49-3شکل (

  
ولتاژ بحرانی، ر ادیمق هاي مختلف تنش هاي اعمالی می توانبراي حالت ) 49- 3و () 48-3از شکل (

که پس از آن عملگر دچار ناپایداري الکترومکانیکی می و نسبت کشیدگی بحرانی میدان الکتریکی بحرانی 

   ) خلاصه کرد.3-3را در جدول (گردد 

شود مقدار بحرانی ولتاژ در تنش هاي بالاتر، کمتر می باشد و عملگر همانطور که از نتایج مشاهده می

  رسد. می pull-inزودتر به وضعیت ناپایداري 

  

  

  

  

  

1

0S
c


1

1S
c
   

1

3S
c
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  براي مدل یئو هاي مختلفمقادیر بحرانی میدان الکتریکی، ولتاژ و نسبت کشیدگی در بارگذاري ):3-3جدول (

 نسبت کشیدگی (

(  
  ) Vولتاژ بحرانی (

میدان الکتریکی بحرانی(
V
m

 (  
  

2.042365254  192.7661  72.9656 10  
1

0S
c
  

2.080606855  189.8254  72.9204 10  
1

1S
c
  

2.148017874  184.2528  72.8347 10  
1

3S
c
 

  

  بیدرمنبررسی وضعیت پایداري عملگر با مدل  3-8-4

  با درنظر گرفتن چگالی انرژي میدان الکتریکی عبارتست از: بیدرمنچگالی انرژي کرنشی مدل 

)3-207(  
2 2 2

2 3 1 2
10 1 01 2 20 1 30 1( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

2
DW c I c I c I c I  



 

        
   

2هاي با توجه به رابطه 2 2
1 1 2 3I      ،2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 3 1 3I          1و 2 3 1    رابطه بالا ،

  شود به:تبدیل می

)3-208(  
2 2 2 2 2 2 2 2

10 1 2 1 2 01 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 1 2

20 1 2 1 2 30 1 2 1 2

( 3) ( 3)

( 3) ( 3)
2

W c c

Dc c

       

 
       



   

 
   

       

        
  

  شوند با:) برابر می200-3درنتیجه معادلات تعادل (
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)3-209(  

3 2 2 3 3 2
1 10 1 1 2 01 1 2 1 20 1 1 2

2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 30 1 1 2 1 2 1 2

2 3 2
1 2

2 3 2 3 2 3
2 10 2 1 2 01 1 2 2 20 2 1 2

2 2
1 2

(2 2 ) (2 2 ) 2 (2 2 )

( 3) 3 (2 2 )( 3)

(2 2 ) (2 2 ) 2 (2 2 )

(

S c c c

c

D

S c c c

        

          

 

        

 

    

     

 

    

     

       



     





2 2 2 3 2 2 2 2 2
1 2 30 2 1 2 1 2 1 2

2 2 3
1 2

2 2
1 2

3) 3 (2 2 )( 3)c

D

DE
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  هاي ماتریس هسین نیز عبارتند از:و درایه

)3-210(  

4 2 2 4
11 10 1 2 01 2 1

4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

20 3 2 2
1 1 2

4 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

30 3 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2

2 4 2
1 2

(2 6 ) (2 6 )

(2 6 )( 3)
2

(2 2 )

(2 6 )( 3)
3

2(2 2 ) ( 3)

3 ;

H c c

c

c

D

H

   

     

  

     

      

 


  

   

 

   

   

 

   

    
  

   
    

  
      




3 3
12 21 10 1 2 01 1 2

3 3 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

20 3 2 2 3
1 1 2 2 1 2

3 3 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

30 3 2 2 3 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

(4 ) (4 )

(4 )( 3)
2

(2 2 )(2 2 )

(4 )( 3)
3

2(2 2 )(2 2 )( 3)

H c c

c

c

   

     

     

     

         

 

   

   

   

     

  

   
  

    
   

 
     

2 3 3
1 2

3 2
1 2

13 31

2 4 2 4
22 10 1 2 01 1 2

2 4 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

20 2 3 2
2 1 2

2 4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

30 2 3 2
2 1 2 1

2 ;

2 ;

(2 6 ) (2 6 )

(2 6 )( 3)
2

(2 2 )

(2 6 )( 3)
3

2(2 2 ) (

D

DH H

H c c

c

c

 


 


   

     

  

     

   

 

 

  

   

 

   

 







  

   

    
  

   

   


 





2 2 2 2
2 1 2

2 2 4
1 2

2 3
1 2

23

2 2
1 2

33

3)

3 ;

2 ;

;

D

DH

H

  

 


 


 


 

 

 

 

 
 

    



 







   

1یعنی یکسان دومحوره تنش خاص حالت در  2S S S   1و 2    209-3هاي تعادل (معادله (

  شوند به:تبدیل می
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)3-211(  

 

 

2 2 401 20

10 106 5

2 4 230 1010

10

2 2 401 20

10 102 8 3

2 4 230 1010

10

1 2 (2 3)
2 2

3 (2 3)

1 2 (2 3)
2 2

3/ (2 3)

c c
c cD S
c cc
c

c c
c cE S
c cc
c

  
 

  

  
  

  







  



     
   
 
   
 

     
   
 
   
 





   

  

) رابطه بین ولتاژ نرمال شده (211-3(مجموعه معادلات 
10

D
c 

) و بار نرمال شده (
10 /
E

c 

(  براي بار را

مکانیکی 
10

S
c

  کنند.بیان میبه عنوان پارامتر  و 

هاي مختلف رسم شده است. ) براي بارگذاري50-3شکل ( نمودار بار نرمال شده به ولتاژ نرمال شده در

همانطور که در مدل یئو بیان شد از طریق این نمودار می توان محدوده ولتاژ و میدان الکتریکی بحرانی را 

  یافت.
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  براي مدل بیدرمن هاي مختلف): نمودار بار نرمال شده به ولتاژ نرمال شده در بارگذاري50-3(شکل 

  

)detبراي اعتبارسنجی نسبت کشیدگی بدست آمده از  ) 0H  توان نمودار بارنرمال شده به نسبت می

  داده شده است.) نشان 51-3هاي مختلف رسم نمود که در شکل (کشیدگی را در بارگذاري

  

10

0S
c

   

10

1S
c

   10

3S
c
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  هاي مختلف براي مدل بیدرمن): نمودار بار نرمال شده به نسبت کشیدگی در بارگذاري51-3شکل (

  

) و 50-3توان با استفاده از نمودارهاي (مقادیر بحرانی میدان الکتریکی، ولتاژ و نسبت کشیدگی را می 

) یافت که نسبت کشیدگی بحرانی از طریق دترمینان ماتریس هسین نیز قابل دستیابی است. این 3-51(

) ارائه شده اند. همانطور که از این جدول پیداست در مدل بیدرمن نیز در بارگذاري 4-3مقادیر در جدول (

 نکته قابل تامل در یابد.ست در حالی که نسبت کشیدگی افزایش میهاي بزرگتر، ولتاژ بحرانی کوچکتر ا

  بحرانی در مقادیر بالاي بارگذاري است.و میدان الکتریکی افت قابل توجه ولتاژ  )4-3مقادیر جدول (

  

  

  

  

10

0S
c



10

1S
c



10

3S
c





هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

154 
 

  هاي مختلف براي مدل بیدرمن): مقادیر بحرانی میدان الکتریکی، ولتاژ و نسبت کشیدگی در بارگذاري4-3جدول (

 نسبت کشیدگی (

(  
  ) Vولتاژ بحرانی (

میدان الکتریکی بحرانی(
V
m

 (  
  

1.002225774  96.8414  71.4899 10  
1

0S
c
  

1.088675050  92.1256  71.4173 10  
1

1S
c
  

1.419064018  4.8827  57.5118 10  
1

3S
c
 

  

دهد که عملگر با مدل هایپرالاستیک بیدرمن در حالت هاي نشان می نیز ) 4- 3) و (3-3مقایسه جدول (

 ،مختلف بارگذاري داراي ولتاژ بحرانی و میدان الکتریکی بحرانی کوچکتري بوده و در مقادیر پایین تر ولتاژ

  می گردد.  pull-inدچار ناپایداري 
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گیردار و مدل با شرط مرزي ورق متقارن محوري میکروارتعاش آزاد   3-9

  هایپرالاستیک یئو

  مدل یئو حاکم درله استخراج معاد 3-9-1

  طبق شکل زیر مدنظر است: hو ضخامت  aبه شعاع  دارگیرورق دایره اي 

 
  ): شماتیک ورق مورد بررسی52-3کل (ش

  
  :معرفی شودلازم است ابتدا میدان جابجایی  ،متقارن محورياي براي بدست آوردن معادله ورق دایره

)3-212(  0
(r, )

r

z

wu z
r

u
u w t
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- میمعرفی کارمن به صورت زیر  - با استفاده از رابطه فون هاي حاصلبا توجه به تغییر شکل بزرگ، کرنش

  . شود

)3-213(  

22

2
1
2r

w wz
r r

z w
r r





        


 


  

  آید:دهد به صورت زیر به دست میهاي ثوابت کرنش را میمولفهتانسور کوشی گرین راست که 

)3-214(  
2 1 0

2 0 2 1 0
0

00 1

r

C E I 




 
     
  

  

  هاي ثوابت کرنش که مقادیر ویژه ماتریس اخیر هستند معادل است با:مولفه

)3-215(  
1I ( ) 2( 3)ε εrtr C     

3J=I 1  

  آید:بدست می) 22-3) در رابطه (212-3در ورق از جایگذاري معادلات ( مدل یئوانرژي کرنشی  چگالی

)3-216(  

22 22 2

1 22 2

32 2

3 2

1 12 z 4 z
2 2

18 z
2

w w z w w w z wW c c
r r r r r r r r

w w z wc
r r r r

                                    

             

  

  :از جایگذاري انرژي جنبشی

2

0

( )
a wT h dr

t
r 


 )3-217( 

  شود:) حاصل می218-3( معادله ،و انرژي کرنشی کل در اصل همیلتون
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)3-218(  

2 2 2
3 2

1 22 2 2

4 3 2 2
3 5 4

2 34 3 2 2 3 2

2 4
3 2

2 4
3

3 3 2

3 2

1 12 4 ( ) 3 ( )

2 2 1 1 16 ( ) 5 ( )
3

2( ) 2 ( )

88

w w w w w wh c h c h
t r r r r r r r

w w w w w w wc h c h
r r r r r r r r r r r

w w w
r r rc h

w w w
r r r r


        

              
         

                 

  


  
   

 
  

3 2
2 2

3 2

2
3 2 3

3 2 2 3

6( ) ( )

3 14 ( ) ( ) 0

w w w w
r r r r r

w w wc h
r r r r r

 
 
 
   

 
    

   
      

  

  شرایط مرزي استخراج شده از اصل همیلتون عبارتند از:

)3-219(  

2
2

3 3 2 2
32

1 33 2 3 2
2

3 2

3 ( )
2: 0

3
2 ( ) 4

0

w w
w c h w w r rr a c hr r c h r
r r r w w w

r r r
OR w

  
                     

   


   

 

)3-220(  

3 2 2
3 3 22

32 2: ( ) ( ) 0
3

0

c h w w w w wr a r c h r r
r r r r r

wOR
r



       
              

    

  

 

دو شرط دیگر نیز  انتخاب شوند. با توجه به مساله موردنظر باید شرایط مرزي                               

  شامل  

  باشند.می                             

  

  

( ) 0, ( ) 0ww a a
r


 



(0) 0, (0) 0ww
r
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   حل معادله حاکم و بررسی پاسخ فرکانسی 3-9-2

  حاکم بر ورق عبارتست از:شده خطیمعادله 

)3-221(  2
2 3 4

1 22

22 0
3

wh c h w c h w
t




    


  

  .                         که                         

  :انجام دادزیر توان به روش متغیرها را میتفکیک 

)3-222(  ( , ) ( )T(t)w r t W r  
  داشت:) خواهیم 221-3) در (222-3از جایگذاري ( 

)3-223(  
22 4

21 2
dim

2 2
3

c c hT W W
T W W


 

 
   


   

  برابر مقدار ثابتی قرار داده شدند. ،که دو طرف تساوي

  لذا معادلات حاصل عبارتند از:

)3-224(  2 0T T    
)3-225(  4 2

1 2 0W W W        
  که                                        .

  

  توان به صورت دو معادله جدا ازهم نوشت:) را می3-225معادله (

)3-226(  
2

1 1 1

2
2 2 2

0
0

W W
W W





  

     

  که                                     . 

داراي علامت مثبت و باید یکی        و      دو مقداراز می دانیم که     و    با توجه به مقادیر ثوابت 

  را کمیتی مثبت در نظر گرفت.    را کمیتی منفی و       تواندیگري داراي علامت منفی باشد که می

2
2

2

1w w
r r r

 
  

 

2
1 dim

1 22 2
2 2

3 3,
2

c
c h c h


 

 
 

1 2 1 1 2 2,       

1c2c12

12
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  شود:می) شامل توابع بسل 226-3پاسخ معادلات (به این ترتیب 

)3-227(  1 1 0 1 2 0 1

2 3 0 2 4 0 2

( ) ( )

( ) ( )

W c I r c K r

W c J r c Y r

 

 

   

    

     باید ضرایب  بودن حل در          به علت محدودباشد. از طرفی نیز پاسخ کل، مجموع این دو پاسخ می

  رابر صفر باشند. پس:ب                           و 

)3-228(  1 0 1 3 0 2( ) ( )W c I r c J r     
  ) را ارضاء کند:228-3شرایط مرزي گیردار باید معادله (

)3-229(  ( ) 0W a    

)3-230(  ( ) 0W a
r




  

  :شودرابطه ضرایب حاصل می) 228-3) در (229-3از اعمال شرط (

)3-231(  0 1
3 1

0 2

( )
( )

I a
c c

J a




    

  :آیدبدست می) 222-3) وسپس در (230-3) در (231-3از جایگذاري ( ،لذا پاسخ معادله خطی

)3-232(  
 

0 1
0 1 0 2

0 2

1 dim 2 dim

( )
( , ) (r ) (r )

( )

A cos( t) A sin( )

I a
w r t I J

J a

t


 



 

 
   
  
    

  شوند.از شرایط اولیه حاصل می که ضرایب ثابت

  ) حاصل می شود:222-3) بر روي معادله (230-3معادله فرکانسی از اعمال شرط (

)3-233(  0 1
0 1 0 2

0 2

(a )
(a ) (a ) 0

(a )
I

f I J
J


 




      

  دست می دهد:را به )53-3) نمودار (233-3رسم معادله (

0r 2c

4c
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   2براي یافتن مقادیر معادله فرکانسی ): نمودار 53-3( شکل

  
شود برابر مقدار دقیق ) می233-3که منجر به صفر شدن معادله (2 کمترین مقدار 

92.273073530026409 10 توان به مقدار فرکانس ) می3- 252باشد. از این مقدار با توجه به روابط (می

5طبیعی دست یافت. مقدار فرکانس طبیعی بابعد برابر
dim 9.994229173761758 10   باشد.می  

  

 

  :شودمطابق روابط زیر تعریف میبعدسازي پارامترهاي بی

)3-234(  * * *
dim, ,w rw r t t

h a
     

dim 1بعد است که از طریق پارامترهاي فرکانس خطی با  2و .قابل تشخیص است  
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آید(علامت ستاره براي بعد حاکم به دست میمعادله بی ،)218-3) در معادله (234-3از اعمال معادله (

  سادگی برداشته شده است):

        )3-235(  

2 2
1

2 2 2 2

2
3 2

2
2

4 2 4 3 2

4 3 2 2 3

2 2 4
5 4 3 2

2 2 4

4 3 2
3
6 2 3 2

2 1

1 ( ) 3 ( )
4

12 6 66

1 12( ) 5 ( ) 12( ) ( )

6 48

d

d

d

cw w w
t a r r r

w w w
c h r r r r

a w w w w
r r r r r r r
w w w w w w

r r r r r r r r
c h w w w
a r r

 

 

 

   
     

   
    

    
        

     
   

     
  


 

3 2 3
2 2 2

3 2 3

2
2 3

2 2 3

8 36 48( ) ( ) ( ) 0

2 2( ) ( )
3

w w w w w w
r r r r r r r r r r

w w w
r r r r r

 
 
 
      

           
        

  

بعدفرکانس طبیعی خطی بی  
  ) برابر است با:235-3بعد خطی با توجه به معادله (معادله بی

)3-236(  

2 2
1

2 2 2 2

4 3 2
2

4 2 4 3 2 2 3

2 1

24 2 1 1 0

d

d

cw w w
t a r r r

c h w w w w
a r r r r r r r

 

 

   
     

             

  

  :شودتساوي زیر حاصل می) 236-3) در (222-3از جایگذاري ( 

)3-237(  
22 4

21 2
02 2 4 2

2 24

d d

c c hT W W
T a W a W


   

 
   


   

  باشد. بعد میفرکانس طبیعی خطی بی    ه اند و  که دو طرف تساوي برابر مقدار ثابتی قرار داده شد

  لذا معادلات حاصل عبارتند از:

)3-238(  2
0 0T T    

)3-239(  4 2
1 2 0W W W        

                                                 که

0

2 4 2 2
1 dim 0

1 22 2
2 2

,
12 24

c a a
c h c h

  
 

 
 

(1) 0W
r
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) همانند قسمت قبل، شرایط مرزي               و                  را اعمال 239-3پس از تفکیک معادله (

  آید:کرده و پاسخ معادله خطی بدست می

)3-240(  
 

0 1
0 1 0 2

0 2

1 2

( )
( , ) (r ) (r )

( )

A cos( t) A sin( )

I
w r t I J

J

t


 



 

 
    
  


   

  شوند.از شرایط اولیه حاصل می بتکه ضرایب ثا

  ) است:228-3مرزي دوم بر معادله ( اعمال شرط نیز حاصلمعادله فرکانسی 

)3-241(  0 1
0 0 1 0 2

0 2

( )
(a ) (a ) 0

( )
I

f I J
J


 




      

 
   2براي یافتن مقادیر  معادله فرکانسی): نمودار 54-3شکل (

  
 1.981197361589570شود برابر مقدار ) می241-3که منجر به صفر شدن معادله (2کمترین مقدار 

 توان به مقدار فرکانس طبیعی دست یافت. ) می239-3باشد. از این مقدار با توجه به روابط (می

(1) 0W 
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 حل معادله بی بعد غیرخطی
  :اید تعریف شودکه شرایط مرزي گیردار را ارضاء کند باي ابتدا توسط روش گالرکین تابع ویژه

)3-242(  0 1
0 1 0 2

0 2

( )
( ) (r ) (r )

( )
I

W r I J
J


 




    

  است که علامت ستاره براي سادگی برداشته است. r*متغیر در رابطه اخیر همان 

  :شوندمیبیان از هم در دو تابع جدا دو متغیر،  ابتدا

)3-243(  ( , ) ( ) q(t)w r t W r   

  :شودو از صفر تا یک انتگرال گیري می ضرب )242-3(در تابع ویژه ) 235-3حال طرفین معادله (

)3-244(  

1 12 1
2 20 0

13 2 3
2 0

2
4 2

1 ''''
2 30

5 4 5

4
3
6 2

2 1

1
3 ( ) ( )

4
2 1 16

1
5 ( ) ( )

6

d

d

d

cq W dr q W W W W dr
a r

q W W W W W dr
rc h

a
q W W W W W W W W dr

r r r

q W W W W W
r

c h
a

 

 

 

        
              

              

    
 



 







1

0

3 '''' 2

13 2 2

0

2 3
2 3

1( ) 4 ( )
0

3 412 ( ) ( )

1 1
( ) ( )

6 18

dr

W W W W W W W W W
r

q W W W W W W dr
r r

W W W W W
r r

  
  

  
                

           
   
            



  

  کلی زیر را خواهد داشت: گیري، شکلمعادله حاصل پس از انتگرال 

)3-245(  3 5
1 2 3 0q B q B q B q      
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-3گیري معین در معادله (پس از انتگرال 5qو  q  ،3qبه ترتیب، ضرایب متغیرهاي  3Bو  1B  ،2Bکه 

  باشد.) می244

  شود.استفاده می  پوانکارههاي مختلف قابل حل است که در اینجا از روش این معادله از روش

qتغییر متغیرهاي اعمال  T  وt  ) دهدمی )245-3در معادله:  

)3-246(  2 3 3 5 5
1 2 3 0T T T T           

  :عبارتند ازهاي پیشنهادي حل

)3-247(  
2

0 1 2

2
0 1 2

...

...

T T T T 

    

   

   
   

  شود:، معادلات زیر حاصل می) و جداسازي ضرایب مختلف پارامتر 246-3) در (247-3از جایگذاري (

)3-248(  2
0 0 1 0( ) : 0O T T      

)3-249(  2 2
0 1 0 1 0 1 1( ) : 2 0O T T T         

 )3-250(  3 2 2 3
0 2 0 1 1 0 2 1 0 1 2 2 0( ) : 2 (2 ) 0O T T T T T                 

2که در رابطه بالا 
1 0   شرایط اولیه مورد نظر وmax

max(0) AT A
h

  .می باشد  

  ) پس از اعمال شرایط اولیه عبارتست از:248-3پاسخ معادله (

)3-251(  0 max cos( )T A     

  شود به:)، حذف جمله سکولار و عدم تکرار پاسخ همگن منجر می249-3جایگذاري این حل در معادله (

)3-252(  1 0T   

)3-253(  1 0   

)، حذف جمله سکولار و یافتن پاسخ خصوصی معادله، 250-3) در معادله (253-3( ) تا251-3جایگذاري (

  دهد:می
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)3-254(   
3

2 max
2 2

0

cos(3 ) cos( )
32

AT 
 


 

   

)3-255(  
2

2 max
2

0

3
8

A





   

) پاسخ نهایی جابجایی و 243-3) و سپس در (247-3در ( )255-3تا ( )251-3(از قرار دادن معادلات 

  شود:فرکانس حاصل می

)3-256(  

 

0 1
0 1 0 2

0 2

max

3 2
2 max

2
0

( )
( , ) (r ) (r )

( )

cos( )

cos(3 ) cos( )
32

I
w r t I J

J

A

A


 





 
 



 
    
  
 
 
    





   

)3-257(  
2

2 2 max
0

0

3 ...
8

A
  


  


  

 

  نتایج عددي 3-9-3
در این بخش با توجه به حل تحلیلی انجام شده در بخش قبلی، اثر  بیشینه دامنه و نسبت منظر بر 

  گیرد.مورد بررسی قرار می نرمالفرکانس 

 )5-3کنیم که در جدول (ابتدا مقادیر عددي را براي پارامترهاي هندسی و ماده تعریف می بدین منظور

  ارائه شده است:

  هندسی و ماده ورق: پارامترهاي )5-3(جدول 
 مقدار پارامترهندسی

a  30 m  
h  10 m  

 مقدار [41]ثوابت مدل یئو
1c  0.24162 MPa  

2c  0.19977 MPa  
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3c  0.00541MPa  

maxاثر بیشینه دامنه ( ،در گام اول
max

AA
h

) را بر فرکانس نرمال شده (
0




دهیم. ) مورد بررسی قرار می 

  شد.این کار براي سه مود اول انجام خواهد 

2در مود اول با توجه به محاسبات انجام شده از طریق عددي مقدار  1.981197361589570   بدست

) مقدار 257-3مقدار فرکانس خطی و از طریق رابطه () 239-3و () 238-3آمد که از طریق معادلات (

  فرکانس غیرخطی حاصل خواهد شد. 

maxبعد براي بیشینه دامنه بی مقادیر نسبت این دو فرکانس در مود اول تا سوم 0.3A   وmax 0.6A  در

به صورت نموداري  بیشینه شود و سپس براي گستره بیشتري از دامنه) بیان می8-3) تا (6-3( هايولجد

  گردد.ارائه می

  بعدبیشینه دامنه بی: مقدار فرکانس نرمال در مود اول براي مقادیر مختلف )6-3(جدول 

فرکانس نرمال(
0




  بیشنه دامنه بی بعد  )

1.3845  0.3 

2.5378  0.6 

4.4601  0.9   
  

مقدار  ،بعددهد که با افزایش بیشنه دامنه بیدامنه را بر فرکانس نرمال نشان میبیشینه ) اثر 55- 3شکل (

  گذارد.فرکانس نرمال شده نیز رو به افزایش می
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  : اثر بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال شده در مود اول)55-3(شکل 

  

2در مود دوم با توجه به محاسبات انجام شده از طریق عددي مقدار  21.7274  جدول  و بدست آمد

   باشد.شده میدادههاي نشانبیانگر مقادیر عددي فرکانس نرمال در بیشنه دامنه )3-7(

  بعدبی: مقدار فرکانس نرمال در مود دوم براي مقادیر مختلف بیشینه دامنه )7-3(جدول 

فرکانس نرمال(
0




  بیشنه دامنه بی بعد  )

1.3523  0.3 

2.4094  0.6 

4.1711  0.9   
  

دهد که در اینجا نیز همچون مود بیشتري از دامنه را بر فرکانس نرمال نشان می) اثر گستره 56-3شکل (

رود و لذا اثر مستقیم بر مقدار فرکانس نرمال شده نیز رو به فزونی می ،بعداول با افزایش بیشنه دامنه بی

  آن دارد.
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  : اثر بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال شده در مود دوم)56-3(شکل 

  

2در مود سوم با توجه به محاسبات انجام شده از طریق عددي مقدار  61.1432   بدست آمد و نسبت

- نشان )57-3(و روند تاثیر آن بر فرکانس نرمال در شکل  )8-3( در جدول فرکانس غیرخطی به خطی

   شده است.داده

  بعدمقادیر مختلف بیشینه دامنه بی: مقدار فرکانس نرمال در مود سوم براي )8-3(جدول 

فرکانس نرمال(
0




  بعدبیشنه دامنه بی  )

3.7180  0.3 

11.8720  0.6 

25.4621  0.9   
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  شده در مود سوم: اثر بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال)57-3(شکل 

rگیرد، نسبت منظر (پارامتر دیگري که اثر آن بر فرکانس نرمال مورد بررسی قرار می
h

باشد. این اثر می) 

است. همانطور که در همه این ) نشان داده شده 60-3) تا (58-3هاي (در سه مود اول به ترتیب در شکل

 که شودتا مقدار معینی کاسته مینرمال شود با افزایش نسبت منظر از مقدار فرکانس موارد مشاهده می

همچنین همانطور که از مقایسه . تغییر نسبت منظر بر فرکانس نرمال دارد قابل توجهنشان از اثرگذاري 

  شود.مودهاي بالاتر کمتر میاین سه نمودار پیداست، نرخ این کاهش در 
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 اثر نسبت منظر بر فرکانس نرمال در مود اول :)58-3(شکل 

 
 اثر نسبت منظر بر فرکانس نرمال در مود دوم :)59-3(شکل 

 



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

171 
 

 
 اثر نسبت منظر بر فرکانس نرمال در مود سوم :)60-3(شکل 
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شرط مرزي گیردار و مدل با ورق متقارن محوري ارتعاش اجباري میکرو  3-10 

  هایپرالاستیک یئو

  مدل یئو له حاکم دراستخراج معاد 1- 3-10

که تحت نیروي خارجی هارمونیک  hو ضخامت  aبه شعاع درگیر اي ورق دایره) -523طبق شکل (

0 cos( )f t شودباشد درنظر گرفته می .  

هاي جنبشی و کرنشی مطرح شده در بخش ارتعاش با توجه به انرژي معادله حاکم بر ارتعاش اجباري ورق

  :باشدآزاد به صورت زیر می

)3-258(  
  

2 2 2
3 2

1 22 2 2

4 3 2 2
3 5 4

2 34 3 2 2 3 2

2 4 3 2
3 3 2

3 2 4 3 2

1 12 4 ( ) 3 ( )

2 2 1 1 16 ( ) 5 ( )
3

82( ) 2 ( ) 8

w w w w w wh c h c h
t r r r r r r r

w w w w w w wc h c h
r r r r r r r r r r r

w w w w w wc h
r r r r r r r


        

              
         

                 

      
   

     

3 2
2 2

0

3 2

2
3 2 3

3 2 2 3

6( ) ( )

3 14 ( ) )) co( s(

w w w w
r r r r r

w w wc h
r r r

t
r r

f

   
     

   
    

 
 

  

  است.فرکانس تحریک  دامنه نیروي تحریک و  0fکه 
  

  معادله حاکم و بررسی پاسخ فرکانسیحل  2- 3-10
  :شودسازي میبعدبا تعریف پارامترهاي زیر، بی) 258-3(ابتدا معادله 

)3-259(  *
dim

dim

, , ,r wr w t t
a d
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آزاد ارتعاش باشد که در بخش فرکانس طبیعی بابعد در حالت خطی می dim) پارامتر 259-3در رابطه (

  محاسبه شد.

  :آیدحاکم بر مدل یئو بدست میبعدشده معادله بی) 258-3) در (259-3از جایگذاري (

)3-260(  

2
3 2

2 2 2
1 2

2 2 2 2 4 2 4 3 2

4 3 2 2 3

2 2 4
5 4 3 2

2 2 4

4 3 2
3
6 2 3 2

1 ( ) 3 ( )
2 41

12 6 66

1 12( ) 5 ( ) 12( ) ( )

6 48

d d

d

w w w
c c hw w w r r r r

t a r r r a w w w w
r r r r r r r

w w w w w w
r r r r r r r r

c h w w w
a r r

   

 

   
                            

     
   

     
  


 

3 2 3
2 2 2

03 2 3

2
2 3

2 3

*

2

*8 36 48( ) ( ) ( )

2 2( ) ( )
3

cos( )w w w w w w F
r r r r r r r r r r

w w w
r r r r

t

r

 
 
 
      

          
   



 

    

  

 که
d

0 2
m

0

ihd
f

F
 

.  

(1) عبارتند از:نیز  بعدشرایط مرزي بی 0, (1) 0ww
r






 


.  

-3در معادله (ادله این مع به طوري که ،پذیرد) انجام می261-3با استفاده از معادله ( جداسازي متغیر 

فاصله صفر تا یک  و در ) ضرب261-3معادله (، طرفین در شکل مود معرفی شده در ) جایگزین260

 .شودیگیري مانتگرال

)3-261(  0 1
0 1 0 2

0 2

( )
( ) (r ) (r )

( )
I

W r I J
J


 




    

 گردد:دیفرانسیل معمولی زیر حاصل می، معادله نتیجه اعمال گالرکیندر 

)3-262(  * * 3 * 5 * * *
1 2 3 0( ) ( ) ( ) ( ) cos( )q t B q t B q t B q t F t      
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-3گیري معین در معادله (پس از انتگرال 5qو  q  ،3qبه ترتیب، ضرایب متغیرهاي  3Bو  1B  ،2Bکه 

  د.نباش) می244

  هاي چندگانهحل مقیاس

طبق رابطه زیر کوچک  پارامتر، )262-3( ي معادله استخراجیبر روهاي چندگانه مقیاساعمال روش براي 

 :شودمی معرفی

)3-263(  q u  

  شود.معرفی و در معادله اعمال می هاي چندگانهمقیاسپیشنهادي زیر طبق روش  حل

)3-264(  2
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )u u T T T u T T T u T T T      

2که 
0 1 2, ,T t T t T t    باشد.می  

  عبارتند از:ارامتر کوچک هاي مختلف پضرایب توان

)3-265(  
2

1 0
1 02

0
( ) : 0uO u

T
 

 


   

)3-266(  
22

2 01
1 12

0 10
( ) : 2 0uuO u

T TT
  

  
 

   

)3-267(  
2 22 2

3 3 *0 02 1
1 2 2 0 0 02 2

0 1 0 20 1
( ) : 2 2 cos( T )u uu uO u u F

T T T TT T
  

  
      

      

  بعدشده است.) همان مربع فرکانس طبیعی تیر خطی و بی265-3در معادلات ( 1ضریب 

و باشد ) می133-3) تا (122-3این ضرایب و یافتن پاسخ نهایی معادله حاکم دقیقا همانند معادلات (حل 

  شود.لذا از دوباره گویی اجتناب می
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  نتایج عددي 3- 3-10
رسم شده است. این نمودارها بیانگر دامنه بر حسب پارامتر تنظیم  1شدگیدر این بخش، نمودارهاي شاخه

شود + در نظر گرفته شده است. در همه موارد مشاهده می10تا  -4باشند. محدوده پارامتر تنظیم از می

  شوندگی دارد.رفتار سخت که ورق

) بیانگر کاهش دامنه در اثر افزایش شماره مود بالاخص بین مود اول 63-3) تا (61-3مقایسه نمودارهاي(

شوندگی هم به دلیل خمش بیشتر نمودار به سمت راست، با افزایش مود باشد و میزان سختو دوم می

 شود.بیشتر می

  
  مود اولشدگی در ): نمودار شاخه61-3شکل (

  

                                                             
١ Bifurcation 
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  شدگی در مود دوم): نمودار شاخه62-3شکل (

  
  شدگی در مود سوم): نمودار شاخه63-3شکل (
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گیرد اثر دامنه نیروي هارمونیک خارجی است. دو مقدار پارامتر دیگري که در اینجا مورد بررسی قرار می

) مشخص است 64-3شکل (شود. همانطور که در متفاوت براي دامنه نیرو در هر مود درنظر گرفته می

کند و در پارامتر تنظیم کوچکتري روند صعودي را آغاز می ،بخش اول پایدار براي دامنه نیروي بزرگتر

شود که به معناي ایجاد دامنه ماکزیمم در فرکانس بخش دوم پایدار در پارامتر تنظیم بزرگتري آغاز می

  گردد. تري میشوندههاي بالاتر منجر به رفتار سختتحریک بزرگتر است. علاوه بر این، دامنه نیرو در مود

 
  ورق): اثر دامنه نیرو بر رفتار میکرو64- 3شکل(
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 رفتار میکروتیر دوسردرگیر تحت نیروي الکتروستاتیکی مطالعه 3-11

  
سطح که الکترود به طوري شودهاي پیشین درنظر گرفته مینسبت به مدلدر این بخش مدل متفاوتی 

زیرین الاستومر را جدا کرده، با فاصله از سطح زیرین و به صورت ثابت قرار داده و نیروي الکتروستاتیک به 

  شود. این دو الکترود اعمال می

د در نقرار دار و نیز با فاصله از سطح زیرین، دو الکترودهایپرالاستیک که بر روي سطح بالایی آن  میکروتیر

باشد. در فاصله می bو عرض  d، ضخامت l) نشان داده شده است. این تیر داراي طول 65-3شکل (

ولتاژ بین دو از سطح پایینی میکروتیر، الکترود دیگري قرار گرفته است و به واسطه اعمال  0gشکاف 

  گیرد.الکترود موجود، ارتعاش صورت می

  
  ): میکروتیر تحت نیروي الکتروستاتیکی65-3شکل (

  
مدل هایپرالاستیک در نظر گرفته شده براي این میکروتیر مدل یئو بوده و ترکیبی از ولتاژ مستقیم و 

میکروتیر داراي خیز شده و سپس در شود. لذا ابتدا در اثر اعمال ولتاژ مستقیم، متناوب به آن اعمال می

  کند. اثر ولتاژ متناوب ارتعاش می

  معادله حاکم بر میکروتیر تحت نیروي الکتروستاتیکی به صورت زیر می باشد:



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

179 
 

)3-268(  

2 42 2 4 2 2

1 2 2 32 2 4 2 2

3 22 3 2 4 2
0

3 3 32 3 2 4 2
0

2 8 12 30  

24 96 24
2( )

w w w w w w wA c A c I c A c A
t x x x x x x

w w w w w w bVc I c I c I
x x x x x x g w





                        

                     

  

  
ها) بوده که از بین آن26-3) و (25-3شرایط مرزي نیز مطابق معادلات (

(0) 0, ( ) 0, (0) 0, ( ) 0w ww w l l
x x

 
   

 
  را باید انتخاب کرد.

12در این رابطه 
0 8.85 10 F

m
    ثابت گذردهی خلا و( )bV V v t   ولتاژ اعمالی بین دو الکترود

)ولتاژ مستقیم و  bVبوده که در آن  ) cos( )acv t V t   ،ولتاژ متناوبacV  دامنه ولتاژ اعمالی و 

  فرکانس تحریک است.

  شوند:سازي مطابق معادله زیر تعریف میبعدپارامترهاي بی

)3-269(  2
4 4 2

*1 0
4 3

1 1 0

, , , ,
2

x w c I Al bl Vx w t t V
l d Al c I c Ig

 


          

  
  گردد:بعد می) منجر به معادله بی268-3) در (269-3جایگذاري معادله (

)3-270(  
2 2 4 2 2

2

2 3 2 4

2 42 2 4 2 2

1 2 3 4

3 22 3 2 4 *

5 5 5 * 2

  

4
(1 )

w w w w w w w
x xt x x x x

w w w w w w V
x x wx x x x

   

  

      

     

     

    

         
              

        
              

که 
2 2 4 2

2 2 0 3 0 3 0
1 2 3 4 52 2

1 1 1

2 8 12 30 24, , , ,Al c c Ag c Ag c g
I c c I l c I l c

        .  

(0)بعد عبارتند از: و شرایط مرزي بی 0, (1) 0, (0) 0, (1) 0w ww w
x x

 
 

 

 
   

 
.  

)خیز میکروتیر تحت نیروي الکتریکی متشکل از مولفه استاتیکی  )sw x  و مولفه دینامیکی( , )u x t  بوده

  به ترتیب نتیجه اعمال ولتاژهاي مستقیم و متناوب هستند، بنابراین:که 
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)3-271(  *( , ) ( ) ( , )sw x t w x u x t    
  

و نیز جمله شامل نیروي متناوب برابر صفر قرار براي محاسبه خیز استاتیک، جمله هاي وابسته به زمان 
  ، بنابراین:شودداده می

)3-272(  

2 42 4 2 2

1 2 3 42 4 2 2

3 22 3 2 4
6

5 5 52 3 2 4 2

  

4
(1 )

s s s s s s

s s s s s s

s

w w w w w w
x x x x x x

w w w w w w
x x x x x x w

   

  

                      

                     

  

که  
4 2

0
6 3

1 02
bbl V

c Ig


  .و علامت ستاره نیز براي سادگی برداشته شده است  

براي حل معادله اخیر، می توان از بسط جمله سمت راست تساوي استفاده کرد اما براي پاسخ دقیق تر و 

 در نظر گرفتن دقیق عامل غیرخطی مذکور، می توان طرفین را در عبارت مخرج ضرب کرد و سپس اقدام

  به حل نمود.

  براي معادله حاصل، حل پیشنهادي زیر را می توان ارائه کرد:

)3-273(     

( ),
cos( ) cosh( )( ) cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )
sin( ) sinh( )

(2 1)
2

s

m m
m m m m

m m

m

w a x

x x x x x

m


 

    
 







   


 

   

و در ) جایگزین، طرفین در تابع ویژه ضرب 272-3) را در معادله (273-3طبق روش گالرکین، حل (

با استفاده از تحلیل یک مود( مود  محاسبات این بخش از رساله .شودفاصله صفر تا یک انتگرال گیري می

1اول) از طریق جایگذاري 
3
2


  اي بر حسب معادله ،آید. نتیجه این روشبدست میa  می  7از مرتبه

  باشد.

  حل پیشنهادي براي این معادله عبارتست از:

)3-274(  2
0 1 2 ...a a a a       

  توان خیز استاتیکی را بدست آورد.) می273-3و جایگذاري در رابطه ( aاز حل معادله حاکم بر 
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را  pull-inو خیز   توان بر حسب ولتاژ مستقیم اعمالی رسم نمود و از طریق آن ولتاژخیز استاتیکی را می

نهایت شود. ولتاژ تقریبا بی -این است که شیب نمودار خیز  pull-inدادن پدیده شرط رخ بدست آورد.

0.2663sدر  شود این پدیده) مشاهده می66-3همانطور  که در شکل ( pullinw    5.4وb pullinV    اتفاق

  افتد.می

  

  
  در ازاي ولتاژهاي مختلفنقطه میانی ): تغییرات خیز استاتیک 66-3شکل (

  
) رسم شده است. همانطور که در این 67-3ولت نیز در شکل ( 5,4خیز در صورت اعمال ولتاژ وضعیت 

می باشد. اگر  0,2663شکل مشاهده می شود، مقدار خیز نقطه میانی تیر در ازاي این ولتاژ برابر مقدار 

ناپایداري در تیر که مقدار ولتاژ اعمالی از این مقدار تجاوز کند، خیز نقطه میانی به حدي زیاد می گردد 

  . پاشدفرو می الکترود ثابت پایینی رخ داده و روي
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 ولت 5,4): خیز میکروتیر در اثر اعمال ولتاژ 67-3شکل (

  
  :گردد ) جایگزین می270-3) را در (271- 3رفتار دینامیکی میکروتیر، معادله (براي بررسی 

)3-275(  

2 2

2 22 2 2 4 4

1 2 32 2 2 4 4 2

32 2

2 2

4 4

42 2 4 4

4 52 2

 

 

s

s s

s

s

s

s s

x x
t x x x x u w

x x

w
x x

w u
u w u w x

u w
u u w

x x
x x x

u

x

w

u

u

  

 

   
                                       

  
   

    
                     





2

3 3 2 2

3 3 2 2

2

2(1 )

4

s

s s

s

s

w
x

w w
x x x x

u w
x x

V
u w

u u

 
 
 
 

  
   

 
      

          
        


 



  

  به صورت زیر است: uحل پیشنهادي براي 
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)3-276(  ( , ) ( ) ( )u x t x q t   
  

) و 276-3)، ضرب طرفین در تابع ویژه (275-3) در (276-3طبق روش گالرکین با جایگذاري معادله (

  . شودمینتیجه qمعادله زمانی بر حسب گرال گیري در فاصله صفر تا یک، انت

)3-277(  

21 1 12
1 22 40 0 0

21 2
3 20

21 4
4 20

2
3

2 4

5

4

4

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) (

qdx q a dx q a dx
x x

q a q a dx
x x

q a q a dx
x x

q a q a q
x x x

 

 



 



 

  

 



 

 

 
   

 
               
               

     
         





  







2

1

0

3 2

21

2

3

0

2

)

( )( )4

(1 ( ))

a
dx

q a
x x x

V dx
q a











    
  

 
           

 


 





  
  

  شود:معرفی می qبا استفاده از روش نیمه تحلیلی مقیاس هاي چندگانه، حل پارامتر 

 )3-278(  2 3
0 1 2 ...q q q q        

  
- می توان ضرایب مرتبه)، 277-3) در معادله دیفرانسیل معمولی (278-3پس از اعمال حل پیشنهادي (

  را جدا کرد.  مختلف  هاي
)3-279(  

2
1 20

0 02
0

( ) : 0qO q
T

 
 


  

  
)3-280(  

2 22
2 2 20 01

0 1 1 2 0 3 02 2
0 10 0

( ) : 0q qqO q B B q B q
T TT T
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)3-281(  

2 2 2 22 2
3 2 20 0 0 02 1

0 2 4 5 6 7 0 8 02 2 2
0 1 0 2 0 10 1 0

2 2
3 0 1

9 0 10 1 11 0 12 0 1 13 14 02 2
0 0

( ) :

cos( )ac

q q q qq qO q B B B B q B q
T T T T T TT T T

q qB q B q B q B q q B B V T
T T

      
     

       

 
      

 

  

فرکانس طبیعی و  0ولت انجام شد.  4و  2حل این معادلات براي ولتاژهاي مستقیم 

, 1,2,3,...,14iB i  ) ارائه شده اند:9-3ثوابت بوده که براي این دو ولتاژ در جدول (  

  ولت 4و  2): مقادیر عددي فرکانس طبیعی و ثوابت ضرایب در ولتاژهاي 9-3جدول (
4bV V  2bV V پارامتر  

692.82  773.37  0  
1.99  2  1B  

61.99 10  61.96 10  2B  
2.88  2.70  3B  

2  2  4B  
1  1  5B  

2  2  6B  
2.19  1.91  7B  
5.76  5.41  8B  

61.70 10  61.49 10  9B  
2.88 2.70  10B  
2.88  2.70  11B  

63.99 10  63.92 10  12B  
43.71 10 38.12 10  13B  
41.86 10 38.12 10  14B  

  
  ) عبارتست از:279-3(حل معادله 

)3-282(  0 0
0 1 2( , ) i Tq A T T e cc    

  
  شود:هاي سکولار، حل خصوصی زیر حاصل می) و حذف عبارت280-3) در معادله (282-3از جایگذاري (
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)3-283(  0 0 0 02 2
1 1 1 2

i T i Tq C e C e C      
  
)3-284(  1 2( ) 0 ( )D A A A T     
  

  شود به:) و حذف جملات سکولار منجر می281-3) در (284-3) تا (282-3جایگذاري (

)3-285(  0 0 0 03 3
2 3 3 4

i T i Tq C e C e C     
  

  شود:)، پاسخ فرکانسی حاصل می281-3از حذف جملات سکولار در معادله (

)3-286(  
2 2

35 6 7
08 2 2 ac

C C Ca a V        
   

   
  

  برابر است با: ولت 4و  2) براي ولتاژهاي 286-3) و (285-3)، (283-3مقادیر ثوابت در معادلات (

  ولت 4و  2): مقادیر عددي ثوابت حل در ولتاژهاي 10-3جدول (
4bV V  2bV V پارامتر  

0.0096  0.0043  1C  
0.0096  0.0043  1C  
-0.0576  -0.0260  2C  

4-5.14 10  4-3.18 10  3C  
4-5.14 10  4-3.18 10  3C  

-0.0774  -0.0136  4C  
550.62 10  6-1.74 10  5C  

1.69 1.94  6C  
3936.54 7873.09  7C  

  
  
  
  
  
  



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

186 
 

  

 نتایج عددي 3-11-1

) 68-3آید. در شکل (ولت بدست می 4و  2در این بخش همانند قسمت هاي قبل، نتایج براي ولتاژهاي 

ثانیه، خیز تیر رسم شده که منطبق بر شرایط  10هاي زمانی دو ولتاژ یادشده در مود اول و بازهبراي 

شکل  مشخص است که در ابتداي شروع خیز، میزان جابجایی در ولتاژهاي بالاتر این مرزي مساله است. از 

  کمتر است.

  
  هاي مختلفولت در زمان 4و  2): خیز تیر براي ولتاژهاي 68-3شکل (

  
ولت مورد بررسی  4و  2)، پاسخ فرکانسی براي ولتاژهاي 286-3در حالت تشدید اولیه نیز طبق معادله (

و  0,04گیرد. براي بررسی وضعیت پاسخ فرکانسی در این دو ولتاژ مستقیم، دو ولتاژ متناوب قرار می

  گیرد. نیز در نظر گرفته شد تا اثرگذاري آن بر رفتار میکروتیر مورد بررسی قرار 0,08
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ولت و در ولتاژهاي متناوب  2) نمودار دامنه بر حسب پارامتر تنظیم را براي ولتاژ مستقیم 69-3شکل (

نشان می دهد. از این نمودار پیداست که میکروتیر موردنظر داراي رفتار نرم شونده می  0,08و  0,04

  دهد. تحریک بزرگتري رخ می باشد. همچنین در ولتاژ متناوب بزرگتر، ایجاد دامنه بیشینه در فرکانس

) انجام شده که همان نتایج ذکر شده را شامل 70-3ولت در شکل ( 4همین بررسی براي ولتاژ مستقیم 

  شود.می

  
-3شکل (

): پاسخ 69
فرکانسی 

براي 
2bV   و

0.4,0.8acV 
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4bV): پاسخ فرکانسی براي 70-3شکل (   0.4,0.8وacV    
  
 

) مشخص است که با افزایش مقدار ولتاژ مستقیم، میزان نرم 70-3) و (69-3هاي (از مقایسه شکل

است شوندگی افزایش می یابد. این مقایسه به طور جداگانه براي هر یک از ولتاژهاي متناوب انجام شده 

  ) نشان داده شده است.72-3) و (71-3هاي (که در شکل
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2bV): مقایسه پاسخ فرکانسی براي 71-3شکل (   4وbV   0.4درacV    
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2bV): مقایسه پاسخ فرکانسی براي 72-3شکل (   4وbV   0.8درacV    
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  جمع بندي فصل 3-12

اي بحث هاي هایپرالاستیک چندجملهسازي میکروتیر و میکروورق بر اساس مدلدر این فصل بر روي مدل

پلیمر رسانا، از الاستومر ي و به جاانجام میکروتیر بر اساس کار ژانگ و همکاران  سازي اولیهشد. مدل

هاي نارسانا در بین دو الکترود انعطاف پذیر استفاده شد. براي بیان رفتار غیرخطی ماده از مدل

هایپرالاستیک نئوهوکین، یئو و بیدرمن بهره گرفته شد که در این بین مدل نئوهوکین به دلیل عدم 

یان رفتار تیر را نداشت. لذا از دو مدل یئو و داشتن تعداد جملات کافی در چگالی انرژي کرنشی توانایی ب

  . برشی استفاده گردیدبرنولی و  -هاي اویلربیدرمن به ترتیب در تئوري

گاه ساده بوده که منجر به بروز هاي گیردار و تکیهشرایط مرزي مورد استفاده در این تحقیق شامل حالت

  . شدجابجایی فون کارمن  -نشعامل غیرخطی هندسی در معادلات از طریق اعمال رابطه کر

هاي نیمه تحلیلی پوانکاره و مقیاس هاي چندگانه و براي اعتبارسنجی براي حل معادلات حاکم از روش

هاي بدست آمده از کوتاي مرتبه چهارم استفاده شد که موید حل-هپاسخ هاي زمانی از روش عددي رانج

  .هاي اغتشاشات بودطریق روش

روتیر و میکروورق، هم ارتعاش آزاد و هم ارتعاش اجباري تحت تشدید اولیه مورد در مطالعه ارتعاشی میک

هاي زمانی در مودهاي مختلف، تاثیر بررسی قرار گرفت. در بخش ارتعاش آزاد موارد مختلف همچون پاسخ

ار عواملی همچون بیشینه دامنه، ضخامت هاي مختلف، نسبت منظر  و ... بر فرکانس نرمال مورد مطالعه قر

گرفت. در بخش ارتعاش اجباري نیز بیشتر بر پاسخ فرکانسی تحت تشدید اولیه در مودهاي مختلف، طول 

هاي میکروالکترمکانیکی اثر دامنه نیرو بررفتار سیستمنیز و  و شعاع هاي مختلف در میکروتیر و میکروورق

  تمرکز شد.



هامربوطه و مطالعه پاسخهاي : معادلات حاکم، حلسومفصل   
 

192 
 

تنش کوپل اصلاح  معرفی تئوري تقویت شدهشی انجام پذیرفت کار مهم و نوین دیگري که در بحث ارتعا

تواند راه کلاسیک تنش کوپل اصلاح شده بوده که میغیرشده براي مواد هایپرالاستیک بر اساس تئوري 

هاي اخذ شده گشاي مطالعات بیشتر در این زمینه هم در کارهاي تئوریک و هم آزمایشگاهی باشد. پاسخ

مور دمطالعه قرار گرفت که  یاس طول و نیز بعد از حذف آناز این بخش در دو حالت حضور پارامتر مق

  منجر به رفتارهاي منطقی و مناسب گردید.

هاي میکروالکترومکانیکی بوده در سیتم pull-inدیگر در این فصل بررسی پایداري و ناپایداري  مبحث

هاي مختلف محدوده بندياست. در این بخش تلاش شد تا با ارائه یک مدل عمومی قابل اعمال در ترکیب

هاي کشیدگی مربوطه هم از بحرانی این نوع ناپایداري براي ولتاژ اعمالی، میدان الکتریکی اسمی و نسبت

نسبت کشیدگی و هم با استفاده از ماتریس هسین در  -ولتاژ و میدان - طریق رسم نمودارهاي میدان

  هاي بارگذاري مختلف مورد محاسبه قرار گیرد.حالت

دل دي الکتریک الاستومر، ترکیب بندي دیگري نیز در این رساله مورد بررسی قرار گرفت. به علاوه بر م

و با شکافی نسبت به این سطح بر روي ل به سطح زیرین میکروتیر جدا این ترتیب که الکترود متص

ه زیرسازه ثابت شد. خیز تیر به دو بخش استاتیکی و دینامیکی تقسیم شد. حل استاتیکی براي معادل

بدست آمد. سپس با وارد کردن این حل در معادله اولیه، حل  pull-inحاکم انجام شد و ولتاژ و خیز 

دینامیکی انجام شد و رفتار میکروتیر تحت تشدید اولیه مورد بررسی قرار گرفت که بر خلاف دي الکتریک 

  شونده بود.الاستومر داراي رفتار نرم
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  ها: نتیجه گیري و پیشنهاد4فصل 

 : نتیجه گیري4-1

اد الاستومري به همراه هاي میکرومکانیکی، مودر فصل اول رساله، مقدماتی همچون معرفی سیستم

هاي مکانیکی رفتار لاستیکی، مواد هایپرالاستیک ها، مروري بر ویژگیآنو نیز مزیت استفاده از کاربردها 

- ها که در الاستومرهاي ديانواع تحریک ها ومدلانواع کننده رفتار الاستیک غیرخطی) به همراه (بیان

در این زمینه انجام  تحقیقاتی. در فصل دوم مروري جامع بر کارهاي گردیدرود ارائه الکتریک به کار می

گاه با دو شرط مرزي تکیهبراي میکروتیر و میکروورق فصل سوم ارتعاش آزاد و اجباري شده است. در 

لاستیک یئو و بیدرمن هاي هایپرابا در نظر گرفتن مدل کلاسیک و عامل برش براي تئوريساده و گیردار 

بر فرکانس مورد  يغراثر پارامترهاي مختلف همچون شماره مود، طول، ضخامت و نسبت لا و نیزبررسی 

بر پایه تنش کوپل اصلاح شده  نوین تنش کوپلشده، تئوري هاي یادعلاوه بر تئوري .مطالعه قرار داده شد

  pull-inکلاسیک نیز معرفی شد تا اثر میکرو بودن تیر لحاظ گردد. در کنار بحث ارتعاشی، ناپایداري غیر 

  عمومی مورد مطالعه قرار گرفت.سازي هاي الکترومکانیکی توسط یک مدلدر سیستم

  :شودبه صورت تیتروار ارائه میهر بخش در ادامه نتایج 
  

  و شرایط مرزي تکیه گاه ساده و گیردار میکروتیر با تئوري اویلر برنولیارتعاش آزاد  -1

  اثر مستقیم بیشینه دامنه بر فرکانس نرمال در مودهاي مختلف 
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  فرکانس نرمال (افزایش میزان اثرگذاري بیشینه دامنه بر
0




 هاي بیشتردر ضخامت  )

 ) اثر معکوس نسبت منظرL
d

در مود اول تا سوم و اثرگذاري بیشتر این پارامتر  ) بر فرکانس نرمال

 در مودهاي بالاتر

 

 ارتعاش آزاد میکروتیر با در نظر گرفتن عامل برش تحت مدل بیدرمن  -2

  برتري استفاده از مدل بیدرمن نسبت به مدل یئو در حالت در نظرگرفتن برش به علت وجود

 کرنش برشی در چگالی انرژي کرنشی مدل بیدرمن جمله

 ) اثر معکوس نسبت منظرL
d

) بر فرکانس نرمال در مود اول تا سوم و اثرگذاري بیشتر این پارامتر 

 در مودهاي بالاتر

 (تیر لاغرتر) میل کردن فرکانس نرمال به سمت فرکانس خطی در نسبت منظرهاي بالاتر 

 
 ارتعاش اجباري میکروتیر تحت مدل یئو -3

 شوندگی در مودهاي بالاترو افزایش میزان سخت شونده میکروتیر در مودهاي مختلفرفتار سخت 

 ترشوندگی در تیرهاي با طول کوتاهبیشتر بودن میزان سخت 

  دامنه بیشینه در فرکانس تحریک بزرگترایجاد 

  

 

 بررسی اثر اندازه در میکروتیر توسط تئوري تنش کوپل اصلاح شده و مدل بیدرمن -4

 معرفی شکل نوین تئوري تنش کوپل اصلاح شده براي مواد هایپرالاستیک 

 هاي کلاسیک با ثوابت مدل بیدرمنمعادل سازي ثوابت تئوري 
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 نش کوپل اصلاح شده به فرکانس نرمال تئوري کلاسیک در میل کردن فرکانس نرمال تئوري ت

/ 10d l   

 افزایش اختلاف فرکانسی تئوري غیرکلاسیک و کلاسیک در مودهاي بالاتر 

 

 هاي میکروالکترومکانیکیدر سیستم pull-inمطالعه ناپایداري  -5

 هاي مختلفبنديدر ترکیب هاي الکترومکانیکیپیشنهاد یک مدل عمومی براي سیستم 

 هاي مختلفیافتن ولتاژ بحرانی، میدان الکتریکی بحرانی و نسبت کشیدگی بحرانی در بارگذاري 

 تر نسبت به مدل یئوناپایداري مدل بیدرمن در ولتاژهاي پایین 

 

 ارتعاش آزاد میکروورق متقارن محوري گیردار با مدل یئو -6

 رمال در مودهاي مختلفاثر مستقیم بیشینه دامنه بر فرکانس ن 

 اثر معکوس نسبت منظر بر فرکانس نرمال در مودهاي مختلف 

 

 ارتعاش اجباري میکروورق متقارن محوري گیردار با مدل یئو -7

 شوندگی در مودهاي بالاترو افزایش میزان سخت شونده میکروتیر در مودهاي مختلفرفتار سخت 

 ترکوتاه شوندگی در تیرهاي با طولبیشتر بودن میزان سخت 

 ایجاد دامنه بیشینه در فرکانس تحریک بزرگتر 

 مطالعه رفتار میکروتیر تحت نیروي الکتروستاتیکی -8

 رفتار نرم شونده میکروتیر در ولتاژهاي مختلف 

 بالاتر بودن میزان فرکانس تحریک در ولتاژهاي متناوب بزرگتر با ولتاژ مستقیم یکسان 

  ولتاژهاي مستقیم بزرگتر با ولتاژ متناوب یکسانبیشتر بودن میزان نرم شوندگی در 
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  ها: پیشنهاد4-2

 ویلسون و ... -هاي دیگر هایپرالاستیک همچون مدل اگدن، مدل هاینسگیري مدلکاربه 

 هاي مستطیلی و نامتقارنبررسی رفتار ارتعاشی در ورق 

 هاي هایپرالاستیکبررسی رفتار ارتعاشی غشاء 

  در اجزاء میکروالکترومکانیکی هایپرالاستیک ناپایداريانواع دیگر بررسی 

 هاي ساخته شده از الاستومرهابه کارگیري نتایج در ربات 

 هاي متنوع دیگر همچون تحریک مغناطیسیاعمال تحریک 

 هاي هایپرالاستیک در تیرهاي با سطح مقطع متغیرمطالعه مدل 
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Abstract 

Micro-electro-mechanical systems mostly made based on silicon and its 
derivatives tended to other materials such as polymers and rubbers. 
Elastomers, between polymeric materials, investigated in this study due to 
their special properties, specially their rubberic behavior. Dielectric elastomers 
have simple structure consisting of elastomer and parties electrodes, so they 
have capacity behavior. This feature, along with other features such as high 
strain, flexibility, compliance with environmental, quick response introduces 
elastomers as highly desirable material in a variety of applications of artificial 
muscles, clamps, sensors and resonators. In this thesis, the dynamic behavior 
and vibrating mechanical member of microelectromechanical systems made of 
this material will be studied using Hayprelastic models. These models 
anticipate rubberic behavior and nonlinear relationship of stress and strain in 
these materials, well and with selecting these models properly, we can involve 
material nonlinearity in addition to other factors. In the first chapter of the 
thesis, we present some preliminaries such as micromechanical systems, 
elastomeric materials with desired applications and advantages of them, an 
overview of the mechanical properties of rubber, hayperelastic materials 
(expressing non-linear elastic behavior) as well as models, types of 
stimulation that is used in the dielectric elastomers. In the second chapter a 
comprehensive overview is done about the researches being done in this area. 
Free and forced vibration of micro-beam and micro-plate for classical Euler-
Bernouli and shear theories with considering Yeoh and Biderman hyperelastic 
models will be studied in the third chapter. Meanwhile, the effects of various 
parameters such as mode number, length, thickness and aspect ratio on 
frequency will be investigated. In addition, we apply modified couple stress 
theory to consider size effect and its results with diminishing length scale 
parameter will be compared with classical theory results. Pull-in stability for 
Yeoh and Biderman models and critical magnitudes of voltage, nominal 
electric field and stretche ratio will be achieved. In addition to the proposed 
model, we consider different configuration with one electrode on top and 
another fixed electrode with a gap from bottom surface. Dynamic behavior of 
this microbeam, pull-in voltage and deflection will be investigated with one 
mode analysis for two different voltages under electrostatic actuation. 
 
 
Keywords: 



 

 
 

Hyper-elastic models, Euler-Bernoulli theory, Shear theory, Modified couple 
stress theory, Pull-in. 

 
Shahrood University of Technology 

 
Faculty of Mechanical and Mechatronics Engineering 

 
 
 

Investigation of dynamic and vibrational behavior of mechanical 
parts of MEMS made of nonlinear elastic materials using 

hyperelastic models  
 
 
 

Saeed Danaee Barforooshi 
 

 
 

Supervisor: 
Dr. Ardeshir Karami Mohammadi 

 
 
 
 

September 2017    
 
 



 

 
 

 
 


